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ONSOZ

Elastik kiriglerde, belirli bir yiik altinda meydana gelen gerilme ve sekil degistirme arasindaki
iliski, dogrusal degildir. Yer degistirmelerin biiylikliigliniin goérsel ve mukavemet olarak
onemli oldugu yap1 ve sistemlerde, dogrusal olmayan gerilme-sekil degistirme iligkilerinin
etkisi de onem kazanmaktadir.

Kirislerde geometrik ve malzeme olarak dogrusal olmamanin biiyiik yer degistirmeler
iizerindeki etkisini incelerken, dogrusal olmayan bir kirisi, dogrusal kabul ederek yer
degistirme hesaplamalar1 yapildiginda veya malzemelerin dogrusal olmayan gerilme-gekil
degistirme bagmntilarindan her hangi birine sahip olmasi durumunda, hesaplanan yer
degistirme degerleri arasinda biiyiik fark oldugu goriilmektedir.

Yer degistirme hesaplamalarinda kirislerin yiikleme kosullari, kesitleri, baglanti kosullar1 en
cok bilinen ve kullanilan parametreyken, yukarida bahsedilen gerilme - sekil degistirme
iliskisinin dogrusal olmayis1 yaninda, malzemenin kompozit veya ¢ift modiilli olmas1 da
bliyiik yer degistirmeler incelenirken géz Oniine alinmasi gereken énemli konulardandir.

Bu c¢alismada, kirislerdeki baz1 problemler i¢in dogrusal olmamanin, malzemenin kompozit
veya ¢ift modiillii olmasinin, belirli bir aralikta ( moment veya boyutsuz parametreler), biiyiik
yer degistirmeler tlizerindeki etkisi sayisal uygulamalarla gosterilmis, bazi kabuller ve
kullanilan sayisal yontemlerle elde edilen yatay ve diisey yer degistirme degerleri
tablolastirilmistir.

Bu caligmamin her sathasinda ilgi, yardim, bilgi ve birikimlerini sabirla bana aktaran degerli
hocalarim Prof.Dr. Ugur Giiven, Prof. Dr. Faruk Yiikseler ve Prof. Dr. Cem
Parmaksizoglu’na en igten tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

Tastyict sistemlerde degisik yliklemeler altinda olusan biiylik yer degistirmeler, iyi bilinen bir
konu olup, bununla ilgili yapilmis ¢ok sayida calisma bulunmaktadir. Konunun 6nemi
nedeniyle bu alanda yapilan g¢alismalar giliniimiizde de siirmektedir.Degisik miihendislik
alanlarinda karsilagilan bir ¢cok durumda, yapilan dogrusallagtirmalar ile elde edilen sonuglar
yeteri derecede yaklasik olabilmektedir. Oysa ki elastik egri i¢in 1yi bilinen egrilik ifadesi
dogrusal olmadig1 gibi ger¢cek malzeme de dogrusal gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip
degildir. Bu ger¢ek goz oniline alindiginda yer degistirmeler, genellikle analitik yontemlerle
belirlenemez, daha ziyade yaklasik ve sayisal yontemler kullanmak gerekir. Bu tezde,
genellikle Agirlikli artiklar ve Runge-Kutta yontemleri kullanilmistir. Tezin biiyiik bir
kisminda, hem malzeme hem de geometrik dogrusal olmama birlikte ele alinmistir.

Tezin giris bdliimiinde; daha Once yapilan g¢aligmalara, tezin amacina, farkliliklarina ve
literatiire katkisina deginilmistir.

Ikinci boliimiinde, kiris malzemesindeki gerilme-sekil degistirme iliskisi, ilk olarak Ludwick
tipi alinmis daha sonra kiibik, logaritmik bicimler segilerek, serbest u¢ noktasindan moment
etkiyen konsol kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeler hesaplanmaistir.

Ucgiincii boliimde, serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen konsol kirislerdeki biiyiik yer
degistirmeler, farkli yontemlerle hesaplanip, karsilagtirmali olarak verilmistir.

Dordiincii ve besinci boliimde, diizgiin yayili yiiklii basit kirislerde ve bilesik yiiklii konsol
kirislerdeki biiyiik yer degistirme degerleri, farkli yay uzunluklar1 kabulii ile elde edilen
egrilik-moment esitliklerinden faydalanilarak, sayisal yontemlerle bulunmustur.

Alt1 ve yedinci bdliimde, ¢ift malzemeli kompozit kirisler incelenmistir. Altinc1 bolimde,
yalnizca geometrik dogrusal olmama hali i¢in serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen
kompozit konsol kirisler ele alinmistir. Yedinci boliimde, her iki dogrusal olmama hali igin,
Ludwick tipi, kiibik ve logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip, serbest ug
noktasindan moment etkiyen kompozit konsol kirislerdeki biiylik yer degistirmeler
hesaplanmigtir.

Sekizinci boliimde, ilk olarak kiibik ve logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip,
serbest u¢ noktasindan moment etkiyen, dogrusal olmayan ¢ift modiillii konsol kirislerdeki
biiylik yer degistirmeler incelenmistir. Daha sonra serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen
veya bilesik yiiklii dogrusal ¢ift modiillii konsol kirislerdeki ve diizgilin yayili yiiklii dogrusal
¢ift modiillii basit kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler, farkli yay uzunluklari kabuliiyle
hesaplanip, sayisal sonuglar tablolarda sunulmustur.

Bu tezde; bu alanda yapilan 6nceki ¢alismalardan bilinen karmasik ¢oziimler yerine, daha
basit anlasilabilir ¢oziimler Onerilmekte olup, ayrica daha az rastlanilan ¢ift malzemeli
kompozit ve ¢ift modiillii kirisler icin, yeni sayilabilecek bazi ¢dziimler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Biiyiik yer degistirmeler, dogrusal olmayan malzemeler, geometrik
dogrusal olmama, kompozit kirisler, ¢ift modiillii kirigler.
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ABSTRACT

Large deflections which become under various loading on bearer systems are well known
and there are many researches on this subject. Since this subject is very important, related
studies are going on currently. The obtained results by linearization can be sufficient in many
cases of the engineering fields. However, the well known curvature relation of elastic curve is
not linear and as that of real material’s stress-strain relation. Taking this fact into
consideration, large deflections cannot be analyzed by analytic methods all the times. When
this is the case, approximate and numerical methods should be used. In this thesis, weighted
residual and Runge-Kutta methods are mostly used. Both material and geometrical non-
linearity are investigated jointly in most of the sections of the thesis.

The introduction part of the thesis includes the state of the art, the aim of this research and the
contribution to literature.

In section 2, Firstly, the relation of stress-strain of beam material is assumed as Ludwick type
and then large deflections of cantilever beam which is subjected to moment at the free end are
calculated. Then the same process is applied to the type of cubical and logarithmic stress-
strain relations.

In section 3, the large deflections of the cantilever beam which is subjected to concentrated
load at the free end are calculated using different methods and finally, the compared results
are presented.

In sections 4 and 5, the large deflections of the uniform distributed loaded simple beams and
combined loaded cantilever beams are calculated by numerical methods using curvature-
moment equations which are obtained by assuming different arc lengths.

In sections 6 and 7, composite beams are investigated. In section 6, composite cantilever
beams which is subjected to concentrated load for only geometrical non-linearity is
considered. In section 7, for both non-linearity, the large deflections of the composite
cantilever beams which is subjected to moment at the free end are calculated for Ludwick,
cubical, and logarithmic types of stress-strain relations.

In section 8, the large deflections of the non-linear bimodulus cantilever beam which is
subjected to moment at the free end are investigated for cubical and logarithmic materials.
Afterward, the large deflections of the linear bimodulus cantilever beam which is subjected to
concentrated load at the free end or subjected to combined load are calculated by assuming
different arc length. The same process is applied to uniform distributed loaded linear
bimodulus simple beams and obtained results for each cases are presented in the tables.

In this thesis, simple and understandable solutions have been proposed instead of known
complex solutions from the previous studies in this area. Also, some new solutions have been
presented for less encountered composite and bimodulus beams.

Keywords: Large deflections, material nonlinearity, geometrical nonlinearity, composite
beams, bimodulus beams.
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1. GIRIS

Kirislerdeki biiylik yer degistirmeler uzun yillardir ilgi ¢eken bir konu olmustur. Elastik
kirislerde yiik altinda biiyiik yer degistirmeler olugabilmektedir. Biiyiik yer degistirmelerden
dolay1r da dogrusal olmama durumu s6z konusudur. Bunun icin biiylik yer degistirmelere
maruz Kkiriglerde problemler dogrusal olmayan egilme teorisine gore c¢oziimlenmelidir.
Bernoulli-Euler yasasinda elastik egrinin gercek egrilik ifadesi kullanilmalidir. Geometrik
dogrusal olmama halinin yaninda, malzeme de dogrusal degildir.Yani malzemedeki gerilme-
sekil degistirme 1iliskisi iistel, kiibik, trigonometrik ve logaritmik fonksiyonlar seklinde

verilebilir.

Dogrusal olmayan egilme teorisinin kullanimi, ilk zamanlarda dogrusal elastik malzemelerle
sinirlandirilmisti.  Bu konuyla ilgili olarak u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen dogrusal
elastik malzemeden yapilmis bir konsol kiristeki biiyiik yer degistirmeler i¢cin Bishopp ve
Drucker (Bishopp, K.E., Drucker, D.C., 1945) eliptik integrale bagli bir ¢6ziim
gelistirmislerdir. Benzer calismalara artik kitaplarda rastlanmaktadir. Ornek olarak Frish-
Fay’in kitab1 verilebilir ( Frisch-Fay, R., 1962). Oden ve Childs (Oden, J.T., Childs, S.B.,
1970) u¢ noktasindan ankastre bagli, dogrusal olmayan elastik malzemeden yapilmig bir
kolondaki sonlu yer degistirmeleri, moment-egrilik iliskileri agisindan, hiperbolik tanjant
kurallarina uygun bir formda gostermislerdir. Holden (Holden, J.T., 1972) tiniform yayili
yuklii dogrusal elastik konsol kiristeki sonlu yer degistirme problemine dordiincii mertebeden
Runge-Kutta yontemini kullanarak sayisal bir ¢6ziim gelistirmistir. Prathop ve Varadan
(Prathop, G., Varadan,T.K., 1976) dikdortgen kesitli serbest uctan tekil yiikli {iniform bir
konsol kiriste, malzemedeki gerilme-sekil degistirme iligskisini Ramberg-Osgood tipi alarak,
elastik olmayan biiyiik deformasyonlari incelemislerdir. Lo ve Gupta (Lo, C.C., Gupta, S.D.,
1978) kirisin elastik olarak deforme olmus kismindaki davranisini dogrusal elastik alip,
elastik limitin Gtesinde gerilmeye maruz kalmis bolgelerde sekil degistirmenin logaritmik
fonksiyonunu kullanarak, dogrusal olmayan dikdortgen kesitli kiristeki biiyiikk yer
degistirmeleri hesaplamiglardir. Monasa( Monasa, F., 1979) malzemesi logaritmik gerilme-
sekil degistirme bagintis1 gosteren, konsol- kolon-kiris i¢in malzemenin dogrusal
olmamasinin stabilite lizerindeki etkisini incelemistir. Sinclair (Sinclair, G.B., 1979) eksenel
ve kayma deformasyonlari etkisini dikkate alip, dogrusal olmayan egilme teorisi kullanarak,
konsol kiristeki biiylik yer degistirmeleri hesaplamis, eksenel ve kayma deformasyonlarinin
etkisini tablo halinde gostermistir. Monosa ve Lewis (Monasa, F., Lewis, G., 1981) serbest u¢

noktasindan diisey dogrultuda tekil kuvvetin etkidigi Ludwick tipi, dogrusal olmayan elastik



konsol kirigin u¢ noktasindaki yatay ve diisey yer degistirmeleri, Simpson yontemi ve Runge-
Kutta yonteminden istifade ederek bulmuslardir. Yine Monosa ve Lewis (Monasa, F., Lewis,
G., 1982) serbest u¢ noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi, dogrusal olmayan elastik
konsol kirig i¢in sonlu yer degistirme probleminde kapali formda bir analitik ¢éziim elde
ederek u¢ noktadaki yatay ve diisey yer degistirmeleri hesaplamistir. Wang (Wang, C.Y.,
1981a), (Wang, C.Y., 1981b), (Wang, C.Y., 1983), (Wang, C.Y., 1984) degisik dis yiikler ve
kendi agirhigr etkisindeki dogrusal elastik kiriste olusan biiylik yer degistirmeleri,
pertiirbasyon ydntemi ve sayisal integrasyon yardimiyla hesaplamistir. Nageswara ve
Venkateswara (Nageswara R.B., Venkateswara, R.G., 1986) u¢ noktasindan tekil yiik etkiyen,
dogrusal elastik malzemeden yapilmis, konsol kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeleri, tekil
yiikiin rotasyonel (kiris egildikce, kuvvet kiris eksenine dik kalacak sekilde doniiyor ) oldugu
ve rotasyonel olmadigi durumlara gore, eliptik integrale baghi c¢ozlimler gelistirerek
hesaplamig ve karsilastirmali olarak tablolagtirmislardir. Joseph ve Varadan ( Joseph, D.,
Varadan, T.L., 1987) Ramberg-Osgood tipi dogrusal olmayan malzemeden yapilmis, serbest
u¢c noktasindan moment etkiyen, konsol kirislerdeki biiyilk yer degistirmelerin
hesaplamalarini yapmislardir. Kounadis ve Mallis (Kounadis, A.N., 1987) malzemesi kiibik
gerilme-sekil degistirme bagintis1 gosteren, basit kirig icin malzemenin dogrusal olmamasinin
stabilite lizerindeki etkisini incelemislerdir. Fertis ve Lee ( Fertis, D.G., Lee, C.T., 1991)
esdeger sistemler yontemini kullanarak prizmatik olan veya prizmatik olmayan esnek
kirislerde, dogrusal olmama durumu i¢in elastik analiz yapmislardir. Lee ve arkadaslar
( Lee, B.K., Wilson, J.F., Oh, S.J., 1993) degisken kesitli, bilesik yiiklii dogrusal elastik
konsol kiriste meydana gelen biiyilk yer degistirmeleri, Runge-Kutta-Falsi yontemini
kullanarak incelemislerdir. Baker ( Baker, G., 1993) boyunca yayili yiklii, konik, dogrusal
elastik konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri, Bernoulli-Euler esitligini kullanarak,
Agirlikli artik ¢0ziim yoOntemiyle hesaplamigtir. Chucheepsakul, Buncharoen, Wang
(Chucheepsakul, S., Buncharoen, S., Wang, C.H., 1994) degisken moment etkisindeki
kirislerde olusan biiyiik yer degistirmeleri, eliptik integral yontemiyle kapali formda bir
¢cozlim saglayarak ve tekrarli tahminli atis ( shooting) optimizasyon teknigiyle hesaplayarak
karsilastirmiglardir. Pak ve Stauffer (Pak, R.Y.S., Stauffer, E.J., 1994) Tekil ve yayil1 yiikli
egri eksenli elastik kirislerde, eksenel, kayma ve egilme deformasyonlarindan dolayr meydana
gelen sonlu yer degistirmeleri, Timoshenko kiris teorisi ve Lagrange denklemlerini kullanarak
bulmuslardir. Jeon, Cho ve Lee ( Jeon, S.M., Cho, M.H., Lee, 1., 1995) Kirislerdeki biiylik yer
degistirme teorisine dayanarak, sonlu elemanlar yontemini kullanip, kompozit kirislerde statik

ve dinamik analiz yapmuslardir. Lee ( Lee, K., 2002) Serbest u¢ noktasindan diisey dogrultuda



tekil kuvvet etkiyen, boyunca tlniform yayili yiikli, Ludwick tipi malzemeden yapilmig
konsol kiriglerin u¢ noktasindaki yatay ve diisey yer degistirmeleri, trigonometrik formda
ifade ederek hesaplamistir. Belendez ve arkadaslar1 (Belendez, T., Neipp, C., Belendez, A.,
degistirmeleri simir eleman yontemini temel alan Anolog esitlik yOntemi yardimiyla
hesaplamislardir. Katsikadelis ve Tsiatas (Katsikadelis, J.T., Tsiatas, G.C., 2003) serbest
ucundan tekil kuvvet etkiyen dogrusal elastik malzemeden yapilmis konsol kiriglerdeki biiytik
yer degistirmeleri hesaplamak icin sistemi, sarka¢ benzeri bir sisteme benzeterek eliptik
integraller yardimiyla ¢ézlimler gerceklestirmis ve yaptiklar: deneylerden elde ettikleri sayisal
sonuglarla karsilastirmiglardir. Huang ve arkadaglar1 ( Huang, X., Yu, T.X., Lu, G,
Lippmann, H., 2003) Hareketli ve degisken serbest u¢ ve sinir kosullarinda geometrik ve
malzemenin dogrusal olmama durumu igin elastoplastik kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeleri,
sonlu farklar modeli olusturarak hesaplamislardir. Dado ve AL-Sadder ( Dado, M., AL-
Sadder, S., 2005) Prizmatik ve prizmatik olmayan konsol kiriglerdeki biiyiikk yer
degistirmeleri, egilme agisini, egilmis kiris ekseni boyunca degisen bir polinom tiirii
denklemle ifade ederek hesaplamislardir. Giiven, Baykara ve Bayer (Gliven, U., Baykara C.,
Bayer, 1., 2005) serbest u¢ noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi, dogrusal olmayan,
cekme ve basingtaki gerilme-sekil degistirme iligkisi farkli (¢ift modiillii) olan malzemeden
yapilmis konsol kiriglerin, u¢ noktasindaki biliyiik yer degistirmeleri, kapali formda ifade
ederek, sayisal sonuglari, malzeme sabitlerinin degisimine gore tablolastirarak vermislerdir.
AL-Sadder ve AL-Rawi (AL-Sadder, S., AL-Rawi, R.A.O., 2006) quasi-linearization sonlu
farklar yontemi ile prizmatik ve prizmatik olmayan, siirekli ve siireksiz yiiklemeye maruz,
yayil1 ve tekil yiiklii, ince konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri hesaplamiglardir. He ve
Chen ( He, X-T., Chen, S-L., 2006) iki parametreli pertiirbasyon ve pseudolinear analiz
yontemleri ile konsol kirislerdeki biiylik yer degistirmeleri hesaplayarak sonuglari

kiyaslamiglardir.

Tezde; farkli yiikleme kosullarindaki, malzeme ve/veya geometrik olarak dogrusal olmayan
kirislerdeki biiylik yer degistirmeler, yaklasik deneme fonksiyonlari ve yay uzunluklari
kabulleri yapilarak, cesitli sayisal yontemlerle hesaplanmis, dogrusallastirmanin ve gerilme-
sekil degistirme iliskisi acisindan malzemenin degisiminin, sebep oldugu farkliliklar
vurgulanarak tablolagtirlmistir. Daha 6nceden yapilmis calismalarda pek rastlanmayan,
kompozit veya ¢ift modiillt, farkli gerilme-sekil degistirme iligkisi gdsteren malzemelerden
olusan kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler hesaplanarak kiyaslanmistir. Ozellikle kompozit

ve ¢ift modiilli malzemelerle ve farkli yiikleme kosullarinda degisik yay uzunluklar



kabuliiyle yapilan calismalarin, bu konudaki yapilacak olan yeni ¢alismalara ve literatiire
katki saglayacagi diisiiniilmektedir. Yaklasik deneme fonksiyonu kabuliiyle yapilan yer
degistirme hesaplarinda, kullandigimiz ve ¢6ziimii saglayan deneme fonksiyonunun sadeligi
ve egri ifadesini genel olarak vermesi ,dolayisiyla sadece bir noktanin yer degistirmesi degil
farkli noktalardaki yer degistirmelerin de hesaplanabilmesi, vurgulanmasi gereken

hususlardandir.

Tezde kullanilan yontemler ve matematiksel fonksiyonlar ile ilgili tanimlayic1 ve agiklayici

bilgiler Ek-1"de verilmistir.
Tezin her bir boliimiiniin icerigi, asagida 6zet olarak sunulmustur.

Ikinci béliimde, Ludwick tipi dogrusal olmayan malzemeden olusan, u¢ noktasindan moment
etkiyen, dikdortgen kesitli konsol kirislerdeki biiylik yer degistirmeler, Moment, Galerkin, alt
bolge kollokasyon, en kiigiik kareler ve nokta kollokasyon yontemi gibi agirlikli artik
yontemleriyle yaklasik olarak hesaplanarak, referans degerlerle karsilastirmali olarak
tablolagtirilmigtir. Ayn1 boliimde malzeme ve geometrik olarak dogrusal olmamanin yatay ve
diisey yer degistirmeler iizerindeki etkisi, malzeme dogrusal degil-geometrik dogrusal,
malzeme dogrusal - geometrik dogrusal degil, malzeme ve geometrik dogrusal olma
durumlart incelenerek gosterilmistir. Daha sonra u¢ noktasindan moment etkiyen, kiibik ve
logaritmik gerilme- sekil degistirme bagntisina sahip konsol kiriglerdeki biiyiik yer
degistirmeler, dogrusal olmama derecesini ifade eden parametrelerin degisimine ve momentin

degisimine gore tablolastirilmistir.

Ucgiincii béliimde, ug noktasindan diisey dogrultuda tekil kuvvet etkiyen konsol kirislerdeki
biiylik yer degistirmeler, momentler yontemi, alt bolge kollokasyon yontemi ve en kiigiik
kareler yontemi gibi sayisal yaklasim yontemleri ile hesaplanarak kapali formda elde edilen

sonuclarla karsilastirilmistir.

Dordiincii boliimde, ti¢ farkl yaklasik yay uzunlugu kabuliiyle, yayil1 yiiklii basit kirislerdeki
yatay yer degistirme degerleri, Simpson ve Newton yontemi kullanilarak ve orta noktasindaki
en bliylik diisey yer degistirme degerleri de Runge-Kutta yontemini kullanarak hesaplanmis

ve karsilagtirmali tablo haline getirilmistir.

Besinci boliimde, bilesik yiiklii yani u¢ noktasindan diisey dogrultuda tekil kuvvet etkiyen ve
boyunca lniform yayili yiiklii, konsol kirisin u¢ noktasindaki yer degistirme degerleri iki
farkli yaklasik yay uzunlugu kabulli yapilarak hesaplanmis ve referans degerlerle

karsilastirmali olarak tablolastirilmistir.



Altinct boliimde serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen, dogrusal malzemeli, dikdortgen

kesitli kompozit kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler hesaplanmustir.

Yedinci boliimde, serbest u¢ noktasindan moment etkiyen dikdortgen kesitli, ¢ift malzemel,
Ludwick tipi, kiibik ve logaritmik gerilme sekil degistirme bagintilarina sahip kompozit
konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler hesaplanarak tablolastirilmistir. Bu boliimde
ayrica kompozit kirisi olusturan malzemelerin tiir olarak farkli gerilme sekil degistirme
bagmtilaria ( biri Ludwick tipi-digeri kiibik, biri logaritmik- digeri kiibik, biri Ludwick tipi -
digeri logaritmik vb.) sahip olmasi durumunda meydana gelen yatay ve diisey biiyiik yer

degistirme biiyiikliikleri karsilastirmali tablo olarak verilmistir.

Son olarak sekizinci boliimde c¢ift modiillii (¢ekme ve basingtaki gerilme-sekil degistirme
iligkisi farkli olan) kirislerdeki yer degistirmeler incelenmistir. Bu konuyla ilgili olarak 6nce
kiibik ve logaritmik gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip, dogrusal olmayan, cift
modiillii konsol kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeler incelenmistir. Daha sonra u¢ noktasindan
tekil kuvvet etkiyen dogrusal, ¢ift modiillii konsol kirislerdeki yer degistirmeler, momentler,
Galerkin, alt bolge kollokasyon ve en kiiciik kareler gibi yaklasik ¢oziim yoOntemleriyle
hesaplanmistir. Yayili yiliklii dogrusal, ¢ift modiillii basit kirigteki ve bilesik ytiklii dogrusal,
¢ift modiillii konsol kiristeki biiyiik yer degistirmeler, dort farkli yaklasik yay uzunlugu

kabulii i¢in hesaplanarak tablo haline getirilmistir.



2. SERBEST UCUNDAN MOMENT ETKIiYEN DIKDORTGEN KESITLi KONSOL

KiRiSLERDEKI BUYUK YER DEGIiSTIRMELERIN FARKLI YONTEMLERLE
HESAPLANMASI

2.1 Serbest Ucundan Moment Etkiyen Dikdortgen Kesitli Ludwick Tipi Dogrusal
Olmayan Malzemeden Yapilmis Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmeler

Dogrusal olmayan malzemeden yapilmis kirisler i¢cin deneysel gerilme-sekil degistirme egrisi,

(2.1) denklemindeki Ludwick bagntisi ile ifade edilebilmektedir. ( Lewis, G., Monosa, F.,
1982)

1

c=Bg" , (Lewis, G., Monosa, F., 1982) 2.1
Burada o gerilme, € birim sekil degistirme, B ve n ise malzeme 6zelliklerine bagli sabitlerdir.
(dogrusal olmayan malzeme)

n<l n=1 (dogrusal malzeme)

n>1 (dogrusal olmayan malzeme)

Sekil 2.1 Ludwick tipi malzeme i¢in gerilme-birim sekil degistirme iligkisi.( Lewis, G.,
Monosa, F., 1982)

Sekil 2.1°’de Ludwick tipi malzeme i¢in malzeme sabiti n’nin degisimine bagli olarak

gerilme — birim gekil degistirme egrileri verilmistir.
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Sekil 2.2 Ug noktasindan moment etkiyen konsol kiris.

Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen konsol kirisin, moment etkisinden dnceki ve sonraki
durumu Sekil 2.2°de gosterilmektedir. Burada M momenti, L kirisin ilk boyunu, S yay
uzunlugunu, y egim acisint , A yatay yer degistirmeyi , O, diisey yer degistirmeyi
gostermektedir. Kirislerdeki biiyilkk yer degistirmeler bulunurken, dogrusallastirma

yapilmaksizin gergek egrilik denklemi kullanilmalidir.

W_o Y™ (Lewis, G., Monosa, F., 1981) 2.2)

(1+(y'(x))*)>

(2.2) denkleminde «, egrilik ifadesi verilmistir. Bu denklemle ilgili ayrintili bilgi Ek-2’de

verilmigtir.

Dikdortgen kesitli, Ludwick tipi malzemeden meydana gelen kiris kesitinde egrilik bagintist;

n

K= , ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) (2.3)

n

seklinde alinir. Burada K, , malzemenin ve kesitin geometrik ve fiziksel 6zelliklerine bagli bir

biiyiikliiktiir. (2.3) ve (2.4) denklemleri ile ilgili ayrintili bilgi Ek-3’te verilmistir.

Bnh2n+1bnnn

= ety (Levis, G Monosa, ., 1982 24
+ Zn

(2.2) ifadesinin her iki tarafi integre edildiginde;

[rdx+C, = &1 (2.5)
(1+(y'(x))*)?



[xdx+C, =G (Fertis, D.G., 1999) (2.6)

seklinde yazilir. Buradan,

y'(x) :Ll (Fertis, D.G., 1999) 2.7)

(1-(G)*)?
olarak bulunur.

(2.3) ve (2.6) denklemleri kullanilarak;

[rdx+C, = yoo M x+C, (2.8)

2 3 Kn
1+(y'(x)7)?

ifadesi yazilir. (2.8) denkleminde Sekil 2.2’den goriilebilecek olan smir sartlar
kullanildiginda x = 0’da y'(x) sifir olacaktir. Buradan integral sabiti C,’in de sifir oldugu

goriilmektedir. O halde (2.6) denklemi asagidaki gibi yazilir:

G = 2.9
K. X (2.9)

(L-4) , ) .
IO A+ (y'(x))") =L, (Lewis, G., Monosa, F., 1982) (2.10)

(2.7), (2.9) esitlikleri ile (2.10) yay uzunlugu esitligi kullanilirsa ;

L(LA)\/(H( - @.11)
(1-(G)*)?

seklinde yazilan (2.11) denklemi Simpson yontemi yardimiyla integre edilir, elde edilen
esitlikte Newton yontemi ile kok bulma islemi uygulanarak A yatay yer degistirme degerleri
bulunur. Daha sonra diisey yer degistirmeleri hesaplayabilmek i¢in, konsol kirisin baslangi¢

noktasindaki x = 0’da y(x)sifir olmahdir, seklinde yazilabilen sinir sart1 kullanilip, Runge-

Kutta yontemi yardimiyla y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilmektedir.

o =66.1e*” | ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) (2.12)

L, kiris uzunlugu 50.8 cm, b, dikdortgen kesitin genisligi 2.54 cm, h, dikdortgen kesitin
yiiksekligi 0.635 cm  olmak lizere gerilme-birim sekil degistirme bagintist (2.12)’deki gibi
verilen N.P.8 aliiminyum alasimdan ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis bir konsol



kiristeki yer degistirmeler, Cizelge 2.1°de verilmektedir.

(2.12)’deki denklemde o, gerilme birimi ksi olarak alinmaktadir. Cizelge 2.1°1 olustururken
B’nin 66.1 ksi olan biiyiikliginiin yerine, birim doniisimii yaparak 0.455 10° N/cm®

(0.455 GPa) alinmustir.

2.1.1 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli Ludwick tipi dogrusal
olmayan malzemeden yapilmis konsol Kirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin

momentler yontemi ile bulunmasi

Momentler yontemini kullanirken, (2.2) ve (2.3) esitliklerinden faydalanarak e hata

fonksiyonu elde edilir.

y'(0)=0 (2.13)
y(0)=0 (2.14)
y(x) =ax” +bx"* (2.15)

(2.13) ve (2.14)’de verilen sinir kosullarin1 saglayan, y(x) deneme fonksiyonu (2.15)’deki
gibi secilmektedir.

2a +12bx> M
g, = atlabx” (2.16)

3
2K
(1+(2ax +4bx*)*)2 "

(2.16)’daki g hata fonksiyonu denkleminde, (2.15) deneme fonksiyonu yerine yazildiginda
ve hatanin sifirmci momenti (x° ile garparak) bolge iizerinde integre edilip, sifira

esitlendiginde;

_ _ 2 n
jOL “ea)dx =] ( 2a+12bx —11\2 )dx = 0 2.17)

0 3
(1+(2ax +4bx*)*)2 "
olarak bulunur. Hatanin birinci momenti (x' ile ¢arparak) bolge iizerinde integre edilip, sifira
esitlendiginde asagidaki sonug elde edilir:
_ _ 2 n
[ eaxde=[ 2atlabx’ My ax=0 (2.18)
(1+(2ax +4bx*)?)2 "

Momentler yonteminde de (2.7), (2.9), (2.10) esitlikleri ve (2.11) yay uzunlugu denkleminden
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elde edilen ifade, Simpson yontemi yardimiyla integre edilip, kokleri, Newton ydntemini

kullanmak suretiyle hesaplanarak, yatay yer degistirme A’nin degerleri bulunur.

Kesit boyutlari, 2.1 boliimiindeki ile ayn1 olan ve gerilme-birim sekil degistirme bagintisi
(2.12)’deki gibi verilen, N.P.8 aliiminyum alagimdan ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis
bir konsol kiristeki diisey yer degistirmelerin hesabinda, her bir moment i¢in (2.17) ve (2.18)
denklemlerini kullanarak elde edilen a ve b sabitlerinin olusturdugu y(x) deneme
fonksiyonunda, x =L - A yazildiginda serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirme J, , degeri
bulunur. Asagida, Cizelge 2.1°de verilen moment degerleri i¢in (2.17) ve (2.18) denklemlerini

kullanarak elde edilen yaklasik y(x) fonksiyonlar1 gosterilmektedir.

M=2259.70 N cm i¢in;

y(x) = 0.000982x° +9.578401x 10" x* (2.19)
M=2485.67 N cm i¢in;

y(x) =0.001550x> +3.818598x10"x" (2.20)
M=2711.64 N cm i¢in;

y(x) = 0.002349x” +1.375231x10*x* (2.21)
M=2937.60 N cm i¢in;

y(x) = 0.003440x” +4.635283x10*x* (2.22)
M=3163.57 N cm i¢in;

y(x) = 0.004873x> +1.527641x107" x* (2.23)
M=3389.54 N cm i¢in;

y(x) = 0.006602x° +5.239395x107" x* (2.24)
M=3615.51 N cm igin;

y(x) =0.008034x> +2.076958x10°x* (2.25)
M=3841.48 N cm i¢in;

y(x) = 0.004952x* +0.000012x* (2.26)
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M=3954.47 N cm igin;
y(x) = —0.004399x > +0.000038x * (2.27)

(2.19)-(2.27) denklemlerinde verilen yaklasik y(x) fonksiyonlarinda x = L-A yazilarak

bulunan diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 2.1°de gosterilmektedir.

2.1.2 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen Kkesitli Ludwick tipi dogrusal
olmayan malzemeden yapilmis konsol Kirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin

Galerkin yontemi ile bulunmasi

Galerkin yonteminde, (2.15) esitliginde verilen (2.13) ve (2.14) smir sartlarini saglayan y(x)
deneme fonksiyonundaki baz fonksiyonlari olan x> ve x* fonksiyonlari, agirlik fonksiyonu

olarak alinir.

j £, (X)¥(x)dx =0 (2.28)

Q

seklinde alinan (2.28) denkleminde W(x)agirlik fonksiyonlari ile (2.16) esitliginde verilen &g
yerine yazildiginda ve bolgede incelendiginde asagidaki denklemler elde edilir:

_ 2 n
IL A( 2a+12bx : M Jxdx = 0 (2.29)

(1+(2ax +4bx*)?)2 "

0

( - M )x*dx =0 (2.30)
(1+ (2ax +4bx*)?)2 "

J-LfA 2a+12bx”

0

Galerkin yontemini de uygularken moment yonteminde oldugu gibi (2.7), (2.9), (2.10)
esitliklerinden faydalanarak ve (2.11) yay uzunlugu formiiliinii Simpson yontemi yardimiyla
integre edip, kokleri Newton yontemini kullanmak suretiyle elde ederek, yatay yer degistirme

A’nin degerleri bulunur.

Kesit boyut ve 6zellikleri tistteki 2.1 boliimiinde verilen, N.P.8 aliiminyum alasimdan ( Lewis,
G., Monosa, F., 1982) yapilmis bir konsol kiristeki diisey yer degistirmelerin hesabinda, her
bir moment i¢in (2.29) ve (2.30) denklemlerini kullanarak elde edilen a ve b sabitlerinin
olusturdugu y(x) deneme fonksiyonunda, x = L - A yazildiginda serbest u¢ noktadaki diisey
yer degistirme d, , degerleri bulunur. Asagida, Cizelge 2.1°de verilen moment degerleri icin
(2.29) ve (2.30) denklemlerini kullanarak elde edilen yaklasik y(x) fonksiyonlari

gosterilmektedir.
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M=2259.70 N cm igin;
y(x) = 0.000982x” +9.244984 x10"*x* (2.31)
M=2485.67 N cm igin;
y(x) =0.001550x" +3.796694 x 10’ x* (2.32)
M=2711.64 N cm i¢in;
y(x) =0.002347x” +1.396363x10°*x* (2.33)
M=2937.60 N cm igin;
y(x) = 0.003422x> +4.830881x10* x* (2.34)
M=3163.57 N cm igin;
y(x) = 0.004750x" +1.644274x107" x* (2.35)
M=3389.54 N cm igin;
y(x) = 0.005925x” +5.559823 %107 x* (2.36)
M=3615.51 N cm igin;
y(x) =0.005841x +1.664036x10°x" (2.37)
M=3841.48 N cm i¢in;
y(x) = 0.004608x* +4.049970x 10~ x* (2.38)
M=3954.47 N cm igin;
y(x) = 0.004389x” +6.081578x10°x* (2.39)

(2.31)-(2.39) denklemlerinde verilen yaklasik y(x) fonksiyonlarinda, x =L-A yazilarak

bulunan diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 2.1°de gosterilmistir.
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2.1.3 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli Ludwick tipi dogrusal
olmayan malzemeden yapilmis konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin alt

bolge kollokasyon yontemi ile bulunmasi

Alt bolge kollokasyon yonteminde (2.28) denkleminde verilen esitlik, once bdlgenin ilk
yarisinda daha sonra da diger yarisinda saglanacak sekilde uygulanir. (2.16) denklemi de

kullanildiginda ;

L-A 2 n
[ 2a +12bx 3_M>dx=0 2.40)

(1+(2ax +4bx*)?)2 "

L-A 2a+12bx’ M"
Jia T =0 (2.41)
(1+(2ax +4bx*)*)2 "
esitlikleri elde edilir.

Yatay yer degistirmeler, bundan Onceki konularda bahsedildigi gibi Simpson ve Newton

yontemi kullanarak bulunur.

Onceki 2.1 béliimiinde verilen ayni kesit ve dzelliklere sahip N.P.8 aliiminyum alasimdan
( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis bir konsol kiristeki diisey yer degistirmelerin
hesabinda, her bir moment i¢in (2.40) ve (2.41) denklemlerini kullanarak elde edilen a ve b
sabitlerinin olusturdugu y(x) deneme fonksiyonunda x =L - A yazdigimizda serbest ug
noktasindaki diisey yer degistirme d, , degerleri bulunur. Asagida, Cizelge 2.1°de verilen
moment degerleri i¢in (2.40) ve (2.41) denklemlerini kullanarak elde edilen yaklasik y(x)

fonksiyonlar1 gosterilmektedir.
M=2259.70 N cm i¢in;
x) =0.000982x* +9.572416x10™*x* 242
y
M=2485.67 N cm i¢in;
y(x) =0.001550x" +3.812701x10~°x* (2.43)
M=2711.64 N cm i¢in;
y(x) =0.002349x” +1.370423x10*x* (2.44)

M=2937.60 N cm i¢in;
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y(x) = 0.003442x" +4.601554x 10 x* (2.45)
M=3163.57 N cm i¢in;
y(x) = 0.004883x” +1.506532x107" x* (2.46)
M=3389.54 N cm i¢in;
y(x) = 0.006655x +5.117921x107" x* (2.47)
M=3615.51 N cm i¢in;
y(x) = 0.008275x” +2.013201x10°x" (2.48)
M=3841.48 N cm i¢in;
y(x) = 0.005329x* +0.000012x * (2.49)
M=3954.47 N cm i¢in;
y(x) = —0.007450x> +0.000040x * (2.50)

(2.42)-(2.50) denklemlerinde verilen yaklasik y(x) fonksiyonlarinda, x=L-A yazilarak bulunan

diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 2.1°de gosterilmektedir.

2.1.4 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli Ludwick tipi dogrusal
olmayan malzemeden yapilmis konsol Kkirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin

nokta kollokasyon yontemi ile bulunmasi

Nokta kollokasyon yonteminde, (2.16) esitliginde verilen hata fonksiyonu, bolge tlizerinde

alinan noktalarda sifir yapilmaya ¢alisilmaktadir.

L-A . i
X = — "de sifira esitlendiginde,

2a+3b(L—-A)° M

. =0 (2.51)
1 3\2\2 I<n
(1+(a(L—A)+Eb(L—A) )7)?

x = L — A ’da sifira esitlendiginde,



15

2a +12b(L — A)* M

ol (2.52)
(1+(Qa(L—A)+4b(L—A)*)*)2 "

denklemleri elde edilir.
Yatay yer degistirmeler yukarida diger konulardaki yontemlerde bahsedildigi gibi bulunur.

Ustteki 2.1 boliimiinde &zellikleri verilen, N.P.8 aliiminyum alasimdan ( Lewis, G., Monosa,
F., 1982) yapilmis bir konsol kiristeki diisey yer degistirmelerin hesabinda, her bir moment
degeri i¢in (2.51) ve (2.52) denklemlerinden hesaplanan a ve b sabitlerinin olusturdugu y(x)
deneme fonksiyonu kullanilarak, serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirme J, , degerleri
bulunur. Asagida, Cizelge 2.1°de alinan moment degerleri icin (2.51) ve (2.52) denklemlerini

kullanarak elde edilen yaklasik y(x) fonksiyonlar1 verilmektedir.

M=2259.70 N c¢m igin;

y(x) = 0.000982x” +9.632340x10"*x* (2.53)
M=2485.67 N cm igin;

y(x) = 0.001549x” +3.872569x107° x* (2.54)
M=2711.64 N cm i¢in;

y(x) = 0.002346x" +1.460672x10°x* (2.55)
M=2937.60 N cm igin;

y(x) =0.003418x" +4.974103x10°x* (2.56)
M=3163.57 N cm igin;

y(x) = 0.004719x” +1.759566 x 107" x* (2.57)
M=3389.54 N cm igin;

y(x) = 0.005599x” +6.552447x107" x* (2.58)
M=3615.51 N cm igin;

y(x) =0.003744x> +2.287112x10*x* (2.59)
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M=3841.48 N cm igin;
y(x) = —0.003406x* +7.268322x10~°x* (2.60)
M=3954.47 N cm igin;
y(x) = -0.009257x° +0.000013x * (2.61)

(2.53)-(2.61) denklemlerinde verilen yaklasik y(x) fonksiyonlarinda x=L-A alinarak bulunan
diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 2.1°de gosterilmektedir.
2.1.5 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli Ludwick tipi dogrusal

olmayan malzemeden yapilmis konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin en

kiiciik kareler yontemi ile bulunmasi

En kiigiik kareler yoOnteminde, hata fonksiyonunun karesi, bolge iizerinde minimize

edilmektedir. Bunun igin;

0 2
Py i (e,,(x))?dx (2.62)

2 SQ(X)éeg(x)dx =0 (2.63)

denklemlerini yazilabilir.

i?,Q(x)dx =¥, (2.64)
0a,

1

(2.64) esitliginde, (2.63) denkleminde olusan agirlik fonksiyonu belirtilmistir. (2.62)-(2.64)

denklemlerinde gecen a; ifadesi sabit terimleri gostermektedir.

Agirlik fonksiyonlarimi elde etmek icin (2.16) esitligindeki hata fonksiyonu da kullanilarak

asagidaki ifadeler bulunur:

2 3
igg(x)dx _ 2 - 6x(12bx~ + 2a)(4bx +523X) (2.65)
0 3 k)
((4bx” +2ax)* +1)2 ((4bx” +2ax)* +1)2
2 3 2 3
isg(x)dx _ 12x - 12x° (12bx~ + 2a)(4bx 45—2ax) (2.66)

((4bx* +2ax)* +1)2 ((4bx* +2ax)* +1)?
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J-LfA 2a +12bx’ M" 2 B 6x(12bx” +2a)(4bx”> + 2ax)
5

, TR 3 5 dx=0
(1+ (2ax +4bx’)*)2 " ((4bx® +2ax)’ +1)2 ((4bx* +2ax)* +1)2
(2.67)
L-A 2a +12bx’ M" 12x° 12x° (12bx* + 2a)(4bx’ + 2ax
J.o ( T N e ( A 5 ax
(1+(2ax + 4bx’)*)?2 " ((4bx’ +2ax)* +1)2 ((4bx’ +2ax)* +1)2
=0 (2.68)

Yatay yer degistirmeler, bundan 6nceki boliimlerdeki yontemlerde agiklandigi gibi Simpson

ve Newton yontemi kullanilarak bulunur.

Ozellikleri 2.1 boliimiinde verilen N.P.8 aliiminyum alasimdan ( Lewis, G., Monosa, F.,
1982) yapilmis bir konsol kiristeki diisey yer degistirmelerin hesabinda, her bir moment i¢in
(2.67) ve (2.68) denklemlerini kullanarak elde edilen a ve b sabitlerinin olusturdugu y(x)
deneme fonksiyonuyla, serbest u¢ noktasindaki diisey yer degistirme d, , degerleri bulunur.
Asagida, Cizelge 2.1’de verilen moment degerleri icin (2.67) ve (2.68) denklemlerini
kullanarak elde edilen yaklasik y(x) fonksiyonlar1 verilmektedir.

M=2259.70 N cm i¢in;

x) =0.000982x> +9.588919x10"x* 2.69
y
M=2485.67 N cm igin;

x) =0.001549x> +3.828547x10~°x* 2.70
y
M=2711.64 N cm i¢in;

x) =0.002349x> +1.382584x10"*x* 2.71
y
M=2937.60 N cm igin;

x)=0.003437x* +4.675306x10" x* 2.72
y
M=3163.57 N cm igin;

x) =0.004863x> +1.536412x107"x* 2.73
y

M=3389.54 N cm igin;
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y(x) = 0.006607x> +5.019494x107" x* (2.74)
M=3615.51 N cm i¢in;
y(x) = 0.008436x° +1.445522x10°x* (2.75)
M=3841.48 N cm i¢in;
y(x) =0.010330x" +3.227573x10°x* (2.76)
M=3954.47 N cm i¢in;
y(x)=0.011588x" +4.730691x10°x* (2.77)

(2.69)-(2.77) denklemlerinde verilen yaklasik y(x) fonksiyonlarinda x=L-A yazilarak bulunan

diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 2.1°de gosterilmektedir.
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Cizelge 2.1 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen, Ludwick tipi bir konsol kirigte, farkli
yontemlerle hesaplanan yer degistirmeler.

Moment (N.cm) |2259,7|2485,67|2711,64|2937,6|3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47

&, (A) 10,0843 | 0,2096 | 0,4811 |1,0315| 2,0833 | 3,9848 | 7,239 | 12,484 | 16,058

Referans | (¢m)

Sonuc*

o, 2,5321 3,9901 | 6,0345 | 8,8024 | 12,417 | 16,94 | 22,281 | 28,05 | 30,838

(cm)

Simpson | §, (A)
0,0843 | 0,2097 | 0,4815 | 1,0323 | 2,0848 | 3,9879 | 7,2466 | 12,552 | 16,286
Yontemiyle | (cm)

Explicit
Runge- o,
Kutta (cm)

2,5333 | 3.9921 | 6,0372 |8,8060 | 12,421 | 16,945 | 22,284 | 27,868 | 29,30

yontemiyle

Moment yontemiyle

5.(em) 2,5333 | 3,9921 | 6,0373 | 8,8063 | 12,425 | 16,984 | 22,713 | 33,325 | 49,837
y(ecm

Galerkin yontemiyle

5. ( ) 2,5339 | 3,9926 | 6,0341 |8,7741 | 12,2 15,654 | 17,069 | 1541 13,859
v (ecm

Alt bolge kollokasyon
yontemiyle 2,5333 | 3,9921 | 6,0376 | 8,8084 | 12,437 | 17,043 | 22,942 | 33,601 | 48,025
é,(cm)

Nokta Kollokasyon
yontemiyle 2,5333 | 3,9916 | 6,0329 |8,7733 | 12,19 | 15,416 | 15,332 | 10,572 | 7,6282
oy(cm)

En kiiciik kareler
yontemiyle 2,5333 | 3,9921 | 6,037 |8,8044 | 12,414 | 16,86 | 20,995 | 21,704 | 20,21
é,(cm)

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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2.1.6 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen Kkesitli dogrusal elastik

malzemeden yapilmis konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin bulunmasi

Bundan onceki kisimlarda yapilan incelemelerde kiris icin hem malzeme hem de geometrik
dogrusal olmama durumu mevcuttu. Bu bdliimde ise ayn1 geometrik kesit 6zelliklerine sahip
aliminyum alasimindan olusan geometrik dogrusal olmama halinin bulundugu Sekil 2.2°deki
gibi bir konsol kiristeki yer degistirmeler incelenmistir. Burada daha oOnce malzeme
ozelliklerine bagli olarak bahsedilen B degeri i¢in artik dogrusal elastik malzeme

kullanildigindan, elastiklik modiilii E’ye esittir denilebilir.

Dogrusal malzeme i¢in n=1 olacagindan (2.1) esitliginden asagidaki ifade yazilir:

o =Ee (2.78)
Dogrusal elastik malzeme i¢in (2.2) ve (2.3) denklemlerinden;

= Y M (2.79)

Ay

......

Kn=$Ebh3 =EI (2.80)

(2.79)’daki esitligin her iki tarafi integre edildiginde;

LI=M><+CI -G (2.81)

jde+C1= X
Y)Y "

ifadesi yazilir. (2.81) denkleminden x = 0’da y'(0) =0 olacagindan C, integrasyon sabiti de

sifir olacaktir. G asagidaki gibi olur:

~x =G 2.82
< (2.82)

n

(2.7), (2.10), ve (2.82) esitliklerini kullanarak (2.11) yay uzunlugu denklemi, Simpson
yontemi yardimiyla integre edilir, elde edilen esitlikte Newton yontemi ile kok bulma yontemi
uygulanarak, A yatay yer degistirme degerleri bulunur. Daha sonra diisey yer degistirmeleri
bulabilmek i¢in Runge-Kutta yontemi yardimiyla y(x) enterpolasyon fonksiyonunu elde

ederek, konsol kirisin baslangi¢ noktasindaki x = 0’da y(x) sifir olmalidir seklinde yazilabilen
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siir sart1 kullanilmaktadir.

L, kiris uzunlugu 50.8 cm, b, dikdortgen kesitin genisligi 2.54 cm, h, dikdortgen kesitin
yiiksekligi 0.635 cm  olmak iizere gerilme-birim sekil degistirme bagintist (2.78)’deki gibi
verilen aliminyum alagimdan yapilmis bir konsol kiristeki yer degistirmeler, Cizelge 2.2°de
verilmektedir. E, Elastiklik modiiliiniin degeri bir aliiminyum alasim i¢in ortalama

70 x 10° N/em? ( 70 GPa) olarak alinmustur.

2.1.7 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli Ludwick tipi dogrusal
olmayan elastik malzemeden yapilmis geometrik lineer konsol kirislerdeki bityiik

yer degistirmelerin bulunmasi

Bir onceki konuda, malzemenin dogrusal oldugu ve geometrik dogrusal olmama halinin
bulundugu durum incelendi. Simdi ise malzemenin dogrusal olmadigi ve geometrik
dogrusalligin kabul edildigi durum incelenip, Sekil 2.2°deki gibi bir konsol kiristeki yer

degistirmeler hesaplanacaktir.

Malzeme dogrusal olmadigindan gerilme-sekil degistirme iliskisi i¢in (2.1) esitligindeki

Ludwick bagintis1 kullanilir.

Geometrik dogrusallagtirma yapildiginda egrilik;

n

K=y'(x)= 2.83
y' () K (2.83)

olarak yazilir. K, , (2.4) esitligindeki gibi alinir.

(2.83) denkleminin her iki tarafi integre edildiginde ;

y'() = [kdx+C, = II\</[—x+C1 (2.84)

n

ifadesi yazilir. Sekil 2.2’den de goriilecegi gibi siir sartlarindan x = 0’da y'(0) = 0 olarak

aliabileceginden, C, integrasyon sabiti de sifir olacaktir. Buna gore;

n

y(x) = 11\2 X (2.85)

olarak yazilir.

(2.85) esitligi yerine yazilarak, (2.10) denkleminde verilen yay uzunlugu integre edildiginde ;
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M"(-L+A) ]

n oL (2.86)

M™ (M K, > +M> (L-A) (L-A)K > ArcSinh]

2K

ifadesi elde edilir. Farkli moment degerleri i¢in (2.4) esitliginde verilen K,, ifadesi de yerine
yazilmak suretiyle (2.86) esitliginden, Newton yontemi yardimiyla kok bulma islemi

uygulanarak A, yatay yer degistirme degerleri bulunur.

(2.83) esitliginde verilen denklem iki kere integre edildiginde , (2.13) ,(2.14) esitliklerinde
verilen ve Sekil 2.2’den de goriilebilen sinir sartlar1 yerine yazildiginda, y(x) ifadesi asagidaki
gibi olur:

M"x?
2K

n

y(x) = (2.87)
L, kiris uzunlugu 50.8 cm, b, dikddrtgen kesitin genisligi 2.54 cm, h, dikdortgen kesitin
yiiksekligi 0.635 cm  olmak iizere gerilme-birim sekil degistirme bagintisi (2.12)’deki gibi
verilen N.P.8 aliiminyum alasimdan ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis bir konsol
kiristeki yer degistirmeler, Cizelge 2.2°de verilmektedir.

(2.12)’deki denklemde o, gerilme birimi ksi olarak alinmaktadir. Cizelge 3.2’yi olustururken
B’nin 66.1 ksi olan biyiikliigiinin yerine, birim doniisiimii yaparak 0.455 10° N/cm®
(0.455 GPa) alinmustir.

(2.87) esitliginde x = L — A yazildiginda Sekil 2.2°deki kiriste, farkli moment degerleri icin
hesaplanan, serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmelerin biiyiikliikleri, Cizelge 2.2°de

gosterilmektedir.

2.1.8 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli dogrusal elastik malzemeden

yapilmis konsol kirislerdeki yer degistirmelerin bulunmasi

Bu boélimde, malzeme ve geometrik olarak dogrusal bir kiristeki yer degistirmeler

hesaplanmistir. Dogrusal elastik kiriste asagidaki esitlikler yazilabilir:
c=Ee (2.88)

K=Yy"(X) :Kﬂ:% (2.89)

n

Yukarida E, Elastiklik modiilii EI ise egilme rijitligidir. (2.89) esitliginden de goriilecegi gibi
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dogrusal elastik malzemede K, ifadesi EI’ya esittir. EL, ise (2.80)’de verilen esitlik yardimiyla
bulunur. (2.89) esitliginin her iki tarafi integre edildiginde;

y'(x) ZKﬂx +C, (2.90)

n

ifadesi elde edilir. x = 0’da Sekil 2.2’den de goriilecegi gibi y'(0)=0 sinir sartindan C;= 0

olacaktir.
y'(x) =Kﬂx (2.91)

n

(2.91) esitligi yerine yazilarak ,(2.10) denkleminde verilen yay uzunlugu, integre edildiginde ;

M (L-A)

(MK, >+M?(L-A)* (L-A) + K, * ArcSinh[ ]

S § (2.92)

2K M

ifadesi elde edilir. Farkli moment degerleri i¢cin (2.92) esitliginden, Newton yontemi

yardimiyla kok bulma iglemi uygulanarak A, yatay yer degistirme degerleri bulunur.

(2.89) esitliginde verilen denklem iki kere integre edildiginde , (2.13) ,(2.14) esitliklerinde

verilen ve Sekil 2.2°den de goriilebilen sinir sartlar yerine yazildiginda y(x) ifadesi asagidaki

gibi olur:
(x) = MxX° (2.93)
WT5K '

n

L, kiris uzunlugu 50.8 cm, b, dikdortgen kesitin genisligi 2.54 cm, h, dikdortgen kesitin
yiiksekligi 0.635 cm  olmak iizere gerilme-birim sekil degistirme bagintis1 (2.88)’deki gibi
verilen alliminyum alagimdan yapilmis bir konsol kiristeki yer degistirmeler, Cizelge 2.2°de
verilmektedir. E, Elastiklik modiiliiniin degeri bir aliiminyum alasim ig¢in ortalama

70 x 10°> N/em? ( 70 GPa) olarak alinmustur.

(2.93) esitliginde x = L — A yazildiginda Sekil 2.2°deki kiriste, farkli moment degerleri i¢in
meydana gelen serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmelerin biiytikliikleri, Cizelge 2.2°de

gosterilmektedir.
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Cizelge 2.2 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen bir konsol kiriste dogrusal olmama
halinin yer degistirmeler {izerindeki etkisi.

Referans Sonuc*

(Ludwick tipi lineer

(Ludwick tipi lineer olmayan (Lineer (Lineer
olmayan Y .. | malzeme+geometrik | malzeme+geometrik
.. | malzeme+geometrik | . . .
Moment malzeme+geometrik lineer) lineer olmama hali) lineer)
lineer olmama hali)
(N.cm)
Sn (A) Oy Sn (A) Oy Sn (A) oy Sn (A) oy
(em) | (em) | (em) | (em) | (em) | (em) | (em) | (cm)
2259,7 0,0843 2,5321 0,0838 2,527 0,7716 7,6271 0,7325 7,4655
2485,67 0,2096 3,9901 0,2067 3,9678 0,9327 8,3763 0,8764 8,1649
2711,64 0,4811 6,0345 0,4658 5,9553 1,1089 9,1218 1,0306 8,8522
2937,6 1,0315 8,8024 0,9640 8,5621 1,2999 9,8630 1,1941 9,5270
3163,57 2,0833 12,417 1,8301 11,7856 1,5057 10,5998 1,3663 10,1888
3389,54 3,9848 16,94 3,1783 15,5048 1,7262 11,3318 1,5463 10,8372
3615,51 7,239 22,281 5,0485 19,4884 1,9613 12,0586 1,7336 11,4719
3841,48 12,484 28,05 7,3755 23,4645 2,2108 12,7799 1,9272 12,0929
3954,47 16,058 30,838 8,6671 25,3759 2,3409 13,1384 2,0262 12,3982

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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2.1.9 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli kiibik gerilme sekil
degistirme iliskisine sahip olan konsol kirislerdeki bilyiik yer degistirmelerin

bulunmasi

Su ana kadar inceledigimiz kisimlarda dogrusal olmayan kirislerdeki gerilme-sekil degistirme
bagintisi (2.1) esitliginde gosterildigi gibi Ludwick tipiydi. Bu boliimde, asagida verildigi gibi

kiibik gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip, kirislerdeki yer degistirmeler incelenmistir.
o =Ee (1 - ag’), (Kounadis, A.N., Mallis, J.G., 1987) (2.94)

Burada E, elastiklik modiilii, o ise malzemenin dogrusal olmama derecesini gésteren boyutsuz

bir parametredir.

¢ =xky, (inan, M., 1967) (2.95)

cydA=M (2.96)

N'\:'—u'\’\?

cybdy=M (2.97)

N'\:r'—.N\:f

(2.96) ve (2.97) esitliklerinde M egilme momenti, h dikdortgenin kesitin yiiksekligi, b

dikdortgen kesitin genisligi, A kesit alani, ¢ gerilme olarak verilmistir.
(2.94), (2.95), (2.97) denklemlerinden;

ébEhﬂc - %bEhsom3 =M (2.98)
bulunur. (2.98) denkleminden «’y1 ¢ektigimizde ii¢ farkli deger karsimiza ¢ikmaktadir. Daha
onceki boliimlerde sadece tek bir k degeri bulundugu icin isler biraz daha kolaydi. Burada ise
sayisal degerler yerine koyuldugunda, elde edilen k degerlerinin mertebesine gore se¢im
yapilmaktadir. o = 0 i¢in gerilme sekil degistirme bagintis1 dogrusal olacaktir, dolayisi ile tek
bir k degeri bulunacak ve bu x degerinin mertebesi bizim aradigimiz diger x(egrilik)

degerlerinin mertebesi konusunda fikir verecektir.

Boyutlar1 2.1.8 boliimiindeki ile ayn1 olan ve gerilme-birim sekil degistirme bagintist
(2.94)’deki gibi verilen aliiminyum alasimdan yapilmis, Sekil 2.2°de gosterilen bir konsol
kiristeki yer degistirmeler, Cizelge 2.3’de verilmektedir. E, Elastiklik modiiliiniin degeri bir
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aliiminyum alasim icin ortalama 70 x 10° N/cm? ( 70 GPa) olarak alinmustir.
(2.5) ve (2.6) esitliklerini kullanarak, sayisal bliytikligiinii bildigimiz bir k degeri igin;
G=xx+C, (2.99)

olur. Sekil 2.2’deki sinir sartlarindan, x = 0’da y'(0) = 0 olacagindan ve (2.5), (2.6) esitlikleri

de dikkate alinarak C, degeri sifir olarak bulunur. O halde;

G=«kx (2.100)
olarak alinabilir.

y'(x)ifadesi, (2.7) esitligindeki gibi alindiginda ve (2.10), (2.11) yay uzunlugu esitlikleri
Simpson yontemi yardimiyla integre edilip, Newton yontemi yardimiyla kok bulma iglemi

uygulanarak, degisik moment ve egrilik degerleri i¢in yatay yer degistirme degerleri bulunur.

(2.7) esitliginde verilen y'(x)ifadesi ve x = 0’da y(0) = 0 sinir sart1 kullanildiginda, Runge-
Kutta yontemi yardimiyla elde ettigimiz y(x) enterpolasyon fonksiyonunda x = L — A
yazildiginda serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmeler bulunur. Yatay ve diisey yer
degistirmelerin biiytikliikleri Cizelge 2.3’de gosterilmistir.
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Cizelge 2.3 Kiibik gerilme - sekil degistirme bagintisina sahip konsol kiristeki biiyiik yer

degistirmeler.
Moment
o (N.cm) 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47
on (A)
0,77162 | 0,93278 | 1,10891 | 1,29994 | 1,50576 | 1,72626 | 1,96132 | 2,21082 | 2,34094
o |_(cm)
)
v 7,62712 | 8,37637 | 9,12181 | 9,86305 | 10,59980| 11,33180] 12,05860] 12,77990| 13,13840
(cm)
on (A)
0,77163 | 0,93278 | 1,10892 | 1,29994 | 1,50577 | 1,72627 | 1,96134 | 2,21083 | 2,34095
0.5 (cm)
’ )
v 7,62713 | 8,37639 | 9,12182 | 9,86307 | 10,59980| 11,33180] 12,05860] 12,77990| 13,13840
(cm)
on (A)
0,77165 | 0,93280 | 1,10895 | 1,29999 | 1,50582 | 1,72635 | 1,96143 | 2,21095 | 2,34109
s | (cm)
0
v 7,62720 | 8,37648 | 9,12195 | 9,86322 | 10,60000 | 11,33200| 12,05890] 12,78020| 13,13880
(cm)
o, (A)
0,77166 | 0,93282 | 1,10898 | 1,30003 | 1,50589 | 1,72643 | 1,96154 | 2,21109 | 2,34124
10 (cm)
0
v 7,62728 | 8,37659 | 9,12208 | 9,86340 | 10,60030| 11,33230| 12,05920] 12,78060| 13,13920
(cm)
o, (A)
0,77196 | 0,93326 | 1,10960 | 1,30088 | 1,50702 | 1,72792 | 1,96346 | 2,21353 | 2,34398
100 |-(cm)
0
v 7,62873 | 8,37851 | 9,12457 | 9,86654 | 10,60420 11,33710| 12,06490] 12,78750| 13,14660
(cm)
o, (A)
0,77495 | 0,93764 | 1,11580 | 1,30941 | 1,51850 | 1,74305 | 1,98304 | 2,23847 | 2,37199
1000 |-(€m)
0
( v) 7,64334 | 8,39789 | 9,14963 | 9,89827 | 10,64360| 11,38540| 12,12330] 12,85700] 13,22230
cm
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2.1.10 Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli logaritmik gerilme sekil
degistirme iliskisine sahip olan konsol kirislerdeki bilyiik yer degistirmelerin

bulunmasi

Bu boliimde, asagida verildigi gibi logaritmik gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip

kirislerdeki biiylik yer degistirmeler incelenmistir:

o =ELn[l+ke], [1] (2.101)

Yukaridaki formiilde E elastiklik modiilii, k ise malzemenin &zelliklerine bagli 0 ile 1

arasinda degisen bir katsayidir. Logaritma ise dogal logaritmadir.

(2.96) ve (2.97) esitliklerinde, (2.95) ve (2.101) denklemleri yerine yazildiginda;

bE(4hki + (4 —h*k*k*)Ln[2 — hki]+ (=4 + h°’k’x*)Ln[2 + hkk] M

2.102
8k?ic? ( )

bulunur. (2.102) denkleminden, malzemenin geometrik ozellikleri ve moment degerleri

verildiginde k ¢ekilebilmektedir.

2.1.8 boliimiindeki boyutlara sahip, gerilme-birim sekil degistirme bagintis1 (2.101)’deki gibi
verilen aliiminyum alasimdan yapilmis, Sekil 2.2°de gosterilen bir konsol kiristeki yer
degistirmeler, Cizelge 2.4’de verilmektedir. E, Elastiklik modiiliiniin degeri bir aliiminyum

alasim i¢in ortalama 70 10° N/cm? ( 70 GPa) olarak almmustur.

(2.5) ve (2.6) esitliklerini kullanarak, sayisal biiyiikliigiinii bildigimiz bir k degeri i¢in, G
degeri (2.99)’da verildigi gibi bulunur.

Sekil 2.2°deki sinir sartlarindan, x = 0’da y'(0) = 0 olacagindan ve (2.5), (2.6) esitlikleri de

dikkate alinarak C, degeri sifir olarak bulunur. G degeri (2.100) denkleminde oldugu gibidir.

y'(x)ifadesi, (2.7) esitligindeki gibi alinip, (2.10), (2.11) yay uzunlugu esitlikleri Simpson
yontemi yardimiyla integre edildiginde, Newton ydntemi yardimiyla kok bulma islemi

uygulanarak, degisik moment ve egrilik degerleri i¢in yatay yer degistirme degerleri bulunur.

(2.7) esitliginde verilen y'(x)ifadesi ve x = 0’da y(0) = 0 sinir sart1 kullanildiginda, Runge-
Kutta yontemi yardimiyla elde ettigimiz y(x) enterpolasyon fonksiyonunda x = L — A
yazildiginda serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmeler bulunur. Yatay ve diisey yer
degistirmelerin biyiikliikleri Cizelge 2.4’de gosterilmistir.
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Cizelge 2.4 Logaritmik gerilme - sekil degistirme bagintisina sahip konsol kirislerdeki biiyiik
yer degistirmeler.

Moment
k (N.cm) 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47
b
o, (A)
11,56134] 13,83981 16,28686 | 18,70755| 20,91584 | 22,87309 | 24,60155 | 26,13341 | 26,83508
025 |-Lcm)
’ )
Vo 127,07290] 28,67690 | 29,30050 | 28,75280 | 27,58210 26,23370 | 24,89260 | 23,62390] 23,02360
(cm)
o, (A)
3,04449 | 3,66974 | 4,34902 | 5,08088 | 5,86387 | 6,69643 | 7,57706 | 8,50441 | 8,98531
0.5 (cm)
’ )
Vo 114,90770] 16,29290| 17,64860 | 18,97230( 20,26160] 21,51400 | 22,72660 | 23,89610 24,46320
(cm)
on (A)
1,36692 | 1,65115 | 1,96133 | 2,29715 | 2,65832 | 3,04447 | 3,45522 | 3,89020 | 4,11666
0.75 |-(cm)
’ )
( V) 10,10920 11,08840| 12,05860 [ 13,01900 | 13,96890 | 14,90760 | 15,83430] 16,74810( 17,20010
cm
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3. SERBEST UC NOKTASINDAN TEKIL KUVVET ETKIYEN DiKDORTGEN

KESITLI LUDWICK TiPi MALZEMEDEN OLUSAN KONSOL

KiRiISLERDEKI BUYUK YER DEGISTIRMELERIN FARKLI YONTEMLER

ILE BULUNMASI

Bu kisimda, konsol kirisin serbest u¢ noktasindan etkiyen tekil kuvvetin olusturdugu biiytik

yer degistirmeler hesaplanmigtir.

Sekil 3.1 Serbest ug¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen konsol kiris.

Sekil 3.1’den faydalanarak asagidaki denklemler yazilabilir.

Moment biiytikliigii m(x,y) noktasi i¢in;

M = P(L-x-A)

seklindedir. Asagidaki egrilik ifadesi ile ayrintili bilgi Ek-3’te verilmistir.

K_@_\u _2™(1+2n)"M"

S TR ErI ( Lewis, G., Monosa, F., 1981)
n

(3.1) esitligi (3.2) egrilik esitliginde yerine yazilirsa;

o0y _ 2" (14 20)" (PL-x-A)"
as nnbnh2n+an

esitligi elde edilir. K _, asagidaki gibidir.

~ nnbnthHBn
2™ (1+2n)"P"

( Lewis, G., Monosa, F., 1981)

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Daha onceden de bahsedildigi gibi yukaridaki denklemlerde B,n degerleri dogrusal olmayan

Ludwick tipi ( o = Be" "

) malzeme igin verilmis malzeme sabitleridir. B degeri Elastik
malzeme i¢in kullandigimiz E, elastiklik modiilii ile benzer bir isleve sahiptir. Nitekim son
formiilde kullanilan E" = B" olarak da yazlabilir. K, degerindeki B ve P disinda kalan
elemanlarin, n=1 i¢in I, olarak bildigimiz malzemenin atalet momentine esit oldugu da

goriilmektedir. Dikdortgen kesitte b genislik, h yiikseklik, P kuvveti gdstermektedir.
o =66.1e*” | ( Lewis, G., Monosa, F., 1981) (3.5)

Bu kisimda gerilme-birim sekil degistirme bagintist (3.5)’deki gibi verilen N.P.8 altiminyum
alasimdan ( Lewis, G., Monosa, F., 1981) yapilmus bir konsol kiristeki, L""'/K, boyutsuz

oranina gore hesaplanan yer degistirmeler, Cizelge 3.1°de gosterilmektedir.

(3.5)’deki denklemde o, gerilme birimi ksi olarak alinmaktadir. Cizelge 3.1°1 olustururken
B’nin 66.1 ksi olan biiyiikliiginiin yerine, birim doniisimii yaparak 0.455 10° N/cm®

(0.455 GPa) alinmistir. Yukarida yapilan tanimlamalar 1s1ginda asagidaki esitlik yazilir:

dy Y _ M (L-x-A)

=K= o= - (3.6)
’ 2\2 EnIn Kn
A+y'x)N)
(3.6) esitligi integre edilirse;
’ n+l
y'(%) . (II;-X(-IA-F) ; i, (3.7)
' 2 n n
(1+(y'(x))*)?
bulunur.

Sekil 3.1°deki sinir sartlar diisiiniildiigiinde x = 0 i¢in, y'(0) = 0 oldugundan C, integrasyon

sabiti;
L-A n+1
= LA (3.8)
K, (1+n)
olur.
Boyutsuzlagtirma iglemi yapilarak;
X
X % 3.9
. (39)
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A
T8 (3.10)

seklinde yazilabilir.

(3.7) ve (3.8), (3.9) ve (3.10) denklemlerinden y'(X)asagidaki gibi elde edilir:

n+l n+l
(D (R
K,(n+1) K, (n+1)

Ln+l _ - Ln+1
(1'(('1)m(1'x'5h) +m

(1-6h )n+1

y'(X) = (3.11)

(1'8h )n+1 )2)5

(3.11) denklemi, (3.9), (3.10) esitlikleri ile birlikte (2.10) yay uzunlugu ifadesinde yerine
yazilarak, Simpson yontemi ile integre edilir, elde edilen ifadenin Newton yontemi ile kokii
bulunarak &, , yatay yer degistirme degerleri hesaplanir. Bu islem L™"/K, boyutsuz oraninin
farkli degerleri i¢in tekrarlanir. Burada esitlik (3.5)’den n = 1/0.209 oldugu gbz oniinde

bulundurulmalidir.

(3.11) denkleminden y(0) = 0 sinir sarti da géz Oniine alindiginda, Runge-Kutta yontemi
yardimiyla y(X) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda X =1 -9, degeri i¢in
y (1 -9,)degeri, kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢6kmeyi o, / L seklinde boyutsuz bir

biiylikliik olarak verir.

L"'/K, boyutsuz oranmmna gére yatay ve diisey yer degistirmelerin biiyiikliikleri

Cizelge 3.1°de gosterilmistir.

3.1 Serbest U¢ Noktasindan Kuvvet Etkiyen Dikdortgen Kesitli Ludwick Tipi
Malzemeden Olusan Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmelerin Momentler

Yontemi ile Bulunmasi

Momentler yonteminde, dnceki kisimlarda da deginildigi gibi, elde edilen hata fonksiyonunun
momentlerini sifira esitlemek suretiyle, meydana gelen ifadelerdeki deneme fonksiyonu
katsayilar1 hesaplanmaya c¢alisilir. Sekil 3.1°den goriilebilecegi gibi x = 0°da y(0) = 0 ve

y'(0) = 0 sinir sartlarini saglayan, deneme fonksiyonu asagidaki gibi alinmistir:
y(x) = ax’+ bx* (3.12)

(3.12) esitliginde verilen y(x) deneme fonksiyonu, (3.6) denkleminde yerine yazilip ve

L""!/K, parantezine alindiginda, & o hata fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:
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2a +12bx? 1 X
€, = ——x 1-——-68.)" 3.13
Q ‘e E L Kn( L h) ( )
(1+(2ax +4bx”)")?

Aslinda (3.13) denkleminin sag tarafinda verilen ifade L" / K, parantezine alinabilmektedir.
Ancak boyutsuz L™K, parantezine alabilmek igin 1/L ile L"'/K, ifadesi carpilarak
denklemde gosterilmistir. K, ifadesi (3.4) esitliginde verilmistir. 0, ifadesi ise (3.10)
esitliginde gosterilen boyutsuz yatay yer degistirme biiytikliiglidiir.

(3.13), hata fonksiyonunun moment yontemi geregi, once sifirinci momenti bolge iizerinde

sifira esitlenirse;

e ( 2a +12bx> 1 L
0 3\2 E L Kn
(1+(2ax +4bx’)")?

(1—%—6h)“)dx=0 (3.14)

(3.13), hata fonksiyonunun birinci momenti bdlge iizerinde sifira esitlenirse;

R 2a +12bx> 1L

( T

0 372\ 0 L Kn
(1+(2ax+4bx”)")?

(l—%—Sh)“)xdx:O (3.15)

denklemleri elde edilir.

Daha onceki boliimde anlatildigi gibi Simpson ve Newton yontemleri yardimiyla yatay yer
degistirme oy degerleri hesaplanir. (3.14) ve (3.15) esitliklerinden, deneme fonksiyonu i¢in
gerekli sabitler olan a ve b degerleri bulunarak, gerilme-birim sekil degistirme bagintisi
(3.5)’deki gibi verilen N.P.8 aliiminyum alagimdan ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis
bir konsol kiristeki, L""/K, boyutsuz oranina gore hesaplanan yer degistirmeler, Cizelge

3.1°de gosterilmektedir. (3.5) denkleminden de goriilecegi gibi n = 1/0.209 olarak alinmistir.

Serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmeler hesaplanirken bulunan deneme fonksiyonunda
x = L(1- op) i¢in y(L(1- dy)) degerleri bulunarak 6, / L boyutsuz diisey yer degistirme
biiyiikliikleri elde edilir. Boyutsuz diisey yer degistirme o, / L hesaplanirken,(3.13), (3.14),
(3.15) esitlikleri L kiris uzunlugundan bagimsiz hale getirilemedigi i¢in 6nce keyfi olarak L
kiris uzunlugu 100 cm olarak alinir. Daha sonra bulunan y(L(1- 8,)) degeri, kiris uzunluguna

boliiniip boyutsuzlastirilarak 6, / L degerleri elde edilir.

Asagida L™/K, boyutsuz oranima gore elde edilen deneme fonksiyonlari ve hesaplanan yer

degistirmeler verilmektedir:
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Ln+l

=0.25, 6, =0.000727,

n

y(x) = 0.000519 x> -1.522487 x107* x* (3.16)

y(L(1- 8)) = 3.670287

8—V = 0.036702
L

Ln+1

=0.5, &, =10.002844,

y(x) = 0.001031x° - 3.036802x 10 x* (3.17)

y(L(1- 3y)) = 7.256846

L = 0.072568
L

Ln+l

=0.75, d,=0.006171,

n

y(x) =0.001530x> - 4.535888x10°° x* (3.18)

y(L(1- 8y)) = 10.690141

O, = 0.106901
L

Ln+1

=1, 6,=0.010468,

n

y(x) = 0.00201 x> - 6.014496x 10 x* (3.19)

y(L(1- 8y)) = 13.923098

Sy = 0.139231
L

Ln+l

=2, 0, =0.032718,

n



y(x) =0.003723 x> - 1.167981x107" x*
y(L(1- 8,)) = 24.616774

9, = 0.246168
L

Ln+l

=3, 0, =10.056308,

n

y(x) = 0.005135x* - 1.695399x107" x*

y(L(1- 8y)) =32.290146

S = 0.322901
L

Ln+l

=4, 6,=0.077872,

y(x) = 0.006326 x> - 2.190298x 107" x*

y(L(1- 8)) = 37.960963

S, = 0.37961
L

Ln+l

=5, onp=10.096944,

n

y(x) = 0.007359 x> - 2.658931x107" x*

y(L(1- 8y)) =42.335102

S = 0.423351
L

Lﬂ+1

=6, 0,=0.113769,

y(x) = 0.008275 x> - 3.105924x107" x*

y(L(1- 8n)) = 45.834918

35

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)



S = 0.458349
L

n+l
L =7, 6, =0.128701,

y(x) = 0.0091 x> - 3.534656x 10”7 x*

y(L(1- 8)) = 48.717461

O, = 0.487175
L

Ln+1
K

n

=8, onp=10.142062,

y(x) = 0.009854 x> - 3.947656x107" x*

y(L(1- 8y)) = 51.146344

S = 0.511463
L

n+l
L =9, 0,=0.154112,

n

y(x) = 0.010549 x> - 4346875107 x*

y(L(1- 8p)) = 53.230506

O, = 0.532305
L

Ln+l

=10, 6, =0.165064,

n

y(x)=0.011196 x> - 4.733854x107" x*

y(L(1- 8y)) = 55.045428

S = 0.550454
L

36

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Yukarida hesaplanmis olan yer degistirme degerleri Cizelge 3.1°de gosterilmektedir.
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3.2 Serbest U¢ Noktasindan Tekil Kuvvet Etkiyen Dikdortgen Kesitli Ludwick Tipi
Malzemeden Olusan Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmelerin Alt Bolge

Kollokasyon Yéntemi ile Bulunmasi

Daha 6nceden bahsedildigi gibi alt bolge kollokasyon yonteminde, hata fonksiyonu bolgenin
iki yarisinda ayri ayr integre edilerek sifira esitlenmek suretiyle, deneme fonksiyonu elde
edilmeye calisilir. Deneme fonksiyonu olarak, Sekil 3.1 deki sinir sartlarini saglayan (3.12)

esitligindeki y(x)’i alabiliriz. (3.13) denkleminde verilen €, hata fonksiyonu aynen

kullanilarak, alt bolge kollokasyon yontemi geregince asagidaki esitlikler yazilabilir:

L(1-5,)
B 2 n+l
J e LUK, L
(1+(2ax +4bx”)7)
L(l—sh) 2 n+l
L(1=8,) 372y2 L K, L
= (1+(2ax +4bx")")?

Ikinci béliimde anlatildig: gibi Simpson ve Newton metotlar1 yardimiyla yatay yer degistirme
On degerleri hesaplanir. (3.29) ve (3.30) esitliklerinden, deneme fonksiyonu icin gerekli
sabitler olan a ve b degerleri bulunarak, gerilme-birim sekil degistirme bagintisi (3.5)’deki
gibi verilen N.P.8 aliminyum alasimdan ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis bir konsol
kiristeki, L"'/K, boyutsuz oranma gére hesaplanan yer degistirmeler, Cizelge 3.1°de

gosterilmektedir. (3.5) denkleminden de goriilecegi gibi n = 1/0.209 olarak alinmustir.

Serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmeler hesaplanirken bulunan deneme fonksiyonunda
x = L(1- op) i¢in y(L(1- dy)) degerleri bulunarak 6, / L boyutsuz diisey yer degistirme
biiyiikliikleri elde edilir.

Asagida L"'/K, boyutsuz oranina gore elde edilen deneme fonksiyonlari ve hesaplanan yer

degistirmeler verilmektedir:

Ln+1

=0.25, &, =0.000727,

n

y(x) = 0.000492 x> -1.386699 x10~* x* (3.31)

y(L(1- 8y)) = 3.534894



S = 0.035348
L

Ln+1
=0.5, 8, =10.002844,

n

y(x) = 0.000977 x* -2.763978 x107* x*
y(L(1- 8n)) = 6.987113

9, = 0.069871
L

Ln+l

=0.75, d,=0.006171,

n

y(x) =0.001448 x° - 4.123784 x107° x*

y(L(1- 8)) = 10.288116

S = 0.102881
L

n+l
L =1, 6,=10.010468,

n

y(x) =0.001902 x* - 5.46026 x107® x*

y(L(1- 3y)) = 13.391708

9, = 0.133917
L
Ln+l
=2, 0, =0.032718,
K

n

y(x) = 0.003508 x° - 1.052849 x107" x*

y(L(1- 8y)) = 23.608898

S = 0.236089
L

38

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



Ln+1

=3, 0, =0.056308,

n

y(x) =0.004819 x* - 1.517686 x10~" x*

y(L(1- &) =30.880729

S = 0.308807
L

Ln+1

=4, 6,=0.077872,

y(x) = 0.005917 x* - 1.949423 x107" x*

y(L(1- 1)) = 36.219328

Sy = 0.362193
L

Ln+1

=5, 0np=10.096944,

n

y(x) = 0.006865 x° -2.355694 x107" x*
y(L(1- &) =40.318404

S, = 0.403184
L

Ln+1

=6, 6,=0.113769,

n

y(x) = 0.007703 x* -2.741836 x107" x*

y(L(1- 8y)) = 43.589001

Sy = 0.43589
L

Ln+1

=7, o,=0.128701,

n

39

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)



y(x) = 0.008458 x* -3.11157 x107" x*

y(L(1- ) = 46.279113

9, = 0.462791
L

n+l
L =8, op=0.142062,

n

y(x) = 0.009147 x* - 3.467576 x107" x*

y(L(1- 3y)) = 48.545362

Sy _ 485454
L

Ln+1

=9, on=0.154112,

y(x) =0.009784 x* -3.81185 x107" x*
y(L(1- 8n)) = 50.49131

9, = 0.504913
L

n+l
L =10, 6,=0.165064,

n

y(x) = 0.010376 x> - 4.145925 x1077 x*

y(L(1- 8y)) = 52.188258

S = 0.521883
L

Yukarida hesaplanmis olan yer degistirme degerleri, Cizelge 3.1°de gosterilmektedir

40

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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3.3 Serbest U¢ Noktasindan Tekil Kuvvet Etkiyen Dikdortgen Kesitli Ludwick Tipi
Malzemeden Olusan Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmelerin En Kiiciik

Kareler Yontemi ile Bulunmasi

En kiiclik kareler yonteminde; (3.13) denkleminde verilen hata fonksiyonunun, (3.12)
denkleminde verilen deneme fonksiyonunun sabit terimleri olan a ve b degerlerine gore
0
almabilen 222 ve %aglrhk fonksiyonlar1 ile ¢arpiminin, bolge lizerinde integre edilerek
a

sifira esitlenmesi suretiyle, deneme fonksiyonunun sabit terimleri bulunmaya g¢alisilir.

(3.13) hata fonksiyonu denkleminden elde edilen agirlik fonksiyonlart;

2 3
829 =_6x(2a+12bx )(2ax+45bx )+ 2 : (3.44)
(1+ (2ax +4bx*)*)?2 (1+(2ax +4bx*)*)?2
3 2 3 2
Oeq :_12x (2a+12bx )(2ax+54bx )+ 12x : (3.45)
(1+ (2ax + 4bx*)?)? (1+ (2ax + 4bx*)?)?

seklinde yazilir. (3.13), (3.44), (3.45) denklemleri yardimiyla asagidaki esitlikler bulunur:

L(1-3y) 2 n+l 2 3
2a +12bx 1 L X 2y, 0x(2a+12bx”)(2ax + 4bx
(« X (1= -5,y oo ),
O (1+(2ax +4bx’)?)? " (1+ (2ax + 4bx*)?)?
2
+ -))dx =0 (3.46)
(1+(2ax +4bx*)?)?
i 2a +12bx> 1 L™ x .o 12x3(2a +12bx%)(2ax + 4bx?)
(( T (I—E—Sh) )= 3 +
O (1+(2ax +4bx*)?)? " (1+ (2ax + 4bx*)?)?
12x°
+ —))dx =0 (3.47)
(1+ (2ax + 4bx*)?)?

Ucgiincii béliimde bahsedildigi gibi, Simpson ve Newton ydntemleri yardimiyla, (2.10) yay
uzunlugu formiilii kullanilarak, yatay yer degistirme o, degerleri bulunur. (3.46) ve (3.47)
esitliklerinden, deneme fonksiyonu icin gerekli sabitler olan a ve b degerleri bulunarak,
gerilme-birim sekil degistirme bagintis1 (3.5)’deki gibi verilen N.P.8 aliiminyum alasimdan

( Lewis, G., Monosa, F., 1982) yapilmis bir konsol kiristeki, L""'/K, boyutsuz oranina gore
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hesaplanan yer degistirmeler, Cizelge 3.1’de gosterilmektedir. (3.5) denkleminden de
goriilecedi gibi n = 1/0.209 olarak alinmustir.

Serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmeler hesaplanirken, elde edilen deneme
fonksiyonunda, x = L(1- 0y) i¢in bulunan y(L(1- 6y)) degerleri , o, / L boyutsuz diisey yer

degistirme biiytikliiklerini verir.

Asagida L™/K,, boyutsuz oranima gore elde edilen deneme fonksiyonlari ve hesaplanan yer

degistirmeler verilmektedir:

Ln+1

=0.25, 8, =0.000727,

n

x) = 0.000455x? - 1.197732x107® x* 3.48
y
y(L(1- 8y)) = 3.351453

S = 0.033514
L

L]’l+1

=0.5, 6, =10.002844,

y(x) = 0.000909 x> - 2.4011x10°* x* (3.49)

y(L(1- 8,)) = 6.665338

9, = 0.066653
L

Ln+1

=0.75, d,=0.006171,

n

y(x) =0.00136 x> - 3.616065x10~* x* (3.50)
y(L(1- 8)) = 9.912680

S = 0.099126
L

Ln+1

=1, 6,=0.010468,

n



y(x) = 0.00181x° - 4.849143x10™* x*

y(L(1- 8y)) = 13.078121

9, = 0.130781
L

n+l
L =2, 0, =0.032718,

y(x) =0.003623 x* - 1.011643x107" x*

y(L(1- 8y)) = 25.04571

S = 0.250457
L

Ln+1

=3, 0, =0.056308,

y(x) = 0.005596 x> - 1.635126x107" x*
y(L(1- &) = 36.869090

9, = 0.368691
L

n+l
L =4, 0,=0.077872,

y(x) = 0.007838 x> - 2.392719x107" x*

y(L(1- 8y)) = 49.354435

S = 0.493544
L

n+l
L =5, 0, =0.096944,

n

y(x) = 0.010089 x> - 3.208182x107 x*

y(L(1- 8p)) = 60.942732

43

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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S = 0.609427
L

n+l
L =6, 6,=0.113769,

n

y(x) = 0.012015x> - 3.965643x1077 x* (3.56)
y(L(1- 8n)) = 69.907341

O, = 0.699073
L

Ln+1
K

n

=7, 0,=0.128701,

y(x) =0.013597 x> - 4.640609x107" x* (3.57)

y(L(1- 8y)) = 76.48249

S = 0.764825
L

n+l
L =8, o, =0.142062,

n

y(x) =0.014920 x> - 5.247814x107" x* (3.58)
y(L(1- 8n)) = 81.388248

S, = 0.813882
L

Ln+1
K

n

=9, o, =0.154112,

y(x) =0.016053 x> - 5.803004x107" x* (3.59)

y(L(1- 8y)) = 85.156045

S = 0.85156
L
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Ln+l
=10, o, =0.165064,
K

n

y(x) =0.017045x> - 6.317585x107" x* (3.60)

y(L(1- 8y)) = 88.126402

S = 0.881264
L

Yukarida hesaplanmis olan yer degistirme degerleri, Cizelge 3.1°de gosterilmektedir.



Cizelge 3.1 Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen konsol kiristeki yer degistirmeler.

46

Reforanct A‘?‘I':l‘t‘t':ge' Momene | Altbolge | En kiigik

LK, S Op*** Sonug Jintemiyle vintemiyle k(illokas.yon ukarele.}r
/L) (a7L) 8 /L 5. /L yontemiyle | yontemiyle

5, /L S, /L 8, /L

0.25 0.00073 | 0.000727 | 0.03669 0.036695 0.036702 0.035348 0.033514
0.50 0.00284 | 0.002844 | 0.07251 0.072513 0.072568 0.069871 0.066653
0.75 0.00617 |0.006171 | 0.10672 0.106726 0.106901 0.102881 0.099126
1 0.01046 | 0.010468 | 0.13884 0.138844 0.139231 0.133917 0.130781
2 0.03270 | 0.032718 | 0.24407 0.244053 0.246168 0.236089 0.250457
3 0.05629 |0.056308 | 0.31822 0.318196 0.322901 0.308807 0.368691
4 0.07785 | 0.077872| 0.37211 0.37207 0.37961 0.362193 0.493544
5 0.09692 |0.096944 | 0.41308 0.413034 0.423351 0.403184 0.609427
6 0.11374 | 0.113769 | 0.44548 0.445423 0.458349 0.43589 0.699073
7 0.12868 | 0.128701 | 0.47190 0.471841 0.487175 0.462791 0.764825
8 0.14204 | 0.142062 | 0.49398 0.493924 0.511463 0.485454 0.813882

9 0.15409 | 0.154112 | 0.51282 0.51275 0.532305 0.504913 0.85156
10 0.16504 | 0.165064 | 0.52913 0.529057 0.550454 | 0.521883 0.881264

* (Lewis, G., Monosa, F., 1981)

** (Lewis, G., Monosa, F., 1981)

*** Simpson yontemi ile yazar tarafindan hesaplanan 6, degerleridir.
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4. YAYILI YUKLU DIKDORTGEN KESITLi LUDWICK TiPi MALZEMEDEN
YAPILMIS BASIT KiRiSLERDEKi BUYUK YER DEGiISTIRMELERIN
FARKLI YAY UZUNLUKLARI KABULLERI YAPILARAK BULUNMASI

A
A\ 4

7'}
o
v

<

Sekil 4.1 Yayil yiiklii basit kiris.

w birim yayili yiik biiyiikliigli, A yatay yer degistirme biiytlikliigii, o, diisey yer degistirme
biiytikliigii , L kiris boyu olarak verilen bir konsol kiris, Sekil 4.1°de gosterilmektedir.

Yer degistirme biiytikliiklerini hesaplarken, x, yay uzunlugu ve A yatay yer degistirme

bliytikliikleri i¢in asagidaki yaklasik kabuller yapilarak ¢alisilmistir.

X, = X+A(x), (Fertis, D.G., 1999) 4.1)
A(x) = A, (Fertis, D.G., 1999) 4.2)
AX )
A(x) = TN (Fertis, D.G., 1999) (4.3)
A
A(X)=A Y (4.4)

(4.1) ve (4.2) esitlikleri kullanilirsa, Sekil 4.1°de sabit mesnetten x kadar uzakliktaki bir

kesitte moment ,
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2
M = W(LZ'A)X WX (Fertis, D.G., 1999) (4.5)
olarak bulunur.
d v M .
Yo Y M s, G, Monosa, F., 1981) (4.6)

ds .2 K,
A+ (y'(x))")?

(4.5) ve (4.6) esitliklerinden;

L2n+l 1

- S (D S

n

2n+1

ifadesi elde edilir. L
K

boyutsuz biiyiikliigline gore yazilmus (4.7) egrilik denkleminde,
_ 2nnnbnh2n+1Bn
n 2n+1(1+2n)nwn

(4.8)

olarak alinmustir.

(3.9), (3.10) esitliklerindeki boyutsuzlastirma islemi yapilarak, (4.7) denklemi, (2.5) ve (2.6)
denklemlerinde kullanildiginda,

2n+1 i i
x(1+ )" (X(-1+x+6,))" ,F1[1+n,-n;2+n; 5 ]

G= Kn (Sh_l) ““h + Cl (49)

(I+n)

y’(%) ifadesi sifir olacagindan, (4.9)

denklemi, C, integrasyon sabitini bulmak i¢in kullanilir:

L2n+]
220 = (1 —— )y (1-8, )(-(1-8, (- 1410 5 )'T[2+n]
Cl=- K, 2(8 1) (4.10)

(1+n)l“[5 +n]

Buradan C, ’inde eldesiyle G asagidaki gibi yazilir:

. I:l x(1+ (6_1)) (X(-1+x+3,))" ,F1[1+4n,-n;2+n; 1__6}1
(I+n)
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ol LM J_( IOy (18 (148, )1+ 5h +5,))"T[2+n]
- 2(8 - ) (4.11)

( 1+n)F[ 5 +n]

(4.11) denklemi, (2.11) yay uzunlugu ifadesinde yerine yazilir ve Simpson yontemi ile integre
edilir, elde edilen ifadenin Newton yontemi ile kokii bulunarak d, , yatay yer degistirme
degerleri hesaplanir. Bu islem L*'/K, boyutsuz oranmimn farkli degerleri icin tekrarlanir.
n’nin farkli degerlerine ve L**"'/K, gore hesaplanmus yer degistirme degerleri de Cizelge

4.1’de verilmektedir.

(2.7), (4.11) denkleminden y(0) = 0 sinir sart1 da géz oniline alindiginda Runge-Kutta yontemi

'8h

yardimiyla y(X) enterpolasyon fonksiyonu elde edilebilir. Bu fonksiyonda X = ! degeri

olarak verir.

(4.1) ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa, Sekil 4.1°de sabit mesnetten x kadar uzakliktaki bir

kesitte moment ,

~ wlkx wx’ Ax?

- - (4.12)
2 2 2(L-A)
seklinde yazilir.
(4.6) ve (4.12) esitliklerinden egrilik ifadesi asagidaki gibi bulunur:
L2n+1 1 X X
K= XE(I'(E) ( )" (4.13)
" L(l-f)

2n+1

boyutsuz biiytikligiine gore yazilmis (4.13) egrilik denkleminde K , (4.8) denkleminde

n

verildigi gibidir.

(3.9), (3.10) esitliklerindeki boyutsuzlastirma islemi yapilarak, (4.13) denklemi (2.5) ve (2.6)
denklemlerinde kullanildiginda;
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L (SO p o K
G= Ko = Gy (©,-1) 43 L, (4.14)
(14n)
15

esitligi elde edilir. Sekil 4.1’den goriilecegi gibi X = 2h > de y’(%) ifadesi sifir

olacagindan, (4.14) denkleminden C, elde edilerek, asagidaki gibi yazilir:

1-3
2n+l (1'8h)('1+ ’ +8h)
g2m L \/E(1+21€;5h1 )" (18, )( 5 12 )"I[2+n]
Cl=- I<n ( h” ) 3 ( h” ) (415)
()]

(4.14) ve (4.15) denklemlerinden G asagidaki gibidir:

2 o1+ X )_n(i(iJr(Sh-l)) ) 21:1[1+n,-n;2+n;i]

_ K, (Sh-l) (Sh'l) (l-ah)
o +

(14n)
1-6
2n+l (1'811 )1+ ' +8h)

2-2»2n 7&(1*—&)%1(1'8}1)( 2 )“F[2+n]

K 2(3,-1) (3,-1) (410
(1+n)1"[;+n]

(4.16) denklemi, (2.11) yay uzunlugu ifadesinde yerine yazilir ve Simpson yontemi ile integre
edilir, elde edilen ifadenin Newton yontemi ile kokii bulunarak J, , yatay yer degistirme
degerleri elde edilmis olur. Bu islem L*'/K, boyutsuz oranmm farkli degerleri igin
tekrarlanir. n’nin farkli degerlerine ve L* /K, gére hesaplanmus yer degistirme degerleri de

Cizelge 4.1°de verilmektedir.

(2.7), (4.16) denkleminden y(0) = 0 sinir sart1 da géz oniline alindiginda Runge-Kutta yontemi

1-3,

yardimiyla y(X) enterpolasyon fonksiyonu elde edilebilir. Bu fonksiyonda X = degeri

1-3,
2

icin y ( ) degeri, kirisin orta noktasindaki ¢cokmeyi 6,/ L seklinde boyutsuz bir biiytikliik

olarak verir.

(4.1) ve (4.4) esitlikleri kullanilirsa, Sekil 4.1°de sabit mesnetten x kadar uzakliktaki bir

kesitte moment ,
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wlLx wx
-—(x+A

M=
(L A)

) 4.17)

(4.6) ve (4.17) denklemlerinden egrilik ifadesi;

L2n+1 1
e

n

(4.18)

seklinde bulunur.

2n+1

,boyutsuz biiyiikliigiine gore yazilmis (4.18) egrilik denkleminde K, (4.8) denkleminde

n

verildigi gibidir.

(3.9), (3.10) esitliklerindeki boyutsuzlastirma islemi yapilarak, Sekil 4.1’den x =1-§h

y'(%) ifadesi sifirdir, seklindeki sinir sartindan integrasyon sabitinin de eldesiyle, (4.18)

denklemi, (2.5) ve (2.6) esitliklerinde kullanildiginda, G asagidaki gibidir:

R ‘/ ras Xy
W, .

(15) X

G= X 2F1[1+n,-n;2+n;—]
(1+n) (15 )
(1- 5 0)
-1-n LGﬂ (l 8 ) (1_6]1) -n
2 1-6 1-6, )(-1+ +9,
( n)(-(1-8,)(- 5 a 8 ))) (1+ » 5, 1))
~ "V (-3,)
(1+n)
,F1[14+n,-n,2+n, (1-3,) ] (4.19)
2(1-5, 9, —n )
(1-8,)

Daha onceki kisimlarda da bahsedildigi gibi (4.19) denklemi, (2.11) yay uzunlugu
ifadesinde yerine yazilir ve Simpson yontemi ile integre edilir, elde edilen ifadenin Newton
yontemi ile kokii bulunarak 8y, , yatay yer degistirme degerleri elde edilir. Bu islem, L**"'/K,

boyutsuz oraninin ve n’nin farkli degerlerine gore tekrarlanir. Hesaplanmis yer degistirme
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degerleri Cizelge 4.1°de verilmektedir.

(27), (4.19) denkleminden y(0) = 0 sinir sart1 da géz Oniine alindiginda Runge-Kutta yontemi

yardimiyla y(X) enterpolasyon fonksiyonu elde edilebilir. Bu fonksiyonda X = 1-93

degeri

1-3,
2

icin y ( ) degeri, kirisin orta noktasindaki ¢okmeyi o,/ L seklinde boyutsuz bir biiytikliik

olarak verir.

Cizelge 4.1’de u¢ farkli x,degeri i¢in hesaplanmis boyutsuz yer degistirme degerleri,

L*™/K, ve n bityiikliklerine gore tablolastirilmustir.
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Cizelge 4.1 Ludwick tipi, dogrusal olmayan basit kirislerdeki, biiyiik yer degistirmeler.

L™"/Kn

Xo n )
10 20 30 40 50 60 66,67 70
1 S, | 0,1015 | 02138 | 0,29 | 0,346 | 0388 | 04213 | 044*-0,44 | 0,4486
5,/L| 0,196 | 02748 | 0,3136 | 0,3376 | 0,3547 | 0,368 | 0,367*- 0,375 | 0,3784
5 8y, | 0,00737 | 0,0251 | 0,0464 | 0,0676 | 0,0873 | 0,1052 0,1163 0,1215
8,/L | 0,0553 | 0,1016 | 0,1372 | 0,1646 | 0,186 | 0,2032 0,2129 02173
- 3 3, | 0,00039 | 0,0015 | 0,0034 | 0,00585 | 0,0088 | 0,0121 0,0145 0,0157
L 8,/L | 0,0129 | 0,0256 | 0,038 | 0,0498 | 0,061 | 0,0716 0,07835 0,0815
2? 4 8, | 0,00002 | 0,00008 | 0,00018 | 0,00032 | 0,0005 | 0,00073 0,0009 0,00099
8,/ 1L [ 0,00299 | 0,0059 | 0,0089 | 0,0119 |0,01489 | 0,0178 0,01978 0,0207
5 8y | 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 | 0,00005
8,/ L | 0,00069 | 0,00139 | 0,002 |0,00279 | 0,00349 | 0,00418 0,0046 0,00488
1/0,209% 8y, | 2x10° |8,3x10°]0,00001 | 0,00003 | 0,00005 | 0,00007 |  0,00009 0,0001
8,/1L | 0,00095 | 0,0019 |0,00286| 0,0038 |0,00476 | 0,00572|  0,00635 | 0,00667
1 S, | 0,119 | 02745 |0,38278 | 04577 | 0,5124 | 0,55395 0,5765 0,58664
8,/L [ 021114] 0,306 |0,35267]0,38174|0,39778 | 0,40255|  0,40166 | 0,40044
5 8y, | 0,00759 | 0,0275 | 0,054 | 0,0826 | 0,1107 | 0,13723 |  0,15385 0,1618
_ 8,/L | 0,0561 | 0,1062 |0,14775]0,18119 | 0,208 |0,22985| 0,24217 | 0,24777
3 3 3, | 0,00039 | 0,00156 | 0,0034 | 0,00605 | 0,00925|0,01297 |  0,01571 0,01715
> 8,/L | 0,01295]0,02579 | 0,038 |0,05072 |0,06264 | 0,0741 0,08149 0,085
? 4 3, | 0,00002 | 0,00008 | 0,00018 | 0,00032 | 0,00051 | 0,00073 |  0,00091 0,001
2 5,/ L [ 0,00299 | 0,00598 | 0,00896 | 0,01194 | 0,01492 | 0,0178 0,0198 0,02084
5 8y | 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 | 0,00005
8,/ L | 0,00069 | 0,00139 | 0,00209 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00418 |  0,00465 | 0,00488
1/0,209% 5y |2.8x10°]8,3x10° | 0,00001 | 0,00003 | 0,00005 | 0,00007 |  0,00009 0,0001
8,/1L | 0,00095 | 0,0019 |0,00286 | 0,00381 | 0,00477 | 0,00572|  0,00636 | 0,00667
1 Sy, [ 0,13343| 0,292 ]0,37268 | 04158 |0,44313]0,46213| 047194 |0,47621
8,/ 1L | 0,19681 | 0,20376 | 0,18927 | 0,18972 | 0,19773 | 0,21169 |  0,22473 | 0,23268
5 8, | 0,00785| 0,0303 | 0,0625 | 0,09747 | 0,13055| 0,16 0,17758  |0,18573
S 8,/ L | 0,05649 | 0,10728 | 0,14625 | 0,17151 | 0,18562 | 0,19227 |  0,19407 0,1944
j 3 3y, | 0,00039 | 0,00157 | 0,00354 | 0,00629 | 0,00978 | 0,01398 |  0,01715  |0,01883
5 8,/ L | 0,01296 | 0,02586 | 0,03863 | 0,05118 | 0,0634 | 0,0752 0,0828 0,0865
g 4 8, | 0,00002 | 0,00008 | 0,00018 | 0,00033 | 0,00051 | 0,00074 |  0,00091 0,001
" 5,/ 1L | 0,00299 | 0,00598 | 0,00897 | 0,01195 | 0,01494 | 0,01792 0,0199 0,02089
d 5 8y | 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 | 0,00005
8,/ 1L | 0,00069 | 0,00139 | 0,00209 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00419 |  0,00465 | 0,00488
1/0,209% | 2,8x10° | 8,3x10°° | 0,00001 | 0,00003 | 0,00005 | 0,00007 | 0,00009 0,0001
,/1L | 0,00095 | 0,0019 |0,00286|0,00381 | 0,00477 | 0,00572|  0,00636 | 0,00668

* Demeter G.F., 1999, “Nonlinear Mechanics Second Edition”, CRC Pres LLC,Boca Raton,Sayfa 92, Ornek 2.4.
**Ludwick tipi non-lineer N.P.8 aliiminyum alasim igin iistel “n” sabiti. ( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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5. DIKDORTGEN KESITLI BiLESIiK YUKLU LUDWICK TiPi DOGRUSAL
OLMAYAN KONSOL KiRiSLERDEKi BUYUK YERDEGiISTIRMELERIN
FARKLI YAY UZUNLUKLARI KABULLERI YAPILARAK BULUNMASI

Sekil 5.1 Bilesik yiiklii konsol kiris.

Bu boliimde, bir dnceki boliimde yapilan uygulamalara benzer tarzda bir yaklasimla, x, yay

uzunlugu i¢in yapilan yaklasik kabullerle, serbest u¢ noktadaki yatay ve diisey yer

degistirmeler hesaplanmuistir.
Sekil 5.1’de w birim yayil1 ylike bagli olarak moment ifadest;

MZ%XO-FPX (5.1)

(4.1) ve (4.2) denklemindeki x,kabulii yerine yazildiginda;

M=%(X+A)+Px (5.2)
seklinde elde edilir.
P=wL (5.3)

olarak alinmistir.

(2.2),(3.4), (5.2) ve (5.3) denklemleri kullanildiginda egrilik ifadesi asagidaki gibi yazilabilir:
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Ln+l N
K E(Z(f f 2)) (5.4)

n+l

(5.4) denklemindeki egrilik ifadesi, boyutsuz biiyiikliigiine gore yazilmistir. K, daha

onceden de belirtildigi gibi malzemenin 6zelliklerine bagl bir biiyiikliiktiir ve (3.4) denklemi

ile acikca tanimlanmustir.

(3.9), (3.10) esitliklerindeki boyutsuzlastirma islemi yapilarak, (5.4) denklemi, (2.5) ve (2.6)
esitliklerinde kullanildiginda;

n+1 i i
X(X(X+(2+6, )" (1+ " F1[14n,-n;2+n;-
REEH2H8,)" (1 )" FI Ty

G — n h
(14n)

]

+C, (5.5)

bulunur.

Sekil 5.1’den X =1-9, daki y'(1-39,)degeri sifirdir, seklindeki sinir sarti kullanildiginda,

C, integrasyon sabiti agagidaki gibi elde edilir:

ntl
(2) L (1-8,)""' (1+ 2:;*1 )", F1[1+n, n2+n-21;68h ]
C,=- K, b h (5.6)
(1+n)

(5.5) ve (5.6) denklemleri kullanildiginda;

n+l = =

o . X X
o n X(X(X+(2+9,))) (1+2+5h) ,F1[1+n,-n;2+n;- 2Jr8h]
(1+n)
3,0 18 1-8
1-8, )™ (1+—2)"  F1[1+n,-n;2+n;-—2"
() (8" (1 ) il men2ens ) 20 )
- K, (5.7)
(1+n)

seklinde bulunur.

Daha o6nceki boliimlerde anlatildig: gibi (5.7) denklemi, (2.11) yay uzunlugu  ifadesinde
yerine yazilir ve Simpson yontemi ile integre edilir, elde edilen ifadenin Newton yontemi ile
kokii bulunarak &y, , yatay yer degistirme degerleri elde edilir. Bu islem, L™"'/K, boyutsuz

oraninin ve n’nin farkli degerlerine gore tekrarlanir.
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(2.7), (5.7) denkleminden y(1-6,)=0 seklinde yazilabilecek smir sarti1 da goz Oniine
alindiginda, Runge-Kutta yontemi yardimiyla y(X) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu
fonksiyonda X =0 ic¢in y(0) degeri, kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢okmeyi o,/ L seklinde
boyutsuz bir biiyiikliik olarak verir.

(4.1) esitliginde verilen x, icin farkli bir yay uzunlugu kabulii ile yukaridaki problemin

¢Oziimiinde, (2.2), (3.4), (4.3), (5.1) ve (5.3) esitlikleri kullanildiginda yeni egrilik ifadesi;

A
L 1 x x x L
= X—(—(—+— +2)" 5.8
K, L(2L(L L A ) (5-8)
-5
L
seklinde yazilabilir.

n+l

boyutsuz biiytikliiktiir. K, ise (3.4) denklemi ile gdsterilmektedir.

n

(3.9), (3.10) esitliklerindeki boyutsuzlastirma islemi yapilarak, (5.8) denklemi, (2.5) ve (2.6)
denklemlerinde kullanildiginda, G asagidaki gibi bulunur:

n+l (v _ _ =
2—1‘1 LI’< i(_ X(X 21( ;J’_ 8h)))l‘l(l + 2 X28 )—n B
G = n (=1+5,) b x FI[1+n,-n;2+n;- x
(1+1n) 223,

+C, (5.9

Sekil 5.1’den gorildiigi gibi x=1-8, de y'(1-6,)=0 seklindeki smir sarti

kullanildiginda, C, integrasyon sabiti ;

-n Ln+1 1_Sh -n1 _(I_Sh)(l_z(_l+6h)_6h) n
c __2 K, (l+2—26h) -0 (-1+8,) ) .
b (1+n)

. . (1'8}1)
,F1[1+n,-n;2+n; (2-25h)] (5.10)

olarak yazilir.

(5.9) ve (5.10) denklemleri diizenlendiginde;
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L™ X(X-2(-1+3,)) X

27" = X( s )+ ) %

oo K, (=1+3,) b %, F1[1+n,-n;2+n;- It
(1+n) 2-28,
n+l _ — — s\~ -
2o L7 178 a5y (2800-2(145,)-8,)
~ K, 2-298, (=1+8,) X
(1+n)

2F1[1+n,-n,2+n,-ﬂ] (5.11)

(2 '2611 )
seklinde bulunur.

(5.11) denklemi, (2.11) yay uzunlugu  ifadesinde yerine yazilir ve Simpson yontemi ile
integre edilir, elde edilen ifadenin Newton yontemi ile kokii bulunarak o, , yatay yer
degistirme degerleri hesaplanir. Bu islem, L""'/K, boyutsuz oranmnin ve n’nin farkl

degerlerine gore tekrarlanir.

(2.7) ve (5.11) denkleminden, y(1-0,)=0 seklinde yazlabilecek smnir sarti da
kullanildiginda, Runge-Kutta ydntemiyle y(X)enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu
fonksiyonda X =0 ic¢in y(0) degeri, kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢cokmeyi o,/ L seklinde
boyutsuz bir biiyiikliik olarak verir.

Cizelge 5.1°de, yukarida anlatilmis olan iki farkli x, yay uzunlugu kabulii i¢in hesaplanmis

boyutsuz yatay ve diisey yer degistirme degerleri, L""'/K, ve n biiyiikliiklerine gore
tablolastirilmistir. Ayrica n = 2.16 olarak alinabilen ( Lewis, G., Monosa, F., 1982), (2.1)
denkleminde verildigi gibi gerilme — birim sekil degistirme iligkisi tasiyan Ludwick tipi
dogrusal olmayan tavlanmis bakir malzeme i¢in Sekil 5.1°deki gibi yiiklenmis konsol
kiristeki yer degistirmeler, Referanstaki ( Lee, K., 2002) degerlerle karsilastirmali olarak

verilmigtir.
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Cizelge 5.1 Bilesik yiiklii Ludwick tipi dogrusal olmayan konsol kiristeki yer degistirmeler.

Ln+1/Kn
Xg n )
025 05 [0,75| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 B 0,007 10,028 | 0,059 0,094 | 0,235 0,341 | 0,418 | 0,475 0,519 | 0,554 | 0,583 | 0,607 | 0,627
8/ L 0,113]0,218| 0,31 | 0,388 |0,587 (0,684 | 0,738 | 0,772 0,797 0,817 0,835 | 0,851 | 0,86
2 B 0,008 | 0,029 | 0,057 10,087 | 0,191 0,266 | 0,32 | 0,362 | 0,396 | 0,423 | 0,447 | 0,467 | 0,484
8/ L 0,12 {0,2260,314 0,384 0,552 0,637 0,687 | 0,721 | 0,746 | 0,765 | 0,779 1 0,792 | 0,802
2,16 Oy, 0,008 | 0,03 | 0,058 0,088 |0,191 | 0,265|0,318| 0,36 | 0,393 | 0,421 0,444 | 0,464 | 0,482
8/ L 0,12310,231]0,319] 0,388 | 0,55510,639 | 0,69 |0,724 0,749 | 0,768 | 0,784 | 0,796 | 0,807
? 2,16 B 0,008 | 0,03 |0,058]0,087 0,188 | 0,26 |0,312]0,352|0,384|0,411]0,433|0,453| 0,47
= 8,/ L 0,12210,22910,317]0,386 | 0,55 {0,632 |0,682|0,716| 0,74 |0,759]0,774 | 0,786 | 0,796
3 B 0,01 {0,035]0,063|0,092| 0,18 |0,239]0,2820,315]0,342]0,364 (0,383 10,399 0,414
3,/ L 0,137] 0,25 |0,336| 0,4 |0,546 | 0,618 0,663 |0,693 | 0,716 | 0,734 | 0,749 | 0,76 |0,771
4 By 0,014 10,044 {0,074 10,101 { 0,179 0,229 | 0,264 | 0,292 | 0,314 | 0,333 ] 0,349 | 0,362 | 0,375
3,/ L 0,163 | 0,283 | 0,364 | 0,422 | 0,549 | 0,612 | 0,651 | 0,679 | 0,699 | 0,716 | 0,729 | 0,74 | 0,749
5 B 0,02 |0,05510,0870,112]0,1820,225]0,256| 0,28 |0,299]0,315|0,328 | 0,34 | 0,351
8/ L 0,196]0,3190,39510,447 | 0,557 10,612 | 0,646 | 0,671 | 0,689 | 0,704 | 0,716 | 0,727 | 0,735
1 B 0,007 ] 0,028 | 0,058 | 0,093 | 0,229 | 0,332 | 0,406 | 0,462 | 0,505 | 0,54 ] 0,569 | 0,593 0,613
8/ L 0,113]0,217(0,309]0,386 | 0,581 0,678 | 0,733 | 0,768 | 0,793 | 0,812 0,827 | 0,842 | 0,855
5 Oy 0,008 | 0,029 | 0,056 | 0,085 | 0,186 | 0,258 | 0,311 | 0,352 | 0,385 | 0,412 | 0,435 | 0,454 | 0,472
8/ L 0,12 10,2260,312 0,381 0,547 0,631 0,681 0,716 | 0,741 | 0,76 |0,775]0,788 | 0,798
2,16% B 0,008 | 0,03 |0,058]0,0880,191|0,265|0,318 | 0,36 | 0,393 | 0,421 | 0,444 | 0,464 | 0,482
:? 8,/ L 0,12310,231]0,319] 0,388 | 0,555]0,639 | 0,69 |0,724 0,749 | 0,768 | 0,784 | 0,796 | 0,807
:;, 2,16 B 0,008 ] 0,029 | 0,057 10,085 (0,183 0,252 | 0,303 0,342 0,374| 0,4 |0,422|0,441]0,458
% d,/L 0,122 (0,229 0,315| 0,383 | 0,545 | 0,626 | 0,676 | 0,71 | 0,735 | 0,754 | 0,769 | 0,782 | 0,792
d 3 By 0,01 |{0,03410,063| 0,09 {0,176 0,233 0,275 0,307 | 0,333 0,355{0,373 ] 0,39 | 0,404
d/L 0,137 0,249 | 0,333 0,396 | 0,54 |0,612]0,657|0,688 0,711 | 0,729 | 0,744 | 0,756 | 0,766
4 B 0,014 10,043 10,073 10,099 | 0,175 (0,223 | 0,258 | 0,285 0,307 | 0,325 0,341 | 0,354 | 0,366
8/ L 0,163]0,2810,362]0,419 | 0,545 | 0,607 | 0,646 | 0,673 | 0,694 | 0,711 | 0,724 | 0,735 | 0,745
5 B 0,02 {0,055]0,085| 0,11 {0,1790,221|0,251]0,274 0,292 0,308 | 0,322 0,333 | 0,344
8/ L 0,196]0,317]0,392 10,443 | 0,553 | 0,607 | 0,642 | 0,666 | 0,685 | 0,7 0,712 0,722 0,731

*Referans ( Lee, K., 2002) yayindaki degerlerdir. X, i¢in yapilan kabuller bu hesaplamalarda gegerli degildir.
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6. DIKDORTGEN KESITLI SERBEST UC NOKTASINDAN TEKIiL KUVVET
ETKIiYEN DOGRUSAL VE CiFT MALZEMELiI KOMPOZIiT KONSOL
KiRiSLERDEKI BUYUK YERDEGISTIRMELER

Bu kisimda; malzeme olarak dogrusal, geometrik olarak dogrusal olmayan ¢ift malzemeli
kompozit, Sekil 3.1° deki gibi bir konsol kiriste meydana gelen biiylik yer degistirmeler,

hesaplanmustir.

Sekil 6.1 Iki farkli malzemeden olusan kompozit kiris kesiti

Yukarida b pargalarin genisligini, a, bir numarali par¢anin yiiksekligini, a, iki numarali

parganin yiiksekligini, h parcalarin toplam yiiksekligini, h;, h, tarafsiz eksenin sirasiyla en {ist

ve en alt iplikgiklerden uzakliklarin1 vermektedir.

Sekil 6.1 de kesiti verilen kompozit kiris i¢in asagidaki denklemler yazilabilir:

€ = -y, (Gere, J.M., Timoshenko, S.P., 1984) (6.1)
[0, dA+[o, dA=0, (Gere, .M., Timoshenko, S.P., 1984) (6.2)
1 2

[0, ydA+[o, ydA =M, (Gere, .M., Timoshenko, S.P., 1984) (6.3)
1 2

o, =-Exy, (Gere, J.M., Timoshenko, S.P., 1984) (6.4)
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o, =-E,xy, (Gere, J.M., Timoshenko, S.P., 1984)

(6.5)

Yukaridaki esitliklerde; «, egrilik, €, birim sekil degistirme, A, alan, o, ,1 numarali malzeme

icin normal gerilme, o, > 2 numarali malzeme i¢in normal gerilme, E;, 1 numarali malzeme

icin elastiklik modiili, E,;, 2 numarali malzeme

tanimlanmaktadir.

(6.1)-(6.5) denklemleri kullanildiginda;

-y (hy-ay)
E, [ ydy+E, [ ydy=0
(hy-a,) h,

esitligi yazilabilir. (6.6) denklemi diizenlendiginde;
5 E,(h, ~(a,-h,)")+ 5 a,E,(a,-2h,)=0

seklinde bulunur.

Sekil 6.1°den

h=h+h,

h,=a +a,-h,

oldugu goriilebilir.

(6.7)-(6.9) denklemleri kullanildiginda,

_ 2112E1+2211212E2+a122E2
: 2(aE ta,E,)

— a](a1+2a2)E1+ a22E2
2(a,E,+a,E,)

seklindedir.

Sekil 6.1°deki 1 ve 2 numarali parcalarin tarafsiz eksene gore atalet momentleri;

baS’ a
[,=—+ba,(h,--L)?
1 12 l( 1 2)

icin elastiklik modiilii olarak

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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ba,’ a
I,=—2+ba,(h,-—2)? 6.13
2=, ,(h, 2) (6.13)

olarak bulunur.

(3.6) ve (6.3) denkleminden egrilik ifadesi asagidaki gibidir:

x A
" PL(1-—-—)
%:K: o : EI+II::IL (19
(ryeopy:  PTERE)
(2.5)-(2.7) ve (6.14) denklemleri kullanildiginda, (2.6) denkleminde tanimlanan G asagidaki
gibi yazilir:
prr( X (Xy.XA
=—L L LL ;¢ (6.15)
(EIII+E212)

Sekil 3.1°deki smir sartlarindan x = 0 igin y'(0) =0 olacagindan C, sabiti sifir olacaktir.

Buna gore ve (3.9), (3.10) denklemlerindeki boyutsuzlastirma islemleri yapildiginda,

G PL’ (X-(X)* X3, )

(6.16)
(EIII+EZIZ)
olarak bulunur. (6.12), (6.13) ve (6.16) denklemlerinden;
12(a,E,+a,E,))PL’X(1-X-5, ) 6.17)

- b(a,’E,*+2a,a,(2a,°+3a,a,+2a,”)E,E,+a,'E,”)
elde edilir.

(6.17) denkleminden, K olarak adlandirilan boyutsuz bir biiylklik, asagidaki gibi

tanimlanabilir:
2
K= 4 2 2 L 2 4 2 (6.18)
b(a,"E,"+2a,a,(2a,"+3a,a,+2a,”)E,E,+a,’E,")
12(a,E, +a,E))
(6.17) ve (6.18) denklemlerinden;
G =Kx(1-x-9,) (6.19)

seklinde diizenlenebilir.
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(6.19) denklemi, (2.11) yay uzunlugu ifadesinde yerine yazilarak, Simpson yontemi ile integre
edilir, elde edilen ifadenin Newton yontemi ile kokii bulunarak oy , yatay yer degistirme

degerleri bulunur. Bu islem, K boyutsuz oraninin farkli degerleri i¢in tekrarlanir.

(2.7) ve (6.19) denklemlerinden, y(0) = O smir sart1 da géz oniine alindiginda, Runge-Kutta

yontemi yardimiyla y(X) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda, X=1 -39,
icin y (1 -39,)degeri kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢okmeyi o, / L seklinde boyutsuz bir
biiylikliik olarak verir.

K boyutsuz biiylikliiglintin farkli degerleri i¢in hesaplanmig yatay ve diisey yer degistirme

degerleri Cizelge 6.1°de gosterilmektedir.

Cizelge 6.1 Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen dogrusal ve ¢ift malzemeli kompozit
kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeler.

K 8h (A /L) dv /L
0 0 0
0.25 0.0010 0.0415
0.50 0.0041 0.0827
0.75 0.0091 0.1230
1 0.0159 0.1621
2 0.0564 0.3017
3 0.1079 0.4109
4 0.1606 0.4934
5 0.2099 0.5555
6 0.2544 0.6030
7 0.2940 0.6398
8 0.3290 0.6688
9 0.3602 0.6919
10 0.3879 0.7103
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7. SERBEST UC NOKTASINDAN MOMENT ETKiYEN DOGRUSAL OLMAYAN
CIFT MALZEMELI KOMPOZIT KiRISLERDEKi BUYUK YER
DEGISTIRMELERIN FARKLI GERILME-SEKIL DEGiISTIRME
BAGINTILARI iCiN BULUNMASI

7.1 Dikdortgen Kesitli, Ludwick Tipi Dogrusal Olmayan Malzemeden Olusan
Kompozit Konsol Kirislerdeki Bilyiik Yer Degistirmeler.

Bu bolimde; iki malzemeli kompozit kirislerdeki yer degistirmeleri incelerken,
malzemelerden biri dogrusal, digeri Ludwick tipi dogrusal olmayan malzeme olarak
almmustir. Bu sekilde iistel ifadelerin bir nebze olsun sadelesmesi saglanmaktadir. Kesiti
Sekil 6.1’de verilmis olan Sekil 2.2°deki gibi bir konsol kiristeki yer degistirmelerin
hesabinda, gerilme-sekil degistirme iliskisi (2.1) denklemiyle verilen Ludwick tipi malzeme
icin (6.2) ve (6.3) denklemleriyle ifade edilebilen asagidaki esitlikler yazilabilir:

1 I

[Bie"dA+[B,emdA =0 (7.1)
1 2

1 1

[Bie"ydA+[B,e™ ydA =M (7.2)
1 2

Daha onceki boliimlerde bahsedildigi gibi, n,,n,, B,, B,ifadeleri Ludwick tipi dogrusal

olmayan malzemeler i¢in malzemeye bagl katsayilar1 vermektedir.

(6.1) esitligi, (7.1) ve (7.2) denklemlerinde yerine yazildiginda;

1 1 1 1

[B(x)™y" bdy+[ B, (-5)" y" by = 0 (7.3)
1 2

LI RIS
[ B,(-)" y™ ybdy+[ B, (-x)" y" ybdy = M (7.4)
1 2
denklemleri elde edilir.

Sekil 6.1°den goriilebilen integral sinirlari yerine yazildiginda;

1 -y 1 1 hyay) L

B,(-)"b [ y"dytB,(x)"b [ y™dy=0 (7.5)

(hy-a,) h,
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1 -hy o+l 1 (hy-ay) mytl
B,(-0"b [ y"dy+B,(x)"b [ y™dy=M (7.6)

(hy-a,) h,
ifadeleri bulunur.

Son olarak, (7.5) ve (7.6) denklemlerindeki integrasyon islemleri yapildiginda, asagidaki
esitlikler yazilabilir;

1 1 1 1 1

— I+ 1+— 1+— 1+—
((‘l)nlhl " +('az+hz) 1 ('hz " +('az+h2) " )n2 ) =0

1
" )n, .
+B, (-x)™

1+n B, (0™ ( 1+n

B, (-1)™ (-

(7.7)

1 2

1 1 1 1 1
. o gy o T o
B, b (- s thy) 0 g (e ;)

1+2n, 1+2n,

LISy (7.8)

(6.9), (7.7) ve (7.8) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagli olarak egrilik k, ve hy, h,

degerleri hesaplanir.

Egrilik elde edildikten sonra daha onceden bahsedildigi gibi (2.2), (2.5), (2.6) ve (2.7)
denklemleriyle G ifadesi bulunur. Sekil 2.2°den goriilebilen x = 0’da y'(0) = 0 sinir sart1

kullanildiginda (2.6) denklemindeki C, integrasyon sabiti sifir olacaktir. G ifadesi asagidaki

gibi alinir:
G=xx (7.9)

(7.9) denklemi (2.11) yay uzunlugu esitliginde yerine yazilip, Simpson yontemiyle integre
edilir, ¢ikan ifadenin Newton yontemi yoluyla kokii bulunarak yatay yer degistirme A, elde
edilir.

Yatay yer degistirmeler bulunduktan sonra (2.7), (7.9) denkleminden y(0)=0 seklinde
yazilabilecek sinir sarti da kullanildiginda, Runge-Kutta yontemiyle y(x)enterpolasyon
fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda x=L-A i¢in y(L-A)degeri, kirisin serbest ug

noktasindaki ¢6kmeyi 9, olarak verir.

Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in n,= 1, n,=kn,, B=tB,, a,=2cm, a,= lcm,

b=2cm,L=100cm, a,+a,=h,+h,, B,=0,5 GPaolarak alinan verilerle hesaplanan yatay

ve diisey yer degistirme degerleri Cizelge 7.1°de gosterilmektedir.
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Cizelge 7.1 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi dogrusal olmayan
malzemeden yapilmis kompozit konsol kiriglerdeki biiylik yer degistirmeler.

M (Ncm)
1000 2000 5000 10000
Kk ¢ A(em) | 6v(em) | A(em) | 6v(em) | A(ecm) | ov(em) | A(cm) | 6v(cm)
50 0.01499 | 1,49989 | 0.05998 | 2.9991 10.37457 |7.48595 |1.49326 |14.8878
1/4 100 | 0.00374 | 0.74998 | 0.01499 | 1.49989 ]0.09372 |3.74824 |0.37457 |7.48595
150 | 0.00166 | 0.49999 | 0.00666 | 0.99996 |0.04166 |2.49948 |0.16658 |4.99583
200 | 0.00093 | 0.37499 | 0.00374 | 0.74998 10.02343 |1.87478 ]0.09372 |3.74824
50 0.015 1.49994 | 0.05999 | 2.9993 [0.3747 748721 |1.49427 |14.8928
12 100 | 0.00375 | 0.74999 | 0.01499 | 1.49991 |0.09373 |3.7484 0.37464 | 7.48658
150 | 0.00166 | 0.49999 | 0.00666 | 0.99997 |0.04166 |2.49953 |0.16659 |4.99602
200 | 0.00093 | 0.37499 | 0.00374 | 0.74998 10.02343 |1.8748 0.09372 |3.74832
50 0.01311 | 1.40265 | 0.05246 | 2.80475 10.32762 |7.00223 |1.30664 |13.9357
1 100 0.0035 | 0.72474 0.014 1.44941 [0.08752 ]3.62219 10.34981 |7.23487
150 | 0.00159 | 0.48863 | 0.00636 | 0.97723 |0.03978 |2.44269 |0.1591 4.88246
200 0.0009 | 0.36856 | 0.00362 | 0.73711 |0.02263 |1.84262 |0.09053 |3.68399
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7.2 Dikdortgen Kesitli, Kiibik Gerilme-Sekil Degistirme Bagintisina Sahip
Malzemeden Olusan Kompozit Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmeler

Gerilme-sekil degistirme iliskisi (2.94) denklemindeki gibi kiibik olarak alinan, dogrusal
olmayan malzemeden olusan kompozit kirislerdeki yer degistirmeleri hesaplamak i¢in gerekli

olan gerilmeler, kesiti Sekil 6.1’de verilen 1 ve 2 numarali pargalar i¢in asagidaki gibi

yazilabilir:
c,= Eg(1-a,e%) (7.10)
c,= E,g(1-a,e%) (7.11)

Burada E,, E, elastiklik modiilii, o,, o, ise malzemenin dogrusal olmama derecesini

gosteren boyutsuz bir parametredir.
E, =tE, (7.12)

olarak alinip, (2.95), (6.2) , (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.10) ve (7.11) denklemleri kullanildiginda
asagidaki ifadeler elde edilebilir:

%ale2 (a,-2h))tk(-2+(a,*-2a,h,+2h > o,k )+

+%bE2K(-4ala2 2a,”+4a,h,~((a,-h,)*-(a, +a,-h,))a,x*) =0 (7.13)

5
%bEth(—al3 +3a,’h,-3a,h,? —3(—%(211 -h,)’ —h?l)ale) +

+%bE2K(5((al 'hl )3 '(al +32 'hl )3 )'3((31 'hl )5 '(al +az 'hl )5 )asz) =M (7- 14)

(6.9), (7.13) ve (7.14) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagl olarak egrilik k, ve h;,

h, degerleri bulunur.

Egrilik degerinden faydalanilarak, (2.2), (2.5), (2.6) ve (2.7) denklemleriyle G ifadesi bulunur.
Sekil 2.2°den goriilebilen x = 0°da y'(0) = 0 sinir sart1 kullanildiginda (2.6) denklemindeki C,

integrasyon sabiti sifir olacaktir. G ifadesi (7.9) denklemindeki gibi yazilabilir. (7.13) ve
(7.14) denklemlerinden elde edilen «, (7.9) denklemi (2.11) yay uzunlugu esitliginde yerine
yazilarak Simpson yontemiyle integre edilir, ¢ikan ifadenin Newton yontemi yoluyla kokii

bulunarak yatay yer degistirme A, elde edilir.
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Yatay yer degistirmeler bulunduktan sonra (2.7), (7.9) denkleminden y(0)=0 seklinde
yazilabilecek sinir sartt da kullanildiginda, Runge-Kutta yontemiyle y(x)enterpolasyon
fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda x=L-A i¢in y(L-A)degeri, kirisin serbest ug

noktasindaki ¢okmeyi d, olarak verir.

Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in, E,=tE,, a,=2cm, a,=lcm,b=2cm,
L =100 cm, a,+a,=h,+h,, E,=70 GPa olarak alinan verilerle hesaplanan yatay ve diisey

yer degistirme degerleri Cizelge 7.2°de gosterilmektedir.
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Cizelge 7.2 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen kiibik gerilme-sekil degistirme
bagintisina sahip malzemeden olugan kompozit konsol kiriglerdeki biiytik yer degistirmeler.

M (Ncm)
1000 2000 5000 10000

ay a t A(cm) |dv(cm) | A(em) |[ov(em) | A(cm) [ dv(em) | A (cm) | dv (cm)

1/5 | 0.02877 | 2.07726 | 0.11506 | 4.15273 | 0.71782 | 10.3505 | 2.85279 | 20.4784

0 0 1 0.00016 | 0.15873 | 0.00067 | 0.31745 | 0.00419 | 0.79363 | 0.01679 | 1.58717

5 | 1.14x10° | 0.01307 | 4.56x10° | 0.02615 | 0.00002 | 0.06538 | 0.00011 | 0.13077

1/5 | 0.02877 | 2.07726 | 0.11506 | 4.15274 | 0.71783 | 10.3505 | 2.85284 | 20.4786

0,25]025| 1 0.00016 | 0.15873 | 0.00067 | 0.31745 | 0.00419 | 0.79363 | 0.01679 | 1.58717

5 | 1.14x10° | 0.01307 | 4.56x10° | 0.02615 | 0.00002 | 0.06538 | 0.00011 | 0.13077

1/5 | 0.02877 | 2.07727 | 0.11506 | 4.15275 | 0.71786 | 10.3508 | 2.85342 | 20.4806

0 40 1 0.00016 | 0.15873 | 0.00067 | 0.31745 | 0.00419 | 0.79363 | 0.01679 | 1.58717

5 | 1.14x10° | 0.01307 | 4.56x10° | 0.02615 | 0.00002 | 0.06538 | 0.00011 | 0.13077

1/5 | 0.02877 | 2.0773 | 0.11507 | 4.15303 | 0.71846 | 10.3551 | 2.86292 | 20.514

40 | 200 | 1 0.00016 | 0.15873 | 0.00067 | 0.31745 | 0.00419 | 0.79363 | 0.01679 | 1.58719

5 | 1.14x10° | 0.01307 | 4.56x10° | 0.02615 | 0.00002 | 0.06538 | 0.00011 | 0.13077

1/5 | 0.02879 |2.07793 | 0.1151 | 4.15347 | 0.72968 | 10.4352 | 3.06156 | 21.1987

1000 500 | 1 0.00016 | 0.15873 | 0.00067 | 0.31746 | 0.00419 | 0.79365 | 0.01679 | 1.58733

5 | 1.14x10° | 0.01307 | 4.56x10° | 0.02615 | 0.00002 | 0.06538 | 0.00011 | 0.13077

7.3 Dikdortgen Kesitli, Logaritmik Gerilme-Sekil Degistirme Bagintisina Sahip
Malzemeden Olusan Kompozit Konsol Kirislerdeki Bilyiik Yer Degistirmeler

Logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip malzemelerde, gerilme-sekil degistirme

bagintis1 (2.101) esitligindeki gibi alinir.

Sekil 6.1°de verilen 1 ve 2 numarali parcalar icin logaritmik gerilmeler, asagidaki gibidir:
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o,= E,Ln[1+k €] (7.15)
o,= E,Ln[1+k,¢€] (7.16)
E,, E, elastiklik modiili, k,, k, ise malzemenin dogrusal olmama derecesini gdsteren

boyutsuz parametrelerdir.

(2.95), (6.2) , (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.12) , (7.15), (7.16) denklemleri kullanildiginda asagidaki
ifadeler elde edilir:

Ln[1+(a,-h,)k,«]
k,x

1

-bE,t(-a,+h,+(a,-h,)Ln[1+(a,-h )k ]+

)+

n[1-hk,x]

+ bE, t(h,-h, L[ 1-h k K]+ = )+

1K

Ln[1+(a,-h,)k,x] N

+bE,(-a,+h,+(a,-h,)Ln[1+(a,-h, )k, k]+

LK

Ln[1+(a,+a,-h,)k,«]

-bE,(-a,-a,+h ,+(a, +a,-h )Ln[1+(a, +a,-h )k,k]+ )=0 (7.17)

k,x
—bEZt(—%(al —h,)* +%+%(al —h,)’La[l + (a, —h, )k, i] - 20 +2(;2;1;1)k1'<])+
+bE2t(-52 —L+lh12Ln[1—hlle]—LW)+
4 2kx 2 2k, «?
+bE2(—i(a1 ~h,)’ +%+%(al —h,)’Lnfl+ (a, — h, Yk, ] — 220 +z(122_1<1:l)k2]<])+
—bEZ(—%(al ta,~h,)? +%+%(al ta, —h,)’Lo[l+(a, +a, —h,)k,Kk]—
N Ln[1+(a,+a,-h,)k,«] )=M (7.18)

2k«

(6.9), (7.17) ve (7.18) denklemlerinden, malzemenin 6zelliklerine baglh olarak egrilik k, ve

h;, h, degerleri hesaplanir.

Egrilik degerinden faydalanilarak, (2.2), (2.5), (2.6) ve (2.7) denklemleriyle G ifadesi bulunur.
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Sekil 2.2°den goriilebilen x = 0°da y'(0) = 0 sinir sart1 kullanildiginda (2.6) denklemindeki C,

integrasyon sabiti sifir olacaktir. G ifadesi (7.9) denklemindeki gibi yazilabilir. (7.17) ve
(7.18) denklemlerinden elde edilen «, (7.9) denklemi (2.11) yay uzunlugu esitliginde yerine
yazilarak Simpson yontemiyle integre edilir, ¢cikan ifadenin Newton yontemi yoluyla kokii

bulunarak yatay yer degistirme A, hesaplanir.

Yatay yer degistirmeler bulunduktan sonra, (2.7), (7.9) denkleminden x = 0’da y(0)=0

seklinde yazilabilecek smir sartt da kullamildiginda, Runge-Kutta ydntemiyle
y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda x=L-A i¢in y(L-A)degeri,

kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢cokmeyi d, olarak verir.

Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in, E,=tE,, a,=2cm, a,=lcm,b=2cm,
L =100 cm, a,+a,=h,+h,, E,=70GPa olarak alinan verilerle k, t ve momentin farkl

degerleri icin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri  Cizelge 7.3’de

gosterilmektedir.
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Cizelge 7.3 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen logaritmik gerilme-sekil degistirme
bagintisina sahip kompozit konsol kiriglerdeki biiytik yer degistirmeler.

M (Ncm)
1000 2000 5000 10000

K |k ¢ A(cm) [dv(em) | A(em) | dv(cm) | A(em) | dv(cm) | A(cm) | dv(cm)

1/5 | 0,45992 | 8,2926 | 1,83276 | 16,4738 | 11,13984 | 39,2432 | 40,16115 | 54,9108

0,2510,25| 1/2 | 0,02289 | 1,8531 | 0,09157 | 3,70499 | 0,57155 | 9,24069 | 2,27486 | 18,3246

1 |0,00268 | 0,63491 | 0,01074 | 1,26977 | 0,06717 | 3,17354 | 0,26853 | 6,34068

1/5 | 0,1151 | 4,15347 | 0,46009 | 8,29407 | 2,85782 | 20,4961 | 11,15895 | 39,274

0,5 | 0,5 | 1/2 | 0,00572 | 0,92663 | 0,02289 | 1,85313 | 0,14307 | 4,63028 | 0,57165 | 9,24147

1 | 0,00067 | 0,31745 | 0,00268 | 0,63491 | 0,01679 | 1,58717 | 0,06717 | 3,17354

1/5 | 0,24522 | 6,05972 | 0,97898 | 12,0764 | 6,02948 | 29,4308 | 22,9191 | 53,4316

0,2510,75| 1/2 | 0,01055 | 1,25815 | 0,04221 | 2,51594 | 0,26367 | 6,2832 | 1,05238 | 12,5178

1 |0,00104 | 0,39499 | 0,00416 | 0,78997 | 0,026 1,97473 | 0,10398 | 3,94791

1/5 | 0,11623 | 4,17393 | 0,46463 | 8,33474 | 2,88573 | 20,5939 | 11,26466 | 39,4435

0,7510,25| 1/2 | 0,00708 | 1,03113 | 0,02835 | 2,06209 | 0,17715 | 5,15169 | 0,70762 | 10,277

1 | 0,00084 | 0,35608 | 0,00338 | 0,71215 | 0,02113 | 1,78026 | 0,08451 | 3,55945

7.4 Dikdortgen Kesitli, Ludwick Tipi Ve Kiibik Gerilme-$Sekil Degistirme Bagintisina
Sahip Malzemeden Olusan Kompozit Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yerdegistirmeler

Bu kisimda, ¢ift malzemeli kompozit kirigleri olusturan malzemelerden bir tanesindeki

gerilme-sekil degistirme bagintisi, Ludwick tipi digerindeki ise kiibik olarak alinacaktir.

Sekil 6.1°de kesiti gosterilen Sekil 2.2°deki konsol kiriste 1 numarali parcadaki gerilme-sekil
degistirme bagintis1 Ludwick tipi, 2 numarali parcadaki gerilme-sekil degistirme bagintisi
kiibik olarak alindiginda ve 1 numarali parca igin (2.1) denklemi, 2 numarali par¢a igin

(2.94) denklemi kullanildiginda;
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1

o, =B" (7.19)
o, =E,e(1-oag?) (7.20)
esitlikleri yazilabilir.

o, ve o,, sirastyla 1 ve 2 numarali pargalara ait gerilmeler, B, ve n, 1 numarali pargaya ait
Ludwick tip1 dogrusal olmayan malzemeler i¢in sabit katsayilar, E,, 2 numarali par¢a i¢in

elastiklik modiilii, o, 2 numarali parga i¢in malzemenin dogrusal olmama derecesini gosteren

boyutsuz bir parametredir.

(2.95), (6.2) , (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.19), (7.20) denklemleri kullanildiginda asagidaki ifadeler

yazilabilir:

1 1
_ bB,h, (-h,k)" _ bB,(a, —h))((a, —h)K)" n
1+l 1+l
n n

+%bE2K(—4ala2 —2a,” +4a,h, —((a, -h,)* —(a, +a, —h,)")ax?) =0 (7.21)

1 1
bB1hlz(_h1K)n _ bB,(a, —h))*((a, —h)K)" +
2+l 2+l
n n

+%bE2K(5((al _h1)3 —(a, +a, _hl)S) —3((a, _hl)s —(a, +a, _hl)s)a‘(z) =M (7.22)

(6.9), (7.21) ve (7.22) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagl olarak egrilik k, ve h;,

h, degerleri hesaplanir.

Onceki kisimlarda anlatildigi gibi, elde edilen egrilik degerinden (7.9) denklemindeki G
ifadesi kullanilarak Simpson ve Newton yontemi yardimiyla A, yatay yer degistirmeler,
Runge-Kutta yontemi ile y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilerek ve y(L-A) degeri

bulunarak serbest u¢ noktadaki d, , diisey yer degistirmeler hesaplanir.

Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in, n =1/2, a,=2cm, a,=lcm,b=2cm,
L =100 cm, a,+a,=h,+h,, B, =0,5GPa,E, =70GPa, o = 100 olarak alman verilerle

momentin farkli degerleri i¢cin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri Cizelge
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7.4’de gosterilmektedir.

Sekil 6.1’de kesiti gosterilen pargalar, gerilme-sekil degistirme bagimtis1 agisindan yer
degistirirse, yani yukarida bahsedilenin tersi diisiiniilerek 1 numarali par¢adaki gerilme-sekil
degistirme bagintis1 kiibik, 2 numarali parcadaki gerilme-sekil degistirme bagintis1 Ludwick
tipt olarak alindiginda ve 1 numarali par¢a i¢in (2.94) denklemi, 2 numaral par¢a i¢in (2.1)

denklemi kullanildiginda;

c,=Ee(l-ag?) (7.23)
1

c, =B,e" (7.24)

yazilabilir.

(2.95),(6.2), (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.23), (7.24) denklemleri kullanildiginda asagidaki ifadeler
elde edilir:

%alel(al —2h,)k(-2+(a,” —2a,h, +2h,})ox?) +

1 1
n bB,(a, —h;)((a, —h)x)" _ bB,(a, +a, —h,)((a, +a, —h k)" _
1 1
1+— 1+ —
n n

0 (7.25)

5

h
%bEIK(—af +3a,’h, —3a,h,’ —3(—%(.31 ~h,)’ —Tl)oucz) +

1 1
+ bB,(a, —h,)’((a, —h)K)" _bB,(a, +a, ~h,)’((a, +a, —h)K)" _
2-|-l 2+l
n n

M (7.26)

(6.9), (7.25) ve (7.26) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagl olarak egrilik «, ve h;,

h, degerleri hesaplanur.

Yatay ve diisey yer degistirmelerin hesabinda yukarida belirtilen Simpson, Newton, ve
Runge- Kutta yontemleri kullanilir.

Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in, n =1/2, a,=2cm, a,=lcm,b=2cm,
L =100 cm, a,+a,=h,+h,, E,=E,=70 GPa,B,=B,=0,5GPa, o = 100 olarak alinan

verilerle, momentin farkli degerleri icin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri
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Cizelge 7.4’de gosterilmektedir.

Cizelge 7.4 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen kiibik ve Ludwick tipi dogrusal olmayan
malzemeden olusan kompozit konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler.

M (Ncm)

1000 2000 5000 10000

GERILMELER A(em) | ov(cm) | A(em) | dv(cm) | A(cm) | ov(cm) | A(cm) | v (cm)

1/
61=B18 "

2. | 0,12223 | 4,28008 | 0,48772 | 8,53868 | 3,01354 | 21,0354 | 11,66903 | 40,0825
6,=E»¢(1-0£")

_ 2
“IGE_IE(IEI‘,’,‘,S) 0,00191 | 0,53571 | 0,00765 | 1,0714 | 0,04782 | 2,67803 | 0,19125 | 5,35262
27— D)

7.5 Dikdortgen Kesitli, Kiibik Ve Logaritmik Gerilme-Sekil Degistirme Bagintisina
Sahip Malzemeden Olusan Kompozit Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yerdegistirmeler

Bu kisimda, ¢ift malzemeli kompozit kirigleri olusturan malzemelerden bir tanesindeki

gerilme-sekil degistirme bagintisi kiibik, digerindeki ise logaritmik olarak alinacaktir.

Sekil 6.1°de kesiti gosterilen Sekil 2.2°deki konsol kiriste, 1 numarali parcadaki gerilme-sekil
degistirme bagintis1 kiibik, 2 numarali parcadaki gerilme-sekil degistirme bagintis1 logaritmik
olarak alindiginda ve 1 numarali par¢a i¢in (2.94) denklemi, 2 numarali par¢a igin (2.101)

denklemi kullanildiginda;

o, =E,e(l-ag”) (7.27)
o, =E,Ln[l +ke] (7.28)
denklemleri elde edilir. E,, E, sirastyla 1 ve 2 numarali pargalarin elastiklik modiiliidiir.

(2.95),(6.2), (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.27), (7.28) denklemleri kullanildiginda asagidaki ifadeler

yazilabilir:

%alel(al ~2h,)k(-2+(a,” —2a,h, +2h,*)ok?) +
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Ln[l+(a, —h,)kk]

+(bE,(-a, +h, +(a, —=h,)Ln[l1+(a, —h, )kk]+ "
K

)_

N Ln[l+(a, +a, —h,)kk]
kx

+(bE,(-a,—a, +h, +(a, +a, —h,)Ln[l+(a, +a, —h,)kk] )N)=0

(7.29)

5

%bEIK(—aIS +3a,’h, —3a,h,* - 3(—%(&l ~h,)’ —h?l)omz) +

1 a,—h, 1 Ln[l+(a, —h,)kk]
+(bE2(_Z(al _h1)2 +T+E(al _hl)an[1+(al —h)kk] - 2k12K2 l ) -
+(E,(-——(a,+a,-h,)"+———+—(a, +a, —h,)"Ln[l+(a, +a, —h,)kx] -

4 2kk 2
N Ln[l1+(a, +a, —hl)kK])) M (7.30)

2k K>

(6.9), (7.29) ve (7.30) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagl olarak egrilik «, ve h;,

h, degerleri hesaplanir.

Onceki béliimlerde belirtildigi gibi, elde edilen egrilik degerinden, (7.9) denklemindeki G
ifadesi kullanilarak, Simpson ve Newton metotlar1 yardimiyla A, yatay yer degistirmeler,
Runge-Kutta yontemi ile y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilip, y(L-A) degeri bulunarak

serbest u¢ noktadaki o, ,diisey yer degistirmeler hesaplanir.

Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in, E,=tE, a,=2cm, a,=lcm,b=2cm,
L =100 cm, a,+a,=h,+h,, E,=70GPa, k = 0.5, a =100 olarak alinan verilerle t ve

momentin farkli degerleri icin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge

7.5°de gosterilmektedir.

Parcalar gerilme-sekil degistirme bagintis1 agisindan yer degistirirse, yani yukarida
bahsedilenlerin tersi digiiniilerek 1 numarali parcadaki gerilme-sekil degistirme bagintisi
logaritmik, 2 numaral parcadaki gerilme-sekil degistirme bagintisi kiibik olarak alindiginda
ve 1 numarali parca i¢in (2.101) denklemi, 2 numarali par¢a i¢in (2.94) denklemi

kullanildiginda;

o, = B,Ln[1 +ke] (7.31)
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c, =E,e(1-oag?) (7.32)

esitlikleri yazilabilir.

(2.95),(6.2), (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.31), (7.32) denklemleri kullanildiginda asagidaki ifadeler
elde edilebilir:

bE, (h, —han[l—hle]+Lh‘kK])—
kx
1 bE,(<a, +h, +(a, —h,)La[l + (a, —h, k] + Ln[”(il —hkely
K
vL%bEzK(—4ala2 —2a,” +4a,h, —((a, —h,)* —(a, +a, —h,))oax?) =0 (7.33)
h?> h, 1, Ln[1 - h, kk]

bE,(-————"+—h  Ln[l—h kx] - ———10) —

Ty T g T Pl k] e 5 )

1 a,—h, 1 Ln[l+ (a, —h,)kk]

—i—bEl(—Z(a1 ~h,)’ +T+E(a1 —h,)’Ln[l+(a, —h,)kk]- 2k121<2 Ry B

+%bE2K(5((a1 _hl)3 _(a1 t+a, _hl)a)_?’((a] _h])s _(al t+a, _hl)s)aKz) =M (7-34)

(6.9), (7.33) ve (7.34) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagl olarak egrilik «, ve h;,

h, degerleri hesaplanir.

Yatay ve diisey yer degistirmelerin hesabinda {istte belirtilen Simpson, Newton, ve Runge-
Kutta metotlar1 kullanilir.
E,=tE,, a,=2cm, a,= lem,b=2cm, L =100 cm, a,+a,=h,+h,, E=70GPa, k=0.5,

a =100 olarak alinan verilerle t ve momentin farkli degerleri i¢in hesaplanan yatay ve diisey

yer degistirme degerleri, Cizelge 7.5’de gosterilmektedir.
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Cizelge 7.5 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen kiibik ve logaritmik gerilme-sekil
degistirme bagintisina sahip malzemeden olusan kompozit konsol kirislerdeki biiyiik yer
degistirmeler.

M (Ncm)

1000 2000 5000 10000

GERILMELER ¢ A(cm) (v (em) | A(cm) [dv (cm) | A(cm) |dv (cm) | A (cm) | dv (cm)

1/2 | 0,0006 |0,30074 | 0,00241 | 0,60148 | 0,01507 | 1,50359 | 0,06028 | 3,0064

o=E g(1-ag?)

6,=E,Ln[1+ke] 1 ]0,000320,22205|0,00131 | 0,4441 |0,00821 |1,11021 |0,03286 |2,22008

2 10,00016|0,15872|0,00067|0,31745|0,00419 | 0,79361 | 0,01679 | 1,58711

1/2 | 0,00067 | 0,31746 | 0,00268 | 0,63492 | 0,01679 | 1,58725|0,06718 | 3,1739

61=E1Ln[1+k8]

2 1 {0,000350,23166|0,00143|0,46332|0,00894 | 1,1583 |0,03578 |2,31641
6,=E,&(1-0£")

2 10,00021]0,17857|0,00085|0,35714 | 0,00531 | 0,89287 | 0,02126 | 1,78569

7.6 Dikdortgen Kesitli, Ludwick Tipi Ve Logaritmik Gerilme-Sekil Degistirme
Bagintisina Sahip Kompozit Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmeler

Iki farkli malzemeli kompozit kirislerde, malzemelerden bir tanesindeki gerilme-sekil

degistirme bagintisi, Ludwick tipi digerindeki ise logaritmik olarak alinacaktir.

Sekil 6.1°de kesiti gosterilen Sekil 2.2°deki konsol kiriste 1 numarali parcadaki gerilme-sekil
degistirme bagintis1 Ludwick tipi, 2 numarali par¢adaki gerilme-sekil degistirme bagintisi
logaritmik olarak alindiginda ve 1 numarali par¢a i¢in (2.1) denklemi, 2 numarali par¢a i¢in
(2.101) denklemi kullanildiginda;

1

o, =Bg" (7.35)
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o, =E,Ln[l+ke] (7.36)
seklinde yazilabilir.
(2.95) , (6.2) , (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.35), (7.36) denklemleri kullanildiginda elde edilen
ifadeler asagidaki gibidir:

1 1
_bBh,(-h;x)" bB,(a, —h;)((a, —h)K)"
1+l 1+l
n n

(

)+

Ln[1+(a, —h,)kk]
kk

+bE,(-a, +h, +(a, —h,)Ln[l+(a, —h,)kk] + )—

Ln[l —h)k
+bE,(-a, —a, +h, +(a, +a, —h,)Ln[l+(a, +a, —h )kk]+ nfl+(a, +a, kK]

) =0

kx
(7.37)
1 1
2
(- bB,h," (-h;x)" _ bB, (a, _hl)z((al —h))" )+
2+l 2+l
n n
1 a,—h, 1 Ln[l1+(a, —h,)kk]
+(bE2(_Z(al _h1)2 +T+§(al _hl)an[1+(al _hl)kK]_ 2k12K2 : ))_
S OB, (—L(a, +a, —h e A T b ) Lnfl+(a, +a, —h, k] -
4 2kk 2
N Ln[l1+(a, +a, —hl)kK])) M (7.38)

2k*k?
(6.9), (7.37) ve (7.38) denklemlerinden, malzemenin 6zelliklerine baglh olarak egrilik k, ve

hy, hy degerleri bulunabilir.

Onceki boliimlerde anlatildig1 gibi, elde edilen egrilik degerinden, (7.9) denklemindeki G
ifadesi kullanilarak, Simpson ve Newton metotlar1 yardimiyla A, yatay yer degistirmeler,
Runge-Kutta yontemi ile y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilip, y(L-A) degeri bulunarak,

serbest u¢ noktadaki o, , diisey yer degistirmeler hesaplanir.

a,=2cm, a,=lecm,b=2cm, L = 100 cm, a,+a,=h,+h,, B, =0.5GPa,E, =70GPa ,

k =0.5, n = 1/2 olarak alinan verilerle, momentin farkli degerleri i¢in hesaplanan yatay ve
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diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 7.6’da gosterilmektedir.

Gerilme- birim sekil degistirme 6zellikleri acisindan, malzemeler yer degistirirse asagidaki

esitlikler yazilabilir:
o, = E,Ln[l+ke] (7.39)

1
o, =B,g" (7.40)
(2.95),(6.2), (6.3) ,(6.8), (6.9), (7.39), (7.40) denklemleri kullanildiginda asagidaki ifadeler
¢ikarilabilir:

N Ln[1-h, kk]

bE,(h, —h,Ln[1-h kx]
ki

)_

Ln[l+(a, —h,)kk]

+bE,(-a, +h, +(a, —h,)Ln[l+(a, —h,)kk] + " )+
K
1 1
+ bB,(a, —h,)((a, —h))K)" _bB,(a, +a, —h)((a, +a, —h)K)" ~0 (7.41)
1 1
1+ — 1+ —
n n
h?> h, 1, Ln[l - h, kk]
bE,(—————"+—h,"Ln[l-h kx] - —1—)—
Ty T Tyl k] e s )

1 a,—h, 1 Ln[l+(a, —h,)kk]
—i—bEl(—Z(a1 ~h,)’ +T+§(a1 —h,)’Ln[l+(a, —h, )kk]- Zklsz ! +
1 1
n bB,(a, —h,)’((a, —h)K)" _bB,(a, +a, ~h,)’((a, +a, —h)K)" - M (7.42)
1 1
24— 24—
n n

(6.9), (7.41) ve (7.42) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagl olarak egrilik «, ve h;,

h, degerleri hesaplanur.

Yatay ve diisey yer degistirmelerin hesabinda yukarida belirtilen Simpson, Newton, ve
Runge- Kutta yontemleri kullanilir.

a,=2cm, a,=lecm,b=2cm, L = 100 cm, a,+a,=h+h,, B, =B,=0.5GPa,
E,=E,=70GPa , k=0.5, n=1/2 olarak alman verilerle momentin farkl1 degerleri i¢in

hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 7.6’da gosterilmektedir.
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Cizelge 7.6 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi ve logaritmik gerilme-sekil
degistirme iliskisine sahip kompozit konsol kiriglerdeki biiytik yer degistirmeler.

M (Ncm)

1000 2000 5000 10000

GERILMELER A(cm) | dv(ecm) | A(cm) | dv(cm) | A(ecm) | dv(cm) | A(cm) | dv (cm)

1/
61=B18 "

0,48629 | 8,52622 | 1,92583 | 16,8813 | 11,49004 | 39,8015 | 40,2592 | 54,853
6,=E,Ln|[1+kg]

= +
o1 fl_]g‘[sllmksl 0,00765 | 1,07141 | 0,03061 | 2,1426 | 0,19124 | 535248 | 0,76381 | 10,6752
27D
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8. DIKDORTGEN KESITLI CIFT MODULLU KiRiSLERDEKI BUYUK YER
DEGISTIRMELER

8.1 Serbest U¢ Noktasindan Moment Etkiyen Kiibik Gerilme-Sekil Degistirme
Bagintisina Sahip Cift Modiillii Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmeler

Cift modiillii malzeme ifadesiyle, ¢ekme ve basingtaki elastiklik modiilleri farkli malzemeler
kastedilmektedir. Bir ¢ubugun yapildigi malzeme, Hooke yasasina uymazsa, kirislerin
egilmesi i¢in yeni bir teori kurmak gerekir. Bu teori, cisim elastik olmakla beraber &0
diyagrami dogrusal olmayan kirisler i¢in kullanildigi gibi, elastik sinirin iistiinde zorlanan
plastik durum i¢inde uygulanabilir. Klasik egilme teorisinde oldugu gibi burada da Bernoulli-
Navier hipotezini uygulayarak kesitin diizlem ve elastik egriye dik kaldig1 kabul edilecektir.
Kesitin kuvvetler ¢izgisine gore simetrik oldugu 6zel hal incelendiginde, Bernoulli-Navier

hipotezine gore tarafsiz eksenden y kadar uzaktaki bir ipgikte uzama orani, asagidaki gibidir:

LY 8.1)
P

Burada p c¢ubugun ekseninin egrilik yarigapini gosterir. Bu hale gére €, uzama oranlari,

onceden oldugu gibi, yine dogrusaldir. (Inan, M., 1967)

Sekil 2.2 de u¢ noktasindan moment etkiyen konsol kirisin moment uygulamadan once ve
sonraki durumu gosterilmistir. Burada A yatay yer degistirme, o diisey yer degistirme olarak
almmustir. Sekil 8.1°de b kirisin genisligi, M egilme momenti, h kirigin yiiksekligi, h; ve h,
tarafsiz eksenin en iist ve en alt ipciklerden olan uzakligin1 gostermek tizere, ¢ift modiillii

kirigin dikdortgen kesiti verilmistir.

b
7y 7\
hy
d ‘
< A
z
h
hy
A A
v

Sekil 8.1 Cift modiillii kirisin dikdortgen kesiti.
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Cift modiillii malzeme i¢in gerilme dagilisi dogrusal degildir. Gerilme y ile orantili
degismediginden, tarafsiz eksen artik agirlik merkezinden gegmez, ayrica tespit edilmesi
gerekir. o, gerilmelerinin, M kuvvet c¢iftine statik yonden esdeger oldugunu ifade etmek
gerekir. Esdegerlik sartlari;

j j c,dF =0 (8.2)

F

[[o,ydF =M (8.3)

olarak verilebilir. Kesitin kuvvetler ¢izgisine gore simetrik oldugu hesaba katilirsa, bu

integralleri tek katli olarak gostermek miimkiindiir:

o, (yb(x)dy =0 (3.4)
(o, (9)yby)dy =M (8.5)

Yukaridaki esitliklerde b(y), tarafsiz eksene paralel kabul edilen kesit genisligidir.
(Inan, M., 1967)

h=h, +h, (8.6)
olarak yazilabilecegi, Sekil 8.1°den goriilmektedir.

Cift modiillii malzemenin kiibik gerilme — sekil degistirme bagintilari, basing ve ¢ekme de

strastyla asagidaki gibi alinabilir:

o, =Ee(l-ag”) (8.7)
c, =E,e(l-ag?) (8.8)
Burada E,, basingtaki elastiklik modiilii, E, , cekmedeki elastiklik modiiliidiir.

(2.95), (8.4), (8.5), (8.6), (8.7) ve (8.8) esitlikleri kullanildiginda asagidaki ifadeler yazilabilir.

by 0 1 1 1 1
["obdy + j_hz o,bdy = 5ElhlzK-EEzhzzK-ZE1h14(xK3+ZE2h24(xK3 =0 (8.9)



83
hy 0 1 3 1 ;1 s 5,1 5.3
["obydy+[ 0,bydy = bE h, 'k~ bE;h, i 2 bE b, ‘orc’ + bE;h, ax’ =M (8.10)

(8.6), (8.9) ve (8.10) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine bagli olarak egrilik k, ve hy,

h, degerleri hesaplanir.

Egrilik elde edildikten sonra (2.2), (2.5), (2.6) ve (2.7) denklemleriyle G ifadesi bulunur.
Sekil 2.2°den goriilebilen x = 0°da y'(0) = 0 sinir sart1 kullanildiginda, (2.6) denklemindeki

C, integrasyon sabiti sifir olacaktir. G ifadesi (7.9) denklemindeki gibi alinabilir. (7.9)

denklemi (2.11) yay uzunlugu esitliginde yerine yazilip, Simpson yontemiyle integre edilir,

¢ikan ifadenin Newton yontemi yoluyla kokii bulunarak A ,yatay yer degistirmeler, elde edilir.

Yatay yer degistirmeler bulunduktan sonra (2.7), (7.9) denkleminden x=0’da y(0)=0

seklinde yazilabilecek smir sartti da kullanildiginda, Runge-Kutta yontemiyle
y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda x=L-A i¢in y(L-A)degeri,

kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢okmeyi 0, olarak verir.

Sekil 8.1°de kesiti verilen ¢ift modiillii kiris i¢in, E, =70GPa, b =2cm, h = 3cm, E, =tE,
olarak alinan verilerle, a, t ve momentin farkli biiytikliikleri i¢cin hesaplanan yatay ve diisey

yer degistirme degerleri Cizelge 8.1°de gosterilmektedir.
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Cizelge 8.1 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen kiibik gerilme-sekil degistirme
bagintisina sahip ¢ift modiillii konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler.

M (Ncm)

1000 2000 5000 10000
a t A(em) | ov(cm) | A(em) | ov(cm) | A(cm) | dv(ecm) | A(cm) | dv (cm)
0,25 | 0.00765 | 1.07139 | 0.0306 | 2.14253 | 0.19121 | 5.35202 | 0.76355 | 10.6734
1/4 0,5 | 0.01211 | 1.34796 | 0.04845 | 2.69542 | 0.30259 | 6.72999 | 1.20708 | 13.3989
2 0.00302 | 0.674 | 0.01211 | 1.34796 | 0.07569 | 3.36882 | 0.30259 | 6.72999
5 0.00031 | 0.21759 | 0.00126 | 0.43517 | 0.00789 | 1.08791 | 0.03156 | 2.17556
0,25 | 0.00765 | 1.07139 | 0.03061 | 2.14258 | 0.19126 | 5.35276 | 0.76439 | 10.6792
100 0,5 | 0.01211 | 1.34796 | 0.04845 | 2.69549 | 0.30268 | 6.73098 | 1.2085 | 13.4068
2 0.00302 | 0.67401 | 0.01211 | 1.34796 | 0.0757 | 3.36894 | 0.30268 | 6.73098
5 0.00031 | 0.21759 | 0.00126 | 0.43517 | 0.00789 | 1.08792 | 0.03156 | 2.17562
0,25 | 0.00765 | 1.07145 | 0.03062 | 2.143 | 0.19174 | 5.35942 | 0.77216 | 10.733
1000 0,5 | 0.01211 | 1.34804 | 0.04847 | 2.69606 | 0.30349 | 6.73997 | 1.22167 | 13.479
2 0.00302 | 0.67401 | 0.01211 | 1.34804 | 0.07575 3.37 0.30349 | 6.73997
5 0.00031 | 0.21759 | 0.00126 | 0.43518 | 0.00789 | 1.08798 | 0.03157 | 2.17612

8.2 Serbest U¢ Noktasindan Moment Etkiyen Logaritmik Gerilme-Sekil Degistirme

Bagintisina Sahip Cift Modiillii Konsol Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmeler

Onceki béliimde ¢ift modiillii kirisler icin bahsedilenler 1s131nda, Sekil 2.2 ve Sekil 8.1°de

gosterilen konsol kiristeki ¢ift modiillii malzemenin, logaritmik gerilme — sekil degistirme

bagintilari, basing ve ¢ekme de sirasiyla agagidaki gibi alinabilir:

o, = E,Ln[l +ke]

o, =E,Ln[l +ke]

Burada E,, basingtaki elastiklik modiilii, E, , gekmedeki elastiklik modiiliidiir.

(8.11)

(8.12)




&5

(2.95), (8.4), (8.5), (8.6), (8.11) ve (8.12) esitlikleri kullanildiginda, asagidaki ifadeler

yazilabilir.

[ " 6, by+ | * .,bdy = bE, (-h, +(h,+——)Ln[1-+h k ])
0 -h, le

1

LK

“bE, (chreh, +(hch L[ L(h-h, k) = 0 (8.13)

! - +9(-1+h 2k 242 +
Ioh Glbde‘Fj‘_z szydyz bE1(h1k1K(2 hlle) 24(k12:;1 kl K )Ll’l[l hlle]) ]
’ 1

N bE, ((h-h,)k,k(2+(-h-+h, )k, x)+2(-1+(h-h, )’k,*x’Ln[1+(h-h, )k, x])
4k, ’«’

=M (8.14)

Egrilik k, ve h;, hy degerleri, (8.6), (8.13) ve (8.14) denklemlerinden malzemenin 6zelliklerine

bagli olarak hesaplanir.

Egrilik bulunduktan sonra (2.2), (2.5), (2.6) ve (2.7) denklemleriyle G ifadesi bulunur. Sekil
2.2°den goriilebilen x = 0’da y'(0) = 0smur sartt kullanildiginda, (2.6) denklemindeki C,

integrasyon sabiti sifir olacaktir. G ifadesi (7.9) denklemindeki gibi alinabilir. (7.9) denklemi
(2.11) yay uzunlugu esitliginde yerine yazilip, Simpson ydntemiyle integre edilir, ¢ikan

ifadenin Newton yontemi yoluyla kokii bulunarak A, yatay yer degistirmeler, elde edilir.

Yatay yer degistirmeler bulunduktan sonra (2.7), (7.9) denkleminden x = 0’da y(0)=0

seklinde yazilabilecek smir sarti da kullamlldiginda, Runge-Kutta yontemiyle
y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonda x=L-A i¢in y(L-A)degeri,

kirisin serbest u¢ noktasindaki ¢cokmeyi 0, olarak verir.

Sekil 8.1°de kesiti verilen logaritmik ¢ift modiillii kiris i¢in, E, =70GPa, b =2cm, h = 3cm,
E, =tE, olarak alinan verilerle, k, t ve momentin farkli biiyiikliikleri i¢in hesaplanan yatay

ve diisey yer degistirme degerleri Cizelge 8.2°de gosterilmektedir.
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Cizelge 8.2 Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen logaritmik gerilme-sekil degistirme
bagintisina sahip ¢ift modiillii konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler.

M (Ncm)
1000 2000 5000 10000

k t A(ecm) | ov(cm) | A(cm) | ov(ecm) | A (cm) | ov (cm) A (cm) ov (cm)
0,25 | 0.12238 | 4.28267 | 0.48888 | 8.54879 | 3.03031 | 21.0925 | 11.78272 | 40.2595
0.25 0,5 ] 0.19368 | 5.38635 | 0.77321 | 10.7403 | 4.77098 | 26.3004 | 18.26918 | 48.8168
2 0.04845 | 2.69557 | 0.19376 | 5.3875 | 1.20772 | 13.4025 | 4.78105 | 26.3272
5 0.00505 | 0.87035 | 0.0202 | 1.74062 | 0.12623 | 4.34952 | 0.50446 | 8.68349
0,25 | 0.0306 | 2.14232 | 0.12235 | 4.28225 | 0.7628 | 10.6681 | 3.02736 | 21.0825
0.5 0,5 ]0.04844 | 2.69513 | 0.19363 | 5.38578 | 1.20579 | 13.3918 | 4.76595 | 26.287
2 0.01211 | 1.34803 | 0.04846 | 2.69571 | 0.30275 | 6.73179 | 1.20836 13.406
5 0.00126 | 0.43518 | 0.00505 | 0.87037 | 0.03156 | 2.17579 | 0.12626 | 4.34998
0,25 | 0.0136 | 1.42833 | 0.05439 | 2.8558 | 0.33945 | 7.12723 | 1.35235 | 14.1751
0,75 0,5 ]10.02153 | 1.797 | 0.08608 | 3.59245 | 0.53698 | 8.95798 | 2.13531 | 17.7625
2 0.00538 | 0.89871 | 0.02154 | 1.79738 | 0.13462 | 4.49164 | 0.53813 | 8.96753

5 0.00056 | 0.29012 | 0.00224 | 0.58025 | 0.01403 | 1.45065 | 0.05612 2.901




87

8.3 Serbest U¢ Noktasindan Tekil Kuvvet Etkiyen Dogrusal Cift Modiillii Konsol
Kirislerdeki Biiyiik Yer Degistirmeler

Dik kesiti Sekil 8.1°de verilen, Sekil 3.1°deki gibi yiiklenmis, dogrusal ¢ift modiillii konsol
kiriglerdeki gerilme degerleri, asagidaki gibi alinir:

o, =Ee (8.15)
o, =E,e (8.16)

(8.15) esitliginde basing, (8.16) esitliginde ise ¢ekme gerilmesinin degerleri verilmistir.
Burada E, basingtaki, E, ¢ekmedeki elastiklik modiiliidiir.

E, =1E, (8.17)

olarak alinirsa, (2.95), (8.4), (8.5), (8.6), (8.15) ,(8.16) ve (8.17) esitlikleri kullanildiginda
asagidaki ifadeler yazilabilir:

jh‘cbdy +j°cbdyzlEhzx-lE(h-h)thzo (8.18)
o 1 e b 1 B 1 1 :

joobydy+j o,bydy = 3bEh K + bE(hh)tK M (8.19)

(3.1), (8.18) ve (8.19) denklemleri kullanildiginda « ve h, degerleri asagidaki gibi bulunur:

3
2 2 2
3Lps 2PV gy p 2P o 2PVIX pp  2PEX o) OPVEA Lo 2PEA
1+t 1-+/t 1+t 1+\/_ 1+\/¥ 1-+/t
K= 3 (8.20)
bE,h’t
h, = hvt (8.21)
1+t

Egrilik bulunduktan sonra, (2.2), (2.5), (2.6), (2.7) ve (8.20) denklemleri kullanilarak G
ifadesi elde edilir. Sekil 3.1 den goriilebilen x = 0’da y'(0) = 0 sinir sart1 kullanilip, (2.6)

denkleminde verilen G ifadesindeki C, integrasyon sabitinin sifir oldugu bulunarak, G degeri

asagidaki gibi yazilir:

3P(1+4/)? (Lx— —XA)

G= 8.22
bE,h’t (8.22)
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Ebh’ _

El 8.23
T (8.23)

(8.23) esitligindeki kabul yapildiginda, G asagidaki gibi bulunacaktir:

X

-xA)

3P(1++/1)* (Lx- 2
_ 2 (8.24)

12EIt

G

(2.11) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde, (8.24) denkleminde verilen G ifadesi
kullanildiginda, Simpson kurali yardimiyla yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay yer
degistirme biiyiikliigii bulunmaktadir. Integrasyon islemi sonucunda elde edilen esitlikten A’y1
cekebilmek i¢in ise Newton yontemini kullanarak kok bulma islemi uygulanmaktadir. Daha
sonra diisey yer degistirmeleri bulabilmek i¢in Runge-Kutta yontemi yardimiyla
x = 0’da y(0) = 0 smr sarti kullanilip, y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir.
x = L-A i¢in bulunan y(L-A) ifadesi, &  olarak gosterdigimiz serbest u¢ noktadaki diisey yer

degistirmenin biiylikliiglinli vermektedir.

L =254m,P=1780 N, EI=516.54x10° Nm” sayisal biiyiikliikleri igin yatay ve diisey yer

degistirme degerleri, Cizelge 8.3’de gosterilmistir.

Yukarida yontemle bulunan degerleri karsilastirmak adina, asagida sirasiyla Moment,
Galerkin, Alt Bolge Kollokasyon ve En Kiigiik Kareler yontemiyle yapilan islemler

gosterilmektedir.

Moment Yontemiyle ilgili daha onceki boéliimlerde yapilan agiklamalara dayanarak,

Sekil 3.1°den goriilebilen y(0) = 0 ve y'(0) = 0 simnur sartlar1 kullanildiginda, yaklasik deneme

fonksiyonu asagidaki gibi alinabilir:
y(x) = ax’+ bx* (8.25)

(2.2), (8.20), (8.23) ve (8.25) denklemleri kullanilarak, hata fonksiyonu g, asagidaki gibi

yazilabilir:

(2a+1 2bx* )

€qa =

3
(1+(2ax+4bx>)*)?
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2 2 2
swps 2PV 5 Lp: py 2PVIX 2Pt N T b Al
1+t R T T R T 1+t
+ i (8.26)

€,, hata fonksiyonunun sifirinci momentini, Simpson yonteminden faydalanarak bolge

lizerinde integre ettigimizde;

3 12
4(2a+-—b(L-A)?) 2(2a+—=b(L-A)?)
%(231 1 = 1 I = 4 "
(1+(ga(L-A)+—2SO b(L-A)*)*)> (1+(ga(L-A)+—125 b(L-A)*)*)>

4(2a+2—7b(L AY) 2(2a+ﬁb(L AY)

- —+ —+
(1+( 3 a(L-A)+ E b(L-A)")")? (1+( N a(L-A)+ E b(L-A)*)7)?

108
L 4Qat3b(L-AY) 2(2a+= S bL-AY)

(1+(a(L-A)+;b(L-A)3)2); (1+(f a(L- A)+@b(L -A))? )2

42 +1i7b(L A)) 202 +gb(L AY)
+ —+ —+

(1+(— a(L- A)+3£5‘3b(L A))? )2 (1+(— a(L- A)+@b(L A))? )2

243
42+ > b(L- A)?) 2a+12b(L-A)?

! 729 (LAY

(1+(f a(L- A)+—b(L A))? )2 (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)*)?

PARO LA (8.27)
REIt

denklemi elde edilir.

€,, hata fonksiyonunun birinci momentini, Simpson yonteminden faydalanarak bolge

lizerinde integre ettigimizde ise;
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3 2
. 2(2a+~ b(L-A)L-A)

12 )
2(2at+b(L-A)L-A)

_( 3 + 3 +
30 1 1 3283 2 4 AV
5(1+(ga(L-A)+ﬁb(L-A) )2 51+ S a(L-A)+ 25 b(L-A)*)?)
6(2a+§b(L-A)2)(L-A) 4(2a+ﬁb(L-A)2)(L-A)
n 25 . 25 N

5(1+(2a(L-A)+2257Ob(L-A)3)2); 5(1+(;‘a(L-A)+13225b(L-A)3)2)z

6(2a+ 1208 b(L-A)?)(L-A)

2(2a+3b(L-A)*)(L-A) N 25 n

I 5242 6 1Ay l08, 1 s
(I4a(L-A)F bL-8))) S+ JaL-Ay+ o bL-AY'Y)
1422+ 127 b(L-A))(L-A) 82at 22 b(L-A))(L-A)
. 25 . 25 .

256
125

343

550 b(L-A)")")?

5(1+(Za(L—A)+ b(L—A)S)z)% 5(1+(§a(L—A)+

182a+ 28
N 25

5(1+(2a(L-A)+

b(L-A)")(L-A) (2a+12b(L-A)*)(L-A)

7)(L-A)+

729 b(L-A)3)2)% (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)?)2

250

POHO(L-A) 0

8.28
24Elt (8.28)

ifadesi bulunur.

(8.24) denkleminde verilen G ifadesi, (2.11) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde
kullanildiginda, Simpson yontemi yardimiyla, yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay

yer degistirme degerleri hesaplanir.

L =254 m, P =1780 N, EI=516.54x10° Nm® sayisal biiyiikliikleri ve yukarida nasil
bulunacagindan bahsettigimiz A, yatay yer degistirme degerleri kullanilarak, farkli t degerleri
icin (8.27) ve (8.28) esitliklerinden, yaklasik deneme fonksiyonundaki a ve b sabitleri elde
edilir. Sabitler bulunduktan sonra (8.25) denklemindeki yerlerine yazildiginda, y(x) yaklasik
deneme fonksiyonu elde edilmis olur. x = L-A i¢in y(L-A) ifadesi Sekil 3.1°deki konsol kirisin

serbest u¢ noktasindaki 9, diisey yer degistirme degerlerini vermektedir.

Farkli t degerleri i¢in hesaplanan, yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 8.3°de
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gosterilmektedir.

Galerkin yontemiyle hesap yapilacak olursa; (2.2), (8.20), (8.23) , (8.25) ve (8.26)

denklemleri kullanilarak, (8.25) denklemindeki baz fonksiyonlar: olan x* ve x*, agirlik
fonksiyonlart olarak almip, (8.26) denklemindeki hata fonksiyonu ile ¢arpilan agirlik
fonksiyonlar1, bolge {lizerinde Simpson yoOnteminden yararlanilarak integre edildiginde,

asagidaki esitlikler bulunabilir:

3 2 2 12 2 2
(2t~ b(L-A) ) (L-A) 2(2at-b(L-A)*)L-A)

+

3 3 +
25(1+(;a(L—A)+2;0b(L-A)3)2)2 25(1+(ia(L—A)le;Sb(L-Af)Z)Z

1
30(

27 2 2 48 2 2
) 9(2a+> b(L-A))(L-A) ) 8(2at_b(L-A))(L-A) )

3 27 332 % ﬂ _ 2 _A)3)2 %
25(1+(ga(L-A)+Eb(L-A) )2 25(1+( 5 a(L A)+125 b(L-A)*)?)

18(2a+ 1208 b(L-A)?)(L-A)?

(2a3b(L-AY)L-AY 25 .

1 523 6 1 Ay l08, 1 s
(IHa(L-A) BL-8Y))  25(1H(Zall-A)r o bL-4)))
4922+ 12T b(L-A) Y(L-AY: 32022+ 22 b(L-AY)(L-A)
. 25 . 25 .
7 343 52 8 LA 2300 1 Ay
25(LH(LalL-Ay ) 2 BL-AY))  25(H( LAY b(LA)))
81(2a+ 22 b(L-A)’ J(L-AY’
. 5 QaH12b(LA YAy

729

275013(L.A) )2 (1+(2a(L-A)+H4b(L-A)’)*)?

25(1+(za(L-A)+

PO (L-A) 0

8.29
48Elt (8.29)

3 2 4 12 ) 4
(2a+ ~b(L-A)(L-A) 2(2at+b(L-A)*)NL-A)

_|_

3 3 +
2500(1+(;a(L—A)+2;Ob(L-A)3)2)2 625(1+(?a(L-A)le;Sb(L-Af)z)Z

1
30(
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81(2a+ 2] b(L-A) (L-A)" 3220+ 28 b(L-A) )(L-A)'
25 N 25

- -

2500(1+(2a(L-A)+22570b(L-A)3)2)2 625(1+(:a(L-A)+13;5b(L-A)3)2)2

DS b(L-AY LAY

162(2a+——
25 N

(2a+3b(L-A)*)(L-A)*

1 2y 6 o 108 o0
A(HAL-)+DL-AY)Y)? E25(14(Lall-A)+ 1 b(LA)))
240122+ 12 b(L-A))(L-A)* 512(2a+ 122 b(L-A)’ J(L-AY*
.\ 25 ) 25 .
7 343 ol 8 0,256 o
2500(1+(£a(L-A) > S bL-AYY) 625(1H( Call-AYr = b(L-A)))
6561(2at 2 b(L-A))(L-A)* N
. 5 Qat12(LA )LDy

729

275013(]4.& ))> (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)*)?

2500(1+(z a(L-A)+

P(1+t) (L-A)° 0

8.30
120EIt (8:30)

(8.24) denkleminde verilen G ifadesi, (2.11) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde
kullanildiginda, Simpson yontemi yardimiyla, yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay

yer degistirme degerleri bulunur.

L =254 m, P=1780 N, EI=516.54x10° Nm’ sayisal biiyiikliikleri ve A, yatay yer
degistirme degerleri kullanilarak, farkli t degerleri icin (8.29) ve (8.30) esitliklerinden
yaklasik deneme fonksiyonundaki a ve b sabitleri elde edilebilir. Bulunan y(x) yaklasik
deneme fonksiyonunda x = L-A icin y(L-A) ifadesi Sekil 3.1’deki konsol kirisin serbest ug

noktasindaki o, diisey yer degistirme degerlerini vermektedir.

Farkli t degerleri i¢cin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 8.3°de

gosterilmektedir.

Alt Bolge Kollokasyon Yonteminde; (2.2), (8.20), (8.23) , (8.25) ve (8.26) denklemleri

-A

-
&
B>

kullanilip, hata fonksiyonu bdlgenin her iki yarisinda integre edilerek, | e,dx ve _[ g,dx

O._,.\,‘
o
M
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ifadeleri sifira esitlenmek suretiyle asagidaki esitlikler elde edilir:

2
L ayzar 2a+3b(L-A) )

60 (1+(a(L—A)+;b(L—A)3)2)Z

3 )
L 3P (L) 2at 00 BL-A)

8EIt

A b(L-A)*

1
1+(—a(L-A
( (10( " 2000

))2

2LPt
1+t

3
2LPt? 1 PJt(L-A) 3

et g 200 A 10(1+Jt) 20

+3LPt-
4ETt

— PYL-A)+

3 3 2
IPL2A 2a+gb(L-A)

) +2( -
1+t 1 1 s
(1+(ga(L-A)+ 550 b(L-A)’))

Ptz(L -A)
BTRENGY

2P\/_ A
1+\f

1
4ETt

+3PtA-

(LP+

2LP\/_
I

2LPt2 1

Pt2(L-A)
Fe 1OP(L-A)

5(1+/1)

PVE(L-A) 3
5(1/t) 10

2PtA
1+t

2N 31 pt- = PYL-A)+ -PA-

-3PtA+

3

27 )
2pea 2t B(IL-A)

N +4(
1+f (1+(i
10

27b(L-A)* 2 )j
2000

AL A AEIt

3
2P 3 3PVEHL-A) 9 3Pt2(L -4) 5

PHL-A)+

(LP +

2LPAt
1+t

+3LPt+

2P\f A

2Pt2A

1+t 20 (-4 10(1+vt) 20 10(1+\f)

2a+£b(L-A)2
25

2LPt
e

+2(

2 4 Er Gl
(IH(Ca(L-AYH - b(L-A)Y)?

2Pt%(L—A)
51+t

L 2PVi(L-A) 3
IERENGEE

2P tA
1+t

2 Pt(L-A)+ PA

SBPtA+———

2a+§b(L-A)2
+4( 4 (LP +

(1+(;a(L-A) b(L-A)® A) ))j 4EIt

2LPt
1+t

+3LPt-

+3LPt+

SBPIA+———

1+\f 1+\f

3
2
2APE Lo o
1+t 5

2Pt2A

1+t BT
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2LPt% PVH(L-A) 3 Pt%(L-A) 2PVtA 2Pt2A
LA 2 PyL-A PA- 3PtA
ENY 4 201+ 4 H )+2(1+J¥) 1+t BT \/'))
27
2a+—b(L-A)2
2 3 = 27b(L-A)’ , .0 4Elt (LP+ 21L+Ii%— PLb
R )2
2P 3 3PVEL-A) 9 3Pt2(L A) L, 2PJtA A
U P Z PYL-A PA- 3PtA
1+Jt 10 A T5(144/t) 10 LAY 5(1+1) 1+t T f))
147
2t (L -A)?
e . 343b(L-A) , 2 4Elt (Lr 2L+Pf L
(1+(Ea(L-A) 2000 ))?
oLPE 7P\f TPVE(L-A) 21 7Pt2(L A) 5 2P\f A 2PEA
L A 3PtA
1t 2 ( 10(1+vt) 20 PUL-A* 10(1+f) 1+f PLat I))
48
2at—b(L- A)?
A 32b(L-A) 0 AEIt (LP+211;1)J\4¥ P
(1+(§a(L-A)+ s )2
2LPt; 2, 4PVH(L-A) 6p 4Pt2(L A b 2P\/— A 2Pt2A
P(L-A t(L-A 3PtA
TN 4 50+40) S i )+5(1+\/') 1+t t+1f))
243
2t (L A) >
+4( 100 — (LP+ 2L1i/{ —2”} ERTNT
(142 a(Lay 220 03  4ERt 1+ t 20
10 2000
9PVH(L-A) 27 9Pt2(L A) 2P\/— A A
Z N I pyL-A 3PtA 0 8.31
10(1+Jt) 20 LAy 10(1+/1) 1+f B I))) (8:31)
1 (L-A) 2+ 2a+3b(L-A) 2a+12b(L-A)’ +P(1+\ﬁ)2(-L+A)+
60 8EIt

( 1+(a(L—A)+;b(L-A)3)2)§

(1+(2a(L-A)+4b(L—A)3)2)%
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363
2a+ - b(L- “A) 2
H(— 100 o T 2LP\/{ +3LPt- 2L1\)/t_ ooy
(1+( L aopys 13310A-A) o5 aElt I+ I+
10 2000
2 2
HIPVH(L-A) 3 by Lay LPCAA) o 2PIA 3par 2PCA)
10(1+t) 20 10(1+[) 1+[ 1+t
108 3
at+ 2 b(L-A)? 2
+2( 25 S 3_4EI (LP + ZLI:*/ +3LPt-2LI:/t_ Sy
(1S oLy 1080 2 t 1+ 1+
5 125
3
2(7 . 2
6PVE(L-A) 9 pyLayr SPEAA) 2PytA 3piAs 2t 2PCA
5(1+J1) 5 5(1+/1) 1+t 1+t
507
2a+ ) b(L- AY? 2
(10— _4];It (LP+ 2”:*[[ 3LPt- 2L5t_ B pway
(1+(12 ar-ays 2270LA) 205 I+ I+
10 2000
2 2
13PVH(L-A) 39 pLay 13p(7 (L-D) b 2PtA peas 2 A))
10(1+1) 20 10(1+/t) 1+t 1+t
147 ;
2at - b(L- A 2
A = 343b(LAY 2 _41;1 P+ 2LP\\f[ L _%_%P(L_Aﬁ
(1+(La-ays 33300LA) oy 4Ll I t
5 250
2 2
_TPE(L-A) 2 pLay JPEEA) 2Pf A 3pias 2PEA
5144/ 10 5(1+f) 1+I 1+t
27 3
2a+—b(L-A)2 .
e 27b(L-A) .2 4élt (LP+ 2Lpf L '2L5t’ %HL'AH
1+ aay A ey o t
3
3PVH(L-A) 95 3Pt2(L-A) . 2PtA 2PEA

PY(L-A)+ PA- BPtA+ -2

231+t 4 2(1+/1) 1+t 1+t w7



96

192

» 2at = b(L- A)? 3 P+ 2L1i/\[ ALPL 2L1\’/t_2 Ap A
(1S a(Loays 2560 Ay’ 7y ~ 4ERt 1+ t
5 125
8P\/t(L-A) 12 8Pt%(L-A) 2PytA 2PEA
SN L pHL-A)F———= PA 3PtA
5(14+Jt) 5 WA 5(1+4/1) e i I))Jr
867 3
+4( 100 " L py 2RV 2LPE 1T So DL
a +(L a(L_A)+49l3b(L-A)3 )2)3 4EIt 1+t )
10 2000
17PVH(L-A) 51 17Pt2(L A . 2PVtA 2PEA
SN 2 pLA -PA -3PtA
10(1+/t) 20 LAY 10(1++/t) 1+t AT I))
243 3
» 2a +2—b(L -A)? _ _4 (LP+ 2LP\/\[ +3LPt—%—liP(L—A)+
(2 a(Loays 7220 5 4El 1+ t 10
5 250
IPVE(LA) 27, 9Pt%(L-A) 2PtA A
A PA 3PtA
51+J0) 10 PUL-A) 51t 1R B I))
1083 3
4 00 " LN 2LPVE 3 py 2LPE 19 = P(L-AY+
(1 19 a(L-AY+ 6859b(L-A)’ )2)3 4Elt 1+t 1+t 20
10 2000
19PVE(L-A) 57 19Pt2(L ) 2P\f A 2PEA
10(14+t) o AT 10(1+\f) 1+f PP \f))) 0 (8:32)

(8.24) denkleminde verilen G ifadesi, (2.11) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde
kullanildiginda, Simpson kurali yardimiyla, yay uzunlugu esitligi integre edilip A, yatay yer

degistirme degerleri hesaplanir.

L =254 m, P=1780 N, EI=516.54x10° Nm’ sayisal biiyiikliikleri ve A, yatay yer
degistirme degerleri kullanilarak, farkli t degerleri icin (8.31) ve (8.32) esitliklerinden
yaklasik deneme fonksiyonundaki a ve b sabitleri elde edilebilir. Bulunan y(x) yaklasik
deneme fonksiyonunda x = L-A icin y(L-A) ifadesi Sekil 3.1’deki konsol kirisin serbest ug



97
noktasindaki d_, diisey yer degistirme degerlerini vermektedir.

Farkli t degerleri icin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 8.3’de

gosterilmektedir.

Son olarak ayni hesaplama, en kiiciik kareler yontemiyle yapilacak olursa, (2.2), (8.20),
(8.23) , (8.25) ve (8.26) denklemleri kullanilarak, hata fonksiyonunu, deneme fonksiyonunun
sabit terimlerine gore kismi tiirevleri;

+ 2 4 3
o =_6X(2a 12bx”)(2ax 45bx )+ 2 : (8.33)

(1+(2ax+4bx*)?)? (1+(2ax+4bx*)*)?

3 + 2 + 3 2
3.6 :_l2x (2a+12bx”)(2ax 54bX )+ 12x : (8.34)
(1+(2ax-+4bx*)?)2 (1+(2ax-+4bx*)?)?

ile ¢arpilip, bolge iizerinde integre edildiginde, asagidaki denklemler elde edilir:

3 3
2 2
Lpi 2LPVE oy p 2LPE L OPNIA L 2PEA

3—10(L-A)(2(2a- 1+t 1+/t 1+t 1/t "

4E1t

o ) B 3(2a+235b(L-A)Z)(;a(L-A)+2;Ob(L-A5)3)(L-A) .

1 1 31\2v\a l ) L CAV2Y)2
(1+(ga(L-A)+Eb(L-A) )) 5(1+(5a(L A)+ 550 b(L-A)’)")

3 3
2a+ - b(L-A) 3
( 25 o (LP+ 2LPVt 2N 3ppt -&-%P(L-A)Jr

1 1 1oy 4EIt 1t Jt
(H(a(l-A)t bL-AY))

2 2
PE(L-A) |, 2P\f A ypeas 2PUA

PAtLa) 3 2PCA
5(1+4/t ) 1+f 1+t

514+ 10 PUL-AYr

12 2y, 2 4 ;
» ) gAY

2 4 3\2y2 2 o 4 e
(I aL-A) - b(L-A))) S(1+( S a(L-AY b(L-AY)?)
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12
2a+——b(L-A)’ 2
( 25 . (LP + ZLPJ[ +3LPt- ZLlj;_ Lp-ay
i Caay Lowayyy T b
5 125
2PVH(L-A) E 2Pt2(L A) L 2PtA 2PEA
51441 5 PUL-AY 5(1+4/1) A 1+t SPATTTT 1+t w0t
. 5 9(2a+§7b(L -A)? )(f a(L- A)+?b(L AY)(L- A))
+ X
3 27 o 3 o 27 s
(I+(all-A)+—_b(L-A))) S+ Sall Ayt2 250 T b(L-A)))
27
2a+ =L b(L-A) 3
( 3 = 27 3 4EIt (P~ 21L+li/\[ L 21LP} 3 10 A
(L a(L-Ay bL-A)) )
3PVEHLA) 9 3Pt%(L-A) 2PtA 2PEA
5(1+/t) 10 PUL-AY 5(1+/t) PA- 1+t SPAYTTT 1+t el
y 5 12(2a+ﬁb(L -A)? )(f a(L-A)+ —b(L AY)(L- A))
+ X
4 32 ol 4 32 2
(I+(al-Ay- = b(L-A)'Y) s+ Sa Ayt = 2 b(L-AY))
2t (L)’ I 2LPt 2P 2
( 25 ————(LP+ +3LPt- ZP(L-A)+

AEIt 1+t 1+ 5

4 32 320
(1+( 3 a(L-A)+ 125 b(L-A)")")

4PE(L-A) 6 4Pt%(L-A) 2Pf A 2PEA
5 3PtA
ERENGY SP( A 5(1+J¥) 1+f o +1+\f N+
3(2a+3b(L-A)2)(a(L-A)+lb(L-A)3)(L-A)
4 : - 2 )
(1+(a(L-A)+;b(L-A)3)2)2 (1+(a(L-A)+;b(L-A)3)2)2
( 2a+3b(L-A)’ 1 (LP+2LPI ALPL oLpi: Lpway
1 s 4EIt 1+t 1t 2

(1+(a(L-A)+ 5 b(L-A)")")?
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2 2
PVH(L-A) 3 pyray PO 2Pf A ypeps 2PUA

N 1+t 1+f 1+t i)t

) 18(2 +@b(L AY? )(f a(L- A)+@b(L AV )(L-A)
+2( )X

(1+(— a(L- A)+@b(L -AY ) )2 5(1+(— a(L- A)+@b(L -AY ) )2

108 3
2at - b(L-AY 3
( 25 - (LP+ 2LPYt Carpe 2P S pay

(1+(f a(L- A)+@b(L A )2 4l 1+t I+t S

6PVE(L-A) 9 byl 6Pt%(L-A) 2P\f A 2PEA
51441 5 PUL-A* 5(1+J¥) 1+\[ PP 1+t EEa Rl
5 21(2 NELIAV NS )(f a(L- A)+ﬁb(L -A))(L-A)
4 25 250 x
(1+(f a(L- A)+ﬁb(L A))? )2 5(1+(f a(L- A)+@b(L A))? )2
147
Dat+-— L b(L-A) >

( 25 . (LP + 2LPJ_[ 3LPt- 2L—P\/t_ L pL-ay+
(IHCLal-d)S 2 bLAY' ) AR 0 e

_TPH(L-A) 250 +71>t2(L 8 5 2P\fA 3piAs 2PEA

ERENGEED -4) 51+\f) M 1f))

5 24(2 +@b(L A )(— a(L-A)+ @b(L -A))(L-A)
+2( )%
(1+(f a(L- A)+§b(L A)) )2 5(1+(f a(L- A)+@b(L A)) )2
192 )
2at = b(L- AY? 3
( 25 - L e+ 2LPVt 3Lpe2EPE 2 p )

" 4EIt 1+t 1+Jt 5

(1+(— a(L- A)+@b(L A))?)?

2 2
_8PH(L-A) 12y SR ZPI A 3pas 2PUA,)

ERENAEE 5(1+\f) 1+f 1+I
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5 27(2 +@b(L -A)? )(f a(L- A)+Eb(L -A))(L-A)
4 >
(1+(f a(L- A)+Eb(L AY') )2 5(1+(f a(L- A)+Eb(L AY') )2
243
2at+ 2 b(L-A)
25 1 2LPVt oLpe:
( = s P ™o +3LPt- o -9P(L-A)+

(1+( a(L- A)+Tb(L A))?)?

IPVE(L-A) 27, 9Pt%(L-A) 2PtA A
] _PA- 3PtA
51+J0) 10 PUL-A* 5(1+/t) 1+t vy I))
" 2 _6(2a+12b(L-A)*)(2a(L-A)+4b(L-A) )(L-A) "
(1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)*)? (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)?)?
( 2a+12b(L-AY - 41 (LP+2LI1}[ +3LPt- ZLljF _P(L-AY+
(1+Qa(L-AyHbL-AY ) 1 I
ZP{E/L_ A) 3pyL-Ayt ZPIt:%-A) PA- 211:59 3PtA+ 2Pt2\/_A))) 0 (8.35)
i(L-A)(4( 3L-A) —+

25(1+(5a(L-A)+2;Ob(L-A)3)2)2

3 2 l _ L _ 3 - 3 i _ 2
3(2at 7 b(L-A) )L alL-A)+ o b(L-A) )(L-A) » 2t~ b(L-A) .
1 1 s N PPN
250(1+( Sa(L-Ayt - b(L-A)')) (I a(L-AY+ o b(L-AYY)

3
2
2LPx/— Lp2LPE 1 (LAY

4EIt( P +f 1+Jt 10
Pt(L-A) 3 Pt%(L-A) 2PAtA 2Pt2A
A 3PtA
1o A 5(1+1) A 1+t At f))

5(1+/t) 10
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12 b2 4 ) 3
i 120a+ (LAY )(Gall-Ay—b(L-A) )(L-A)

2
i 2 12(L-Aj . 2 4 8 )%
25(1+(Z a(L-A)+—— b(L-A))*)2 125(1+( 2 a(L-A)y+—— b(L-A)*)*)?
((Sa( )125( )')7) ((Sa( )125( )')7)
2a+ 12 b(L-A)°
A~ B 2
——2 : —4éh (LP+ 2Lpf 3LPt- 2LP} Lpway
(142 a(L-Ayt— b(L-A)'))? o {
5 125
2 2
2P\/_ t(L-A) 3PtL A 2Pt (L-A) PA 2P\/— A APAL 2Pt A

ERENGEE (LA 5(1+1) 1+t 1+ I))

27 24,3 27 3 3
) 81(2a+ s b(L-A)")( 5 a(L-A)+ 550 b(L-A)")(L-A)

27(L-A)?
- 3 27 3 3 27 3 )
25(1+( = a(L-A)+——b(L-A)*)?*)2 250(1+( = a(L-A)+———b(L-A)*)?)2
( (sa( )250( ))7) ( (Sa( )250( )')7)
2a+ 2] b(L-AY
N 2
( 25 - (LP+2LP*[ 3Lpp 2Pt 3 ZP(L-A)+

4Elt 1+t e

(1 +( 3 a(L-A)+ 2—50 b(L-A)’)7)?

3PVHL-A) 9 3Pt2(L A) 5, 2PtA A

S 100 EYS G T T T TR )
48 ) 4 32 , ,
» 48(L-AY’ _96(2a+gb(L-A) S aL-AY+b(L-AY )(L-A) .
4 32 s 4 32 s
25(1+(Sa(l-Ay- = bL-A)')) 125(1H( S all-Ay = b(L-A))?)
48 3
S v L 2PV p 2LPE 2 )
sy AEIt 1+t 1+Jt 5
(1+(ga(L-A)+Eb(L-A) )
4PNt(L-A) [ 4Pt%(L-A) 2PtA 3piA 2Pt2A
50+J1) 5 PUL-Ay 5(1+) A 1+t o T J))
2 1 3 3
» (LAY _3(2a+3b(L—A) a(L-A)+ - b(L-A) )(L-A) .

(1+(a(L-A)+ ; b(L-A)’)? )% 2(1+(a(L-A)+ ; b(L-A)’)? )%
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( 2a+3b(L-A)’ - 1 (LP+2LI:/\[ ALPL 2LI:/‘5_2 1, (LA
(Had-ay beay o
PJH(L-A) 3 PtZ(L A o 2P\/_ A 2Pt2A
TN p A 1+t 1+\/_ 1+\/— FEN/A
vy 108(L-A) +

25(1+(7 a(L- A)+@b(L A))? )2

324(2 +@b(L “A) )(f a(L- A)+@b(L A))L-AY’
) x
125(”(7 a(L- A)+@b(L A))? )2
108 3
Dat 2 b(L-A) ;
( = 108 3 4];It P+ 21L+Ii/\—ﬁ L 2115:/2 S
(1+(f aL-A)F o b(L-AY))’ t
6PVH(L-A) 9 6Pt%(L-A) 2P+tA 2Pt2A
ERENGEE SPULA 5(1+4/t) oA A SPATTTT A FENR
4 147(L-A)° _+
25(1+(f a(L- A)+y;(3)b(L A)Y? )2
1029(2 +1247b(L AY? )(f a(L- A)+3;Bb(L AP)L-AY
) %
250(1+(f a(L- A)+£b(L -A)) )2
147 3
2+ b(L- A 2
( e - 41;1t (LP + ZIL:i/J_E +3LPt -—21”} L p(L-a)t
(1+(f a(L-AY D b(L-AY))? t
TPE(L-A) 2 pypy PO 7Pt2(L A) o 2Pt A, 2Pt2A

501+ 10 5(1++/t) 1+J’ 1 I))
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vy 192(L2§)6 -
25(1+( a(L-A)+ 2 b(L- AY')? )2

768(2 +@b(L -A) )( a(L- A)+@b(L -A))(L-A)

) %
125(1+(f a(L- A)+§b(L -A))? )2

192 ;
2+ = b(L-AY 3
( s 2LPVE 3 by 2LPE A (LAt

(1+(f a(L- A)+@b(L ayypy GBI e

8PVE(L-A) 12 bty 8P (L-A) L, 2P/tA 3piAs 2Pt2A))

51+J1) 5 5(4t) 1+t 1+t

w4 243(L7§; -,
25(1+(f a(L-Ayrb(L- -A))? )2

2187(2a+@b(L -A) )(f a(L- A)+Eb(L -A))(L-A)

)%
250(1+(— a(L- A)+Eb(L Ay )2

243
2a+ 7 p(L-A)? 3
25 | (py 2PVt 5 p 2LPE 9 P

( 3 (LP+
(1+(* a(L- A)+Eb(L A)))?  4El ENG PR

3
2(T - 2
9PVH(L-A) 27, 9PL(L-A) 1\ 2PtA speas 2Bt A

5(0+J1) 10 PUL-AY 541) 1+t 1+f))

" 12(L-A)? _12(2a+12b(L-A)*)(2a(L-A)+4b(L- A) )L-A)®

)%
(1+(2a(L-A)+4b(L-A)3)2)2 (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)? )2

3

+ -A)? 2
( 2a+12b(L-A) 3 @LP+ 2LPAt app 2LPE LAy

(1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)?)? ~ 4EIt 1/t Tt
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3 3
2(T . 2
PE(LAA) 2PV o 2PEA 2)=0 (8.36)

1+t 1+t 1+t

2P\t(L-A)
1+t

3PH(L-A)+

(8.24) denkleminde verilen G ifadesi, (2.11) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde
kullanildiginda, Simpson yontemi yardimiyla, yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay

yer degistirme degerleri hesaplanir.

L =254 m, P=1780 N, EI=516.54x10° Nm’ sayisal biiyiikliikleri ve A, yatay yer
degistirme degerleri kullanilarak, farkli t degerleri icin (8.35) ve (8.36) esitliklerinden
yaklasik deneme fonksiyonundaki a ve b sabitleri elde edilebilir. Bulunan y(x) yaklasik
deneme fonksiyonunda, x = L-A i¢in y(L-A) ifadesi, Sekil 3.1’deki konsol kirisin serbest ug

noktasindaki o, diisey yer degistirme degerlerini vermektedir.

Farkli t degerleri i¢cin hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 8.3°de

gosterilmektedir.
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Cizelge 8.3 Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen dogrusal ¢ift modiillii konsol
kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler.

o1=E;g(Basing), o,=E;e¢(Cekme)

(E;bh*/12)=EI E,=tE; h=h;+h,, L=254m,P=1780 N, EI=516,54x10°Nm*

t 0,25 0.5 1 2 5
§ A (m) 4,61
a
z‘i 3, (m) 13,4198
s
Z_ | Am) | 984867 | 695821 | 4,65362 | 3,06576 | 1,84727
s
. 6,m) | 18,1334 | 15,8023 | 13,2933 | 972465 | 8.65842
<«
E
g A(m) | 9.84867 | 695821 | 465362 | 3,06576 | 1,84727
g
g
§ 6, (m) | 17,478 15,4333 | 13,1956 | 10,9917 | 8,67377
E
g A(m) | 984867 | 695821 | 4.65362 | 3,06576 | 1,84727
g
=
Z
3 s,(m) | 11,9334 | 143213 | 16,3313 | 11,8634 | 8,08435
(&)
JE_ | Amm) | 984867 | 695821 | 4,65362 | 3,06576 | 1,84727
>
= g §
222
<~
2 8,(m) | 17,2403 15,293 13,0792 | 10,9096 | 8.62774
5
T | Amm) | 984867 | 6,95821 | 4,65362 | 3,06576 | 184727
X £
::>-1
< 6, (m) | 17,7747 16,125 12,8545 | 10,9397 | 8,71259
=

* Fertis, D.G., 1999, “Nonlinear Mechanics Second Edition”, CRC Pres LLC,Boca Raton,Sayfa 13, Ornek 1.1.
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8.4 Yayih Yiiklii Dogrusal Cift Modiillii Basit Kirislerde Biiyiik Yer Degistirmeler

Kesiti, Sekil 8.1 deki gibi verilen, Sekil 2.1°deki yayili yiiklii dogrusal, ¢ift modiillii basit

kiriglerdeki sekil degistirmeleri hesaplarken, gerilme degerleri agagidaki gibi alinur:
c,=Ee (8.37)
o, =Ee (8.38)

(8.37) esitliginde ¢ekme, (8.38) esitliginde ise basing, gerilmesinin degerleri verilmistir.
Burada E; ¢ekmedeki, E, basingtaki elastiklik modiiliidiir.

E, =tE, (8.39)
olarak alinirsa ve

x, =x+A (Fertis, D.G., 1999) (8.40)
yay uzunlugu ile ilgili olarak yukaridaki kabulii yaparsak,

Sekil 4.1° den egilme moment degeri, asagidaki gibi bulunur:

wx’ ~w(L-A)x
2

M =

(Fertis, D.G., 1999) (8.41)

(2.95), (8.6), (8.18), (8.19), (8.37), (8.38), (8.39), (8.41) denklemleri kullanildiginda, k ve h;
degerleri asagidaki gibi ifade edilir:

3 3
2 2 Teu?
K= 3 7 (—Lwx - —ZL\/?WX —3Ltwx + 2Lt wx +wx® + —Zﬁwx +3twx* — 2t0wx +
2bB,h’t 1+t 1+t 1+t 1+t
3
2
L 2t7wxA, (8.42)
1++/t 1++/t
h, = hy/t (8.43)
1+4/t
egrilik k, ifadesi agsagidaki gibi alindiginda,
K= L)} ( Lewis, G., Monosa, F., 1981) (8.44)

(1+(y'(x)*)?
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ve (8.44) ifadesinin her iki tarafi integre edildiginde;

[rdx+C, = L")l (8.45)
(1+(y'(x)*)?

3(1+ \/I)Zw(;ﬁ +;x2(—L +A))

kdx = 3
2bB,h’t

(8.46)

denklemleri elde edilir. (8.45) denkleminde C; integral sabitini bulmak i¢in kirigin orta

noktasindaki egim agisinin sifir olmasi kullanilacaktir. Yani x = (L-A) / 2’de y'(x)sifir

olacaktir. (8.42) , (8.45) ve (8.46) esitlikleri kullanildiginda C; ifadesi bulunur:

3(1 +\/¥)2w(214(L—A)3 +;(L—A)2(—L +A))

C, = 8.47
: 2bB,h’t (8.47)

[rdx+C, =G (Fertis, D.G., 1999) (8.48)

olarak alinirsa,

y'(x) = Ll (Fertis, D.G., 1999) (8.49)
(1-(G)*)?
seklinde yazilabilir.

(8.46), (8.47), ve (8.48), esitliklerinden G asagidaki gibidir:

3O WL X (LAY 3O W (LAY + L (L-A) (-L+A)
o 35 ) 24 8

2bE h’t 2bE h’t
(8.50)

Ebh’ _
12

El (8.51)

olarak alindiginda ve (8.51) esitligindeki EI, Egilme rijitligi ifadesi (8.50) denkleminde yerine
yazildiginda, G degeri asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:
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30+ WX+ X (L +A) 3140 W (L=A) + (L= A) (-L+A))
G = 3 2 _ 24 8

24Elt 24Elt
(8.52)

(2.11) esitligi ile verilen yay uzunlugu formiili yardimiyla A, yatay yer degistirme
blytikligini bulmak miimkiindiir. (8.49) ve (8.52) esitlikleri, (2.10) denkleminde yerine
yazilip, Simpson kurali yardimiyla yay uzunlugu esitligi integre edilebilir. integrasyon islemi
sonucunda elde edilen esitlikten A’y1 ¢ekebilmek i¢in ise, Newton yontemi kullanilarak kok
bulma islemi uygulanir. Daha sonra diisey yer degistirme biiyiikliikleri i¢in Runge-Kutta
yontemi yardimiyla y(x) enterpolasyon fonksiyonunu elde edilip, orta noktadaki en biiytik

diisey yer degistirmenin degerleri bulunur. Bu degerler, Cizelge 8.4’de gosterilmektedir.

Yukaridaki benzer islemleri yaparak, farkli x, yaklasik yay uzunlugu kabuliiyle olusan, yeni

yer degistirme degerleri bulunabilir.

X

(L—-4)

X, =X+A

, (Fertis, D.G., 1999) (8.53)

Yukaridaki x,degerine gore, 6nceden (8.41) denkleminde bulunan moment degeri, yeniden

diizenlenerek asagidaki gibi yazilir:

WX X wLx
M—T(XJrA(L_A))— 5 (8.54)

(8.6), (8.18), (8.19), (8.54) denklemleri kullanilarak bulunan egrilik «, asagidaki gibidir:

3

2 2 2
ke (CLwx- 2LVtwx o 2LCwx  Lwx® | 2Lyiwx
2bB,h’t 1+t 1+t  L-A (1+/t)L-4)

3
3Ltwx? 2Lt2wx?

L-A  (1+J/0O(L-4)

) (8.55)

h; degeri ise (8.43) esitliginde verilen deger ile aynidir. (8.48) esitliginde verilen G degerini
bulmak i¢in (8.55)’deki x degeri integre edilir. Sinir sartlar1 kullanilip integrasyon sabiti

bulunarak G asagidaki gibi ifade edilir:
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3L(1+\/?)2w(;x3+;X2(L‘A)) L(1+/1)’ w(L - A)’

G=- 3 (8.56)
2bB,h°t(L—-A) 8bB,h’t
(8.51) denklemindeki egilme rijitligi EI yerine koyulursa, G degeri,
3L(1+ﬁ)2w(1x3+1x2(L—A)) Jo? )
G- 3 2 +L(1+ t)"w(L—-A) (8.57)

24EIt(L - A) 96EIt

seklinde ifade edilir. (2.10), (8.49), ve (8.57) esitlikleri yardimiyla yukarida yapilanlara
benzer sekilde yine Simpson, Newton ve Runge-Kutta yontemi kullanilarak, yer degistirme

degerleri bulunur. Bu degerler Cizelge 8.4’de gosterilmektedir.

Iki farkli x,degeri i¢in yukarida yapilan islemlere benzer tarzda, yeni birx, kabulii ile

asagidaki sonuglar elde edilebilir.

X, =X+A , (Fertis, D.G., 1999) (8.58)
WX
M=—(x+A - 8.59
5 ( - A)) (8.59)
3 3
2 2 2
_ 1  (3(-Lwx 2L twx 3Lth+2Lt WX x4 24/twx’ 3w — 2t2wx N
2bB,h’t 1+t 1+t TN 1+4/t

2\/_wa1/ 2t2wa
+ WxA, |— A | 3twxA (8.60)
LA

1+\/_ L-A 1+\/_

(8.48), (8.51), (8.60) esitlikleri ve sinir sartlar1 kullanilarak,

2 2 X
(1+vt) 2 wx (—15L+10x+12A‘/L_A)_(1+\/?)2W(L_A)z(_15L+S(L_A)+6Aﬁ

240EIt 960EIt

G =

(8.61)
seklinde yazilir. h; degeri (8.43) denklemindeki ile aynidir.

(8.61) de bulunan G ifadesi, (2.11) yay uzunlugu denkleminde kullanilarak, Simpson yontemi

yardimiyla A, yatay yer degistirme degerleri bulunur. Sekil 4.1°deki sinir sartlar1 géz oniine
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: . o L-A .. L-A . .
alimarak Runge-Kutta yontemiyle y(x) fonksiyonu elde edilir. x = i¢in Y(T) ifadesi

kirisin orta noktasindaki en biiyiikk diisey yer degistirmeyi verir. Yatay ve diisey yer

degistirme degerleri Cizelge 8.4’de gosterilmektedir.

Son olarak trigonometrik bir x, degeri i¢in hesaplama yapilmistir.

. X .
= x + ASin[— %1, (Fertis, D.G., 1999 8.62
Ko =X ASinE . ) (8.62)
M =X (x 4 ASin[— 1) WLX (8.63)
2 2AL-A)" 2

(8.6), (8.18), (8.19) ve (8.63) esitliklerinden «, bulunabilir:

3

3
B 2 B 2
K= —1 —(B(-Lwx— 2Ly twx —3Ltwx+ 2L WX + WX+ 2twx +3twx” — —2t WX +
2bB,h’t 1-+t 1-+t 1-+/t 1-+/t
X 2 X
WXASIn[— %]+ L=8) | 3rwxASin[—= - (L=4)
2(L-4A) -t 2L -A) -t
(8.64)

(8.64)’deki k degeri integre edilip, (8.51) esitligindeki EI yerine yazildiginda, G asagidaki

gibi bulunur:

2 2,20 _ X ANV A X
o (1+\/¥) w(rm x"(-3L + 2x) + 127mxA( L+A)COS[7Z(L_A)]+24(L A) ASln[72(L—A)]
- 48ElIn’t
__1 2 w2 (2L — AYL — AV ~AVA(— mL-4)
IREIE 1++/t) W(4n( 2L —A)(L—A)* +6m(L—A)A( L+A)Cos[4(L_A)]+
+24(L - A)? Asm[M]) (8.65)

4L-A)

(8.65)’de bulunan G degeri, (8.45), (8.48) ve (8.49) esitlikleri ile birlikte (2.10) ve (2.11) yay
uzunlugu denkleminde yerine yazildiginda, Simpson ve Newton metotlarini kullanarak A
yatay yer degistirme degerleri, (8.48), (8.49) denklemleri ve sinir sartlarini kullanip, Runge-
Kutta yontemiyle orta noktadaki en biiylik diisey yer degistirme degerleri bulunur.
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Hesaplanan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 8.4’de gdsterilmektedir.

Dort farkli yaklasik x,degeri icin ¢esitli t degerleri kullanarak bulunan A, yatay yer
degistirme , o, (kiris ortasindaki en biiyiik diisey yer degistirme) degerleri Cizelge 8.4’de
kiyaslamali olarak gosterilmektedir. Bu ¢izelgede L, kiris uzunlugu 25.4 m, w, birim yiik
1751 N/m, EI, egilme rijitligi 215.224 x10° Nm® olarak alinmustir. i1k ii¢ X, degeri i¢in yer
degistirmeler incelendiginde, t degerleri arttik¢a yani ¢cekmedeki elastiklik modiilii, basingtaki
elastiklik modiiliine yaklastikca veya daha biiylik hale geldiginde yatay ve diisey yer

degistirmeler azalmaktadir. Son trigonometrik x,degerinde ise yatay yer degistirmeler, t

degerindeki artisa gore azalmasina ragmen, diisey yer degistirmeler, diger

li¢ X, degerindekinden farkli olarak, t degerindeki artisla birlikte artmaktadir.
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Cizelge 8.4 Uniform yayili yiiklii dogrusal, ¢ift modiillii basit kiristeki yer degistirmeler.

o1 =Ei£(Cekme), o,=E,;e(Basinc)
(Ebh*/12)=EI E,=tE; h=h;+h,, L=254m,w=175127N/m, EI=215.224*10°Nm’
=
'; t 0.25 0.5 1 2 5
I
=
*®
Eo A (m) 11.1895
[*]
=
=
s
;,;_': 4, (m) 9.33831
&
A (m) 14.47098 12.79501 11.17879 9.71955 8.12882
b
e
Il
1
8, (m) 10.2158 10.0547 9.53132 8.95658 8.29486
é‘ :? A (m) 18.21817 16.47939 14.64456 12.84057 10.73813
[«P] ~
~— (sl
g1 3
S
s IJ? 3, (m) 8.74208 9.71382 10.2022 10.0654 9.3618
=
N4
R
§ @ A (m) 17.18309 15.35461 13.47417 11.66782 9.65615
ez | 2
(sl
| I
S| &
< I 8y(m) 10.4915 11.7105 12.26 11.6657 9.89087
e
3
§ A (m) 17.54175 15.73349 13.85314 12.01409 9.85736
H
£
4
JI>|’< 8, (m) 10.3436 11.781 12.8004 13.0826 11.8807
1

* Fertis, D.G., 1999, “Nonlinear Mechanics Second Edition”, CRC Pres LLC,Boca Raton,Sayfa 92, Ornek 2.4.
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8.5 Dikdortgen Kesitli Dogrusal Cift Modiillii Bilesik Yiiklii Konsol Kirislerdeki
Biiyiik Yer Degistirmeler

Sekil 8.2 Bilesik yiiklii konsol kiris.

Sekil 8.2°deki bilesik yiiklii, dogrusal, ¢ift modiillii konsol kirislerdeki gerilme dagilimi (8.37)
ve (8.38) denklemlerindeki gibi alinmistir. X, yay uzunlugu icin (8.40) denklemindeki kabul

yapildiginda, asagidaki moment esitligi yazilabilir:

M =%(x+A)+Px (8.66)

k = WTL, (Fertis, D.G., 1999) (8.67)

seklinde bir kabul yapilmistir. (8.67) denklemindeki P ifadesi, Sekil 8.2’den goriildiigii gibi,

uc noktadan diisey dogrultuda uygulanan kuvvettir.

(8.18), (8.19), (8.39), (8.66) ve (8.67) denklemleri kullanildiginda k,degeri asagidaki gibi

bulunur.
3 3
2 2 2 2 2,2
o 3 : (2Px + 4P\/¥X + 6Px — 4Pt2x N kPx N 2kP\Ex N 3kPtx 3 2kPt2x N
2bB,h’t 1+4/t 1+4t L La+4t) L LA+
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, kPxA 2kP\/_ xA | 3kPtxA 2th2xA)
L L(1+\/_) L L{I+4/1)

(8.45), (8.48), (8.49), (8.51) ve (8.68) esitlikleri kullanilarak, G degeri asagidaki gibi ifade
edilebilir:

3P(1+\/¥)2(IQ3(3+;X2(2L+kA)) 3P(1+\/¥)2(;k(L —A)? +;(L—A)2(2L +kA))

G= -
24EILt 24EILt

(8.69)

(2.10), (8.49) ve (8.69) denklemleri kullanilarak toplam yay uzunlugu esitliginden Simpson
ve Newton yoOntemiyle A, yatay yer degistirme, degerleri bulunur. Bulunan yatay yer
degistirmeler, Sekil 8.2°deki sinir sartlar1 ve (8.69) denklemindeki G degeri kullanildiginda,
Runge-Kutta Yontemi yardimiyla elde edilen y(x) enterpolasyon fonksiyonuyla, u¢ noktadaki
diisey yer degistirmeler hesaplanir. Yatay ve diisey yer degistirme degerleri Cizelge 8.5°de

verilmektedir.

X, yay uzunlugu, (8.53) denkleminde verildigi sekilde kabul edilecek olursa, moment

asagidaki gibi alinir:

WX X
M=—(xx+A + Px 8.70
At (8.70)

(8.18), (8.19), (8.39), (8.67) ve (8.70) denklemleri kullanildiginda k ve h; degeri;

2 2 2
_ 3 _(opx 4P\/_ X, cbe 4Pt kP 2kP+/tx N
2bB,ht +I 1+I L-A (1+4t)L-A)

3

3kPtx> 2kPt2x>
—|— —
L-A (1++vt)(L-A)

) (8.71)

seklinde yazilir. h; degeri, (8.43) esitligindeki degerle aynidir.

(8.45), (8.48), (8.49), (8.51) ve (8.71) denklemleri kullanilarak, G degeri asagidaki gibi elde

edilir:
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3P(1+\/_)( +X(L A) 3PA+0) (L-A) +— k(L A))

G= - (8.72)
24EILt(L A) 24EILY(L — A)

(2.10), (2.11), (8.49), (8.72) esitlikleri ve toplam yay uzunlugu formiilii yardimiyla yatay yer
degistirmeler, yatay yer degistirmeler ve Runge-Kutta Yontemi yardimiyla da diisey yer

degistirmeler hesaplanir.

X, yay uzunlugu (8.58) denkleminde verildigi gibi kabul edilecek olursa moment ifadest;

WX X
M=—(xx+A + Px 8.73
oA (8.73)

seklinde yazilabilir.

(8.18), (8.19), (8.39), (8.67) ve (8.73) denklemleri kullanildiginda, « degeri agsagidaki gibidir:

3
2 2 2.2
L (3(2PX+4PJ¥X+ SPix 4P | kPx’ +21<Pﬁx L 3KPx? 2kPExXC
2bB,ht 1+t 1+f Ld++t) L La++t)
KPxA, |- 2kPxA\/— ‘/ 3kthA‘/ 2kPxAt2‘/
+ L-A —A _ (8.74)
L L(1+\/_ t) L(l+\/_ t)

(8.45), (8.48), (8.49), (8.51) ve (8.74) esitlikleri kullanilarak G degeri bulunur:

2,2
P(1++/t)*x (15L+5kx+6kA‘/L_A PO+ V1)’ (L— A)*(I5L + Sk(L - A) + 6kA)
120EILt 120EILt

G=

(8.75)

(2.10), (2.11), (8.49), (8.75) denklemleri ve Sekil 8.2’deki sinir sartlar1 kullanilarak, Simpson
ve Newton yontemiyle yatay yer degistirme degerleri bulunur. Yatay yer degistirme degerleri
ve Runge Kutta Yontemi kullanilip, kirisin serbest u¢ noktasindaki diisey yer degistirme

degerleri de hesaplanarak Cizelge 8.5’de gdsterilmistir.

Son olarak (8.62) denklemindeki trigonometrik x, yay uzunlugu kabuliiyle M, egilme

momenti degeri;
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WX . X
M =——(x+ASin[———])+P 8.76
5 m[z(L A)]) X (8.76)

olarak alinir.

Asagidaki «, egrilik ifadesini elde etmek icin (8.18), (8.19), (8.39), (8.67) ve (8.76)

denklemlerinden faydalanilir:

3 3
5 2 2 2 2,5
L _ae L APkt o APxt? kPx® 2KkPxPNt kP 2KkPxCt?
2bB,h’t 1+t 1+4Jt L Ld+4t) L La++b)
KPXASin[— ] 2kPxAWtSin[— > ] 3kPxAtSin[- ]
2AL-A) 2(L-A) 2L-A)
L L(1++/1) L
2 X
2kPxAtzsin[2(L A)]
- ) (8.77)
L(1++/t)

h; degeri, (8.43) denklemindeki gibi bulunmaktadir.

(8.45), (8.48), (8.49), (8.51) ve (8.77) esitlikleriyle G ifadesi elde edilir:

P(1+ /)2 (n2x2 (3L + kx) — 6kmx(L — A)ACos] RXA]+12k(L—A)2ASin[ ™

2(L—A) 2(L-A)

G= 5
24EILn"t

P(L+ )2 (1L + k(L — A))(L — A)? — 6kn(L — A)? ACos[g] +12k(L - A)? ASin[g]

8.78
24EILn’t (8.78)

Daha onceki kisimlarda belirtildigi gibi yatay ve diisey yer degistirmeleri hesaplamak igin
(2.10), (2.11), (8.49), (8.78) esitlikleri, Simpson, Newton ve Runge-Kutta ydntemleri

kullanilmaktadir.

Dort farkli yaklasik x,degeri igin cesitli t degerleri kullanarak bulunan A (yatay yer

degistirme), o, (kirisin serbest u¢ noktasindaki diisey yer degistirme) degerleri, Cizelge 8.5’te
gosterilmektedir. Bu ¢izelgede L, kiris uzunlugu 254 m, k = wL/P = 3,

( dort farkli yaklasim) i¢in yer degistirmeler incelendiginde, t degerleri arttikca yani

cekmedeki elastiklik modiilii, basingtaki elastiklik modiiliine yaklastikca veya daha biiyiik
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hale geldiginde, yatay ve diisey yer degistirmeler azalmaktadir. Artan elastiklik modiiliiniin,
yuklemelere baglh yer degistirmelerin biiylikliiglinii azaltmas1 gerekliligi diisiiniiliince, t

degerindeki artisin, diisey ve yatay yer degistirmelerin azalmasina sebep olmas1 mantiklidir.
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Cizelge 8.5 Bilesik yiiklii dogrusal ¢ift modiillii konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler.

o1 =E;e(Basing), o,=E;e(Cekme)
(E;bh*/12)=El E,=tE,;, h=h;+h,, L=254m,k=(wL/P)=3,
(PLY EI)=2,416, EI=516,541x10°Nm’
g t 0.25 0.5 1 2 5
e
Il
3
5 | am 10.3213
a
| 8.(m) 18.6309
_ | Am) | 1527106 12.79420 10.3213 8.11872 5.88757
%
Il
“| 5.(m) 21.5184 20.0935 18.6303 17.0081 14.9056
S Am) | 1458177 12.13014 9.75445 7.68108 5.60183
£z
=§ | 8, (m) 21.1848 19.8947 18.3758 16.7276 14.6473
]
[+
2 e
gnf Am) | 14.86813 12.40331 9.98637 7.85993 5.71891
g |
2| 3
<| 7 8.(m) 21.2697 19.9834 18.4897 16.8492 14.7573
2
3
2| Amm) | 14.89698 12.43669 10.02017 7.88961 5.74051
£
£
wn
<
< | 8,(m) 21.2952 20.0261 18.529 16.8844 14.7863
K

* Fertis, D.G., 1999, “Nonlinear Mechanics Second Edition”, CRC Pres LLC,Boca Raton,Sayfa 85, Ornek 2.3
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9. SAYISAL SONUCLAR VE TARTISMA

Hesaplamalarin yapildig: ilk boliim olan, ikinci boliimiin ilk kisminda, serbest u¢ noktasindan
moment etkiyen Ludwick tipi malzemeden yapilmis konsol kiriglerdeki yatay ve diisey yer
degistirmeler farkli yontemlerle hesaplanip, Referans sonug ( Lewis, G., Monosa, F.,1982) ile
karsilastirilmistir. Referans sonucta kapali formda bir ¢6ziim elde edilip A, yatay yer

degistirme, ved , diisey yer degistirme degerleri hesaplanmistir. Bu calismada ise yatay ve
diisey yer degistirme degerleri, y=ax’+ bx" seklinde alian yaklasik bir deneme fonksiyonu

ile Simpson, Ag¢ik Runge-Kutta, Momentler, Galerkin, Alt Bolge Kollokasyon, Nokta
Kollokasyon ve En Kiiciik Kareler gibi sayisal yaklagim yontemleri kullanilarak bulunmustur.
Hesaplanmis degerler, Cizelge 2.1°de verilmistir. Cizelge 2.1°de verilen degerlerle olusturulan
Cizelge 9.1 ve Cizelge 9.2°de hesaplanan degerlerin, referans sonugtan ( Lewis, G., Monosa,

F.,1982) sapma biiytikliigii % olarak verilmistir.

Cizelge 9.1 Referans® sonug ile Simpson yontemiyle hesaplanan yatay yer degistirmelerin
karsilastirtlmast.

Moment (N.cm) |2259,7|2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47

Referans

Sonug* 8, (A) [0,0843 | 0,2096 | 0,4811 | 1,0315 | 2,0833 | 3,9848 | 7,239 12,484 | 16,058

(cm)

Simpson | §, (A)

v . 0,0843 | 0,2097 | 0,4815 | 1,0323 | 2,0848 | 3,9879 | 7,2466 | 12,552 | 16,286
Yontemiyle | (c¢m)

SAPMA (%) 0,0000 | 0,0477 | 0,0831 | 0,0776 | 0,0720 | 0,0778 | 0,1050 | 0,5447 | 1,4199

Cizelge 9.1’ den goriildiigii gibi Simpson ydntemiyle hesaplanan yatay yer degistirme
degerleri, kiiciik moment degerleri icin Referans sonugla ( Lewis, G., Monosa, F.,1982)
hemen hemen aymi olmaktadir. Ilk moment degeri 2259,7 Ncm igin sapma % 0 dir. Moment
arttikca yatay yer degistirmeler arasindaki sapma % olarak artmakta ancak makul diizeyde
kalmaktadir. En son 3954,47 Ncm’lik moment degeri i¢cin Referans sonugtan ( Lewis, G.,

Monosa, F.,1982) sapma sadece %1,4199 diizeyindedir.

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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Cizelge 9.2 Referans* sonug ile A¢ik Runge-Kutta, Momentler, Galerkin, Alt Bolge
Kollokasyon, Nokta Kollokasyon ve En Kiigiik Kareler yontemleri ile hesaplanan diisey yer
degistirme degerlerinin kiyaslanmasi.

Moment (N.cm) | 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 |3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47

Referans Sonuc¢*

2,5321 | 3,9901 | 6,0345 | 8,8024 | 12,417 | 16,94 | 22,281 | 28,05 | 30,838
ov(cm)

Acik Runge-Kutta

yontemiyle 2,5333 | 3,9921 | 6,0372 | 8,806 | 12,421 | 16,945 | 22,284 | 27,868 29,3
ov(cm)
SAPMA (%) 0,05 0,05 0,04 0,04 0,03 0,03 0,01 -0,65 -4,99

Moment yontemiyle

3, (cm) 2,5333 | 3,9921 | 6,0373 | 8,8063 | 12,425 | 16,984 | 22,713 | 33,325 | 49,837

SAPMA (%) 0,05 0,05 0,05 0,04 0,06 0,26 1,94 18,81 61,61

Galerkin yontemiyle | » 533 | 3 9956 | 6,0341 | 8,7741 | 122 | 15654 | 17.069 | 1541 | 13,859

o, (cm)
SAPMA (%) 007 | 006 | 001 | 032 | -1,75 | -7.59 | -23,39 | -45,06 | -55,06
Alt bolge
kollokasyon 2,5333 | 3,9921 | 6,0376 | 8,8084 | 12,437 | 17,043 | 22,942 | 33,601 | 48,025
yontemiyle
6, (cm)
SAPMA (%) 005 | 005 | 005 | 007 | 016 | 061 | 297 | 1979 | 5573
Nokta Kollokasyon
yontemiyle 2,5333 | 3,9916 | 6,0329 | 8,7733 | 12,19 | 15,416 | 15332 | 10,572 | 7.6282
6,(cm)
SAPMA (%) 0,05 | 0,04 | 003 | 033 | -1,83 | -9,00 | -31,19 | -62,31 | -75,26

En kiiciik kareler

yontemiyle 2,5333 | 3,9921 | 6,037 | 8,8044 | 12,414 | 16,86 | 20,995 | 21,704 | 20,21
o, (cm)
SAPMA (%) 0,05 0,05 0,04 0,02 -0,02 -0,47 -5,77 -22,62 | -34,46

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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Cizelge 9.2°de Referansta ( Lewis, G., Monosa, F.,1982) verilen diisey yer degistirme
degerleri ile Acik Runge-Kutta, Momentler, Galerkin, Alt Bolge Kollokasyon, Nokta
Kollokasyon ve En Kii¢iik Kareler yontemleriyle bulunan diisey yer degistirme degerleri
karsilagtirtlmistir.  A¢ik Runge-Kutta yoOnteminden sonra  Momentler ve Alt Bolge
Kollokasyon yontemleri en iyi sonu¢ veren yoOntemler olmuslardir. Ag¢ik Runge-Kutta
yonteminde son moment degerine kadar Referans ( Lewis, G., Monosa, F.,1982) degerden
sapma %1’in altindayken son moment degerinde % 5 civarina gelmistir. Son moment degeri
3954,47 Nem oldugu igin yaklasik 3900 Nem’lik moment degerine kadar A¢ik Runge-Kutta
yontemiyle yapilan hesaplamalar, Referans ( Lewis, G., Monosa, F.,1982) sonuca paralellik
arz etmektedir. Momentler yonteminde dokuz farkli moment degeri i¢in hesaplanan diisey yer
degistirmelerin, ilk altt moment degeri i¢in referans sonuglardan sapma %0,25’ten kiiciikken
yedinci moment degerinde sapma % 2 civarina gelmistir. Son iki moment degerinde sapma
kabul edilebilir sinirlar digina ¢iktigindan, Momentler yontemi 3600 Ncem’den daha kiigiik
degerlerde iyi ¢alisiyor denilebilir. Galerkin yonteminde ilk bes moment degeri i¢in referans
sonugtan sapma %]1,7’den daha kiigiiktiir. Daha biiyiik moment degerlerinde sapma
artmaktadir. Buradan bu yontemle 3100 Ncm’nin altindaki moment degerlerinde iyi sonug
alindig1 sdylenebilir. Alt Bolge Kollokasyon yonteminde dokuz farkli moment degerinin ilk
altisinda referans sonuglardan sapma %0,6’dan daha kiigliktiir. Yedinci moment degerinde
sapma %3 mertebelerine ¢ikmaktadir ve artan moment degerlerine bagli olarak sapma da
artmaktadir. 3600 Ncm’nin altindaki degerlerde bu yontemin 1yi ¢alistigl sdylenebilir. Nokta
kollokasyon yonteminde, 3100 Nem moment degerinin altindaki degerlerde, sapmanin
%1,8’den daha kii¢lik oldugunu, En kiiciik kareler yonteminde 3300 Ncm’den daha kiigiik
moment degerlerinde hesaplanan diisey yer degistirme degerlerinin referans degerlere gore

%0,5’ten daha kiiciik sapma gosterdikleri soylenebilmektedir.
Tezdeki tiim hesaplamalar1 yaparken Mathematica 5.2 programi kullanilmastir.

Ikinci boliimiin ikinci kisminda, malzemenin dogrusal olmamasmin ve geometrik olarak
dogrusallagtirma yapilmamasinin, yatay ve diisey yer degistirme degerleri lizerindeki etkisi
incelenmistir. Cizelge 2.2°deki degerler kullanilarak Cizelge 9.3 olusturulmustur. Bu
cizelgede, Ludwick tipi dogrusal olmayan bir malzemeden yapilmis kirislerde, geometrik
olarak dogrusal olma veya olmama durumunun yer degistirmeler {izerindeki etkisi
gosterilmistir. Dokuz farklit moment degeri i¢in yapilan karsilastirmadan gorildiigii gibi ilk
moment degeri 2259,7 Ncm de yatay yer degistirme degeri, referans( Lewis, G., Monosa,

F.,1982) sonugtan %0,59 sapma gdstermekte, diger moment degerleri i¢in sapma artarak
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devam etmektedir. Son moment degeri 3954,47 Ncm i¢in yatay yer degistirmenin referans

degerden sapmasi % 46 mertebelerine ulasmaktadir. Buradan moment biiyiikliigli arttikca

dogrusallastirma yapilmasiyla olusan sapma biiyiikliigiiniin de arttig1 sdylenebilir. Kiiciik

moment degerlerinde bu sapma kabul edilebilir diizeydedir.

Cizelge 9.3 Ug noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iligkisine
sahip malzemeden yapilmis konsol kirislerdeki geometrik dogrusallagtirmanin yer
degistirmeler tizerindeki etkisi.

Moment ( N.cm)

2259,7

2485,67 | 2711,64

2937,6 |3163,57

3389,54 | 3615,51

3841,48 | 3954,47

Referans Sonuc*
(Ludwick tipi
lineer olmayan
malzeme+geometrik
lineer olmama hali )

n (A)
(cm)

0,0843

0,2096

0,4811

1,0315

2,0833

3,9848

7,239

12,484

16,058

(Ludwick tipi
lineer olmayan
malzeme+geometrik
lineer)

3n (4)

(cm)

0,0838

0,2067

0,4658

0,964

1,8301

3,1783

5,0485

73755

8,6671

SAPMA (%)

0,59

1,38

3,18

6,54

12,15

20,24

30,26

40,92

46,03

Referans Sonuc¢*
(Ludwick tipi
lineer olmayan

malzeme+geometrik

lineer olmama hali

(cm)

2,5321

3,9901

6,0345

8,8024

12,417

16,94

22,281

28,05

30,838

(Ludwick tipi
lineer olmayan
malzeme+geometrik
lineer)

(cm)

2,527

3,9678

5,9553

8,5621

11,7856

15,5048

19,4884

23,4645

25,3759

SAPMA (%)

0,20

0,56

1,31

2,73

5,08

8,47

12,53

16,35

17,71

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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Cizelge 9.4 Ug noktasindan moment etkiyen konsol kiriglerdeki malzeme ve geometrik
dogrusallagtirmanin yer degistirmeler iizerindeki etkisi.

Moment (N.cm) 2259,7 |2485,67 | 2711,64 | 2937,6 |3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47

Referans Sonuc¢*
(Ludwick tipi
lineer olmayan oy (A) | 0,0843 | 0,2096 | 0,4811 | 1,0315 | 2,0833 | 3,9848 | 7,239 | 12,484 | 16,058
malzeme+geometrik | (cm)
lineer olmama hali

(Lineer
malzeme+geometrik | §, (A) | 0,7716 | 0,9327 | 1,1089 | 1,2999 | 1,5057 | 1,7262 | 1,9613 | 2,2108 | 2,3409
lineer olmama hali) | (cm)

SAPMA -815,30 | -344,99 | -130,49 | -26,02 | 27,73 56,68 72,91 82,29 85,42

Referans Sonuc*
(Ludwick tipi
lineer olmayan oy 2,5321 | 3,9901 | 6,0345 | 8,8024 | 12,417 | 16,94 | 22,281 | 28,05 | 30,838
malzeme+geometrik | (cm)
lineer olmama hali

(Lineer
malzeme+geometrik oy 7,6271 | 8,3763 | 9,1218 | 9,863 |10,5998 | 11,3318 | 12,0586 | 12,7799 | 13,1384
lineer olmama hali) | (c¢m)

SAPMA -201,22 | -109,93 | -51,16 | -12,05 | 14,63 33,11 45,88 | 54,44 | 57,40

Referans Sonuc*
(Ludwick tipi
lineer olmayan Sn (A) | 0,0843 | 0,2096 | 0,4811 | 1,0315 | 2,0833 | 3,9848 | 7,239 | 12,484 | 16,058
malzeme+geometrik | (cm)
lineer olmama hali )

(Lineer
malzeme+geometrik | &, (A) | 0,7325 | 0,8764 | 1,0306 | 1,1941 | 1,3663 | 1,5463 | 1,7336 | 1,9272 | 2,0262
lineer) (em)
SAPMA -768,92 | -318,13 | -114,22 | -15,76 | 34,42 | 61,20 | 76,05 84,56 | 87,38

Referans Sonuc*
(Ludwick tipi
lineer olmayan oy 2,5321 | 3,9901 | 6,0345 | 8,8024 | 12,417 | 16,94 | 22,281 | 28,05 | 30,838
malzeme+geometrik | (cm)
lineer olmama hali )

(Lineer
malzeme+geometrik oy 7,4655 | 8,1649 | 8,8522 | 9,527 |10,1888 | 10,8372 | 11,4719 12,0929 | 12,3982
lineer) (cm)
SAPMA -194,83 | -104,63 | -46,69 | -8,23 17,94 36,03 48,51 56,89 59,80

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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Cizelge 2.2°deki degerler kullanilarak elde edilen Cizelge 9.4’te farkli moment degerleri i¢in
Ludwick tipi dogrusal olmayan malzemeden yapilmis ve geometrik olarak dogrusal olmama
durumu mevcut bir konsol kiristeki referans( Lewis, G., Monosa, F.,1982) sonuglar ile
malzemenin dogrusal oldugu, geometrik dogrusal olmama halinin mevcut bulundugu ve hem
malzeme hem de geometrik dogrusalligin bulundugu konsol kiristeki yer degistirme degerleri
kiyaslanmistir. Referans ( Lewis, G., Monosa, F.,1982) sonugclar ile dogrusal malzeme ve
geometrik dogrusal olmama durumu i¢in yapilan hesaplamalardan elde edilen degerler
karsilagtirildiginda, farkli moment degerleri i¢in yatay yer degistirme degerleri arasindaki
sapma % 26 ile % 815 arasinda degismektedir. Dogrusal malzemedeki elastiklik modiilii bir
aliminyum alasim i¢in ortalama 70GPa alinmistir. Malzemenin dogrusal olmadigi bir
sistemde hesaplamalar, malzeme dogrusalmis gibi yapilirsa, 6rnegin 3954 ,47 Nem’lik bir
moment i¢in 16,058 cm olmasi gereken yatay yer degistirme degeri, sadece 2,3409 cm olarak
bulunur ki bu kabul edilemez bir farktir. Diisey yer degistirme degerlerine bakilacak olursa,
farkli moment degerleri i¢in sapma degerleri % 12°den % 201 lere kadar ¢ikmaktadir. Mesela
2259,7 Nem’lik moment degerinde diisey yer degistirme degeri 2,5321 cm iken
dogrusallagtirilmig bir sistemde artarak 7,6271 cm olarak bulunmaktadir. 3954,47 Nem’lik bir
moment degerinde ise diisey yer degistirme 30,838 cm olmas1 gerekirken malzeme dogrusal

olarak alindiginda, diisey yer degistirme de azalarak 13,1384 cm olarak bulunmaktadir.

Referans ( Lewis, G., Monosa, F.,1982) sonu¢ ile malzeme ve geometrik olarak
dogrusallagtirmanin yapildig1 konsol kiristeki yer degistirme degerlerinde ise, yatay yer
degistirme degerlerinde %]15’ten yiizde % 768’¢ , diisey yer degistirme degerlerinde
% 8’den % 194’e varan sapma biiyiikliikleri ile karsilasilmaktadir. En diislik sapma degeri ise

momentin 2937,6 Nem’lik degeri i¢in bulunmaktadir.

Hooke yasasina uymayan ve dogrusal olmayan bazi malzemelerde gerilme-sekil degistirme
bagmtis1 o =Ee(l-oae’) seklinde de yazilabilmektedir. Bu ¢alismada bu denklem kiibik
gerilme-sekil degistirme bagintist olarak ifade edilmistir. Lineer olmama derecesini gosteren
o 'nin biiyiikliigline gére malzeme, o >0 ise yumusak tip, a <0 ise sert tip, aa=0 ise
dogrusaldir. Bu tezde, a.>0 degerleri ile calisilmistir. Ozellikle hesaplamalar1 yaparken
egrilik-moment esitliginde bulunan, egriligin tigiincii dereceden kuvveti, hesaplanan 3 farkl
egrilik degerinden, dogru olanini se¢mek gibi bir zorluk ortaya ¢ikarmaktadir. Genelde yer
degistirmeleri hesaplamak icin yapilan islemlerde, egrilikten yola c¢ikilarak hesaplarin
yapilmasi, dogru olan tek bir egrilik degerini kullanmay1 zorunlu kilmaktadir. Elde edilen ii¢

farkll egrilik ( egrilik-moment ifadesinden ii¢ farkli kok, egrilik degeri elde edilmektedir)
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degerinden hangisinin kullanilacagina karar vermek icin ilk olarak, bulunan 3 egrilik degeri,
ayri ayr1 hesaplamalarda kullanarak, elde edilen yer degistirme degerleri karsilastirilir. Bu
karsilagtirma sonucunda, uygun olan egrilik degeri disindaki egrilik degerlerinin,
hesaplamalarda kullanilmasiyla ortaya ¢ikan yer degistirme degerlerinin mantikli olmadig:
goriilecektir. ikinci olarak hesaplamalarda ortaya ¢ikan egrilik degerlerinin reel olmayanlari,
alinmayacaktir. Uciincii olarak ta oo = 0 i¢in hesaplamalar1 yaptigimizda, tek bir egrilik degeri
elde edileceginden, bu egrilik mertebesi, aradigimiz egrilik degerlerinin mertebesi, konusunda

bize fikir verecektir.

2. Boliimde yapilan bir bagka hesaplamayla bulunan, kiibik gerilme-sekil degistirme iliskisine
sahip konsol kirislerdeki yer degistirmeler, Cizelge 2.3’te verilmistir. Cizelge 2.3’teki veriler
kullanilarak elde edilen, Cizelge 9.5°te kiibik gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip bir
konsol kiriste, dogrusal olmama derecesini belirleyen, a boyutsuz parametresinin iki farkl
degerine gore, yatay ve diisey yer degistirmelerin farkli moment biiyiikliikleri i¢in
kiyaslamalar1 verilmistir. Dokuz farklt moment biiyiikligii icin a = 0,5 ve a = 1000 oldugunda
olusan yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 9.5’ten incelendiginde, ilk ve en
kiigiik moment degeri icin yatay yer degistirme degerlerinde olusan sapma % 0,43 iken, en
biiylik moment degeri i¢in sapma % 1,31’e ¢cikmaktadir. Diisey yer degistirmelere bakilacak
olursa; iki farkli o degeri i¢in yapilan hesaplamalarda diisey yer degistirme degerleri

arasindaki sapma % 0,21 ile % 0,63 arasinda degismektedir.
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Cizelge 9.5 Kiibik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol kiriste farkli moment

(14l

degerleri i¢in “o”” parametresinin yer degistirme biiyiikliikleri tizerindeki etkisi.

o N(Il‘\’l'c':ﬁ;‘t 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47
0,5 6(‘&(;‘)) 077163 | 0,93278 | 1,10892 | 1,29994 | 1,50577 | 1,72627 | 1,96134 | 2,21083 | 2,34095
1000 6(1&? 0,77495 | 0,93764 | 1,11580 | 1,30941 | 1,51850 | 1,74305 | 1,98304 | 2,23847 | 2,37199
SAPMA (%) | 043 | 052 | o062 | 072 | 084 0,96 1,09 1,23 1,31

0,5 oy (cm) | 7,62713 | 8,37639 | 9,12182 | 9,86307 | 10,59980 | 11,33180 | 12,05860 | 12,77990 | 13,13840

1000 | oy(cm) | 7,64334 | 8,39789 | 9,14963 | 9,89827 | 10,64360 | 11,38540 | 12,12330 | 12,85700 | 13,22230

SAPMA (%) 0,21 0,26 0,30 0,36 0,41 0,47 0,53 0,60 0,63

Diisey yer degistirmelerdeki sapmanin en biiyiikk % 0,6 mertebesinde olmasi, o’nin bu
araliktaki (0-1000) degisiminin, verilen moment aralifinda (2259,7 Ncm — 3954,47 Ncm),
kiibik gerilme-sekil degistirme esitligi iizerindeki, dogrusalliktan saptirma etkisinin ¢ok

biiylik olmadigin1 géstermektedir.

Cizelge 2.1°de verilen Ludwick tipi dogrusal olmayan malzemeden yapilmis konsol kiristeki
yer degistirme biiyiikliikleri ile, Cizelge 2.3’teki kiibik gerilme-sekil degistirme iligkisine
sahip konsol kiristeki yer degistirme biiyiikliikklerinin karsilastirilmasi, Cizelge 9.6’da
gosterilmektedir. Cizelge 9.6’da kiibik gerilme sekil degistirme iliskisine sahip konsol kiriste
malzemenin dogrusal olmama derecesini gdsteren boyutsuz “o’” parametresinin 1000 olarak
alinmas1 durumunda hesaplanan yer degistirme degerleri verilmistir. Kiibik malzemede
elastiklik modiili 70GPa olarak alinmistir. Cizelge 9.6’daki referans ( Lewis, G., Monosa,
F.,1982) sonuglardan sapma degerlerine baktigimizda; verilen moment degerlerinden en

kiigtik ( 2259,7 Nem ) olani i¢in Ludwick tipi malzemede yatay yer degistirme 0,0843 cm
iken kiibik malzemede daha biiylik 0,77495 cm bulunmaktadir. Buradaki sapma % 819
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civarindadir. En biiyilk moment degeri ( 3954,47 Ncm) igin Ludwick tipi malzemede yatay
yer degistirme degeri 16,058 cm, kiibik malzemede ise daha kii¢iik 2,37199 cm dir.
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Cizelge 9.6 Ludwick tipi ve Kiibik gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip konsol kiriste
farkli moment degerleri igin yer degistirme biiytikliiklerinin kargilagtirilmasi.

Moment (N.cm) 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47

Referans Sonuc¢*
(Ludwick tipi
lineer olmayan On (A) | 0,0843 | 0,2096 | 0,4811 1,0315 2,0833 3,9848 7,239 12,484 16,058
malzeme+geometrik | (cm)
lineer olmama hali )

Kiibik gerilme-sekil
degistirme iliskisine
sahip malzeme On (A) | 0,77495 | 0,93764 | 1,11580 | 1,30941 | 1,51850 | 1,74305 | 1,98304 | 2,23847 | 2,37199
oldugunda, (cm)
(0.=1000 i¢in)

SAPMA (%) -819,28 | -347,35 | -131,93 | -26,94 27,11 56,26 72,61 82,07 85,23

Referans Sonuc*
(Ludwick tipi
lineer olmayan o, 2,5321 | 3,9901 | 6,0345 | 8,8024 12,417 16,94 22,281 28,05 30,838
malzeme+geometrik | (cm)
lineer olmama hali )

Kiibik gerilme-sekil
degistirme iliskisine
sahip malzeme 0, 7,64334 | 8,39789 | 9,14963 | 9,89827 | 10,64360 | 11,38540 | 12,12330 | 12,85700 | 13,22230
oldugunda, (cm)
(a.=1000 i¢in)

SAPMA (%) -201,86 | -110,47 | -51,62 | -12,45 14,28 32,79 45,59 54,16 57,12

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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Her iki tiir gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol kirislerde de artan moment ile
yatay yer degistirme biiyiikliikleri de artmakta, ancak Ludwick tipindeki artis kiibik
malzemeye gore daha biiyiik olmaktadir. Ludwick tipi ve kiibik gerilme-sekil degistirme
iligkisine sahip konsol kirislerdeki yatay yer degistirme biiytikliiklerinin birbirine en yakin
oldugu moment degeri 3000 Ncm civarindadir ve buradaki sapma degeri %27 civarindadir.
Diisey yer degistirmelerde sapma biiyiikliikleri momentin farkli degerleri icin % 12,5’ten
% 202’ye kadar ¢ikmaktadir. En kiiciik moment degeri i¢in Ludwick tipinde diisey yer
degistirme 2,5321 cm iken, kiibik malzemede 7,6433 cm olmaktadir. Alinan en biiylik
moment degeri i¢in Ludwick tipinde diisey yer degistirme 30,838 cm iken, kiibikte 13,2223
cm olmaktadir. 3000 Nem’lik moment degerinde Ludwick tipi ve kiibik malzeme icin

bulunan diisey yer degistirme biiyiikliikleri de birbirine en yakindir.

Genelde sekil degistirme problemlerindeki hesaplamalar, malzemenin kesit ve boyu ( 1.
mertebe teorisine gore) sekil degistirmemis konumdan o6l¢iilerek yapilir. Bu durumda olusan
gerilme-sekil degistirme egrisine, miihendislik gerilme-sekil degistirme egrisi adi
verilmektedir. Eger kesit degisimi dikkate alinacak olursa (2.mertebe teorisine gore) gerilme-
sekil degistirme iliskisi, o=EIn(1+ke) seklinde verilebilmektedir. Calismada bu
denklemden logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisi olarak bahsedilmistir. Bu durumda
gerilme-sekil degistirme egrisi gercek yada logaritmik gerilme-gekil degistirme egrisi adini
alir. k, 0 ile 1 arasinda degismektedir. €, =ke, esitlifinden goriilebilecegi gibi k, mithendislik

sekil degistirme degerinin, gercek sekil degistirme degerine oranidir.

2. Boliimde logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol kiristeki biiyiik yer
degistirme degerleri, Cizelge 2.4’te verilmektedir. Bu c¢izelgeden goriilecegi gibi 0 ile 1
arasinda aldigimiz “k” degeri arttikca yatay ve diisey yer degistirme biiyiikliikleri
azalmaktadir. Cizelge 2.4’teki iki farkli k degeri i¢in hesaplanan yatay ve diisey yer

degistirme biiyiikliikleri arasindaki sapma degerleri Cizelge 9.7°de % olarak gosterilmistir.
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Cizelge 9.7 Logaritmik gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip konsol kiriste farkli moment
degerleri i¢in “k” parametresinin yer degistirme biiyiikliikleri tizerindeki etkisi.

Kk “&’T{‘;‘;t 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47
0,5 5(21([?)) 3,04449 | 3,66974 | 4,34902 | 5,08088 | 586387 | 6,69643 | 7,57706 | 8,50441 | 8,98531
0,75 5(‘&1(;‘)) 1,36692 | 1,65115 | 1,96133 | 2,29715 | 2,65832 | 3,04447 | 3,45522 | 3,89020 | 4,11666
SAPMA (%) | -122,73 | -12225 | -121,74 | -121,18 | -120,59 | -119,95 | -11929 | -118,61 | -11827
0,5 | & (cm) |14,90770 | 16,29290 | 17,64860 | 18,97230 | 20,26160 | 21,51400 | 22,72660 | 23,89610 | 24,46320
0,75 | &,(cm) |10,10920 | 11,08840 | 12,05860 | 13,0190 | 13,96890 | 14,90760 | 15,83430 | 16,74810 | 17,20010
SAPMA (%) | -4747 | -4694 | 4636 | 4573 | 4505 | -4432 | 4353 | -42,68 | -42.23

Cizelge 9.7°den goriildiigii gibi k = 0,5 ve k = 0,75 degerleri i¢in dokuz farkli moment

degerindeki yatay yer degistirmelerdeki sapma % 120 civarindadir. Diisey yer degistirmelerde

bu sapma % 45 diizeyindedir. Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.4’teki degerleri kullanarak Ludwick

tipi dogrusal olmayan bir konsol kiristeki ve logaritmik gerilme-sekil degistirme bagintisina

sahip bir konsol kiristeki, biiyiikk yer degistirmeleri kiyaslamak amaciyla, Cizelge 9.8

olusturulmustur.
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Cizelge 9.8 Ludwick tipi ve Logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol kiriste
farkl1 moment degerleri igin yer degistirme biiytikliiklerinin kargilagtirilmasi.

Moment (N.cm) 2259,7 | 2485,67 | 2711,64 | 2937,6 | 3163,57 | 3389,54 | 3615,51 | 3841,48 | 3954,47

Referans Sonuc*
(Ludwick tipi
lineer olmayan
malzeme+
geometrik lineer
olmama hali)

Sn (A) | 00843 | 02096 | 04811 | 1,0315 | 2,0833 | 39848 | 7239 | 12,484 | 16,058
(em)

Logaritmik
gerilme-sekil
degistirme
iliskisine sahip On (A) | 3,0445 3,6697 4,3490 5,0809 5,8639 6,6964 7,5771 8,5044 8,9853
malzeme (em)
oldugunda,
(k =0,5 i¢in)

SAPMA (%) -3511,49 | -1650,83 | -803,97 | -392,57 | -181,47 | -68,05 -4,67 31,88 44,04

Referans Sonuc¢*
(Ludwick tipi
lineer olmayan
malzeme+
geometrik lineer
olmama hali)

o, 2,5321 3,9901 6,0345 8,8024 12,417 16,94 22,281 28,05 30,838
(cm)

Logaritmik
gerilme-sekil
degistirme
iliskisine sahip o, 14,9077 | 16,2929 | 17,6486 | 18,9723 | 20,2616 | 21,5140 | 22,7266 | 23,8961 | 24,4632
malzeme (em)
oldugunda,
(k =0,5 i¢in)

SAPMA (%) -488,75 | -308,33 | -192,46 | -115,54 | -63.,18 -27,00 -2,00 14,81 20,67

Cizelge 9.8’e bakildiginda Logaritmik ve Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iliskisine
sahip malzemelerden olusan konsol kirislerde meydana gelen yatay yer degistirmeler
arasindaki sapma % 4,67°den % 3511’e kadar c¢ikmaktadir. Moment degeri 3615 Ncm
oldugunda yatay yer degistirme degerleri birbirine en yakin degerleri almakta ve % 4,67
civarinda sapma olmaktadir. Diisey yer degistirmelerdeki sapma ise % 2 ile % 488 arasinda
degismektedir. Yatay yer degistirme degerlerinde oldugu gibi diisey yer degistirme
degerlerinde de en diisiik sapma % 2 degeri ile 3615 Ncm moment biiyiikliigiinde olmaktadir.

*( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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Buradan, k = 0,5 icin moment 3600 Ncm civarindayken, logaritmik gerilme-sekil degistirme
bagintisina sahip bir kiriste olusan yer degistirme degerleri, Ludwick tipi gerilme-sekil
degistirme bagmtisina sahip bir kiriste olusan yer degistirme degerlerine en yakindir

denilebilir.

3. Boliimde serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen bir konsol kiriste olusan biiyiik yer
degistirmeler, farkli yontemlerle incelenmis ve elde edilen sonuglar, Cizelge 3.1°de
karsilastirmali olarak verilmistir. Cizelge 3.1°de verilen Referans ( Lewis, G., Monosa, F.,
1981) sonuclar ve diger yontemlerle hesaplanan boyutsuz diisey yer degistirme degerleri
kullanilarak olusturulan, Cizelge 9.9°da, Referans ( Lewis, G., Monosa, F., 1981)
sonuglardan sapma % olarak gosterilmektedir. Bu cizelgeden de goriilebilecegi gibi
Momentler ve Alt Bolge Kollokasyon yontemiyle yapilan hesaplamalardan elde edilen yer

degistirmeler, Referans ( Lewis, G., Monosa, F., 1981) sonuglara daha yakin degerler

n+l

vermektedir. Momentler yontemiyle farkli, boyutsuz

degerlerine gore yapilan

n

hesaplamalarda referans sonuglardan sapma % 0,03 ile % 4,03 arasinda degismektedir. En

1 n+l
=0,25 oldugunda, en biiylik sapma

n n

kiiciik sapma =10 oldugunda meydana

gelmektedir. Yani L ( kiris boyu) azaldik¢a veya K arttik¢a ( 4.4 denklemine bakilirsa K ’in

n+l

artmasi, sabit kesit icin P kuvvetinin azalmasi demektir.) kiiciilen degerlerinde

n

Momentler yontemi en 1yi sonucu vermektedir. L arttitk¢a veya K azaldik¢a biiyiiyen

n+1

degerlerinde, Momentler yontemiyle bulunan diisey yer degistirme degerlerindeki,

n

referans sonuglardan sapma yiizdesi artmaktadir. Alt Bolge Kollokasyon yonteminde ise

Referans sonuglardan sapma % 1,36 ile % 3,65 arasinda degismektedir. Momentler

ntl ntl

yontemindekinin tersi, =0,25oldugunda en biiyiik sapma, <

=10 oldugunda en kiiciik

sapma olusmaktadir
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Cizelge 9.9 Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen bir konsol kiriste farkli yontemler
kullanilarak bulunan yer degistirme biiyiikliiklerinin karsilastirilmasi.

Referans* Agk Moment k(ﬁigl?:;gzn El?al:elli l:k
L™ /K, | Sonu¢, |RungeKutta|SAPMA | yontemiyle, | SAPMA | o 0 YO | gApMA | . 2TO¢T I SAPMA
yontemiyle, yontemiyle,
8 /L 8 /L 8, /L 8 /L 8 /L

0,25 | 0,03669 | 0,036695 | -0,01 | 0,036702 | -0,03 0,035348 3,66 | 0,033514 | 8,66

0,5 0,07251 | 0,072513 0,00 0,072568 | -0,08 0,069871 3,64 | 0,066653 8,08

0,75 | 0,10672 | 0,106726 | -0,01 | 0,106901 | -0,17 0,102881 3,60 | 0,099126 | 7,12

1 0,13884 | 0,138844 0,00 0,139231 | -0,28 0,133917 3,55 0,130781 5,80

2 0,24407 | 0,244053 0,01 0,246168 | -0,86 0,236089 3,27 | 0,250457 | -2,62

3 0,31822 | 0,318196 0,01 0,322901 | -1,47 0,308807 2,96 | 0,368691 | -15,86

4 0,37211 0,37207 0,01 0,37961 -2,02 0,362193 2,67 | 0,493544 | -32,63

5 0,41308 | 0,413034 0,01 0,423351 | -2,49 0,403184 2,40 | 0,609427 | -47,53

6 0,44548 | 0,445423 0,01 0,458349 | -2,89 0,43589 2,15 | 0,699073 | -56,93

7 04719 | 0,471841 0,01 0487175 | -3,24 0,462791 1,93 | 0,764825 | -62,07

8 0,49398 | 0,493924 0,01 0,511463 | -3,54 0,485454 1,73 | 0,813882 | -64,76

9 0,51282 | 0,51275 0,01 0,532305 | -3,80 0,504913 1,54 0,85156 | -66,05

10 0,52913 | 0,529057 0,01 0,550454 | -4,03 0,521883 1,37 | 0,881264 | -66,55

En Kiiciik Kareler yonteminde ise Referans ( Lewis, G., Monosa, F., 1981) sonuclarla
hesaplanan diisey yer degistirme degerleri arasindaki sapma % 2 ile % 66 arasinda
degismektedir. Sapma yiizdesinin biiylikliigii, bu yontemin bu problemin ¢dziimiinde ¢ok

n+l

uygun olmadigim1 gostermektedir. Yukarida bahsedilenlerden nin  kiiciik oldugu

n+1
degerlerde, yer degistirme biiylikliiklerinin hesabinda Momentler yonteminin, e "nin biiyiik

oldugu degerlerde, yer degistirme biiylikliiklerinin hesabinda Alt Bolge Kollokasyon

yonteminin iyi ¢alistig1 sonucuna varilabilir.

* (Lewis, G., Monosa, F., 1981)
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4. Boliimde yayili yiiklii Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip, malzemeden

2n+l1
yapilmis bir basit kiriste < n, ve kabul edilen farkli x,yay uzunluklarina bagli olarak

yatay ve diisey yer degistirme degerleri hesaplanarak Cizelge 4.1°de tablolagtirilmistir.
Cizelge 4.1°deki verileri kullanarak olusturulan, Cizelge 9.10°da bazi1 n degerleri i¢in yatay ve
disey yer degistirme degerleri gosterilmistir. Ayrica ¢izelgenin ilk bdliimiinde
X, = X + Akabuliiyle Referansta ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) belirtilen dogrusal olmayan
N.P.8 aliiminyum alasim i¢in (n = 1/ 0,209) hesaplanan yer degistirme degerlerinin n = 5 gibi

yakin bir deger alindiginda nasil degistigi incelenmistir.

Cizelge 9.10 Yayil yiiklii Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip basit kiriste
farkli parametrelere gore degisen yer degistirme biiytikliiklerinin karsilastirilmasi.

L*"/Kn

Xo n [} 10 20 30 40 50 60 66,67 70
1 8y, | 0,1015 | 02138 | 029 | 0,346 | 0388 | 0,4213 | 044*-044 | 0,4486
5 8y | 1,1x10°]4,4x10° | 0,00001 [ 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 | 0,00005

1 8,/L | 0,196 | 0,2748 | 0,3136 | 0,3376 | 03547 | 0,368 | 0,367*- 0,375 | 0,3784
5 8,/ L [0,00069 | 0,00139 | 0,002 |0,00279 | 0,00349 | 0,00418 0,0046 0,00488
2 5 8y | 1,1x10°]4,4x10° | 0,00001 [ 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 | 0,00005
2? 1/0,209%* | &, | 2x10™ |8,3x10°{0,00001 | 0,00003 | 0,00005 | 0,00007 |  0,00009 0,0001
SAPMA (%) | 45,00 | 46,99 | 000 | 66,67 | 60,00 | 42,86 55,56 50,00
5 8,/ L |0,00069 | 0,00139 | 0,002 |0,00279 | 0,00349 | 0,00418 0,0046 0,00488
1/0,209%* | &,/ L | 0,00095 | 0,0019 |0,00286 | 0,0038 |0,00476|0,00572| 0,00635  |0,00667
SAPMA (%) | 27,37 | 26,84 | 30,07 | 26,58 | 26,68 | 2692 27,56 26,84
_ 1 oy | 0,119 | 02745 |0,38278| 0,4577 | 05124 |0,55395 0,5765 0,58664
j 5 o, | 1,1x10°] 4,4x10°{0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 0,00005
2 10,209 | 5, |2,8x10°[8,3x10° | 0,00001 | 0,00003 | 0,00005 [ 0,00007|  0,00009 0,0001
2 1 8,/L [021114] 0306 |0,35267]0,38174|0,39778 |0,40255|  0,40166 | 0,40044
2? 5 8,/ L |0,00069 | 0,00139 | 0,00209 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00418 |  0,00465 | 0,00488
1/0,209%* | &,/ L | 0,00095 | 0,0019 |0,00286 | 0,00381 | 0,00477 | 0,00572|  0,00636  |0,00667
S 1 8y, [0,13343| 0292 [0,37268| 0,4158 |0,44313]0,46213| 047194  |0.47621
:? 5 8y | 1,1x10°]4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 |  0,00004 | 0,00005
5 [1/0,209%% | 3, |2.8x10°]|8,3x10°° | 0,00001 | 0,00003 | 0,00005 | 0,00007 |  0,00009 0,0001
ii 1 8,/ L [0,19681 | 0,20376 | 0,18927 | 0,18972 | 0,19773 | 021169 |  0,22473 | 0,23268
" 5 8,/ L [ 0,00069 | 0,00139 | 0,00209 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00419 |  0,00465  |0,00488
i 1/0,209** | &,/ L |0,00095 | 0,0019 |0,00286 | 0,00381 | 0,00477 [0,00572|  0,00636 | 0,00668

* Demeter G.F., 1999, “Nonlinear Mechanics Second Edition”, CRC Pres LLC,Boca Raton,Sayfa 92, Ornek 2.4.
**Ludwick tipi dogrusal olmayan N.P.8 aliiminyum alasim i¢in iistel “n” sabiti. ( Lewis, G., Monosa, F., 1982)
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n =1 /0,209 olan aliiminyum alagim i¢in n = 5 alinirsa, yatay yer degistirmelerde, farkl

2n+l

biiyiikliikleri icin % 0’dan % 66’ya kadar degisen bir sapma, orta kesitteki diisey yer

degistirmelerde ise % 26 ile % 30 civarinda bir sapma olmaktadir. Cizelge 9.10’a bakildiginda

n = 1 (dogrusal) ve n = 5 (dogrusal olmayan malzeme) i¢in, yer degistirme degerlerinin

2n+l1

farklihiklar1 oldukga biiyiiktiir. Ornegin, x, = x + A kabuliiyle =70 degerinde n =1 i¢in

hesaplanan yatay yer degistirme biyiikligii 6, =0,44861iken n = 5 iken 6, = 0,00005gibi

cok farkli ve kiiciik bir deger olmaktadir. n = 1 i¢in kirisin ortasindaki diisey yer degistirme
o )
degeri, fv =0,37841ken n = 5 igin fv =0,00488 olarak hesaplanmistir. Buradan

malzemenin dogrusal olmasinin veya olmamasinin yer degistirmeler iizerindeki etkisi
1

gorlilmektedir. Ludwick tipi malzemede ( o=Be® ) Cizelge 4.1’den daha ayrintili

goriilebilecegi gibi n arttikga yatay ve kirisin ortasindaki diisey yer degistirme biiytkliikleri

2n+l1
azalmaktadir.

boyutsuz biiytikliigii arttikga her ti¢ farkli x, yay uzunlugu kabulii iginde,

n

olmas1 gerektigi gibi, yatay ve diisey yer degistirme degerleri artmaktadir.

4. Bolimde bahsedilmesi gereken onemli hususlardan biri de yay uzunlugunun 3 farkh
kabulle alinarak, yer degistirme hesaplarinin yapilmasidir. Cizelge 4.1°den elde edilen

verilerle olusturulan Cizelge 9.11’de n = 1,3,5 i¢in kabul edilen 3 farkli x,yay uzunlugu
degerine gore yapilan hesaplamalardan, su sonuglara ulasabilir: n = 1 iken 3 farkli x degeri

icin yatay yer degistirmelerdeki sapma ( birbirlerinden olan fark) % 8,84 ile % 26,78 arasinda
degismektedir. n = 3 iken yatay yer degistirmelerdeki sapma % O ile %16,62 arasindadir.

n = 5te ise 3 farkli x,degeri i¢in yatay yer degistirmelerdeki sapma % O seviyesindedir.
Kirisin orta noktasindaki diisey yer degistirmeler i¢cinse n = 1 iken 3 farkli x degeri i¢in

birbirlerinden sapma % 0,41 ile % 73,39 arasinda degismektedir. n = 3 iken sapma % 0,39
ilen % 5,78 arasinda degismekte, n = 5 iken sapma % O civarinda olmaktadir. Yukarida
anlatilanlara gore, dogrusal konumdan uzaklastikga yani n arttikga kabul edilen 3 farkli
X,yay uzunlugu degeri i¢in hesaplanan yatay ve kirisin ortasindaki diisey yer degistirme

degerleri arasindaki fark azalmaktadir.
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Cizelge 9.11 Yayil yiiklii Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip basit kiriste
farkli yay uzunluklar1 kabuliiniin yer degistirmeler lizerindeki etkisi.

LZ"“/Kn
X n 0 10 20 30 40 50 60 66,67 70
Xg = XtA 1 oy 0,1015 0,2138 0,29 0,346 0,388 | 04213 0,44 | 0,4486
Xp = X+A(x / L-A) 1 On 0,119 0,2745 | 0,38278 | 04577 | 0,5124 | 0,55395 | 0,5765 | 0,58664
SAPMA (%) 14,71 22,11 24,24 24,40 24,28 23,95 23,68 23,53
Xg = X+A 1 oy 0,1015 0,2138 0,29 0,346 0,388 | 04213 0,44 | 0,4486
Xo=x+tAA/L-A)"| 1 On 0,13343 0,292 | 037268 | 0,4158 | 0,44313 | 046213 | 0,47194 | 0,47621
SAPMA (%) 23,93 26,78 22,19 16,79 12,44 8,84 6,77 5,80
Xg = XtA 1 0,/ L 0,196 0,2748 | 03136 | 03376 | 03547 0,368 0,375 0,3784

Xo = X+A(x / L-A) 1 o,/L | 021114 0,306 | 0,35267 | 0,38174 | 0,39778 | 0,40255 | 0,40166 | 0,40044

SAPMA (%) 7,17 10,20 11,08 11,56 10,83 8,58 6,64 5,50

Xg = X+A 1 o,/ L 0,196 0,2748 | 03136 | 0,3376 | 0,3547 0,368 0,375 0,3784

Xo=x+tAA/L-A)"?| 1 0,/ L 0,19681 | 0,20376 | 0,18927 | 0,18972 | 0,19773 | 021169 | 0,22473 | 0,23268

SAPMA (%) 0,41 34,86 | 6569 | -77.95 | -7939 | -73.84 | -66,87 | -62,63

Xg = X+A 3 oy 0,00039 | 0,0015 | 0,0034 | 0,00585 | 0,0088 | 0,0121 | 0,0145 | 0,0157

Xp = X+A(x / L-A) 3 On 0,00039 | 0,00156 | 0,0034 | 0,00605 | 0,00925 | 0,01297 | 0,01571 | 0,01715
SAPMA (%) 0,00 3,85 0,00 3,31 4,86 6,71 7,70 8,45

Xg = X+A 3 on 0,00039 | 0,0015 | 0,0034 | 0,00585 | 0,0088 | 0,0121 | 0,0145 | 0,0157

Xo=X+tAA/L-A)"*| 3 oy 0,00039 | 0,00157 | 0,00354 | 0,00629 | 0,00978 | 0,01398 | 0,01715 | 0,01883
SAPMA (%) 0,00 4,46 3,95 7,00 10,02 13,45 15,45 16,62

Xg = XtA 3 0,/ L 0,0129 0,0256 | 0,038 0,0498 0,061 0,0716 | 0,07835 | 0,0815

Xo = X+A(x / L-A) 3 oy/L | 001295 |0,02579 | 0,038 | 0,05072 | 0,06264 | 0,0741 | 0,08149 | 0,085

SAPMA (%) 0,39 0,74 0,00 1,81 2,62 3,37 3,85 4,12

Xo = X+A 3 9o,/ L 0,0129 0,0256 | 0,038 0,0498 0,061 0,0716 | 0,07835 | 0,0815

Xo=xtAA/L-A)"| 3 | 8,/L | 001296 | 002586 | 0,03863 | 0,05118 | 00634 | 00752 | 00828 | 0.0865

SAPMA (%) 0,46 1,01 1,63 2,70 3,79 4,79 5,37 5,78
Xg = XtA 5 oy 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 | 0,00004 | 0,00005
Xo = X+A(x / L-A) 5 On 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 | 0,00004 | 0,00005
SAPMA (%) 0 0 0 0 0 0 0 0
Xg = X+A 5 oy 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 | 0,00004 | 0,00005
Xo=Xx+AA/L-A)"| 5 On 1,1x10° | 4,4x10° | 0,00001 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00004 | 0,00004 | 0,00005
SAPMA (%) 0 0 0 0 0 0 0 0
Xg = XtA 5 0,/ L 0,00069 | 0,00139 | 0,002 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00418 | 0,0046 | 0,00488

Xo = X+A(x / L-A) 5 oy/L | 0,00069 |0,00139 | 0,00209 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00418 | 0,00465 | 0,00488

SAPMA (%) 0 0 0 0 0 0 0 0

Xg = X+A 5 o,/ L 0,00069 0,00139 | 0,002 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00418 | 0,0046 | 0,00488

Xo=xtAA/L-A)"| 5 | 8,/L | 000069 | 000139 | 0,00209 | 0,00279 | 0,00349 | 0,00419 | 000465 | 0,00488

SAPMA (%) 0 0 0 0 0 0 0 0
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5. Bolimde bilesik yiiklii, yani serbest u¢ noktasindan diisey dogrultuda tekil kuvvet etkiyen

ve boyunca yayil yiiklii, dikdortgen kesitli dogrusal olmayan Ludwick tipi gerilme-sekil

degistirme iliskisine sahip, konsol kirislerdeki yer degistirme biiytikliikleri,

n+l

n

boyutsuz

blyiikliigline gore, farkli yollarla hesaplanarak karsilastirilmistir. Kabul edilen iki farkli

X, yay uzunlugu ve n’nin farkli degerleri i¢in hesaplanan yatay yer degistirme ve serbest ug

noktadaki diisey yer degistirme degerleri, Referans sonug ile karsilastirmali olarak Cizelge

5.1’de verilmistir. Bu ¢izelgedeki veriler kullanilarak Cizelge 9.12 olusturulmustur.

Cizelge 9.12 Bilesik ytiklii Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol
kiriste farkli yay uzunluklari kabuliiniin yer degistirmeler tizerindeki etkisi.

L™K,
Xo n )
025] 0,5 (0,75 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
2,16% Oy 0,008 | 0,03 |0,0580,0880,191|0,265]0,318| 0,36 | 0,393 0,421 | 0,444 | 0,464 | 0,482
2,16 On 0,008 | 0,03 |0,058|0,087|0,188| 0,26 |0,312]0,352|0,384|0,411 0,433 (0,453 | 0,47
< SAPMA(%) | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 1,14 | 1,57 | 1,89 | 1,89 | 2,22 | 2,29 | 2,38 | 2,48 | 2,37 | 2,49
g
Il
= 2,16* | 6,/L[0,1230,231|0,319 | 0,388 | 0,555 0,639 | 0,69 |0,724 0,749 | 0,768 | 0,784 | 0,796 | 0,807
2,16 |o,/L|0,122(0,229]0,317|0,386 | 0,55 | 0,632 0,682 | 0,716 | 0,74 | 0,759 | 0,774 0,786 | 0,796
SAPMA(%) 0,81 | 0,87 | 0,63 | 0,52 | 0,90 | 1,10 | 1,16 | 1,10 | 1,20 | 1,17 | 1,28 | 1,26 | 1,36
2,16* Oy 0,008 | 0,03 |0,058|0,088]0,191]0,265]0,318| 0,36 | 0,393 | 0,421 | 0,444 | 0,464 | 0,482
2,16 Oy 0,008 | 0,029 | 0,057 | 0,085 0,183]0,25210,303|0,342|0,374| 0,4 |0,422 0,441 0,458
9
5 SAPMA(%) | 0,00 | 3,33 | 1,72 | 3,41 | 4,19 | 491 | 4,72 | 5,00 | 483 | 499 | 495 | 496 | 4,98
Lo
<
IT 2,16% | o,/L|0,123]0,231{0,3190,388|0,555|0,639| 0,69 | 0,724 | 0,749 | 0,768 | 0,784 | 0,796 | 0,807
=z
2,16 | o,/L|0,122|0,229|0,315| 0,383 0,545 0,626 | 0,676 | 0,71 | 0,735 0,754 | 0,769 | 0,782 | 0,792
SAPMA(%) | 0,81 | 0,87 | 1,25 | 1,29 | 1,80 | 2,03 | 2,03 | 1,93 | 1,87 | 1,82 | 1,91 | 1,76 | 1,86

*Referans ( Lee, K., 2002) yayindaki degerlerdir. x, i¢in yapilan kabuller bu hesaplamalarda gegerli degildir.
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Cizelge 9.12’yi inceledigimizde, Referansta ( Lee, K., 2002) n = 2,16 olarak alinabilen,
Ludwick tipi tavlanmig bakir malzeme icin verilen yatay yer degistirmelerle,
X, = X+ Akabuliinii yaptigimizda hesapladigimiz yatay yer degistirmeler arasindaki sapma

n+l

boyutsuz bilytikliigline bagl olarak % 0 ile % 2,49 arasinda degigmektedir. Serbest ug

n

noktadaki diisey yer degistirmeye baktigimizda ise Referans ( Lee, K., 2002) sonugtan sapma

% 0,52 ile % 1,36 arasinda degismektedir. x, = x +A(LX—A) olarak aldigimizda ise yatay

yer degistirmelerin, referans ( Lee, K., 2002) sonuglardan sapma degeri % 0 ile % 5 , diisey
yer degistirmeler i¢in sapma degeri % 0,81 ile % 2,03 arasindadir. Dikkat edilecek olursa her
iki x,kabulii i¢cinde sapma ( % ) araligi yatay yer degistirme degerlerinde, diisey yer
degistirme degerlerine gore daha biiyiiktiir. Cizelge 9.12°de verilen diger x,kabuliine gore,

yatay ve diisey yer degistirme degerleri acisindan, referans ( Lee, K., 2002) sonugtan daha

diisiik sapma veren x, =x+A kabulliniin, bu hesaplamalar i¢in daha kullanigh oldugu

sOylenebilir.

X, yay uzunlugu, yukarida oldugu gibi yaklasik kabuller yapilarak kullanildiginda, yer
degistirme hesabi kolaylagsmaktadir. Bu tiir sorularda yaklasik x,kabulii yapilamak suretiyle,

egrilikten yola ¢ikarak (2.8) denkleminde verildigi gibi y'(x)’li ifade elde edilip, daha 6nceki

tim boliimlerde bahsedilen ¢6ziim yolunu kullanarak, yer degistirmeleri hesaplamak

mumkindiir.

Cizelge 5.1°deki verileri kullanarak olusturulan Cizelge 9.13’te, farkli n ve x,degerleri i¢in

yer degistirme degerleri ve n = 1 (dogrusal) oldugunda olusan yer degistirme degerlerinden
sapma % olarak goriilmektedir. Burada sapma hata degil sadece degisimi % olarak gdsteren

n+l

bir ifadedir. Cizelge 9.13’te sapma biiyiikliigiiniin pozitif oldugu yerlerdeki <

degerlerinde,

n arttik¢a yatay ve diisey yer degistirme degerleri artmakta, sapma degerlerinin negatif oldugu

% degerlerinde, n arttikca yatay ve diisey yer degistirme degerleri azalmaktadir.
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Cizelge 9.13 Bilesik yiiklii Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol

kirigte “n” parametresinin degisiminin yer degistirmeler tizerindeki etkisi.

L"+1/Kn
Xo n )
0,25 0,5 |10,75| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 Oon 0,007 | 0,028 | 0,059 | 0,094 | 0,235 | 0,341 | 0,418 | 0,475 | 0,519 | 0,554 | 0,583 | 0,607 | 0,627
2,16 on 0,008 | 0,03 | 0,058 |0,087| 0,188 | 0,26 | 0,312 | 0,352 | 0,384 | 0,411 | 0,433 | 0,453 | 0,47

SAPMA (%) | 12,50 | 6,67 | -1,72 | -8,05 | -25,00 | -31,15 | -33,97 | -34,94 | -35,16 | -34,79 | -34,64 | -34,00 | -33,40

1 Oon 0,007 | 0,028 | 0,059 | 0,094 | 0,235 | 0,341 | 0,418 | 0,475 | 0,519 | 0,554 | 0,583 | 0,607 | 0,627

5 on 0,02 |0,05510,087|0,112 | 0,182 | 0,225 | 0,256 | 0,28 | 0,299 | 0,315 | 0,328 | 0,34 | 0,351

E SAPMA(%) | 65 |[49,09|32,18|16,07| -29,1 | -51,6 | -63,3 | -69,6 | -73,6 | -75,9 | -77,7 | -78,5 | -78,6
l:? 1 o,/L |[0113(0218| 0,31 | 0,388 | 0,587 | 0,684 | 0,738 | 0,772 | 0,797 | 0,817 | 0,835 | 0,851 | 0,86
2,16 o,/L |[0,122(0229(0,317|0,386| 0,55 | 0,632 | 0,682 | 0,716 | 0,74 | 0,759 | 0,774 | 0,786 | 0,796
SAPMA(%) | 7.38 | 4,80 | 2,21 | -0,52 | -6,73 | -8,23 | -8,21 | -7,82 | -7,70 | -7,64 | -7,88 | -8,27 | -8,04

1 o,/L |[0113(0218| 0,31 | 0,388 | 0,587 | 0,684 | 0,738 | 0,772 | 0,797 | 0,817 | 0,835 | 0,851 | 0,86

5 o,/L [0,196 (0,319 | 0,395 | 0,447 | 0,557 | 0,612 | 0,646 | 0,671 | 0,689 | 0,704 | 0,716 | 0,727 | 0,735
SAPMA (%) | 42,35 31,66 | 21,52 | 13,2 | -5,39 | -11,8 | -14.2 | -15,1 | -15,7 | -16,1 | -16,6 | -17,1 -17

1 on 0,007 | 0,028 | 0,058 | 0,093 | 0,229 | 0,332 | 0,406 | 0,462 | 0,505 | 0,54 | 0,569 | 0,593 | 0,613

2,16 o 0,008 | 0,029 | 0,057 | 0,085 | 0,183 | 0,252 | 0,303 | 0,342 | 0,374 | 04 | 0,422 | 0,441 | 0,458

SAPMA (%) | 12,50 | 3,45 | -1,75 | -9,41 | -25,14 | -31,75 | -33,99 | -35,09 | -35,03 | -35,00 | -34,83 | -34,47 | -33,84

1 O 0,007 | 0,028 | 0,058 | 0,093 | 0,229 | 0,332 | 0,406 | 0,462 | 0,505 | 0,54 | 0,569 | 0,593 | 0,613

:? 5 O 0,02 |0,055|0,085| 0,11 | 0,179 | 0,221 | 0,251 | 0,274 | 0,292 | 0,308 | 0,322 | 0,333 | 0,344
E SAPMA(%) | 65 |[49,09]|31,76|1545| -279 | -50,2 | -61,8 | -68,6 | -72,9 | -75,3 | -76,7 | -78,1 | -78,2
E 1 o,/L |[0113]0217 0,309 | 0,386 | 0,581 | 0,678 | 0,733 | 0,768 | 0,793 | 0,812 | 0,827 | 0,842 | 0,855
!? 2,16 o0,/ L |0,122]0,229 0,315 (0,383 | 0,545 | 0,626 | 0,676 | 0,71 | 0,735 | 0,754 | 0,769 | 0,782 | 0,792

SAPMA(%) | 7.38 | 524 | 1,90 | -0,78 | -6,61 | -8,31 | -8,43 | -8,17 | -7.89 | -7,69 | -7,54 | -7,67 | -7,95

1 o,/L |0,113]0,217]0,309 | 0,386 | 0,581 | 0,678 | 0,733 | 0,768 | 0,793 | 0,812 | 0,827 | 0,842 | 0,855

5 0,/ L |0,196|03170,392 | 0,443 | 0,553 | 0,607 | 0,642 | 0,666 | 0,685 | 0,7 | 0,712 | 0,722 | 0,731

SAPMA(%) | 42,35 31,55 | 21,17 | 12,87 | -5,06 | -11,7 | -142 | -153 | -158 | -16 | -16,2 | -16,6 | -17

6.Boliimde dogrusal malzemeli, serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen kompozit
kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeler incelenmistir. Etki eden kuvvete kirisin kesit ve boyuna
bagh olarak ve tanimlanan “K” boyutsuz biiyiikliigline gore, hesaplanan yer degistirme
degerleri Cizelge 6.1°de verilmistir. K degeri arttik¢a boyutsuz yatay ve diisey yer degistirme
degerleri de artmaktadir. 6.18 denklemine bakildiginda P (kuvvet) veya L ( kirisin boyu)
arttikca, K degeri dolayisiyla da yatay ve diisey yer degistirme degerleri de artmaktadir.

7. Bolimde, serbest u¢ noktasindan moment etkiyen iki malzemeli, dogrusal olmayan

kompozit kirislerdeki biiyiikk yer degistirmeler hesaplanmugtir. Ilk olarak Ludwick tipi
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dogrusal olmayan kompozit kirisler i¢in hesaplamalar yapilmis ve farkli moment degerleri
icin sonuglar, Cizelge 7.1°de goOsterilmistir. Matematiksel zorluklar1 azaltabilmek adina,
kompozit kirislerdeki malzemelerden biri dogrusal, digeri Ludwick tipi dogrusal olmayan
malzeme alinmistir. Moment arttik¢a yatay ve u¢ noktadaki diisey yer degistirme biiytikliikleri
artmaktadir. Ayrica kompozit kirisi olusturan dogrusal malzemenin elastiklik modiilii arttikca
olmas1 gerektigi gibi her bir moment degeri i¢in yer degistirme biiyiikliikleri azalmaktadir. 7.
Boliimde ikinci olarak, kiibik gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip kompozit kirislerdeki
yer degistirmeler hesaplanmistir. Cizelge 7.2°de bu degerler goriilebilmektedir. Sekil 6.1°de
kesiti verilen kompozit kiris icin ustteki par¢a 1 alttaki parca 2 numarali parga olarak
alindiginda, Cizelge 7.2°den, artan moment degerlerine gore yatay ve diisey yer degistirme
degerlerinin arttig1 goriilebildigi gibi, 2 numarali parcanin elastiklik modiilii arttik¢a, her bir
moment degeri i¢in yer degistirme biiylikliiklerinin de azaldigi goriilmektedir. Dogrusal
olmama derecesini gosteren o’daki degisimin, a’nin kiicliik degerlerinde yer degistirmeler
iizerindeki etkisi ¢ok kiigiikken, o’nin daha biiyiik degerlerinde yer degistirmeler iizerindeki
etkisi, biiyilk moment degerleri i¢in bir miktar artmaktadir. Bu béliimde tiglincti olarak
logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip kompozit kiriglerdeki yer degistirmeler
incelenmistir. Cizelge 7.3’te bu degerler tablolastirilmistir. Moment degerleri arttikga yer
degistirmeler artmakta Sekil 6.1°de gdsterilen, 2 numarali par¢canin elastiklik modiilii arttik¢a,
yer degistirme degerleri kiiglilmektedir. Dogrusal olmama derecesini gosteren “k” daki
degisimin yer degistirmeler lizerindeki etkisini incelemek ic¢in, Cizelge 7.3’teki veriler
kullanilarak, Cizelge 9.14 olusturulmustur. Cizelge 9.14°1 inceledigimizde, ayn1 k degerine
sahip kompozit kirisi olusturan her iki malzemede, k yine ayni miktarda arttiginda yatay ve
diisey yer degistirmeler azalmaktadir. Kompozit kirisi olusturan malzemelerdeki k degerleri
birbirinden farkli oldugunda ise Sekil 6.1°de gosterilen 2 numarali par¢anin k degeri, 1
numarali parcadan daha kiiciikse, yatay ve diisey yer degistirmeler de daha kiiciiktiir sonucu

¢ikarilmaktadir
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Cizelge 9.14 Logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip kompozit konsol kiriste
farkli elastiklik modiilii oran1 ve moment degerleri i¢in “k” parametresinin degisiminin yer
degistirmeler tizerindeki etkisi.

M (Ncm)
1000 2000 5000 10000
k, k, t A(cm) [dv(cm) | A(cm) [dv (ecm) | A(cm) |dv (em) | A (cm) | dv (cm)
0,25 0,25 1/5 0,45992 | 8,2926 | 1,83276 (16,4738 | 11,1398 | 39,2432 | 40,1612 | 54,9108
0,5 0,5 1/5 0,1151 |4,15347|0,46009 | 8,29407 | 2,85782 | 20,4961 | 11,159 | 39,274

SAPMA(%) | 74,97 | 4991 74,90 | 49,65 | 74,35 | 47,77 | 72,21 28,48

0,25 0,25 1/2 0,02289 | 1,8531 |0,091573,70499 ] 0,57155]9,24069 | 2,27486 | 18,3246

0,5 0,5 1/2 0,00572 ] 0,92663 | 0,02289 | 1,85313 | 0,14307 | 4,63028 | 0,57165 | 9,24147

SAPMA(%) | 75,01 50,00 | 75,00 | 49,98 | 74,97 | 49,89 | 74,87 | 49,57

0,25 0,25 1 0,00268 | 0,634910,01074 | 1,26977 | 0,06717 | 3,17354 | 0,26853 | 6,34068

0,5 0,5 1 0,00067]0,31745]0,00268 | 0,63491 | 0,01679 | 1,58717 | 0,06717 | 3,17354

SAPMA(%)| 75,00 | 50,00 | 75,05 | 50,00 | 75,00 | 49,99 | 74,99 | 49,95

0,25 0,75 1/5 0,24522]6,0597210,97898 | 12,0764 | 6,02948 | 29,4308 | 22,9191 | 53,4316

0,75 0,25 1/5 0,116234,173930,46463 | 8,33474 | 2,88573 | 20,5939 | 11,2647 | 39,4435

SAPMA(%) | 52,60 | 31,12 | 52,54 | 30,98 | 52,14 | 30,03 | 50,85 | 26,18

0,25 0,75 1/2 0,01055]1,25815]0,04221|2,515940,26367 | 6,2832 | 1,05238 | 12,5178

0,75 0,25 1/2 0,00708 | 1,03113]0,02835 | 2,06209 | 0,17715 | 5,15169 | 0,70762 | 10,277

SAPMA(%) | 32,89 18,04 | 32,84 | 18,04 | 32,81 18,01 32,76 | 17,90

0,25 0,75 1 0,00104 | 0,39499 1 0,00416 | 0,78997 | 0,026 |1,97473]0,10398 |3,94791

0,75 0,25 1 0,00084 | 0,35608 | 0,00338 | 0,712150,02113 | 1,78026 | 0,08451 | 3,55945

SAPMA(%) | 19,23 9,85 18,75 9,85 18,73 9,85 18,72 9,84

7. Boliimiin sonraki kisimlarinda kompozit kirisi olugturan malzemelerin, Ludwick tipi-kiibik,
kiibik-logaritmik, = Ludwick tipi-logaritmik gerilme-sekil degistirme bagintilarina sahip
olmalart durumunda, olusan yer degistirmeler incelenmistir. Sekil 6.1’de kesiti verilen
kompozit kiriste 1 ve 2 numarali pargalar i¢in 6nce 1 numarali par¢canin Ludwick tipi, 2
numarall par¢anin kiibik, daha sonra 1 numarali par¢anin kiibik, 2 numarali par¢anin Ludwick
tipi olmast durumunda olusan yer degistirmeler, Cizelge 7.4’te verilmistir. Cizelge 7.4’teki
veriler kullanilarak Cizelge 9.15 olusturulmustur. 1 numarali parca Ludwick tipi, 2 numarali
parca kiibik oldugunda olusan yatay ve diisey yer degistirme degerleri; diger duruma yani 1

numarali parga kiibik, 2 numarali parca Ludwick tipi oldugu duruma gore, cok daha biiytlik
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olmaktadir. Cizelge 9.15°te bahsedilen farki sapma ( % ) olarak gérmek miimkiindiir.

Cizelge 9.15 Ludwick tipi-kiibik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip kompozit konsol
kiriste malzemelerin gerilme-sekil degistirme 6zellikleri a¢isindan yer degistirmesinin yatay
ve diisey yer degistirmeler lizerindeki etkisi.

M (Ncm)

1000 2000 5000 10000

GERILMELER | A (cm) | 8v (cm) | A (cm) | 8v (cm) | A (cm) | 8v (cm) | A (cm) | 6v (cm)

- 1/n
61—B18
62=E28(1-a82) 0,1222314,28008 | 0,48772 | 8,53868 | 3,01354 | 21,0354 | 11,669 | 40,0825

61=E18(1-(182)
62=B281/n 0,00191 | 0,53571 | 0,00765 | 1,0714 [{0,04782 |2,67803 |0,19125 | 5,35262

SAPMA (%) 98,44 | 87,48 | 98,43 | 87,45 | 98,41 | 87,27 | 98,36 | 86,65

Cizelge 7.5’te 1 numarali par¢anin kiibik, 2 numarali parcanin logaritmik ve 1 numarali
parcanin logaritmik, 2 numarali parganin kiibik olmasi durumunda olusan biiylik yer
degistirmeler ve farkliliklar1 goérebilmektedir. Moment arttik¢a yer degistirmeler arttig1 gibi, 2

numarali par¢anin elastiklik modiiliiniin artmasi ile yer degistirmeler azalmaktadir. E,, kesiti
Sekil 6.1 de verilen kompozit kiristeki 1 numarali parcanin elastiklik modiilii, E,, 2 numarali
parcanin elastiklik modiilii olmak tizere E, =tE, esitliginde “t” elastiklik modiilleri oran

olarak ifade edilmistir. Cizelge 7.5’teki verilerle olusturulan, Cizelge 9.16’da yalniz bir t
degeri icin 1 ve 2 numarali parcanin kiibik ve/veya logaritmik olmasi durumunda, meydana
gelen yer degistirmeler ve aralarindaki fark, sapma ( % ) olarak goriilebilmektedir. Buradan 2
numaralt par¢a logaritmik oldugunda, kiibik oldugu duruma gore daha kiigliik yer

degistirmelerin olustugu sonucu ¢ikarilabilmektedir.



143

Cizelge 9.16 Kiibik - Logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip kompozit konsol
kiriste malzemelerin gerilme-sekil degistirme 6zellikleri agisindan yer degistirmesinin yatay
ve diisey yer degistirmeler iizerindeki etkisi.

M (Ncm)
GERILMELER t 1000 2000 5000 10000

A(cm) [dv(cm)| A(cm) [dv(cm) | A (cm) |dv (cm)| A (cm) | OV (cm)

6:=Ee(1-ac?)

2 (0,00016 |0,15872|0,00067 | 0,31745 | 0,00419 | 0,79361 | 0,01679 | 1,58711
62=E2Ln[1+k£] b b b b b b b b

01=E1Ln[1+ks]

2 2 (0,00021 |0,17857 | 0,00085 | 0,35714 | 0,00531 | 0,89287 | 0,02126 | 1,78569
o,=E,e(1-0¢")

SAPMA (%) 23,81 11,12 | 21,18 11,11 21,09 11,12 | 21,03 11,12

Cizelge 7.6°da, Sekil 6.1°de kesiti verilen kompozit kiris i¢in 1 ve 2 numarali parcalarin
Ludwick tipi ve logaritmik gerilme- sekil degistirme bagintisina sahip olmalart durumunda
meydana gelen yatay ve diisey yer degistirme degerleri verilmistir. 1 numarali parganin
Ludwick tipi, 2 numarali parcanin logaritmik olmasi durumunda meydana gelen yer
degistirme degerleri, diger duruma gore yani 1 numarali par¢a logaritmik, 2 numarali parca
Ludwick tipi olmasina gore daha biiyiik olmaktadir. Cizelge 7.6’daki verileri kullanarak
olugturulan Cizelge 9.17°de, 1 ve 2 numarali pargalardaki gerilme-sekil degistirme
bagintilarinin sirasiyla, Ludwick tipi-logaritmik, logaritmik-Ludwick tipi olmasinin yer
degistirmeler {izerindeki etkisi ve olusan yer degistirmeler arasindaki fark sapma ( % ) olarak

gosterilmistir.
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Cizelge 9.17 Ludwick tipi - Logaritmik gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip kompozit
konsol kiriste malzemelerin gerilme-sekil degistirme 6zellikleri agisindan yer
degistirmesinin yatay ve diisey yer degistirmeler iizerindeki etkisi.

M (Ncm)
GERILMELER 1000 2000 5000 10000

A(cm) |[dv(ecm) | A(cm) |[dv(cm) | A(cm) [ov(cm)| A (cm) | oV (cm)

1/
61=B18 "

0,48629 | 8,52622 | 1,92583 | 16,8813 | 11,49004 | 39,8015 | 40,2592 | 54,853
o=E,;Ln[1+kg]

= +
o1 fl_L];lLll,nkS] 0,00765 | 1,07141 | 0,03061 | 2,1426 | 0,19124 |5,35248 | 0,76381 | 10,6752
2—D2

SAPMA(%) | 9843 | 87,43 | 9841 | 87,31 | 9834 | 8655 | 98,10 | 80,54

Cizelge 9.18 Ludwick tipi — Kiibik ve Ludwick tipi - Logaritmik gerilme-sekil degistirme
iliskisine sahip kompozit konsol kiriste meydana gelen yer degistirme biiyiikliiklerinin
karsilagtirilmasi.

M (Ncm)

GERILMELER 1000 2000 5000 10000

A(cm) [ov(ecm) | A(cm) |[ov(em)| A(cm) |[dv(cm)| A(cm) |dv (cm)

1/
61=B18 "

2. |0,12223 4,28008 | 0,48772 | 8,53868 | 3,01354 | 21,0354 | 11,66903 | 40,0825
6,=Ee(1-0¢€”)

1/
61=B18 "

0,48629 | 8,52622 | 1,92583 | 16,8813 | 11,49004 | 39,8015 | 40,2592 | 54,853
02=E2Ln[1+k£]

SAPMA (%) 74,86 | 49,80 | 74,67 | 49,42 73,77 47,15 71,02 26,93

Cizelge 7.4 ve Cizelge 7.6°daki verileri kullanarak Ludwick tipi-kiibik ve Ludwick tipi-
logaritmik gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip kompozit kirislerdeki yer degistirmeler,
aralarindaki farki sapma ( %) olarak gorebilmek amaciyla olusturulan Cizelge 9.18’de,
gosterilmektedir. Cizelge 9.18’den goriilebildigi gibi, farkli moment biiyiikliikleri i¢in

Ludwick tipi-logaritmik gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip malzemelerden olusan
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konsol kiriglerdeki yer degistirme degerleri, Ludwick tipi-kiibik gerilme-sekil degistirme

bagintisina sahip malzemelerden olusan, konsol kirislere gére daha biiyilik olmaktadir.

8. Boliimde Once serbest u¢ noktasindan moment etkiyen, dogrusal olmayan, kiibik gerilme-
sekil degistirme bagintisina sahip ¢ift modiillii konsol kirislerdeki, biliyiik yer degistirmeler
hesaplanmistir. Sekil 8.1°de ¢ift modiillii kirisin dikdortgen kesiti verilmistir. Cizelge 8.1°de
farkli o, elastiklik modiilii orani t ve moment biiylikliiklerine gére hesaplanan ¢ift modiillii
konsol kirislerdeki yatay ve diisey yer degistirme degerleri verilmistir. Buradan moment
arttikca yatay ve diisey yer degistirmelerin artti1, dogrusal olmama derecesini gosteren o’nin
yer degistirmeler lizerindeki etkisinin kiigiik oldugu ve c¢ekmedeki elastiklik modiiliiniin
basingtaki elastiklik modiiliine gore artmasi durumunda, yer degistirmelerin kiigiildiigu
gorebilmektedir. Bu boliimde, daha sonra gerilme-sekil degistirme bagintist logaritmik olan
¢ift modiillii konsol kirislerdeki yer degistirmeler incelenmistir. Dogrusal olmama derecesini
gosteren k degerleri arttik¢a yatay ve diisey yer degistirme degerleri azalmaktadir. Artan
moment degerleri ile yer degistirme degerleri artmakta, cekmedeki elastiklik modiili,
basingtaki elastiklik modiiliine gore arttiginda, yatay ve diisey yer degistirme degerleri

azalmaktadir.

8. Boliimiin {glincli kisminda serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen, dogrusal g¢ift
modillii konsol kirislerdeki biiyiikk yer degistirmeler, farkli yontemlerle incelenmistir.
Cekmedeki ve basingtaki elastiklik modiilleri esit oldugunda, malzeme bilinen dogrusal
malzemeye doniismektedir. Cizelge 8.3’te Referans (Fertis, D.G., 1999) sonu¢ ile diger
yontemlerle buldugumuz yer degistirme degerleri ( karsilastirma yapabilmek icin Cizelgenin
karsilagtirma yapilan kisminda ¢ift modiillii malzemede t = 1, yani ¢ekme ve basingtaki
elastiklik modiilii ayn1 alinmistir.) karsilastirmali olarak gorebilmektedir. t =1 i¢in Referans
(Fertis, D.G., 1999) sonugta verilen yer degistirme degerleri ve ¢ift modiillii konsol kiriste
farkli yontemlerle ¢oziimler yapildiktan sonra, t = 1 alarak elde etti§imiz yer degistirme
degerlerinin referans sonugtan farki, sapma ( % ) olarak Cizelge 9.19°da verilmektedir.
Cizelge 9.19°da yatay yer degistirmeler i¢in Referans (Fertis, D.G., 1999) sonuctan sapma %
0,94 iken diisey yer degistirmelerdeki referans sonuclardan sapma, Ac¢ik Runge Kutta
Yonteminde % 0,95, Momentler yonteminde % 1,70, Alt Bolge Kollokasyon Yonteminde
% 2,60, En Kiigiik Kareler Yonteminde % 4,40 ve Galerkin yonteminde % 17,83 olmaktadir.
Cizelge 8.3’ten, ¢ekmedeki elastiklik modiilii, basingtaki elastiklik modiiliine gore arttikca,
yer degistirme degerlerinin kiiglildiigi goriilmektedir. A¢ik Runge-Kutta, Momentler, Alt

Bolge Kollokasyon ve En Kiiciik Kareler yontemleri ile yapilan hesaplamalarda bulunan yer
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degistirme degerleri, birbirine olduk¢a yakin degerlerdir. Yalnizca Galerkin yonteminde bir

iki deger i¢in biiyiik sapma degerleri gézlemlenmektedir.

Cizelge 9.19 Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen dogrusal ¢ift modiillii konsol kiriste
farkli yontemlerle hesaplanan yer degistirme degerlerinin ¢ekme ve basingta ayni elastiklik
modiilii olmas1 durumu i¢in karsilastirilmasi.

o;=E;g(Basmg¢), o¢,=E;e(Cekme)
(Ebh*/12)=EI E,=tE; h=h;+h,, L=254m,P=1780 N, EI=516,54%10°Nm’
t 1
A (m) 461
Referans Deger*
6, (m) 13,4198
A (m) 4,65362
SAPMA (¢ 0.94
Acik Runge-Kutta Yontemi (%) >
6, (m) 13,2933
SAPMA (%) 0,95
A (m) 4,65362
APMA (%
Momentler Yontemi S (%) 0,94
9y (m) 13,1956
SAPMA (%) -1,70
A (m) 4,65362
K 4
Galerkin Yontemi SAPMA (%) 0,9
6, (m) 16,3313
SAPMA (%) 17,83
A (m) 4,65362
SAPMA (¢ 0.94
Alt Bolge Kollokasyon Yéntemi (%) :
6, (m) 13,0792
SAPMA (%) 2,60
A (m) 4,65362
APMA (° 0.94
En Kiiciik Kareler Yontemi S (%) s
8, (m) 12,8545
SAPMA (%) 4,40

8. boliimiin doérdiincii kisminda dogrusal ¢ift modiillii yayili yiiklii basit kirislerdeki yer
degistirmeler hesaplanmistir. Cizelge 8.4’te kirisin ortasindaki diisey yer degistirmeler ve
yatay yer degistirmeler verilmistir. Burada Acik-Runge-Kutta yontemiyle, 4 farkli x,yay
uzunlugu kabuliiyle hesaplamalar yapilmis ve Referans (Fertis, D.G., 1999) sonug ile t =1

icin ( cekmedeki ve basingtaki elastiklik modiiliiniin ayn1 olmast hali ) karsilastirilmistir.

* Fertis, D.G., 1999, “Nonlinear Mechanics Second Edition”, CRC Pres LLC,Boca Raton,Sayfa 92, Ornek 2.4.
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Referans (Fertis, D.G., 1999) degerler ile ozellikle x,=x+A kabuliiyle yapilan

hesaplamalarda ¢ok yakin sonuglar elde edilmistir. Mesela t = 1 i¢in Referans sonucta yatay

yer degistirme 11.1895 m iken x, =x+Akabuliiyle, A¢cik Runge Kutta yontemiyle

11,17879 m, kirisin ortasindaki diisey yer degistirme, referans sonugta 9,33831 m iken

X, = X + Akabuliiyle, A¢ik Runge Kutta yontemiyle 9,53132 m olarak hesaplanmustir.

Cizelge 8.4’e¢ bakildiginda, basingtaki elastiklik modiilii arttikca, yatay ve diisey yer

degistirmelerin azaldig1 goriilmektedir. x, = x + Akabulilyle, yapilan hesaplamalardan elde
edilen yer degistirme degerleri, diger 3 x, kabuliiyle bulunan yer degistirme biiytikliiklerine

gore daha kiigiiktiir.

En son olarak bilesik yiiklii dogrusal ¢ift modiillii konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler

hesaplanmustir. 4 farkli x, degeri icin yapilan yer degistirme hesaplar1 karsilagtirmali olarak
Cizelge 8.5’te verilmistir. Bu ¢izelge de t = 1 i¢in yapilan karsilastirmalarda tiim x,, kabulleri

icin olduk¢a yakin sonuglar bulundugu goriilmektedir. Cekmedeki elastiklik modiiliiniin

artmastyla yatay ve diisey yer degistirme degerleri azalmaktadir. 4 farkli x, degeri icin

yapilan yer degistirme hesaplar1 sonucunda tiim t degerleri i¢in yakin sonug¢lar bulunmustur.
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10. SONUCLAR

Bir ¢ok miihendislik alanlarinda kullanilan bir boyutlu tasiyici sistemlerde genel olarak
dogrusal teoriyi kullanmak biiyiik hatalara yol agmamaktadir. Gergekte ise elastik egrideki
egrilik ifadesi dogrusal olmadigi gibi malzemede dogrusal degildir. Bundan dolay1 biiytik yer
degistirme degerlerini hesaplamak i¢in dogrusal olmayan teori kullanilmalidir ve
hesaplamalarda malzemedeki dogrusal olmayan gerilme-sekil degistirme iliskisi de dikkate
alimmalidir. Eger malzeme dogrusal gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip olmadigi halde
dogrusal olarak kabul edilip yer degistirme hesaplamalar1 yapilirsa, calismadaki ornek
problemlerden goriilecegi gibi se¢ilen moment araliginda farklt moment degerleri icin yatay
yer degistirmelerde % 800, diisey yer degistirmelerde % 200’e varan biiyiik farkliliklara
neden olmaktadir. Asma kopriiler gibi yapilarda bu tiir dogrusallagtirmalarin yapilmasi

sakincalidir.

Bu caligmada, matematiksel giigliiklerin asilamadig1 durumlar diginda, hem geometrik hem de
malzemenin dogrusal olmama durumuna gore yer degistirme hesaplamalar1 yapilmstir.
Geometrik dogrusal olmama durumunun bile hesaplar1 yeterince karistirdigi diistiniiliirse,
malzemenin dogrusal olmama durumunun da eklenmesiyle yer degistirme hesaplamalar1 daha

da zorlagsmaktadir.

Serbest ucundan moment etkiyen konsol kirislerdeki yer degistirmeleri hesaplarken kullanilan
Momentler, Galerkin, Alt Bolge Kollokasyon, En Kiiclik Kareler ve Nokta Kollokasyon
yontemleriyle diisey yer degistirme ifadesi yaklasik y=ax’+bx* formunda yazilarak daha
basit bir denkleme doniistiiriilmektedir. Genelde yapilan calismalarda serbest u¢ noktadaki
diisey yer degistirmeleri veren ifadeler elde edilirken, bu c¢alismada yer degistirmeler,

y=ax’ +bx" formunda genel olarak ifade edilmistir.

Deneme fonksiyonu,y =ax” +bx* formunda segilirken, smir kosullarmi saglamas: yaninda,

sade ve basit olmasi, bilinmeyen sabit terim sayisinin az olmasi ve herkes tarafindan en ¢ok
bilinen polinom tipi olmas1 ve hesaplamalarda matematiksel kolaylik saglamasi, hususlar1 goz
ontline alinmistir. Siir kosullarini saglayan farkli deneme fonksiyonlari(iistel, carpim tipi,
trigonometrik) veya daha fazla terimli polinom tipi fonksiyon secilerekte hesaplamalar
yapilabilir. Ancak secilen fonksiyona bagl olarak, elde edilen denklemlerdeki karmagiklik,
kullanilan yontemlerden hesaplanmasi gereken sabit terimleri bulmay1 zorlastirmakta veya

imkansizlagtirmaktadir.
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Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi bir konsol kiriste, y=ax’+bx"

seklinde sinir sartlarint saglayan bir deneme fonksiyonu alarak, yatay ve diisey yer
degistirmeler hesaplandiginda, moment degeri arttik¢a, referans ( Lewis, G., Monosa, F.,
1982) sonuca gore, kullanilan  yoOntemlerdeki hassasiyetin azaldigi, biiylik moment
degerlerinde, yer degistirme hesaplarindaki sonuglarin dogrulugunun, yontemler arasinda
iyiden kotliye dogru sirasiyla, Acik Runge-Kutta, Momentler, Alt Bolge Kollokasyon, En
Kiiciik Kareler, Galerkin ve Nokta Kollokasyon yontemleriyle saglandigi sdylenebilmektedir.
Tim yontemlerde ilk i1i¢ moment  degeri i¢in hesaplanan diisey yer degistirme
biiytikliiklerinin referans ( Lewis, G., Monosa, F., 1982) sonugtan sapma degeri % 0,05
civarinda c¢ok kiiclik bir deger olmasi, kiigiik moment degerlerinde kullandigimiz sayisal

yontemlerin daha iyi sonug verdiginin gostergesidir.

Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme bagintisina
sahip konsol kirislerde, yer degistirmeler icin tekrar y =ax’+bx"seklinde smir sartlarim

saglayan bir deneme fonksiyonu alinarak, yapilan hesaplamalarda Ac¢ik Runge-Kutta,
Momentler, Alt Bolge Kollokasyon ve En Kiiciik Kareler yontemiyle uygun sonuglar elde
edilmis, Galerkin ve Nokta Kollokasyon yontemleriyle yapilan hesaplamalarda uygun
sonuglar elde edilememistir. Hesaplamalar i¢in gerekli olan ve Galerkin yontemiyle elde
edilen denklemlerdeki, agirlik fonksiyonlarina bagli olarak ortaya c¢ikan, iistel ifadelerin
derecelerinin biiytlikliigli ve Nokta Kollokasyon yonteminin, kendi yapisindan kaynaklanan
karmasik denklemlerdeki hassasiyet eksikligi, istenilen sonuglardan sapma gerekgeleri olarak
sOylenebilir. Daha farkli deneme ve agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak bu yontemlerle de

uygun sonuclar elde edilebilecegi diisiiniilmektedir.

Kullanilan yontemler ile yapilan hesaplamalar sonucunda diisey yer degistirme degeri,
yiney =ax” +bx" seklinde basit bir formda ifade edilebilmistir. Referans ( Lewis, G.,
Monosa, F., 1981) degerler ile karsilastiginda sonuglarin dogrulugunu en iyi veren yontemler
iyiden koétiiye dogru sirayla, Agik Runge-Kutta, Momentler, Alt Bolge Kollokasyon ve En

Kiigiik Kareler yontemleri olarak verilebilir. Momentler ydnteminde verilen aralikta,

n+l

boyutsuz biiyiikliigli arttik¢a artacak sekilde, diisey yer degistirmelerdeki sapma % 0,03

n

n+l

ile % 4,03 arasinda degismektedir. Yani <

arttikca Referans ( Lewis, G., Monosa, F., 1981)

n

sonuctan sapma artmaktadir. Alt Bolge Kollokasyon yonteminde ise Momentler yonteminin
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n+l

tersine, arttikca diisey yer degistirmelerde ki Referans ( Lewis, G., Monosa, F., 1981)

n

sonuctan sapma, azalarak % 3,66 ile % 1,37 arasinda degismektedir.

Uniform yayili yiiklii basit kiriglerde Fertis’in (Fertis, D.G., 1999) 4 farkli yaklasik x, yay

uzunlugu kabullerinden 3 tanesi i¢in yer degistirmeler hesaplanabilmis, trigonometrik terim

iceren dordiincii x, yay uzunlugu kabulii i¢in sonuglar elde edilememistir.

Yayili yuklii, Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iligkisine sahip basit kiriste

2n+1 1
boyutsuz biiyiikligii arttikga yer degistirmelerde artmakta, o =Be" ifadesindeki n

n

arttik¢a ise yer degistirmeler azalmaktadir. Ayrica n arttik¢a her xyay uzunlugu kabulii i¢in

hesaplanan yatay ve en biiyilk diisey yer degistirme biiyiikliikleri arasindaki farkta

azalmaktadir. Ornegin n = 5 igin tiim x,yay uzunlugu kabullerinde hesaplanan yatay ve orta

noktadaki diisey yer degistirmeler arasindaki sapma % 0 diizeyindedir.

Bilesik yiiklii, Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip konsol kirislerde biiyiik
yer degistirmelerin hesabr i¢in Fertis’in (Fertis, D.G., 1999) kullandig1 2 farkli x, yay

uzunlugu kabuliiyle uygulanan yontem, Referans’ta (Lee, K., 2002) kullanilan yontemden

daha sade ve daha kolay ve anlasilir bir ¢6ziim vermektedir.

Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip malzemelerden olusan kompozit
kiriglerdeki yer degistirme hesaplamalarinda kullanilan egrilik-moment esitligindeki {istel

ifadelerin derecesini kii¢iiltmek icin ( iistel ifadeler arttikca denklemin kokii olarak bulunan

1
egrilik degerlerinin de sayis1 artacaktir) n degeri (o =Bg™ ) uygun bir deger segilerek ¢oziim

yapilabilmistir. n'nin biiylikliigii arttikca dogru egrilik degerini bulmak zorlagsmaktadir.

Ayrica ¢ift malzemeli kompozit kirislerde, her iki parcanin Ludwick tipi, kiibik,logaritmik
veya her bir par¢anin farkli 6zellige sahip Ludwick tipi-kiibik, kiibik-Ludwick tipi, Ludwick
tipi-logaritmik, logaritmik-Ludwick tipi, kiibik-logaritmik, logaritmik-kiibik gibi gerilme-
sekil degistirme bagintilarina sahip olmalari durumunda, parcalarin kesitlerine de bagli olarak,

verilen moment araliginda, yer degistirme degerlerinde biiyiik farkliliklar olmaktadir.

Dogrusal ¢ift modiillii konsol kiriglerdeki yer degistirme degerlerinin hesabinda en iyi sonucu,
sirastyla Ag¢ik Runge-Kutta, Momentler, Alt Bolge Kollokasyon ve En Kiiciik Kareler

yontemleri vermektedir. Ayrica ¢ekmedeki elastiklik modiilii, basingtakii elastiklik modiiliine
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gore arttikca, yatay ve diisey yer degistirme degerlerinin kiigiildiigii goriilmektedir.

Yayil yiiklii, dogrusal ¢ift modiillii basit kiriglerde, Fertis’in (Fertis, D.G., 1999) 4 farkli
yaklasik x, yay uzunlugu kabulleriyle yapilan hesaplamalardan elde edilen, yatay ve diisey
yer degistirme degerleri i¢in en iyi sonug, X, =x+A kabulii yapildiginda bulunabilmektedir.
Ayrica basingtaki elastiklik modiilii, cekmedekine gore arttikca yatay ve diisey yer
degistirmeler kiigiilmektedir.

Bilesik yiiklii, dogrusal c¢ift modiilli konsol kirislerde 4 farkli x, kabuliiyle yapilan
hesaplamalarda, tiim x, kabulleri i¢in ¢ekmedeki elastiklik modiilii arttikca, yatay ve diisey
yer degistirmelerin azaldig1 goriilmektedir.

Daha karmasgik haller i¢in genel ¢oziimlerin degisik sayisal yontemler ( 6rnegin; sonlu farklar

yontemi gibi) kullanilarak bulunabilecegi diistintilmektedir.

Tezde Bernoulli-Euler kirisi ile ilgili ¢alismalar yapilmistir. Timoshenko ve diger kiris tipleri

icinde benzer ¢aligmalar yapilarak bu konu genisletilebilir.
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Ek 1 Tezde kullanilan yontemler ve matematiksel fonksiyonlar
Agirhikh Artiklar Yontemi

L(y(x))=f(x) VxeQ seklinde alinan esitlikte L, diferansiyel operator, x ise Q bdlgesinin

lizerinde alinan bir nokta olmak iizere, bolge iizerindeki hata fonksiyonu asagidaki gibi

yazilir:
£q(x) = L(y(x)) - f(x) (1)

Yaklasik ¢6zlim i¢in se¢ilen fonksiyonlar;
N

yn(X) = Z a,0,(x) (2)
i=1

olarak alabilir. a,, x’den bagimsiz sabit terimler, ¢,(x)ise tam bir fonksiyon (polinomlar,

trigonometrik fonksiyonlar gibi) ailesinin elamani olan baz fonksiyonlaridir.

Agirlikl artik fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

f [L(y(X)) - {x)]'¥ (x)da =0 3)

Q

Bolge noktalart icin W (x), agirlik fonksiyonlaridir. (3) denkleminde, (2) esitliginde verilen

yaklagik deneme fonksiyonu yerine yazildiginda, hatay1 bolge lizerinde yaymamizi saglayan

agirlikl artik fonksiyonu;

N
j [LQ2,0,(x) - {x)]¥ (x)da =0 4
Q i=1

olarak bulunur.

Yontemleri tanimlamak adina sectigimiz ornek diferansiyel denklem esitligi, asagidaki gibi

alinirsa;
y'(x) +y(x) =x (5)

verilen x = 0’da y(0) =0 ve x = 0’da y'(0) =0 smnir sartlarin1 saglayan, yaklasik deneme

fonksiyonunu;

y(x) = ax’+ bx* (6)
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seklinde secebiliriz.

(5)’deki 6rnek denklem i¢in (6) denklemi kullanildiginda hata fonksiyonu agagidaki gibi ifade

edilir:
£,(x) = 2ax + 4bx’ +ax’ +bx*-x (7)

Agirlikl artik fonksiyonu,

L
I(2ax +4bx’ +ax’ +bx* —x)¥(x)dx =0 (8)
0

seklinde yazilir.

Denklemin tanimli oldugu bdlge, x €[0,L] alinarak, agirlikli artik yontemleri, asagida

incelenmistir.
Nokta kollokasyon yontemi

Bu yontemde, hatay1 bolge {lizerinde secilen noktalar icin sifira esitlemek suretiyle, denklem
(5)’te verilen a ve b sabitleri hesaplanmaya calisilir. Bu yontemlerde denklem sayisi,
bilinmeyen sabit sayis1 kadar olmasi gerektiginden bolge iizerinde segilen noktalarin sayisi,

bilinmeyen sabit terimler kadar olmalidir.

x = L /2 ve x = L olarak secilen bolge tlizerindeki iki nokta i¢in, (7) denklemindeki hata

fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

L b’ al’ bL' L
go(x==—)=al+ +—+ -—==0 9
a( 2) 2 4 16 2 ©)
£,(x = L) =2alL+ 4bL’+ al’+ bL*- L= 0 (10)

(9) ve (10) denklemleri ¢oziildiigiinde (6) denklemindeki a ve b sabitleri bulunarak yaklasik

deneme fonksiyonu elde edilir.
Momentler yontemi

Bu yontemde, (8) denkleminde gosterilen agirlikli artik fonksiyonunda, bilinmeyen sayisina
bagli olarak, hatanin orijine gére momentleri, yani hata fonksiyonun agirlik fonksiyonlari
(1, x, X X . ) ile carpilmis hali, sifira esitlenerek elde edilen denklemler asagidaki gibi

yazilabilir:
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Hatanin sifirinc1 momenti;

L

j (2ax + 4bx® +ax’ +bx* —x)ldx =0 (11)
0

Hatanin birinci momenti;

L
[@ax+4bx’ +ax® +bx —x)xdx =0 (12)
0

(11) ve (12) denklemlerindeki integrasyon islemleri yapildiktan sonra elde edilen
denklemlerden a ve b sabit terimleri c¢ekilerek (6) denkleminde verilen yaklasik deneme

fonksiyonu bulunur.
Alt bolge kollokasyon yontemi

Bu yontemde hata fonksiyonu, bilinmeyen sayisina bagli olarak, bolge iizerinde alt bolgeler
i¢in sifirlanmaya c¢alisilir. Bu bolgelerdeki agirlik fonksiyonun siddeti de bir olarak alinir. Bu

aciklamalar 15181nda (8) denklemindeki agirliklr artik fonksiyonu;

(2ax + 4bx® + ax> +bx* —x)ldx=0 (13)

O 0 |

(2ax + 4bx® +ax’> +bx*—x)ldx=0 (14)

N | [ ey

seklinde yazilabilir. (13) ve (14) denklemlerindeki integrasyonlar yapilip, ¢ikan ifadelerden a
ve b sabit terimleri elde edildikten sonra (6) denklemindeki yaklasik deneme fonksiyonu

bulunur.
Galerkin yontemi

Galerkin yonteminde, agirlik fonksiyonlari olarak baz fonksiyonlari se¢ilir. (6) denklemindeki
yaklagik deneme fonksiyonunda bulunan x* ve x* baz fonksiyonlari, (8) denkleminde
kullanilarak, hata bolge iizerinde integre edildiginde asagidaki esitlikler elde edilir:

L

j(2ax +4bx’ +ax® +bx* —x)x’dx =0 (15)

0
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L
I(Zax +4bx® +ax® +bx*—x)x*dx=0 (16)
0

(15) ve (16) denklemlerindeki integrasyon sonucunda ¢ikan ifadelerden, ¢ekilebilecek olan a

ve b sabitleri, (6) denklemindeki yaklasik deneme fonksiyonunun bulunmasini saglar.
En kiiciik kareler yontemi
Bu yontemde;

I [e,(X)]’dx ifadesi minimum yapilmaya calisilir. a; (i = 1,2,3...) degerleri x’den bagimsiz

sabitler olmak tizere asagidaki ifadeler yazilabilir:

aiai Jlea(or a0 =0 (17)
2160 (0] [z (O1(x) = 0 (18)

ai[sQ (x)] ifadeleri agirlik fonksiyonlar1 olduguna gore (5) esitligindeki 6rnek denklem igin
a.

1

agirlik fonksiyonlar1 asagidaki gibi alinir:

%l gy 4 x° (19)
oa

08a(X) _ 434 o (20)
&b

(19) ve (20) agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak (8) denklemi asagidaki gibi yazilir:

L

I(Zax+4bx3 +ax® +bx*—x)(2x+x*)dx =0 (21)
0

L

j (2ax + 4bx® +ax’ +bx* —x)(4x’+x*)dx =0 (22)
0

Yukaridaki iki denklemi kullanarak a ve b sabit terimleri, dolayisiyla (6) denkleminde verilen

yaklagik deneme fonksiyonunu bulunur.
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Newton Yontemi

Newton yontemi, genellikle yaklasik kok bulmak i¢in kullanilan bir metottur. f(x)=0
seklinde verilen bir fonksiyonun kokiinii bulmak i¢in, x,, yaklasik baslangi¢ degeri, €, adim
aralig1 olmak tizere f(x) fonksiyonunda x = x,+ ¢ yazilmak suretiyle, f(x,+ €) ifadesi Taylor

serisine acgilarak asagidaki gibi yazilir:

f(x,te) = f(x0)+f'(x0)8+%f"(x0)82+... (23)
Esitligin sag tarafindaki ilk iki terimi alirsak, (23) denklemi yaklasik olarak;

fix,te) = f(x,)+f(x,)e (24)
seklindedir.

f(x,* €) = 0 olarak alindifinda ¢ = ¢ olur ve asagidaki gibi yazilir:

., 1)
f(x,)

(25)

Daha sonra benzer islem x, =x,+ ¢, i¢in yapilir. Bu islem yakinsaklik saglanincaya kadar

siirdiiriiliir. Bu islemler i¢in asagidaki genel tanimlamalar yapilabilir:

_ fix,)
T ) 20
_ . fix,)
X, =X, f’(X“) 27)

(27) ifadesi Newton yontemi ile kok bulma isleminin en genel halidir.
Simpson’n Ucte Bir Kurah

Simpson’in iigte bir kurali en ¢ok belirli integrallerin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak igin

kullanilir.
b
&= jf(x)dx (28)

(28) denklemindeki gibi alinan bir integral, a ve b sinirlar1 arasinda Sekil 1’deki gibi n esit

parcaya ayrilmistir.
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y
/ y =)
_—]
/ ]
Yo| Y1 Y2 | V3 Yn-1 Yn
X
a A b

Sekil 1 y = f(x) fonksiyonunun grafigi.

YosYisYase-sYay»Y, degerleri, f(x) fonksiyonu iizerinde alinan noktalarin ordinatlaridir. A

ise bu noktalarin, apsis ekseni tlizerindeki izdlisiimleri arasindaki es uzakliktir.

(29)

Buna gore A, (29) denkleminde yazildigi gibi alindiginda, (28) esitligi asagidaki gibi

bulanabilir:
b A
[0 =2 (yy +4y, +2y; +4ys 42, +4Y,0 +,) (30)
Eger n =10 olarak alinirsa (30) denklemi asagidaki gibi yazilir:
‘ b-a
If(x)dx = T(YO +4y, +2y, +4y; +2y, +4y5 + 2y, +4y; + 2y +4y, +¥y0) (31)

Runge-Kutta Yontemi

Runge-Kutta Yontemi, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziim yontemi olarak kullanilan en
yaygin metotlardan biridir. Yiiksek mertebeden Runge-Kutta yontemiyle ¢oziim elde etmek
hicte kolay bir is degildir. Zorluklardan bir tanesi gegerli kosullar1 saglayan katsayilarin
bulunmasidir. Denklemin lineer olmamasi, tek bir ¢éziimiiniin bulunmamasi, deneysel ve
basitlestirici bir ¢ok kabuliin yapilmak zorunda kalmmasi diger zorluklardir. Ornegin on
ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemini kullanarak bir diferansiyel denklemin ¢oziimiinii

yapmak i¢in saglanmasi gereken 7813 kosul vardir.
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Dordiincii mertebeden klasik Runge-Kutta yontemi

En ¢ok kullanilan Runge-Kutta metotlarindan biridir. Asagidaki gibi tanimlanan bir baglangi¢

deger probleminde bu yontem izah edilebilir:
y' =1(x,y) (32)
¥(X0) =Y, (33)

Bu problem i¢in, h adim aralig1 olmak {izere, 4. mertebeden Runge-Kutta yontemi agagidaki

gibi verilir:

Yur1™ Yn+%(k1+2k2 +2k,+k,) (34)
(34) denkleminde;
k1: f(Xn >Yn) (35)
h h
k,= f(Xn+5,yn+§k1) (36)
h h
k,=f(x, +—,y. +—k 37
;= fix, RO 2) (37)
k4: f(Xn+h7Yn +hk3) (38)

olarak yazilabilir.

Buradan ¢ikarilacak sonuca gore, bir sonraki y . degeri, o anki y, degerine h araliginin

biiyiikliigii ile tahmini egimin carpimiin eklenmesiyle elde edilir. Bu egim, egimlerin

agirlikli ortalamasidir.
k,, araligin baslangicindaki egimdir. k,, aralifin orta noktasindaki egimdir. Bu egim, Euler
yontemi kullanilarak y’nin xn+% noktasindaki degerinden elde edilir. k,, yine orta

noktadaki egimdir. Ama bu sefer y degeri k,egiminden elde edilir. k,, araligin sonundaki

egimdir ve y degeri k, egimi kullanilarak bulunur.
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(%9, ¥9)

M(Xpt1) = ¥(Xy)
(%1,¥1)

Sekil 2 Runge-Kutta yontemi i¢in kullanilan bazi parametrelerin grafik gésterimi.
Acik(Explicit) Runge-Kutta Yontemi
Acik Runge-Kutta Yontemi, 4. Mertebeden Runge-Kutta yonteminin asagida gosterildigi gibi

genellestirilmesidir.

Yor1 — Y +hzbiki (39

i=1

(39) denklemindeki s, basamak sayisidir. k, degerleri ise asagidaki gibidir:

k= f(x,.y,) (40)
k,=f(x,tc,h,y, +a, hk)) (41)
k,= f(x,+c;h,y, +a, hk +a,,hk,) (42)
k,=f(x,+c.h,y, +a hk +a,hk,+.+a  hk ) (43)

a; (1<j<i<sigin), b;(i=1,2,...si¢in), ¢, (1 =2,3,...s i¢in) olarak belirtilen katsayilar, Runge-

Kutta tablosu olarak bilinen tarzda diizenlenerek asagidaki gibi gosterilebilir:
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Cizelge 1 Runge-Kutta katsay1 tablosu.

C2 a1

C3 a3 asx

Cs as1 a2 ... A5 s-1

by by ... bsr b

1=2,3,...s i¢in, asagidaki kabul yapilabilir:

1

-1
a,;=c, (44)
j=l

Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

I'(z) = th'le"dt (45)

D(zt1)= [te'dt (46)
0

z > 0 olarak alindiginda;

[(z+1) = j tretdt = [-t%e' ] +z j t“le'dt = zI'(2) (47)
0 0

z, pozitif tamsay1 olarak alindiginda,
I'(z+1)= z! (48)

olacaktir. Asagida bir kag tane, 6rnek Gamma fonksiyon degeri verilmistir:
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r(é) ~2,67894

1
rz)=vr
2
2
I'=)=1,35412
3
Hipergeometrik Fonksiyon

Hipergeometrik fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir:

,Fl[a,b;c;z] = i%% (49)

¢, negatif tamsayr degilse, z’nin modiilii 1’den kii¢iik |z|<101dugunda ve |z|:1 iken

R[c-a-b] > 0 ise (49) denklemi yakinsar.

(49) denklemindeki (a), Pochhammer semboliidiir.

(@), =L _arn). @) (50)

I'(a)

Asagida bir kag tane, 6rnek hipergeometrik fonksiyon degeri verilmistir:

2Fl[l,l;l;z]zi

,F1[1,2;1;z] = ! 5
(1-2)
_In(1-2)

JFI[1,1;2;z] =
Z
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Ek 2 Euler-Bernoulli egrilik ifadesi ile ilgili tanimlamalar.

vs)
} ‘q
m/
>
A 4
4
o
>
A
_> ‘__
«
v
>

p M
dy
v
y
l P dx
A X
y ——
T N y +dy
m;
ds
m2 W
dy
dy

togy =~ — 1

gy = (1)
dy

&Sy 2

oY (2)
pdy = ds 3)
ds® = dx’+dy” 4)

2 2 2
ds” dx +dy (5)

dx?  dx? dx’
2 2
(&) () ©
dx dx

—=(1+(y))? 0
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Yukaridaki 1,2 ve 3 nolu denklemlerden «, egrilik ifadesi asagidaki gibi yazilir:

- 1 _ dy _ d(arctgy)) (8)
p ds ds

Yukaridaki ifadenin sag tarafi, j_x ile ¢arpilirsa asagidaki gibi diizenlenebilir:

X

d(arctgy’) y dx _ d(arctgy”) y dx ©)
ds dx dx ds

Yukaridaki en son denklemdeki tiirev islemi yapildiginda;

d(arctgy) vy (10)

dx (1+(y")?)
bulunur.

7,8,9,10 numarali denklemler kullanildiginda Euler-Bernoulli egrilik ifadesi asagidaki gibi

bulunur:

"

SO A (11)

(1+()*)?
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Ek 3 Ludwick tipi gerilme-sekil degistirme iliskisine sahip dikdortgen kesitli Kkirislerde,
egrilik-moment iliskisinin tanimlanmasi.

«— = —»

«— h—>

Yukaridaki sekilde verilen genisligi b, yiiksekligi h olan dikdortgen kesitte M, momenti

etkisinde asagidaki esitlikler yazilabilir.

oydA=M

'
ro | o —to | =

dA = bdy
£=Ky

Yukaridaki denklemde &, birim sekil degistirme, «, egriliktir.

Ludwick tipi malzeme icin gerilme-sekil degistirme iliskisi asagidaki gibidir:

1
c=Begn

B ve n malzeme 6zelliklerine bagl biiytikliiklerdir.

(1)-(4) denklemleri kullanilirsa, asagidaki ifade yazilabilir.

1

B (ky)"ybdy =M

'
ro | o —t | =

(1

)
3)

(4)

)

Yukaridaki integrasyon yapilip, her iki tarafin “n” inci kuvveti alinirsa, egrilik asagidaki

gibidir:

ol i n n n ni.ni. 2ntlpn
ds  n"b"h™'B 2" (1+2n)

n

olarak almmustir.
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