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ONSOZ

Bu calismamin giris kisminda bu konuyla daha o6nce ilgilenmig olan matematikgilerin
aragtirmalanindan bahsedilmis ve gerekli baz1 6nbilgiler verilmisgtir.

Ikinci kisminda, R™ deki ombilik noktast bulunmayan ve minimal olmayan bir hiperyiizeyin
Bonnet hiperyiizeyi olmast igin gerek ve yeter sart bulunmugtur.

Ugiincii kisimda, sonsuz sayida izometri kabul eden yani biikiilebilen Bonnet hiperyiizeyleri
incelenmis ve bu hiperyiizeylerin ortalama egriligi koruyarak kendi iizerine izometrik olarak
tasvir edilebildigi gorillmiigtiir.

Dérdiincii kisimda, her bir biikiilebilir Bonnet hiperyiizeyinin belirlenebilmesi igin birinci ve
ikinci esas form ve Gauss denklemi hesaplanmigtir.

Besinci kisimda ise, elde edilen sonuglar toplu olarak verilmigtir.

Caligmalanim sirasinda benden yardimini esirgemeyen sayin hocam
Prof. Dr. Ziya Soyugok’ a tegekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, her zaman beni destekleyen aileme ve bana yardimci olan tiim arkadaglarima tegekkiir
ederim.



OZET
R™! deki Bonnet hiperyiizeylerinin, yani ortalama egrilik korunarak izometrik olarak tasvir
edilebilen hiperyiizeylerin belirlenmesi problemi ele alinmugtir.

Bir hiperyiizey tizerinde A-gebekesi adi1 verilen ortogonal koordinat sistemiyle olugturulmus
bir sebeke tamimlanmigtir. ™" de ombilik noktas: bulunmayan ve minimal olmayan bir
hiperylizeyin Bonnet hiperyiizeyi olmas: i¢in gerek ve yeter kosul olarak bir A-sebekesine
sahip olmas: gerektigi kamtlanmigtir.

Ayrica ortalama egrilik korunarak biikilebilir hiperyiizeyler, yani birden fazla izometri kabul
eden Bonnet hiperylizeyleri incelenmistir. Biikiilebilir Bonnet hiperyiizeylerinin kendi
tizerlerine biikiilebildigi gosterilmis ve bu hiperyiizeyler tam olarak belirlenmistir. Belirlenen
bu hiperyiizey ailesi iginde birbirlerine biikiilebilenler de saptanmistir. Boylece R™ deki
biikiilebilir Bonnet hiperyiizeylerinin sonlu sayida oldugu goriilmiistiir ve tiimii belirlenmigtir.

Anahtar kelimeler: Bonnet hiperyiizeyi, yandas, Bonnet eZrisi, A-gebekesi, izometri,
biikiilebilir Bonnet hiperyiizeyi.



ABSTRACT

It is studied the problem of determining the Bonnet hypersurfaces in R™", that is the
hypersurfaces which can be isometrically maped preserving the mean curvature.

It is described a special orthogonal net which is called A-net on a hypersurface. It is proved
that a non-minimal hypersurface in R™ with no umbilical points is a Bonnet hypersurface if
and only if it has an A-net.

Moreover, it is considered isometric deformations of hypersurfaces preserving mean
curvature, namely Bonnet hypersurfaces that have more than one A-net. It is shown that they
can be deformable over themselves and these hypersurfaces are completely determined. Also,
each other deformable hypersurfaces are pointed out in this determined hypersurface family.
Thus, it is shown that deformable Bonnet hypersurfaces in R™ are finity number and they
are all determined.

Keywords: Bonnet hypersurface, associate, isometry, Bonnet curve, A-net, deformable
Bonnet hypersurface.
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1. GIRiS

3-boyutlu Oklit uzayindaki yiizeylerin ortalama egriligi koruyan bir izometri kabul etmesi
problemi veya daha ozel olarak izometrik deformasyonlart problemi birgok matematikgi
tarafindan ele alinmigtir. Bu konuda ilk galiganlardan Bonnet (Bonnet, 1867), her iki problem
hakkinda 6nemli sonuglar elde etmistir. Bonnet bir yiizeyin ortalama egrilik korunarak
izometrik olarak tasvir edilebilmesi probleminin genel halde ¢oziilebilir olmadifina isaret
ettikten sonra, sabit ortalama egrilikli biitiin yiizeylerin birbirlerine izometrik olarak tasvir
edilebildiklerini, ortalama egriligi sabit olmayanlarin da dénel yizeye bikilebilen
Weingarten yiizeyleri oldugunu géstermigtir. Cartan (Cartan, 1942), diferansiyel formlarin bir
uygulamasi olarak problemi ele almig, olduk¢a uzun hesaplardan sonra s6z konusu donel
ylizeye bukiilebilen Weingarten yiizeylerini siniflandirmig ve her bir sinifta bekienenin aksine

sonlu sayida yiizey oldugunu géstermigtir.

Son yillarda problem tekrar ele alinmigtir. Chern (Chern, 1985), diferansiyel formlar:
kullanarak ortalama egriligi koruyan izometrik deformasyon igin bir karakterizasyon elde
etmistir. Bu konuda birgok caligmast olan Roussos, (Roussos, 1999) Chern’in yoéntemini
kullanarak, genel hal, yani ortalama egriligi koruyan izometri i¢in bir karakterizasyon
vermisgtir. Problemle ilgili olarak Voss’un (Voss, 1993) 6énemli ¢aligmasi, Bobenko ve
Either’in (Bobenko ve Either, 1998), Kenmotsu'nun (Kenmotsu, 1994), Colares ve
Kenmotsu’ nun (Colares ve Kenmotsu, 1989), Roussos’un (Roussos, 1987), Xiuxiong ve
Chia-Kuei’nin (Xiuxiong ve Chia-Kuei, 1989) ve Kokubu’nun (Kokubu, 1992) makaleleri de
probleme katkidar yapmustir. Kokubu, R™ de ortalama egriligi koruyan bir deformasyon
kabul eden bir hiperyiizeyin yani biikiilebilen bir Bonnet hiperyiizeyin
a) Minimal hiperyiizey ,
b) M?,R’de biikiilebilir Bonnet yiizeyi olmak iizere M *>xR"? silindirinin acik bir par¢ast,
¢©) N, §° debiikiilebilir Bonnet yiizeyi ve CN, R* de N iizerinde bir koni olmak iizere
CNxR"™ silindirinin agik bir parcast
d) (a), (b) ve (c) nin karisim1 olan bir hiperyiizey oldugunu gostermistir.

Daha sonra Soyugok (Soyugok, 1995) Bonnet yiizeylerinin yani yukarida (b) de soz edilen
M? yuzeylerinin belirlenmesi problemini incelemis ve bir yiizeyin Bonnet yiizeyi olmast igin
ylizeyin 6zel bir izotermal parametreli sisteme sahip olmasinin gerek ve yeter kosul oldugunu

gostermistir. Ayrica, Cartan’in uzun ve zor hesaplamalarla elde ettigi sonuglari, bunun bir



uygulamas: olarak elde etmig ve Cartdn tarafindan belirlenen siniflarda nigin sonlu sayida

yuzey oldugunu geometrik olarak agiklamigtir.

Soyugok bagka bir caliymasinda (Soyugok, 1996) R*deki Bonnet hiperyiizeylerinin
belirlenmesi problemini incelemis ve bu hiperyizeylerin bityikliklerini elde etmis ve 3—
boyutlu bir hiperytizeyin Bonnet hiperyiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun 6zel bir

ortogonal sebekeye sahip olmasi gerektigini gostermigtir.

Bu galigmada R™ deki biikiilebilen Bonnet hiperytizeylerini belirleme problemi ele alinmug
ve tam olarak ¢ozilmustir. Ayrica, bir hiperylizeyin bir Bonnet hiperyiizeyi olmast igin
gerek ve yeter kosulun A-gebekesi adi verilen 6zel bir ortogonal gsebekeye sahip olmasi

gerektigi gosterilmigtir.

1.1 On Bilgiler
M , bir C® manifold olsun. M nin her bir noktasindaki teget uzay iizerinde pozitif-definit
bir i¢ ¢arpim tammli ise M manifolduna Rjemann manifoldu , dejenere olmayan bir ig ¢arpim

tanimlanmis ise pseudo Riemann manifoldu denir. Pseudo Riemann manifoldu tizerinde y (M),
C® simifindan vektor alanlarinin kiimesini , C*(M,R), M den R ye giden C* smfindan
fonksiyonlarin kiimesini gostermek iizere,

D:xy(M) x y(M)—> x(M), D(X,Y)= D] seklinde tammlt D fonksiyonu igin
Vf,g€C*(M,R), VX, Y,Zecy(M), VpeM

(V) Dg.or = fD; +8D;

(@) DY = X(f)Y + D

@) Dy -Df =[xY]

@ X,<Y,Z>=<D3,Z>,+<Y,Di>,

ozellikleri saglaniyorsa, D ye Rjemann Konneksiyonu denir (Hicks, 1965).

M ve M', Riemann manifoldlari ve f:M — M’ bir déniisiim olsun. f bire bir ve iizerine,

f ve f71 C” siufindanise f ye M den M’ ye bir difeomorfizim denir (Hicks, 1965).

f:M —>M' Riemann manifoldlart arasinda C® sinifindan bir doniisim olsun.



T VX, YeT, (M), peM igin < X,Y >=< f.X, f.¥ > oluyorsa, f ye bir izometridenir. f bir
izometri ve difeomorfizim ise f ye izometrif, tasvirdenir. Bu durumda M , M’ ye izometriktir

denir (Hicks, 1965).

M, R™ in bir hiperyiizeyi , D, R™ in konneksiyonu ve N birim normal vektor alani
olmak iizere, her peM ve X eT,(M) iin L:T,(M)—>T,(M), L(X)= DY ile tammlt

lineer doniigiime gek#l operatoric denir (Hicks, 1965).

Ortalama egriligi koruyan bir izometri kabul eden R® de bir yiizeye Bonnet yizeyi ya da 3-
yizeyi denir. R™' de boyle bir izometri kabul eden hiperyiizeye Bonnet hiperyizeyi ya da ®-
fiiperyiizeyi denir (Soyugok, 1996).

Iki Bonnet yiizeyi veya iki Bonnet hiperyiizeyi ayni ortalama egrilife sahip ise bu iki yiizey
veya hiperyiizey birbirine yandagtrr denir. Birbirine yandag iki hiperyiizeyin birisinin
tizerindeki egrilik gizgileri diger hiperyiizey tizerinde ortogonal bir sebekeye kargilik gelir.
Bu ortogonal sebekelere B-sebekeferi ve her bir sebekenin egrilerine @onnet egrileri ya da 8-
egrileri denir (Soyugok, 1995).

Ortalama egrilik korunarak birden fazla izometri kabul eden Bonnet hiperyiizeylerine
bukjilebifir Bonnet hiperyizeyiya da bikjilebilir B-fiperyizeyi denir (Soyugok, 1996).



2. TEMEL TEOREM

M veM', R™ de n-boyutlu, minimal olmayan yandas hiperyiizeyler olsun. Buna gore, sekil
operatorlerinin ranklar ayni ve 3 den az olur (Kokubu, 1992).

fe..e,,...e,} M nin, {e,e,..e,} M nin yerel ortonormal gat: alamm gostersin. Burada
e,,e,,....,e, asal vektorler olup bunlara kars1 gelen %, 0, %, #0, k,,...k, asal egrilikleri
icin k #k,, k; =k, =..=0 dwr. Aynca karsihkli noktalardaki M ve M’ niin sekil
operatérlerinin null uzaylar1 aynidir. Buna gore,

spanfe, e, }= spanfe]. e’ }

spanfe,,e,,....e, }=span{e;,¢,....¢. }

olur (Kokubu, 1992).

M', M ye yandag hiperyiizey oldugundan, M’ niin 1. ve 2. egrilik ¢izgileri M {zerinde C,

ve C, ortogonal egrilerine kargilik gelir. C, ve C, ye M nin Bonnet egrileri denir.

M nin Bonnet egrileri ile egrilik gizgilerinin agiortaylarnin birim teget vektorlerini E, ve
E, ile gosterelim. M nin ortonormal gat1 alani olarak {E, ,E, E, =e,,....E, =e,} alnabilir.

Ayni zamanda M’ niin ortonormal gat1 alam olarak {E,,E, ,E;,... E,} seilebilir.

Sekil 2.1 Bonnet egrilerinin teget vektorleri

M nin L sekil operatorii bu gat1 alanina gore



(k,(1+cos8) +k,(1— cosd) (k, —k,)sin @ 0 .. 0)
(k, —k,)sin 6 k,(1-cosO) +k,(1+cosf) O .. 0
L=l 0 0 0 .. 0
2
K 0 0 0 cee O) (2.1)

olarak yazilabilir. Burada 8, e, ve e, arasindaki agidir, Sekil 2.1.

e, ile E, arasindaki ag1 ——z— oldugundan, M’ niin gekil operatoriiniin matris temsili, L de 6

yerine —@ alinarak (Soyugok, 1996),

(k,(1+cos8) +k,(1-cosd) —(k, —k,)sin@ 0 .. 0)
. —(k,—k,)sind k,(1-cos@)+k,(1+cosf) 0 ... O
L'== 0 0 0 .. O
2
seklinde yazilabilir.

Bu ¢aligmada indislerin degerleri

1<i,j,k,...<2
3<p,qr,.<n
1<4,B,C,..<n

seklinde segilecektir.

2.1 Codazzi Denklemleri

M hiperyiizeyinin Codazzi denklemleri, D, M iizerindeki Riemann konneksiyonu olmak

uzere
(Df?,, )EB = (DELB )EA
dir (Kobayashi ve Nomizu, 1963). Bu denklemlerin agik ifadesini elde etmek igin 6nce

Kk +Ek, )
2

K = {1+ 00s6) + Iy (1-cosO)}= H + JeosO =k, H = 0



b=k
2 (2.3)

K :%{kl(l——cos0)+k2(1+cost9)}=H—Jcos¢9 =k J=

K =k =—;—(k1 _k,)sin@ =Jsin@ =1

tanimlarini yapalim. Bu tammlara gére, M’ hiperyiizeyi sdz konusu oldugunda ¢ yerine —¢
yazmak yeterli olacaktir. Diger ifadeler ayn1 kalacaktir. Bu taktirde (2.1)

(K} kK 0o .. 0)
K K2 0 .. 0

L={0 0 0 .. 0 (2.4)
L0 0 0 .. 0

seklini alir. Dolayisyla,
L(E) = kijEj 2.5)
L(E,)=0 2.6)

olur.

Simdi
(05 )E, =g, JE,
Codazzi denklemlerini ele alalim. Bu denklemlerin daha agik ifadesi,
L(E;) A E y Y
DE: ! _Dng) _L(DE: )+L(D§,)_O ()

dir.

Ote yandan, w” konneksiyon formlarini gdstermek iizere,

Dg': = Wg (EA )EC (28)

dir (Hicks, 1965). Buna gére (2.5), (2.6) ve (2.8) kullanilarak, (2.7) den

DY" —DER _L(wi(E)E,)+ LW/ (E))E,)=0 =



E,(k))E, +k;Dg —E,(k})E, —k;Dg —w{(E,)L(E,)+w/(E)L(E,) =0 =
E,(k)E, +kw! (E)E, —E,(k))E, —kjw{(E,)E, —w,(E)L(E)+w/(E)L(E,)=0

elde edilir.

E.E,,. E, vektorleri dogrusal bagimsiz oldugundan, bitiin £, vektorlerinin katsayilari
sifir olmalidir. Buna gore, E, den,
Ex(k;) +k;w;(Ei)_Ej(kii) _kilwzi(Ej)—kliw;(Ei) + kziw:(Ej) =0 =
E (k) + (k] —k))wi(E,) = E (k) + 2k/w}(E))
ve E, den,
kwl(E)—kwl(E)=0 =
k;wlp (£)= kizwlp (E;)
bulunur. Benzer gekilde,
(DIIE, )Ep = (DII;:,, )Ei =
D, — Dy — D% )+ L(DEE; )=0 =
KE 4 A
~DE" — LWi(E)E, )+ Lw/ (E,)E,)=0 =
—E,(k))E, ~k/ Dy —wy(E)L(E,)+w{(E,)L(E,)=0 =
- Ep (kij )Ej - kijw; (Ep )EA - wlp (Ei )L(Ez) + w: (Ep )L(EI ) =0 =
—E, (k) )E, ~k/w}(E,)E, —k'w,(E)E,, + k/'w;(E )E, =0
dir.

E,, den,
—El,(ki’")—kfw;."(Ep)—k,"‘w;(E,.)-rk,"‘wf(Ep):0 =
E, (k") + K wr(E,) = kMWl (E,) - W, (E)}

E, den,

~kwl(E,)=0 =

klw?(E,))=0

ve E, dan



~kwiE,)=0 = -
k/wi(E,)=0

bulunur. Devam edilerek,

(0., =0 ), =

D2 D - pf: Jo 1o )0 =
—LWA(E)E, )+ LW (E)E,)=0 =
—wi(E)(E)+wy(EDL(E,)=0 =
—wo(E)L(E)+w,(E))L(E)=0 =
—kjw(E,)E, +k;w,(E,)E, =0

dir. E,den

kwi(E,)=kw,(E,)

bulunur.

Boylece M hiperyiizeyinin Codazzi denklemleri,
E, (k) + (k! — kW (E,) = E, (k) + 2k} w' (E,)
kiwl(E)=kiwf(E,)

E, (k") +kw"(E,) =k Wi(E,) - W' (E)}
klwi(E,)=0

kiwi(E,)=0

kW (E,) = k' (E,)

veya (2.3) geregince

E, (k) +(k - kYwy (E,) = E,(t) + 2w (E,)

E (k) +(k - W (E,) = E,(f) + 2w (E,)

Fw? (E,) —kw? (E,) = tlw? (E,) - w? (B,)]

E, &)+ (E,) = tw?(E,) - w? ()]

E, @)+ (E,) = kW (E,) - w2 (E)|- Wi (E,)

E, @)+ w*(E,) = Kwi(E,) - w' (E,)|-bwi(E,)

2.9)



L E,(0)+kw(B,) = owi(E,) - WL (E,)]
! (E,) = —tw! (E,)

Wi (E,)=-wi(E,)

w?(E,)=-w?(E,)

K (E,) - wy(E,)|= w2 (E,) ~w2(E,)|
()~ w2E)|= vl E) - wi(E,)|

olarak bulunur,

M’ niin Codazzi denklemlerini bulmak i¢in, yukanidaki denklemierde sadece ¢ yerine —¢
yazmak yeterlidir. M hiperyiizeyinin Codazzi denklemlerinin bu sekilde yazildig:

diisiintiliirse, asagidaki sonuglar elde edilir:
kwi{(E,)=-twi(E,)

kwi(E,)=tw](E,)

den

wf(Ep) :w{(Ep) =0,

kwi(E,) =-twi(E )
kwi(E,)=wi(E,)
den

Wi(E,)=wi(E,)=0

kw? (E,) - kw? (E,) = tlw? (E,) - w? (&)
kw? (E,)— w? (E,) = —fw? (E,) - w? (E,)]
den

Ztl.w: (Ez) - wlp(El )I: 0 =

t#0, wi(E,)=w,(E)=T,,

E, (k) +w(E,) = awi(E,) - W\ (E,)|

E, (k) +w(E,) = —l2wi(E,) - w' (E,)]

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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den

wlp(Ez) = ZW;(EP),

E,(k)+kw' (E) = 12w? (E,) - w(E))
E,(k)+ k) (E) = —tw?(E,) - w? ()|
den

wh(E,) = 2w (E,) = ~2w}(E,)

ve dolayistyla (2.13) den

w,(E,) =-wi(E;) =2w;(E,),

E,(O)+tw) (E,) = kW) (B,) - w2 (E)|- kwi(E,)
—E, ()=, (E,) = k[ (E,) - wi(E) |- b (B,)
den

ibe? (E,)-wi(E)]|- b (E,) =0,

(2.14) kullanilarak

—kw! (E,) ] (E,)=0 =

Hw(E,)=0

ve

Hw;(EZ) = 0:

E, (k)+kw' (E,) = tow? (E,) - w* (E,)]
E,(k)+kw' (E) = —tow?(E,) - w? (E))
den

E,(k)+kw, (E)=0,

ve (2.12) kullamlarak

E,(k)+kT, =0,

E, (k) +kw(E,) = tawl(E,) - w! (E,)]

E, (k) +kw?(E,) = —twi(E,) - w' (E,)]

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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den
E,(k)+kwi(E,)=0,
(2.12) geregince

E (k)+kT, =0,

E,(0)+ w3 (E,) = kwy (E,) - wL ()]~ kwl(E,)
~E, () ~w(E,) = kWi (E,) - WL (E,)|- kw}(E,)
ve (2.12) den,

E,(0)+(T, = kWl (E,)-w\ (E,)|-wl(E,)
—E,(0)~ 1T, = kWi (E,) - w! (E,)|- b (E,)

ve dolayistyla

E, (t)+1T, =0,

E, (k) +(k—k)wy(E,) = E,(0) + 2w} (E,)
E, (k) +(k ~ Wy (E,) = ~E, (0) - 2tw? (E, )
den

E,(k)+(k—k)wi(E)=0

ve

h=w}(E,)

tanimu yapilarak

E,(k)+(k-k)h=0,

E (k) +(k —kyw!(E,) = E, () + 2w, (E,)
E (k) +(k —kyw;(E,) = —E,() - 2w, (E,)
den
E (k) +k -kWX(E,) =0
Ve
h=w(E,)
tanimu yapilarak
E(k)+(k—-k)h =0,

(2.16)

(2.17)
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E, (k) + (k- k)w,(E)) = E (0) + 2tw{ (E,)
E, () +(k - KW} (E,) = —E, (6) - 22 (E,)
den

E @) +2w}(E))=0

ve (2.17) geregince

E (@) +2th =0,

E, (k) +(k —kyw! (E,) = E,(t) + 2w}, (E,)
E (k) +(k — kWX (E,) = —E,(t) - 2w} (E,)
den

E,@)+2w)(E)=0

ve (2.16) geregince

E,(t)+2th=0

bulunur.

Yukarida bulunan denklemler toplu olarak ifade edilirse,
wi(E,)=w;(E,)=0

wi(E,) =wi(E,)=0

w;(Ez) = w;(El) =T,

WL (E,) =—w(E,) = 2w} (E,)

Hw,(E,)=0

E, (k)+kT,=0

E,(k)+kT, =0 (2.18)
E, )+, =0

E,(k)+(k—k)n=0

E (k) +(k—-kh =0

E({t)+2th =0

E,()+2th=0

h=wy(E), h=w(E,)
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elde edilir.

H # 0 varsaydigimizdan (2.14) ve (2.15) denklemleri,
wo(E,)=w,(E)=w,(E,)=0 (2.19)

seklini alir.

Boylece k,k,t ve w2(E,)=w.(E)=T,, h=wy(E,) ve h=w(E,)seklinde tammlanan
T,,h ve h fonksiyonlarinin saglanmasi gereken Codazzi denklemleri

E (K)+kT,=0

E,(k)+kT,=0

E )+, =0

E,(k)+(k—k)h=0 (2.20)
E(k)+(k~k)h=0

E()+2th =0

E,t)+2th=0

olarak elde edilir.

2.2 Gauss Denklemleri

M hiperyiizeyinin Gauss denklemleri,

D, (D% )-D, (DE)-Df . | =< L(Ey), B¢ > L(E )~ < (E ), Ec > L(E;)

dir (Kobayashi ve Nomizu, 1963). Simdi vektorlerin gesitli kombinasyonlan i¢in bu
denklemlerin agik seklini ele alalim ve sonuglarda yukandaki denklemleri kullanalim.

1) D, (D5 )-D, (DE)-DE =< L(E,),E, > L(E,)~ < L(E\),E, > L(E,) =

(E)E, (B )E4 — 7 ]
Dy _ p ~ Dyl =< B+ REy, By >, +1E, }

— <kE, +1E, E, > {E, +kE,} =

E Wt E))E, +wi(E,)DE - E,wi(E)E, —wi (E)DE — i (E,) - wi (E,)}DE
1\ e )jEy 1 e ) g 2 W Wy ) )y 1 \Eq Mg, 2 U 1 L ) g,
=kE, +1’E, - ktE, —kkE, =

E, (wlA (E, ))EA + wlA (E, )Wff (E)E, - E, (wlA (£, ))EA - wlA (£, )wﬁ (E)E,
W)~ W EWE (EDE, = (¢~ KOE,
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elde edilir.

Bitiin £, vektorlerinin katsayilan sifir olmalidir. Boylece, E, nin katsayisindan

E, (W2 (E,) )+ wi(E,)W2 (B,) - E, w2 (E,)) - wi (E,)w’ (E,)
—w;(El)wlz(EA) + wlA(E2)w12(EA) =’ -k >

E()+E,(i)+ > T2 + B +h* =1 —kkc

=3

bulunur.

2) D (DB )-D, (DB )-DE .1 =< L(E,), E, > L(E,)~ < I(E,), E, > L(E,) =

W (By)E, _ Wi (B)E, _ & _ I
Dyt pri e D{ng&%@)}ﬁ —<tE1+kE2,E2>{kEl+tE2}

— < KE, +1E,,E, > {E, +kE,} =

EWi(E,)E, +wi (E,)DE — E,(wi (B))E, —wi(F)DE —Yoi (B)—wi(E)DE
=kkE, +ktE, —t’E, ~ktE, =

E(wi(E))E, +wi(E,) W (E)E, — E,(wi(E)E, —wi(E,)W: (E,)E,

— i)~ wi () WE(E,)E, = (1),

dir.

E, in katsayisindan

E(W(E,))+ wi )W (E) — B, (Wh(E,)) - wi(E W' (E,) — wi (E)WL(E,)
+ Wi (EWi(E ) =kk —t* =

—E (W) - E,() -3 T? —h* —F* =k ~£*

p=3

bulunur. Bu da yukarnidaki ile ayn1 sonucu verir.

3) D, (D5 )- D, D2 )- D 1) =< L(E).E, > L(E,)- < L(E,),E, > I(E,) =
W; 'pI=A R
D@ _ pEEE_Lyd(E Y- whENDE =0 =

E,(wi(E))E, +wi(E)IDE —EWi(E,)E, ~wi(E,)DE — i (E,) - w(E)DE =
-

E,WiE)E, +wiE )W (E,)E, — E Wi (E,)E, ~wi(E, Wi (E)E,

~ W E,) - W E )W (EDE, =0
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dir.

E, in katsayisindan

E, Wy (E))+wiEIWL(E,) - E (wi(E,))-wi(E, W, (E)
— WA, WL(E,) + W (B W (E,) =0

yazilabilir. (2.18) sisteminin 1. , 3. ve sonuncu denklemleri kullanilarak, bu son denklemden
E,(h)+Th=0

bulunur.

4) D, (D )-Dy, (DB )-DE 1) =< L(E,),E, > L(E,)- < L(E,),E, > (E,) =
D5 s Yyl (E,) -~ wi(E,)DE =0 =

E, (W (E))E, +wi(E)DE —E,(w{ (E,))E, —wi(E,)DE —{wi(E,)~wi(5,)}D5 =0
e 3

E, (Wi (BB, +wi (B Wi (E,E, — E, Wi (E,)E, ~wi(E, W (E,)E,
~i(E,) Wi E) W (E,DE, =0
dir.

E, nin katsayisindan

E, (w2 (E,))+wl (E,)w (E,) — B, (E,))-wi(E, Wi(E,)
~WAE, W2 (E, )+ wh (E,)WH(E,) =0

yazilabilir. Bu denklemden, (2.18) sisteminin 1. , 3. ve sonuncu denklemleri kullanilarak,
E, (h)+T,h =0

bulunur.

S) D, (ng )—DEI (ng )_ D[]?EZ,EI] =0 =

D% — D (B, ) - wiE)Df: =0 =
E,wiE)E, +wi(E)DE ~E Wi (E,))E, ~wi(E,)DE
B, - WAEI W (EDE, =0 =

E, (W: (£ ))EA + w: (E)w,(E 2VEp — E, (W: (£, ))EA - W;i (£, wi(E, )E,
- wlA (£ ? )wf (EDE; + w: (E, )w: (E)Ez =0
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dir.

E, in katsayisindan

E, LB+ wiEIWAE,) - (Wl (E,))-w! (&, W, (5, ) - wi(E, W' (E,)
+w, (Ew,(E,)=0

yazilabilir. Bu denklemden, (2.18) in 3. denklemi kullanilarak,
E,(I)-wi(E)T, +T,T, =0

bulunur.

6 1, (D7 )- D, (DF)- D =0 =
D™ — Dl () - wi (E)}Dy; =0 =

E Wi (E,))E, +wi(E,)DE - B,(wi(E))E, ~wi(B)DE ~{wi(B)~wi (E,)DE =
-

EWAE)E, +wi(E) W (EE, - E,(Ww (E))E, —w' (E,W:(E,)E,
- W; (£, )Wﬁ (EA )EB + wlA (Ez )Wﬁ (EA )E; =0

dir.

E, nin katsayisindan

E (W2 (B))+ wi (B, W2 (B,) ~ E,(W(B))~wi (E)W(E,) —wi (B )W (E,)
+w (E,)w,(E,)=0

yazilabilir. Bu denklemden, (2.18) in 3. ve 13. denklemleri ve (2.19) kullanilarak,
E(T,)-Th-wi(E),+T,h =0 =

E(T,)-wi(E)T, =0

bulunur.

E, in katsayisindan

E WL (E))+w (B, W, (E,) - E, (W' (E,))-w’ (B, )W\ (E,)
- w; (&, )wlp(‘EA )+ wlA (E, )w; (E)=0

Ey(T,)~T,h—wi(E,)T, +T,h =0

E,(T,)-wi(E,)T, =0



17

elde edilir.

7 Dy, (DF )- D, (DE )-Df; 0 =0 =

D;:‘(Eq)EA _DYEE _ nE .
P q

E (e ytcm e, =0

E, Wi EN)E, +w! E D ~ Wi E)E, ~wiE)DE ~ i (B,)-wi(E,))py; =0
-

E, WA EDE, +w! (E W E,)E, —E, W (E,)E, —w(E, W (E,)E,
- Wﬁ (Eq )wf (EE; + w; (E 7 )Wf (E)E; =0

dir.

E, nin katsayisindan

E, Wi E )+ wiE wiE,) - E, Wi (E,))-whE, W, (E,)-w E v, (E,)
+w;(Ep)w;'(EA) =0

yazilabilir. Bu denklemden, (2.18) in 1. ve 2. denklemleri kullanilarak,

E,(Wi(E))+w! (B )W (E,) - E,(Wi(E,))-wi(E, )W (E,)~w' (E, wi(E,)
+w! (B, W (E,) =0

bulunur.

Diger Gauss denklemlerinden de yukaridaki sonuglar elde edilir, yeni denklem elde edilmez.
Boylece yukarida bulunan Gauss Denklemleri toplu olarak ifade edilirse,

E(h)+E,(h+Y.T2 +h* +h* =1* —kk
=3

E,(W)+T,h=0

E,(h)+T,h =0

E,(T,)-w (E,+T,T,=0 2.21)
E(T,)-wi(E)T, =0

E(T,)—wi(E,)T, =0

E, (Wi (E,))+w! E, W (E,) - E, W (E,))-wi(E, W (E,)-w' (E, W (E,)
+wi(E,Wi(E,) =0

elde edilir.
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2.3 Yap: Denklemieri
{w‘,wz,...,w”}, {E,,E,,..E, }nin dual gati alam olsun. Bu takdirde, (2.18) ve (2.19)
kullanilarak,

w, =hw' —hw?
1 1
w,=T,w
2 _ 2
w,=T,w

wi =wi(E )w"

elde edilir. Buna gore,

aw" = -wl Aw’

yapt denklemlerinden

aw' =—wi AW’ =—w, AW —w, AW? =

aw' =—hw' AW’ =T, w' Aw?

aw® =-wi aw’ =—wl AW —wiAw? =

dw? = hw' Aw? —prz Aw?

aw? = —wiaw’ =—wl Aw' —wiAw® —wiaw? =
dw? = —wi(E W' Aw?

bulunur. Yapi denklemleri toplu olarak ifade edilirse
aw' =—hw' Aw? =T, w' Aw?

aw® = hw' Aw? —T,w* Aw? A (2.22)
dw? = -wi(E ) w" Aw?

yazilabilir.

Simdi bir f fonksiyonunun {w’,wz,...,w"} dual cati alamna gore df = f,w*
diferansiyelini gz oniine alalim. d” f = 0 ifadesinde (2.22) denklemleri kullanilirsa,

df AW’ + fdw' =0 >

df, Aw' + fiaw' +df, nw? + frdw? +df, Aw? + fdw? =0 =

(fuwl + fi,w? +f1pw")/\wl +f1(—hw1 Aw? =T, w! /\w”)+ (fmw‘ + fruw? +f2pw‘”)/\w2

+f2(l7w1 Aw? —T,w? /\w”)+ (/"IlwI + f W’ +fqu”)/\ w? +fq(—w;’,(EA)wA /\w”)=0
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olur. Buradan, (2.18) in 2. denklemine gore w/(E,) = w](E ) = 0 olmasi nedeniyle,

C Lo =Wt S e WA AW+ b iy =T fot Fp = f Wi B AW?

by =T o+ S = S EI W AW? {f, — £,y + fWIHE,) = I (E) " Aw? =0
bulunur. Buradan da

—f, —hf, + f,, +hf, =0

—Jip T h+ S =Wy (E)=0

—~fop ~ TS + oo — [ WI(E,) =0 (2.23)
Jor =S+ W E) - fwi(E,)=0

uygunluk denklemleri elde edilir.

(2.20)in 6. ve 7. denklemleri,

(infe]), =27 , (in}]), = 25 (2.24)
seklinde yazilabilir. Béylece (2.23) nin 1. denklemi kullanilirsa,

~fo —Hf, + ), +hf, =0 >

~(=2h), —(-2h)h+(-2h), +(2Wh =0 =

2h, —2h ~2hh +2hh=0 =

b =h, (2.25)
elde edilir.

2.4 Yeni Koordinatlar

g,; birinci esas formun katsayilan olmak izere w* formlan (x',x”,.,x") yerel
koordinatlarin uygun sisteminde,

w* = /g dx* (A datoplam yok)

seklinde yazilabilir (Chern, Bryant, Gardner, Goldschmidt ve Griffiths, 1991). Buna gore,

wi= g &' >
dw =g, ) dct ndx® =

dw* =g, ), d¢' ndet +([g,, ) naet + (g, ), dx" At

yazilabilir.
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Simdi (2.22) in 3.denklemini

aw® =—wi(E w* Aw? =—wi(E,)\/8 1,8, %" Ndx?
dw? =-wi(E\)\8,8 ' Ndx® —Wi(E,)\[8,8 ,,d¢" ndx? —wi(E,)\g,8,,d Adx?
W (E,)\8 ;8 X" Nlx”

seklinde yazalim.

dw? nun iki ifadesinden

(\/éz )xx =0, wi(k)=0 (2.26)
(@; ) =0, wi(E,)=0 (2.27)
Wwi(E,) =wi(E,) 2.28)
VEw), =1 E e g, =

(in /., )x,, =WiE g, (2.29)
elde edilir.

(2.28), (2.23) 1in sonuncu denkleminde kullanilirsa,
Sor =1 (2.30)

bulunur.

Ote yandan,
df = waA = fA \/gAAdxA

diferansiyeli, f nin

df: q‘ dxA:fodxA

ot
adi diferansiyeli ile kargilagtirilirsa
1 J
fo=—tog =t @31)
84 84

bulunur. Buna gore,

oo (L)t 10 W),
pr \/gi" \/g: < \/g,,,,g,, \/gpp ‘/gppg”
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fo=tee Te o o)

Ve EmEn

olur. Benzer gekilde f,, hesaplamir ve f, . = f, , oldugu goz 6niine alinrsa, (2.30) dan

.o g,), =10z, ). @32)

elde edilir. Omegin, f=x>, p=3 ve r>3 segilirse, f s =1, f, =0 olacagindan, (2.32)

den (,/ £ )x, =0, r #3 bulunur. Dolayisiyla

(\/5 ) =0, p=#r (2.33)
yazabiliriz. O halde

8p =" (x7)

dir. Bu sonugla, (2.32) bir 6zdeglige déniisiir ve (2.29) dan

wi(E,)=0 (234)
elde edilir. Boylece,

w,(E,)=wi(E,)=0

wi(E,)=0 =

wi(E,)=0

ve dolayisiyla

w ﬁ (E,))E, =0

olur. Buradan da

Dy =0 (2.35)
elde edilir.

W (E,) =wi(E,) =0

wo(E,)=w/(E,)=0

wi(E,)=w/(E,)

oldugundan

Dy =Dy (2.36)
bulunur.

(2.35) den dolay1 Dg’:g' =0 dir.
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ng:g; :D,f: +Dy + Dy + Dy
oldugundan, (2.35) ve (2.36) kullanilarak,
Dg =0 =
wi(E,)E, =0 =
w/(E,)=0

elde edilir.

Boylece, (2.21) in 7. denklemi bir 6zdeslige donisiir.
w! = /g, dx' geregince

' =g ) na' + (g ). a7 n e

dir. (2.22) nin 1. denklemi de

aw' = _h(w/gugzz )dxl ndx® —Tp(‘\’gllgpp )dxl ndx?

seklinde yazilabildiginden, boylece

h_(JgT)xz _( &n )x2 :(mJg)z

h \/gugzz \/gzz

R,
? ‘\,gllgpp

bulunur. Benzer sekilde

dv* =gz ), ' nae +([g, ), e nae
aw® :/7(\/811822 )dxl ndx® —Tp(\/gzzgpp )dx2 Adx?

den,

7 (@)ﬂ (ln gzz)x1 :(1“\/:‘)’—2:)1

818 n &
T = ( 8x )x"

\fgzzgpy
elde edilir.

h,
h, = —= oldugundan, (2.38) den
81

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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o]

yazilabilir. Buradan da

o), ()l
v8u8x» &u8xn

olur. Benzer sekilde, (2.40) goz 6niine alinarak,

) W),

)
vV8€u&» Eu8xn

bulunur. (2.25) e gore A, = A, oldugundan, boylece

(m &] =0
& x'x?

elde edilir. Buradan

(mﬁj =4AG") >
PS

Exn

n&l = 4"+ B(x?) =

22

1l _ <) ,BGH)
&

a3

gy _ _&»
2
eA(x‘) e—B(x )

=>

e’ =a(x'), € =b(x*) denirse

&u _ 8»
a(x')  b(x*)
elde edilir.
Simdi

X = j,/a(x‘)dxl, = Nb(xz) P, ¥ = [{er ()"

olgek doniisimiiyle x',%”,...,x" koordinatlarina gegelim. Buna gore,

xkooxto_
81 = 5t g7
den (Matsusima, 1972)

(2.42)
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&~ a(xI )Z,
gy =bx 2 g2
elde edilir ve (2.42) kullanilarak

g, =8x»
bulunur.
x? ex? _

o = Ge7 aer 70

den

c’f(x*)y=c*(xP)g,, =

&p =1

bulunur. Boylece, koordinatlari tekrar x',x*,.... x" ile gostererek
81=8n, 8pp=1

elde ederiz. Buna gore (2.39) ve (2.41) denT’, nin ifadesi,

W) Wea),

bulunur.

Artik (2.26) ve (2.27) den (2.21) denklemlerinin 5. ve 6. denklemleri
E(T,)=0

E,(T,)=0

seklinde yazilabilir. O halde T, x' ve x* ye bagh degildir.

(2.37) den dolay1 (2.21) in 4. denklemi
Ep(Tq) +T,T, =0

seklini alir. Denklem p =g igin

E (T,)+(T,)* =0

olur. Burada iki hal s6z konusudur: A) 7, =0 hali, B) T, # 0 hali.

A) T, =0 hali

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.20) nin ilk 3 denklemi ve (2.21) in 2. ve 3. denklemi geregince k,k,t,h ve h temel
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fonksiyonlart x°,x*,...,x" ye bagli olmaz. Bunlar sadece x' ve x* nin fonksiyonlar: olurlar.

Bu takdirde, R"™' deki Bonnet hiperyiizeylerini belirleme problemi tamamiyle R* deki
Bonnet yiizeylerini belirleme problemine indirgenir. Bu inceleme de (Soyugok, 1995)
tarafindan yapilmig bulunmaktadir.

Bu halde Bonnet hiperyiizeyleri tabam R® deki Bonnet yiizeyleri olan silindirlerden ibarettir.

B) 7, #0 hali.
Bu halde (2.45) denkleminin ¢dziimiinden

T =
o xPte

s @=o(,.,x" x™x") (2.46)

ve dolayisiyla
1

Z; = > W:W(x3,"'>xq_l:xq+lr"axn)
x"+y
ve
lnTp =—In(x? + @) , In7T, =~In(x? + y) 247
elde edilir.

Ep(Tq)+ T,T,=0

denklemi

(ln I, )xp =-T,

seklinde yazilabilir. (2.46) ve (2.47) den, p # g igin

1
x+q

(In(x* +y)),, = =

Vo 1
xX+y xT+o

-

x*+oy, =x"+y

bulunur. §imdi iki yanin x? ye gore tiirevini alahm, p#q. @_, =0 oldugundan
v+ +oy,, =y, =

" +oW,,.,=0 =

Voo =0

bulunur. Buna gére y, y" ler sabit olmak tizere
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=9 by Ty 4 y"x"
formundadir.Buradan
1
1 +y .y x"
elde edilir.Burada

B:ﬂ_B 4:ﬂ_4 n:ﬂn
ﬂq’ 4 ﬂQ""’y ﬂq

alinirsa

T =

q

v

B (2.48)

T B o+ x4+ P

bulunur. Bu sonugla (2.44)

Weu)  pr

g, B+ .+px
10 g ), =ln(sx + .+ prxm),
seklini alir. Buradan
JEu=(BF +..+ B WEG 22) =
gu =(B’x +..+ x") &', x*)
elde edilir. (2.43) den dolay1 da
g1 =8, =B’ +..+B"x")EK xP) (2.49)

bulunur.

Bu sonuglarla (2.21) Gauss denklemlerinin 2. si ve 3. sii saglamr. Gergekten, (2.43) uyarinca,
(2.21) in 2. denklemi
(nh). +7,=0
seklinde yazilabilir. (2.38) ve (2.49) a gore
ek
B’x +..+ X
oldugundan

(ink),, = (B +..+ px"), =- _—T,

++ﬂ

dir. Boylece denklem saglanir. 3. Gauss denkleminin de saglandig1 ayn1 sekilde gosterilir.



27

(2.20) nin 3. denklemi (2.39) ve (2.43) geregi -
Ejf+Tt=0 =

o Wau).

¢ 81

seklini alir. Coziimden
1 2

A xh)
g

=

A(x', x?)
Tt B WE

bulunur.

(2.50)

(2.24) ve (2.38) ¢ gore
(inlf), =—2n =—2ln g1,

dir. (2.49) ve (2.50) uyarmnca

oz ), =€), ve (nle]), = il 4]}, ~n E),
oldugundan, boylece

(o] 4, = o), =

(| 4y, =0

elde edilir. Benzer sekilde, (2.24) ve (2.40) dan

(n] ]}, = 2fn &),

yazilabilir. Buradan da

(] 41z, =0

elde edilir. Boylece bulunan({n| 4|yZ ), =0 ve {in] 4]4/), =0 dan
AJE =C ;C =sabit

bulunur. Boylece (2.50) den
_ C
(B°% +..+ f"x")E
elde edilir.

(2.51)

Ote yandan, (2.48) uyarinca (2.20) nin 1. denklemi
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ok BPk
+ =0
x? (B +..+p"x")

k(83 + ..+ prxm} =0
seklinde yazilabilir. Buradan,

KB+ +p'x")=¥(x'x*) =

=

1 2
- e.r) 2.52)
(B'x +...+4"x")
bulunur. (2.20) nin 2. denkleminden de, benzer gekilde
k(B3 +.. + ") =F(x',x*) =
EYTTON 2
P Y(x,x") (2.53)
(B°%° +...+ f"x")
elde edilir.
Simdi H ortalama egriligini hesaplayalim. (2.3) geregince, H = b ;kz _k ;k

oldugundan, (2.52) ve (2.53) kullanilarak
_ H(,x?)
(B°X +..+ %)
yazilabilir. Buradaki #(x', x?)

P(x',x*)+P(x', x?)

H(x', x*) =
( ) >

seklinde tanimlanmugtir.

2t .
oldugundan tan@ = —— vazilabilir.
sing &Y PR

Ote yandan, (2.3) e gore k—k =2Jcosf , J =
Burada (2.51), (2.52) ve (2.53) kullamlirsa

6 2C

£GP, x7) - F(x',x)y

elde edilir. O halde
0=0(x',x*)
dir.
Simdi de J yi hesaplayalim:
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_k-k
2cosd

P ) - P, xY)
2cos0(B3x® +..+ f"x")

bulunur. Buradan
IR{CRIER{NS

1 2
e, x7) 2cosf

tanimyla
I, x*)
(B’ +..+ B"x™)

yazilabilir.

Elde edilen sonuglar toplu olarak ifade edilirse,

- Y(x',x*) = Y(x',x?)
(BB T (B .+ B
(2.54)
— }[(xlax2) J: j(xlaxz) gze(xl x2)
B ..+ %) B +..+p"x") ’
bulunur.

Yukaridaki sonuglardan, (2.20) Codazzi denklemlerinden sadece 4. ve 5. sini, (2.21) Gauss
denklemlerinden de sadece 1. sini incelememiz gerektigi ortaya ¢ikar. Ciinkii diger biitiin
denklemler saglanmaktadir. Simdi geri kalan ii¢ denklemi ele alalim.

(2.20) nin 4. denklemi (2.3) ve (2.38) geregince
(H +J cosf), +2J cosin g, ), =0 =

(H +J cosf), +Jcosf(ng,, ), =0 =

(H +J cosb) , +Jcost9(lngu)xz =0

seklinde ve dolayisiyla
H_,+J,cos60—(Jsinb)0 , +Jcosl9(lngu)xz =0

seklinde yazilabilir. Bu denklem de, (2.54) ve (2.49) kullanilirsa

H, +3, cos~(Isin6)8,, +ycose%’= 0
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seklini alir. Iki yan sin @ ile arpilirsa
i, sin @ ——]Hx, +7. cos@sin 8 + (J cos’ 0)6 . +jcos@siné’fli;‘_f—z =0
bulunur.
Ote yandan, ¢ = Jsin @ ifadesinde, ¢ nin (2.51) ve J nin (2.54) deki ifadesi kullanilarak
C _ J
(B’x +.. .+ " (% +..+ B x")

_ C
gsinf

sinfd =

elde edilir. Bu ifadeyi yukarida yerine yazalim:

I sin0—J0. +J . cosOsin@ +(Jcos’ 0)0 .

-C infd —-C, 0)6 . i =
+f]cos03in49{( J s sin 7 (cos6)b_ stmg}zo

7%sin?6 C
H . sin@—7J6 , + 7, cosOsinf +(Jcos’ 6)8 , — J . cosfsinf —(Jcos’6)0, =0 =

H,sin-30, =0 =

j{xz gxz
7 = y (2.55)
bulunur.

Yukanida (2.20) nin 4. denklemi i¢in yaptifimiz iglemleri (2.20) nin 5. denklemi igin

tekrarlayalim.

(H - J cosd), — 27 coslin /g, ) =0 =
(H -Jcos), —JcosB(ing,,), =0 =
(H - Jcosf) , —JcosB(Ing,,),. =0
seklinde ve dolayisiyla

H,-J, cosf+(Jsin0)d, —JcosO(Ingy), =0



31

seklinde yazilabilir. Bu denklem de, (2.49) ve (2.54) kullanilirsa
: $a
H,—J,cos0+(Jsin )0, ~]cost9?: 0
seklini alir. Iki yan sin @ ile carpilirsa
. . 2 . éxl _
H,sinf+90, — 9, cosOsin & —(Jcos” )6, —]cosHsmHST =0

bulunur. Bu denklemde

E= ¢ erine yazilirsa
Jsing oY

H,sinb+360, -7, cosHsinB—(:Icosze)ﬁx1

— JcosOsind —CJ . sin@—C7(cos0)d, ) 7sin O o =
g*sin? @ C

H,sinf+ 36, -7, cosfsin6 —(Jcos’ 6)0 +J, cosfsinf +(Jcos’ 9)0, =0 =
H,smf+30, =0 =

H,snb=-36, =

H 17
79 = i:g (2.56)
bulunur.

Simdi de (2.21) deki 1. Gauss denklemini ele alalim. % ve % nin (2.38) ve (2.40) ile verilen
ifadesinde (2.49) kullanilirsa,

h= b
- 3.3 n.nyg£3/2
208°x +...+ B"x"Y

Ve

i ¢,
2B%x +...+ Brx")EY

bulunur. Bunlarla birlikte (2.48) ve (2.54) i (2.21) in 1. denkleminde kullanalim.
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) [ 1
o’ [2(ﬂ3x3 +...+ﬁ”x")§3/2J(ﬂ3x3 tot B E
L0 £, 1

'\ 2% +..+ BrxEP ) (BP% .+ i) E
2.8 €.}

p=3

" B’ +..+ px") " Apx+..+ prx"yE
. €.f I At
AP+ + prx"YE (B .+ Bx")
=
(6.1 8(&\1 & o, €) €,
&52[53/2]\/2+5x1k53/2l/§+2§(ﬂ ) + 253 + 253 _2(-7 ?{) =

(ngtxlé _3(6,3 )2)\/5 1

(2,6 -3, WE 1 n
AT B A W
+(i§32+(5"’3) =2 -r’)

-

&on 3. o 36,

z 2 (gxl)z (§2)2 2 2
2 ? =209 -9
& e e B e =)
-

ffxzngs(fxz) +§§xt,g;3(§xl) +22":(ﬂp)2:2(72_7{2) =

é{anf)xw +W),, 2y (B =27 -3%) =

é{(lnf) a8, 2B (B =2 - 5?) (2.57)

bulunur,

Buna gore, kendiliginden saglananlar diginda kalan iki Codazzi denklemi (2.55) ve (2.56),
Gauss denklemi de (2.57) den ibarettir.

Simdi &, ile gosterecegimiz ikinci esas formun katsayilarim ele alahm. (x’,x”,...,x") yerel



33

koordinatlar oldugundan, herhangi bir nokta civarinda «{ 6)651 s aiz Jeees ai”} dogal bazi ve?)una
dual olan {dxl,dxz,...,dx”} bazi vardir (Chen, Chern ve Lam, 1999). Simdi

o 0
o' ox”

{EI I DR O }bazmdan { } bazina gegis yapalim. Bunun igin

a—l— = anEl + a21E2 +...+ anlE”

?3;7 = alel +022E2 +...+ Q"ZE"

0
ox"

=a,kE +a,FE, +. . +a,E,

ifadelerindeki a ,, leri hesaplamaliy1z.

w* = /g, dx" geregince

W”(afgj=\/g7 A(afg)= &ss

dir. Buna gore, w* lan yukanidaki ilk ifadeye uygularsak

0
Wl(g) =4, =&

wz(é) =a, =0

.......................

bulunur. O halde
0

§= gnk

dir. Diger ifadelerden benzer sonuglar bulunur ve dolayisiyla

o
= JEE. (2.58)
elde edilir.

Ote yandan, ikinci esas formun katsayilan

0 0
b =Ny o
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ifadesiyle verilir (Csikos, 1998). Buna gore

0 0
b, =< L(ax' J, pw >

dir. (2.58) uyarinca

1o ,_ 12
Jon o' & Jgn o
yazilabilir. (2.3), (2.4) ve (2.5) den
L(E)=FkE, +1E,

E._.

yazilabilecegini biliyoruz. Burada £, E, nin yukandaki ifadeleri kullamlirsa

L[aJ:ka gu , 0
') g, e

bulunur. Dolayisiyla

5 gn 0 5
’gzz axZ 2 axl
0 0 \/gn 0 0
bll:k< 12 4.1 7 AL
' a' T Jg, o éx
bulunur. Burada

0

b, =< k

EnE .8 E >=8, <E,E >=g,

ve
0
< g{ ’ &T >=< \J8nEy 81 E >= 808y <EE >=0
ifadeleri yerine yazilirsa,
b, =g,k

elde edilir. b, icin de
b, —<L( 61), 0 > =
o' ) ox?
6 gu 0 0

\/—g,_; axz’ axz

b, =k o a>+“g“t<a 0

- < 3 H >
12 axl ax2 J_g; axZ axz
yazilabilir. Burada (2.60) ve

b, <k =

(2.59)

(2.60)
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0 J
<6x2 . — >=< ,/ nE N8 E, >=8, <E, E,>=g,

kullanilarak

by, = 818!

bulunur. Devam edilirse,

0 0
blq =< L(@),gx—q—> =
b, =<2 N8, 0 O

:kaa\/gaa

b <=, s>
“ o't g, o’ axf
ifadesinde

6 0

<6_xl,§>:< guEl,ngqEq >= ,/gugqq <E,E,>=0
0 0

<ax—2,—5x—q>=< 1/g22E2,1/gquq >= {gngqq <E,,E, >=0

kullaniimast sonucunda

b, =0

elde edilir.

Simdi de b,, yi elde edelim.

b,, =< L(aiz ), aiz >

dir.
()

1 1 ax
yerine yazilirsa,

Vg 0 0 - 0 0
b22= 221 l’axz +k<¥,6x2
81

dir. (2.60) ve (2.61) den.
b, =8 22/?

2.61)

(2.62)

(2.63)
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bulunur.

ifadesinde (2.62) ve (2.63) tin kullamlmasi sonucunda da
b,, =0

bulunur.
Son olarak b, yu elde edelim.

b, :<L( 0 ),i>
ox? J ox?

L(E,)=0 , L( 0 ):o

6xF
oldugundan,
by, =0

bulunur.

Boylece ikinci esas formun katsayilart

b,=g,k, b, =J8u8nt, by zgn/? > blq :b2q =b
seklinde elde edilir.

Sifir olmayan katsayilar, (2.49) ve (2.51) uyarinca

n n C
b, = \/gugzzt:(ﬂSx3 +..+B"x )25

(B°x* +..+ B"x"E
b, =(f°x*+..+ B"x")C
ve (2.3) de (2.54) kullanilarak

(3 + Jcosb)

b, =% +..+ p"x") lj]sine
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(9 — JcosB)

b, =(f’x>+..+ f"x") |]|sin0

seklinde yazilabilir.

b, lerin yukandaki ifadesinde 6lgek doniisimityle C =e=sgn Jolmas: saglanabilir. Buna

gore,

£= C _sgnj _ 1
Jsind Jsind |j|sin6

olur. Bu, (2.57) Gauss denkleminde yerine yazilirsa,
|7sin 6tn|7|sin6) ,, + (nlg|sin) .. }-24(B*)* +...+ (B")* }=2(or* - 57) (2.64)
elde edilir.

Simdi M B-hiperyiizeyinin temel bityiikliiklerini toplu olarak ifade edelim:

1
19|sin 6

8n = 8» :(,B3x3 +..+ B"x")?

ng :glq=g2q=gpq=0 3 gpp:]'

H + JcosbH)

b, =% +..+ ﬂ"x")( Jsin6 (2.65)

b, = (ﬂ3x3 +.“+’an,,)—_(7{—].0089)
|7|sin &
b, =e(B’c +...+ p"x")

b,=b,,=b,=0

M’ yandas hiperyiizeyi igin bu biyiikliikler ise, M ve M’ niin sekil operatorlerinin matris
temsilleri goz Gniine alindiginda

1
|7]sin 6

81 =8n =%+ 4+ X"V E=(fx* +...+ f"x")’

14 6 a I3 f ! [ 4
8 =< —5 >=< 8 EL8nE, >=4g,8% <ELE,>=0

Ex-"axz
81y =82 = 8p =0
g =1

(9 + JcosB)

bl'l = g;]k = (ﬁ3x3 +...+ﬂ"x”) I]Isin@
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B, = gk = (BP% +..4 pram) L= T 0080)

|j|sm9
b, =—\g,,gnt =B’ +. .+ px")C=—e (%’ +..+ f"x")
bl’q =b;q =b;q =0

olarak bulunur.

O halde M ve M' niin b, ve b, digindaki biitiin temel biyiiklikleri aymdir. 5, ve &),

arasinda da b/, = —b,, bagntis1 vardir, yani bunlar da igaret farkiyla egittir.

Tamm Eger bir x',x?,...,x" ortogonal koordinat sisteminde temel biiyiikliikler, 87 ler sabit
olmak iizere
€1=8n, &p=1, b,=e(P’F+.+p"x"), b, ,=b,=b,=0

seklinde ise, bu ortogonal koordinat sistemiyle olusturulan sebekeye A-sebekesi denir.
Boylece asagidaki teorem elde edilir:

Temel Teorem R™ de ombilik noktast bulunmayan ve minimal olmayan bir hiperyiizeyin

B-hiperyiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart hiperylizeyin bir A-gsebekesine sahip olmasidir.
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3. BUKULEBILIR B-HIPERYUZEYLERI

Bu bolimde biikilebilir B—hiperyﬁzeyleri incelenecektir. Tanimu geregi, bukiilebilme sonsuz
sayida izometri igerdiginden, boyle bir hiperyiizey birden fazla A — sebekesine sahip

olmalidir.

H =c, =sabit < 6 =c =sabit ile (2.55) ve (2.56) sistemleri saglanir. Buradan, agagidaki

teorem elde edilebilir.

C

1]

B+ .+ Bx"
hiperyiizeydir ve sonsuz sayida A-gebekesine sahiptir.

Teorem H = ortalama egrilikli n-boyutlu bir hiperyiizey bikilebilir bir B-

Simdi # nin sabit olmadigim varsayalim. (£,£?,...,"), ikinci A - sebekesi koordinatlar:
olsun. Bu koordinatlar1 asagidaki sekilde tammlayalim. (x',x?,...,x") bir izometrik sistemse
{P=a+b, (P=ilb-a), {?=x" (3.1)

ile tammhi (£7,£7?,...,") sistemi de bir izometrik sistemdir. Burada

a=a('), b=a(@') =b@m?®), a'b’ %0
u' =x' +ix’, u=x"-ix’

dir (Eisenhart, 1960).

Simdi yeni koordinatlarda g,, ve b, leri hesaplayalim.

ock 6CL
o on oF

8u ~

den

oLt act _ ot oLt oLt oelt _
gll = 6x1 axl gll +26x1 6x1 gl’_’+ 6x1 6x1 gzz
elde edilir.
o¢’
ox'!

6{2

=a' +b,

%f;—:i(b’—a’), o -=i(a'-b), =a'+b G-2)

ifadeleri yerine yazilirsa,
gy =@ +b)'g, +2i@ +bYb' -a)g, - (b'-a)'g,
bulunur. Benzer gekildeki iglemleri digerleri i¢in de yapalim.
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ot ect _ 6(184’2_+64'26cfl_ oC* oL _

8n = o ox’ gyt PP £ P ?gzl"”?ygzz

ifadesi (3.2) den yararlanarak diizenlenirse,

g, =i@ +b)a -b)g,, +2(a” +b)g, +i(b'-a')a' +b)g,,
elde edilir.

o QI

ifadesinde de (3.2) kullanilirsa,

8n =—(a'—b')’ g, +2i(a’+b')a' -b")g, +(a' +b)’°g,

bulunur. Burada g,, = g,, ve g,, = 0oldugu kullamlirsa,

g =@ +b)'g, +2i(a' +b)b' -a)g, - ('~ a)’g,
0=i(@' +b')a' -b")g,, +2(a” +b'*)g,, +i(b'—a'Ya' +b")g,,
g, =—(a'-b)’g, +2i(a' +b)a -b)g, +(@ +b)'g,,

olur. Buradan

— _(4a'b')2 _ &u

8u “Wgu ~ aa'b

g.=0

— :(4a'b')2g r 8
2 (4a'b'y " Aa'b

bulunur. Béylece (2.49) ve {7 = x? oldugundan

_ _ 3+ 4+ B E(, X
g“=g22=(ﬂ ,3”)5( )
4a'b

elde edilir. Burada
F_ ¢

5 4a Ib I4

dir.

g, lerise, (3.1) den

§PP =gPF =1

olarak bulunur.

Iki yerel koordinat arasindaki

=(F% +..+B"x")ECC)

(3.3)

(3.4)



41

8 " 0
aé'A aérA axB

donigiim kurali kullanilirsa
6 (a+b) o +i(a'—b’) 0
o' 4a'h ox' 4a'h’ ox?
0 _id'-a) o +(a'+b') 0
o, 4ab &' 4ab o&x?
0 _ 0
oc?  ox?

elde edilir. Buna gore

b, =<L il ,~a-2~> =
) a¢ ) o¢

A :<(a'+b3,{ 0 )Jri(a'—b')[{ 0 ))i(b'—a’) o ,@+b) 8

. 4a'h’ \ &x' 4a'h’ "\ ox? 4a'b’ o' 4a'h’ &x°
— i@ +bb —-a a +b')? a -b')? i(a’+bYa —b
bw:( ,)(,z )b11+( ”)z by, ¢ ,,)z 621+( ?(,z ')bzz =
(4a’b’) (4a’h’) (4a'b") (4a'b’)
By = 0" — )by ~by) + 2@ + 5™,
~ (4a7br)2
bulunur.
A- sebekesinin tammu ve (3.1) geregince
7 S ’ ’ ’ 1 nsn
b = §0 ~ )b, —by) + 2@+, J——r = (B 4.+ L)
(4a'b’)
olur ve £? =x? oldugu dikkate alinirsa
by =407 b, )+ 2 4B} (B ok ) G5
a

elde edilir.

(3.5) de, (3.1) ve (2.65) kullanilirsa,

1
(4arbr)2

i -2 2% (8% &+ Brx")+ 2@ +B7) € (FPx +..t frx)
|7|sin&

= (B’ +..+p"x") =
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1

. ] I3 cosg n_.n 7 4 n_n
{l b —a 2)Zesiv(ﬁ%f Fo+ B XY+ 2@ + D) e (PP +..+ Bix )}_(4a'b')2
= (f’x’ +..+p'x") >

i(bvz _arZ) COSH +(a12 + blZ) — 8a12b12
sin &

elde edilir. Buradan da

2i¢
(a” "b’Z)%ez—,e +3 =8a"b"" -a” -b"” >
e pu—

{arz b 82D v a’t + B> %2:‘9 a1 b 8B ra’t + B =

2(a12 _4aIZb72)e2i0 — 2(b12 __4al2612) —

wo (1 )(1
oo ()4 o

elde edilir. Buna gore,

. 1 1
210:log(7~4)——10 -b-72*~4) =

1 1 1 1
0= —2;log(a!,2 — 4) . Elog(b,2 = )

olur.

(3.1) geregince a = a(u') oldugundan

Ellflog(al,z —4) = f@")

yazilabilir. Buna gore

f@)= —%log[;,z - 4) =
= —i.log( = -4) - g?)
2i b
olur. Boylece,
O=f@)+gw?), gw’)=f@') (3.7
elde edilir.

3.1 Codazzi ve Gauss Denklemleri
Simdi yeni koordinatlarda Codazzi ve Gauss denklemlerini hesaplayalim. Bunun igin

oncelikle koordinatlar arasindaki dontigiimii bulmaliyiz.



u=x'+ix? o 0 :—1—[6—1'6) )

ou' 2\ox'
2 1 -2 a 1( 6 . 6 )
U =x —Ix = 7 == —1+l———{
ou- 2\ox' ox
ve dolayisiyla
o 0 0
axl - aul + auZ

6 (o o
o’ \ow' ou?

dir. Buna gore

H, =i, —iH, , O,=i0,—ib,
oldugundan (2.55) Codazzi denklemi
Hy H. 6, 6,

g g sin@ sind

seklini alir. Boylece, (3.7) geregince
.7{”1 j{u2 _ f ’ g '
J J sinf sind

bulunur. Benzer gekilde,
H,=9H, +9,
0,=0,+0,
oldugundan (2.56) Codazzi denklemi
H, H, 0, 0,
+ =_

u

J J sind sind
ve dolayistyla (3.7) uyarinca

%xﬂﬂz_ g
g g  sin@ sin6

seklini alir.

Codazzi denklemlerinin son geklinden
7,[ . gf _7{ s fi

e __ O woo_

J smé ° g  sind
yazilabilecegi agiktir.

Simdi de (2.64) deki Gauss denklemini yeni koordinatlarda ifade edelim.

(3.8)
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(in|g|sin6) , =i(ln|g|sin §) , —i(In|g|sin@) ., =

(nlg|sin6) ., =—(in|zlsin 0),,, + 2(nls[sin 0),. ~(lly[sind), .

Ve

(In|g|sin6) , = (In|g|sin ) , +(In|g|sind) . =

(Inls{sin ) ., = (In|s]sin),,, +2(in|s[sin6),,. +(inlslsin6),1,.

oldugundan (2.64) denklemi

29|sin O(ln|g]sin 8) ., —{B°)* +...+ (B")*}= (o7 - 7) (3.9)

seklini alir.

9 sabit olmadigi i¢in (3.8) geregince fg’+# 0dir. Buna gore (3.8) den
Hy He

g f
ve dolayisiyla

fy{ul _g'-?{uz:O =

' du®  dit
S -g o

yazilabilir.

(3.10)

Us— , V=— , p*=UW)+V@?) 3.11)

tanimlamalari yapalim. Boylece
du'  du’

fo-g

Udd' +Vidu® =0

ve dolayistyla

U+V=Q

olur ve (3.10) un ¢oziimii

H=U+V

seklinde elde edilir. O halde 7> nin (3.11) deki tamimi geregince

H =H(n*) (3.12)

olur.

Ote yandan, (3.8) in 1. denklemi
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9= —V'?[u, sin 6 -
seklinde yazilabilir. (3.12) geregince 7/, =U%" oldugundan

J=-VU'sin@ (3.13)

bulunur,

Buna gore & = _L den

|7]sin 6
é=|j|sin9=|7{'ﬂ(/’V'|sin20 (3.14)

elde edilir.

Simdi (3.11) , (3.12) , (3.13) ve (3.14) denklemlerini kullanarak (3.9) Gauss denklemini

yeniden diizenleyelim.

',U'V' o 29 * r .2 [ [ [4
(ln|7{'”U'V'|sin20), _ i, S.ln2 +7{ uwv s'mza N 29UV sm?cstf -
YO H/'UV'sin“@ H'U'V'sin®0 H'UV'sin“ 0
(infsc|rvsin2g), = 7Y U” | 2o0sO
& H' U U'sin@
(1n7['||U'V'|sin20) v :(:}["U'-I-U”-I- 200.89 J
F o' U U'sin@ ),

e H"UV' H'-UV'(5") 2g'U'lsin”> 6 + cos* 0
(et = 2OV OCY. 2gen0 o)

1 | ien 2 _ 4 ! "_ 2_
(o v sin?6),,, = UV *(in|2c7) STy

oldugundan (3.9) Gauss denkleminden

2 }_{(ﬂs)z +m+(ﬂﬂ)2}___(ﬂz _jz)

2|9|sin 0{U'V'(]n|7{'|) g

yazilabilir. (3.14) geregince

|71

!U'V'|sin9 = 17{1

oldugundan, Gauss denklemi
2l
|7|sino

ZijlsmG{UV'(hlp{'D" ~ }_ {(ﬂs)z +,,,+(ﬁn)z}: (}[2 _]z) =

2glsin0 U (alor) —afpr|-{8°) +...+ (8 )= (o> = 77) =
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|"'"l(1nlﬂ1) 4| {8y +.+ (B )=l - 5) =
{(ln|7{| +1} {(,B) +..+(B" )} I + 4gr| (3.15)
seklini alir.

(3.15) e gore 7 de 1* nin bir fonksiyonu, yani

J=3m") (3.16)
dir.

Ote yandan, (3.14) e gore

IU'V'IsinQ = —L]l—

o]
oldugundan,
UV |sin 6 =m(n*) 3.1D
dir.

3.2 Yeni Koordinatlar
n® yi (3.11) in 3. denklemiyle tammlamistik. Simdi 7' =i(V(@?*)-U@')), n*® =x?
tammlamalan ile (',n%,7%,...,n") yeni bir ortogonal koordinat sistemini ise sokalim. Bu

sistem ortogonaldir.

Gerg:ekten,
l(V -U") o (U'+V') 0
67]’ a4y’ ax‘ aur’ ox*

o _U4vy 8 iU-v) 8
on* AUV &' AUV &

(3.18)

0 __ 0
on? o’
oldugunda,n,
( 0 y= <1(V -U" o (U’+V’) 6 (U'+V) o +i(U'—V') 0 y =

on "a 2 v’ ax‘ AUT &’ AaUT &t U7 ox?
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o 8 . _iV'-UYU'+V" U'+v'y
oot @ury S aury &
LU= -uY) . iU +VHv' -U" g
@umy 2 @auvy? =

(

dir. Burada g,, = g,, ve g,, =0 oldugu kullamlirsa,
0 o0, _W-UYU'+V) iU +VYv'-U) _0

<an"an2> @y om auTy? Bu
bulunur.

R P
<a o_,_iv'-u)  U+V)

on'’ on* v ST gy b
ve g, = &,, =0 oldugu dikkate alinirsa

0 0

y=0

elde edilir. Benzer sekilde
( 6 0 y=( u'+vh o +i(U'—V') 0 0
on*’ on* aur’ ox auv' oxt’ ox’
o 0 u'+vh w'-v"
2 = 7 8t 8
on® on? 4U'F 40v

0 0
on*” on*

)

(

-

( >=0

bulunur. Ayrica

o 0 o 0

aﬂq,anp>=<axq,axp>=0

oldugundan yeni koordinat sisteminin ortogonal oldugu gorilmiis olur. #',7° nin
tamimlarindan

n'e =iV’ -U"), n'e =U+V’

e =U'+V',  n*e=iU'-V")

yazilabilir. Bunlardan yararlanarak yeni koordinat sisteminde g ,, leri hesaplayalim.

on' on' _ on' o> _  on* on’ _
& zyggn +26x1 P &+t a or &xn

g =—U -V)'g, ~2U +V YU -V)g. +(U +V') g, ,

=
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onton' _ on'én*_ on*ton' _ on’on’ _
T e S o o B e a5 e e
i = -—i(U'—V')(U'+V')§“ +2(U'2 +V'2)§12 +i(U’+V’)(U'_V')§22

>

ve

on' on' _ on' én* _  on* on* _
Exn :yygn + o ox’ 8t % o Exn
8xn =(U'+V')2§“ +2i(U'+V3(U'_V’)§12 _(U’_Vr)zgzz

=

dir. Boylece g,, = g,, ve g,, = 0oldugu hatirlanirsa,

g =—U"-V)'g, - 22U +VYU' Vg, +U'+V') &,
0=—iU' -VYU' +VNg, +2U"” +V'*)g, +iU'+V'YU'-V"g,,
gu=WU'+VY g, +2U VYWU' -VNg, ~ (U -V')'&x

bulunur. Buradan

_ _ (@uvy gu &y

B =" auwy BT gy T qu

= _~(4U'V')2 _ & _ &y

@y BT g T g

elde edilir. O halde g, = &, dir ve ortak deger, (2.49) geregince once

= (. +p"")E
gll g22 4!(] Iprll

ve (3.14) ve (3.17) kullanilarak

olmak lizere

Z. =% _Br’+..+B"n")
SR dar|uvsing)?

_ __ (B +.xp)
Eu=8n 4]7{ 'lmz

=(B’n’ +...+ B'1")’ E(7%)

seklinde yazilabilir.

Ote yandan, 17? = x? oldugundan

& =gpp=!

(3.19)
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dir.

Boylece (n',7%,1°,...,7") ortogonal sisteminde,

_ H(n*) J= J(*)
B +.+p") " (B +.+Bx")
8. =8, =B+ . +B"NYVEM), T, =1 (3.20)

bulunur.

Buna gore, H,J ve g, ler ' den bagimsizdir. Dolaysiyla H,J ve g, lerin
@07, 7°,...,n") noktasindaki degerleri ile ¢ = sabit olmak izere (7' +C,n°,7°,....,7")
noktasindaki degerleri aynidir. O halde hiperyiizeyimiz ortalama egrilik korunarak kendi

tizerine izometrik tasvir edilebilir.
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4. BUKULEBILIR B-HIPERYUZEYLERIN BELIiRLENMESI

Bu boliimde birden fazla A — sebekesine sahip olan B — hiperyiizeylerini belirleyecegiz.

Once béyle bir hiperyiizeyin (n',7°,...,n") ortogonal koordinat sistemine gore b, 2. esas
form katsayilanini hesaplayalim. 7' egrisi ile birinci asal dogrultu arasindaki agiy1 ¢ ile
gosterelim. Buna gore,

IZA =H +Jcos¢

8u
olur. Burada (3.20) kullamilirsa

b, =(B°x® +..+ B x")E(I + Jcosd)
bulunur. Benzer sekilde

5.

8z
den
by, = (B7%* +...+ B x")E (9 — J cos$)

ve 8, =8,, , &, =0 oldugu dikkate alinarak,

=H —Jcos¢

by =Jsing
NBuGn 8
den
by, =(B°%° +...+ B"x")EFsin
elde edilir.

171( :<L _al_. ’i>
! on' ) on?
de (3.18) kullanilirsa
—iW-UY, (U'+V)
blq = auy! blq + ' 2q

bulunur. Oysa b,, =b,, =0 dir, dolayisiyla

b, =0

olur. Benzer gekilde

b, =0

oldugu gorilir. Son olarak,
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gpq =<L[aap ], aaq >:bpq =0
n* ) on

elde edilir.

Boylece, hiperylizeyin  (',%°,..,7") ortogonal koordinat sistemine gore esas form

katsayilart

u = (8% +..+ B x")E(H + I cos )

by, = (%’ +...+ B"x")E (I — J cosg)

by =(B%* +...+ B x")ETsin ¢ (4.1)
=b,, =b,, =0 =b, =

g =8 =87 +~~+ﬂ"77n)2~’3—(772)

Rl

iyl

- - 1, p=q
=0, =

ng gpq {0 , p # q

seklinde elde edilir.

Asagida esas formlarin (4.1) ile verilen ifadelerini kullanarak Codazzi ve Gauss denklemlerini

yazacagiz.

4.1. Codazzi Denklemleri

Hiperyiizeyin Codazzi denklemleri 'S, ler Christoffel sembolleri, yani

1
FXB = ZE(gAD,B +&5p 4 _gAB,D)gDC

D

olmak tizere
bAB,C - bAC,B = Zr,fcbos - ZFZ?ch
D D

seklinde yazilabilir (Csikos, 1998).

Oncelikle
1) 1711.1 "1;11,1 = ZTIII)EDI —Zﬁ?l?m = 0=0
D D

(2) 521‘1 _[?21«1 = Zrzll)gm 'Zrz?gm = 0=0
D



O bpq,r - gpr,q = er[:qu - ZT‘-;EDr = 0=0
D

oldugu gortiliir. Diger Codazzi denklemleri

®) 512,1 _1711.2 = Zﬁ?goz "Zrl?l;m =

b D

by _1;11,2 = _fllzgu +(T—111 _Fé )b—lz + —1:1?522

(6) blp,l _bll,p = §1T‘I?EDP —%:T?;Em =

= f111;511 + FIZPE;Z

b

Il.p

™ 17::,1 'b_zl,z = Zrz?gm _Zrzzz)i;m =
D D

hony — by oy = _f;zb_ll + (FZ}I - fzzz )512 i F221522

o

G 5112,1 -8, plz = Z rﬁgpz - Z r;?zl;[)l =
D D
- T:;lﬂl—;ll + (f;l - sz )1712 + F;11722 =0

&) Elz,p “gxp,z = Zfll;l;m "Zrllzjgbp =

D D

— = —
bl:’,p - rlpbll + 1_‘lpb22

(10) Z;pq,l - gpl,q = Zrﬁqu - Zr‘;gEDl =
D b

any b,,-b,, = ;T:,’zl?m —%T’;B—m =

= e
b, +1,by,=0

seklindedir. Simdi, bu denklemlerde gegen Christoffel sembollerini (4.1) i kullanarak

hesaplayalim.
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. 1 _ _ _ .
rlll = ZE(gIA,l 8141 814 )gA1 =

p
1 (. +B — =1, 1 — — o =u, 1, — B —
= ’i i+ 8u1— 8118 +E(g12,l + 8121~ 8112)8 +§(glp,l + 815, _gle)g =

@y
2gy,
dir. Benzer iglemler gerekli olan diger Christoffel sembolleri igin de yapilirsa, asagidaki

sonuglar elde edilir:
L N
2g,

nmn - > 2 » 21 = s Ly =

2§11 2:2-—22 2gll

2 _ 2 - . ? 1 — 2 —
2g, " 28, ? 2g,, r 28y

o _ (gzz),f o (gu),,z £ (Eu),,p £ :(gzz),,p “42)

L, =T, =T, =T, =I{=Tf=0

rq

Buna gore (5) denklemi

(b_lz)”l _(1;11),72 . b—u((gu),,z ]+E]2[(§n)”l r («?22),,1 )_ b_zz[(§11),,z J

2§ll 2§ll 2?22 2?22

seklini alir. Burada (4.1) i kullanarak
B0’ +..+ BT (cosd)p,, — (B’ +...+ Bn™E (I + T cosg)

~(B*n + .t B VEGH + 7' cos— I(sin $)4)

B +..+B'n"YE"
208°n° +..+ B'n")Y'E

=B +..+ B " )E (I + T cosd)

B+ 4 ) E
28+ BV

— (8’1’ +..+ ") (3 — I cos )

elde ederiz. Buradan da

7; ' +§;_—'cos¢ ¥ 77'c0s¢ ~ (cos),, +(sin)é, @3)

bulunur.

Christoffel sembollerinin (4.2) ile verilen ifadeleri geregince (7) denklemi de
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gu 2g,, 22, 28,

’

;: sin ¢ + ——sm ¢ =(singd)¢ g —(cos ¢)¢ 4.4

seklini alir.

Kalan (6), (8), (9), (10) ve (11) denklemlerinin her birinin bir 6zdeslik oldugu gorulur, yani
bunlardan yeni bir denklem elde edilmez.

Elde ettigimiz (4.3) ve (4.4) denklemleri

}{! R 7[1 - r
=" sing , 4, =7 cosé+(a|Z7]) @.5)
denklemlerine denktir.

4.2 Gauss Denklemleri

Hiperytlizeyin Gauss denklemi,
I‘fza,c - ch,a + Z (rfBrf?c F rj[crflz)B ) =3 Z (bABbCH T bACbBH kHD
H H

seklindedir (Csikos, 1998). Codazzi denklemleri i¢in yukarida yapilanlar1 Gauss denklemleri

i¢in tekrarlayalim:

(1) r1%2 _Té,l +Z(TIIIITI§2 "‘ﬁfzirhzn): Z(EIIEZH _512[7&1 )gm =
H H

LG, -5 + G -0 + L, -0 + T, - TET,

= (b_ug:l _I_’_lzbn)«f?z +(bub blzblz)g +(I; 5 I; E )g

—I_‘li2 Fnl +F11F1§ ——ﬁlzﬁf +r1%r"2" rl?'l_‘"zl (b b_ ‘i;ugu)i?zz =

3 17, (gu),,z B 17} (gzz),,l +(§u),71(§22),71+(§11),,z(§11),,2
on on

28, 28, 18,8 42,8

(§“)’72(§22)172 (:2—22)'}' ’ 2 2 2 2 242 i 2 1
_ 43,2, _( 2%, } “{: (H* 9" cos”¢)—& 77" sin ¢}_§:_

((gu) } {1{ — 7 cos® g jsm¢}§ -

677 22,
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0 B’ +.+ B q" Y&’ (a2 _ 2)E
6ﬂ2[2(ﬂ3773+.-.+ﬁ”n”)25] be -7k =
gt ¥ -

2 (507 - 5} (] E]) =0 @.6)

@ T, -Th, + (O, -TAT )= Y Buboy — 500 B =
H H

=1 1 FIT! _FITF T2 727, eyl Tyl
I-‘u,z_l_‘l:,x"’rurlz_rlzl—‘u+r11r22"“rzrz + 1F;»2“r r

12421 1 121 pl
=
= (b—llb_ZI _I;lzgu)g—n +(5115n _b_1217[2 )gm +(b_ll—2p —Izzb—lp)é?pl
I, -, + L -TEF =0 =
0 (gu),,l 3 o (g—u),,z +(§11),,z (gzz),,l *(gu),,z (gzz),,l 0 = 0=0
6772 2g,, 6771 28, 48,8
(3) —I:lll,p —rllp,l +Z(r‘lllqu;'p —ngfln): Z(Eul;pﬂ _.b—lpl;llf )S?Hl =
H H
Loy =D + LW, - O, + L, -0, + LT, -TAT, =0 =

7 ), 7). 4

on*\ 28, ) om\ 2g, on \(B'm +...+B"n")

(4) lex,l _T‘_’ll.l +Z(Tz?_ffln _rZ}lIrIl{l): Z(I;mi;m - —21ng )g_m =0=0
H H

(5) —1:11»1,2 - T‘—;2,1 + Z (T;f TI‘IIZ - T;;TI-III ) = Z (Z’_ plgm - 5 p217lH )§ o=
H

H
f}n,z - f;z,l + F1;11—:112 _fll;zflll + Fjlﬁ: “i:jzlel + f;»]t-ﬁ]lz _f;?zle =0 =
F}n,z + f:)li—?z _f;?zlel =0 =

o (gll)”p +(§u)”p (?11),,2 (gzz),,p (§11),,z
6772 2g,, 4g,,8, 42,8,

=0 =

62( 3 3 s n J:O = 0=0
o \(B'm +.+ B"n")



6 T2, -T2 +2(TFT, -T2 )= (3,5, — 5,5, )2 =
H H
2,

0 ((gu),,z +(§n),,p(gn),,z _(g—zz),,p(gu),,z
on*® \ 2g, 42,8 42,85

o (gr)

TGN =0 o

=0 o

‘“60? = =0 = 0=0
©

bulunur.

O halde hiperytizeyin, digerleri kendiliginden saglandifindan, tek Gauss denklemi (4.6)
denklemi olmaktadir.

Boylece Bonnet hiperyiizeylerini belirleme problemi (4.5) Codazzi denklemleri ile (4.6)
Gauss denkleminin ¢6ziimiine indirgenmektedir. Burada (Soyugok, 1995) de yapilana benzer
iglemler yaparak ¢oziimleri elde edecegiz.

(4.5) sisteminin ¢éziimlerini elde edelim. sing # 0 oldugundan (4.5)in 1. denklemi
b . !
5
’,2

sing g 2
seklinde yazilabilir. Buradan

2 ?—;’"d"z
D(n*)=e

olmak tizere,
an = (DY) @38)

elde edilir. Burada C(77') keyfi bir fonksiyondur. (4.7) ve (4.8) e gore

e e “9)
ve

%’ _ % (4.10)
ve dolayistyla

sin¢=1+zg—2DD2, cos¢::—;—g2—gz “.11)
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yazilabilir.

Simdi de (4.5) in 2. denklemini alalim. Burada (4.9), (4.10) ve (4.11) kullanilirsa,

2C'D 2D D (e
1+C’D*  D(1+C"D%) -5+ )

elde edilir. Her iki yamin77' e gore tiirevi aliarak,
C"+C"C*D* -2(C"Y’CD* +2CC'D'=0 4.12)
bulunur. iki yan 1/C*D? ile garpilirsa,

” n2 4 '
C_2L2+C,_2(C) L2 Dzzo
Cc°D C C D

elde edilir. Bununda 77? ye gore tiirevinden

&) 55
c\p*) ¢ \p?

bulunur.

Once C'D' # 0 oldugunu varsayalim. Buna gore C = C(5') ve D = D(5*) oldugundan

14

Py 2
C ___ \D'J  _ g K-=sabit

¢ 1
e

olmak zorundadir. Buradan,

C_X% o =YK >
c: C
C'=KC? +k, k=sabit (4.13)
ve&
D' 14 1 4
(F] - "K(B?) =
D'=—K+kD*, k =sabit (4.14)
elde edilir.

Simdi (4.13) ve (4.14) i (4.12) de kullanalim.
(k, -k)CD*(k+KC?*)=0
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bulunur. C'D’' # 0 oldugunu varsaydigimizdan son {i¢ ¢arpan sifirdan farklidir, dolayisiyla
k =k, dir. Butakdirde (4.13) ve (4.14)

C'=KC*+k , D'=kD>’-K =

dac dD
—_—e T3 d l 3 = 2
kCiek T Pk
seklinde yazilabilir.

Simdi K ve k mn gesitli durumlarina gére C ve D fonksiyonlarin elde edelim.

(1) X >0, k<0 olmas: halinde

c, ve c, integral sabiti olmak tizere,

K

C= ——Iﬁ—l—coth(Jmnl +c,)
ve

D= —%wn(@nz )

elde edilir.

Boylece uygun Slgek ve dteleme donigtimleri yapilarak, K >0, & <0 i¢in

C———Ecothn s D———‘k—ltann

bulunur,

Benzer iglemler diger durumlar i¢in de yapilirsa,

K
@) K<0, k>0 igin, C:%tanhnl, D:—II/—I;—I—tanﬂ2
k ‘JK
(3) Kk >0 igin, C=——%t&nﬂl, D=-—||7c|—|tanh772
. . 1
(4) Kk =0 igin, C:Eﬂ—l, D=Kn’

elde edilir.
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Simdi her bir hal igin tan% , £9 ve % ifadelerini hesaplayalim:

(1) Bu hal igin (4.8) den
4

tan-z- = cothn' tanp’

ve (4.10) dan

J D 2 . 2 sin 27]2
=__—_=cosp°sinn” =
g D oS SR =T
bulunur.

£J i belirlemek igin (4.5) deki 2. Codazz denklemini kullanmaliyiz. Once, (4.9), (4.10) ve
(4.11) i kullanarak denklemi

2C'D D' |1-C?’D? =
2 L n|&J 4.15
1+C*D? D{1+C2D2} o] @19
seklinde yazalim. Bu takdirde, bu hal i¢in denklem

—2cosn” sinn*
(cosn*)*(sinh 77')* + (sin *)* (cosh 77" )

1 (cosn’)*(sinh 7')* — (sin " )* (cosh ')
cosn’ sin” | (cosn*)’ (sinh 77')” +(sin77°)* (cosh ')’

= (in| &7 ]) =

1 [=2(cosn’)’(sinn’)’ ~(cosn’)’ (sinh ')’ + (sinn’)*(cosh ')’ } (|2
cosp?sinn® | (cos77%)*(sinh ') + (sin ) (cosh 7')?

olur. Paydaki (cosn”)’(sinh 7')* ifadesi

(cosn”)*(sinh 77')* = (coshn')* — (sin77”)* (cosh ' )* — (cosn*)*
olarak yazilabileceginden, sol yandaki pay

2(sin77%)? {(cosh ')’ —(cosn®)? }+ {(cos n*)? —(cosh7')? }

seklini alir.

Paydadaki (cosh#')’(sin7?)” ifadesi yerine

(coshn')*(sinn*)* =1-(cosn*)* +(sinh n')* —(sinh 7')* (cos n*)*
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yazarsak, payda -
1+(sinh77')* —(cosn”)* = (coshn')* —(cosn*)

seklini alir.

Boylece

1 2(sin 7%)? {(cosh 17')? —(cosn?)’ }+ {(cos n*)? —(COShﬂl)z} AT
cosn” sin { {(cosht]l)2 —(cosqz)z} - (1n|"~7|) =

(o) o

cosn’sin g’

elde edilir. Buradan
/

2 : 2 Rt
(o) ler) -

1

4 ’

1 -
lnuzosr;'2 sin ?72] =(1n|§7|) ~
= c, Y
£y = i 5772 , €, =sabit
bulunur.

(2) Bu hal igin, (4.8) den
4

tan5= tanh 7' tann®

ve (4.10) dan
J D _sin2yp’

o' D 2
elde edilir.

Simdi, bu hal igin £7 yi hesaplayalim.(4.15) den

2cosn’sinn’
(cosn?)*(cosh ') + (sin ”)* (sinh 7")*

1 {(coan)Z(coshn‘)z — (sin *)* (sinh ')
cosn’sinn” | (cosn”)*(coshn')* + (sin7*)*(sinh ')



61

1 2(cosn2)2(sinnz)'2—(008772)2(coshn‘)2+(sinn2)2(sinhﬂ1)2} n
cos 7’ sin 7’ (cosn*)*(coshn')* +(sin7°)* (sinh 77')?

-] 7))

yazilabilir. Yukarida yapilan iglemlerin benzeri burada da tekrarlanirsa, son ifade

{(cosw ~(sin7’)’ ] (| E7))

cosn’ sin *

seklini alir. Buradan
1 ! . t
o) ) =

C,

J

g

>, €, =sabit

- sin 277
elde edilir.

(3) Bu hal i¢in , (4.8) den

tan%=—tan171tanh772

ve (4.10) dan da

J _ D _sinh27’
" D 2
bulunur.

£7 i belirlemek igin (4.15) kullanilirsa

—2cosh i* sinh n?
(cos77')*(coshn*)? +(sin ')’ (sinh *)*

_ 1 (cosn')*(coshn?)* —(sin')* (sinh 77°)
cosh7” sinh 7° | (cos#')* (coshn”)? +(sin 7' )*(sinh >)*

~(m[E7)) =
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1 [~ 2(coshn®)* Gsinh 7°)” ~ (cosn')* (coshr”)” +(sin 77')* (sinh 77°)°
coshz? sinh n* 1 , (cos77")?(coshn?®)” + (sin 77')*(sinh °)*
= (in| &7 )

elde edilir. Yukarnidaki hallerde yapilan iglemlerin benzeri burada da tekrarlanirsa, son elde

ettigimiz ifade

hn?)? inh n2)? N
o) o)

seklini alir. Buradan

1

1 _ 14
In =|ln =
(coshﬂ2 sinh 712] ( lf.?l)
ra cﬂ .
= ' , ¢, =sabit
<7 sinh 2% > °
bulunur.

(4) Bu hal i¢in yine (4.8) den

2
wanf -1
2 7]1

ve (4.10) dan

' D K
elde edilir.

] = D :E:nz

£9 ifadesi de (4.15) den
-2K(m*)’ -K(7')* +K(n*)*
Kn*{n'y +@’)’}

@V} (=)
772{(77‘)2-»(772)2}_(1[1’5”) -

~m&r) =

;_21:(111|§J|) =
ln|¢7J':—lnnz+lnco, ¢, =sabit

ZJ:;—‘;
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olarak elde edilir.

Yukanida C'D’# 0 oldugunu varsaymistik. Simdi C'D’' =0 olmasi1 durumunu inceleyelim.
D' =0 igin (4.10) uyarinca

H'=0

bulunur. Bu hali daha énce inceledigimiz i¢in C(#7') = sabit halini inceleyelim. Bu halde (4.8)

den ¢ nin sadece 77” nin bir fonksiyonu oldugu goriilir.

(5) C(n") =sabit > 0 olsun. Uygun bir doniigiimle

§=772:>¢:2772

olmasi saglanir.

(4.10) dan
J _ D _sin2p®
o' D 2

ve (4.15) den
D' [1-C*’D? — N
)b

elde edilir. Buradan da

232 _ fein 2)2 Y
Yo

14

1 Y
Inl —— | =\n|& =
(cosﬂzsinﬂzj ( I%’jl)
— C.
fg=—"— ¢, =sabit
<7 sin 27’ 0
bulunur.

C(n7") =sabit< 0 olmas! durumunda yine (4.8) den ¢ = 277> elde edilir.

(4.10) ve (4.15) kullamlarak % ve £7 icin (5) halindekiyle aym sonuglar bulunur.
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Yukaridaki her hal igin ¢ fonksiyonu harmoniktir. $imdi bunu gésterelim.

¢ sadece n' ve n° ye bagh ve g, =g,, oldugundan, Ag =0 denklemi $s + 0 =0
seklini alir. Dolayisiyla ¢ nin harmonik oldugunﬁ gostermek igin bu denklemin saglandigini

kanitlamahiy1z.

(1) ¢ = 2arctan(coth ' tan7n?)igin

b, = —sin 27’
" (cosn’)’(sinh 77')? +(sinn’)* (cosh ')’

b= sin 277” sinh 27 7
7" |(cosn?)?(sinh 7')? + (sin n*)?(cosh )2 |

b = sinh 27'
" (cosn’)*(sinh n')* +(sin *)*(cosh ')’

b= —sin 277” sinh 27’ 7
"7 |cos#*)? (sinh 7')? + (sin n*)* (cosh ')? |
dir. Buradan A¢ =0 bulunur. O halde ¢ harmoniktir.

(2) ¢ = 2arctan(tanh 7' tann?) igin,

b = sin 277
7 (cosn*)*(coshn')” +(sin %) (sinh 7')>

b = ~sin 277° sinh 27"
" [(cos 17°)*(cosh')? + (sin °)(sinh 771)2]E

b = sinh 277’
7 (cosn’)*(coshn')? +(sinn*)*(sinh ')

_ sin 277 sinh 27"
7 [(cos 7°)*(coshn')? + (sin 5?)* (sinh 711)2]:

oldugundan ¢,,1,,1 +¢”,,’, =0 bulunur. Yani ¢ harmoniktir.

4,

(3) ¢ =—2arctan(tany' tanh *) igin,

b = —sinh 27
7 (cosn')*(coshn’)” +(sinh 77°)* (sin ')
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o - —sin 27' sinh 27>

" l(cosn')* (coshn*)? + (sinh n?)?sin ')
ve

b = —sin 27"

" (cosn')*(cosh®)? +(sinh °)*(sin ')

b= sin 27" sinh 27>
" |icosn'y? (cosh#)? + (sinh n*)* sin ") |
ve dolayisiyla Ag =0 bulunur. O halde ¢ harmoniktir.

“4) ¢= 2arctan[7;—jj i¢in,

¢ = _2”2 L1 4”1”2
7 (”1)2 +(7]2)2 ? 'R/ [(”1)2 +(7]2)2]2
ve
__ __ —M'n’
¢”z (n')? + n*)’ ’ ¢"z”z [(1]1)2 + (772)2.2

dir, yani A¢ =0 olup ¢ harmoniktir.

(5) ¢=T2n* icin,
¢”1’,1 = 0, ¢'Iz'lz =0

oldugundan ¢ harmoniktir.
O halde her hal i¢in ¢ harmoniktir.

Simdi elde ettifimiz sonuglan toplu olarak ifade edelim.

¢ 1 2 J _sin2g’ z S
tan— = cothz tann® , = , =

2 7 9’ 2 =7 sin 27’

¢ 1 2 J sin 2772 = Co
tan~ = tanh 7 tan , = , £y =

2 7 w2 I Gnan

: 2

tang—’—=—tan71l tanhr? ,  sinh 27 , Ey=—2

' 2

]

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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2
j —
tan%::’y_l , L, Zy :;0_ (4.19)
g sin2np? _ c
$=2(2") . o= 2” , £1=— 302 (4.20)

Simdi (4.6) Gauss denkleminde, yukarida elde edilen sonuglari kullanarak her bir hale
karsilik  #((n?) igin diferansiyel denklemler elde edelim.

: 2
(4.16) dan ]:stZT7 H', &= ﬁ— elde edilir. Buna gore (4.6) dan
2
ﬁz—,{ﬂz (sm21]) (9{')2} . 2502 qr =0 =
n) I (sin 277°)*| 3" |

s -2 ey 2y -l =0 =

(sin 2n%)* 91" 4
4c, gp2 G0 277 )? Gin20’)” vz 8  H"H' (") _
(sin 277°)* o’ " sin2n?) (7"y?

bulunur. Denklemin her iki yanim1 — (sin 277°)*(#") ¢arpalim. Boylece
. 2y 2
(sin 277*)? 9™ — (sin 277°)? ( ]{) 4{ 29"+ c{ﬂz - (s—“‘fﬂ—) (a{')zJ } =0 4.21)

elde edilir.

(_22‘0;")2? oldugundan (4.6) Gauss
sin 27

sin 27’

(4.17) ve (4.20) igin de 7= ' ve &=

denkleminde yerine yazildiginda (4.21) diferansiyel denklemi elde edilir.

. 2
(4.18) den y= sinh 27 ¢ bulunur. Bunlar (4.6) Gauss denkleminde

(sih 277%)* 3¢

yerine yazilirsa

”

4c, J'ﬂ-z _ (sinh 27°)* () b +d1n 2¢, -0
(sinh 2772)* 7" | 4 (sinh 277%)*| 9" |

4c, 2 inh 27°) "2 . 232V PNy
R {fr S o }—ﬁn(smhzn 7j ~talacf =0 =
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: 232 m 1 ”m2
e [on Gwh2e’) ool 8 stma-orn)
(sinh 27%) 3" | 4 (sinh 27%)? o'y

elde edilir. Bu da

(smhznZ)za{"-(smhzn2)2”;[—",’2—4{2ﬂ'+c0[ﬂ2—ﬁm%zﬂ (W]}w 22)

seklinde yazilabilir.

419agore y=n’H' , £=

) o olup bu hal i¢in (4.6) Gauss denklemi

=0 =
@*)* s’

20t iy oy {()lﬂl}

(z)c:,[{ﬂ -y oy -y} ~fal o f =0 =

ZC 2 }[»ry[:__(ﬂ-n)z
“7{ — =
iy O @ OO e -
seklini alir. Buradan da
o=y CE o a0+~ ay 00y) =0 “2)

diferansiyel denklemi elde edilir.

Simdi (4.16), (4.17), (4.18), (4.19) ve (4.20) deki ifadeleri (4.1) de kullanarak, her bir hal i¢in
B-hiperyiizeylerinin temel buyikliklerini bulalim ve kargt gelen Gauss denklemini yazalim.

(4.16) igin:

By = (B 4t pram)— {}”(siﬂnzJﬂ,[(coan):(anhnz): ~(sinn’)* (cosh ') ]}
(sin 27°)" 3" 2 (cos”)"(sinh77°)” + (sinzn”)"(cosh#’)

B = (B 4t prer)— {ﬂ_(sinznz ]ﬂ.[(mn:)z(s@hni)z —(s§nn:)2<coshn:)zj}
(sin2n%)* 9" 2 (cos77”) (sinh77°)* + (sin#n”)"(cosh 77')

- 3.3 C (Sinhzﬂl)

b-, = . n_n 0 ,

o = B cosnY sinh 1) + (sin Y (eosh )7}

=0, 4.24)

°"|

y =by, =

2c,

g, =8, =B +. . +pn")Y ——L
£8,.=8,=Fn ﬁn)(stﬂ)}[
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(sin 277°)* " — (sin 27” )2( ) 4{”1”“0(”‘% (7[72]}:

(4.17) i¢in:

B (B 4 ey {,“[sinznz]}[{(cosnz)z(coshni)z ~(sinn’)"sinh ')* J}
(sin2n*)* 3’ 2 (cos”) (cosh77')” +(sin#")"(sivh77')

B =B .t preny— {ﬂ_(siﬂﬂzJﬂ,((cmﬂz)z(coshﬂ‘)z—(sinﬂz)z(sinhﬂ‘)zj}

(sin 2n*)* 3" 2 (cosn”)*(coshn')? + (sin *)*(sinh ')?
— ¢, (sinh 27')
by, = (B°%° +...+ f"x") 0 : : ,
‘ 2{(cosn*)? (coshn')? +(sin )’ (sinh 77')? §
b, =b,,=b, =0, (4.25)
Bu =B =P 4ot B
11 2 (sin 2”2)2}[! 2

gpp:l,

(sin2*)* #" —(sin 27° )2(}[ 4{2ﬂ'+co[yf2-(sm—42"2 (y{’)ZJ}:

(4.18) igin:

B (B .t premy— o {j{+[SinhZUzjj{,((OOSﬂ;)z(coshﬂz)z (sinn')" sinh 7 J}
(sinh 2*)” 3¢ 2 (cosn')*(cosh*)* + (sinn')* (sinh 1”)*

B (B 4t prery— 20 Jﬂ_(sinh%’Jﬂ,((cosnl)z(coshﬂz)z-(Sinﬂ‘)z(sinhﬂz)zj}

(sinh 27 ) 3" | 2 (cos ')’ (cosh”)” + (sin77')? (simh 7 )?

— ¢, (sin2n')
by =(B°%* +..+ f"x") > : . ,

: 2{(cosn')* (cosh77®)* +(sin ' )*(sinh 77°)* }
b, =b,, =b, =0, (4.26)

2,

T, =8, =B+ +B87")Y ———,

gll g22 (ﬁ n ﬂ 77) (sinh27]2)27{'

:g?pp:l,

(sinh 2070~ ot 277 ) 4{2”'”0{”2“(%‘—42"2) (7{')2)}:0
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(4.19) igin:

b11 —(ﬂ3x3 + . _{_ﬂnxn)( 2)2 {y{_'_”zﬂ{(ﬂl)z _(7’2)2 J} ,

@) +@')

b, =(B°%* +..+ B ) oy 2)2 {?[—UZ}{’[MJ} ,

@) +(*)

_ 2c ;71
b, :(ﬂ3x3 +o+ B

‘ ') +@*)

b,=b,, =b, =

— — n_n cl"
2,.=8n=P7+. .+ ’ o’
§Pp :1)

.4 ‘7{‘ 14 r
3=ty S oo s, o0~y o0y)}=
(4.20) igin:

' n_n th) Sin4”2 '
b, =(B°x* +..+ B x )(sm2”2)2g{'{ﬂ+ 2 H' Y,

— 2. . 2
by = (B0 oot fra") e g ST gl
- (sn2n°) H’ 4

lzz -T—(,B?'Jc3 +...+ B"x")c,,

2c,

=8 =BT+ 481" ——5—,
g,.=8,=(Fn B'n")? Gn2n? o

(sin 27%)* 9™ — (sin 277%)> —(’; ,)2 -4{21{'+c{a{2———(‘°’mf’2) (a{')zj}=o

4.27)

(4.28)

Yukaridaki her bir hal igin, elde edilen Gauss denkleminden #/(°) ortalama egriligi

bulunarak, 1. ve 2. esas formlar belirlenir. Boylece hiperyiizeylerin temel teoremi uyarinca

Bonnet hiperyiizeyleri tamamiyle belirlenmisg olur.
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5. SONUCLAR

Bonnet  hiperyiizeylerinin  belirleme  probleminde iki hal s6z konusudur.

@) wi(E)=w,(E) =T, ile tanimli fonksiyonlarin hepsinin birden sifir olmas: hali

(b) T, 0 hali

(a) halinde, R™' deki Bonnet hiperyiizeyleri belirlenmesi probleminin tamamiyle R*> deki
Bonnet yiizeylerin belirlenmesi problemine (Soyugok, 1995) indirgendigi goriilmiigtiir. Bu
halde Bonnet hiperyiizeyleri tabam R* deki Bonnet yiizeyleri olan silindirlerdir.

(b) halinde, bir M hiperyiizeyinin bir Bonnet hiperyiizeyi olmast i¢in A-gebekesi denilen 6zel
bir ortogonal sebekeye sahip olmasinin gerek ve yeter kosul oldugu gosterilmigtir. Ayn1 gerek

ve yeter kosulun (a) hali i¢in de gegerli oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Ikinci bir izometrik sistem yardimiyla belirlenen (7',7%,..,n") ortogonal koordinatlar
alindiginda H,J ve g, lerin (n',7°,..,n") noktasindaki degeri ile C = sabit olmak iizere
(7' +C,n*,...,n") noktasindaki degerlerinin aym oldugu goriillmiistiir. Boylece hiperyiizeyin

ortalama egrilik korunarak kendi iizerine biikiilebildigi sonucu elde edilmistir.

(4.24), (4.25) ve (428) ile verilen Bonnet hiperyiizeyleri aym: Gauss denklemini
sagladigindan aym ortalama egrilige sahiptir ( ¢, sabiti aym alindiinda ). Bu yiizden bu

hiperyiizeyler birbirlerinin yandagidir.Yani bunlar ortalama egrilik korunarak birbirine
biikiilebilirler.

(4.26) ve (4.27) ile verilen Bonnet hiperyiizeyleri ig¢in Gauss denklemi birbirinden ve
yukaridakinden farkli oldugundan ortalama egrilikleri de farklidir. Dolayistyla bunlar kendi

tizerlerine biikilebilirler.

Boylece R™ deki tiim bikiilebilir Bonnet hiperyiizeyleri belirlenmis olmaktadir.
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