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OZET

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada, Matematiksel
Programlamanin bir alt dali olan nonlineer programlama problemleri
¢cozimleri i¢cin gelistirilmis olan Gecometrik Programlama basliga
altindaki konunun incelemesi amaclanmistir. Teori ve ¢dzum
teknikleri agisindan ele alinan ve ileriki calismalara esas teskil
edecek olan bu calisma, baslica alti bdliimden olusmaktadair.

Birinci boélim, konunun en genis kapsamiyla temel tanim ve
kavramlarini igerir. Matematiksel programlama ve optimizasyon igin

genel bilgilerden olusur.

Geometrik programlamaya giris ve konunun esasinl olusturan
aritmetik - geometrik ortalama egitsizligi lizerine kurulu dualite
teorisi ikinci bodliimde yer almaktadair.

Ucglincii ve dordiincii boéliimler, geometrik programlama problemlerinin
6zel yapida olmasi durumunda ele alinmis olan, iki alt basliga

(sirasiyla, posinomal -katsayilari pozitif olan- ve signomal
katsayilari isaretten bagimsiz olan- programlamadan) olusmaktadar.
Gerekli yapisal iliskiler, primal - dual problemler arasindaki

hagintilariyla birlikte verilmistir.

11k dért bélimde kurulup, olusturulmus olan geometrik programlama
problemlerinin yapisina uymayan nonlineer problemlerin bazi o6zel
vapiya sahip olanlari ic¢cin diinilisiim ve yaklasim bagintilari besinci
b6liimde ac¢iklanmistair. Bu donlisim ve yaklasim ydntemleri ile
standart yapida olmayan problemler,diizenlenerek standart geometrik
programlama problemlerine g¢evrilmektedir.

Son ve altinci boliimde geometrik programlama teorisine ait bir
uygulama ve hazirlanan c¢alismadan ana hatlari ile elde edilen

sonug¢lar verilmistir.



SUMNMARY

In this paper prepared as the M.Sc.graduate thesis,it is purposed
that to analysis of Geometric Programming developed to solve the
nonlinear programming problem which is a branch of Mathematical
Programming. This thesis considered in terms of theory and
solution techniques and will be base of my further studies
consists of mainly six chapters.

First chapter contains the basic definition and descriptions of
the subject. It 1is occur with the general knowledge for
Mathematical Programming and Optimization.

The introduce to geometric programming and duality theory developed
upon the aritmethic-geometric mean inequilty which is the base of
the subject is placed in the second chapter.

The third and fourth chapters consist of two sub_division of
geometric programs when it has proper structure, respectively
posinomial and signomial programs. Necessary relations are given
with the primal_dual programs correlation.

For any nonlinear problems, have some particular structure and
nonsuitable to the geometric programs which is performed and

ctermined in the first four chapters; transformation and limitting
techniques are explained in the fifth chapter. The problems in
nonstandart form have been converting to the standart geometric
programming problems with these transformation and limitting
techniques.

An application of the geometric programming theory and mainly
results obtaining from the prepared study are given in the last and
sixth chapter.



Yoneylem Arastirmasi bilim dalainin en dnemli calisma alanlarindan
birisi optimizasyon ve uygulamalaridair. Optimizasyonda ise
6zellikle nonlineer optimizasyon, son vyillarda oldukgca 1ilgi
cekmis ve hem teorisyenlerin hemde uygulamacilarin bu konuda
vaptiklari calismalarda artislar gozlemlenmistir.

Geometrik programlama, cebrik nonlineer problemlerini lineer yada
nonlineer kisitlar altinda c¢o6zmek lizere gelistirilen tekniklerden
birisidir. Uygulamalara olan yatkinligi sayesinde matematiksel
programlamanin nonlieer basigi altinda oldukca saglam bir yer
edinmistir. Nonlineer karakterde olan matematiksel programlama
problemini,lineer bir yapiya indirgeyerek cozime ulasmayi amaclar
Miihendislik alanlarinda karsilasilan problemler ic¢in bir c¢ézim
arayisinin sonucu olmakla beraber,oldukca saglam bir matematiksel
teorisi mevcuttur.

Konveks olmayan programlama problemlerini konveks problemlere
doniistiirmesi,blitiinsel optimum sonu¢lar saglamasi ve bazi kosullar
altinda primal ve dual prolemlerin c¢ozuminden, ama¢ fonksiyonun
optimum degeri ig¢in alt ve 1iist sinirlar gosterebilmesi ifade
edilebilecek bazi iistiinliikleridir. Iste bu saglam yapisina
inceleyerek, uyvgulama alanlarina daha genis bir c¢ercevede
verlestirilmesi i¢in;dncelikle teorisinin 68renilmesi gereksinimi
bu calismanin yapilmasina neden olmustur. Bu calismada geometrik
programlamanin kurulusu ve teorisinin incelenmesi, c¢odzum
yontemlerinin ortaya konulmasi amaclanmistir.



BOLUEKE I

TEMEL TANIM VE KAVEAMLAR

¥ibs :BiE2E

Geometrik programlama, 1961 yilinda Clarence ZENER ile ortaya
cikmis olan ©ozellikle ayristirilabilir problemlerin genis bir
smifindaki calismalar i¢in kullanisli olmakla beraber, oldukcga
genel matematiksel bir teoridir. Etkisini o6zellikle 1lineer veya
nonlineer kisitli - nonlineer cebrik programlama problemlerinin
¢coziminde gostermektedir. 11k ortaya c¢ikartilisi tamamiyla
mihendislik problemlerine ¢dzim algoritmasi arayisinin so:ucudur.
1961 yi1linda Zener’in ortaya attigi diisince tuzerine Richard
DUFFIN dualite teorisini, dogrudan nonlineer programlama
problemlerine uygulayarak gelistirmistir. Boylece Geometrik
Programlama dogmus ve nonlineer optimizasyonun yeni bir alt dala
olnustur.

Geometrik programlamanin temel yapisi kurulduktan sonra Duffin ve
Zener kendilerinin kurduklarai bu yeni teknigi gelistirmis ve
genisletmislerdir. Duffin ’in ©6grencilerinden Elmor PETERSON,
Zener ile bilikte elektrik iletim yasasi lizerine ve Duffin ile

esitsizlik kisitlarini igceren metotlar lizerine calismistir. 1967
vilinda Duffin, Peterson ve Zener simdiki klasik Geometrik
Programlama lizerine bir kitap yazmislardir (*¥). Duffin, Peterson

ve Zener vanliz pozitif katsayi bilesenli problemler ic¢in
¢alismislardir. Mihendislikte gercek hayat problemleri i¢in bu
veterli ise de, Passy ve Wilde tarafindan teoriyi bu kisitla
cergeveden kurtarmak iizere calismalar yapilmistir (*x*).

Geoametrik programlama ¢ozum tekniginde ondalik kuvvetleri igeren
terimlerin bilitin fonksiyonda pozitif katsayili olmalari geregi
mevcuttu ve negatif sayilarla islem yapilamazdi. Esitsizlik
kisitlari orjinal algorimanin ihtiyaclari ile sinirliyda.
Dolayisiyla geometrik programlamanin negatif katsayilar ve keyfi
esitsizliklere genisletilmesi, bu yapiyi Cauchy esitsizliginin
smirlarina tasiyan bir yol bulunana kadar yapilamadi. Bunu
sailayacak bir metod Lagrange yontemlerini kullanarak esitlik
kisitla durumlar icin Wilde tarafindan olusturulmustur; Sgrencisi
Passy bu genislemeyi Kuhn - Tucker kosullarini kullanarak
tamamlamigtir (*x*x),

Kullanim alanlari olarak nonlineer sebeke akis problemleri,
diskrit optimal kontrol problemleri, genellestirilmis Fermat
tipi optimal atama problemleri, Lp regresyon problemleri,
(kmadratik kisitli) kuadratik programlama problemleri, kimyasal
esitlik problemleri ve genel cebrik programlama problemleri 6rnek
verilebilir.

(*) Duffin R.J.,E.L. Peterson ve C. Zener, Geometric Programming
Wiley, NewYor:, 1967

(**) Passy U. ve D.J. Wilde, Generalized Polynomial Optimization,
SIAM Applied Math., Vol.15 No.5, (Sept.,1967), pp:1344-1356
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Geometrik programlama problemleri;

{i) cok kuvvetli varlik, teklik ve karakterizasycn teoremleri,
(ii) kullanislia parametrik ve ekonomik analiz,
(iii) ayraisim kurallarini aydinlatma ve

(iv) gliclli sayisal c¢ozim tekniklerini icerir.

Geometrik programlama esas olarak Matematiksel programlama
problemlerinin nonlineer programlama basligi altinda teori ve
uvgulamalara dayali olarak gelistirilmistir. Buna gore oncelikle
matematiksel programlama modeli ve ozelliklerini, ardindan
nonlineer programlama hakkindaki giris bilgileri verilerek
geometrik programlamaya gec¢is yapilsin.

I.2. Matematiksel Programlama Kurami

Cesitli yollarla kisitlanmis bir veya fazla degiskenden olusan
savisal fonksiyonun optimizasyonu problemi, bir matematiksel
programlama problemi olarak adlandairilair. Acik ifadesi ile,bu tir
problemlerin amaca X{3Xgyeee 5X gibi n tane degiskenin degerini,
e=agidaki fonksiyonu; verilen ﬁlsltlarl altinda optimize edecek
~egild= Lelirlemektir.

f(:ij,xz, ,xn) (i35e2 od;)

kisaitlar; g (XX, +.o ,xn) {:8+852a% b, ; k=1(1)m (ka2:2)

Genellikle n degiskenin degerinin, sayisal olarak negatif

olamayacagi kabul edilir. Nonnegatiflik kisiti, degiskenler
tzerinde

x2S '0 (28 =1{1 )% {352 3i)

1

seklinde ifade edilebilir. Bununla beraber aranan, (1.2.1) ’deki
ama¢ fonksiyon adi verilen z fonksiyonunun (minimum yada maksimum)
optimal degeridir.

Ticari , ekonomik sorunlarin matematiksel programlama problemleri
olarak formiilasyvonu, bircok kompleks gercek hayat optimizasyon
calismalarinin ¢oziimlenmesindeki basariya yol acmistar.

I.3. Model Siniflandirilmasi
Gercek hayat problemlerini bes ayri yolla siniflandirabiliriz:

(1) Problemdeki fonksiyonel iliskiler kesin olarak bilinir
(deterministik) veyva kesin olmayabilir (probabilistik).

(2) (1.2.1) wve (1.2.2) bagintilarindaki f(xl, Kyyp ooo X)) ve
gixl, Xgy oo ,xn) o =t ) fonksivonlari Xy, Xps «s. X%,
deZiskenleri icin lineerdir yada fonksiyvonlar kiimesindeki en
az bir eleman nonlineer olabilir.
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(3) Fonsiyonlar siirekli tiirevlenebilir (diizgiin) veya tiirevienemez
(diizgiin olmayan) olabilirler.

(4) Matematiksel programlama problemindeki R R
siirekli veya tamsayil degerlerle kisitlandir:ilmis olabilir.

(5) Optimizasyon zamanda sabit bir noktada (statik) veya bir
zaman araliginda (dinamik) yer alabilir.

(1.2.1) - (1.2.3) ile tanimlanan model ve birgok matematiksel
programlama modeli deterministiktir; verilen x,%,, ... ,Xx ’ler ve
f,8/18y5 +++ »8 'lerin degeri tek olarak belirlenmistir. Ticari ve
ekonomik alanlar icin matematiksel programlamanin bir c¢ok
uygulamasinda model fonksiyonlar lineerdir. Bunun sebebi 1947’de
Dantzing [1963] tarafindan olusturulmus, simpleks metodun lineer
programlama problemlerinin ¢6zimii icin oldukg¢a etkin bir prosedir
olusudur. Acik ki, bir veya birka¢ fonksiyon nonlineer ise ¢ézum
daha gili¢ olacaktir. Yinede gercek hayat problemleri ne kadar

kompleks veya nonlineer olsalar bile, bircok degisken ve lineer
formda kisaitlar kullanilarak modellemeleri daha basite
indirgenebilir.

Matematiksel programlama problemlerini c¢odzmek ilizere olusturulmus
elroritmalarin biiyiik ¢ogunlugu, modeldeki fonksiyonlarin siirekli
+irevlenebilir olmasini gerektirir.Dolayisiyle biitin fonksiyonlar
dizgiin olmalidir.Bazi algoritmalar lineer problemdeki degiskenler
i¢cin tamsayi ¢ozimler iiretmek 1iUzere olusturulmuslardir. Bununla
beraber eger modelde bir veya daha fazla fonksiyon nonlinser ise
programlama problemini c¢odzmek ve Xis3Xpgy +es X degiskenierinin
tamsayi1 degerler alacagini garantileyen etkin algoritm-lar da
olusturulmustur. Sonucg olarak . (3:2.1)-'de f£(x,, Xyy ooo + %}
fonksiyvonunun optimizasyonu c¢ogunlukla zaman icindeLi bir noktaéa
disiiniilmistiir. Yani model statiktir.

Matematiksel programlama metodlarinin gercek hayat problemlerine
uygulanmasindaki bir c¢ok ornekte, fonksiyonlar yapilari geregi
nonlineer, diizgiin olmayan ve probabilistik olup; problemin
degiskenlerinin tamsayi degerli ve problemdeki amac¢ fonksiyonun
optimizasycnunun dinamik olarak belirlenmesi zorunlulugu ile
karsilasilair.Buna karsin problemi ifade etmek ilizere secilen model
siirekli olarak lineer-diizgin-deterministik-siirekli-statik bir
modeldir.Bdyle orneklerde model kurucunun beklentisi,clusturulmus
olan matematik programlame modelinin, gercek hayat problemlerinin
¢coziimlenmesi sirasinda kullanisli bilgi saglayabilmesidir.

(1.2.1) - (1.2.3)’iin ifade ettigi matematiksel programlams modeli
asagidaki sekilde iki Fisima ayrailabilir:



1. Amac¢ fonksiyon ve kisitlari altinda,

n
B Ll s o v l) B ;_‘c,x,
=1
n

gi(xl,xz,...,xn)=;ai_,xj Z.=8 b, ; Ue«a(1)m
=1

X420 ; J=1(1)nm

formlu yapinin optimizasyonu olarak bilinen Lineer Programlama
Modeli ’dir. Burada c; b ve a; ’ler bilinen sabitlerdir.

2. Amac fonksiyon ve kisitlari altinda bu sefer,

Z= (X025 .000%,)
Gl 255 . vo XDl mpt) thyiciyond=1(1)m

X420 ; J=1(1)n

seklindeki yapinin optimizasyonu olan, ancak f,g, o
fonksiyon kiimesinde en az bir fonksiyonun nonlineer ol&ug durum
icin Nonlineer Programlama Modeli ’dir. Nonlineer programlama
problemlerinin ¢ozim glucgliigliini azaltmak iizere ilk algoritmalar,
Rosen [1960] ve Fiacco-McCormick [1964] tarafindan gelistirilmeye
baglanmistair.

1.4. Optimizasyon Problemleri icin Temel Kavramlar

Matematiksel programlama problemlerinde nonlineer fonksiyonlarain
tanimlanmasi, lineer formda olduklarai durumdan daha glctir.
Nonlineer fonksiyonlarla tanimlamadaki esas giicliik, yoresel veya
bilitlinsel minima yada maksimanin olusumundaki belirsizliktir.
Yoresel optimumun varligi: f(x) fonksiyonun nonlineerligine, bir
veya daha fazla g.(x) kisit fonksiyonlarinin nonlineerligine veya
f(x) ve g(x) kisitlarindaki nonlineerligin ortak bir etkisine
bagla olarak ortaya c¢cikabilir.

Ornek olarak f(x) amac fonksiyonunun bir degiskeni icin nonlineer
oldugunu kabul edelim. Sekil 1.1. ile bu fonksiyon lizerindeki
yoresel na¥31num‘noktalar1 soyle siralayabiliriz. (x,xn; aralaiga
icinde x ve X gibi 1iki maksimizasyon noktasi mevcuttur ve
f(x )>f(x ) ’dir. x noktasi yoresel (yerel) maksimum, x noktasa
biitiinsel maksimumdur.
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£ éax)
f(x*)

f(xo)

0 b
X X X X

Sekil 1.1. yoresel maksimum

Fonksiyon lizerinde ifade edildigi gibi,kisitlar altindaki yoresel
optimumu su sekilde verebiliriz. Sekil 1.2.'de verilen kisitlarla
sinirlandirilmis bdlge ve lineer ama¢ fonksiyonu birinci bodlgede
orijinden itibaren artar durumda veri%mi% olsun. g kisit
fonksiyonunun noqlineerligine gore ( X, ) noktasi yoresel
maksimum ve (xl,xz) noktasi ise biitiinsel maksimumdur.

s

Sekil 1.2. yoresel optimum

Tanim 1.1. f fonksiyonunun D; tanim bolgesi (domen), f ’in
tanimlandigi: R" ’deki noktalar kiimesidir.

Tanim 1.2. f fonksiyonu x €D noktasinda; tim x GDf noktalara

igin f(x) £ f(x) olacak sekilde X 'nin bir @ araligzi (6>0)
mevcut ise yerel minimumdur denir ( burada | x - X | <4 Ydar-).
Eger her x icin f(X) < f(x) seklinde 0 < | x-X | < @ mevcut

ise ozaman X noktasi kesin yoresel minimum nokta adini alair.

Kesin ydresel minimumun ayni zamanda bir ydresel minimum olaceag:
aciktir. Ancak tersi geogerli degildir.



1.5. Yéresel Optimum i¢in CGereklilik ve Yeterlilik Kosullar:

f fonksivonunun tek degiskenli ve D, hdélgesindeki x noktasindaki
tiirevinin siurekli oldugunu kabul edelim. Kisitsiz problemler ic¢in
optimum d-.Zer tanimlayan lemmalari asagide verelim.

Lemma 1.1. Eger.f, X noktasinda bir minimum vada maksimum deger
aliyorsa £f{x)=0 dar.

Lemra 1.2. x, f(x)=0 ve f"(x)>0 (<0) seklinde bir nokta ise,
ozaman f fonksiyonu X ’de kesin yoresel minimuma (maksimuma)
sahiptir.

Bu sonuclari c¢ok degiskenli fonksiyvonlar 1iizerine kaydirabilmek
icin R" ’de tanimli, reel degerli bir fonksiyon goéz Oniline alalim
ve ikinci mertebeden tiirevi mevcut olsun.

Tanim 1.3. f(x)’in gradyeni Grad f(x) veya V f(x) ile gosterilir

ve kismi tirevlerden olusan bir sittun vektdrdiir:
Grad f(x) = V f(x) = [ 3f/3x1, e aflaxn ]

Tanim 1.4. f fonksiyonunun Hessian matrisi ikinci mertebe kismi
tiirevlerinden olusan matristir ve Hf ile gosterilir.’

¥ SRSt -
axf axlxn

g pr, g e
Hf—(axiaxj) oé:-f .. ;fo.

ox0x, "~ gx?

Bu tanimlar altinda yukarida tek deZiskenli fonksiyonlar ig¢in
verilmis olan lemmalari: simdi c¢ok degiskenli fonksiyonlara
genisleterek gereklilik ve yeterlilik kosullarini tanimlayalim.

Teorem 1.3. ( Birinci mertebe gereklilik kosulu ): Eger - x

ncktasinde bir minimur yada maksimuma sahip ise

Vilx) =0

vazilair.

fkinci mertebe kosuluna gecmeden ¢nce matrislerin tanimliligi ve
yari tanimlilaiga iizerinde kisaca duralim.



anim 1.5. Simetrik bir A matrisi eger V x # 0 ic¢in xAx > 0 (veya

Ax < 0 ) ise pozitif tanimlar (veyva negatif tanimli) adini slar.

g T

X
Yine eer V x # 0 icin x'Ax 2 0 (veya x'Ax £ 0) ise yari pozitif

tanipl: (veya yara: negatif tanimli) olarak adlandairilar.

Tersi degru clamamakla beraber aciktair ki, pozitif tanimli bir A
matrisi ayni zamanda yaril pozitif tanimladar.

Tanim 1.6. n inci dereceden A=(a”) kare matrisinin asal kcsegen

minorleri,

a
31 %3
] ' . s,=detd

a
a,=det [a,,] ., A2=detL

1 €22

seklindeki determinantlardir.

Lemma 1.4. A kare matrisi ancak ve ancak A 120, A 220,000, A >0
ise pozitif tanimladir. Yine A matrisi ancak ve ancak

A 120, A 220, e nZO ise yari pozitif tanaimladir. Bunlarin
vani sira ancak ve ancak A 1<O, A 2>0,... ,(-1)" A n>0 ise negatif,
ancak ve ancak A 120, A 920, ... (-1 & .20 ise yari negatif

tanimlidir. Burade A k ’lar A matrisinin asal mindrleridir.

Lemma 1.5. f(t)=det(A-tI) karakteristik polinomunun t dzdegerleri
igcin ancak ve ancak;

i) VYV t, 0 (t20) seklinde ise A pozitif (yari pozitif) tanimla

' ¥ t, t<0 (t<0) seklinde ise A negatif (yari negatif) tanimla

-

adini aliar.
Yapilan bu kisa hatirletmalardan sonra asagidaki su teoremleri

verebiliriz.

Teorem 1.6. (ikinci mertebe gereklilik kosulu): EZer f fonksiyonu
bir X ’de minimuma sahip ise, V f(X)=0 ve Hf yar: pozitif tanimla

olur.
Tecren 1.7. (ikinci mertebe yeterlilik kosulu): Eger x, V f£(x)=0

ve lﬁ(i) ’vi pozitif (negatif) tanimli yapan bir nokta ise,
ozaman f ’in X 'de kesin bir ydresel minimumu (maksimumu) vardir.
ispat: - noktasi: civarinda ikinci mertebe tiireve sahip f
fonksiyonu igin ifade edilmis kuadratik Taylor formiilii;

£0x) = 2(0) + (x-B) TVE®) + 3 (x-3) T H () (x-) + R



veya,

lim R (x)

Y
x% jr-x|

oldugu ig¢in hata terimini ifade disinda tutarak,

f(x) = £(X) + (x-%) TVE(X) + -% (2-%) T H [Ax+ (1-4)X) (x-X) (1.5.1)

0< A £1 clarak verilir.Teoremi bu bilgiyi kullanarak ispatleyalim.

Xx =X + h seklinde X civarindaki x icin;

f(X+h) = £(X) + h VE(X) + 0.5 h' HJIA%+(1-1) (X+h)].h

olup,
Y Ifi(x) =0 oldugundan

f(x+h) = £(x) + 0.5 K H.[AX+(1-1) (Xx+h)].h

veya
f(x+h) - £f(x) = 0.5 B H,[Ax+(1-4) (x+h)].h (1.5.2)

Ju. aur. Bu ifadenin sag tarafi x ’nin 8_komsulugu icindeki tim h
degerleri icin negatiftir. Yoresel maksimum tanimindan bu durumda
f(x+h) - £f(x) = O ?1dugu icin X bir ydresel maksimum clacaktir.
Ik:nci mertebeden 3 f(x)/axiaxj kismi tiirevieri X ’'nin uygun bir

6_komsulugunda 2%X + (1 - 2) (X + h) noktas: ile elde edilen

321‘{ AXx+(1- 2 )(x+h)1 / 3xiaxj tiirevininki ile ayni isaretli clur.

Boylece (1.5.2) esitliginin sag terafi, sadece h’Hﬂiﬁh < 0 ise
negatiftir. Yani, x’de deger alan H,(X) Hessian matrisi X ’nin
bir maksimizasyon noktas: oldugunu belirlemek iizere, negatif
tanimli olacaktar.

Yoresel maksimum ve minimum icin verilmis olan bu kosullar bazi
konvekslik ©&zelliklerini gdsteren problemler igin biitiinsel
kosullar we sonuclar olarak veniden duzenlenebilirler. Bu
tir cdurumlerda herhangi yoresel minimumun ayni zamands biitiinsel
minimum cldugunu sdyleyebiliriz. Fonksiyonun kesin kcnveks cldufu
bilindiginde voresel minimum icin veterlilik xosullara
iiretilebilir. Bu amacla, 8n bilgi clusturmas: icin kisaca konveks
yepirlar {izerinde cduralam.



Tanim 1.7. £ veriléen. bir. fonksiyon \ve/;tanlm bolgesinde X, ¥ X,
iki ayri nokta olsun. Eger tim A€ [0,1]) deBerleri icin;

fI A x+4(1- 2 )% ] = 2 £(x))+(1- 2 )f(xy)

ise, f fonksiyonu konvekstir. Yukaridaki ifade de eger esitlik
mevcut degilse f fonksiyonu kesin konvekstir denir.

Teorem 1.8. f ikinci mertebeden tiirevlenebilir olsun.f’in Hessian
matrisi ancak ve ancak yari pozitif tanimliysa f konveks C kiimesi
uzerinde konvekstir.

Bu teorem esasta biitiin x ’ler icin saglandiginda, siirekli ikinci
tireve sahip boyutsuz bir f fonksiyonunun konveksligi icin gerek
ve yeter sart olan,

alf(x)
—_— 20

dx2

esitsizliginin c¢ok boyutlu karsiligidir. Asagidaki teorem ile
konveks fonksiyonlarin optimizasyonunda yoresel - biitiinsel analiz
arasindaki bagintiyi ifade edebiliriz.

Tecre. 1.9 Eger f, C konveks kiimesi lizerinde tanimli bir konveks
fen siyon dise, f’in yoresel minimumu ayni 2zamanda biitiinsel
minimumudur.

ispat : Ispati celiski teor'sini_ kullanarak ,vapalim. f, ; ‘de
yoresel minimuma sahip ve f(x )<f(x) seklinde x €C mevcut olsun.

f’in konveksliginden hareketle, tiim 4 €(0,1) ig¢in;

FI Ax'+(1- 2)%] € A £(x))+(1- 2 )E(X) < A £(X)+(1- 2 )f(X) = £(X)

elde edilir. X ve x'aras1ndaki dogru parcgasinin verilen aralik
bagintisi f(X) ’den kesinlikle daha kiiciik deger alir. Bu X ’nin

yoresel minimumluZunu bozar.
I.6. Nonlineer Denklemlerin Coziimi

Nonlineer programlama problemlerinde kullanilan birgok algoritmik
yontem,ayn1 andaki nonlineer denklemleri c¢ozme gereksinimi duyar.
Bu tip denklemlerden olusan kiimenin ¢o6zlimi ig¢in en iyi bilinen
yontem olan Newton-Raphson’u ele alalim.N tane fonksiyonun ~‘lmesi

fﬂ X s W a8 AT
olsun.
Amacimiz, V j icin i}(x‘)=0 seklindeki X, degerlerini bulmak olsun.
Bir x':(mt s Xgp o3 eee s Xy )* noktasindaki Q(x:) fonksiyon

degerleri ve
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- & R 8f, (x) S
ij(xk) £t _%Xl—- e @ axn ] J‘l(l)n

matrisi,kismi tilirevlerin timinin xk’dakl degerleri alinmak lizere,
elde edilmis olsun.

f.{x )-"an x; noktasi civarinda Taylor serisine ag¢ilimi ;
- g Bixl) ~
£y(x%) = L£5(xx) + ;_Ja_k—(xi,hl_xi,k) + R(xg) =
"1 Xy
seklindedir. Yiiksek dereceden terimleri goz Oniine almayarak:
2 O, 05) 4 = DL {x5) :
RN S GOS8 e THR

veya matrisiyel formda ;

VO£ X = £05) ¢+ VO£ ¢ ; Je1a o

x', £,(x') ve V f£(x') bilindigi icin bu n lineer denklem x,'
icin n tane X kil koordinata sahiptir. Boylece Newton-Raphson
metodu x'’in daha iyi yaklas1m1n1 saglamak icin V f. (xhl) tiirev

degerlerini kullanar. x' ise f (x )=0 ’1 saglayan noktadlr.

of i
[_ﬂ] = [Vfl(x;) bl I an(x;) ]

(106.2)
ve
£f(x') = [ £ (x,) £ (x) 1

i = VBT G 6 R BB

olsun. Ozaman (1.6.1) denklemi,
s % S e

Tpeer i Budy ¥y L Blay)

olerak wyazilabilir veya J: singiiler olmadigi ig¢in,
b5 b $,-1
S (Jk ) f(xk) (1.8:3)

elde edilir.
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I.7. Kisitla Optimizasyon ve Lagrange Carpanlara

Problemimizi ,
P i minimum 2z = f(x)
kisitlar; gi(x) <14 o fE1l] I
XE>T0
seklinde f(x) ama¢ fonksiyonunu ve g”x) leltl&rln% konveks
olmak lizere secelim. g(x) = [ gl(x),gz(x), e ,gn(x) ] v,
Tanim 1.9, u =9{ U, Uy, -ee 5 }J, m gercel degerli bir vektor

olsun. P problemi icin Lagrange Fonksiyonu ama¢ fonksiyon ve
efirliklandirilmis kisitlarin toplamidir. Yani,

Lix,u) = f(x) + ; u,g,(x) = £(x)+ug(x)

=1
olup, ufler Lagrange Carpanlari olarak adlandirilir.

Tanim 1.10. Bir (;,;) noktasi eger,
L(x,u) < L(X,u) < L(x,u) I AP e R

seklinde ise lagrange fonksiyonunun Eyer Noktasi adini alar.

Lemma 1.10. L(x,u) lagrange fonksiyonunun eger bir (;,;) eyer
rioktasi mevcut ise, x noktasi P problemi i¢in bir optimum ¢dzim

olacaktar.

ispat : Eyer nokta tanlmlnlq_birinci klsgl, 52
¥ix) 3 ug(x) € flx) + n.g(x)

veya basitce, = 3

seklinde ifade edilebilir. Simdi g(;) € 0 ’'dair cilinkii, eger
gk(E) > 0 yapacak bir k mevcut ise ut='6k+1, ui=ii, i ¢ k kiimesini

olusturur ve vukaraidaki esitsizlige ters diiser. Dolayisayle
g(X )20 olup X, P icin tiim kisaitlari saglar. Ayrica u.g(x)=0'dir,
aksi halde i& > 0 seklinde bazi k ’lar mevcut olur. U, ufia A

i # k alarak yukaridaki esitsizlik yine bozulur.

Eyer noktasinin taniminin ikinci kisma,
f(x) + u.g(x) € f(x) + u.g(x)

veyva u.g(xj=0 *dan yararlanarak




£f(x) £ £(x) + u.g(x)
seklinde kurulabilir.

uz20 ve gy. problemi i¢cin mimkin c¢dzim ise (boylece g(x)<0
*dir) yine u.g(x)<0 ’dan

f(x) < f(x)

olur. Bu ise, x ’nin P icin optimal ¢o6zim oldugunu gosterir.

I.8. Kuhn - Tucker Optimallik Kosullara

f(x) amac fonksiyon ve g“x) kisitlara tiirevlenebilir olmak ilizere
P problemi ve L lagrange fonksiyonunu goéz oniine alalim. Lagrange
fonksiyonunun x ’e bagli gradyeni,

(x,u) oL (x, u) oL (x, u)

V.L(x,u) = L (x,u) = [ aLax . ax, ¢ e s ax ]
1 n

ile gosterilir ve lm(x,u) = g(x) uygun olarak tanimlanair.
Tanim i1.11. P problemi igcin Kuhn-Tucker optimallik kosullaria,
L (x,u) 2 0
XL (x,u) = 0
x 20

Lu(x,;x_) 0

v

0

u L(x,u)
uz0

olarak verilir. Lagrange fonksiyonu icin bir (;,G) eyer noktasa
mevcut ise bu nokta Kuhn-Tucker kosullarini saglayacaktir.

Birinci mertebe kosullar olduklarindan , hem minimizasyon ve hem
de maksimizasyon problemleri icin gegerlidirler. Ayrimi saglayan,
ekstremumlary gosteren ikinci mertebe kosullardar.
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BOLUOUM II

CEOMETRIK PROGRAMLAMA
PROBLEMLERININ
GENEL YAPISI

II.1. Matematiksel Ifadesi
Terminoloji ve notasyonlara bagla olusturulmus olan en genel form
asagidaki sekilde ifade edilebilir (*).

T n

minimum g, (x) = ;: 004Co0; I[ (x;) B0t
=1 =]

Ty n

kisitlar g,(x) = ;okjckj I[ (x)* <0, ; k=1(1)m
=1 =1

x; > 0 s* =143 n
olup, burada
oj=21,00-=tl,ok=i'1 ve ckj>0’c0j>o
seklinde tanimlaidir.
8yij aﬁj isaretten bagimsiz sabitler,

Tk: k i1nci kisittaki terim sayisi (k=1(1)m),

T, : ama¢ fonksiyondaki terim sayisidar.

Eger tim o degerleri pozitifse program posinomal-pozitif katsayila
olarak adlandirilir. Bu tip bir posinomal n degisken, T terim ve

max{ E,av} derecesinde olusacaktir. Ornegin,
J =i

f(xl,xz,xz) = x12x2x33 - fz—'xz‘ - (5/7)x15x23 + X,

fonksivonu tlic degisken ve dort terimden olusmus, derecesi sekiz
olan bir yapidadir. Posinomal fonksiyonda a,.. kuvvet degerleri
herhangi reel sayilar olabilir.Ancak Cy; katsayilarina pozitifli
sart: getirilmistir. Buna gore yukarldaki ornek fonksiyon -42
katsayi bulunduran terim icerdigZinden posinomal olamaz. Ayrica

f(x),%,) = 2.31xpﬁz + x{dx;j + fog

forksiyonu bir posinomal olup, tam sayl olmayan kuvyetler
icerdigi icin polinomal degildir. Sonuc olarak f(x8x= nx hem
posincmal, hemde bir polinomal olup; Cix)-= =" ise ne

posinomal, necde bir polinomaldir. Ancak ay;; ’lerin yine herhangi
reel sayvilar ve c¢,. ’lerinde sifir olmayan Lerhangi reel degerler
alepildigi signomél fonksivonlar -katsayvilari isaretten bagimsiz-
sirnifindadir. Signomaller kuvvet tarimleri disinda polinomallere
benzerdir. Signomaller ve alt kiimeleri savilsbilecek posinomaller
ile peolinomaller arasindaki baginiti su sekilde verilebilir.

{*) Wilde D.J. ve S. Beightler, Foundatins of Optimization,
Frirntece - Hall , Englwood Cliffs, N.J., 1967
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Signomaller ]

8yij

Polinomaller Posinomaller
[ CHE R\{0} ] Cj ERR) ]
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Bu iki (posinomal , signomal) sinif icin kisitly ve Kkisitsiz
gecmetrik programlama programlari ileriki boliimlerde incelenecek,
¢ozlim algoritmalari olusturulacaktar.

II.2 Dualite Teorisi

Bu bdliimde konvekslik ve konveks programlama teorilerini
kullanarak geometrik programlama icin dualite teorisini kuralim.
Buna esas olusturmak lizere aritmetik ve geometrik oranla iliskili
klasik esitsizligin bir genellemesini ifade edelim. Euclid uzaya
tizerinde, vektorlerin sabit uretimi icin bir esitsizlik
cldugundan bu bagintiy: geometrik esitsizlik olarak adlandirmamiz
verinde olacaktair.

Baslergic olarak a ve b pozitif sayilari icin en basit durumdaki
aritmetik ve geometrik ortalama esitsizligi olan,

(1/2)(a+b) 2 (a*b)!/?

bagintisini ele alalim. Esitlik ancak a=b ise gecerlidir.
Geometrik anlami ile ifadesi; &a ve b dikddrtgenin -enarlari ise
gecmetrik ortalama ayni alana sahip bir karenin kZenarina esit
olmasidir. En genel hali ile geometrik esitsizligi su teorem ile
verebiliriz.
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Lemma 2.1. ( Geometrik Esitsizlik ve Temel Yardimci Lenma )
x, N bilesenli keyfi bir vektor, & ise nonnegatif N bilesenli bir
baska vektor olsun. Bu iki vektor su esitsizligi saglarlar:

¥ ~ E o R p
Exibx < (;61) ln(ge ) o+ ;__‘{b,ln(b,) - (E 3,) ln(gbi)

ayrica burada ©&61lné terimi, &6 sifir oldugunda sifir olarak ele
alinir. Bununla beraber, ancak ve ancak

8/ =Be’  ; 4i=1(1W
seklindeki nonnegatif bazi B sayilari i¢in esitlik mevcuttur.

ispat: Geometrik esitsizlik birkac¢ yolla tiiretilebilir. Verilecek
olan ispat eksponansiyel fonksiyonun konveks oldugu esasina
dayalidir. Suhalde, x ve z keyfi reel sayilar (z<x) olmak ilizere,

z

e’ + (x-2z) e’ < €f

vazilabilir. Ciinkii ilistel fonksiyonun gosterdigi egriye 1z ’de
teget olan dogru kesinlikle o egrinin altindadir. Bununla beraber
esitsizlik ancak 2z=x oldugunda esitlik haline ddniisecektir.

y = e’ alarak, her x ve her pozitif y ic¢in

v+ ( x - 1lny )y < €

sonucu c¢ikartilir. Burada x = 1lny icin esitlik korunur. Bdylece
helelog it €95 % » Xy ) vektori ve her y = ( Yis s+ 3 Yy )
pozitif vektori icin;

K N N
;:Ya*-;:(xa-lnxﬁyus=;:e“
=1 =1 =1

olup, x. = lny. 1i=1(1)N esitlik kosuludur. Keyfi fakat pozitif
8 sabit vektdrii secerek, keyfi x ve pozitif @ icin;

N N ' 4
= x
;.166, + ;_1: [x;, - In(B5,)]68, < ;:;9 : (2.2.1)

sonucuna ulasilir. Bununla beraber esitsizlik ancak ve ancak
x; = lnBi + 1n® ;s i=1(1)N R=2:2)

icin gecerli olur.(2.2.1) esitsizliginin sol tarafi diizenlenerek,

®
o
£(8) sz—;e 325

elde edilir ki, buradse
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£(6) ={f‘,51(1 + %, - 1nd,) |6 —{ﬁb,}ﬁlnﬁ
=] =]

(2.2.4)
ve 8 > 0 'dar. (2.2.4) ifadesinin tirevi alinarak,
. N . N
£ (8) =?_:161(x1~ - 1nd;) - (Ebi )1n6 (2.2.5)
ve
rs N
£ (8) =-Y 8,/6
z; 1 (2.2:86)

elde edilir.

(2.2.6) ’dan >0 icin f(®) ’nin kesin konkav oldugu sdylenebilir.
Clinku, zlsi toplami pozitiftir. Suhalde (2.2.5) ’in sonucu
1= g

olarak, f(®) tekil maksimum ® noktasina sahiptir ve

i 1 s ]
1n @ =[§61(x1-1n51)]/[§511 (2.2.7)

ile verilir. " ’niin degerini (2.2.4) 'de yerine yazip, (2.2.3)
esitsizligini kullanarak, logaritmik fonksiyon monoton artan

oldugu icin;
N = N
( ;61) 8 < ;e"‘
=] =1

veya

N N
ln(;: 5,) +1n@ < ln(;: e™
=] =1

elde edilir. O zaman keyfi x ve pozitif 8 icin (2.2.7) 'den

N
;x:bi < (‘-‘ 5;) ln( = e*) + gégln(bi) - (E 8, ln(V 8,)

i=1

¢--
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sonucuna ulasilair. (2.2.2) ve (2.2.7) 'ye gore bu esitsizlik
ancak ve ancak,

o s a IFIE- .
c; = 1nd, +lz;6.1(xi -1ndy) /(Y8 ; i=1(1)N
&

veya bazi B pozitif sayilari ic¢in, esiti olarak

X, = ln6i - 1nB

seklinde elde edilir. Bu, Lemma 2.1 ’i &’nin biitin bilesenleri
pozitif oldugunda gercekler. Eger 8 ’nin biuitiin bilesenleri sifair
ise,her iki taraf sifir olacagi icin esitsizlik yine gerc¢eklenir.

Kalan durum, & 'nin bazi bilesenlerinin pozitif ve bazilarininda

si1fir oldugu durumdur. Genel yapiyi bozmadan 1 €8 5N olmak
uzere,

8. > 0, i=1(1)s
ve 8i= 0 , i=s+1(1)N

olarak kabul edelim.Heniiz ispatlandigi lizere,
& £ 8 . 8 8 s
x:8, < () &) In() ™) + Y 8,In(8,) - (} 38, 1In(} 3,
gii gi 2 §1 1 Ei. Ei

veya (2.2.9) ’u kullanarak,

N N & 4 N » 2
fV__‘{xibi < (261) 1n(?;;e i)+ ga,ln(a,) - (E 3,) 1n(?:; 3,

oldugu biliniyor. exi, i=s+1(1)N ic¢in pozitif olduguna gore,

N N » = N - -
;__‘ixiai < (Z_;b,) ln(z;e ) o+ fy_-;a,,lnus,) * (};a,) 1n(§51)

sonucu yaizilabilir, ciinkii logaritmik fonksiyon monoton artandair.
Suhalde geometrik esitsizlik 6 ’'nin bazi bilesenleri pozitif ve
s1fir oldugunda da kesin bir egitsizliktir.

i=1(1)N icin
Xj

8i= Be

seklindeki B sayisi1 mevcut olmadigi icin Lemma 2.1 ’in ispati
tamamlaenm:s olur.
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Geometrik esitsizligin en genel hali icin verilen bu ispata
kullanarak bazi 6zel halleri de ifade edebiliriz. & 'nin butiin
bilesenleri pozitif ve

£h. 41

i=1 {2 72 710)

normalite kosulunu saglasin.
Bu kosul altinda geometrik esitsizlik,

N N
- x
?;a,(xi 1nd,) sln(ge‘) (2.2.21)

seklini” alars
X keyfi ve Sipozitif oldugu igin,

x; = ln(biTi) = 3=1(1)N keusl12)

olarak secebiliriz. Burada Ti ’ler sabit ancak keyfi sayilardar.
Ozaman (2.2.11) esitsizliginden ;

N
$,1nT; < In(d,T,)
;_-; T £ (2.2.13)

sonucu c¢ikar. (2.2.12) ’ye ve Lemma 2.1 ’in ikinci sonucuna gore
bu esitsizlik yanliz ve ancak,

6i = B, T, ; a=Mi1)N (2.2.14)

seklindeki bazi pozitif B sayilari mevcut ise bir esitlik
oclabilecektir.
Eksponansiyel fonksiyon monoton artan oldugundan (2.2.13) ’den

hareketle,
N s ¥
[17:% < 3, 8.7 (2.2.15)
oldugu yazilabilir. Bu gosterim pozitif Tive
~
Z;a‘:l (2.2.16)

normelite kosulunu saglavan pozitif 8. ’ler icin yapilmistar.
(2.2.14) kosulunun bir sonucu olarak, (2.2.15) esitsizligi yanl:iz

ve ancak

5 =X ;7 i=1{1)N (2.2.17)

seklinde bir pozitif T sayis: mevcut ise esitlik oclabilecektir.
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(2.2.15) esitsizliginin sol tarafi pozitif Tii=1(1)N sayilarina
ait agirilikla geometrik ortalama adini alir. Burada agirliklar
normallestirilmis pozitif 8, i=1(1)N sayilaradar.

(2.2.15) esitsizliginin sag tarafi ise normallestirilmis ayna
pozitif 6. agiliklari ile ayni T. sayilarinin agirlikli aritmetik
ortalamas: olarak ifade edilir. Suhalde pozitif T, sayilarinin
agirlikla geometrik ortalamasinin, agirlikla aritme%ik ortalamaya
esit olmasi i¢in ancak ve ancak her T, ’nin biribirine esit

] i
olmas1 gerekecektir.

Yine Lemma 2.1 ’deki geometrik esitsizligi su uygun doénilisliimlerle
yveni bir formda yazabiliriz: B > 0 i=1(1)N olmak iizere,

= }H/p olarak secelim.

N
Zp. = p olsun . &,
i-l 1

t
x; > | 61 > 0 ve 2¥%=1 olmak lizere (2.2.15) bagintisindan,
is
N N
X8
X; 2 (x£)%
}; 4 H 3, (2.2.18)

oldugu goz Oniine alinirsa;

N

3 X 2 n (—{i—-)“"/“ = ﬁ (ﬁ)“x/l‘ “lu/“
g o =1 p;/ll = B,

2 "’gmlu f[ (X ywiln
S 7

N
Xi\ /e
" (Ziyws
]-1 B

- (f‘_,x,)* oI (2w
o1 - B

v

olur ve buradan;
(' x)l&u‘ zr - (ﬁ)" ](' “ )lgl“‘
SRR | L (2.2.19)

seklinde de yazilabilir.



11.3. Primal ve Dual Problemler

Daha once de ifade edildigi gibi geometrik programlama problemi
su vapidaki 6zel bir nonlineer programlama problemidir.
Amac¢ fonksiyon;

T, n
S = €045
minimum go(x)—;.;coj}lxi (251
kisitlar;
1', D a
3 27 . =2
g,(x)-;;c,jgxi <1 ; k=1(1)m (2.3.2)

Bununla beraber, problemdeki degiskenlerin kesin pozitifligi yani
i=1(1)N i¢in x. > 0 kosulu mevcuttur. Bu problem Boélim I ’de
verilen problem ile Oy katsayilari: 1 secilmek ilizere aynidir. Bu

durumda tim ’
Ly

k n
By1y
C X ; k=1(1)m
?;; ij 1 t2.3-3)

ifadeleri birer posinomal ( pozitif polinomal ) olacaktir. Bu tiir
problemleri, iistten 1 ile sinirli posinomallerden olusan kisitlar
kiimesi altindaki bir posinomalin minimizasyonu seklinde g6z oOniine
alabiliriz. Bu yapidaki problemler ilizerine yapilmis calismalar,
esas olarak mihendislik dizaynindaki uygulamalardan ortaya
¢ikmistir. Degiskenlerin kesin pozitif olmalari zorunlulugu,
problemlerin fiziksel yapilarinin sonucu oldugu i¢cin dogaldair.

Geometrik programlama da esas teorik materyal (2.3.1) ve (2.3.2)
bagintilarinin ifade ettikleri problemin dualidir. Dual problem
su sekilde yazilar:

Amag¢ fonksiyon;

3 e T fﬂ‘ur.(l)lg]
max  v(3) =£Io;:!(5‘d) lg x (2.3.4)
Kisitlar;
Te
;8°j=1 (Normalite Kosulu) (2.32.5)
=1

» T

E ?_;3:115:1 =0 ; i=1(1)n (Ortagonalite Kogulu) (2.3.6)

8,20 ; F=1(1)T, k=0(1)m (2.3.7)
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olup, burada 4 ’lar & degiskenlerine bagli olarak
Ty
A’k‘:;bkj H k=1(1)m (2.3.8)
=1

seklinde tanimlanir.

Dual problemin, primal problemden elde edilisi hakkinda kisa bir
aciklama verelim. v(86) dual fonksiyonundaki c,. faktorleri
g“x) yk=1(1)m posinomallerinin katsayilaridir. gn’nin primal
problemde j ’inci

.hj

a
WETES

terim ile ifade edildigini soyleyebiliriz, dolayisiyla gk(x)
k=0(1)m ’in her terimi; 61, e ,6n dual degiskenlerinin bir ve

2
valniz bir tanesiyle ifade edilir.Her v(8)’nin her(l;) k faktori

g“x) < 1 kisitindan gelir. Normalite kosulu lo 2. hiv yaptiga

icin primal fonksiyondan bu tip faktdrler ortaya cikmaz.Normalite
kosulu dual problemin, primal go(x) fonksiyonu ve kisitlarindaki
g“x),k=l(1)m posinomalleri arasindaki ayiraci olan tek kismidar.
Son olarak ortagonalite kosulundeki aij katsayli matrisi primal
problemin kuvvet matrisidir.

I1.4. Primal _ Dual Bagintisi

Primal veya dual bir problemi, kisitlarini saglayan en az bir
nokta mevcut ise tutarli (uygun) olarak adlandirabiliriz. Yine
primal problemi pozitif bilesenli ve

g(x') <1 ; k=1(1)m (2.4.1)

B S e o B W z 2
6zelligine sahip en az bir x vektori mevcut ise kesin tutarla
olarak adlandiralim.

Simdi, geometrik programlamada dualite ic¢in ilk ve formiilasyonu
icin temel sayilabilecek teoremleri ifade edelim.

Teorem 2.2. Primal problemi kesin tutarli kabul edelim ve bdylece
gﬂx) primel fonksiyon, primal kisitler:i saZlayan en az bir
noktada kisitlanmis minimum deZerine ulasir. Ozaman,

{i) Bu preobleme karsilik gelen dual problem tutarladir ve v(8)
dual forksivon,dual kisitlarini saglayan noktade kisitlandirilmis
maksimum deZerine ulasair.

{ii) Pual fonksivonun kisitlendariimis maksimum degeri, primal
fonksiyonun kisatlandirilimis minimum deferine esittir.




22

(iii) Eger x' primal problem icin minimizasyon noktasi ise;

L(x,p) = g,(t) +;uk[9k(t>-1l (2.4.2)
) G

Lagrange fonksiyonu ig¢in, Xi>0 ve kaO keyfi degiskenlerine ait
Lx": )= gy(x') = L(x’,n") < L(x,n’) (2.4:8)
6zelligine sahip olmak lizere p ' ; k=1(1)m seklinde nonnegatif

lagrange c¢arpanlari mevcuttur. Bununla beraber x=x*" ve p=p’
olmak lizere; bilesenleri,

J aynj
PR B ol leg
o5 g, (%)
By1j Epnj
g CysX, . v g (24,4
= - =3 i

seklinde olan dual probleme ait bir 8’ maksimizasyon vektorii
mevcuttur. Ayrica

2,08« 2 Ehdta

g, ( x') {(2.4.5)

seklindedir.

(iv) Eger &', dual problem i¢in bir maksimizasyon noktasi ise
primal problem icin her x’ minimizasyon noktasi asagidaki denklem

sistemini saglar:

6;V(5) ; JET,
21y Ay ' (2.4.6)
A e VGG
dx 2 __61__ ;jeTk
A (8)

Bureda k, Jk(ﬁ’)>0 icin biitiin pozitif tamsayilar lizerinde sinirla

olvp, (2.4.4) baZintisi uygun i’ k=1(1)m lagrange carpanlari ve
minimal %’ wvektdrlerinden, ©6' vektoriiriin maksimizasyonunu elde
etmek icin bir formiil verir. Diger yandan (2.4.6) bagintisi ise
8’ maksimal vektdriinden x’ minimal vektoriiniin elde edilmesi icin




bir metod olusturur. (2.4.6) bagintisinin her  iki tarafainan
logaritmasi: alinarak loﬂh i=1(1)n degiskenleri icin lineer
denklem sistemi sekllne getlr’leblllr. BSyvlece x' degiskenlerinin
minimum degerleri &’ ’nlin maksimum degerinden elde edilebilir.

Son :olarak  .(2.4.5) ‘de )k(ﬁ’) sayillari sabit faktdrler olmakla

birlikte primal problem icin lagrange carpanlaraidar.

Geometrik programlama icin birinci dualite teoreminin ilk
hipotezi; primal kisitlarai saglayan bir noktanin, g,(x) primal
fonksiyonunu kendi minimumuna tasidigini ifade etmesidir. Simdi
verilecek ve dualite icin ikinci temel teorem sayilabilecek olan
teorem, bu hipotez i¢in yeterlilik kosulunu saglayarak birinci
teoremi tamamlar.

Teorem 2.3.  Primal problem tutarli ve dual problemin kisitlarina
saglayan 6 noktasi mevcut ise g,(x) primal fonksiyonu, primal
kisitlarini saglayan x’ nokta31nga minimum degerine ulasair.

Bu iki teorem ig¢in ispatlar, primal ve dual problemler arasindaki
bazi bagintilar ifade edildikten sonra verilecektir.

Dual problemde degisken sayisi, degiskenleri primal problemin
terimlerine karsilik geldigine gore, T olup;

m
T=;T“
=0

seklindecdir. Normalite kosulu ve ortagonalite kosullari n+l tane
lineer esitsizlik kisitini verir. DegZiskenlerin eliminasyonundan
dual problem, d = T-(n+l) boyutlu alt uzayda kisitsiz olarak
g6z onune alinabilir. Bu d degeri, geometrik programlama problemi
igin zorluk derecesi olarak adlandirilir. Dual problemin tanimini
vaparken yazilmis olan ama¢ fonksiyon, ne konveks nede konkavdir.
Cinki bir nonnegatif fonksiyondur. Buna ek olarak maksimizasyonu
logaritmasinin maksimizasyonu ile esittir. Yani,

r Tp

;;ajlog(—*l) +Z,‘lkloglx (2.4.7)

ifadesi ele alinsbilir. & icin bu ifadenin konkav oldugu ileride
ispatlanmistir. (2.3.4) ve (2.3.8) arasinda verilen dual program
bir konveks programlama problemidir ve herhangi yoresel minimum
noktasi, ayni zamanda biitinsel minimumu olacaktir.

Lemma 2.1 ile verilmis oc¢lan geometrik esitsizlik, geometrik
programlamada primal_dual fonksiyonlar arasindeki gimdi bir lemma
ile verilecek olan en temel baZintaiya ispatlayebilmek ig¢in
gereklidir.
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Lemma 2.4. x, primal problemin kisitlarini ve &, dual problemin
kisitlarini saglasinlar. Ozaman
g“x) 2 v(8) (2.4:8)

olur.
Bununla beraber, ayni kosullar altinda yanliz ve ancak,

n x;og

805 = Coj II_ ; J=1(1)7T,

n (28,9 )
8,. =14 Mot s o

ki kCkj Hxi ; J=1(1)T, , k=1(1)m
Ie1
seklinde iseler,
gy(x) = v(8) olur.

ispat:

Ty
g, (x) = g Cp5U; (X)

seklindeki posinomal gktx)’in her uj(x) terimi pozitif oldugundan,

t; = log uj(x) y J=1(1)T, (2.4.10)

olarak tanimlayabiliriz ve ozaman geometrik esitsizlikten;

(Y 8,;} logg,(x) 2 ¥ 8,; {logu(t) - logd,;} +{ ¥ 8,,} 1ogl ¥ 8,,}
Ty Tx Ty Ty

elde edilir. Bu esitsizligin,

1,(8) = T8,
Ty

olmak lizere, Lemma 2.1 ’in bir sonucu olarak elde edilen (2.2.19)
bagintaisa ile

A,(8) [ UI(X) ‘Kf] 6 Ap(8) s k=1(1
Gy (x) “-lg( Ly )R [ Ay (8) ' el (2.4.11)

sekline getirildiginde, benzestigi goriilebilir. Aslinda & degeri

4,(8) = 3.2601 =1 normalite kosulunu saglayacaZ1
$Can,
[ ul(x) 1%y
g, (%) ZI;.IL g (2.4.12)

olur. Ayni zamanda (2.3.11) esitsizliginin bir sonucudur.



Yani,

1 2 g, (x) % z{l;I (—u%)bw})'k(b)‘k“) i P8 (2.4.13)

olacaktair. Cinki x, zorlayici olan 12 g“x) yk=1(1)m kisitina
saglar. (2.4.12) esitsizliginde carpma ve (2.4.13) esitsizliginin
gosterdigi sonuclardan,

[ (40X ey T1H A, (8)
g, (%) ZLH( e )HJH’*“)' (2.4.14)

bagintisina ulaslllr.lﬁ(x) primal problemin j inci terimi oldugu
oL
uy(x) C
(E2 N T g Bl y dwinBwrtin | el
621 bkj

elde edilir. Bu ifadeyi (2.4.14) ’de yerine yazarak,

g, (%) > v(8) R s A R

olur ki, &
=
Z;akijakj oy i 1=1(1)n ortagonalite kosulunu
sagladigi ig¢in,

g(x) 2 v(8)

bagintisini ifade etmektedir. Bu sonu¢ Lemma’nin birinci kismina
ispatlar.

Simdi, x ve &8 sirasiyla primal ve dual problemleri saglamak
tizere g,(x) = v(8) kabul edelim. Ozaman (2.4.13) baZintisindaki
biitiin esitsizlikler ve (2.4.14) esitsizligi birer esitlik olur.

Boylece,
(2.4.15)
gxH»® <1 ; k=1(1)m

olur ve Lemma 2.1 ’in
ikinci sonucu olarak,

Gj = Bllﬁ(x) 3 JET, k=1(1)m (2.4.16)

seklinde Bi ,k=1(1)m nonnegatif sayilari vardar.
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(2.4.16) ’da T, tUzerinden toplam alindiZinda,
A (d) = B, g, (x) ; k=0(1)m (2.4.17)

esitligi elde edilir ve boylece, 1

go(x)
olur, cinkii 20(6) =9 UdTr;

bl b)) Ve (2.4.18) ., esitlikleri (2.4.9) bagintisinin bir
kisminin saglandiginia gosterir. Eger, E&=O ise 12.4.7)'den

lk(6)=0 olur ki, bu ise k=1A1WH’ icin Gk = 0 anlamindadar.

Dolayisiyla (2.4.9) bagintisinin g“x) = v(8) oldugu durumda
saglandigil gorilmiis olur.

Primal dual kisitlara ek olarak x ve & 'nin (2.4.9) bagintisina
da sagladiklarini kabul edelim. Ohalde Lemma 2.1'in ikinci sonucu
(2.4.12) esitsizliginin bir esitlik olacagini ifade eder. Buna ek

oclarak (2.4.13)’deki her esitsizlik birer esitliktir. lk(6)=0 ise
keTk igcin 6k=0 olup, dolayisiyla (2.4.13)’deki her iki esitsizlik
gercekte esitliktir. Kalan durum Jk(ﬁ) ’nin pozitif olmasa

halidir. Ozaman (2.4.9) bagintisa g“x)=1 oldugunu goésterir. Bu
ifade ve Lemma 2.1 ’in ikinci sonucu (2.4.13) ’deki her iki
esitsizligin de birer esitlik oldugunu ortaya koyar. Boylece
(2.4.12) esitsizligi ve (2.4.13)’deki tim esitsizlikler birer
esitlige donlisecektir, dolayisiyla g“x) = v(8) ?’dar. Suhalde
geometrik programlamanin temelini olusturan esas teoremin ispata
tamamlanmis olur.

Bu sekilde tamamlanmis olan teorem, g,(x) primal fonksiyonunun
kesin minimum degerinin, v(8) dual fonksiyonun kesin maksimum
degerinden daha biiyiik ve esit oldugunu ispatlar. Bu degerlerin
esitlizini gosterebilmek icin (2.4.9) bagintisini ve primal-dual
kisitlarini saglayan sirasiyla x ve & vektorlerinin wvarliga
gosterilmelidir. Bu amacla, geometrik programlamada dualite igin
birinci ve ikinci sayilabilecek olan ve daha 6nce ifade ettigimiz
Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 ’iin ispatlari yapilsin.

eorem 2.2. icin ispat: Birinci dereceden kuvvet argimanina sahip

eksponansiyel fonksiyonun ve tiim lineer fonksiyonlarin konveks
oldugu soylenebilir.

g(x) = z;cj xl"j L ;c_,p(xi)

pesinomalinde x;.-.ezi ,i=1(1)n donilisimi yapilsin. Donilistiriilmis

fonksiyon c; ‘ler pozitif olmak lizere,
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g(z) = z:cj egﬂuu

seklinde olup, pozitif eksponansiyel bir fonksiyondur. x.’ler tim
pozitif reel sayilar lizerinde deger aldigi icin, z; 'ler tim reel
sayllar lizerinde degerlidir.Buna goére primal problem icin kurulan
doniistiirilmiis program su sekilde ifade edilebilir:

Pozitif bir go(z) fonksimdnunun g{2)2l, ... 2 (z)s1 kaisatlara
altindaki minimum degerinin belirlenmesi problemi olacaktir.Burada

p‘ﬂj'i
gx(z) = 12: cye™ i k=0(1)m
.Tk
olup, =&a,.: 'ler keyfi reel sayilar ve C}j ler pozitif reel

sayilardir. Bu aciklamanin 1sig1 altinda

SR i

donlisum fonksiyonunu géz ©Online alalim. Bu fonksiyon icg¢in
olusturulan V ?P(z) Hessian matrisi yari pozitif tanimlaidar.

OChalde, Teorem 1.8 ’e gore P(z) ’in konveks oldugu séylenebilir.
c,. 'ler pozitif olarak goéz oniline alindigina gore, bu tip Kkonveks
fonksiyonlarin pozitif bir lineer kombinasyonu olan

Ty

g(z) = ;: cuegﬂwu
=1

doénilistiriilmiis primal fonksiyon da konveks olur. Bu bize
donilistiiriilmiis problem i¢cin Kuhn-Tucker kosullarini uygulayabilme

olanaZini verir.

Primal problem kesin tutarli ve gotx) primal ama¢ fonksiyonu
kisitlarina saglayan x' minimizasyon noktasina sahip olsun.
Ozaman doniistiiriilmiis primal program kesin tutarlidair ve g.lx)
primal amac fonksiyonunun dyle bir 2z' minimum noktasi mevcuttur

ki, burada;
vl = fog %7 s §=1(¥)n {2.4.19)

g(z') <1 ; k=1(1)m (2.4.20)
seklindedir. Suhalde,

gk(z) M k=0
Gk(z) & ( (2.4.81)
g, (z)-1 ; k=1(1)m

olarak alip, Xuhn-Tucker teoremini uygulayarak,
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L(z,p) = g,(2) +g:m [g,(2) -1] (2.4.22)
=1 . . A

lagrange fonksiyonuna ait =z ve1%20 degiskenleri icin
L(z’,n) < gy(z') = L(z’,p’) < L(z,n") (2.4.23)

bzelligine sahip p,” ,k=1(1)m nonnegatif lagrange carpanlarinin
varligini soyleyebiliriz. Boylece z' , L(z,n’) icin bir kisitsiz
minimum noktadir; dolayisiyla,

oL T e 3 3
32':( Z p) -0 ’ q-l(l)n

n r
ﬂujzl

;.Ojjz; = ’ g
pIL LN +Z:"’k(2akqjckje. ) =0 ;g=1(1)n (2.4.24)
To =] T‘
anlamindadair. Bunlara g”z‘) ile bdlerek,
c .

8y = B (2.4.25)

jGTk ' k=1 (l)m

.

bilesenli &' vektorinin, dual problemin ortagonalite kosulunu
sagladiga goriilur. Ayrica it Y oldugundan &’ pozitiflik
kosulunu saglar. Dolayisiyla dual problem tutarlidar.

(2.4.25) bagintisini kullanarak,

g “;gk( z')
4,(8) = — i k=1(1)m
g, ( z)

bulunur. (2.4.24) bag:intaisinin esitlik kismindan
' [ gz*)-1 1=0

olur ki, bu yiizden Ik(s') = ni’ / gs(z') ; k=1(1)m olacakt:ir.




ne
[{e}

Dolayisiyla (2.4.25) bagaintasa,
;: ﬁou‘;
Coge™ .
JET,

8, = @(z2) (2.4.26)

~e

’ a z
A lod )c,,e?-‘: M Jer, , k=1(1)m

~e

olarak yazilabilir.

(2.4.26) bagintisini x' ’ye baglai olarak yazmak icin (2.4.19)
kullanildiktan sonra Lemma 2.4 ’iin ikinci sonucundan

g(x"') = v(8")

oldugunu belirtebiliriz. Boylece geometrik programlamanin birinci
dualite teoreminin ilk li¢ adimi ispatlanmis olur. Kalan kisim
icin ispati su sekilde ifade edebiliriz.

x' ,primal problem icin bir minimum nokta ve 6' ,dual problem
igin bir maksimum nokta olsunlar. Ispatlandig: iizere g(x )=v(8’ )
oldugu bilinmektedir. Lemma 2.4 ’iin ikinci sonucu kullanllarak x'

ve 8' ’niin (2.4.9) bagintisina sagladiklari gosterilebilir.

Dolayisiyla baginta )l(6)>0 igcin k biitiin tamsayilar ilizerinde
degerlendirilmek lizere,
3,,v(8) ; jeT,

seklindedir. Boylece geometrik programlama i¢in birinci dualite
teoreminin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 2.3. icin ispat : Kolayligi acisindan yine doniistiiriilmiis

primal problemi ele alalim. Bu yolla kuvvet matrisi (au) icin
siitun uzayi diisiiniilebilecektir. Bu uzayin bilesenleri,

k
x; = ;auzi i i=1()a ., k=1 ()m (2.4.27)
=1

formunda olen x vektdrlerinden olusur. x vektor degiskenine
gore pozitif eksponansiyel g“zJ fonksiyonu,

g,(z) =Y e™
/e (2.4.28)

seklindedir.




30

Primal program ve dolayvisiyla doniistiirilmiis primal program
tutarlidair ve M;, £ icin kisitlandirilmis infumum olmak lzere,

g,(2') =1 i k=il{l)n ;s gn1f2, ... (2.4.29)
ve
; i
%%m go(z Yois M, {(2.4.30)

6zelliklerine sahip vektorler (zq)w' dizisi mevcuttur. (2.4.27)
bagintisi (a;:.) kuvvet matrisi icig siitun uzayindaki vektorlerin
artan bir {x’ﬁzf dizisini verir. x! ’nun her bileseni g sonsuza
yaklastikca ustten sinirlai olmalidir. Aksi halde, (2.4.28)
baglntls%, (2.4.29) veya (2. %.30)~ile icelisen en az bir
{gk(zq)}q:0 dizisinin iUstten sinirli oldugunu gosterir.

(2.4.27) bagintisini kullanarak,

n i
f‘:ﬁlxj“;(;ﬁaﬁ)zq” £ i (2.4.31)
=1 =1 =1

olduzu gozlemlenir, ?ﬁnkﬁ 6‘ dual problemin ortagonalite
kosullarini saglar. x°’ ’nun her bir bileseni q ’nun sonsuza
vaklastigi oranda ilistten sinirla olacagi: icin (2.4.31) bagintisa
araciligi ile bu bilesenlerin her biri alttan sinirli olur. Cinki
& ; i=1(1)n ic¢in pozitiftir. Buradan q ’nun sonsuza yaklasmasi
ile z% ’'da sinirli olacaktir. Ciinki (ar) kuvvet matrisinin ranga
n'dir. Dolayisayla, (zq)={ dizisi z’ limit noktasina sahiptir. Bu
durumda (2.4.29) ve (2.2.30) bagintilarinin bir sonucu olarak ve
gﬁx) 'in siirekliliginden,

IA

g(z') <1 ; k=1(1)m

ve

8[\(2.) MA

olacaktir. == ezi alarak g“xﬂ primal fonksiyonun, primal
kisitlar: saglayan x’ noktasinda kisitlandirilms minimum
deBerini aldig: sonucu c¢ikartilir. Boylece dualitenin ikinci

teoremi i¢cin de ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.5. ( Log v ’'nin Konkavliginin Ispati ): Dual fonksiyonun
logaritmasa;

Ty »
logvi(8) = ?:éj(logcj - logd;) + Z: A,(8)1logi,(8)
=3 1

pozitif >0 , j=1(1)T, icin tamm bélgesinde konkavdar.

ispat: H,Jlogv 'nin Eessian matrisi olsun. Elemanlara

o o AR =
"'U"—%%'aa: 5 i 1,7=1(1)7T,

seklindedir. Elemanter hesaplamalar E 'in parcalanarak;
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00 -

0 H -
H = ,

TMEY RN

seklinde yazilabilecegini gostermistir.

g g olp
o -8
°=
0 0 3
['(A;l_ - 1;1
ok & TOr4Y)
4 g ¢ g -
seklindedirler. H

Burada,

0

-3
Ts

-8

Ayt

1-1
- ; k=1(1)m

(Ax'-

’dan elde edilen kuadratik form;

oy) = ;;Ygﬂkj)"j

olup, acik olarak;

L »
g%

ifadesine indirgenebilir. Teorem 1.7

Ai(y)

Q(y) = 2,(0)

fonksiyonunun yari negatif tanimli oldugZunu
olacaktir. Bunun icin Cauchy esitsizligini kullanarak,
y;
(Y y)2 = (){; 3 g2y ¢ (’}:6 ) (; £ )
€Ty . €T, 81/2 €Ty . €Ty 6-7
olur ki,
A ¥ 467

25
#.3,

‘den ve
olur.

elde edilir. (2.4.32)
Q(y) =0

lk(.}’)

Ty
- ]

3'.‘: g 3 (2.4.32)
’den hareketle sadece Q(y)

gostermemiz yeterli

8.’lerin pozitifliklerinden,
Bdylece ispat tamamlanmis olur.
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BOLUOUOK IIX

POSINOMAL
GEOMETEIE PEOGRAMLAMA

II1.1. KEisitsiz Problemler

Oncelikle herhangi bir kisit bulunmaksizin, bir posinomal
fonksiyonun minimizasyonunu geometrik programlama pr?blemi olarak
ele alalim. Burada yalnizca optimal =t Xer i ,in) ¢oziminin

pozitif bilesenli (§}>0,i=1(1)n) olacagini kabul edelim. Problem,

T T n

P:min z=f(x =§cjp_.,(x) =ECJ Hx;"

seklinde olacaktir. X ’yi minimum aldigimiza goére birinci mertebe

kosulu Teorem 1.3 ’den V f(X)=0 olmalidir. Yani,

oz 4 = o = 2 H
= ca,x,“...x g1 x % =0 ;i=1(1)n
x, f‘-‘; I 2 . g

olur. 3§>0 oldugundan yukarideki her esitlik sirasiyla ii ile

garpilap 9

Z;c,a,-,f,(}) =0 ; i=1(1)m (3.1.1)

elde edilir. X optimal noktasi icin nonlineer denklem sistemi
¢ozmek yerine,
g = C&EILX) j-l(i)T agirliklarini tanimlayalim.Burada,
3 z Z optimal amac¢ fonksiyon degerini
alsin. Yani,

e

x n

-
zZ=f(x) =Y cp;(x) = ; c, I] ="
. =1

=1

olup; ayrxca.cj, pjfi) ve z pozitif olduklarindan 7}>0 «3=1(1)7Y

olacaktir. Ayrica ij’lerin tanimindan -71+ i&4...+ 7} = 1 olup,

daha &nce ifade edildigi ilizere normalite kosuludur. (3.1.1) ’'de
elde edilmis olan nonlineer n esitsizligi Z ile bdlerek:

- o
5 cea;.£;(x)
«l

fl

T
R gy Puai SN ‘."azjl, =0 4 i=1(1)n

Ul



33

elde edilir ki, ortagonalite kosuludur. Geometrik olarak Ij

vektorinin ar=(a., 4% ,a”)' yi=1(1)n vektorleri ile ortagonal
oldugunu ifade eder. Bu tanimlamalara goére,

T f[ (z)*
1

=Ji (c (§)>zJ
e v
E e R
=}'I (=D T ey G Y
17,

olur, ancak;
5 n

}i (py(x))*7 = H (H % )%
= f! (f! % 29)
- f! (;1)2"’1’
- @ar -

oldugu goz oOniine alinarsa,

T
Z = (_cl)zi
z Il T,

bulunur. Bu ifade )j agirliklarinin optimal olmalari mecburiyeti

olmadanda korunur. Buradan hareketle su lemmayi verebiliriz.

Lemma 3.1. )j>0 ,j=1(1)T deBerleri normalite ve n ortagonalite

kosulunu saglayan pozitif agirliklar olsun. Ozaman,

= CiDy A T a4
z= (==2)% = (et 1S
;:Iz o1 H A

yazilabilecektir.
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Tanim 3.1.

(= )‘f
;1 ifadesi predual fonksiyon ve
Lﬁi)‘i ifadesi ise dual fonksiyon olarak
-1 Ay adlandirilar.

bynd —

Acaktir ki, )j optimal agirliklari biliniyorsa 2z optimal amac

fonksiyon degeri Lemma 3.1 kullanilarak hesaplanabilecektir. )j

ve Z optimal degerleri icin X, ’ler yine Lemma 3.1 ’deki predual

fonksiyon yardimi ile, .
e % n
%,z = cpy(%) = cjnfr,‘“ ; J=1Q)T
-1

icin
n

log(X;z) = logc, + ;aulog;—ri ; J=1(u)T

=1

seklindeki 1lineer denklem sisteminin ¢oziimiinden hesaplanabilir.
T B
= f(x) = ;cj I[xi”
=] =]

ama¢c fonksiyonunu kullanarak lj 35T voritift -aParliklara

icin herhangi bir kime secerek, Lemma 2.1 ’deki geometrik
esitsizligin (2.2.15) sonucuna gore;

- 3

== P o - ;(—ﬂ)z zI[ (—ﬁ’l)"f o

seklinde vazilabilecektir. Esitsizlik v xgﬂ 2=1(1)n ve

4 J-ZO, A T 3, S | icin gerceklenir. Eger ;i ve ij

deZerleri z = [cgu(;)] / 3} olacak sekilde secilirse, geometrik

esitsizlik tanaimina uygun clerek, esitlik durumunu saglayacaktair.
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Lemua 3.2. ve Z , P probleminin optimal ¢éziim noktasini ifade

5
etsin ve A . = [Cﬂ%(i)] /z 4 j=1(1)T olsun. Ozaman normalite

J
kosulunu saglayan herhangi lj>0 +J=1(1)T  kiimesi icin:

-
LyPj 2
zz:!l ( i % |

olacaktir. Belirtildigi gibi esitlik durumu 2=z, ;ﬁ=pj(§) ve

Jj=‘7j »Jj=1(1)T icin mevcuttur.

; ve ; optimal degerlerinin Lemma 3.2 ’de kullanildigi kabul
edilirse,

A Z
z2 n $e e A(X) )24
g 3

olur.

’

Bu esitsizlik ‘j iJ=x(1)7T nin fonksiyonu olan sag taraf

ifadesinin lUstten Z ile sinirli oldugunu gésterir. Bu ug¢ deger

ancak )j=‘7j

yukaridaki esitsizligin sag tarafi maksimize edilir. Problem
%(i)=5& bilinmeyen faktorlerini icermektedir. Bu agiklamalarin
15181 altinda asagidaki sekilde bir problem kurulabilir.

,J=1(1)T icin saglanir. Z ’nin belirlenmesi icin

T
P - Eiya
Py =t mfxr z4(A) E ( 1,)
=1

x
?;‘ilj=1

A, >0 : J=1(Q1)T

Bu kisitl: cptimizasyon problemi Jj cdual deRiskernleri ile dual

B
problem clerak diizenlenecektir. Amac fonksiycen zd( d) Ternim 1.3
'deki dJdual fonksiycndur. Biitiin kisitlar lineerdir ve uygun
¢coziimler kiimesi konvekstir.



Z ic¢in yine alt sinir ifadesi olan
T

;1 ( chZ(x) )1,

bagintisinin maksimizasyonu yerine yukaridaki problemin g&z Oniine
alinmasinin sebebi, P, nin kisitlari altinda Lemma 3.1 ’e gore

degerlerinin esit olusudur. Bununla beraber dual problem icin tek

¢oziimiin TJ. ,J=1(1)T oldugu gdsterilebilir.

Lemma 3.3. ﬂ)dual probleminin tek optimal ¢oziimi Ij = Cﬂﬁ(i)/g
321(1)T ile verilir.

ispat : Jj‘ »J=1(1)T optimal c¢oziimiiniin elde edilmis oldugunu

varsayalim. Daha ©nceki incelememizden Tj 3511 )T *hin - Bir

optimum ¢6zim oldugu bilinmektedir. Lemma 3.1 ’e uygun olarak,

Z =2z,(A%) = ;1 (=) = }’[ (—131)‘1

ve difer yandan, geometrik esitsizligin (3.1.2) "bagintisindan
hareketle,

r 2 T - - ==
% - 5, =3 (=21)2s » IT (E£1y4
L R T e | Ry

olup, esitlik yanliz ve ancak cﬁ%/ lj‘,j=1(1)T 'lerin timi esit

oldugu durumda gecerli olacak ve genel degerlerinin Z olmasa
gerekti2i goriilebilecektir. Buradan,
— 2 c _— :
ElTpl =Z ; j=1(1)T veya Aj-= P . A; i J=(Lar
As z

oldugu gorilir.
z ve ‘T& ,j=1(1)T degerleri hesaplandiktan sonra sayfa 34 ‘'de

ifade edild 2i sekilde X, ,i=1(1)n ¢oziimleri aranabilir. Dual
problemin su andaki formunun ¢é&ziimi yerine Lemma 2.5’°da verildigi
sekilde logaritmik formunun kullanilmasi tercih edilebilir. Bu
doniigiim tam anlami ile monotondur ve konkavligi yine lemma ile
verilmistir. Ohalde Teorem 2.2 ’'den hareketle dual preblem icin
biitiinse]l maksimum, primal problem icin biitiinsel minimum ile avma
clacziztir. Doleyisirle dualite farki: olugmayvacasktir. Genelde dual
problerini c¢izmek primalil ¢bzmekten kolaydir. Ayrica primal ve



dual icin uygun ¢ozimler, optimal olmasalar bile optimal amacg
fonksiyon degeri icg¢in st ve alt sinirlar lrettiklerinden dolaya

kullanislidirlar.

I11.2. Kisitlai Problemler

Temel olusturmasi agisindan Yyalniz tek bir posinomal kisittan
olusan problem géz oOniine alinsin. Ohalde problem,

T n &
P: min z-;cjnx,“
x =1 =1
-] n b
kisit : ;dj I[x,»" <1
=] =]

x,>0 ; i=1(1)n

olur. Amac¢ fonksiyonu

3 n
= 2 %
flx) = g; €y py(x) cckdiode ve Xiaile inta gy (x) Exi

alarak,

glx) = ; d; g;(x)
=1

seklinde ele alalaim.

(2.2.18) ile (2.2.18) baginilari arasinda agirliklar toplaminin
bir olmamasi durumu icin verilmis olan iliskilerin 1s1g1 altinda

f(x) amac fonksiyonu i¢cin 4 >0 toplamli nonnegatif }j »J=1(1)T

( 11 + 3, t...4+ 2, =2) ve g(x) kisit fonksiyonu icin g >0

toplamli yine nonnegatif g 3 »J=1(1)s (g g+t gyttt p =)

agirliklari olusturulsun. Ozaman,
T - SR A
[ £00 12 = (L cypt 2 AT (==Y
-l =] lj

= . d. q;
Ao a )B > pk { i } ™
12 [ g(x)] (’}: A-ALE " E -3

olur.



Bu egitsizliklerin sol wuclarinin c¢arpimi yine sag uclarinin
carpimindan biliyliik veya esit olmalidir, yani;

oo it S IR O g o |

olur. Bu bagintida )j agirliklari i¢cin normalite ve ortagonalite

kosullarinin saglanmasi zorunludur, ancak g j agirliklari ig¢in
sadece ortagonalite kosulu gerceklenmelidir. Lemma 3.1 yeniden
diuzenlenerek p j agirlaiklari icin normalite kosuluna ihtiyag¢

duyulmadigi gosterilebilir.

Lemma 3.4. P geometrik programlama probleminde incelenen
egsitsizlikte normalite ve ortagonalite kosullarinin saglandigina
kabul edelim: yani,

T
;Ajr—'l ’ ;;aijlj=0 § 1bijpj=0 ¥ i=3{1)D

olsun. Ozaman,

£(x) > u“[ﬁ (%)‘J][ ; (—%)“J]

ifadesi herhangi uygun x i¢in geg¢erlidir. Diizenlenirse,
e % o
£60 2 [T S0 |[ I S8y |
T Ay 2 By

olarak vazilabilir. Tiim sa2 tarafta yeniden diizenleme yapilirsa
su sonug elde edilir.

Sonuc 3.5. Lemma 3.4°in 2n sayidaki denklemli ortagonalite kosulu
birlestirilerek n kisita indirgenebilir:

- & s
L:aﬁlj > Ebifpj =0 H 2=1 (l)n

J=1



Kisit bulunmamasi durumu ile kiyaslayarak, incelenen P primal
probleminin Pb duali,

P, : max z,.(Aa,p) = [}-I(—i)’q p( )w

r 4 8
kisitlar : ;a‘ulj - ;bupj =0 ; i=1(1)n
=] =1

: 4
2

A0, F=1()T ; @0, je1(1)s

seklinde formiile edilebilir.

x,primal problem icin optimal ¢dzim ve ( 7, B ) ise dual problem

icin optimal ¢oziim olsun. Lemma 3.4. ’iin sonucu olarak
f(x) sz(T-ﬁ)

oldugu bilinmektedir. Kisitsiz durumda oldugu gibi dualiteden
dolayi hata olusmaz,bu nedenle esitlik korunur. Iki farkli durumu

da ele alalim.

Durum 1. Kisit zorlayicadair, yvani g(X)=1 ’dir. Lemma 3.4 ’den,
geometrik esitsizlik icin normalite ve ortagonalite kosullara

kullanilirsa esitlik gerceklenecektir.

Durum 2. Kisit zorlayica degildir,yani g(x)<1 'dir. g yj=1(1)s
olusturulsun ve yine

lim(—— - .n )* =1

ol w » ]

seklindeki bagint: gdz Sniine alimsain., Ozaman dual fonksiyon,

r
z,(A.0) = 2,2,0) = ;1 (%)M
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seklini alacak ve P, problemi kisitsiz problemde olduguna benzer
bir yapi kazanacaktir. Primal problemde kisitli durum, dualite
farki olusmayacagi icin kisitsiz duruma genisletilebilir.

Kuhn-Tucker teorisini kullanarak optimallik ig¢in gerekli
kosullaran,

Xyzz=c;py : F=1 (1T

Fj =Fdj5j i J=1(Q1)s

oldugunu gosterilebilir. Bazi j ’ler igcin p j>0 ise primal kisit
tamdir, yani g(X)=1 ’dir. Diger bir deyisle , eger kisit tam degil
ise yani, g(x)<1 ise ﬁj=0 sg=AE)s Jdir.

Teorem 3.6. )j ve p j,k151t11 P problemi ic¢in agirliklar olsun.

Optimallikte su esitlikler korunur:

T
;Ij = 1
=1

- 8

=1 =1

XZ=c,B; ve X;50 ; =1 (1T

B;=8d;g; ve p; 20 ; j=1(1)s
.- —
;i‘j:“
=1

Bununla beraber,en az bir iij>0 ise,ozaman tim @ j>0 yJj=1(1)s ve

g2(X)=1 olur. Aksi halde g(X)<1 ise ﬁfj=0 ,3=1(1)s seklindeki

¢ozlim mevcuttur.



RN
bt

ispat : P problemi yeniden diizenlensin: (Lagr.Carp.)
Posss min z
54,
kisitlar : zA; =cy py(x) ; J=1(1)T uy
B; = dj QJ(X) ; J=1(1)s vy

3
;AJ=1 u,
=1
8
;:pjsl Vo
=1

X; degiskenleri ig¢in pozitiflik kisiti yazilmamistir, clinki kisit
bagintilarina gore Jj ve p j’ degiskenlerinin mutlak pozitifligi

s6z konusudur.

P problemi i¢in lagrange fonksiyonu ur\g,uwvb lagrange g¢arpanlara
olmak iizere,

> g o : Z

J=1
T -2
+ U, [; A;-1] + v, [; By - 1]
=] =]

seklindedir. Optimallik i¢in Kuhn-Tucker kosullari ise sunlardair:

AR
0 -é;—l Z_;ujlj

L = i BEREE) ;w10 (X) :
0= — = T 5 o —J—+vad—-7— ; 1=1(1)n
0x; ;-1 73 Ox; I s ox;

oL

O = ———-aL - Vj + Vo ’ j'l(l)s
O 4




Va_u ;bij By=0 ; i=1(1)n
=

&
seklinde elde edilir. Cunki ;: ; j,=1 ’dir. Dolayisiyla g f
=1

degiskenleri basit yapidaki kisit agirliklaradar.

Durum 4. Optimallikte g(;)<1 olsun.
s o ke o =
1> glx) ‘;dej '; =
=] =]

ve tamamlayica

A [Ep,-n-o

71

kisit bagintisindan, ;h=0 olur.
Yukarida oldugu gibi adi

kisit agirliklari tanimlansin.

V0=0 oldugundan tiimii si1fir olur, bdylece p = ;: m § elde edilir.
=1

Dolayisiyla, ﬁ'j='i djE} ,J=1(1)s gecerlidir ve teoremin ispata

tamamlanmis olur.
Temelde ayni olan, zorluk derecesi kisitli problemler i¢in yeni
bir deger &alair. Yani, ama¢ fonksiyonun terimleri ile beraber
kisittaki terimler icin problemin zorluk derecesi T + s - (n+l1)
olarak belirlenir.

Lemma 3.4 ve Sonuc¢ 3.5 ’'den elde edilen gelisime bagli olarak dual
prcbleaimizin yeni yapisi;

: o TTT (S 1Ay (G%yes ]
Pp : ‘f:‘a:‘io z (A, p) {H(J‘j) “,I.Il(llj) |
‘kisatlar : ;:)._., e W
Jez

?—I
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olarak yvazilabilir. Yine buradan hareketle asagidaki lemma ile
zayif dualiteyi ifade edebiliriz.

e~

Lemma 3.7. X ,P problemi icin ve ( 7 i ; ) ise PD problemi ig¢in
"5,p)5zsf(§{)’dir.

mimkum c¢oéziumler olsunlar. Ozaman z“

Simdi, tek kisitli problemler yerine m kisitli genel posinomal
geometrik programlama problemleri goéz online alinsin. m kisitla ve
her kisitinda Sy o k=1(1)m terimi olan primal problem:

4 n 4
P : min z-zcj !Ixi"
0 =1 =1

By n

kisitlar : ;;dduxf‘“sl ; k=1(1)m
- i=

seklinde olsun. Onceki problemde oldugu gibi,
n n
a
Q&1==;IX:“’ ' FU==IIXB“
=] =l
olmak ilizere amac fonksiyon ve kisitlar sirasiyla;

: 4 By
=1 =]

clacaktir. Problem ig¢in pozitif lj ve negatif olmayan p kj
agirlaiklarina,

Ajz=0cyp; i j=1(1)T

Bay = By Gpy Gy j=1(1)s, , k=1(1)m

seklinde tanimlayvalim. Burada, o

By = ;“” > k=1 (1)m
=1

seklindedir.

Tek kisitliy problem icin Teorem 3.8 'da oldugu gibi, simdi gok
kisitly problem icin gerekli optimallik kosullerini veren teoreml
ifade edelim.



Teorem 3.8. m kisitla P problenmi icin agirliklar )j ve M kj olsun.
Optimallikte su kosullar gecerlidir:

- 4
2t
J=1
: g m 5

; ;;bm By =0 ; i=1(1)n

A,z=cyp; ve A;>0 ; j=1(1)T

B =Brdy Ty ve By 20 ; j=1(1)s, , k=1()m

k
;F.j =B, :k=1(1)m
=1

ispat : (Referans: Beightler & Phillips _ 1976 )

m kisitli primal probleme ait P dual problenm,

Pp 1 002y Wisnveilek® [H(—l)l’]p[n(—q—)m]

- 3 m

ol
kisitlar : ;:ajjlj - ;;buj By; =0 ; 1i=1(1)n
=1 17=1

T
;Aj =1
=1

ot
;pkj =P, i k=1(1)m
=1

seklindedir. Bu problem icin de yine tek kisitli problemler icin
sunulmus olan zayif dualitelik ve optimumda dualite farkinin
olusmayacagi sonuclari incelenebilir.

m kisitli problem icin zorluk derecesi, kisitlarin her birine ait
farkla agirlaiklar tanimlanmis oldugunden,

m
T+ Z: 8, - (n+1)
=1

clarak hesaplanar.
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Geometrik programlama problemlerinin c¢odzumindeki esas glicliik,
zorluk derecesinin pozitif oldugu durumda karsimiza c¢ikar. Bu
durumlarda birkac ozel yontem kullanilabilir. Ilk olarak problem
normalite ve ortagonalite kosullari altinda agirliklar icin alt
ve 1uUst sinirlar belirlenecek sekilde c¢oézililiir ve zayif dualite
yvardimiyla optimal ama¢ fonksiyon degeri sinirlandirilmis olur.
Diger bir yontem, problemdeki terimlerin eksiltilerek =zorluk
derecesinin azaltilmasidir. Son olarak, normalite ve ortagonalite
kosullarini bir veya birka¢ agirlik cinsinden ¢ozmek ve kisitsiz
yapisiyla ele alinacak olan maksimizasyon arastirmasinin Vekil
dual fonksiyon lizerinde yapilmasaidair.

III.3. Kisitli Posinomal Problem fIcin Céziim Algoritmasa

- 3 n
a,;

P : min z=;:cjnx1
x>0 =1 1=1

23 n
kisitlar : ;d,d nxf“’ <1 ; k=1(1)m
=1 =]

seklindeki m kisitli P problemini ve normalite ve ortagonalite
kosullarinin olusturduklara,

T
A 2 ‘;;lj==1

T m B

=1 1 j=1

( A) sistemini gdz Oniine alalim. P probleminin pozitif elemanla

R" 'de bir x optimal ¢dziimine sahip oldugu kabul edilsin.

0. Adim: Kisitlari goz Oniine almadan, kisitsiz durumdaki problem
icin x* ¢oziimini bul. x~ uygun mu ?

a) Evet ise, x~ optimal ¢ozlimdir. Dur.
b) Hayair ise, 1.Adima gec.

Adim: ( A ) sisteminin katsayilar matrisi sifirdan farkli olmak

lizere - L
T+Z:Bk-(n+1)>o mi ?
1

a) Evetse, 3.Adima gecC.
b) Hayirsa, 2.Adima gec.



2. Adam: Normalite ve ortagonalite kosullara i¢in tek

{ ﬁ']..., m ,) ¢oziimini bul. Primal amac foksiyonun

optimal degeri, dualiteden

7§
z=]] (Ziy%s
J=1 Ij

olarak hesaplanir ve karsilik gelen terim degerleri
CI%(;)= T-E »J=1(1)T ’nin sonucudur.Eger yeterli sayida

denklem mevcut ise optimal X c¢ozimi logx. ye gore lineer
olan ,

n
;:a logx, = log(li—) ; F=1(1)T
=1 j

denklem sisteminden hesaplanabilir. Eger logxX. ’'lerin
sayis1 deklem sayisindan fazla,yani n>T ise 3.Adima gec.

3. Adim: Su ili¢ yaklasimdan birisi secilir;
- Agirliklari sinirlandirarak : 4.Adima gec.
- Terimleri eksilterek : 5.Adima geg.
- Dual uzayda inceleme : 6.Adima gecg.

4. Adim:( Agarliklarin sinirlandirilmasa ): Bu adimda normalite
ve ortagonalite kosullarinin lineer doniisimlerini
olusturarak 7&, Ifjl,..,'ﬁ i optimal agirliklari igin
elde edilecek alt ve iist sinarlar aranir. Eger daha
detaylil bir calisma gerekiyorsa, bu kosullari saglayan

~
bir A deneme degeri, Cﬂ%(x)= ljz 2 J=1(1)T esitligi
yardimi ile X deneme ¢oziiminii elde etmek icg¢in

kullanilabilir. Ozaman (Z) optimal ¢déziumii i¢in sinirlar;

_l_x, ( dys B )“u] (x )
lg( ) II}'I—’—— jszs;cjpjx

clur. Eger sinirlar yeterince kiiciik ise dur. Aksi halde,
5.Adim veya 6.Adima gec.

5. 4dim:( Terimlerin Eksiltilmesi ): Optimumda Onemsiz o.  abilecek
c*p (x) teriml:rini goz oriine elmayarak zorluk derecesi
hUdUltUIEblll‘. indirgenmis problemin c¢ozimlendirilmesi
efer,zorluk derecesi sifir oluyarsa 2.Adimdan,eksi halde

3.Adimdan islem slirdiirilerek yapilar.
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6. Adim:( Dual uzayda inceleme ) : Py dual problemi ya kisitsiz
nonlineer optimizasyon i¢in uygun bir yontem vyada vekil
dual fonksiyon kullanilarak istenen dogruluk derecesinde

coziiliir. A deneme c¢oziumi, Cﬂ%(x)= liz s J=11137T
denkleminden X deneme c¢dziimiine ulasmak icin kullanilar.
Sinirlar 4.Adimda verilmis olan bagintilar ile bulunur.
Eger sinirlar yeterince klicik ise dur.Aksi halde P, dual
probleminin ¢oézimi i¢in artan dogrulukla 6.Adimi tekrar
uygula.

I1I7.4. Ornek Problem

Konuya aciklik kazandirmasi ag¢isindan kisitsiz bir posinomal amacg
fonksiyonun minimizasyonu problemini inceleyelim. Ama¢ fonnksiyon
su sekilde olsun:

P : min i g.= S2%d 44x! 4 8x2

x>0
Problemin zorluk derecesi T=3 ve n=1 i¢in, T-(n+1)=3-(1+1)=1’dir.
Problemin normalite ve ortagonalite kosullara,

1

A+ 2, + 2,

olup yvalnizca iki denklem yazilabilecektir. T-(n+1)>0 oldugundan
Bu problemin ¢dziimiinii iic farkl: metodu kullanarak yapabiliriz.

a.) Bu iki denklemi toplayarak,
2 11 + 3 13 = 1] = 11 = 1/2 - 3/2 )3 olur.

1j>0 olmalari gerektiginden optimumda Zl € (0,1/2) olmalidar.

2 31 +2 )2 +2 13 1

11-‘2"‘213

31 - )2 - 13 b

"
o

olup béylece optimumda 1, € (1/2,2/3) ve son olerak,

2 Zl+3 13=l —_— ):=1/3—2/3 3! icin

31 'in sinirindan hareketle 33 e {0,1/3) olmalaidir.
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En dar aralik 32 € (1/2,2/3) ig¢in elde edilmistir. Bu nedenle
22=3/5 olarak (araligin orta noktasini) almak akillica olacaktair,

Normalite ve ortagonalite kosullarindan )1= )3=1/5 olur. )j
agirlilarinin degerlerini optimal yada optimale yakin kabul
ederek ve

JaF  d4x _ Kk»*

e o i=1(1)3 ’y1 kullanarak
Z ’ 2 i
J ’ B - 35 IS

A

birinci ve lcilinciden
x>0 oldugundan x=4 ve 2=267 elde edilir.
Dual fonksiyon degeri;

3 b3
. Cqs "7 = 30 AIS . a5 g 1/5=
z4(A) ,_ll (—lkj) ( 1/5) ( 3/5) (—1/5) 75.93

seklindedir. Herhangi bir primal uygun ¢d6ziim, optimal amac
fonksiyon degeri ig¢in bir iUst sinir ve dual c¢oziim ise bir alt

sinir olusturdugu icin 2
15583 £ v X 2067 elde edilir.

st sinir icin x degeri hesaplanirken kullanilan ii¢glii bagintidan
i-ve II1 3¢citi x =4, -1 ve 3l 3ein %= 9%l . 1T ve XL} icin
x=1.2239 degerleri tek tek elde edilmelidir. Buradan,

90.32
87.10 hesaplanir.

0.677 -Acin z
172239 igin z

X
X

Suhalde optimumda,
Tl € (0,1/2) ’ 72 € (1/2’2/3) ’ TJ = (0)1/3) ve
z € [75.93,87.10] vazilabilir.

B:) Bu tip problemlerde vaklasik ¢ozim elde etmek iizere
kullanilabilecek diger bir yontem, optimumda ©&nemi olamayacagi
belirti}ebilen terimlerin problemden cikartilmalaridir.Bu problem
icin 8x° teriminin optimumda o6nemsiz olacagini (O6nceki bilgilerin

15181 altinda) soyleyebiliriz. Bunun ig¢in gdsterge Ia’ﬁn list |

sinirinin 1/3 olmasa seklinde s6ylenebilir. 8xz’1i terim
cikarilarak problemin zorluk derecesi sifira indirgenir. Bu durum

da normalite ve ortagonalite kosullar:,

11 4 12 = 1
olur. Dolayisiyla 23 ,= 4,=1/2 olup, 32x _ 4ex?

bagZintaisin: kullanarak,
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O

AN b8 o
1/2 1/2 x = 1.1726 elde edilir. Orjinal
0 problem ic¢in dual fonksiyon,
(8/0) =1 6zelligini kullanarak;
1 1/2 44 /2 g 0
2,(d) = z2,(=,=,0) = . s 8 —) =175.05
alA) 2, ) (1/2 (1/2) (o)

olup, z optimal degeri ig¢in yeni alt sinardair.

x=1.1726 degerini kullanarak, z=f(x)=86.05 elde edilir ki,
z € [75.05,86.05]

optimal z icin yeni bir araliktar.

c.) Dual fonksiyon ic¢in yeniden bir diizenleme yapilsin. Normalite
ve ortagonalite kosullari,

J]+12+13 1

0

21_12"’2‘3
dair. }1 ve 12 ‘yi 13 cinsinden ifade edelim;

Bu degerleri dual fonksiyona tasiyalim:

(32)‘1( 44)‘2( 8 )13

Wb ie e &
2 __3___ —(1-31,) __4_]— (1+24) (_8_
[1(131)] [1(11) Ay

Z4(Ayudpudy) = 2403 (1-31,), 3 (1425) . 45] = 2,(4y)

olup indirgenmis dual fonksiyon adini alir. Lemma 3.2. ’den tekil

optimal c¢oziim olan'73 icin zd( 13) maksimize edilir.zy( A2 ) verine

IOSZJ 2 ) 'yi kullanalim:

64 1 88 8

logz,(A,) = —(1 34,) log 131, + -5(1+A,)log T + l,logz
1-34, 1 P s A

= -—-(1 -34,) log—r— Y E(ld, log—= 13log—é—

elde edilir.
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Bu konkav fonksiyonu 4, degiskeni icin maksimize etmek iizere,

birinci mertebeden tiirevi alinip sifira esitlenir:

3 1-2, Sl | 1+4, As -
& (1+log o ) —2—(1+log = )-(1+109—8—) o
3 o ! PRI 1+4 A
-0 = =] [ s S Tkl . e
s R R

= log{(1_313) 3/2 (1*13) -1/2 (13) -1} % log (643/288-1/28-1)

(1-3K,)3/2 (144,) "2 (A,) ? = 643/28g-1/2g2 = 32
V22

olup,bu tek degiskenli denklemin ¢oézilimii; liclincii dereceden polinom
koékleri aranarak veya Newton-Ralphson kullanilarak hesaplanair.

Sonucg 7330.08846 olup,

71 s 1/2 - 3/2 1'3 = 0.36731
72 =1/2 + 1/2 T, = 0.54423
olarak bulunur.
= e
32X _ 44X % = 0.92801 = X = 0.96333

Il I?

icin optimum deger E=32§7'Tl=83.9255 veya dual fonksiyondan,

i 32,7, 44,7, 8 7,
z4(A) (Il) (I,) (Is)

e 32 ) 0-36731 ( 44 ) 054423 ( 8 ) 0-08846
0.36731 0.54423 0.08846

z4(.) = 83.9255

olarak tam dogrulukla elde edilebilir.
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BOLOMK IV

SIGROMAL
GEOMETEIX PREOGRAMLAMA

Wl Giris

Gercek hayat problemlerinin formiilasyocnunda genellikle negatif
bilesenli terimlerle karsilasilabilinecektir. Eger geometrik
program bir veya daha fazla negatif bilesenli terim iceriyvorsa
formiilasyonlarimiza bu defa signomal programlama -katsavilara
isaretten bagimsiz- problemleri olarak olusturalim.

Kisitlar altinda P problemini,

Program 1: . =
: .
P% min z= ;: 3 le,-‘“’

x>0 =1 =1

Ty n
Exty
kisitlar : ; Cis IIxi €1 ; k=1(1)m

=] =]

genel yapisi ile secelim. Burada terim katsayilarina Cpi * 0 ve

v

CU * 0 olmak iizere goz oniine aldigimizda, signomal terimlerden

olusan signomal programlama problemi karsimiza cikacaktair.

£ Cy = <
Oo; = e S . : : 1
Coy Cysl seklinde isaret fonksiyonunu tanimlayi:

k=0(1)m adet fonksiyondaki her terimin
katsayisini o,. ile ifade edelim. Bu durumda, T terim N degiskenli
nonlineer amaé fonksiyon ve m esitsizlik kisitindan olusan problem

su sekilde ifade edilir:

T n
s )
min  z = g,(x) =;;°oj Coj Hxx s (4.1.1)
!', n =
kisaitlar gt(X) =§okj ij I-le_iwsok ; -‘=1(1)m (4.1.2)

olup,
F=1(1)T, , k=0(1)m

0y; = ¥1
0, = 71 ; k=1(1)m
F=1(1)T, , k=0(1)m

x>0 ; d=1{1)n seklindedir.
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Goriilebilecegi gibi, yukaridaki formiilasyon T+m tane ek degisken
icermektedir. o;; ,J=1(1)T, ,k=1(1)m ile tanimla T  degisken, her
kisaitta o ,k=1(i)m degiskenleri esitligin sag tarafindaki #1
degerlerini ifade ederken, terimlerdeki isaretleri belirlemesi
icin kullanilmistir. Bu degiskenlerin degerleri problemin formiile
edilisinden belirlidirler ve isaret fonksiyonu yardimi ile
gosterilirler. Bu boliimde de amacimiz Bolim III ’de olduu gibi
signomal problem i¢in lineer kisitli uygun bir form olusturmaya
yonelik ©6zel bir yapi kurmaktir. Bu amacla, calismalarimizi iki
esas baslik altinda birlestirelim. Birincisi ama¢ fonksiyondaki
tim isaret fonksiyonlarini pozitif vani, gle) kisitlar:
signomalken g“x) ama¢ fonksiyonunun posinomal oldugu durumdaki
yapinin kurulmasi. ikincsi ise, tiimii signomal terimlerden olusan
genellestirilmis geometrik programin kurulmasi olsun.

IV.2. Posinomal Amac Fonksiyon ve Signomal Esitsizlik Kisitlara

Amac fonksiyondaki tiim isaret fonksiyonlari pozitif oldugundan,
Program 1 su yapiya indirgenebilir.

Program 2:
To n 4 .
min : gy(x) =;c°j lezu (4.2.1)
=] =]
Ty n i
kisitlar : Xx) = 0,,C X; 7 S0 ; k=1(1)m
181 gy (x) Z_; ki kjg 1 k (4.2.2)
X, > 07 5§ IGL3ID
o,=3%1 ; k=1(1)m
6y =31 ; J=1(1)T,, k=1 (1)m
Kisitlari: su formda yazabiliriz:
Ty it o
£ilx) =f,=0, [1 —o,;_:a,j Cy lei‘”] 20 ; k=1(1)m (4.2.3)
=] =1

Boliim III ’de oldugu gibi amac¢ fonksiyondaki her terim ic¢in,
=

= 2 H j=1(1) T,
3, 5 Jj=1(1)7, (4.2.4)

agirliklarini tanimlayalim. Kisit terimleri i¢in agirlikler ise,



simdilik terimlerin mutlak degerleridir ve efer opiimallikte kisit
zorlayvici ise (ow ile carpilmigs) her terimin katsayisz oo’ye
toplamli olmelidir. Dolayisaiyla,

n
by = e JIX 5 JAIT L k1 (4.2.5)
o] . ;

olur. x0=g0(x) olarak alalim. 9. 2.3), "*4. 2.8 ve (4.2.5)
denklemlerini kullanarak gk(x) £ o sk=1{1)m kisitlari altinda
g“x) ’in maksimizasyonu problemi,

min X,

r
kisatlar : x8= ¢ [[*1Y : J=1(1)T,
i1

Tk
f, =0, [1 ’°kP°kj 8,51 20 ; k=1(1)m
1

8y =~ €55 Hx;'“’ =0 ; J=1()T,, k=1(1)m

TO
=1

seklini alir. Xx; = e , i=1(1)n olarak secilirse problem;
min e

] = .
kisitlar : e%[=2I] = Ecp[;aou ) o 3017,
Co; -1
T

fr=0,[1-0,3 08,1 20 ; k=1(1)m
7=

o _mpiY ey, ul  JAT, k=1(m
Cy5 i1
T,
1-Y%Y38,=0
=1

fa
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vapisina ulasacaktir. Loraritmasi alinarak,

Program 3:
min u,
T
kisitlar : ;:bqj= 1
=]
- 8
?:aouui -uy = In[=2] ; F=1(1)T,, k=1(1)m
=1 Coy
s 8
?:au,-ui = ln[-%] ; J=1(1)T, ., k=2 (1)m
=] ckj
Ty
fk o °x [1 3 o‘;okj 6kj] H k=1(l)m
=1
elde edilir. Tanimlari geregi agirliklar nonnegatif ve Yy, .00y

degiskenleri ise isaret acisindan kisitsiz olacaklardair.

Program 3 i¢gin karsilik geldikleri kisaitlara ait lagrange
¢arpanlarini Wi lvj’ akj ve W, seklinde ele alaip lagrange

fonksiyonu olusturulsun. Optimumda bu carpanlara, agirliklara ve
u.’lere ait bir lagrange fonksiyonu mevcut olacaktir. Son m lkisit
birer esitsizlik olduklarindan,esitlik kisitlarindan farkl:i islem
goreceklerdir. Eger bu kisitlardan herhangi biri optimallikte
zorlayici1 olmazsa (f (x)>0), karsilik gelen w lagrange c¢arpani
sifir olmalidir; eger kisit zorlayici ise f,(x)=0’dir. Esitsizlik
kisitlarinin bu iki olasiligi Kuhn-Tucker tamamlayici agirlik

kosullari ile

Wy fk(x) = ckallln (4.2.6)

seklinde kapsanmistair.

Ayrica amacimiz g,(x)’i minimize etmek oldugundan ve tim kisatlar
f}(x) = fk > 0 olarak vazilabileceginden v yk=1(1)m ’ler ‘icin

nonnegatiflik zorunlu olacaktar (w,20,k=1(1)m).Dolayisivla wkﬂjx)
terimleri , degerini deistirmeksizin lagrange fonksiyonuna

eklenebilir.



Program 3 i¢in lagrange fonksiyonu;

To
L(u,w,8,4) = u, - w, {1 2 ;601}
=1

n

- SO ]
- Y Ay in(=) + uy, - ¥ a,,,u,
;1 o5 | Coy 4 Z; WA

3 iéfélkjhn(jhi) = - aujuJ C422 57)
k=1 j=1 Cyj ;l

. 2.: ¥k%k {1 - ;Tk: °kj5kj}
k=1 =

seklindedir. Primal bir kararli noktasi icin gereklilik kosullara
birinci tilirevler yardimi ile su sekilde elde edilir:

T,
OL - 2
752 =1 ‘:Z;ij‘ 0 {4:2:8)
oL Aoy .
i B et g a8 (1) T (4.2.9)

Bu iki denklem (4:2.4) ilé biriegtirilebilir. Bu ise, SW 'nin
asagidaki sekilde, toplamlarinin 1 olacagini gosterir.

wy =1 (4.2.10)

2 5 = 6% 33=1(1)T, (4.2.17)

(4.2.11) denklemi, amac¢c fonksiyonun terimleri ig¢in )OJ lagrange

carpanlarinin agikca & agirliklarina karsilik geldiklerini ifade
v

eder. gc(x) bir posinomal oldugundan, )oj degiskenleri gercek

agirliklardir. Yani 0 < 3, £ 1 ,j=1(1)T, olup, toplamlar: 1’dir.

Simdi, lagrange fonksiyonunun 6” (k »0) kisit agirliklarina gore

tiirevlerini goz onine alalim:

agL =-:‘j+wk020kj=0
o ki



ve o0, = 1 olduBundan isaretini gdz ¢niine almavarak,

. - J ‘\‘, 5 4.1. ', )
2 kj % “4i Ok (4.2.12)
olarak yazilabilir. (4.2.12) esitliginin her iki tarafinin j
uzerinden toplami alinir ve o, ile carpilirsa;
Ty Ty
°k;;"tj=“’k°t;°kj bps = wx i k=1(l)m (4.2.13)

olur c¢inki,her zorlayici kisait icin 0“6“’lerin toplamlara okﬂilr.
Bu ylizden eger W, ¥ 0 (kxsit: zorlay¥ery ise, (4.2.12) ve (4.2.13)
esitliklerini kullanarak,
Ay [k
By; = Vi Ays [9x0x; Zzltﬂ P 771 ()T . k=1(1)m (4.2.14)

tanimlanabilir. Boylece u; (i »0) ’ye goére tiirevlerinden elde

edilebilen akj lagrange cgarpanlarindan agirliklar hesaplanabilir:

aL 2 T :
;5 =Z;;;Akj a;; =0 ; i=1(1)n (4.2.15)

burada i=0 icin tim isaret fonksiyonlara pozitiftir'yani,

Oy = Oy = «00 = °M0= 1 {1.2.16)
seklindedir. (4.2.15) bagintilarai kisitli durum icin ortagonalite
kosullaradar. 6lj agirliklary yerine degiskenler )kj jagrange

carpanlaridir. (4.2.8) ’'in normalite kosulu gercek agirliklara
esit olan amac fonksiyvon terimleri ic¢in c¢arpanlara icerir. Karsait

olarak (4.2.14) ’in SF degiskenleri,isaret fonksiyonu ve )kj’ler

cinsinden bir fonksiyon olarak tanimlanir. Tim bunlar ig¢in gerek

sart, arﬁr degerlerinin o,=%1 toplamli ve her 0”6tj teriminde
isaret kfsi%lnln mevcut olmamasidir.

u;, th lagrange c¢arpanlari ve fk(x) kisit fonksiyonlarina ait
(4.2.7) lagrange fonksiyonundan yararlanarak, 8,=1 olmasindan
hareketle dual problem kurulabilir.

L(A,ud,f) = g;lgj I0{ j

» = o (4.2.17)
T A AL B 5178 55 >LNEWES ;IP A
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veya esiti olmak ilizere, u}fi x)=0 ,k=1{¥Im Acin:
m Ti I o ]
L(A,u,b) = E}:A,- Lln(——k-l)‘l
k=0 =1 ki
a T (4.2.18)

- - l)ll EAO_,J f‘: ;?:aujlkj

elde edilir.

Wilde-Beightler’in g¢alismalarindan hareketle yukaridaki fonksiyon
(uo 1) ve Upy oo degiskenleri yeni lagrange carpanlari olarak
goz oOniline allnaraﬂ yeni bir yonlendirici optimizasyon problemi

seklinde ele alinabilir. Bu yeni formiilasyonda 3£i degiskenleri

karar degiskenleridir.

Bu denk problem icin amac¢ fonksiyon,

m Ty ]
z(2) 'g:;" lln( J (4.2.19)
seklindedir. )kj bagimsi1z dual degiskenler;
To
;*oﬁl (4.2.20)
normalite kosulunu ve n tane
e T; 2
g;aw‘kj=° i 1=1(1)n (4.2.21)
=1

ortagonalite kosulunu saZlamalidir. Burada (4.2.14) ’den

sekl indedir.

(4.2.14) denklemini kullanarak bu dual problem }kj »J=1(1)T,,

k=1(1)m karar degiskenleri cinsinden tek olarak ifade edilebilir.



-

e

s T ckjokokj; Ayt
z(A) =30 % Ay [ln( Do, (4.2.22)
Km0 jm] ki
7'0
kisitlar : 2 et
3’; » (4.2.23)
m Ty
E;ah’jlkj=o ;i I=1(1)n (4.2.24)
k=0 571

Simdi )ki ¢ozim degiskenlerinin karakterlerinin belirlenmesi
gereklidir. (4.2.14) denklemi,
Ty 3
B4y = hg (om0, A

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla (4.2.13) denklemi,

yapisina getirilir. Burada )kj>0 ve W}ZO olup, ayrica }kj ‘de

O j

ise lkjSO 'dair. Goriildiigii gibi (4.2.22)-(4.2.24) 1ile verilen

formilasyon, ne Passy nede daha sonra Wilde-Beightler tarafindan
olusturulmus olan dual problemi tanimlamamaktadir. Burada dual
degiskenler karsilik gelen terimlerin isareti dogrultusunda
pozitif yada negatif degerler alabilmektedirler.

Coziim vektdrii nonnegatif olacak sekilde bir dual problem kuralim.
Yukaridaki sonuctan hareketle yeni dual degiskenler,

VU 2o ‘lj 20 (4.2.25).
olarak tanimlansin. Bu yeni deZiskenleri (4.2.22), (4.2.23) ve
(4.2.24) denklemlerinde yerlerine yazarak;

’nin isaretini alair. Bu yilizden eger, o”=1 ise lijO ve o”=-1

s T [ CriOx ;ijcﬁ
z(y) = ;o Yx; 110 ( )
Y § = ORI T xS Yo
To
kisatlar : ;yoj =1
-l
e N

0 J=2

Yy 2 0 ; J=1 ()T, ., k=1 (1)m
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problemini olusturalaim. Amac fonksiyondaki T terime karsilik
gelen degiskenler icin n+l tane lineer kisitla denklem mevcuttur
ve tim signomal kisitlar icin T = LT e X seklindedir. Bu
nedenle problemin zorluk derecesi T-(n+1) ’di%. Zorluk derecesi
si1fir ise ¢ozim tektir ve dual degiskenin %,. optimel degeri
biliniyorsa, tim terimler icin 6”‘ optimal ag1riﬁklar1, {4.2:34)

bagintisi ve f“ = kj esitliginden yararlanarak kolaylikla

kj
hesaplanabilir.

’

Benzesimi saglamak amaciyla, z(¥) ’nin eksponansiyeli alinarak

elde edilecek olan;

m Tk l— Ck-Ym] okvkj

dl(y) =explz(y)] =
Y Y H,HJ g
Ty
kisitlar : =1
IR
m T ‘
o =0 ; i=1(1)nm
g;; k%Ki Y k5
Ty
Yo = Wt;;‘hufﬁ
Ve 2 0 ; J=1(1)T, , k=1(1)m

programi d(¥) dual fonksiyonu icin Dual Geometrik Program olarak
tanimlanabilir. ¥,, nin karakteri (4.2.14) denkleminden kolayca:
T jlfm olerak elirlenebilir. Bu nedenle ©&§.,. tanim: geregi
pozi{if ve ‘U tanimi geregi nonnegat:f olduéhndan fmZO *dar.

(4.2.12) denklemi ve ¥” = OU th degisken doniusiumii yardaimi ile

8 . degiskenleri primal ( w, ,k=1(1)m ) lagrange c¢arpanlaraiyle
i?iskilidir. Dual geometri programin dual ¢odziim vektori ve
Program 2 ’'nin primal karar degiskenleri arasindaki bu ©nemli

bagintiy: kuralaim.

(4.2.14) denklemi yeniden gdz ©niine alinsin:

n 2
8, = Ay [a,od ;.:.lu] i J=1(1) Ty , k=1(1)m



61

Dolayisiyla,

3y, = OxsYxj veya 8, = Yis - Y
7x w Ty Yxo
OO0y ;: lxj "k; O s iy
=1 =1
ve 805 = Yoy olur.
Bu sebeple primal karar degiskenlerini su T denklemli,
<
i x;Y = g, (x) : : I=2101)T
ojg 17 = go(X) Yoy J=1(1) 7, (4.2.26)
- a
Chy nx,‘” =q(X) vy : J=1(1)T, ., k=1 (1)m (4.2.27)

sisteminin n benzer c¢ozimi ile yeniden elde edilebilir.

Bu asamada problemin heniiz bir maksimizasyon mu, minimizasyon mu
yoksa dual fonksiyon yada 1logaritmasi icin ©zel bir noktanin
bulunmasi mi1 olduguna karar verilmemistir. Bu noktava kadar
belirlenmis olan ise, u,’1 yoresel minimum yapan herhangi ¥ dual
degiskenlerinin optimallikte 0
z(¥) = wu;

seklinde elde edilecek oluslaraidair. uo yoresel minimum noktasinda
(4.2.18) ‘deki lagrange fonksiyonunda bulunaF biitin kisat
terimleri sifir olacagindan bu sonu¢ dogrudur ve ¥ ’'i1 belirleyen

20 karsilik degiskenleri i¢in dual kisit terimleri ortadan

kalkacaktir. Zorluk derecesi sifir ise normalite ve ortagonalite
kosullara: tek cozime sahip olacaktir. Bu durumda lineer dual
kisit kimesi cqgziilerek, ayrica z(¥0)=uf bagintisi ve uo=ln g
tanimindan go(x ) hesaplanar%k min&mum ¢ozim bulunabilir, ozaman
z(¥")=1nd(¥’) " oldugundan g (x')=d(¥) elde edilir. w, ve &
degiskenlerinin nonnegatiflikleri (4.2.6) denkleminin tamamlayaici
esnekligi ile bir kararli nokta i¢in Kuhn-Tucker kosullarina
tamamlar. Bu sabit kararli nokta, sadece Onceden g“xj ’in bir
minimuma sahip oldugu kabul edildiginde, go(x) icin bir winimum
olacaktir. Bu durumda zorluyk derecesi sifir oldugunda tek sabit
nokta mevcut olacagindan gux )=g“x ) bluitiinsel minimumdur.

Bu kismin sonucu olarak Program 2 ’nin c¢oziumiinde 1i¢ farkla

olasilik verilsin.

Olas:lik 1: Tiim isaret fonksiyonlar:i pozitif oldugunda, g“x) 'in
minimum c&ziimi d(¥)’y:1 maksimum yapilarak bulunabilir. Bu durumda
d(¥) icin sadece bir tek maksimum ¢Ozim mevcuttur ve bu g (x)

icin biitiinsel minimumdur:

a(¥) = g (x")



Olasilik 2: Bir veya daha fazla isaret fonksiyonu negatif ise,
dual gecmetrik program ic¢cin kararli nokta yine primal program
icin de kararlidir. Bu ‘iararli noktanin kesin bir ydresel minimum
olduffunu soyvlenebilir. Yuksek mertebeden kosullar kontrol

edilmelidir.

Q;a5111k 3: Zorluk derecesi sifair oldugunda x’ degerini saglavan
¥ dual degerini elde etmek icin tiimiine ihtiya¢ duyulan kisat
denklemleri ((4.2.26) ve (4.2.27) iliskileri yoluyla) kullanilair.
Primal programin minimum ¢oézimii oldugu sdéylenirse, bu deger ayna
zamanda bir bodlgesel minimumdur.

IV.3. Karisik Kisitlar ve Negatif Iisaretli Fonksiyonlar icin
Geometrik Programlama

isaret fonksiyonlarinin bir kismi veya tiimi negatif olsunlar. Bu
durumda kisit kiimesi konveks olmayacaktir. Amac fonksiyon alttan
si1fir ile sinarla ve siirekli bir fonksivon oldugundan, kisitlara
saglayan noktalarin varligini ispatlayan bir minimuma szahip
olmalidir. u primal problem i¢in mimkiin yoresel minimum olsun.
Bu kararli noktasinda yada goz Oniine alinan u yoresel minimumda
degerlendirildiginde primal problem i¢in lagrange fonksiyonunun

» Tx Tx
z(y) gg?;cﬁ Yy 1n(cyy Yi5 ;;ij) : (4.3.1)

doniistiriilmis dual fonksiyon i¢in normalite ve ortagonalite dual
kisitlarini saglayacak nonnegatif ¥ dual degiskenlerine bagla
olarak kisitlanmis yoresel optimum veya kararla: noktasinin
bulunmasi ile ayni oldugu gosterilmistir.

Genel Bir Kararli Noktada d ’nin Yapisi : Herhangi bir dual

kararli noktada (4.2.6) tamamlayica esneklik kosulu korunmalidair.
Ozaman (4.2.16) ve (4.2.25) denklemleri 6” ’lerin pozitiflikleri

ile,

f,(x) %, =0 3 J=1(1)T, , k=1(1)m (4.3.2)

oldugu sonucuna ulasilir. Eger k 'inci kisit =zorlayic: deZilse
(f,>0) ozaman karsilik gelen tum *j (j=1(1)T,) dualleri sifir olur
ve sonu¢ olarak dual degiskenfer kiimesinin sinirlarinda dual
kisitlar saglanir. Bu nedenle ¥,. degismeksizin z(%¥) icin bir
yvéresel minimum saglar. DiZer bir ifadeyle, eZer k 'inci kisit
zorlayica ( f,=0 ) ise, karsilik gelen 5} dualleri pozitif olup,
nokta dual kisit kiimesinde yer alir. Passy ve Wilde bu durumda
z(¥) ’nan fu’ye gore sabit olmasi gerektigini de gdstermislerdir.

Sonug¢ olarak, 4" Qdual vektdrii tasarlanan minimum yerine u, icin
karsilik gelen kisitlenmis yoresel maksimumu lretir ve bu yine bir
kararl: noktad:ir. Dolayisiyla dual islemlerle elde edilmnis
herhangi bir noktanin &zel karakterli olidugunu gdstermek icin
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deneme ve kontroller yapilmalidir. u, konveks oldugundan,,K Kuhn-
Tucker nonnegatifligi ve tamamlayici esneklik kosullar: u cozim
vektorini bir yoresel minimum (lmin u“ olarak belirtmek ig¢in
veterlidir.

Bu nedenle primal minimizasyon problemi icin c¢oziim,

ug = min [1lmin uﬂ (4.3.3)
olarak yazilir. Doénustirilmis dual fonksiyon yapisinda;

u{ = min z(%%

olarak ifade edilir. Diger bir ifadeyle, bélgesel minimumu
garantilemek i¢in her biri dual uzayda z(%) ’yvi maksimum yaparak
hesaplanan tim primal minimumlardan en kiicigi bulunmalidir. Passy
ve Wilde bu islemi pseudo minimizasyon olarak adlandirmislardir.
Bu teknik signomal programlarin ¢ozimi i¢cin kullanisli bir sinair
olarak goziiksede,gercekte islemi sadece diger tiim konveks olmayan
programlama tekniklerine indirger. Bu yontem en azindan bolgesel
cozim elde etmek icin sistematik bir prosediir olusturur.

Bu sonu¢ geometrik programlama algoritmasini signomal kisitlilar
kiimesi lizerine genisletir.

IV.4. Negatif Ama¢ Fonksiyon Katsayilari

Amacg fonkéiyonda negatif katsayila terimler mevcut olsun. Bu tir
problemlerin olusmasi g,(x ) optimal maliyetlerinin pozitif yada
negatif olup olmadigina baglidir. Signomal programlar i¢in en

genel formiilasyon;

ro n
minimum g, (x) ‘;oojcoj lez'.w is.%.1)
=] =1
Tk n =
kisitlar gy(x) = ;ouck, Hx;”’ €0, ; k=1(1)m (4.4.2)
=1 =

x; >0 ; I=1(1)m

seklinde yazilabileczktir.



IV.4.1I. Pozitif Degerli Amacg Fonkolyon Signomal amag¢ fonkeiyonun
optimallikte deZerinin pozitif ( g, (x)>0 ) oldugunu varsayalaim.
Bu durumda formiilasyonun asagidaki gibi verilecegi agiktir:

min X,
TO
kmnhr‘smm=;%ﬂ%onﬁ451 (4.4.3)
Tk a
gx(x) = ;o,dckj I[xi‘“ <o, ; k=1(1)m (4.4.4)
=] nl

x;>0 ; i=1(1)n

Burada g {x) = X g (x) seklindedir.

Kurulmus olan bu formulasyon Kisim 4.2’deki Program 2 ile tamamen
aynidir. Burada orjinal programa bir tek degisken ve yeni bir
terim eklenmis oldu.Dolayisiyla zorluk derecesinde bir degisiklik
olusmayacaktir. Bununla beraber, X primal degiskeni ile ifade
edilen dual kisait iliskisi:

¥M =} (normalite kosulu)
¥W 2 °M¥M = °M¥m ™ ek °W¥"o= 0 (ortaggnalite kosulu)

seklindedir. Bu iki esitligi birlestirirsek,

elde edilir.

Karsilik gelen isaret fonksiyonlari negatif oldugundan toplamlara
yerine farklari alinan dual degiskenler ile (4.4.5) bagintisa,
orjinal amag¢ fonksiyon ig¢in bir normalite kisita gibi goriniir. Bu
esitlik genellestirilmis normalite kosulu olarak adlandiralar.
Dolayisiyla onceki bdliumlerde oldugu gibi, pratikte ne (4.4.3)
denkleminin yazilmasina, ne de ama¢ fonksiyonun (4.4.1)’den x, '’
donilistiiriilmesine gerek vardir. Bunun yerine genellestiri&mis
(4.4.5) normalite kosulu ve x »+++3X, orjinal degiskenleri icin
ortagonalite kosulu kullanllaL flr. Problemln ¢ozliimiinde orjinal
problemdeki sayida denklem, dual degisken ve =zorluk derecesi
bulunacaktir. Negatif terimlerden gelen kuvvetlerin isaret
deZisiminden emin olunmalidir. Bu zorunluluktan,problemin orjinal
formu yerine ama¢ fonksiyon igin;
To

;_;"01701:1 (4.4.6)

normalite kosulu kullanilarak kurtulunabilir.



Bu durum ig¢in ortagonalite kosulu yine,

m T

t‘:f‘: 0,81i5¥s3 =0 ; I=1(1)n
=0 1=1

olup, dual ama¢ fonksiyon ve %w ’lar da daha &nce tanimlandig:
gibidir.

IV.4.I1. Negatif Degerli Ama¢ Fonksiyon: Amac fonksiyonun optimel
degerinin negatif ( gG(x)<O ) oldugunu kabul edelim. Bu sonuc
icin Kisim IV.4.I’deki durum

x) < go(x) (4. 9. 1)
bagintisini koruyacak sekilde dontistiirilmelidir. Buradan

x&lgo(x) 2.1
veya .

elde edilir. (4.4.8) bagintisi, her Oy; ,j=1(1)T0 ve esitsizligin
sag tarafindaki isaret farki disinda ayni formdadir. Amac
fonksiyon yine xo’ln minimizasyonu ve dual kisitlar kimesi,

Yoo = 1

Ty

Yoo + (=1)° gooﬂoj il

bagintilarini korur. Buradan,
T,

;: OoiYoj = Yoo = ~1
=1

oldugu gorulebilir. Daha once oldugu gibi problemi x, 'in
minimizasyonu seklinde yeniden formile etmeye gerek yoktur.
Yanlica dikkat edilmesi gereken, genellestirilmis normalite
kosulunun

To

;;"oﬂw"'l (4.4.9)

Dual gecmetrik progrem icin

b tis1 ile verilecek olmasidir. :
iy Bununla beraber optimallikte

ortagonalite kosulu yine aynidir.
g)(x)’in degeri

gf(x) = —(min x,})'1 = =(xp ) (4.4.10)

oldugu icin, c{(%) dual céziumi deZildir. Optimallikte primal ve
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dual problemlerin esitligini hedefledigimiz icin dual problemi
asagidaki formda ele almaliyaiz:

-1
d(y) =—1[£[ erJYko] °xTry s
03-1

Her iki durumda gt(x) ’in isareti olan,.  yeni- . bDireio isaret
fonksiyonu tanimlayarak tek fonksiyon ile ifade edilebilir.Ozaman
genellestirilmis normalite kosulu (4.4.6) ve (4.4.7) denklemleri
araciligaiyla,

To
Z;oojyoj=oo(=:t1) (4.4.12)

ile verilebilir. Bir cok problemde o, ’1n degeri genelde bilinir.
Ortagonalite kosulu homogen oldugundan o, '1in isaretinin
degistirilmesi diger tim ¥F dual degiskenlerinin isaretlerini
degistirir.Dolayisiyla OoiCID vanlis bir baslangic¢c tahmini sadece
tiim dual degiskenlerin yanlis isaret (hepsinin negatif) almalarina
sebep olacaktir, ancak mutlak degerce dogru olacaklardir. oy Ve
dual degiskenler bir kere belirlendiginde dual fonksiyon,

dly) 'o"[y f_‘_gr___] xw]

seklinde hesaplanabilir. Suhalde dual fonksiyon daha oOnce
gelistirilmis tiim yollar araciligiyla,simdi negatif degerli kabul
edebildigimiz primali ile baglantilidir.

U. Passy ve D.J. Wilde (*), bazi ek kosullar gelistirmislerdir.
Bunlari da, kiitle haraketi yasasini tanimlayan denklemlere
benzerliklerinden dolayi denge denklemleri olarak tanimlamislardair.
Yukarida olusturulmus normalite ve ortagonalite kosullarina ek
olarak bu nonlineer denge kosullari,degiskenleri kadar denklemden

olusan bir sistem verir. Bunlar,

n T

S Sl e
}-l 5 = ”]d‘d=g }:!ij”.d e (4.4.13)

D-.T—(n+1)
Z;“

ve burada v ,@=1(1)D ( v g; bilesenli ) o0;=0 icin normali.e ve

ortagonalite kosullarinin lineer bagimsiz ¢ozimleridir.

(*) Passy U. ve D.J.Wilde,Mass Action and Polynomial Optimization
Journal of Engineering Mathematics, 3, 4, 325-355, 1968.

L
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BOLUOM V

STANDARET OLMAYAR
GEOMETRIE PROGRAMIAMA

Geometrik programlama icin sinir teskil eden bir yonii, nonlineer
programlarin genellestirilmis polincmaller (pesinomal yada
signomal) olarak belirlenemeyisi ve dolayisivla geometrik

programlama metotlari kullanilarak c¢éziim arastirmasinin basaraiyla
vapilamaz olusudur. Bu bdliimde ele alinacak konu, standart formda
olmayan birkac¢ tiir problemin geometrik programlamaya uyarlanisi
i¢cin donilisiimlerin tanimlanmasidair.

V.1. Fonksiyonel Doniisiimler

Geometrik programlama algoritmalarinin, yalnizca signomal yapi
iceren nonlineer problemlerin ¢ozumiinde degil, ayni zamanda diger
bazi tiir fonksiyonlari iceren problemlere uygulanislarinda da
gucliiklerle karsilasilir. Bununla beraber, bu tiur fonksiycnlar
degiskenlerinde yapilacak uygun degisikliklerle posinomal yada
signomal formlara doniustiiriilebilirler. Asagidaki yapida bir
nonlineer programlama problemi goéz ©6nlne alinsin:

minimum g(x) = f(x) + [ a(x) 1*h(x) v X0, 83D

ve burada f(x), g(x) ve h(x) tek yada ¢ok terimli signomaller
olsunlar. Bu genellestirilmis formiilasyon, geometrik programlama
kullanilarak dogrudan coziilemez; yinede basit bir donisimle
standart geometrik programlama yapisina getirilebilir.

p = a(x)
olsun ve asagidaki sekilde, denkleme yerlestirilsin:

minimum g(x) = £(x) + p?* h(x)

il B Dl %t
XDz 0

Esitsizlik kisitli, dengi olan bu problemin kurulusundaki mantik
su sekilde aciklanabilir. g(x) minimum yapilacagi i¢in q(x) i p
ile degistirerek, p ’'nin minimizasyonda mimkin oldugu kadar kicik
kalacagini1 gosteren p2q(x) ’in dogrulugundan séz edebiliriz.
Dolayisiyla optimumda p=q(x)’dir. Burada h(x) ve g(x) cok terimli
ifadeler olabilir ve g(x)’'nin optimal (minimum) c¢o&ziimi kesinlikle

g(x) ’in optimal ¢dzimii ile aynidar.
V.2. Genellestirilmis Polinomaller

Duffin, Peterson ve Zener tarafindan (* ifadesi),

4 u [p (x)}'u
= pL
G(x) ; H G - g (1% (5.2.1)

ile tanimlanan genellestirilnis polinomelin,hem minimize edilecek
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amag fonksiyon olarak, hemde primal x degiskenlerinin saglayacagi
bir kisit fonksiyonu olarak kullanilabilicegi godsterilmistir.

Burada p.(x) ve q;;(x) fonksiyonlari cok terimli fonksiyonlar ve
Qiis Bi sabitleri’ pozitif sayilardir. Ayrica l—qh(x) ve pI(X)
fonkslyonlarinin pozitif kabul edilmesi uygundur. Aksi haide,

donustirilmis esitsizlik kisitlarinin yoniinin problemin
¢ozumiinden Once tahmin edilmesi gerekecektir. Basit bir uygulama
vardimi ile bu genellestirilmis polinomallerin ortaya c¢ikisini
inceleyelim. (* ifadesi)

G(x) = £(x) + g(x)
[u(x) - hix)]2 (5.2.2)

ifadesini minimum yapan pozitif x’ler belirlensin.Burada f,q ve h
posinomal, u tek terimli polinomal ve a pozitif degerli sabittir.

Yukaridaki problemle iliskili olarak simdilik su,

glx,v) = f(x) + LX)
V.

posinomal fonksiyonunun minimizasyonunu

e h(x)

u(x) u(x) gl

kisiti altinda inceleyelim. Burada v bagimsiz ek degiskendir.
u(x) tek terimli bir posinomal oldugundan bu problem standart
posinomal programlama yapisindadir. Ag¢iktir ki,ancak ve ancak x,
G(x) ’i minimum yapiyorsa bu problemi de ¢oézer. g(x,v) icin
kisitlandirilmis minimum deger G(x) ’in minimum degerine esittir.
Yukaridaki formiilasyon posinomal oldugundan baglanti, g(x,v) ’'nin
minimizasyonu problemi ig¢in c¢o6zlimiin bilitiinsel minimum ¢ozim
olmasidir. g(x) 'in c¢ozimiinin esitliginden, g(x) ic¢cin de bir
bilitiinsel c¢ozim elde edilmis olur. Bu olusum benzer sekilde
signomal formlara da uygulanabilir fakat,dualinde konveks olmayan

problemler ortaya c¢ikar.

V.3. Posinomal Yaklasimlar

Posinomal geometrik programlama problemlerinde maksimum dual
cbzimiin, primal problem ic¢in biitlinsel ¢oziim olma Jzelliginden
dolayi, signomal geometrik programlar: posinomal programlara
déniistiirebilecek yaklasimlardan s6z edebiliriz. Buna ait bir

ornek kurulsun.

Pseudo posincmaller: Bu tiir fonksiyonlarin olusturdugu sainifin
onemli bir ilyesi,

F 4 n
G(x) =ECJH[fi(Xi)]au (5.3.1

J=1
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ile tanimlanan pseudo posinomaldir. Burada ﬁjxi), gergel degerli
x degiskeninin bir pozitif fonksiyonu olup, %X ’e gdére birinci
turevi acik olmayan bir yapidadir. Daha 6nce tanimlamis oldugumuz
gibi bu posinomalde de c.’ler pozitif sabitler ve a..’ler herhangi

reel sayilardir. Ayrica b(x) her x i¢in pozitiftir.lJ

G(x) ’i minimum yapan X(3Xgy +00 X degerleri aransin. Bunun ic¢in
birinci mertebeden kismi tilirev o’ an gereklilik kosulu;

G(x) . 3 a2 [ 9Lk 8 o |
axk E Cjakj[fk(xk)] [axk] H [fi (xi)] 0
veya eger %;? * 0 ise,
x
T n ”
(f(x)]"®=0 " ; k=1(1)n
f\:';c’a“jg " (5.3.2)

seklindedir. Bu denklemler (3.1.1) ve ©Onceki birkac denklemle
oldukcga benzesir. Bu denklemlere dayanarak degiskenlerinde

doéniisiim yapabiliriz. Dual agirliklarini,

Cj n [fi(x_i)]‘u

Ay — ;i J=1()T (5.3.3)

Daha 6nce oldugu gibi toplamlari birdir:

 d
j‘:—;l’=1 (5.3.4)

olarak tanimlayalim.

ort alite kosullarini elde etmek icin (5.3.3) bagintisina
diosat 'de olusturarak ve sifirdan farkli G(x) ile bdlerek,

(5:8i8)
3 =1(1)
;:;’11"1’0 &3 ke (5.3.5)
" g s e 2 R
bulunur. Posinomeller icin oldugu gibi, xj degeri bilinmeden ‘j

t * : £ TSR
jcir elde edilen sonuglardan G=G(x ) deBeri (5.3.5) 'de g5z &niine

elinarak bulunabilir.
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n Ay
r r oy JI [£:(x)1%7 5
G* =T (60)* = ELIR !
JH=1 JIIl "3

T
- a4dy

‘f 7 I L£:(x0)] N

i=1

"
p=g :Jw
0

R § o 20 -
)-j)j d(a®)

seklindedir.

Optlmal f(x ) degerleri,(5.3.3) kullanilarak yeniden log[f (x )]
ye goére ilneer denklemlerden olusan,

n

A .
- = . ‘:
z_l:ai_, log[f,(x])] logl—L—cj ] ;J=1(1)T (5.3.6)

sistemi kullanjilarak hesaplanabilir. Otaktirde optimal x;
degerlerine fﬂxi) 'in sayisal sonucundan ulasilabilir.

V.4. Tek Terim Yaklasimlara

Uygun donlisimlerin yer aldigi diger bazi calismalar primal
programin, signomallerden daha genel yapidaki fonksiyonlar
icermesine olanak tanir. Kesin sonu¢ veren yukaridaki doéniusum
metotlarina ek olarak, Duffin, Peterson ve Zener (*) su yaklasim
¢oziimiinii olusturmuslardir. Ornegin, G(x) bir posinomal ve h(x) ne
posinomal nede signomal olmak ilizere,

f({x) = G{x) + h(x)

kabul edelim. Burada kullanilan teknik h(x) ’in tek terimli
posinomale yaklastirilmasidir. Bu islem yapilirken, her x. ’nin
degisim araliginin tahmin edilmesi gerekir. . "lar bu ardlagan
geometrik ort851 olsun. (*) 'da gelistirilen gonteml kullanilarak
xmax,? ’XZ y ees 3Xp “) ’y1 islem noktasi olarak alalim. Geometrik

program coadugumuz 1c1n noktanin bilesenleri pozitif olarak kabul
edilir. Amacim:z h(x)’i tek terimli bir posinomale, diyelim u(x)

e yaklastirmaktar.

() puffin R.J.,E.L. Peterson ve C.M. Zener,Geometric Programming
Wiley, NewYork, 1807



Bu yaklasimi su sekilde yazabiliriz:

n n a;
u(x) = c il 2
[Ix*=u JI| 3 | (5.4.1)
ou(x) _ a; g
——axi =% u(x) ; i=1(1)n (56.4.2)
olur. Dolayisiyla h(x) ’in
n
X
h(x) = h et ) 4
seklindeki vaklasima vyapilabilir. Burada ai’ler (5.4.2)
denkleminden yaklasimda ortaya cikan,
X Jonx)] .
a; = 4 s I=1t1)n
1T R Tax, 3 (5.4.4)
x"x‘(

seklindeki degerlerdir.

Eger h(x") pozitif ise, ozaman (5.4.3) denklemini kullanarak f(x)
bir posinomale yaklastirilir. Bu yaklasim x" islem noktasinda,
f(x) ve posinomalin ayni birinci tiireve ve tiirev degerine sahip
olduklarai seklindeki bir yaklasimdair. Bu tir yaklasimlarin
belirtildigi kadar dogrulukla yapilamasina ragmen,genel nonlineer
yapinin posinomal yapiya donusiumi i¢cin anlamladir.

V.5. Posinomal Formda Logaritmik Terimler

Yine bircok uygulamada matematiksel modelin kurulmasi sirasinda
logaritmik terimlerle karsilasilabilmektedir. Temel geometrik
programlama yapisinda problem formiilasyonu i¢cin Kisim 5.3 ’deki
durum olusmasi1 haricinde bu tir terimler kullanilamazlar. Bununla
beraber, logaritmik formu temel geometrik programlama yapisina
déniistiirmek icin uygun yakinsama islemleri kullanilair. ¢ keyfi
reel sayisinin,

o &
log¢='[%=!x'1dx

seklinde tanimlanan logaritmasini g6z Oniine alalim. Kii¢cik bir
pozitif pozitif € sayisi tanimlansin ve

logd = f‘x“l ax
1

olarax kabul edilsin.Dolayisiyla log¢ '4f/e - 1/€ olur ve limitte
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lim [ﬁL - ——] - log¢

e~0

seklindedir. Bu islem sayisal olarak gecerlidir, ciinkii € sifira

€ 2 T
vaklasirken x'’un bir olacagi aciktir.Dolayisiyla ln¢, € - O icin

E‘l [ ¢E i

ile yaklastlrlllr. Bu yaklasimi wuygulamak icin su sekildeki bir
nonlineer programlama problemini g6z ©niine alalim:

minimum Y(x) = f(x) + logl[G(x)]

Ayrica, G(x) tek terimli bir posinomal ve f(x) genel geometrik
programlama terimi olsun. Eger G(x) tek terimli posinomal degil
ise Kisim 4.5 ’de kullanilan metotla d&niisiim yapilabilir. €’u
kiicik bir saya olarak kullanarak, yaklasimi su sekilde
vapilabilir:

minimum Y(x,€) = f(x) + eq[G(x)f e (56.5.1)

Bu problem standart (kisitsiz) geometrik programlama yapisindadair.

Bundan da ileri olarak, tek terimli G(x) fonksiyonu donisium

ile fonksiyondan c¢ikartilarak, Kisim 5.1 ’deki metot kullanilarak
minimum gx) + elzgf - ¢l

kisit ¢ IGix)]) =1

seklinde kullanilabilir. Bu durumda problem temel yapidadir. Eger
f(x) ve G(x) ’in her ikiside posinomal ise dual geometrik program
bliitiinsel (minimum) ¢6ziim i¢cin tek olacak sekilde ¢ozilebilir.

V.6. Eksponansiyel Terimler

Nonlineer dizayn problemlerinde sik sik ortaya c¢ikan diger bir
genel fonksiyon, eksponansiyel terimler igceren yapida olarlardir.
Uygun yakinsama teknikleri yardimi ile bu yapi da genel geometrik
programlama teorisi ig¢inde ¢oziilebilir. $Su problemi goéz oniine

alalim: (x)
minimum Y(x) = f(x) + c.ef!’

Burada f(x) posinomal yada signomal, g(x) tek terimli posinomal
ve ¢ negatif olmayan keyfi sabittir.

e* =lim[(2 + £)9)
o= ¢

oldugu bilinir. Dolayisiyla yukaridaki probleme yeterince biiylk
¢ icin su yaklasim bagintisa kullaniiarak istenen dogrulukla

vakiesilabilir:
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minimum y(x,¢) = £(x) + C{l A i%\' }’

bu yaklasim problemi standart geometrik programlama yapisinda
deglldl?,.buna ragmen Kisim 5.1 ’deki yontem kullanilarak yeniden
kurulabilir. Dolayisiyla esiti olan su problem ele alinir:

minimum y(x,$,B) = f(x) + c.B‘
kisit: B8 + Bd¢4g(x) $d

Bu yaklasim doniisiimiin yapi1lisi sirasinda, doniistiiriilmiis problemde
terim sayisi bir artar.

V.7. Egitlik Kisaitlara

Standart basitlikteki geometrik programlama formiilasyonunda primal
problemde sadece g,(x) < o yk=1(1)m esitsizlik kisitlarina yer
verilmistir. Oysa azl uygulamalarda kesin esitlik kisitlarina
ihtiya¢ duyulabilecektir. Bu gii¢cliigiin ¢dziimlenmesi i¢in en basit
yontem, her esitlik kisitinin iki esitsizlik k:siti ile ifade
edilmesidir.Bu yaklasimdaki esas gii¢cliik,zorluk derecesinin oldukga
bliylimesidir.

Problem su iki yéntemden birisi kullanilarak ¢odziilebilir:birincisi
belirsiz yada tahmin metotlari, digeri ise bilimsel mantik
kullanmaktair.

Problemde yer alan esitlik kisitlari i¢in birinci adim optimal
durumdaki yapilarindan hareketle zorlayici mi yoksa baglayici ma
olduklarina karar vermektir. Herhangi esitlik kisaita: {<,2}’dan
uygun esitsiziligin secimi ile optimallikte baglayic:i olmaya
zorlar. Dolayisiyla problemdeki her esitlik ic¢cin bir esitsizlik
bagintisi tahmin edilir ve elde edilen problem ¢éziulir. Eger,
optimallikte bir veya daha fazla kisit zorunlu yada baglayica
olmaktan cikarsa esitlik kisiti i¢in yepilan tahmin degistirilmeli
ve yeniden c¢ozim yapilmalidir. Gegersiz gibi goriinsede kisit icin
dogru tahmin, eldeki problemin fiziksel bilgisi ile genellikle

olusturulabilir.

fkinci metot ise (miimkiin olduZunda) esitsizlik formunun dogru
kullaniminin belirlenmesinde ozel yontemler kullanmaktir.

Formel olarak, primal esitlik kisitinin esitsizlik kisiti olarak
ver deZistirilmesi, orjinal kisitlari saflayan C minkin noktalar
kilmesinin, C’ kimesini kapsadig: anlamindadir.
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Blau ve Wilde (=<),bu ikinci metodu asazidaki maddeleri kullanarak
es tsizlik kisitinin tahminen belirlenmesini belirsizlik yapisina
katan, calismalar yapmiglardir.Bu ydéntem:

a.) Egitlik, ama¢ fonksiyondaki tek bir degisken icin ¢odziulir,
b.) Kisitlarz kaldirip, kKisitgsirz amag fonksiyonunun
minimizasyonunda degigkenin sifir yada sonsuza m1 yakinsadigi
belirlenir,

c.) Bu degisken i¢in sifir yada sonsuzu hari¢ tutacak sekilde
kesin pozitifligi korumak iizere egitsizligin belirlenmesidir.

EZer herhangi bir esitlik i¢in bu yontem uygulanamiyor ise, iki
esitsizlik kisiti ile yerdegistirilir.

(*) Blau G.E. ve D.J. Wilson, Generalized Polynomial Programming
Canadian Journal of Chemistry Engineering, Vol.47, 1989
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BOLUOE VI
SONUC

VIi.1. Uygulama Problemi

ilk bes bdliimde kurulmus olan geometrik programlama teorisine ait
ve daha once c¢oziilmis, genis bir ornegi calismamiza katalaim.
Oncelikle, yapilmis uygulama calismalarindan ve konunun ortava
¢i1kisina neden olan temel problemler hakkinda, kisa bir on bilgi
verilmesi yararli olacaktar.

Geometrik programlamanin yayinlanmis uygulamalarai M.J. Rijckaert
tarafindan tanitilmistir. Kimya mithendisligi alanindan secilmis
olan klasik optimizasyon problemleri, miihendisklik dizayninda
geometrik programlamanin o6zelliklerini aciklamislardir. Sonralari
J.Folkers ve A. Templeman geometrik programlama ic¢cin iki uygun
ornek belirlemislerdir. Her iki ornegide, optimizasyon
tekniklerinin yeterince kullanilamadigi "gemi insaa ve kopri
yvapis1i" konularindan secmislerdir.

11k olarak Clarence Zener tarafindan lineer terimlerin
toplamlarindan olusan denklemler kiimesini ¢ozerek,kesin tahminler
altindaki minimizasyonu problemini incelemistir. Konunun ilk
uygulamalari elektrik mithendisligi alanindan gelistirilmigtir.
Bu tarihlerde elektrik transformatorlerinin dizayni, oldukga
ilgi ¢eken bir uygulamayda.

Bu problemin dikkatlice incelenmesi R.J. Duffin, E.L. Peterson ve
C.M. Zener tarafindan yapilmistir. Ayrica dual formiilasyonun ele
alinisi ile transformatorler icin bir yasa olusturmuslardir.
R. Schinzinger de ayni tip problemle ilgilenmis ve geometrik
programlamanin diger tekniklere gore etkinligini vurgulamistair.

Zener ve Duffin, geometrik programlamayi verilen yeni ve gecerli
6zgiin degerler ig¢in bir minimum toplam maliyete sahip bir kok
komiiriiniin optimal liretim dizaynina uygulamislardir. Okyanusun ist
seviyesinden glines enerjisi toplayan makinenin sicakligi kisita
altinda bir su giici Jjenaratoriiniin optimal dizayni, geometrik
programlamanin Duffin, Peterson ve Zener tarafindan ele alinmis
diger bir drnegidir. Elektrik miihendiligi alaninda yapilmis olan
ilk calismalarin g¢ogu posinomal programlardan olusmaktadir.

Geometrik programlama kimya miihendisligi alaninda miimkiin
uvgulamalari igin verimli bir yer edimnmistir. T.K. Sherwood kimya
miihendisligindeki uygulamalara ydnelen 1ilk kisi olmus ve petrol
boru hatt: probleminin ¢&ziimi icin kullanisliligini gdstermis:ir.

Sabit 1s1 genislemesine sahip bir kondansatdrin en ekonomik
bovutlarinin belirlenmesi M.Avriel ve Wilde ’nin, olusturduklara
yontemle ¢dzdiikleri ilk problemdir. Daha sonra stokastik prcblem
olarek da ifade etmislerdir. Passy ve Wilde dual geometrik
formilasycenu ve hidrojen ve oksijenin 750 br basing

programlane 3 g :
karisiminirn kimyasal baZintisi s&arassinda glugli bir

altzndaki
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iliski kurmuslardlr. Dual geometrik program ve kimyasal esitlik
problemleri ara§1ndaki denk formilasyonun geometrik programlama
uygulamasinda giicli hesaplama etkisi mevcuttur.

Birgcok diger uygulama, kimyasal reaktdr dizayni alaninda
kurulmustur. Avriel tarafindan ifade edilmis olan problem

2A=R

ikinci mertebe reaksiyon icin bir reaktdriin dizaynini amaclayan
posinomal bir programdir. Ancak sonralara bircok problem o,. ve o
negatif isaret fonksiyonlarini iceren optimal reaktér dizayni ile
ilgili olup, dolayisiyla signomal programlar ve doniistiiriilmiis
programlar sinifinda yer almislardar.

Bu t%p bir problemin oldukca genis ve detayli bir S8rnegi G. Blau
ve Wilde tarafindan verilmistir. JIzotermal reaktér icin optimal
islem kosullarini ve reaksiyon icin 1s1 degisim miktarini da

A=2B
A+B=-§

olarak belirlemislerdir. Bu sistem icin matematik model, bir amacg
fonksiyonu ve 9 nonlineer esitsizlik kisitindan olusur. Zorluk
derecesi 27’dir. Problem lagrange algoritmasi kullanilarak Newton
Ralphson yontemi lizerine kurulmustur.Bu ise primal formiilasyondan
olusturulmus lagrange fonksiyonunun gradyeninin bilesenlerini
sifira tasir. Yine Passy ve Wilde, karistirma kazanlarinin iginde
olusan akista 1s1 se¢imi problemini de ele almislardir.

Avriel ve A.Williams ilic asamalil 1s1 degisim katarini bir signomal
program olarak olusturup, optimum dizaynini formiile etmislerdir
ve tum geometrik programlama metodunu kullanarak g¢ézmislerdir.

R.T.Kermoda posinomal formda ilic farklai problem ¢ézerek geometrik
programlamanin kimya miihendisligine uyarlanisini ifade etmistir.
Bu problemlerin ilki,verilen bir hacmi elde edebilmek ig¢in filtre
basincinin toplam zaman ihtiyacinin minimize edilmesidir. Digeri
gazin optimum ara adim basincini p, basincindan p, 'ye 4 adimda
minimum bir yontemle sikistirmek icin hesaplama yapilmasidir. Son
problem ise vanasiz bir boru hatti i¢in cptimum boru capinin

belirlenmesi ile ilgilidir.
D.T. Phillips ve C.S. Beightler makine miihendisliginde geometrik

programlamanin kullanisini optimum mesafe +ve doniis hizinin
bulunmas: c¢alismasi ile gostermislerdir. Her iki problemde

posinomal yapidadir.

Bu 3liimde ele alacaZim:z 6rnek uygulama,yine bir optimum reaktor
dizayni problemidir [8].



Vi.1.1. Optimal Reaktdr Dizayna

Bu asamada geometrik programlamanin tamamlanisini, biribiri ile
baglantila reaktor tanklarinda bir akisin optimal 1s1 ve
bulundurulma siiresini iceren bir ornek ile verelim.

?ircok diger uygulama arasindan bu problemin secilmesinin gercekte
ic esas sebebi vardir. Birincisi kimya mihendisligi alaninda
?ptlmlzasyon teorisinin kullaniminin klasik bir gostergesi ve daha
onceden de birka¢ farkli metotla c¢&ziilmis olmasidir. Bu ise c¢dziim
prosediiriimiizii daha 6nce kullanilmis tekniklerle kivaslamayi miimkiin
kilacaktar.

Ikinci ve en az ilki kadar 6nemli bir sebep, bu modelin en genel
yapldagl geometrik programlama uygulanirken ortayva cikabilecek
bazi gluclikleri bulundurmasi ve ¢oziimlerinin gdésterilmis olmasadar.

Uclincii bir sebep, kimya mithendisligi alanindan orjinal bir &rnek
de olsa bu problemin 6zel bir bilgiye ihtiyac gostermemesidir.
Dolayisiyla bu alana yakin olmayan kisiler tarafindanda kolayca
anlasilabilirdir. Ayrica kullanilan isleyis bu ©6zel modelin
herhangi bir 6zgiin bi¢iminden etkilenmez. Bu yiizden diger bazi
uygulamalarda da kullanilabilir.

Su enzim reaksiyonunu goz oniine alalim (*):
k,
E+S =« ES

k.,

kK,
ES wmoF P

Bu reaksiyonda bir E enzimi ve S maddesi etkileserek kompleks ES
ara maddesini olusturarak, degZerli bir P iirini elde edilmektedir.
Bu reaksiyon, siirekli bir ara baglanti ile biribirine baglanmis
olan™ TRt adet reaksiyon Kkazanindan olusan bir diizenekte
gerceklestirilsin. Gelistirilen model ic¢in enzim ve turilinlerin
gercek isimleri gerekli degildir. Suhalde E, S, ES ve P ’yi bu
maddeleri temsil eden ifadeler olarak alalim.

%y 151t : X, 1s1 t X,
———— Tutuma p——————+ Tutulma | —
Zamanl hl Zamani h2
Reaktor 1 Reaktor 2
Sekid-Vi.l.
(¥*) Laidler K.J. , Chemical Kinetics, NewYork, McGraw Hill Book

Co., 1950
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Bu islgmip miimkiin oldugu kadar yararli olmasini saglamak,prosesin
veterli bir matematik modelini kurmak ve bu modelin optimizasyonu
calismasini yapmakla saglanabilir.

1.) Her reaktdr icin 1sinin sabit olmasi gereklidir.Reaksiyon ile
gerceklesen faydadaki degisim, birim zaman basina P iiriin miktara
olan iliretim orani r ve T arasindaki c¢izimle verilebilir(Sekil 2).

Bu egrinin ©zel sekli, T ’deki artisin daha fazla P vermesine
bagli olarak reksiyonun etkinlesmesinde ve T ’deki artis siirdiigi
zaman P 'nin liretiminin azalmasi ile sonuclanan enzimin geriye
etkinlesmesinde 1sinin ortak etkisi ile meydana gelir. Bu bir
optimal T 1sisinin varligini gosterir.

2.) Surekli bir boru ile baglanmis bir reaksiyon kazani icin h
tutulma zamani,reaktor hacminin ve akis orani hacminin biribirine
oranidir. Bu akis orani hacmi belirli bir degerde sabit kabul
edilir. Tutulma zamaninin arttirilmasi P’nin daha fazla liretimini
saglayacaktir.Fakat diger taraftan daha genis hacimli bir reaktér
talebi yaratacaktir ve dolayisiyla daha biliyik bir yatirim ve
isletim maliyetine sebep olacaktir. Ohalde burada da bir optimal
h degeri mevcuttur.

3.) Reaksiyon iki reaktoriin icindeki akis sirasinda olusturuldugu
igcin,bu durumda tek bir reaktorde oldugundan daha genis ayraintaila
fayda ve doniisiim saglayacaktir. Belirlememiz gereken, birinci ve
ikinci reaktor arasindaki toplam faydayi bu yolla ayirirken
birinci reaktérde olusan reaksiyonun buyiukligudir. Gergcekten ayra
ayril ve biribirinden bagimsiz optimize edilen her rektor dizayni
probleminde yapilan asiri islemle, optimal faydanin verilmesi
hatala olabilecektir.

Bu kimyasal islem icin matematiksel model, her reaktdre ait li¢
degisken icerecektir: T 1sisi, h tutulma zamani ve S maddesinin
karisim yogunlugu x ’dir. Bu ii¢c degisken bir tek denge bagintisa
arac11181 ile sinirlandirilmistir. Bu denge S ig¢cin formile
edilecektir ve bu, reaktorden c¢ikan S miktarinin, reaktdre giren
miktar ve P ’ye etki eden miktar arasindaki fark oldugunu ifade

eder.

Buna godre birinci reaktor igin Xy = X, - rﬂﬁ {6.1.1)
elde edilir. Indisler akis icindeki reaktor sayisini ifade
etmektedir ve 0 birinci reaktdre giren baslangig¢ akisidar.

f

Y

Sekil 2. T
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Ikinci reaktdr icin kiitle dengesi X, = X; = T;hy (6.1.2)
olarak yazilabilir. Bu problem i¢in r reaksiyon oranai,

ky(T) [E]” [S)
r = (9:3:8)

K(T) + a [S]

seklinde verilir. Burada a bilinen bir sabit ve k,(T) ve K'(T)
1sinin deneysel olarak belirlen&bilen ifadeleridir. [] parantezli
ifadeler yogunlugu godsterir ve indisi toplam enzim yogunlugu

(]’ = [E] + [ES]
icin yazilmistar.

r 'nin ifadesinde su sayisal degerleri yerlestirerek;

_.1830

a=0.1 kili =3.7 20" s ¥

n

_ 3240 _830
(B]2=10 K (T) =4e * +2¢ ¥
S$ein.
= r e S 4
4t + 2¢7°72 4 0,.1t72:3x ' (6.1.4)

elde edilir. t degiskeni T 1sisinin birebir bir fonksiyonu olup,

_ 1410

& BT

s e seklindedir ve T yerine karar degiskeni olarsak
kullanilabilir.

Oran ifadesinin yukaridaki (6.1.4) sekli kimyasal kinetikte
oldukca geneldir. Dolayisiyla model sadece bu Ornek ig¢in
sinirlandirilmamis olup, halen reaksiyonlarin genis bir sinifa
icin de gecerlidir. Optimizasyon prosesini isletmek i¢in, optimum
deger ama¢ fonksiyona olduk¢ca bagli oldugundan, oncelikle
hedeflerimizi belirlememiz gerekir.

Problemin ekonomik ihtiyaclariyla kisisel ihtiyaclari,miihendislik
malivetleri ile birlikte incelemek (**), dizayn eden kisive en
uygun kriterlerin seciminde yardimci olacaktir. Geometrik
programlamayl aciklamak icin verilmis bu Ornekte, bu incelemeleri
yepmanin fazlaca bir anlami olmayacaktir. Calismamiz icin amac
fonksiyonumuzu " bir yanda iiretim akisinin degerindeki artisina
bagla fayda ve diger yanda islem -.Yatlrlm maliyetlerinden olusan
toplam reaktor maliyeti arasindaki farkin maksimize edilmesi "

olarak kabul edelim.

(*¥*) Bauman E.C.,Fundarentals of Cost Engineering in the Chemical
Industry, van Nostrand-Reinhold, NewYork, 1964.
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Ama¢ fonksiyonun birinci kisminin P ’deki yogunluk artisai ile
orantili olacagini varsayalim. Reaksiyonun yapisindan dolayi bu,
S’in yogunlugundaki azalma ile orantili oldugu kabulu ile ayna
anlamdadir. Gercekte reaksiyondan c¢ikan her mol S, bir mol P
verecektir. Dolayisiyla,

. c; [ (xp-%) + (%;-%,) ]

ifadesi ama¢ fonksiyonun ilk klsml icin matematiksel yazimdair. X,
baslangi¢ yogunlugu, problemin bir sayisal girdisidir. Burada,
x0=10 mol/l olarak goz oniine alinacaktir.

Toplam reaktdr maliyetinin tutulma zamani ile belirlenecegi kabul
edilir ve

c, [ b + h ]
ile iliskilidir. « icin 0.67 degeri (**)’dan mantikli bir tahmin
olarak ele alinabilir.

Ozaman, ama¢ fonksiyonun tamama,

. max | cl(xo—xl) - cl(xl-xz) - C ( hlu - hza 3]
veya e = ’ alarak;
s
2
i a
max Z‘: [ (x,,- %x;) - chi] (6.1.5)

seklinde yazilabilir. c’nin degeri, problemin ekonomisi detayla
bir sekilde incelenerek bulunabilir ve bu ornek i¢in 0.4 olarak
kabul edilmistir.

Suhalde matematiksel programlama problemi;

ama¢ fonksiyon;
2

max ;: [ (x;.,-%x;) - 0.4h7% ] (6.1.6)
=1 . .
kisitlar:
X% =%+nh (6.1.7)
X =x +I b (6.1.8)
Iy= 4:;739 oo ; 1=1,2 {6.1.9)
ve

Xl, Xzy hl’ hz, tl’ tz =

seklindedir.
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Xpy Xy degiskenleri icin XI' X2 ile belirtilmek tlizere,
Xl = XO ¥ X]
XZ = Xl Y XZ

donlisiimi yapilsin. Bu S ’in yogunlugundaki azalma vada P ’nin
vogunlugundaki artmadir. Bu ddnisiime gore kurulan yapi, X, ve x
nin diger fonksiyonlarini ama¢ fonksiyon olarak kullanan modeller
igcinde gecgerlidir.

(6.1.7) ve (6.1.8) kisitlari (6.1.6)’dan hi ’leri elde etmek icin
kullanilair. (6.1.9) ve (6.1.10) bagintilarinin paydalar.na v ve
v sembolleri olarak alir ve maksimizasyon problemini bir
minimizasyon problemine déniuistiirebiliriz. Bazi aritmetik islemler
vapilarak problem;

iin X - B4 BARTUEIY sin e ML AN (6.1.12)
kisaitlar;
0.0588ry, + 0.1X, = 1 (8.1.19%)
0.0588rﬁ@ 4+ O.IXI + O.IXZ o ¢ {(6.3:24)
stay s el 0.0588r,t,¥ = 1 (6.1.15)
-1 4.1 -1 e 5
Xl, Xy5 ty, tys Yy ¥y Ty r, 2 0 {6.1.37)

seklini alair.

Geometrik Programlama Ile Cdziim

(6.1.12)-(6.1.17) arasindaki problem heniiz geometrik programlama
tekniklerinin kullanimi ig¢in uygun bir formiilasyon degildir.Ciunki
kisitlar birer esitlik olarak ifade edilmislerdir. Daha ©once de
belirildigi gibi bu durumlarda izlenebilecek yollardan birisi,her
esitlik kisaitini iki esitsizlik kisati ile ifade etmektir. Fakat
bu yéntem problemin zorluk derecesini yaklasik iki katina cikaraip
sayisal ¢oziimini oldukga gliglestirecektir.

Yukar:daki esitliklere (6.1.13)-(6.1.17) saglayan uygun noktalar
kiimesi C 'yi C’ ’ne genigletecek bir esitsizlik isareti katilsain.

Bu yap: ancak ve ancak,
min &ﬂ&) > min &ﬂz?xpxjrh.ti.ypyznq,rz)
e ’
x€ecCcnc i X 1€ C

ise miikemmel olarak kurulabilir.



Gergekte bu kosullar altinda, minimizasyon islemi x vektdriini
cptimumda tim kisitlarini aktif yapan C kiimesinde olmaya zorlar.
Blau ve Wilde besinci bélumiin sonunda verilen (sf:71) metodu
olusturmuslardir. Eger herhangi bir esitlik kisita icin bu kural
uygulanamiyor ise iki esitsizlikle ifade edilmelidir. Bu metot
(6.1.13) i¢in uygulansain:

1 i O.IXI
a.) rl =
0.0588y1
B.1 I'B.1.12) ama¢ fonksiyonunun kisitsiz minimizasyonu

arastirildiginda (tek degiskenli bir fonksiyonun optimum
degerinin bulunmasi), r]’in sonsuza yakinsadigi gorulur.
Ohalde, amac fonksiyonun optimum degerinin sonsuza
vikselmemesi icin r degiskenine bir lUst sinir yazilir.

¥~ O.lXI

e, r, $
0.0588y1
veya
0.05881uy1 + O.le £ 3

Benzer yaklasimlar kullanilarak problem su yeni forma getirilir:

p:
min  -X; - X, + P ALL e WY Al el (6.1.18)
kisitlar;
0.0588r,y, + 0.1X, <1 (6.1.19)
0.0588r,y, + 0.1X, + 0.1X, & (6.1.20)
4tlyl'I + 2t,'°'”y,'1 + 0.0588rt, 1 < 1 LY
-1 0.0 -1 1.3
Wty e 2670501 5 0.0888r,t,7 5 1 (6.1.22)
XI, x2, tl’ tz, y1, yz, rl’ I‘z Z 0 (601023)

Bu vap1l ama¢ fonksiyonu signomal, kisitlari posinomal olan
geometrik programlama programini ifade eder.Zorluk derecesi €’dar.

Dual geometrik program icin amac¢ fonksiyonu (sf:63),

2 T
CrfV s

°olg II (_Av_q) ] (6.1.24)
olup burada,

CI 1.0 4-0 .4 .-0 0588 Cw—4 .0 C13—4 0

Cz ; 4 0 CS-O 0588 ’0 : § C“—Z .0 C“-z 0

C:—O 4 CG—O ; ! Cs—o 1 l,-O 0588 015-0 0588
ve S0 = -1 , tiim digerleri icin Oy = T R, T
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Dual geometrik programlamanin kisitlari, dual degiskenlerin
pozitiflikleriyle beraber normalite ve ortagonalite kosullaradair.
Normalite kosulunu formiile etmek icin min g,’1n isareti hakkinda
bir tahmin yapilmalidir. Herzaman kolaylikla vapilabilir. islemin

min g, < O & gore uygun olmasini bekledigimiz icin,
oy = sign( min g Ja=i=l
alabiliriz. Bu kabul altinda eger problem tutarsiz bir yapa
gosterirse problem bu kez 00=+1 icin c¢ozililmelidir. Bu taktirde
normalite kosulu,
ve ortagonalite kosullara,
X, : igin - ¥, + 0.67¥%,, + ¥, + ¥,, = 0
1 il 01 03 12 22
X8 icin - %, + 0.67%,, + % z 0
2 s 2 02 y
raid icin -0.67 + + ¥ =0
1 d 03 11 33
r, : icin -0.67%04 + %2] + 143 =0
ty s icin ¥, -0.71%, -1.3%, = 0

seklindedir. Bu dual yapr (6.1.24) ’iin bir ekstremumu ig¢in,
(6.1.25) ve (6.1.25) kaisitlari altinda,dual degiskenlerin pozitif
tanimla olduklari géz oniine alinarak ¢oziilebilir.

Bu problemin ¢ozimi igin (sf:63) ’de (4.4.13) ile verilen
bagintilardan elde edilen ek denge kosullari goz oniine alinsain.
Teknigin etkinligi lizerine tartismaktan cok,bu yaklasim gcometrik
programlamada 46 .1.28) ve 46.1.26) -'nin homogen kismindan
olusturulan bu tip nonlineer denklemlerin kullanimini gostermek
Uzere secilmistir.

Normalite ve ortagonalite kosullarinda o0,=0 alinarak elde edilmis
homojen denklemler, D (=T-n-1) lineer bagimsiz ¢dziime;

!1, .. ,xd . ... ’XD
sahiptir ve kolaylikla elde edilebilir. Homojen denklemler

A¥=0 (6.1.27)
ile sitematik olarak, A matrisi T*(n+l) boyutlu ve A, ... , A,
siitun vektdrlerinden olusacak sekilde yazilabilir. A ’dan D siitun
kaldirildiginda,singiiler olmayan B kare matrisi elde edilir. Eger
béyle bir matris olusmazsa,(6.1.27) 'nin D ’den daha fazla lineer
bagimsiz coziimi elde edilebilir. B matrisi mevcut olsun ve A 'nin
ilk n+1 siitunundan olusturulsun. D*D boyutlu lineer denklemlerden

olusan, = 3
BY, = -4,y 3 d=1(1)D

sistemi ¢oziliir. V; vektdrld kullanilarak, €, vektdrii D boyutlu ve
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ve bilesenleri €

4=0  d=1(1)D, k=1(1)D ; k ¢ d
1

; d=1(1)D, k=1(1)D ; k=d

|m
]

i dk
olmak lizere;

gﬁﬂ)%,gﬂ) ,d=1(1)D seklinde olusturulabilir.
Burada problemin zorluk derecesi 6 ’'dir ve dolayisivla bu,
hesaplanmasi gereken lineer bagimsiz vy vektorlerinin sayisaidar.
Bu tip vektoérlerin bir kimesi:

Vikj
kj \d 1 o a2 4 5 5
01 -1 -1 -1 0 0 0
02 -1 0 0 0 0 0
03 0 -1 0 0 0 0
04 0 0 -1 0 0 0
11 0 -0.379 0 0 -0.743 0
12 1 -0.33 -1 1 0 0
21 0 0 -0.379 0 0 -0.743
22 0 0 0 -1 0 0
23 -1 0 0.67 0 0 0
31 0 -0.379 0 0 D.209 0
32 0 0 0 0 -1 0
33 0 -0.291 0 0 0743 0
41 0 0 -0.379 0 0 0..26.7
42 0 0 0 0 0 -1
43 0 0 -0.291 0 0 0.743

Bu v, (d=1(1)6) vektorlerinden denge esilikleri daha o6nce verilen
formillere gore tiiretilir. Bunlar;

L ML PR T TR TR

AR RN IR SR LR RS

P PR Mt Ml Tt M TR Pheak s

5, 6 % %y = K

R TR AR S §araog

-0.743 0.257 1 0.743 0.743
%21 %ll ¥42 xﬂ g20

seklindedir ve Kd,d=1(1)6 sabitleri (4.4.13) bagintisindan elde
edilir. op= 0y= Oy= Oy= +1 oldugundan dual fonksiyonun bagimli

degiskenleri,

11

K¢

€y =%, + %,

N e S

20 21 22 2 AR
¥, = H + ¥y, + 8

-
i

Y., v 8, +
1 42 3
' . seklinde yaz:labilir.



(§.1.25), £0.1:26V, {(6.1.28) ve (6.1.29) bagintilara T+m
bilinmeyenli T+m demklemden olusan bir sistem teskil eder. Bu
lineer ve nonlineer denklemlerden olusan sistemi c¢odzmek icin su

sekildeki bir prosedufﬁ uygulayalim (*). Denge denklemlerinin
logaritmasi alinsin ve ¥ icin bir ¥’ degeri kabul edilsin. Denge
¢ozimlerinin logaritmik yapisa ¥’ civarinda Taylor serileri

vaklasimi ile lineerlestirilir.

Asagidaki sekilde, sistematik olarak ifade edilmis olan ve lineer
denklemlerden olusan bir sistem elde edilir:

a,Ad; + a;,Ad; . a,,,,A8%., = Db,
a,,Ad; + a,,A8; + ... + a,, Abr, =Db,

+

Ad; + apAd; + ...+ a,Abr, =b, (6.1.30)

QppiB0] + A7 A8; + ... + 87007 = Dy,

Burada A 6i'= 61 - 61' olup, 8’ ise & icin keyfi nonnegatif bir
deZerdir.
Yukeradel ! ¢ inigin &’ icin yakinsamadigini kabul edelim. (T+m)

li:eer denklemden olusan sistemi ozaman, 2(T+m) lineer esitsizlik
ile yer degistirilir.

Bu nedenle (6.1.30) ’un p inci esitligini ele alalim:
fp‘apJ,Abi +ap2Abé * e *apropAbi'Oll:bp (6-1.31)

b 20 kabul edelim. Ozaman (6.1.31) esitligi asagidaki gibi iki
ebitsizlik ile yerdegistirilebilir:

gcs fp(_é) - 3 bp (6.1.32.a)

(6.1.31) denklemi A‘SF’ dogrulayicilarinin, fp(g) pozitif ve bp

yve esit olacak sekilde secilmeleri gerektigini goésterir. (6.1.32)
esitsizlikleri yanlizca f(8) ’nin 0 ve b. arasinda pozitif deger
almasini saglayacak denge&eyicileri gereﬁtirir.

~

Benzer olarak eger bﬁ<0 ise, esitlik

bp < fp(_Q) <=0 (6.1.32.b)

esitsizligi ile yer degistirilir. Ayrica negatif olmayan

"

(*) Hellindex L.J. ve M.J. Rijckaert, A Solution Procedure For
Geometric Progr%nming Problems With Degree Of Difficulty ",
Presented at 7." Mathematical Programming Symposium,The Hauge

Holland, 1970.
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0
SPZO p=1(1)T+m baslangic noktasinin
A ﬁp‘ > - 6p‘ s P=1(1)T+m (6r1.33)

kisit kiimesi eklenerek varligi ispatlanair. 60 p=1(1)T+m baslangic
noktasi (6.1.32.a) veya {6.1.32.b)" ve “6.1.833) egitvizliklerini
S%glayacak sekilde secilecektir. Bir amac¢ fonksiyon tanimlanirsa
Gp »P=1(1)T+m noktasi lineer programlama ile hasaplanabilir.

Yapilmis olan c¢alismalar, lineer program i¢in iyi bir amac

fonksiyonun,
min ;: Ad)
r%4 (6.1.34)

olarak alinabilecegini gostermistir. Burada,

J = { j|6j<0 , 6.’den baslayan yerlestirmede
iterasyon sonra }

olup, bu islemden sonraki yeni baslangic noktasi, ama¢ fonksiyonlu
lineer programin ve {6:1.32ia) Neva:iB.1.32.,8) ve 486.1.33)
s1sitlarinin cozimii olacaktir. Lineer programin degiskenleri ic¢in
herhangi bir isaret kisiti mevcut degildir.

Asikar ( her zaman miimkiin A Sp'=0 ,i=1(1)T+m trivial ) c¢odziimden

kacinmak icin (6.1.32.a) veya (6.1.32.b) ’nin esitsizliklerinden
birisi degistirilebilir.0Ornegin en genis lbpl mutlak degere sahip

olan esitsizlik,
€ < [£,(8)] < b

seklinde kiliciik pozitif bir € kullanilarak yeniden ele alinabilir.

(6.1.25), (6.1.26},/(6.1:28) ve (6.1.29) "un coztli'" P problemi
icin tasarlanan minimum yada bilitinsel bir ¢dziim degildir. Aslinda
(6.1.28) ’de negatif isaretlerin varliga problemi konveks
programlama sinifinin disina iter. Dolayisiyla P problemi birden
fazla c¢ozimi igeriyor olabilir ( (6.1.28) nonlineer denklemleri
fazla coziimeleri gosterebilir ).

Yukaridaki c¢ozim prosediiri bu problem icin denenmis, bircok

baslangic noktasi i¢in yakinsama da hata ortaya c¢ikmistair. Fakat
baslangi¢ tahminine bagli olarak, iki farkli denge ¢oziimi elde

edilmistir:

Birinci denge c¢ozilimi (A);
¥,=1.0694 ¥;=0.2089 %,=0.1335 ¥,,=0.0690 ¥;=0.0603
%,,=0.3685 ¥;=0.1380 %,,=0.6632 ¥,=0.0689 ¥,=0.0731
¥,,=0.2290 ¥,=0.2528 ¥,,=0.2285 ¥,,=0.0155 %,,=0.0065

olup, orjinal problem icin maksimum faydayi 6.05 olarak verir.
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Ikinci denge ¢oziimii (B);

¥,=0.0778 ¥;,=0.4093 ¥,,=0.2574 ¥,,=0.0073 ’6“=o.1197

¥,=1.3542 ¥,,=0.0123 %,,=0.0620 ’632=o.0051 %42=o.1377

%,;=0.0226 %,,=0.0006 ¥%,,=1.0800 '{33=o.0028 ¥43=0.0169
olup, orjinal problem i¢in maksimum faydayi 5.70 olarak verir.
Aciktair ki, B aranilan optimal ¢oziim olamaz, ciinki A >da daha iyi
bir c¢ozuim elde edilmistir. Yukarida kullanilan optimizasyon
kriteri signomal formlarin varligia altinda sadece bir yoresel
optimum i¢in gerekli olacaktir. Dolayisiyla A ¢ozumiinin, (6.1.18)

amac fonksiyonu ve (6.1.19)’dan (6.1.23)’e kadar olan kisitlardan
olusan problemde yeterliligi test edilir.

Suhalde karsilik gelen birinci primal ¢ozim,

5.93

"

n
1}
L}

X, 6.47 r, 1.01 ty 0.666 Yy

5.53

Xz S k. 23 Kyi ¥ 0.40 t, 0.595 ¥y
olarak hesaplanir.Optimallik kosullarinin yeterliliginin kontroli
icin kullanilan test ikinci mertebe analize dayandirilmaistair.
Wilde ve Beightler tarafindan benzer bir yodntem ‘hazirmanmistair.
Sdd ile yazilan matris, ama¢ fonksiyon ve kisitlarin Hessian
matrisi, lagrange carpanlari, jakobyen ve kontrol matrisinden elde
edilir. Sonra kisitlarin karar degiskenlerine gére birinci
tiirevleri eklenir. A ig¢in S44 matrisi;

3.48336 -3.92478 -0.23826 -0.03677
-3.92478 29.09268 -0.08646 -0.10650
-0.23826 -0.08646 1.93812 -0.00081
-0.03677 -0.10650 -0.00081 2.02794

seklindedir. Bu pozitif tanimli bir matristir, bdoylece A ¢ozimi P
problemi icin ydresel bir maksimumdur.Ele alinan bircok baslangig
noktasindan daha iyi bir ¢ozim elde edilemed:gi icin A c¢ozimi
biitiinsel coziim olarak belirtilebilir.
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VI.2. Genel Sonucg

Bu calisma ile amaglanan, nonlineer programlama probleml:=rine bir
¢oziim yaklasimi olarak gelistirilmis olan Geometrik Programlama
nin teorisini olusturan konularin incelenmesidir. Gerekli yapisal
baglantilar 68renilmis ve kurulmus olan konular arasi iliskiler
ortaya c¢ikartilmistir. Ozellikle konuya adini veren Geometrik
Esitsizlik bagintisi:in teoride kullanilan yapisina getirilisi,
primal ve dual programlar ve ¢oziimleri arasindaki iliskiyi ifade
eden teoremlerin ispatlariyla verilmis olmasi, sonraki bolimlerde
temel hareket noktasini olusturmustur.

Konuyu sinirlandiran iki alt basligi (posinomal ve signomal
programlama) ayri ayri ele alinmis ve optimumda problemin c¢oéziumi
tizerindeki etkileri ortaya konmustur. Standart olmayan nonlineer
programlama problemlerinder, bazi ©6zel yapiya sahip olanlari ig¢in
donisum bagintilarai verilmistir. Bu bagintilara ait uygulamalara
referans Kaynaklar-2 ’'dir. Son bdliimde verilmis olan problem,
geometrik programlamanin onemli wuygulama alanlarindan Kimya
Mihendisligi ’ne ait bir ornektir. Bununla beraber, hem konuya
aciklik getirmesi ve hemde konu i¢in oldukg¢a o©zgin bir uygulama
olmasindan dolayil seg¢iimistir.

Edinilen tum bilgilerin 1si1g1 altinda Geometrik Programlama,
ileriki calismalarimda da yine temel :onuyu olusturacaktair.
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