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OZET
H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere, [0, 7] araliginda tanimli, degerleri

H uzayma ait olan kuvvetli olciilebilir  ve ﬂ[f (x)[’dx < kogulunu saglayan f
0
fonksiyonlarmmn kiimesi H; = L, (H; [0,7]) ile gosterilir.

"Sinirsiz operatdr katsayili bir diferansiyel operatSriin 6zdegerlerinin asimtotik davranmisi ve
ikinci diizenli izi" adli bu tez calismasinda p;<..<p <.. ve A <..<A <..,
H, =L, ([0, 7]) uzaymnda sirasiyla
L () =-y"(x)+Ay(x) ,
I(y) =-y"(x) + Ay(x) + Q(x)y(x)
diferansiyel ifadeleri ve aym y'(0)=y'(n)=0 smr kosulu ile olusturulan L, ve L
operatdrlerinin 6zdegerleri , n, <n, <..<n, <... de belirli 6z¢cllige sahip olan dogal say1
dizisi olmak tizere
R j e i1 | P "
lim Z{xi —u2 -23, (- 15 Res tr[?»(QR%f]} =5 [r(aQ(0))+ r(aQ(m)) - £ [rQ"(0) + Q" ()]
k=1 =2 K
formiili bulunmugtur. lim i{?fk —ul -~ 2i -1y {{estr[k(QRg)"]} limitine L operatoriniin
™ 2 e

ikinci diizenli izi ad1 verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Saf ayrik spektrum, asimtotik davrams, matris izi, ¢ekirdek operatér,
ikinci diizenli iz.



ABSTRACT
Let H be a separable Hilbert space. We denote by H, =L, (H; [0, n]) the set of all functions

satisfying condition .f”f (x)|’dx < o0 and strongly measurable belonging to H defined on [0, ]
0
and with the values in H.

In this thesis with the title "The asimtotic behaviour of the eigenvalues of a differantial
equation with the unbounded operator coefficient and its second regularized trace"
u, <p, £..<p, <., and A <A, <..<A, <.. are the eigenvalues of L, ve L,

respectively; L, ve L are formed by the differantial expressions 1 (y)=-y"(x)+Ay(x),
I(y) = —y"(x) + Ay(x) + Q(x)y(x) in H, space respectively; and their boundary condition is
y'(0) = y'(w) = 0. In this work for the limit formula ,

i 07 - -2 Reswhlors Y - (a0} a0 - 010+ v
has ;een found, wy1=1ere n, <n, <..<n, <... is a natural numbers sequence with special
property. The limit il_rgim:{ki —ul —ZZP: ) l)}:il(strb(QRg)']} is called the second
regularized trace of operatozi. ”

Keywords: Line separated spectrum, asimtotic behaviour, matrix trace, kernel operator,
second regularized trace.



1. GIRIS

Bu calismada ikinci mertebeden operator katsayili bir diferansiyel operatriin ikinci diizenli
izi incelenmistir. H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere [0, n] aralifinda
tamimli, deBerleri H uzayna ait olan kuvvetli 6l¢iilebilir (Hille ve Philips, 1957) ve

fleGo] dx < e (1.1)

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmin kiimesini H, =L,(H;[0,n]) ile gosterelim. H,
uzayimn herhangi iki f ve g elemamnin i¢ ¢arpim:

(F,2)s, = [(Fx).g(x))dx | (12)

seklinde tamimlanirsa, H; uzay: sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olusturur. H, den

H, e sirasiyla

L, (y) =-y"(x) + Ay(x) (1.3)
1(y) =-y"(x) + Ay(x) + Q(x)y(x) (1.4)
diferansiyel ifadeleri ve aym

y(0)=y'(m)=0 1.5)

smir kogulu ile olugturulan L, ve L gibi iki kendine es operatdr g6z dniine alinmustir.

1,(y) ve I(y) ifadelerindeki y"(x) tiirevi H uzaymdaki norma gore anlagilmaktadir. Yani

Ali‘g}) Y(X + i " Y(x) _ yr(x) =0 (1 .6)
lim y'(X + AX) - y'(x) _ y”(x) =0 (l 7)
Ax—0 Ax :




dir. Ayrica bu ifadelerde yer alan A operatorii H uzayinda
A=A"21 , Aleoc (H) (1.8)
kosullarinin saglayan bir operatordiir.

Q(x) operatér fonksiyonunun [0, n] aralipinda dordiincii mertebeden zayif tiireve sahip
oldugunu yani herhangi iki u,v € H i¢in

) _ ot .
Alig},[[Q (XJ’iz Q l(x)—Q(‘)(x)}u,v]=0 (i=1234; QU)=Qw) (1.9

oldugunu varsayiyoruz.
Ek olarak her x e [O,TC] igin Q(i) x):H->H (i = 0,1,2,3,4) operattrlerinin kendine eg

olduklari, AQ(x), AQ"(x),Q"(x) e 5,(H) ve herueHicin

j'(Q(x)u, u)dx =0 (1.10)

oldugu varsayilmigtir.

L, ve L kendine e§ operatorleri saf ayrik spektruma sahiptirler.

W SH, £..fp, <. ve A SA,<..<A <. , smasiyla L, ve L operatorlerinin

OzdeZerleri olsun. Burada her bir 6zdeger kendi katlilik sayis: kadar yazilmigtir.

A operatdriinlin v, <y, <...<7y, <... Ozdegerlerinin

lim—-

j-—)&o aja

=1 (a> 0,0 >2) (1.11)

kosulunu sagladig: kabul edilmisgtir.



Bu kosul altinda {p,}", dizisinin

20 2
By =My 2 dl[kz““ -n" J, (k=n_,n, +1...) (1.12)

olacak sekilde {p, ( alt dizisine sahip oldugu ispatlanmustir.
Lm Jm=]

Bu tez ¢aligmasinda

lim i{»@ -2 (1) lsgstr[k(QRi)"]}
] =2 e

(1.13)

1 1
= L(aQ0)+ £(AQGR) |- L [5Q'0) + ()]
formild ispatlanmigtir. Burada R) = (L, - M)'l dir. Bu formiilin birinci tarafindaki ifadeye

L operatSriintin ikinci diizenli izi diyecegiz.

Skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izi ile ilgili arastumalar ilk olarak Gelfand ve
Levitan’mn (1953) g¢aligmasi ile baglamigtir. Bu galismadan sonra Dikiy (1953), Halberg ve
Kramer (1960), Gasimov ve Levitan (1963), Levitan (1964), Lidskiy ve Sadovnigiy (1967),
Guseynov ve Levitan (1978) ve birgok bagka calismalarda cesitli skaler diferansiyel
operatdrlerin diizenli izi incelenmistir. Bu konudaki galigmalarm listesi Levitan ve Sargsyan

(1991) ve Fulton ve Pruess (1994) calismalarinda verilmistir.

Operatdr katsayili diferansiyel operatérlerin diizenli izi Halilova (1976), Adigiizelov (1976),
Maksudov vd. (1984), Bayramoglu ve Adigtizelov (1996), Albayrak vd. (1999), Adigiizelov
vd. (2001), Adigiizelov vd. (2001), Adigiizelov vd. (2004), Adigiizelov ve Baksi (2004)
calismalarinda incelenmistir.



2. ON BILGILER

H aynlabilir bir Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayda i¢ carpmu (.,.) , normu da |.| ile
gOsterecegiz. —oo <a <b <o olmak iizere bir (a,b) aralifinda tanimli, degerleri H uzayma
ait olan kuvvetli 6l¢tilebilir (Hille ve Philips, 1957) ve

b
j]|f(x)|[2dx <o 2.1)

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini H, =L,(H;(a,b)) ile gdsterelim. H, in
herhangi f ve g elemanlarinin i¢ garpimi1

b
(£8)s, = [(Ex).8(x)) dx (2.2)

seklinde tammlanirsa, H, kiimesi bir ayrlabilir Hilbert uzay: olusturur (Kirillov, 1976). H,

uzaymda normu |. "H1 ile gésterecegiz.

D_(A—) = H olmak fizere A, D(A) dan H ye kendine es bir operatdr olsun. Her x € D(A),
x#0 i¢cin (Ax, x) >0 ( (Ax, x)< 0 ) ise A ya pozitif (negatif) operatér denir ve bu
A>0 (A <0) seklinde yazlir. Her x e D(A) igin (Ax,x)20 ( (Ax,x)<0) ise A ya
negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operat6r denir ve bu A >0 (A < 0) seklinde gisterilir.

A ve B kendine es herhangi iki operatér olsun. D(A) < D(B) ve D(A) danH ye A-B
operatdrii pozitif (negatif olmayan) bir operatér ise A ya B den biiyiiktiir (ktiglik degildir)
denir ve¢. A>B (A2B) olarak yazilr. A, H den H ye tam siirekli bir operatdr ise
A eo_(H) seklinde yazilir.

Tamm 2.1: A negatif olmayan kendine es bir operatér ve B de B> = A olacak sekilde
kendine es bir operator ise B ye A nin karek6kii denir.



Teorem 2.1: Negatif olmayan kendine es bir A operat6riiniin bir tek negatif olmayan kendine
es B karekokti vardir. Eger C,

AC=CA (2.3)
olacak sekilde herhangi bir lineer operatdr ise

BC=CB (2.4)
dir (Lysternik ve Sobolev, 1955).

Tanmm 2.2: Bir A lineer operatoriiniin bir A &zdegerine karsihik gelen tiim &zvektdrlerin ve

sifir elemamnin olugturdugu N, lineer manifolduna A nmn A O6zdegerine karsilik gelen

6zuzay: denir.

Tanimm 2.3: Bir A lineer operatoriiniin bir A Ozdegerine karsilik gelen N, Ozuzaymin
boyutuna A 6zdegerinin katlilif1 denir.

1

A operatriiniin pozitif karekokil A? seklinde gosterilir. Aeo, (H) olsun. Bu durumda A’A
1
kendine es negatif olmayan bir operatordiir ve (A‘A)E €0, (H) dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Bu operatSriin sifirdan farkl dzdegerleri s, 2s, >..2s, (0<k <) olsun. Burada her

. 1
Ozdeger kendi katlilik sayisi- kadar yazilmugtir. (A‘A)E negatif olmayan bir operatdr
oldugundan s,,s,,...,s, pozitif sayilardir. Bu sayilara A operatﬁrﬁnﬁﬁ s sayilan denir. Eger

k<w ise s;=0; j=k+Lk+2,.. kabul edili. A nm s sayilan bazen s;(A) (j=12,...)
seklinde de yazilabilir. s,(A)=[A| oldugunu belirtelim. Eger A normal operatSr yani

A'A =AA" ise o taktirde
si(a)=|1;4)] G=12...k) 2.5)

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Burada |A,(A)|2[2,(A)|=...2|A,(A)

, A operatdriniin

sifirdan farkli 6zdegerleridir.



s sayilar

isg(A) <o (p=1) (2.6)

fa

kosulunu saglayan tim A€o, (H) operatorlerinin kiimesini o, veya o, (I—I) simgesiyle

gosterecefiz. Burada o (p -2 1) bir ayrilabilir Banach uzayidir (Cohberg ve Krein, 1969).

Bu uzaym her A operatdriiniin normu

IIAH%(H){gS?(A)F o

seklinde tamimlanir.

Tamm 2.4: o, uzayma ait olan bagka bir deyigle s sayilar

isj (A)<w (2.8)

=1
6zelligine sahip olan A € o, (H) operatdriine ¢ekirdek operatorii denir.
Aeo, (H) ve B:H — H smnirlt lineer bir operator ise AB,BA e o, (H) ve

”AB"%(H) <[BjjA] (2.9

o, (H)

”BA”%(H) < ”B”"A“c,, &) (2.10)
dir. Ayrica p; <p, ise 6, <G, dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Tamm 2.5: A:H — H bir sinirh lineer operatér olsun. Eger her {e ; }f ortonormal tabani i¢in

w

z (Ae i2€; ) serisi yakinsak ise A operat6rii sonlu matris izine sahiptir denir.

=1



Teorem 2.2: A bir ¢ekirdek operatdril ise her {e J};’ < H ortonormal tabani i¢in Z(Aej,e j)
=

serisi yakisaktir ve bu serinin toplam {e.}:’ tabanimnin segimine bagli degildir (Cohberg ve

]

Krein, 1969).

Bu Z (Ae i€ j) toplamina A operatSriiniin matris izi denir ve trA ile gosterilir.
F=

A ve B herhangi iki ¢ekirdek operatorii ve a, herhangi iki say1 ise

tr(A + BB) = atrA + BB 2.11)
A’ = A (2.12)
drr.

Teorem 2.3: Aeo,(H), B:H - H smrli lineer bir operatér ve AB,BA €0, (H) ise
tr(AB)=tr(BA) (2.13)
dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Tanim 2.6: A:H — H bir sinirli lineer operatdr olsun. Bir ¢ € H,p # 0 vektorii ve A sayisi

icin
(A=21)0=0 2.14)

olacak sekilde bir n dogal sayisi varsa ¢ ye A operatdriiniin A $zdegerine karsilik gelen esas

vektdrii denir.

Tanmm 2.7: Sinirl: lineer bir A:H — H operatdriiniin bir A 6zdeZerine karsihik gelen tiim

esas vektorlerin ve 0eH elemanmn olusturdugu K, lineer manifolduna s6z konusu

operatdriin A 6zdegerine karsilik gelen esas lineer manifoldu denir.



Tanim 2.8: Smurh lineer bir A:H —> H operatoriiniin bir A 6zdegerine kargilik gelen K,

esas lineer manifoldunun boyutuna A 6zdegerinin cebirsel kathilif1 denir.

Teorem 2.4: A g¢ekirdek operatdriiniin matris izi i¢in

v(A)
trA =Y ,;(A) (2.15)

=1

dir. Burada her A, zdegeri kendi cebirsel katlilik sayist kadar toplanmstir. v(A) sifirdan
farkl1 6zdegerlerin cebirsel kathliklarinin toplamidir. Eger A € cp(H) (l<sp<w)ve {e J}:'

(1 < w < ) H’de bir ortonormal elemanlar sistemi ise

.jzwl:|Ae & )l —(IA”c,,(H)) (2.16)

dir. Bu esitsizlikten 8zel olarak A gekirdek operatdri igin |trA| < HA“crl () €lde edilir (Cohberg

ve Krein, 1969).



3. SINIRSIZ OPERATOR KATSAYILI BiR DIFERANSIYEL OPERATORUN
OZDEGERLERININ ASIMTOTIK DAVRANISI ve IKINCI DUOZENLI izi

3.1 Spektrumun Ozellikleri ve Ozdegerler I¢in Asimtotik Formiil

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. H, = L, (H;[0,7]) uzaymnda

L) =-y"(x) + Ay(x) @G.1)
diferansiyel ifadesini g6z6niine alalim. Bu ifadede A, D(A) < H olmak iizere D(A) dan H ye
A=A"21 , Alec_(H) (3.2)

kosullarinin saglayan bir operatordiir. A operat6riintin Szdegerleri vy, <y, <...<vy, €. ve
bu &zdegerlere karsilik gelen ortonormal &zelemanlar: da swrasiyla @;,@,,...,@,,... Olsun.
Burada her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmigtir.

D, ile H, uzaymin agagidaki kogullar: saglayan fonksiyonlar kiimesini g&sterelim:

1) y(x) fonksiyonu [O,n] araliginda H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden stirekli

tiireve sahiptir.
2) Ay(x) fonksiyonu [0, n] aralifinda H uzayindaki norma gore stireklidir.
3) Y(0)=y'(m)=0 dir.

D, manifolduH, uzayinda yogundur ve D, dan H, e L,y =1,(y) seklinde tanimlanmis

L, operatorii simetrik bir operatdrdiir.
Bu operatériin dzdegerleri

K*+y;,  (&=0,12,.3i=12,..) (3.3)
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"bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlan da sirasiyla
M, Coskx.o; (k=0,1,2,...;5=1,2,...) (3.4)

seklindedir. Burada

k=0 ise

M, =/ (3.5)
\/Z k=12,.. 1ise
V=

dir. Gorildiigii gibi L; operatdriiniin ortonormal &zfonksiyonlar sistemi H; uzaymm bir

ortonormal tabanidir.
Teorem 3.1.1: Ozelemanlar sistemi kapali olan her kapal: simetrik operatdr kendine estir.

Ispat: H ayrilabilir bir Hilbert uzayr, D(B) c H olmak fizere B:D(B) — H kapali simetrik
bir operator, {e j}:’ , bu operatdriin 6zelemanlarindan olugan ortonormal sistem ve A da reel

olmayan bir say1 olsun.

(B—AI)" smurh kapali operatér oldugundan D((B D) ) =R(B - AlI) manifoldu kapalidir.
Yani H nin bir altuzayidir.

Ote yandan R(B-Al) altuzay: {e J}:’ kapal: sistemini igerdiginden

R(B-Al)=H (3.6)
olmalidir. Benzer sekilde

R(B-AI)=H 3.7)

olur. Bu durumda bilindigi gibi B kendine es operat6rdiir.
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L, simetrik operatoriiniin zelemanlar sistemi kapali oldugundan,bu teoreme gére

operatorii kendine egtir.

L; simetrik operatdriniin 6zelemanlar sistemi kapali oldugundan Teorem 3.1.1°e gére L,

operat6riiniin kapanisi olan L, = L—’0 operatdrii D(L,) dan H, e kendine es bir operatdrdiir.
Q(x) ile asagidaki kosullar saflayan operatdr fonksiyonu gosterelim:

1) Q) dérd}‘incfi mertebeden zayif tiireve sahiptir ve

Q) = Q"I (m=0 ; k=12 39
dir.

2) Qx), Q'x), Q"(x), Q"(x), Q*(x) herxe [0,71] icin H den H ye kendine es operatordiir.

3) Her xe[0,n] igin AQ(x),AQ"(x), Q" (x)e o, (H) ve IIAQ(X)"(’1 @ [lAQ"(x)”cI(H),

HQ“’ (x)uc [0,7] araliginda birer dlgiilebilir ve smirh fonksiyonlardir.

(H)
4) Her f e H igin

@)t £)ydx =0 (3.10)

0

d1r.

3) kogulundan [0, ] araliginda [Q(x)| < ¢ olacak sekilde bir c> 0 sabitinin varlif elde edilir.

O halde her ye H, igin

el = floytof® ax < Jloeolf [yeof? dx <e [lyeoff ax =l @10
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veya
IQvly, <cl¥l, (3.12)

olur. Goriildiizt gibi Q , H, den H, e bir smrh lineer operatérdiir ve ”Q”Hl <c dir. Ayrca

herhangi iki y, =y,(x) , ¥, =y,(x)e H, elemanlan i¢in

Q12 )g, = I (Q®)y,®),y,(x)) dx = J (7, (), Qx)y, (%)) dx=(7,,Qy, )y, (3.13)
dir.

Boylece Q, H, den H, e simnirl: kendine es operatdrdiir. Buna gore

L=L,+Q (3.14)

D(L)=D(L,) dan H, e kendine es bir operatér olacaktir. L, ve L operatSrlerinin

rezolventleri sirasiyla R? ve R, olsun.
RS =(L,-aI)", R, =(L-AD)" (3.15)

dir. Aynica L, operatdriiniin 6zdegerleri p, <p, <...<p, <... olsun. Burada her 6zdeger

kendi katlilik sayisi kadar yazilmigtir. L, operatSriiniin 6zdegerleri
k? +y;  (=0,1,2,...;7=1,2,...) (3.16)

ve limy; = o oldugundan hmu11 = oo dir.

Jox

Dolayisiyla R, operatdriintin {
T

} Ozdegerler dizisinin limiti sifirdir. Yani
n=]

lim—— (p#p, ;0=123,..) (3.17)

D—H>® u —

dir.
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Ote yandan L, operatSriiniin 6zdegeri olmayan her p reel sayisi i¢in Rﬁ = (L, —p1)?

operatdrii kendine estir ve bu operatdriin
M, Coskx.0, &=0,1,2,... ; j=1,2,...) (3.18)
ortonormal 8zfonksiyonlar sistemi tamdir.

Bu durumda Smirnov’ den (1964) Rﬁ operatOriiniin tam stirekli oldugu bilinmektedir ve
R)-R)=(A-p)R) R (3.19)

formiiltinden her A #p, (n =1,2,..) sayst igin RY operatoriintin tam siirekliligi elde
edilir. Bu nedenle L, operatorii saf ayrik spektruma sahiptir. Q , H, den H, e sirli kendine

es operatdr oldugundan
L=L,+Q (3.20)

operatriiniin de spektrumu saf ayrik olacaktir (Smirnov,1964). L operatoriiniin 6zdegerleri

Ay €A, £...<A, <.. olsun. L nin 6zdegeri olmayan her p reel sayisi i¢in

1
lim———= 3.21
n—> xn_u ( )

dir ve dolayisiyla kendine e R, = (L—].LI)"1 operatdrii tam stirekli olacaktir
(Naimark,1968). Diger yandan

R,-R,=(A-p)R, R, (3.22)

formiiliinden her A #A, (n = 1,2,...) i¢in R, nin tam stirekli operatdr oldugu sonucu ¢ikar.
L, operatdriiniin bir A pozitif sayisindan biiyiik olmayan 6zdegerlerinin sayisin1 N(A) ile

gOsterelim.
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Teorem 3.1.2: j—» iken y;~a* (a,a>0) yani

.Y

S

P 2®

ise A — o iken

2+a

NQ)~da2e
dir. Burada

2 %, 2
. Icos tsin® tdt

aa® ®

d=

dir.

Ispat: N

K +y;, <A (k=0,12,..;771.2,..)

esitsizligini saglayan (k.j) ikililerinin sayisina egittir. N(A) nimn

k*+y, <A (& j=12,...)

esitsizligini saglayan (k,j) ikililerinin N, (A) sayisiile

Y; <A

esitsizligini saglayan j dogal sayilarimn N, (A) sayismn toplamina esit oldugu yani
N =N;A)+ N, ()

oldugu agiktir.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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(3.23)’den gortliiyor ki keyfi j>n, i¢in

_}%>l yani yjza ¢

a. 3.30
a2 > (3.30)

olacak sekilde bir n, dogal sayis: vardir. Ote yandan A >1 oldugundan y, >1 dir ve

dolayisiyla
viza,)" (=12,..) (3.31)

olacak gekilde bir a, sayisi vardir. Buradan y; < esitsizligini saglayan j dogal sayilarmin
N, (X) sayismun,a,;j* <A esitsizligini saglayan j dogal sayilarnin sayisimdan bitytik olmadig:

yani

1

N,(\) < (lj; (3.32)

1

oldugu sonucu gikar. Dolay1styla

o 2 1
Osh’ml\rzo”)slima11 =a,%JimA 2 =0 (3.33)
Ao 2+a A—>e0 2+a 1 A%
;\'ﬁ ;;5?{
veya
;ggN—g@ =0 (3.34)
20

olur. Diger yandan Gorbaguk’den (1975) A — « iken

T ) 3_1
- J'cosztsm“ tdt (3.35)

aa® ®

2 2
N,)~dh= , |d=

oldugu bilinmektedir.
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(3.29) esitliginden ve bu son bagmntilardan

lim N(z") = hm Nl O") +2N2 O\') — hm Nl 9") + d—l hm sz(;") - 1 (336)
A—reo R TR YA 2t A—r0 e A HO
dx 2a d}\‘ 2a d?\. 2a }\’ 2a
veya A — o igin
2+_a
N(A)~dr2e (3.37)

bulunur. Bdylece teorem ispatlanmig olur.

Teorem 3.1.3: j—> oo iken y;~a" (a,a>0) ise n— o« iken

2a 2a
p,~d,n2+e (do =d 2+a) (3.38)

dar.

Ispat: p ye esit olan dzdegerlerin sayis1 yani bagka bir deyisle p, Ozdegerlerinin katlilig
q, olsun. O taktirde

Hp, <Hpst SHpua =T Hpuq, THa <Hp g (3.39)
p, +1sn<p, +q, (3.40)

olacak sekilde bir p, dogal sayis1 vardir. Dolayisiyla Teorem 3.1.2°ye gore

2+a

N(w,)=p, +q, ~dp (341)
olacaktir. p, ye esit olan d6zdegerlerin q, sayis:
K?+y,=p, (3.42)

denklemini saglayan (K,j) (K=0,1,2,... ;j=1,2,...) ikililerinin sayisma esittir.
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(3.42) denklemini saglayan (K, j) ikililerini
K, <K, <..<K_
olmak tizere (K, j, 1 (K,. i, Ypoees (K o > Ja, ) | seklinde diizenleyelim.
K, <K, <..<K, sayilar negatif olmayan tamsayilar oldugundan
K, 29, -1
dir. Ayrica K2 +v =K, esitliginden
K <p, veya K< JEa

bulunur., Bunu (3.44)’de gtz 6niine alirsak

q, <+/H, +1

elde edilir. Dolayisiyla

d;
0< 2+a 240 —2“'11‘1
TS

olur. limp, =« oldugundan buradan

lim 32 =0

D 2+a

2a
Ky

bulunur, (3.41) bagmtisindan ve bu son egitlikten

lim P =HEN(nn2+:qn i N g

du 2* du? du 2@

o

elde edilir. Diger yandan (3.40)’dan ve N(u, )=p, +q, esitliginden

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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P+l 0 _P.+q, _ NQ,) (3.50)

2+ 2+a T 2+a 2+a

du2e  du2e du 2e dp 2=

n n

bulunur. Burada n — « iken limite gecer ve (3.49) bagintisi dikkate alinirsa

N
1= hm = 2+<z1 h_eg‘ Ii-i-a - hm (}:;-a) =1 (351)
Tapr T api T duie
veya
lim—o— =1 | (3.52)
dp2*

2+a 242 1o4a

200 - 2a
= lim e i Be | o fim e (3.53)

1o 1 n—><0 d’ln noew 2% 2%
d 2+a n2+cx
veya n —> oo iken ~
_ 20 2a

B, ~ d T2+ n2+a (354)

bulunur. Bdylece teorem ispatlanmig olur.

Bukez L =L, +Q operatdriiniin 6zdegerleri i¢in asimtotik formf{il bulalim. Q, H; den H, e

smurli kendine eg bir operatdr oldugundan her ye H, i¢in

@ v)s,| < Qv I, <1l It 659
veya

Claly.v)s, <@ y)s, <(IQy5)y, (3.56)
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olur. Buradan

-[Q); 1= Q=|q !

elde edilir. Dolayzsiyla

Lo~y 1£L =L +Q<Ly +[al,

olacaktir. Bu durumda

b = | Qly, <3 <1 +[Q,

oldugu bilinmektedir (Smirnov, 1964). Buna gore

s, |2,

1—l—s§n—51+——-
TR B

olur. Burada lim—F2 =1 oldugu dikkate alinarak n — oo iken limite gegilirse

n—»w 2o
dO n2+a

me“ =1

n—® “’n

elde edilir. Dolayisiyla

n—>® 2% pow 2e Do || B 2a
n

lim—t2__ = lim Ao B =ljm£“—ﬁm o g
d‘O n 2+ My dO n2+e . do nm

veya n — o iken

2a
~ 2
A, ~dyne

bulunur.

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)



20

3.2 Ozdegerler Dizisinin Ozel Alt Dizileri

Yardimer Teorem 3.2.1: j— o iken y;~a* (a,a >0) ise {1, }::1 dizisinin

2a 2
By —H, 24, (k’*“ -n." ], (k=n_,n, +1L..) (3.64)

olacak sekilde {p,_J°  alt dizisi vardir. Buradad, bir pozitif sabittir.

Ispat: Teorem 3.1.3%e gore

im—2-=d, , (4,>0) (3.65)

n 2+
dir. Buna gore keyfi n > n, i¢in

_p‘zji_ 29& (3.66)

n 2+0

olacak gekilde bir n, dogal sayis1 vardir.

Dolayisiyla her n > n, i¢in

2a 20

a, =Q, —f—nm ZT(’nm (3.67)

dir. Buradan goriildiigii gibi

2a

a =u, —%in?:a (n=12,..) (3.68)

dizisi alttan siurlidir ve lima = +oo dur.

n—->x
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Bu &zellige sahip olan {a, }f’ dizisinin agagidaki kosullar1 saglayan bir {anm }:" altdizisi
vardir.

a, =min{a,} ve k>n, ise a, >a,
n

1

a, =mm{an} ve k>n, ise a, >a,

n>m,

............................... (3.69)
a, = min{an} ve k>n_ ise a, >a
Dolayistyla {p, )=, dizisinin
d, = dy 7w
B ——2kze >y ——2p*  (k>n,) (3.70)
4 = 4
veya
d [, 2 =
R To[kzm _n::a J s (k =By >0pa 9) @B.71)
olacak sekilde bir { Ko }:=1 alt dizisi vardir. Teorem ispatlanmigtir.
Asagidaki esitsizlik saglanir.
X -(x-1)">x* (x>1,8>0) (3.72)
dir. Gergekten
48 (. 1\i+8 _1\®
X (’§ 1) =x—(x—l) x-1)>x-(x-1)=1 (3.73)
X X

veya
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x —(x-1)"° > x* : (3.74)
dar.

Yardimer Teorem 3.2.2: j—> o iken y;~a® (a>0,a > 2) ise m nin biiyiik degerleri i¢in

}“nm < %(”nmﬂ + unm )< )\'nm-ﬁ-l (375)

dir. Burada {unm }:=1 (3.64) bagmntisiu saglayan bir dizidir.

Ispat: {P'n,, }:=1 dizisi (3.64) bagintisinu sagladipindan

' 2a
- >d, (o, +1)*° —n!? [8=—~—1) 3.76
“nma-l p’nm 1 (( m ) m ) 2 +a ( )
dir. Bu egitsizlikten ve (3.72)’den
B, —H, >dng (3.77)

elde edilir. (3.59) ve bu esitsizlikten yararlanarak

2;\'11,”1 —( Dy +“nm)=2()\'nm+l -unm+l)+“nm+l —“nm

(3.78)
>din} +20,,, —p.,., )2 dink -2[Q),
bulunur. §> 0 oldugundan buradan m nin bityiik degerleri i;m
2y~ +pt, )>0 (3.79)
veya
%( B +Ha )< | (3.80)

elde edilir.
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(3.59) ve (3.77) esitsizliklerinden bir daha yararlanirsak m nin bitylik degerleri icin

2Ry, —1, )<Ba —H, (3.81)
veya
o, <5 (1, 1) (.82)

bulunur. (3.80) ve (3.82)’den

ey < (B +Ha, ) <P 683

elde edilir.

3.3 Ozdegerler ve Rezolventle Ilgili Baza Bagmtilar

Teorem 3.3.1: j—> o iken y;~&" (a >0,a > 2) ise m nin bilyik degerleri i¢in

© }\'2 © 7\‘2

serileri [A|=b, =2~ (p.nm +h, ) cemberi fizerinde diizgiin yakinsaktir.
Ispat: Yardime1 Teorem 3.2.2°ye gre m nin bilyiik degerleri igin

7\.% < bm < )"nm-l-l (385)
dir. Ote yandan p, >0 oldugundan (3.59)’dan
A > Q) k=12,..) (3.86)

bulunur.



24

limb_ =+ oldugu dikkate alimirsa (3.85) ve (3.86)’dan

| by (k =12,..) (3.87)

elde edilir. Dolayisiyla

(k=12,..) (3.88)

Ay — A

fonksiyonlari m nin bilyiik degerleri i¢in |7L| =b_ c¢emberi tizerinde tanimlidir ve

5 P D
ka_x— EN S e

@ 2
oldugundan Z k A serisinin ]7\,] =b_ ¢cemberi {izerinde diizglin yakinsakligimi gostermek
k=1 Mg T
igin
z": 1 (3.90)
k=1 ”?"kl _bml

serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. l{i_r)n A, =+ oldugundan keyfi k > N i¢in

A, >2b_ (3.91)

olacak sekilde bir N dogal sayist vardir. Bu nedenle k > N igin

M)~ ba| =2, ~b, >xk-7“—2k=3‘2£ (3.92)
veya
1 2
L .z (3.93)
il =ban] M

dir.
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Ayrica (3.63) formiiliine gore keyfi k > N i¢in

2a

Ay >d, k2@ (3.94)
olacak sekilde bir d, >0 sayist vardir. (3.93) ve (3.94)’den

1 2

s l (k > N) (3.95)

k 2+a

o _2e
bulunur. Varsayim geregi o >2 dir ve dolayisiyla ZZdl‘ 1k = serisi yakinsak seridir.

k=1

O taktirde (3.95)’den

YT

(3.96)
o Il?»kl —b,|

serisinin yakinsaklig1 elde edilir. Benzer sekilde Z(

k=1

] serisinin de ]?\,I =b,_ g¢emberi
M —
tizerinde diizglin yakinsaklip1 g6sterilebilir. Teorem ispatlanmugtir.

Teorem 3.1.3 ve (3.63) formiiliine gére k — o iken

2a

Aoty ~dg k2 ‘ (3.97)
dir.

Buradan goriltiyorki o >2 ve A=A, 0, (k=12,..) ise

= 1 = 1
— 3.98
2 " &FA 6.58)

serileri yakinsak serilerdir.
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Dolayistyla R ve R, operatdrleri gekirdek operatdrlerdir ve

=( 1 1
trlR, —R? )=trR, —trR’= ( - J (3.99)
iR} )=, *kz,l:xk—x By =R

dir (Cohberg ve Krein, 1969).

2
Bu esitligi 2&— ile carpip ]7»] =b, =27 (pnm +H, ) ¢emberi {izerinde integre edersek
i

sz (R, -R?. )dx=-—17 ji( 3 )dx— ! ji( ” jdx (3.100)

271:1 le=bm k=1 ;\:k _>\4 zni !z'l=bm kel p’k - ;\.

271:1 IaJob,,

elde edilir. Teorem 3.3.1°e gbre

© )\’2 @© A'Z
é(?»k _J ve é[uk —x} (3.101)

serileri [A|=b, gemberi lizerinde diizgiin yakinsak serilerdir.

Dolayisiyla (3.100)’den

= ¥R, =R} Jda= dr - da 3.102
2751];.[-:[; ( ) éZm m;[ Ay —A ;27:1W=b B, —A ( )

bulunur. 4, <b, <A, ,; bafmtisindan ve Yardimer Teorem 3.2.2°den m nin bitylik

ny,+l

degerleri i¢in

Pt » <K(0,b,)={A:[)]> b, } (3.103)
Mol < K(0,b,)={A:M <D, } (k>n_+1) (3.104)

elde edilir.
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Bu nedenle
: \2 By ,k<n_ ise
o] o =
T g, A T H 0 Jk>n_ +1 ise
A k<n ise
2 k s m
21 Y xx a =
a7 M 0 ,k=n_ +1 ise

olur. Bu egitlikler (3.102)’de yerine konulursa

02 -p2)=—-1 pluR,-R! ).

kel 27 oy,
bulunur.
Asagidaki formiiliin saglandig: bilinmektedir:
R, =R} -R,QR}  (rep(L)np(Lo))

Buradan her p dogal sayisi igin

R, -R! =3 C1PRI(QRL) + (1R, (QRL}”

j=1

formiilii elde edilir. Bu da (3.107)’de yerine yazilirsa

G

=
0

(2 —p2)=-1 [t zp:(— IROQRYY + (1R, (QRE P | da
1 2mi IAb, P
veya

3,04 -ut)= YD, +DY

k=1 =1

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)
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butunur. Burada

(3.112)

j}& #RIQRS oVl G=12.)

27c1 |4ba

D&?— el pftr[k QrLf ]dx (3.113)

27T 1y,

dar.

Teorem 3.3.2: j—>® iken ¥ j~aj“ (a>0,a>2) ise QR) operatdr fonksiyonu p(Lo)

bolgesinde o, (H,) uzaymdaki norma gore analitiktir ve
(Qr2) =QR:) (3.114)
dar.
fspat: Her Ae o(L,) igin Rj gekirdek operatdrii oldugundan ve
R?, , —R) =A\Rj.u R; (3.115)
yararlanarak
“QRLM -QR; _ 0 _lore 0 _ 0 “
reaenntsi Sl [ S QRS
RS~ QR
~JQRIR S _Rg)“cl(ﬁl)
<R3, o IR -rY)). (3.116)

elde edilir.
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lim [R?, , R3] =0 oldugundan buradan

Ar—0

o _ 0
]

=0 (3.117)

oy (Hl)

bulunur ki bu da &, (H, ) uzaymdaki norma gre

tim QRLAZ}-; QR; _ QRS Y (3.118)
veya
() Qs G119

ra

olmasi demektir. Bylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.3.3: B(A) kompleks diizlemin bir agik G bélgesinde tammli, degerleri o, (H)

uzayina ait ve bu uzayin normuna gore analitik bir operatdr fonksiyon ise her n dogal sayisi

i¢cin
tr[(B“ (x))'} = tr[ dB;)f")J = n.t[B'(\BE V()] (3.120)
dar.

Ispat: Teoremi ispatlamak i¢in dnce tiimevarimla

B @) =SB WBME0) (3.121)
formtlintin saglandigini gésterelim. Bu formiliin n=1 i¢in saglandifn ac¢iktir. n=2
oldugunda

(526:)) = (BB =BG+ BRB(R) G122

veya
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B20) = 32 G () 6123

dar. (3.121) formiiliiniin n=m igin saglandifint yani

=) =SB 0B B (.) (5124)

i=0

oldugunu varsaylp n=m+1 i¢in saglandifim géstermek gerekir.

(B2 () = (B=(BO) = (B"())BO)+B= (B(R) (3.125)

dur.

(Bm (7»))’ niin (3.124) ifadesi burada yerine konursa

B () = [“z"‘Bf(x)B'(x)Bm-l-f (x)}rs(x)wm MBG)

i=0

=SB ()B'()B= )+ B~ (\)B'(A) (5.126)

i=0

veya

B™*(A)= iBi (L)B'(A)B™ (1) (3.127)

i=0
elde edilir ki bununla da (3.121) formiilii ispatlanmis olur. Varsayim geregi her A € G igin

B(A) € o,(H) oldugundan (3.121)’den

tr[(B" (x))'J = nfjtr[B*' (B3B8 (1)] (3.128)

i=0

elde edilir.
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B'(A)e o,(H) ve her i >0 tamsayisi igin B'(1) e o,(H) oldugundan bu son esitlikten

tr[(B“ (x))'J = gu[B'(x)B - (B! (1)] (3.129)
veya
tr[(B“ (x))'} =n.u[B'(A B ()] C (3.130)

bulunur (Cohberg ve Krein, 1969). Boylece teorem ispatlanmig olur.

Teorem 3.3.4: Degerleri o,(H) uzayma ait olan bir B(,) operatér fonksiyonu bir A = A,
noktasinda o, (H) uzaymndaki norma gore analitik ise o zaman trB(A) skaler fonksiyonu da
bu A = A, noktasinda analitiktir ve

trB'(h, ) = [trB(A)],.0, (3.131)
dur.

Ispat: B(A) A, noktasinda o,(H) uzaymda norma gére analitik oldugundan

B0 +41)-B0) g, |

: - 3.132

ArA—0 AA o, (8) 0 ( )

dir. Ote yandan

J B0 +M)—B(7‘o)__B:(k )< B(A, +A7»)—B(7&o)_B'(x ) (3.133)
AL 1 A g = '

veya

rB(A, +A}”)_1IB(;\'°)-—’[1‘B'(7» ) < B(A '*'A;")_B(K'O)_B'(x ) (3.134)
AL . Ar i .

oldugundan (3.132)’den
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lim B{A, +‘i£ ~ B(R, ) _tB'(a, )| = 0 (3.135)
elde edilir.
Dolayisiyla
B’ (A, ) = [kB(ML)], -, (3.136)

dir. Teorem ispatlanmistir.

Teorem 3.3.5: j— = iken y;~aj* (a>0,a>2) ise

p, £V jx.tr[(QR;{)"]dx | (3.137)

R Y
dir.

Ispat: Teorem 3.3.2°ye gbre her j dogal sayisi i¢in (QR({)j operator fonksiyonu p(LO)
bolgesinde o, (H,) uzaymdaki norma gore analitiktir. O taktirde Teorem 3.3.3’¢ gore

tr{ [or2)' | }= j.tr[(QRi)' (QR?.)“] (3.138)

dir. Teorem 3.3.2’ye gore

(Qr¢ )' =Q(R:f (3.139)

dir. Bu son iki esitlikten
of lor) |} sofloms ol - st e sefeslons) ] 6140

bulunur. Bu bagmmt D_; nin (3.112) ifadesinde g6z dniine alinirsa
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D, = (—“1)1—1 [x2 .tr{[(QRg)j]’ } da (3.141)

27y,

elde edilir. Bu formiil

D, = )" Itr{[xz(QRg)j]' —2x(QR§)5} dax,

27Cij Il['_"bm

Q) J'm{(QRg)j}dx +(;21)J—1 .[tr{[?f(QRg)j}'}dx (3.142)

™ i,

seklinde yazilabilir. Teorem 3.3.4’e gbre

14

u{[}& (QRg)"]'} = {u[}& (QRg)i] } (3.143)

dir. Dolayisiyla

[ ] on-_fiobtons]f o0

[Al=bs, |A]=bn

olur. Bu esitligin sag tarafindaki integrali asagidaki gibi iki egri {izerindeki integralin toplami
seklinde gosterelim:

lebelore ] o= flebrore)]fears flebolors)]} o 3145
b AP (apy)

€,by T8, <M, ,; Olacak sekilde bir pozitif say1 olmak izere trl?»z (QRg )’J fonksiyonunun

G, ={h:b, &, <]|<b, +8,,ImA > g, | (3.146)

G, ={A:b, &, <]/ <b, +&,,ImA <€, } (3.147)

basit baglantili bdlgelerin analitik ve
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{A:]A|=b, , mA20}cG, (3.148)
{,:]=b, , mr<0}cG, (3.149)

oldugu dikkate alinirsa Leibnitz formiiliin{i kullanarak (3.145)’den

{ocbe(re )|} o= wh (ome, Y] b (o, Y]
|7=by (3.150)
rupare, ) | up2 rey, )]0
elde edilir.

(3.142) ve bu son egsitlikten

p, =&Y [r.ar](Qr?) Jan (3.151)

Tom
bulunur. Bdylece teorem ispatlanmig olur.

lim D, limitinin hesaplanmasinda kullanacagimiz asagidaki teoremi ispatlayalim.

m->w

Teorem 3.3.6: Q(x) operatdr fonksiyonunun 1) kosulunu sagladigini varsayalim. Eer her
x € [0,7] igin AQ"(x),Q™(x) e o, (H) ve ||AQ"(x)“cI > |QIV (x)”cl & fonksiyonlar [0, ]

aralifinda 6l¢tilebilir ve smirli ise
> 312 +1;) [Cos2kx (Q)9;,0;) dx | < o0 (3.152)
0

dur.
Ispat: f,(x)=(Q(x)9;.p;) olsun.

Kismi integrasyon yonteminden ve f;(0)=f/(n)=0 kosullarndan yararlamirsak
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’

jf (x)Cos2kx dx = jf (x)( szka dx—-——f(x)S 2k}~ _[f (x) Sin2kx dx

!

1% (1
=— J-fl( )(Zk Coska) dx = —f (x) Coskal
l T
=TI ;fi"(X)COSQ.kX dx
elde edilir. Buradan
(k> +7,) [£, (x)Cos2ix dx = _% Jg ) Cos2iox ax - 11z [ (x)Cos2icx ax
0 0 0

bulunur. Kismi integrasyondan tekrar yararlanir ve
" (0) = fi"'(n) =0

kosullarim g6z Sniine alirsak

(k2 +7; ):[f; (x)Coszlo: dx = —% :[fi” (x)Cos2kx dx ~—41—iz ;]fi" (x)Cos2kx dx

el If{(x)Coleoc dx
0

(3.153)

(3.154)

(3.155)

= -Z{ 7 (x) Sin2kx]s - — Jf”’(x)Smka dx] "g ojf (x)Cos2kx dx

R N O i fen
= _Z[_ = ojfi (x)Sin2kx de T ojfi (x) Cos2kx dx

1y 1 _, n
= 4{:}(2-1‘1 (x)CosZkX|O~

=10 [£1Y (%) Cos2lkx dx——— jf" (x)Cos2kx dx
0

}_

'Yi T L]
o Oj £7 (x) Cos2kx dx

(3.156)
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elde edilir. Buradan

> ( +71)Jf (x)Cos2kx dx

k-—l 1—-1

k=1 i=l

<ZZL = ﬂf“’( |ax+ 5 N & (x)lde

0 i=l ¢

<[il7hfx”(X>ldx+ZI% | £1x) Idx}zk’z (3.157)

bulunur. Ayrica

i=l g

imfIN(X)|dx=y_§1}{ilfiw(>c)]}dxs T[i\ff"(x)ﬂ j{zl Q" (x| }dx (.158)

iif}'l £7 (x)dx < <] Z%

i=l o o Li=l

£ (x)l] NSl o, 0, ﬂdx (3.159)

oLi=l

dir. Varsayim geregi her x € [O, n] icin Q¥ (x) e, (H) ve AQ"(x)e cl(H) dir. Bu durumda
Cohberg ve Krein’dan (1969)

5o (ool <fer el

(3.160)

3 I(aQ" ()0 0:) < JAQGEN, s (3.161)

i=1

oldugu bilinmektedir. (3.157), (3.158) , (3.159), (3.160) ve (3.161) bagmtlarmdan

(k? +y j)TCOSka.(Q(X)(pJ-,(pj) dx
0

k=1 j=1

<COE]]4Qw(x1

o & oj JAQ" (), de (3.162)

bulunur. Burada ¢, = ik-z dir. JAQ"()], 4y ve RV @ fonksiyonlanmm [0,7]
k=1 !

araliginda smmrh ve 8lgiilebilir olduklan varsayildigindan son esitsizlikten

32 +v, )]'fi (x)Cos2kx dx| < oo (3.163)
i=1 H

[Ms

w
1]
—
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elde edilir.

L, operatdriiniin {p.q}f 6zdegerlerine karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlar sistemi

sirastyla {w q}:” olsun. L, operatériintin
(3.164)

K4y, 0,12, ;=120

6zdegerlerine kargilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar sistemi sirasiyla M, Coskx.;

oldugundan
(3.165)

q/q'(x) =M, Cosk x.0; (@=1.2,...)

dur.

Teorem 3.3.7: 1, 2,3,4 kosullar1 saglaniyor ve j—> o iken y;~a* (a>0,a>2) ise

lmD,, = %[trAQ(O)+ trAQ(n)]—-;-[tr Q"(0)+tr Q"(x)] (3.166)
dir.
Ispat: Teorem 3.3.5%¢ gore
1 0
Dy =-— [L&r(QR])dA (3.167)
T ajb,
dir.

QR; her Ae p(Lo) icin cekirdek operatfrii ve {l[!n }f da H, uzaymm bir ortonormal bazi

oldugundan
(3.168)

tr(QRg) = i(Qngq’wq)x

q=1

olur.
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Bu ifade (3.167)’de yerine yazilip

RO, = (Lo =20y, = (1~ A1) v,

oldugu dikkate alinirsa
1 X

Dy =—— I ()"Z(QRquswq)l) d
T ajeb,\ o=l

-1 j[xz_—-(qu,w )Jd’»

o=t Hq

1 A _
27 i, 2 M 0 , q>n, ise
formiiltinden yararlanarak

Dy —ZZuq(qu,wq —Zi’,qu' (X)wq(X),wq(X))dx

q=1 =1 0

—2Zuq I(Q(X)M .Cosk X0; ,M .Cosk %05 )dx

q=1

= 2ZMk Hq ICosqux.(Q(x)Q 595, ) dx

q=1

g=l

bultunur.

=anMk B j(1+coszk x)( QAx)9; ,9;, )dx

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)
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Q(x), 4) kosulunu sagladigindan ve

=217 (k =12,...) (3.173)
oldugundan buradan
= —qu J'Coszk X (Q(x)(pJ .95, ) dx (3.174)

T =l

elde edilir. Teorem 3.3.6’ya gbre

ii(kz + Yj):J'COS21°i-(Q(X)<Pp<Pj) dx (3.175)

k=1 j=l

serisi mutlak yakinsaktir. Bu durumda bilindigi gibi

}gz(khyj )jCOSzk x(Qx)9, .0, Jax=3"3 (> +yJ)JC052kx(Q(x)cpJ,(pJ)dx (3.176)

k=1 j=1

dir. (3.174)’de m — o iken limite gegilir ve bu son esitlik g6z 6nfine alinirsa

limD_,

m—>w

i( +vj)nf0052kX-(Q(x)<pj,¢j) dx (3.177)

w

:ilt\)
IIM8

—

veya

mD,, = 23 3K j00s2bc(Q(x)<pJ,<pJ)dx+ 3, fCoska(Q(x)(pJ,(pJ)dx (3.178)

moe Tk13=1 ¢ T k=l j=1
bulunur. Burada
T 1 n .
[cos2x ()0, 0;) dx = T [Cos2x(Q(%)9;,0;) dx (3.179)
] 0

esitligini kullanirsak
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mD,, = _.21_2": " [Cos2x Q" (%), 0;) Jix+ 23S [Cos2ix(Q(x);.7;0; Jdx (3.180)
m—>® Tck]J 1 ¢ 7T'klj=lo
elde edilir. Buradan
limD,, ——-}-ZZ{ [Coskx (Q" ()0, 0;) dx + (- 1)F ICoskx Q (X)fppcpj)dX}
m—>0 T3 k=1 ¢

,: (3.181)

+23°3" [Cos2ix(QE)o; Ag;) dx
T k=1 =l ¢

j=1 k=1

=—"Z{: ( ICosbi Q”(X)‘prP,)dX]COSkO+Z( ICoskx Q"(x)9;,0; )deCoskn}

_Zz J Cos2kx. (AQ(X)(PJ’(pJ)

T k=1 =l

]
|
00 |
z[Me
=
1M
N
IR
© team

Coskx.(Qn(x)(p 0 j) dx ]cOsko + Z [ﬂ j Coskx. Q "x)0;, ¢ ) dx \]Coskn}

k=1

+i—iiﬁ€osb(.(AQ(X)<Pp ) dx+ (-1 I Coslx(AQ9;,9;) de
1 k=1] 0 ‘

=—— Z ]:z ( 2 1]Cost-(Q"(X)(P 35 @; )deCoskO + i ( 2 T[Coskx. Q x)0;,9 )dx]CoskniI

8% | k=t k=1

_Z{ ( [coskx{aQ)e ;.0 )dx]Cosk0+Z ( [cosix(AQ)p . 0 j)dx]Costh}

=1 k=1 T

elde edilir. 1) ve 4) kosullarimin saglandigi g6z Onfine alinirsa bu son bagintimin sag
tarafindaki k ya gore olan toplamlar stirekli tiireve sahip olan (Q”(x)(pj,cpj )H ve

(AQ(x)cp »9; ) |, fonksiyonlarimn [0, 7] araliindaki {Coskx}; , fonksiyonlarina gére Fourier

serisinin sira ile 0 ve 7 noktalarindaki degerleridir. Dolayisiyla,

lim D, =——Z[(Q ©9:9,)+ Q@0 )+ 3 2 [4000,0.)+ (Aame, 0 )] G182

o0
m—» pey

veya
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1im D, = [ AQO)+ r AQ)l-3 [ C0)+ & Q)]

elde edilir. Teorem ispatlanmugtir.
3.4 ikinci Diizenli Izin Hesaplanmas:

(3.111) formiilii ve Teorem 3.3.5 gerefince

By

$02-u2)= 3, +DY

k=1 i=l

bulunur. Burada

p LU J‘xz.u[Rg(QRg)"]dx (=12..)

™ i
W“bm

po-EY [» R, QR |an

T 2,

dur.

D, =20 L fubort)]an =215 S Resuplors) ]

joo2mins

oldugu g6z dniine alinirsa (3.184) formiili

m

5 (13- -2 Reshlont)] | -p. 0

k=1 =2

seklinde yazilabilir.

(3.183)

(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)
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Teorem 3.4.1: j— o iken y;,~aj*> (0<a<®,2<a <) ise [A|=b, cemberi iizerinde

R

<constn™? (5 - “—’2-) (3.189)

o1 (H;) oa+2

dir.

Ispat: A ¢ {u, )7 i¢in R normal operatdr oldugundan

R

= 1
=y — 3.190
o, (H;) ;Iuk -—}\,I ( )

dir (Cohberg ve Krein,1969). [| = b, =27(p, +4,_ ) oldugundan buradan

0 S 1 2 3 Z

me+]

2 32 .y 2 o0, (19D

elde edilir. Yardimci Teorem 3.2.1 ve (3.72) esitsizlifinden yararlanarak

1 n n n 118

< o < N <—2_-=dn_ (3.192)
g “’nm“ -_”'k ]J'nm,,_l '—unm d1 ((nm +1)1 ? —ngs) dlnzx !
elde edilir. Yardimci Teorem 3.2.1 bir daha kullanilirsa
Qm = . + +

keng+l Hp —Hg, 1<=n,,,+1d}(Kl ’ —nins)
n 4 - 1
= = +d _ (3.193)

d,((n, +1)"** —n*?) D K —n?

m m

bulunur.
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Ayrica

© 1 o Dgtitl dx
Z K1+8_ 148 =Z _[ . 1+8

1+3
k=n, +2 n, i=l n o+ (nm +1+ 1) -,

ve xe[n, +i,n, +i+1] igin

1 1
1+3 1+3 < 1+8 143

(nm+1+l) -n,° X —ny
oldugundan
n, +i+l dx nm-]i-;—l dx

. . 1+58 1+8 45 _ 148
R+ (nm +1+ 1) —Dy ng+H X Ny
ve
@ o g+l

Z K1+s 1+s —Z .f s = _[ 0+

k—n +2 i=1 Ny i +1 x

olur. Bu son baginti (3.193)’de g&z &niine alinirsa

1 a dx
RNy O M P

o+l m

elde edilir.
Bu esitligin sag tarafindaki integrali simirlandirmak igin

48 _ _1+8 =t

doniisiimiinii yapalim. O taktirde

frnte)

dx Tl
n,,,'[l S n}:s B a:!:(]‘ + 5)

(3.194)

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

(3.199)

(3.200)
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bulunur. Burada o = (o, +1)*° —nX® dur. (3.200)’den

3 5 |®
1 1+8t'§

y dx 1 %4 e — 1+8
jx”—n}f <(1+8)m£t (1+8) &

o+l -

52

2 —_—
= %[(nm + 1)1+8 - n;l-s ]m < 8—.lnm”8 (3.201)

elde edilir. (3.198)’den ve bu son bagintidan

52

Q. <d'n® +d787n (3.202)
bulunur. (3.191), (3.192) ve (3.202)’den

R

B 3.203
o (H,) < d15 .nm ( )

elde edilir. BSylece teorem ispatlanmus olur.

]7\.] =b_ ve m nin bilylik degerleri i¢in R, operatoriiniin normunu sinirlandiralim. ]?\.i =b,
"igin
1 1
| i) =[] = [As] -5(unm + un,,,,,q = e, +b 2] (3.204)

dir. k <n, vem nin biiyik degerleri igin [A,| <A, oldugundan

l“l'n,,, +p’nm+l —2[7\'1(] 2 p‘nm +“‘nm+1 —27\.nm = p’nm+l _unm +2(}’l'nm —}"nm)

2p, g =By F2U, —A, (3.205)
dir. (3.59) esitsizligine gore buradan

Mo + B = 2] 2 o — b, +2JQ, (3.206)
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elde edilir. k > n,, +1 ve m nin biiytik degerleri igin [\, | =%, 24, ., oldufundan

2P"kl - }‘l’nm ~Hp, 2 27\‘11,,4—1 “Hp, "By a = p’nm+l —Ha, + 2()"nm-l-l - p’nm-!-l)

2 p'nm+l - “‘nm - 2;\'nm-!'l - “’nm-f-l
olur. Buradan (3.59) esitsizliai bir daha kullantlirsa

2| =, Mo Z Mo~ 1, ~2[Qf,

bulunur. lim(g, ., —p, )= oldugundan (3.204), (3.206) ve (3.208)den

[Pl =] > (s =)

(3.207)

(3.208)

(3.209)

elde edilir. Yardimc: Teorem 3.2.1°den ve (3.72) esitliginden yararlanarak bu son esitsizlikten

d

ol = > - +1)7 -ni > Sen (5 =_°£:£j

bulunur. Dolayisiyla l?&[ =b,_ ve m nin bliyiik degerleri i¢in
d
A —A|>—2nd

dur. Diger yandan R, operatdriiniin s sayilan {’lk - }; oldugundan

R, =max{fh, -3}

olacaktir (Cohberg ve Krein, 1969). (3.211) ve (3.212)’den

s _o-2
Ral, <3 (52222

elde edilir.

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)
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Teorem 3.4.2: 1), 2) , 3) , 4 kosullan saglaniyor ve j— o iken y;~a* (0<a<w,

2 <q <) ise

hmZ[)f uk—2i (1) Restr[ (Qr¢ )J]] trAQ(0)+trAQ(n)]———[trQ (0)+Q"(n)]

k=1 =2

S50 +6

}+1 dir.
2

Ispat: (3.185) formiiliinden yararlanarak

dlr.Buradap={

a_

DY) < A 2.11‘[RL(QRg)p+11l ld?»lefnm }; R, (QR; X(Hx

Sb;lxlé[m] * 1 c(H])IdkI

sti ] IRl JlomsY], Jorsl o

t2 [ [ Ol IR ol R g 0 19
elde edilir.

Teorem 3.4.1°den ve (3.213) esitsizliginden yararlanarak

[D®| < const b, 0 ¢** a? (3.215)
yada b_ <constn!’® oldugu g6z dniine almirsa

[Dg’)l < constn3*®) n-0+28 n12 — const nfn"(P‘l')a (3.216)

elde edilir. Buradan goriiltiyor ki
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p={-§+1:{+1 (3.217)

yada

p{s‘“ﬂﬂ (3.218)
a_

ise

lim D® =0 (3.219)

dir. Teorem 3.3.7°den ve (3.188) ve (3.219) formillerinden L, operatériiniin ikinci diizenli

izi i¢in

N | =

m-

i 5 4 -1 255 Resohlont ] - Leac) waofe)- L) vt

formiilii elde edilir.
3.5 Ornek

H= LZ[O, 7:] olsun. D(A) ile asagidaki kogullari saglayan cp(t) fonksiyonlar kiimesini

gOsterelim:

a) ¢"(t) [0,7] aralipinda mutlak siireklidir ve " (t)eL,[0,7]
b) 9(0)=¢"(0)= o(m)="(x)=0

A:D(A)>L,[0,x] , Ap= d'o(t) (3.221)

operatdriinti goz Oniine alalim.
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Bu operator

A=A"21 ve Aleo,(L,[0,n]) (3.222)
kosullarini saglayan bir operatordiir. A operatdriiniin 6zdegerleri

v;=i* (i=123,..) (3.223)

bu dzdegere karsilik gelen ortonormal &zfonksiyonlar da
2. . .

o;(t)=,/=Sinjt (j=123,..) (3.224)
7

seklindedir. Q(x) olarak her x e [0,7] igin L, [0,7] den L,[0, 7] ye

T

Q(x)<p(t)=%c()sxi j*sinjt [o(s)Sinjsds (3.225)
0

=

operatdr fonksiyonunu alalim. Bu operatdr fonksiyonun 1), 2), 3) ve 4) kosullarim sagladig:
kolayca gosterilebilir.

Aynca H, =L,(L,[0,%}[0,n])) =L, ([0, 7]x[0,n]) oldugu gosterilebilir. Ele aldigmmz bu
ornekte Ly ve L, D(L,)=D(L)< H, olmak tizere D(L,) dan H, e sirasiyla

o*ulx,t) B*ulx,t
1,(u)=- a;Ez ) + af“ ) (3.226)
2 4 © T
1(w)=-2 ;S ),0 ‘;Ef’ 1), % Cosx;: i Sinit Oj u(x,s)Sinjsds (3.227)
diferansiyel ifadeleri ve ayn1
u, (0,t) =) (m,t)=0 (3.228)

u(x,0)=u’ (x,0)=u(x,n)=ul (x,7)=0 : (3.229)
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siur kogullar: ile olusturulan kendine es operatdrlerdir. 1,(u) ve 1(u) ifadelerinde yer alan

2

oTuix,t) ;S’ t) tiirevi L, [0,7] uzayindaki norma gére anlagiimaktadir. Yani
. 2

o et Ax ) -ulxt) Gulxt) (3.230)

ey | Ax ox
x| v 4 2 2

Alil'_{)b J’ux(x"'Axat)—ux(X?t)_a u(}i’t)l dt=0 (3.231)
i Ax ox

dur. L, operatdriiniin 6zdegerleri
K+ (K=012,.;=123,..) (3.232)

ve bu dzdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar da

k=0 ise
M, =3 (3.233)

olmak lizere
\/szCoskx.Sinjt k=0,1,2,... ; 7=1,2,...) (3.234)
T

seklindedir.

Bu kez de H, =L, ([0,7]x]o, 7]) uzayinda

o*u(x,t) B*u(x,t
L(w)=- aiz ). af“ ) (3.235)
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2 4
diferansiyel ifadesini g6z Oniine alalim. Bu ifadedeki é—;)((x—’t) veya %@ tirevleri

2

bildigimiz adi kismi tiirevler olarak alinmigtir.

2 4
0 u(f,t) ve 0 u(x,t)

c) u(x,t), [0,7]x[0,x] karesinde P stirekli tiirevlerine sahiptir.
d) v’ (0,t)=v’ (m,t)=0 (3.236)
u(x,0) = uf (x,0) = u(x,7)=u" (x,7)=0 (3.237)

kosullarim saglayan u(x, t) fonksiyonlar kiimesi D, olsun. Dy, H, uzaymn yogun bir lineer
manifoldu, D, dan H, e L} =1,(u) operatorii de bir simetrik operatdrdiir. L] operatoriiniin

6zdegerleri de
K*+j*  (K=0L2.;j=123,..) (3.238)

bu Szdegerlere kargilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar da
\/szCost.Sinjt k=0,1,2,... ; j=1,2,...) (3.239)
T

seklindedir. Gortildtigt gibi L] operatdriiniin ortonormal &zfonksiyonlar sistemi H, uzaymin
bir ortonormal tabamidir. Bu durumda Teorem 3.1.1%. gére L, = i—{ operatdril kendine egtir.

Diger yandan H, den H, e

Qu=2 cOsxi j*sint [u(x,s)Sinjsds (3.240)
T 0

=
operatorii stmrl ve kendine es oldugundan
L,=L,+Q (3.241)

operatorii de kendine es olacaktr.
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Boylece L, ve L, , H, uzayinda asagidaki dzelliklere sahip olan operatdrierdir:
1) L,=L, ve L,=L}
2) L, ve L, operatorleri saf ayrik spektruma sahiptir.
3) L, ve L, operatorleri aym dzdegerlere ve ayni dzfonksiyonlara sahiptir.
Bu taktirde L, =L, oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla L =L, olacaktir.

B Sp,f..fp, <. ve A <SA,S..ZA <.. , swmasiyla L, ve L, operatorlerinin

Ozdegerleri ise Teorem 3.4.2 geregince

frAQ(0) + Q)]+ [rQ?(0)+ Q"(r)]

N |-

lim :Zml(xi —pl - 2i(— ) iifu[k(QRi)j]) =

m—>e =] j=2

dir.
AQ()o(t) = %COSX;ZI j"ZSinjt:f(p(s)Siqjs ds (3.242)
ve

Q"(x)olt) = —% cOsxg j—“smjtjcp(s)smsds (3.243)
oldugundan

AQ(0) =-AQ(m) , Q"(0) =-Q"(m) (3.244)

dir. Dolayisiyla L = L, operatdriintin diizenli izi igin

m-=>0

lim ;V:(;fk —p2 =2y (1) Restr [x(QRg)j ]J =0 (3.245)
k=1 =2 Pk

elde edilir.
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4. SONUC

Bu tez ¢alismasinda H, = L, (H; [0,7]) uzayinda
1(y) =-y"(x) + Ay(x) + Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y(0)=y'@=0

sinir kosullari ile olugturulan kendine es L operatriiniin ikinci diizenli izi incelenmis ve
. & L i em i 1 1 ” ”
,135302{7»1 -k -2y 17 Iggstr[%(czki)’]} = [r(aQ) + r(aQ(x)) - 2 [rQ7(0)+ rQ"(w)]
k=1 2 e
formiilii bulunmustur. Burada A, H uzayimnda
A=A"21 , A'lec_(H)
kosullarinin saglayan bir operatér, R; H, =L, (H; [0, n]) uzaymnda
1,(y) =-y"(x) + Ay(x)
diferansiyel ifadesi ve
y(0)=y'(m®=0

smir kosulu ile olusturulan kendine es L, operatoriiniin rezolventi ve Q(x) de her x [0, n]

icin H den H ye kendine es gekirdek operatordiir.
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