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ONSOZ
Bu caligmada degismeli cebir ve cebirsel geometride 6nemli bir yer teskil eden Cohen-

Macaulay halkalarimi inceliyoruz. Cohen-Macaulay halkalan ilk olarak F.S. Macaulay’in
1916’da & bir cisim olmak iizere k[xl,...,x,,] polinomlar halkasinin her idealinin diizenli

oldugunu gostermesiyle ortaya ¢ikmugtir. Daha sonra I. S. Cohen 1946’da bu ifadenin daha
genellestirilmis halini, yani ekuikarakteristik regiiler lokal halkalarinin her idealinin diizenli
oldugunu gostermistir. Bu tarihten sonra birgok matematik¢i M. Auslander, D. Buchsbaum,
D. Eisenbud gibi matematikgiler bu konuyu gelistiren ¢aligmalar yapmuslardir. Cohen-
Macaulay halkalarmin su an {i¢ farkli birbirine denk tanimi bulunmaktadir. Biz bu ¢alismada
Cohen-Macaulay halkalarmi her ideali diizenli olan bir halka olarak ele alacagiz. Bu
¢aligmamda bana destek veren herkese tesekkiir ediyorum.
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OZET

Bu calismanin giris bolimiinde daha sonraki béliimlere temel teskil eden bilgiler
verilmektedir. 2. béliimde bir halkanin boyutu incelenmektedir. 3. béliimde ise regiiler serileri
ve ytikseklik konular incelenmektedir. Regiiler serileri 6nce bir modiil iizerinde daha sonra
ise ideal yapisinda tamimlanmaktadir. Buna bagli olarak da bir idealin yiiksekligi

tanimlanmaktadir. Son béliimde ise Cohen-Macaulay halkalan anlatiimaktadir.

Anahtar kelimeler: Boyut, regiiler seriler, derece; Cohen-Macaulay halkalar.



ABSTRACT

In the introduction chapter of this work, the preliminaries which will be the basis of further
chapters are given. In the second chapter, the dimension of a ring is studied. In chapter 3,
regular sequences and height are studied. A regular sequence is defined first on a module and
then defined as an ideal structure. With respect to the latter, the grade of an ideal is defined. In
the last chapter, Cohen-Macaulay rings are examined.

Keywords: Dimension, regular sequence, grade, Cohen-Macaulay rings.
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1. GIRIS

Bu boliimde sonraki béliimlerde temel teskil eden ve kullanilan bir takim tanimlar, 6zellikler
ve teoremler verilecektir. Bu béliimde teoremler ve o6zelliklerin ispatlan yapilmamugtir.
Ispatlar igin Sharp(1990) kitabina bakilabilir.

R ile bir halka gosterilecek ve aksi belirtilmedikge birimli ve degismeli olacak. x ,R de bir

bilinmeyen olmak tlizere R[x] polinomlar halkas: ve R[[x]] de kuvvet serilerini gosterecektir.

Tamm 1.1. R ve S iki degismeli halka ve f:R — S halka homomorfizmas: olsun. J ,S§
nin bir ideali iken f™'(J) de R nin bir idealidir ve J* ile gosterilir. J¢ ye J idealinin R
deki biiziilmesi denir. Simdi de 7 ,R nin bir ideali olsun. f(/) min S de iirettigi ideal f(/)S,
I° ile gosterilir ve [ idealinin S deki genislemesi adini alir. Buradaki f homomorfizmasi

orten ise S deki ideallerin hepsi R nin bir idealinin S deki genislemesidir.

Ozellikler 1.2. R ve S iki degismeli halka ve f:R —> S halka homomorfizmasi olsun.

I ,R nin bir ideali J de S nin bir ideali olsun. Asagidaki ifadeler saglanir;
WO IcI”

Gi) J < J

(i) I¢ =17

(iv) Jo = J°

Ozellikler 1.3. R degismeli halka ve x,R de bir bilinmeyen olsun. f:R — R[x] dogal

halka homomorfizmasinda biiziilme ve genisleme terminolojisini kullanalim. 7 ,R nin bir

ideali, her neN ve nr,n,...r,€R igin n:R[x]—)(%Ix] homomorfizmasi

n(z r,x') =Y rx' (burada r=r+l dir) olarak tanimlandiginda:
i=0

i=0

() Cekn=1°= {Zr,x’ € R[x]:hert‘= 0,...,n icin ne N,r, € 1} dir.

=0

(if) 1 =1I* dir.



(iii) Buradan, her ne N ve r,,r,..,7, € R igin E(an%ﬁ):Z;,x’ ile tanimli bir

=0 =0

7_7 : R[x/]{e - (%Ix] halka izomorfizmasi elde edilir.

Tamm 1.4. R degismeli halka ve P ile M iki ideali olsun.

(i) M R nin 6z ideali ve M c I c R kosulunu saglayacak R de hi¢bir / ideali yoksa M

ye maksimal ideal denir.

(ii) P R nin 6z ideali ve a,b< R olsun. abe P iken ae P veya b e P oluyorsa P ye asal

ideal denir.

(iii) R halkasinin tek bir tane maksimal ideali varsa R ye quasi-local halka denir.
(iv) R nin biitiin asal ideallerinin kiimesini Spec(R) ile gosterecegiz.

(v) I,R nin bir ideali iken / idealinin tanimladig1 varyete Var(l)={P e Spec(R):P 2 1}

olarak tanimlanir.

Teorem 1.5. 7 ,R degismeli halkasinin bir ideali olsun. O zaman JI = ﬂP dir. Ozel

PeVar(l)

olarak f = ﬂPz ﬂP olur.

Pevar(f)  PeSpec(R)

Ozellik 1.6. I , R degismeli halkasimn bir ideali olsun. ¥ar(/) nin minimal elemanlari vardir.

Var(I) nin minimal elemanlarmnin olusturdugu kiime Min(I) olarak gésterilecek.

Teorem 1.7. n>2 olmak lizere ve P,..,P, igerisinde en fazla ikisi asal ideal olmayan

degismeli R halkasinin idealleri olsunlar. / da [ gUP,. kosulunu saglayan R halkasinin

i=]

bir ideali olsun. O zaman 1< j<n kosulunu saglayan bazi j ler i¢cin /< P, olur. Bu

n n
teoremin bir sonucu olarak ae R i¢in aR+I @ UP,. iseenaz bir ce/ igin a+ce UP,

i=t i=l

olur.

Tamm 1.8. R degismeli halkasi idealler i¢in artan zincir kosulunu sagliyor ise yani herhangi

bir I, c...c I, c... ideal zinciri belirli bir k€ N veher ie N igin [, =/, oluyorsa R ye



Noetherian halka denir. R degismeli halkas: idealler i¢in azalan zincir kosulunu saghyor ise

R ye Artinian halka denir.

Tamm 1.9. O ,R degismeli halkasmmn bir 6z ideali olsun. a,be R ve abe Q iken aeQ
veya bir neN igin b"eQoluyorsa (Q idealine asalimsi ideal denir.
Her asal ideal asalimsidir ve her asalimsi idealin radikali de bir asal ideale esittir.

Tanmm 1.10. 7 ,R degismeli halkasinin bir 6z ideali olsun. / nin asalimst ayrnigimi demek,
I=Q0n.nQ, ve her i=1..,n igin \/@T = P, olacak sekilde , asalimsi ideallerinin
bulunulmast demektir (Burada P, ler asal idealdir). Eger agagidaki iki kogul saglanirsa béyle

bir asalims1 ayrigima minimal asalimsi ayrisim denir;

(i) A,...,P, R nin » tane farkl asal idealidir,

(ii) her j=1,..,n i¢in | JQ, ¢ Q, dir.
i®j
i=]

Bir asalimst ayrigima sahip ideale ayrgtirilabilir ideal denir. Ayrica her asalimsi ayrigim

gerekli islemler yapilarak minimal hale getirilebilir.
Teorem 1.11. I ,R  degismeli halkasinin  aynstirilabilir  bir  ideali  ve

I[=0, Nn..nQ, her i=1,.,nigin \/5,.:1’, ve

I=0/'n.nQ,' her i=1,.,n" icin \J|O,'=P' olacak sekilde / mn iki minimal

asalimsi ayrigimi olsun. O zaman »n =n' dir ve {P,..., P, }= {E ' P} olur.

Tanmm 1.12. /,R degismeli halkasinin ayrigtirilabilir bir ideali, /=0 N..nQ, ve her
i=1..,n i¢in JQ—, =P, I mn bir minimal asalimst ayrigimi olsun. {Pl,...,P,,} asal
ideallerinin kiimesine / nin ilgili asal ideallerinin kiimesi denir ve ass/ ile gosterilir. ass/
kilmesinin minimal elemanlarinin olusturdugu kiime AMin(I) kiimesine esittir ve her bir
elemanina minimal veya izole asali denir. ass/ klimesinin diger elemanlarina ise / nn

yerlesik asallari denir.

Burada ass/ nin sonlu tane elemana sahip oldugunu ve dolayisiyla Min([ ) nin da sonlu tane

elemana sahip oldugunu hatirlatalim.



Teorem 1.13. 7 ,R degigmeli halkasinin aynigtirilabilir bir ideali ve ass/ = {}’1,..., P,,} olsun.
I=9, nN..NnQ, her i=1,..,n igin \/—Q—, =P ve

I=0/'Nn.NQ," her i=1,..,n igin \JO,'=P' olacak sekilde / nm iki minimal
asalims1 ayrigimu olsun. 1 <7/ <7 i¢in P, minimal asal ideal ise Q, = Q," olur.

Teorem 1.14. R degismeli Noetherian halka ise her idealinin asalimst ayrigim vardir.

Teorem 1.15. R ve S degismeli iki halka ve f: R — S 6rten halka homomorfizmasi olsun.

LO,0,,B,...,B, R halkasimin Cekf yikapsayan idealleri olsun.

I=0, nNn..nQ, her i=1,.,nigin (O, =P I nm bir minimal asalimsi ayrigim

olmas! igin gerek ve yeter kosul I° =Q,° ' Nn..NQ,° her i=1,..nigin \JO =P I°

nin bir minimal asalims1 ayrigimi ve assg/® = {P” :Peass,l } olmasidir.

Bu teoremin bir sonucu olarak f:R— % dogal halka homomorfizmasim diigiiniirsek

I ¢ J kosulunu saglayan R nin herhangi bir J ideali ayrigtirilabilirdir ancak ve ancak

% ,% halkasinda ayrigtirilabilirdir ve ass% % = {% : Peassy] } olur.

Tamm 1.16. (i) R degismeli halka olsun. Her r,7'e R ve m,m'e M igin eger -: RxM — M

foksiyonu asagidaki kosullart saglarsa M abelyan grubuna R modiili denir;

() r-(mim)=r-m+r-m
i) (F+7)-m=r-m+rm
(iii) (') - m = r- (r'm)

(V) 1, -m=m .

Bu tanimda R halkasi yerine cisim alinirsa e§er M ye R vektor uzayi denir ve M uzayinin

vektdr uzay1 boyutu da v.dim, M ile gosterilir.

(ii) S ,R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi, yani birimi kapsayan ve her a,be § igin abe S

olan bir alt kiimesi olsun. S™'R = {£ reR, se S} kiimesi bir halkadir ve bu halkaya kesir
s

halkasi denir. f:R—> S™'R dogal halka homorfizmasi ( f(r)= —:—) oldugunda I¢ =S™'R dir



ancak ve ancak 1S =@ dir. Aymi zamanda P € Spec(R) ise P*=S"'Pe Spec(S 'IR) dir,
ve Spec(S“‘R) ile {P € Spec(R): PNS =@} kiimesi arasinda birebir eslik vardir.

M, R degismeli halkasi tizerinde bir modiil ve S de garpimsal kapali alt kiimesi olsun.

S'M ={Ln—:meM ,seS} kiimesi de bir S™'R modiiliidiir. 7 ,R nin bir ideali iken
s
I _ el . . . les S\ - -l .
S (IM)—I S™M dir. L,M nin bir alt modili iken G- L.—.S (f‘%) dir.

(iii) M ,R degismeli halkas: iizerinde bir modiil olsun. PeSpec(R) iken S=R-P

alxndxglhda S™'M yerine M, yaziir ve M nin P deki lokalizasyonu diye okunur. M, #0
kosulunu saglayan asal ideallerin kiimesine M nin destegi denir ve SuppM ile gosterilir.

Yani SuppM = {P € Spec(R): M, # 0} dir.

Tammm 1.17. M, R degismeli halkasi izerinde bir modiil olsun. M modiilinin R

halkasindaki sifirlagtiricisi, Ann, (M )ile gosterilir ve

Ann,(M)={re R:rM =0}={r e R :her me M igin,rm=0 } olarak tanmmlanir. M modii-
linin R halkasindaki sifir bélenlerinin  kiimesi, Zdv, (M) ile gosterilir ve
Zdv, (M) = {r € R:enazbirO£me Migin rm = 0}'olarak tanimlanir.

Teorem 1.18. M, R degismeli halkasi iizerinde bir modil olsun. / da /¢ Ann(M )
kosulunu saglayan R halkasinin bir ideali olsun. O zaman (r+I)m=rm ile M, bir I%
modiilidiir.

Tanim 1.19. M, R degismeli halkasi iizerinde bir modiil olsun. M nin alt modiillerinin her

bir kiimesi artan zincir kogulunu sagliyorsa M ye Noetherian modiil denir.

Teorem 1.20. M, R degismeli halkasi tizerinde bir Noetherian modiil olsun. O zaman

%nn( i) Noetherian halkadir.

Tamm 1.21.G, R degismeli halkasi iizerinde bir modil olsun. G nin bir

0=G,cG,c..cG,, cG, =G alt modil zincirinin uzunlugu kapsamalarin sayisidir, bu
zincirin uzunlugu » dir. Eger bu zincirde her i =1,...,n i¢gin % bir basit R modiilii ise
i-l

bu zincire birlesik serisi denir. G modiiliiniin uzunlugu # olan bir birlesik serisi varsa G nin
bitiin birlesik serilerinin uzunlugu » dir. Ayrica G nin bir birlesik serisi varsa G ye sonlu

uzunluktadir denir.



Teorem 1.22. G, R degismeli halkasi iizerinde bir modil olsun. O zaman G sonlu

uzunluktadir ancak ve ancak G hem Noetherian hem de Artinian dir.

Teorem 1.23. I, R degismeli halkasmin ayngtinlabilir bir ideali oldugunda

Zdve(®/)= |JP olur.

Peass!

Teorem 1.24. I, R degigmeli halkasinin bir ideali ve JI sonlu tiretegli olsun. O zaman bir

ne N vardir 6yle ki (ﬁ )' < I olur.

Buradan, degismeli Noetherian bir halkanin her ideali radikalinin bir kuvvetini kapsar.

Teorem 1.25. I, R degismeli Noetherian halkasinin bir ideali ve J = ﬂ[ " olsun. O zaman

n=l

J =1J dir.

Teorem 1.26. (Nakayama) M , R degismeli halkasinda sonlu iiretegli bir modiil olsun. / da
Ic Jac(R) kosulunu saglayan R nin bir ideal olsun. M = IM ise M =0 dir.

Teorem 1.27. (Krull’'un Kesisim teoremi) /, R degismeli Noetherian halkasinin

I < Jac(R) kosulunu saglayan bir ideal olsun. O zaman ﬂ I" =0 dir.

n=l

Tamm 1.28. R degismeli Noetherian bir halka olsun. R nin tek bir maksimal ideali var ise

R ye lokal halka denir.

Teorem 1.29. R degismeli Artinian bir halka olsun. O zaman R nin biitiin asal idealleri

maksimaldir. Ve bu maksimal idealleri sonlu tanedir.
Teorem 1.30. R degismeli Artinian bir halka ve N = JO ,R nin nilradikali olsun. O zaman
enazbir e N vardir 6yle ki N' = (\/6) =0 dir.

Teorem 1.31. R degismeli bir halka olsun. O zaman R Artinian dir ancak ve ancak R

Noetherian dir ve R nin her asal ideali maksimaldir.
Teorem 1.32. R quasi-lokal halka, M maksimal ideal ve &k = %4 rezidii cismi olsun. G
sonlu iiretegli R modiilii olsun. %/IG ,R modiili M ideali tarafindan sifirlandig i¢in ayni

zamanda %/[ modiiliidiirf(ayn1 zamanda % vektér uzaywdir). g,,....g,€G olarak

aldigimizdan asagidaki ifadeler denktir:



@) g,----8, G yiiretir,

(ii) %G ,R modili g, + MG,...,g, + MG tarafindan tiretilir,

(iii) %/[G ,k uzay1 g, + MG,...,g, + MG tarafindan tiretilir.

Tamm 1.33. M, R degismeli Noetherian halkas! iizerinde bir modiil ve P e Spec(R) olsun.
Ann{m)= P olacak sekilde bir m e M bulunur ve P ye M nin ilgili asal ideali denir. ilgili

asallarin kiimesi Ass, (M ) olarak gosterilir.

Burada Ass(M)c Supp(M) oldugunu ve SuppM minimal elemanlarmin Ass(M) nin

elemanlari oldugunu belirtelim.

Ozellikler 1.34. M, R degismeli Noetherian halkas: izerinde bir modiil olsun.

(i) P e ass/ dir ancak ve ancak P e 4ss, (% ) dir.

(i) Zdvp(M)= [ JP dir.

Pedss(M)

Teorem 1.35. (Hilbert taban teoremi) R degigsmeli Noetherian halka ve x bir bilinmeyen

olsun. O zaman R[x] polinomlar halkas: da Noetherian’dir.

Teorem 1.36. R degismeli Noetherian halka ve x bir bilinmeyen ise R[[x]] kuvvet serileri

halkasi da Noetherian dir.



2. BOYUT TEORISI

R agikar olmayan bir degigmeli halka olsun. £, A,..., P, , R nin asal idealleri olmak iizere ,
P, cP c..cP, ifadesine R nin bir asal ideal zinciri denir. Bu zincirin uzunlugu

denildiginde zincirdeki kapsamalarin sayisi anlagilir ve burada zincirin uzunlugu ‘»’ dir.

Béylece tek bir asal idealden olusan zincirin uzunlugu da 0 olur.

Boyle bir asal ideal zincirinde herhangi iki asal idealin arasma baska higbir asal ideal
giremiyorsa (yani uzunlugu n olan bir zincirin uzunlugu n+l olacak gekilde

genisletilemiyorsa) bu zincire doygun denir. Uzunlugu n olan bir asal ideal zincirinde F,,R
nin maksimal ideali ve P, da (0) idealinin minimal asal ideali oluyorsa bu zincire maksimal
denir.

Tanim 2.1. R degismeli bir halka olsun. Bir P asal idealinin yiiksekligi , 4, P ile gosterilir
ve olusturulan Py, cP,c..cP, =P asal ideal zincirlerinin uzunlufunun supremumuna
esittir (halka belli ise idealin yiiksekligi A¢P ile gosterilir). Eger supremumu yok ise
ht, P =c0 olarak alimr.

Tamm 2.2. R asikar olmayan degismeli bir halka olsun. R nin boyutu, dim R ile gosterilir ve
dim R =sup{htP :Pe Spec(R)} olarak tanumlanir. Halkanin bu boyutuna Krull-boyutu da

denir.

Ozellikler 2.3. (i) (R,M ) quasi-lokal halka ise dimR = At M dir. Her maksimal ideal asal
ideal oldugundan halkanin boyutunu dimR = sup{htM :M, R ninmaksimal ideali} seklinde de

tanimlayabiliriz. Buradan R halkasinin tek maksimal ideali M oldugundan sonug elde edilir.

(ii) S,R nin carpimsal kapal: alt kiimesi P e Spec(R) ve PN S =@ olsun. Tanim 1.16 (ii)
den ht,P=ht_, S™'P elde edilir.

(iii) 7,R nin 6z olmayan bir ideali olsun. dim R it ,R deki Py cPc..cP, ve ICFH
kosulunu saglayan asal ideal zincirlerinin yiiksekliklerinin supremumuna esittir.

@iv) PeSpec(R) olsun. R de yiikseklikleri sirastyla #» ve A olan iki asal ideal zincirini

alalm, P, cP,c..cP,=P ve P=P cP c..cP, olsun. Buradan Rnin yiiksekligi

n+holan P, c P c..cP, =P =P cP c..cP, asalideal zinciri elde edilir.

Bu sonugla (iii) yi birlestirirsek /i, P +dim &/, <dim R elde edilir.



Ornekler 2.4.(i) R asikar olmayan degismeli Artinian halka olsun. O zaman Teorem 1.29
dan her asal ideali maksimal idealdir. Boylece Ozellik 2.3(i) den dim R =0 bulunur.

(ii) Bir cismin tek maksimal ideali (0) ideali oldugundan boyutu 0 olur.

(iii) R = Z, tamsayilar halkasi olsun. Z deki biitiin asal idealler p asal say: olmak iizere (p)
ve (0) dir. Boylece Pe Spec(R) icin A, P =1 veya ht,P=0 olur. O zaman da tamsayilar

halkasinin boyutu tanimdan 1 olarak bulunur. Bu esas ideal bolgesi olan halkalar igin

genellestirilebilir, yani her esas ideal bolgesinin boyutu 1 dir.

Yardimci Teorem 2.5. R degismeli Noetherian halka ve P, R nin [/ 6z idealinin minimal asal
ideali olsun. S de PN S =O olacak gekilde R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. O

zaman S~'P ideali de S™'R nin S'J idealinin minimal asal idealidir.

Ispat. R —> S™'R tasvirini dogal homomorfizma olarak diisiindiigiimiizde, Tanim 1.16(ii) den
P e Spec(R) igin P* e Spec(S“R) dir ve I° ¢ P° olur. $imdi kabul edelim ki P* esMin( "’)
olsun. O zaman en az bir $e Spec(S"'R) vardir 6yle ki I° <3< P° olur. R nin § ile

kesisimleri bos kiime olan asal idealleri ile S™'R nin asal idealleri ¢akisik oldugundan en az

bir Qe Spec(R) vardir oyle ki OnS=2 ve Q°=9 olur. Boylece
IcI®c8 =0°=0c P* =P eldeedilir ki bu da P € Min(I) ile gelisir.

Teorem 2.6. (Krull’un esas ideal teoremi) R degismeli Noetherian halka ve a € R birimsel

olmayan bir eleman olsun. P ideali aR esas idealinin minimal asal ideali ise /¢, P <1 olur.

Ispat. R halkasinin P asal idealindeki lokalizasyonunu, yani R, halkasini alalim. R, halkas,

maksimal ideali PR, olan lokal halkadir. Yardimct Teorem 2.5 den PR, ideali
(@R)R, = (%)R,, idealinin minimal ideali olur ve Ozellik 2.3(ii) den ht,P = ht #, PR, olur.

Buradan hareket ederek ispat;, P = M olmak iizere, (R, M) lokal halkas: igin yapmak yeterli
olacaktir. Kabul edelim ki A#,M >1 olsun. O zaman elimizde uzunlugu 2 olan bir asal ideal

zinciri bulunur, Q' c Q < M olsun. M,aR esas idealinin minimal asal ideali oldugundan
Spec(% R)z {M/a R} olur ve bdylece Teorem 1.31 den % R bir Artinian lokal halka olur.

Q("), Q nun n.sembolik kuvveti, yani R—> R, dogal halka homomorfizmas: altinda

o = (Qn)‘“, olsun. 0™ = 0¥ oldugundan,
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Q(1)+aR/ Q(2)+aR/ Q(” +aR/ e eye R ..
2.2 R =2 Zincir elde edilir. A R Artinian

halka oldugundan bir me N igin Q ) 4+ aR = Q('"“) +aR olur. re Q(’") olsun. O zaman

m+l

7 =s+ac olacak sekilde s € Q"*",c e R vardir. Buradan ac =7 -se Q™ olur ve Q' Q-

asalimsi ideal ve a¢ Q oldugundan ce Q(’”) elde edilir. Boylece da Q(”') = Q) +aQ('”)

{m) (m)
bulunur. a€ M oldugundan 9 /Q('"“) =M (Q é(mﬂ))dir. Teorem 1.26 dan
(m)
Q é (me) =0, yani Q™ =Q" elde edilir. §imdi R, ya tekrar genisleme yaparsak,

(Q”)'" = (Q'” )e = (Q’" )m = (Q(”’) )e = (Q("'*‘) )e = (Q“)’"+l olur. Sonlu iretegli R, -modiili
(Qerye Teorem 1.26 y1 bir kez daha uygularsak (Q”)m =0 olur. Boylece R, lokal

halkasinda Q° maksimal ideali nilpotenttir ve boylece R, nun biitiin asal idealleri tarafindan
kapsanir. Fakat bu 0" < Q° zincirinin R, nun asal zinciri olmastiyla gelisir.

Teorem 2.7. (Krull’un genellestirilmis esas ideal teoremi) R degismeli Noetherian halka
ve R nin »n eleman tarafindan iiretilebilen bir 6z ideali / olsun. O zaman [ nin biitin P,

minimal asal idealleri igin Af, P < n olur.

Ispat. n iizerine tiimevarim uygulayalim. n=0 iken /= (0) ve PeMin(O) oldugundan
ht,P=0 dir. n=1 iken Teorem 2.6 y1 kullandigimizda sonug elde edilir. $imdi # den

kiigtik biitiin dogal sayilar i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul edelim. Teorem 2.6 da
yaptigimiz gibi ispati (R, M) lokal halkas: igin ispatlamak yeterli olacaktir. R Noetherian

oldugundan maksimal olmayan bir P'e Spec(R) icin en az bir maksimal olmayan

P'e Spec(R) vardir 8yle ki P'c P" ve P'"c M zinciri doygundur. Béylece bir Qe Spec(R)
igin Q < M zinciri doygun ise 4t,0 <n-1 oldugunu géstermeliyiz. /¢ Q ve I = Z":c,R
i1
iken ¢,  Q olarak segelim. M, Q+c,R idealini kapsayan tek asal idealdir, boylece Teorem
1.31 den % re,R Artinian lokal halka olur. Sirasiyla Teorem 1.29 ve Teorem 1.30

kullamlirsa Artinian lokal halkanin maksimal idealinin nilpotent oldugu gériiliir, béylece bir
heN igin her i=12,.,n-1 igin ¢’ e Q+c,R dir. Buradan 6yle d,,...d, €Q ve

Ky, € R bulunur ki her i=12,.,n-1 igin ¢/ =d, +rc, olur. Simdi buradan her
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n~l -—
i=12,.,n-1 i¢in d, € Q oldugundan Zd,.R cQ dur. R= R/, olarak alalim ve
i=1 Z le
i=]
":R—>R dopal homomorfizmasm alalm. Yukaridaki esitlikten dolay d,..d, ¢

n-12%n

elemanlarint kapsayan asal ideali aymt zamanda c,...,c, elemanlarini da kapsar. Bu

ozellikten dolayr d,,....d, ,,c, elemanlarimi kapsayan tek asal ideal M dir. Bdylece

n=1>%n

—_ P n-|
M eMinﬁ) olur ve Teorem 2.6 dan htzM <1 olur. Boylece QeMin(Zd,R) olur.

=l
Olmasaydi eger @ — M zincid P c é c M olacak sekilde uzatilabilirdi bu da htE—M— <1ile

n-1
celigirdi. Sonug olarak QO e Min(z d,.RJ oldugundan dolay: At,0 < n—1 elde edilir.

i=1
Sonug 2.8. R degismeli Noetherian halka olsun.

() R nin biitiin asal idealleri sonlu uzunluga sahiptir. Ozel olarak bir lokal halkanin boyutu
sonludur.

(i)PcQ ve P,Qe Spec(R) olsun. O zaman AP < htQ olur. Ozel olarak; AP = htQ olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul P = Q olmasidir.

Tanmim 2.9. R degismeli, Noetherian halka ve / da R nin bir 6z ideali olsun. / idealinin

yiiksekligi, At/ ile eger halka belli ise A/ ile gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanr.

ht I = htl = min{htP : P € Spec(R)vel < P}
=min{AtP : P € Min(I)}
= min{atP : P € ass(I)}

Burada; J,R nin bir bagka 6z ideali ve I ¢ J ise Sonug 2.8 den At/ < htJ oldugu gorilir.
Ayni sekilde Teorem 2.7 den [ ideali # eleman tarafindan iretildiginde 42/ <n sonucu elde
edilir.

Ornek 2.10. R degismeli Noetherian halka ve I,J de I < J kosulunu saglayan iki ideali

olsun. Bu durumda /¢! < htJ her zaman saglanir m1?

Coziim. R halkasim tamsayilar halkasi olarak alip iki ideal seelim. [ =(4),J =(2) olsun.
Burada [ < J dir. Fakat At =1=htJ dir.

Ornek 2.11. k& bir cisim olmak izere R=k[x,x,,x;,x,] olsun. R deki

I = (xx,,%,%,,%x,,%,%,) idealinin yiiksekligi kactir?
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Cozim. c(x,x,) ve (xl,xz) e Spec(R) dir. (x,,x,) ideali iki eleman tarafindan
tiretildiginden Teorem 2.7 den At(x,,x,)< 2 bulunur ve 0 c (x,) < (x,,x,) asal ideal zinciri
bulundugundan ht(x,,x,)=2 elde edilir. Yani htl <2 dir.
htI =0 ise 1=0 olur bu bir geligki verir. 4t/ =1 olsun. O zaman en az bir P € Spec(R)
vardir 6yle ki I < P ve htP =1 dir. R tek tiirlii carpanlara ayrilabilen halka oldugundan bir
f € R indirgenemez elemant i¢in P = (f) olur. x,x, € I oldugundan x,x, € P=(f ) dir. En
az bir ge R igin xx; = fg olur. Buradan da fge(x,) bulunur ki bu da fe (x,) veya
ge(x,) demektir. fe(x,) ise (f)<(x,) olur. Sonug 2.8(ii) den de (f)=(x,) bulunur. Bu
da x,x, el cP= (f)= (xl) demek olur ki bir geligkidir. Aym sekilde g e (x,) ise fe (x3)
bulunur ve buradan da ayn geligkiye ulagilir. Yani At/ = 2 olmalidir.

Yardimci Teorem 2.12. R degismeli Noetherian halka, / < P olmak lizere / ve P R nin

iki ideali olsun. P idealinin asal ideal ve At/ =/4tP oldugunu kabul edelim. O zaman

P e Min(I) olur.

Ispat. P éMin(I) olsun. O halde en az bir QeSpec(R) icin / ¢ Q c P olur. Buradan
htl <htQ < htP olur. Yani htQ = htP elde edilir. Sonug 2.8 den P = O bulunur ki bu bir
geligkidir. Su halde P e Min(I) olur.

Teorem 2.13. R degismeli Noetherian halka ve P e Spec(R) olsun. A¢P =n oldugunu kabul

edelim. Bu durumda » eleman tarafindan iiretilebilen ve yiiksekligi » olan bir / ideali vardir

ve bu ideal P tarafindan kapsanir.

Ispat. n {izerine timevarim uygulayalim. n=0 iken /=0 alinabilir. ifadenin » den kiigik

dogal sayilar i¢in dogru oldugunu kabul edelim. $imdi elimizde Py c P c..c P, =P asal
ideal zinciri olsun. Burada AtP,_ =n-1 dir. Aksi olsaydi P nin ytksekliginin # olmasiyla
celisirdi. Kabullimiizden dolay1 J ¢ P, olan, aq,,...,a,., elemanlar tarafindan tiretilen ve
yiiksekligi n—1 olan bir J ideali vardir. Yardimci Teorem 2.12 den P, , € Min(J) olur ve

Tanim 1.12 nin sonucundan da J nin sonlu tane yiiksekligi »—1 olan minimal asal ideali

vardir. Min(J)= {Ql @, P} olsun. P2 P, UQ,U...uQ, oldugunu gorebilmek igin
Teorem 1.7 yi kullanacagiz. P P,_, v Q, ..U Q, olsaydi baz1 i =1,...,¢ igin P P, | veya

P < Q, olacakti. Fakat bunlarm higbiri dogru olamaz ¢linkii yiikseklikleri farkli. Boylece en
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az bir a, € P —(P,,g1 UQ U...uQ,) vardir. | = ZRa, =J + Ra, olarak tanimlayalim. [

i=]

ideali » eleman tarafindan iiretiliyor ve [ = Z Ra,=J+Ra,cP_+P=Pdir. JcIcP

i=l

ve htJ=n-1,hP =n oldugundan Atl, ya n—1 ya da »n dir. At/ =n-1 ise en az bir
P'e Min(I) vardir oyle ki mP'=n-1 dir. JcIcP' ve htJ=n-1 oldugundan
Pe Min(J ) olur ki bu da geligkidir ¢tinkii a, ¢ P' idi. Yani sonug olarak Atl = n olur.

Sonug 2.14. R degismeli Noetherian bir halka ve R nin » eleman tarafindan iiretilebilen bir

oz ideali I olsun. I ¢ P ve P & Spec(R) olsun. O zaman ht% % ShtpP < ht% % +n dir.
Ispat. At % % =t olsun. O zaman }% € Spec(l%) vardir, oyle ki

F % c }% c..Cc P% = % dir. }% € Spec(%) oldugundan P, € Spec(R) dir ve boylece,

R de Py c P, c...c P, = P seklinde bir asal ideal zinciri bulunur. Yikseklik tanimindan da

t < htpP elde edilir. [ ideali 4,,...,b, elemanlarnyla iretilsin. R= % ve :R—>R dogal

n

homomorfizma olsun. ht,y % =t oldugundan Yardimci Teorem 2.12 ve Teorem 2.13 ten
!

a,,..,a, € R bulunur Syle ki % ideali R de Y Ra, idealinin minimal asal idealidir.
i=l

. Ra, +1 j
ZR"; = [ =l / oldugundan P ideali, r+n eleman tarafindan {retilen

ZRG: +1= ZRa, +2Rb,. idealinin minimal asal ideali olur. Teorem 1.7 den

i=l i=l i=]
htoP<t+n=htz D/ +n elde edilir.
Ornek 2.15. R degismeli Noetherian bir halka ve a € R birimsel ve sifir bélen olmayan bir

eleman olsun. P € Spec(R) ve ae P ise ht }7 = ht, P -1 oldugunu gésteriniz.
% / Ra
Coziim, ht%a %a =n olsun. O zaman Sonu¢ 2.14 ten n<ht,P<n+l dir

%GJ %a:” »%aa...zpl/RagP %a olacak sekilde bir asal ideal zinciri vardir.

ag Zdv(R) oldugundan a ¢ UQ dir. Béylece Ra o Q olacak sekilde Q € Spec(R) vardir.

QeMin(R)



14

Buradan P=P, 5P, >..D P, o F > Q bir asal ideal zinciridir. Béylece At,P>n+1

elde edilir. Sonug olarak 4¢P = n+1 bulunmus olur.

Ornek 2.16. (R,M ) lokal halka ve Q,R nin 6z ideali olsun. Asagidaki ifadelerin denk

oldugunu gosteriniz:

(i) R -modiilu % sonlu uzunluktadir,

(i) Var(Q) = {M} dir,
(iii) ass(Q) = {M} dir,
(iv) O,M asalimsidir,

(v)enazbir he N vardir yleki Q> M".

Coziim. (i) = (i) %,R-modﬁh’inﬁn uzunlugu sonlu olsun. Teorem 1.22 den % hem
Noetherian hem de Artinian R -modiiliidiir, ve Teorem 1.20 den %2 hem Noetherian halka
hem de Artinian halka olur. Teorem 1.29 dan % halkasinin her asal idealinin maksimal

ideal oldugunu biliyoruz. % lokal halka oldugundan Q yu kapsayan tek asal ideal M dir.
Boylece Var(Q) = {M} dir.

(i) = (i) Var(Q)={M} olsun. Tamm 1.12 den ass(Q)={M } olur.
(i) = (v) ass(Q)——- {M } olsun. R Noetherian halka oldugundan @ aynistirilabilirdir.
O=1,n.NI, ,JZ=P, e Spec(R) Q nun bir minimal asalimsi aynigimi olsun. Bu
ayrigim minimal oldugundan her i igin P, = M dir ve yine minimallikten n =1 ¢ikar. Yani
sonu¢ olarak J_Q_ =M elde edilir ki bu da Q nun M asalimsi olmast demektir.

(v)y=(v) \/_Q =M olsun. R, Noetherian oldugundan M sonlu tireteclidir ve Teorem 1.24

denenazbir e N icin 0> (\/’Q_)lv = M" olur.

(v)= (i) En az bir #e N igin Q 2 M" olsun. \/EQ NM" =M ve M maksimal ideal

oldugundan /O = M olur. Béylece Min(Q)={M} dir. Yani &/ nun tek asal ideali M,
o Q

dur. Sonug¢ olarak % Noetherian ve Artinian halkadir bu da % nun Noetherian ve
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Artinian %-modﬁlﬁdﬁr demek olur. Buradan da % Noetherian ve Artinian R -modiilii

elde edilir. Yani % R -modiiliniin uzunlugu sonludur.

Sonug 2.17. (R, M) lokal halka olsun. O zaman,

j
dimR = min{i eN, :ZRa , ideali M primaryolacak sekilde, a,,...,a, € Rvar dn} olur.

j=l

Ispat. d = min{i eN, :Z Ra, ideali M primaryolacak sekilde, a,,...,a; € Rvardzz} olsun.

=

ZRa ; =M oldugundan M e Mm[z Ra j] dir ve burada Teorem 2.7 yi kullanirsak

= J=t

M < d olur. Boylece dimR < d elde edilir. Diger taraftan Yardimci Teorem 2.5 ve Teorem
2.6 y1 kullanirsak R de minimal asal ideali M olan ve dimR =AM eleman tarafindan
tiretilen bir Q ideali bulunur. R lokal oldugundan ass(Q)= {M } olur ve boylece O, M -
asalimsi ideal olur. d nin minimalliginden de d <dimR elde edilir. Sonug olarak dimR =d

bulunmus olur.

Tamm 2.18. (R, M) boyutu d olan bir lokal halka olsun. Bir M -primary ideal iireten R nin

d elemanl: alt kiimesine R igin bir ‘parametreler sistemi’ denir.
Onerme  2.19. (R,M) lokal halka ve a,,..,0, €M olsun. O zaman

dimR -t <dim %a <dimR dir. Ayrica dimR - ¢ =dim %a ) olmast igin gerek

ot _
ve yeter kosul a,,...,a, nin hepsi birbirinden farklt ve R ig¢in bir paramtreler sisteminin bir alt

kiimesi olmasidir.

Ispat. R lokal halka oldugundan dimR = AtM dir ve

,,,,,

dimR -t < dim B <dimR elde edilir. Simdi R =R
1 Na,...,a,) (

a,a,) ve :R— R dogal

halka homomorfizmasi olsun. M = A%a a ) ve dimR =d olsun.
Lyeees @,

(=): dimR =d~t olsun. O zaman ¢ <d dir ve Sonug 2.17 den en az bir A, 50, €M

vardir Oyle ki M,...,Z}R igin  bir parametreler sistemi olsun, yani
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(alv-wazﬂ»l"'*“%“‘n,a ) M -asalimsi idealdir. Buradan Teorem 1.15 den (a,,...,a,) M -

asalims: ideal olur. Béylece Sonug 2.17 den {al,...,ad} R i¢in bir parametreler sistemi olur.
(<): t<d ve a,,..,a, €M olsun &yle ki aq,,..,q,,a,,,...,a, R igin bir parametreler

sistemi olsun. Yani (al,...,ad)M-asahmm ideal olur. Boylece Teorem 1.15 den

(am,...,ad) M -asalimsi ideal olur. Buradan Sonug.2.17 den d—-r>dimR olur. Bir

sncekinden de d —1 < dimR elde edilir ve ispat biter.

Sonug 2.20. (R, M) bir lokal halka olsun. O zaman, dim R < v.dim Y, M (g2 dir

Ispat. M nin bir M -asalims: ideal oldugunu diisiinerek Sonug.2.17 deki halkanin boyutunun

tanimuni kullanacagiz. Teorem 1.32 den %2 ,Ivaektﬁr uzaymin boyutu ayni: zamanda

, elde

M idealini iireten kiimenin eleman sayisina esittir. Boylece dimR <v.dim B %
M

edilir.
Tanim 2.21. (R,M ) bir lokal halka olsun. O zaman  dim R = v.dim 5 %2 oluyor ise R
M

halkasina regiiler lokal halka denir.
Bu tanimdan da anlagilacag: gibi (R,M ) lokal halkasinin boyutu d ise M ideali d eleman

tarafindan iiretilmigtir. Bu durumda M/ , R/ _vektoér uzayi da d eleman tarafindan
M M

iiretilmig olacaktir.
Ornek 2.22.
(i) R degismeli Noetherian halka ve P, R nin yiiksekligi » olan ve a,,...,a, elemanlan

tarafindan iretilen bir asal ideali olsun. O zaman R nin P deki lokalizasyonu, R, , boyutu n

olan regular lokal halkadir.

R,, tek maksimal ideali PR, olan lokal halkadir. htP=n, ve P= ZRa, oldugundan

i=l

PR, -—(ZRa,JRP = ZR,, % olur. ity P = ht, PR, =n oldugundan

i=]
dimR, = ht, PR, =n olur. PR, , n eleman tarafindan tretildiginden Teorem 1.32 den

PR, de

PR, n eleman tarafindan retilir. Boylece esitlik saglanmis  olur.



17

(ii) R cisim olmayan bir esas ideal bolgesi ve M maksimal ideali olsun. O zaman AtM =1
olur ve boylece R, boyutu 1 olan bir regiler lokal halka olur
(iii) £ bir cisim ise £ 0-boyutlu bir regiiler lokal halkadir.

(iv) k bir cisim ve R = klx,,...,x,] n degiskenli polinomlar halkast ve g, ,...,a, € k olsun. O
zaman P =(x, —a,,...,x, - a, )e Spec(R) ise htP=n olur ve R, boyutu n olan regiiler lokal

halkadir.

Ornek 2.23. (R, M) bir lokal halka olsun. R[[x]] kuvvet serisi halkasmin da lokal halka
oldugunu ve dim R[Ix]] =dimR+1 oldugunu gésteriniz.

Coziim. N =(M,x) alalim. O zaman Rllx NEIyM oldugundan N, R[[x]] de maksimal
idealdir. R[lx () = R oldugundan Sonug 2.20 den dim R[[x][]< dimR +1 olur. dimR = d ise,
R de uzunlugu d olan asal idealler zinciri vardir, M =P, > P, ©...D P, D F, olsun. Her
i=1,..,d ig¢in RIIX P R[[x]]z % ﬂx]] , bu da tambk bélgesi oldugundan
P,R[[x]] € Spec(R[[x]]) olur. x ¢ MR[[x]] oldugundan,

N o MR[[x]|= P,R[[x]|> P,_,R[x]| > .. o PR[[x]| > P,R[[x]] zinciri R[[x]] de bir asal ideal
zinciridir. Buradan da dim R[[x]]> 4 +1 elde edilir ve sonuca ulagilir.

Ornek 2.24. (R,M ) regliler lokal halka ise R[[x]] in de regiiler lokal halka oldugunu
gosteriniz.
Coziim. Ornek 2.23 ten biliyoruz ki (R[[x], V) local halkadir ve dim R[[x]|=dimR +1 dir.

Simdi de wv.dim W ,=#n olsun. O =zaman a,..,a,€R vardir o&yle ki
Y /M

a+M?*,..,a,+M? ,% , vektor uzaym tretir. Bu da a,,...,a, de M yi tiretir, yani bir

tabanidir. Buradan da gq,,...,q,,x eclemanlart N yi {Uretir, Teorem 1.32 den de

a +N?%,..,a,+N* elemanlan da %2 yi Uretir. Bu da v.dimR[[x% %2 =n+1 demek

olur. Bulunanlari  birlestirirsek R nin  regiller lokal halka  olmasindan

v.dim g %2 = dim R[[x]] elde edilir.
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—M? R=R M =
Yardime: Teorem?2.25. (R, M) lokal halka ve c e M —M? olsun. R = A&c ve M = %c
olarak alindifinda M,R nin maksimal idealidir. :R— R dogal orten halka

homomorfizmasi olarak alindiginda, v.dim B M (Yl v.dimEL %2 +1 olur.
M M

Ispat. v. dimEL %2 = n olarak alalim ve q,,...,a, € M elemanlarinin dogal goriintiilerinin
M

kiimesi A%_z , %uzaylm bir bazi olsun. Teorem 1.32 den {a—l ,...,Z} R deki M idealini
M M

n Z”: Ra, + ch ,
tiretir, boylece %c =M= Z Ra, = (i=l 4 olur ve buradan M = Z Ra, + Rc

i=] i=l
sonucu ¢ikar. Yani %/I uzayinda %2 ,a, +M?*, .,a, +M? c+M? elemanlan

tarafindan tiretilir. Simdi bu elemanlarin lineer bagimsiz olduklarmi gésterelim. #,,...,7,,s € R

alalim &yle ki Z”:(r, +M)(a, +M2)+ (s+M)(c+M2)=O olsun. Buradan Zn:r,a,. +sce M?
i=l

i=1

elde edilir ve R de Y. r,a, € M* olur, yani %—4 uzaynda Z(r, +M Z+_A/72)= 0 olur.
i=1

a, +M2,...,Z+M2 % uzayinda lineer bagimsiz oldugundan r—,,...,r,, e M elde edilir. Su

n
halde #,...,r, e M olur ve Zria, +sce M* den sce M’ bulunur. s¢ M ise s birimsel

i=l
olur bdylece ¢ =s"'sc € M? olur ki bu da bir geligkidir. Sonug olarak s€ M olur bu da

a +M?*,.,a,+M*,c+M?* nin %/I de lineer bagimsiz olmasini gerektirir.

geery 4y

Sonug 2.26. (R, M) regiiler lokal halka ve ¢ e M — M* olsun. O zaman %c de bir regiiler

lokal halkadir ve dim %C =dim R -1 olur.

Ispat. R regiiler lokal halka oldugundan ve ce M —-M? yani M # M?oldugundan
dimR=v.dim,}/ %2 >1 olur. E:%c ve Ef:%c olsun. O zaman —1\?,} nin
M

maksimal ideali olur ve Sonug 2.14 den ht{z\z > ht,M -1 bulunur. Ozellik 2.3(i) ve Sonug
2.20 yi kullanirsak, v.dimy_ %2 > dim R = htE"M— > ht,M —1=dimR -1 bulunur. R nin
M

regiilerligini ve Yardimct Teorem 2.25 i kullandigimizda
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dimR-1=v.dim, M/ ,-1=vdim_, M/, elde edilir. [k i :
imR vdlm%’ AJZ l=v lm% A{ » elde edilir. [k ifadede yerine
konuldugunda,  v.dim- X’I/_ > dim R 2 v.dim- ;‘% bulunur ki bu da
% /M Y% /M
v.dim-, M/_, =dim R sonucunu verir. Buradan da dime =dim R 1 elde edilir.
% /M ke

Yardimcr Teorem 2.27. (R, M) bolge olmayan bir lokal halka olsun ve P esas ideali asal
ideal olsun. O zaman A¢P =0 dir, yani P e Min(O) dir.

Ispat. /P >0 oldugunu kabul edelim. Q c P olmak iizere en az bir Qe Spec(R) vardir,
P esas ideal oldugundan bir p € P i¢in P = Rp seklindedir. Q < P oldugundan p ¢ Q dur.

Her ne N igin VP" = P oldugundan Q < P" dir. Sonug olarak Q c ﬂP” =0 (Teorem

n=]

1.27 den) olur. Bu R nin bélge olmamasiyla geligir.
Teorem 2.28. Her regiiler lokal halka bir tamlik bolgesidir.

ispat. (R, M) boyutu d olan regiler lokal halka olsun. Simdi d iizerinden timevarim

uygulayalim. d =0 ise M , 0 tarafindan iiretilir ve béylece M =0 olur. Burada R cisim ve
boylece tamlik bélgesi olur. Simdi tiimevarimsal olarak d den kiigiik biitiin dogal sayilar igin

ifademiz dogru olsun. R nin tambk Dbélgesi olmadigint  kabul edelim.

i = i M - 2 : - 2
dim R v.dlm% /M2 d>0 olsun, M DM* dir. ce M ~ M~ alalim. Sonu¢ 2.26 dan

%c lokal halkasi, boyutu d —1 olan regiiler bir halkadir. Tiimevarimsal kabuliimiizden

Rce Spec(R) olur. R yi tamlik bélgesi kabul etmedigimizden Yardimci Teorem 2.27 den

htRc =0 olur. Tanim 1.12 nin sonucundan 0 1n sonlu tane minimal asal ideali vardir, P,,..., P,

olsun. M-M?*¢ UP, oldugundan M c M* U P, U..UP, elde edilir. Teorem 1.7 den

s

i=]
Mc M? veyabazi i =1,.,s i¢gin M < Polurbuda d =dimR = itM < htP, =0 demek olur
ki bu bir ¢eligkidir.
Tamm 2.29. (R, M) boyutu d olan regiiler lokal halka olsun. R nin d elemanl bir alt
kiimesi M yi liretiyorsa o kiimeye parametrelerin regiiler sistemi denir.

Teorem 2.30. (R,M) boyutu d >0 olan regiiler lokal halka olsun ve {u,,....u,} Rnin

parametrelerinin regiiler sistemi olsun. O zaman her i =1,...,d igin % , ) lokal halkasi
Laeems U,
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boyutu d —i olan regiiler bir halkadir. Dahasi, 0 < (x, IS (w,u,)c...c (u, ety ) uzunlugu

d olan doygun asal ideal zinciridir.

fspat. 1<i<d olacak sekilde ie N alalim. Onerme 2.19 dan K:%u y,) lokal
3

halkasimin  boyutu d~/ dir ve ":R>R dogal halka homomorfizmasi iken

M )eMax(ﬁ) ideali de d —i eleman tarafindan tretilir, u,,,,.,u4, . Boylece R

(u,,...,u,

regiiler lokal halka olur ve Teorem 2.28 den tamlik bélgesi olur. Buradan (4,,...,#,) € Spec(R)

olur ve 0 = (u,) < (u,,u,) ... € (oot ) < ... € (t ..., 1, ) Zinciri kesindir, ve her i =1,...,d

icin dim & =d i olur.
(Oh)
Creenr
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3. REGULER SERILER ve DERECE

Bu bolimde Cohen-Macaulay halkalarinin temelini olusturan regiiler seri ve derece

kavramlarint anlamaya ¢aligacagiz.

Tamm 3.1. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farklt sonlu iiretecli R modiilii
olsun. a,...,a, € R alalim. Eger agagidaki iki kosul saglanirsa (a,.),'.'=I ye M -serisi denir:

i) M =(a,,.,a,)M ve
(i) her i=1L..,n igin a, ,R modili M (a,na, M nin sifir boleni olmayacak.

i=1 igin (ii) ifadest a, in M nin sifir béleni olmamas1 anlamina gelecek. Bir M -serisinin

uzunlugundan bahsedildiginde igindeki elemanlarin sayis: anlagilacak. Bos kiime olan M -

serisinin uzunlugu sifirdir. M -serisinin diger bir adi da M deki regiiler seridir.
M =R alindiginda (a,)", bir R -serisi olmas;

i=l

() R#(a,,...a,)R=(a,,..,a,) ve

(ii) her i=1,..,n igin a, nin R( ) in sifir béleni olmamasi kogullarint saglamasi

[
demek olur.

Ornek 3.2. (i) (R, M) boyutu sifirdan biiyiik bir regiiler lokal halka olsun. T—y }, R igin
bir parametrelerin regiiler sistemi ise (u, ), bir R -serisidir.

(ii) R degismeli Noetherian bir halka ve x,,...,x, bilinmeyenler olsunlar. Teorem 1.35 den

S= R[x‘,...,x,,] polinomlar halkasi da degismeli Noetherian halkadir. x, ,S de sifir bolen

degildir, %x )E R[xz,...,xn] oldugundan x, de %x) de sifir bélen degildir. Bu sekilde
1 {

devam edilirse her i =1,..,n i¢in x, nin % R[x,,...,x"] de sifir bolen olmadigi

Xy ""’xi-l)z

goriiliir. Ayrica % ):—: R # 0 oldugundan S = (x[,...,x,,) olur ve boylece (x, ):;, bir S -

T
serisidir.

Not 3.3. L ,R degismeli halkas: iizerinde bir modiil olsun ve /,J R nin iki ideali olsun.

L
Buradan, [/ (L/]L)= ([L +JL%L = (1 +J)%L olur ve (/J% /]L):—: % I+ J) I dir.

Ayrica yine hatirlatalim ki L, =, L, ise Zdv,(L, )= Zdv,(L,) olur.
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Yardimci Teorem 3.4. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkl: sonlu iiretegli

R modiild olsun. q,,...,a, € R ve 1<h<n , hyne Z olsun. O zaman ( ) bir M -serisidir

ancak ve ancak (a, ), bir M -serisidir ve (g, )_ —hey DIT A%a a, )M -serisidir.
A A

Ispat. N = M (al’ a, M sonlu  dretegli R modilidir. Not 3.3 ten
M (@,a, )M (ahm La, )N dir ve bu iki R modiiliiniin ya her ikisi de sifirdir ya da her
ikisi sifirdan farklidir. Béylece her i=A4+2,...,n i¢in a, eZdv(W 8yt )M) dir ancak
ve ancak a, ¢ Zdv(N (ah+“ ., 1)N) dir.

Ornek 3.5. k bir cisim ve x,y,z bilinmeyenler olmak iizere R= k[x, ¥, z] olsun.
(@ x,y(1-x),z(1-x) bir R -serisidir.

@ii) y(1-x),z(1-x),x bir R -serisi degildir.

Coziim.

OFE (x, y(1-x),z(1- x)) olsun. / (x, ¥, z) dir ve
xel,y=y(Ql-x)+yxel,z=z(1-x)+zxel oldugundan /> (x,y,z) olur. Ve boylece

[ =(x,y,z) elde edilir. R tamlik bolgesi oldugundan x ¢ Zdv(R) dir. Simdi %x)z K[y, z]
oldugundan y ¢ Zdv(k[y,z]) = Zdv(%x)) dir. Aym sekilde %x Y1-0)= k[z] oldugundan

- R ; R/ ~
z & Zav(k[z]) = Zdv( Kx, (- x))) dir. / =k oldugundan R# IR olur. O halde
x, Y(1-x),z(1—x) bir R -serisidir.
(i) y(1-x) e Zdv(R) dir, fakat y ¢ (y(l - x)) oldugu halde z(1-x)y e (y(l -x)) olur. Bu da
z(l-x)e Za’v( %/(l _ x))) demektir. Yani (1 x),z{(l-x),x bir R-serisi degildir.

Bu 8mek bize bir R -serisinde elemanlarin sirasinin 6nemli oldugunu géstermektedir.

Yardmmci Teorem 3.6. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu tretegli

R modiilii olsun. Kabul edelim ki a,b € R bir M -serisi olsun. O zaman a ¢ Zdvk(A% M)dir.
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ispat. a,b € R bir M -serisi oldugundan M #(a,b)M ,a ¢ Zdv, M),be Zdv, (A% M) dir.

Simdi kabul edelim ki a € Zdv, (MA M) olsun. O zaman en az bir m+bM € A% )y Vardir
Oyle ki a(m+bM) =0 dir, yani am € bM olur. Buradan da en az bir m'e M bulunur 6yle ki
am =bm' olur. b ¢ Zdv, (A% M) oldugundan m'e aM olur. Boylece m'= am'' olacak sekilde

en az bir m''e M vardur. Ik esitlikte yerine konursa am = bam'" ve boylece a(m —bm') =0

olur. ag Zdvy(M) oldugundan m=bm" ve m+bM =0 demek olur sonug olarak da

a ¢ Zdvy (A% M) bulunulmus olur.

Sonug 3.7. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkl sonlu iiretegli R modiilii

olsun. (g,)., bir M-serisi ve 1<h<n olacak sekilde #&Z alalm. O zaman

Qyeees @y, Qy1 3Oy 3 Qpogsenn @, bir M -serisidir ancak ve ancak a,,, ¢ ZdvR(A%a a )M)
Lreens @iy

dir.

Ispat. N =M (a WM sonlu iiretegli R modiiliidiir. Yardime1 Teorem 3.4 den (g, X,
1900 Gy

N -serisidir ve bdylece Yardimei Teorem 3.6 dan a, & Zdv, (A/

ah+1

N) dir ve Not 3.3 den

N ~ M b M
3, N=Nayra, a,, M oldugundan a, ¢ ZdvR( Aal,m,ah_“ah“ ) M) bulunur.

Teorem 3.8. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu tiretegli R modiili

olsun. n>1 olmak iizere (g,)”, bir M -serisi R nin Jacobson radikalinin elemanlarindan

i=]

7

olugsun. O zaman o ,{1,...,n} kiimesinin herhangi bir permiitasyonu oldugunda, (a(,(,.)),_=1

serisi de bir M -serisidir.

ispat. S, simetrik grubunda he{l,.,n~1} olmak iizere her permiitasyon (hh+1)

n

transformasyonlarin ¢arpimi seklinde yazilabildiginden ispati sadece o*=(hh+1) icin

yapmak yeterli olacaktir. N =M ( M alalim. Bu durumda Sonug¢ 3.7 den
ayer @,y )
a,., EZdvR(N) oldugunu gdstermek yeterli olacaktir. L =(0 p Ra,,) ve yel olsun
a,,.y=0vea,,K ¢ Zdv,{% N) oldugundan y € a,N olur. Bir y'e N igin y =a,)" olur.
h

Bunu esitlikte yerine koyarsak 0=a,, y=a,,a,y' elde edilir. a, & Zdv,(N) oldugundan
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a,,y'=0 ve boylece y'c L bulunur. Buradan da a, € Jac(R) oldugundan L=a,L elde

edilir. L sonlu iiretegli R modiil oldugundan Teorem 1.26 dan L =0 bulunur.

Onerme 3.9. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu tretegli R

modiilii olsun. O zaman a, € R ve her n € N (dogal sayis1) i¢in (a, ),';, bir M -serisi olacak

sekilde (a,)”

i=l

serisi yoktur.

Ispat. Boyle bir serinin oldugunu kabul edelim. Her ne N i¢in a,,, ¢ Zdv R(M (a a )M)
Jyeeey &y

oldugundan (a,,...,a,)<(a,,...,a,,a,,) olur. Ve buradan a,, (q,,..,a,) oldugundan
(a,)< (a,,a,)c...c (a,,...,a,) ... sonsuz artan zinciri bulunur. Bu da R nin Noetherian
olmasi ile geligir.

Tamm 3.10. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu tirete¢li R modiili

olsun. I da M #IM kosulunu saglayan R nin bir ideali olsun. (ai)" M -serisinin

i=l

elemanlart / da olsun. Eger (a,)", M -serisine bir a,,, € I eklendiginde 7+1 uzunlugunda

i=l

M -serisi elde edilemiyorsa, (a,)’, M -serisine / igindeki maksimal M -serisi denir.

i=l
Bir / idealinde M -serisi daima vardir, hig olmassa bog kiime vardir. / igindeki herhangi bir

M -serisi maksimal olacak sekilde genisletilebilir.

Yardimcr Teorem 3.11. R deZismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farklt sonlu
iiretegli R modilii olsun. / da M # IM kosulunu saglayan R nin bir ideali olsun. Kabul

edelim ki a,b e I elemanlarinin her ikisi de M de sifir bolen olmasin ve a ,I da (uzunlugu

1 olan ) maksimal M -serisi olsun. O zaman b de / da maksimal M -serisi olur.

Ispat. I c Zav, (MA M): P dirve Ass, (A% M) sonlu bir kiime oldugundan Teorem

Pedssg M/aM)

1.7 yi kullanirsak bazi P e Ass, \M, icin /< P olur. Simdi Tanim 1.33 den bazi
R\ /aM

yef‘% M icin P=(0:;/) olur ve boylece en az bir me M ~aM vardir 6yle ki

I(Rm)c P(Rm)< aM elde edilir. Ozel olarak bm € aM ,bm = am' olacak sekilde m'e M
vardir. Eger m'# bM olsa idi en az bir m''e M i¢in m'=bm" olur ve bm = am'= abm"
bulunur. b ¢ Zdv,(M) oldugundan da m = am'" e aM bulunurdu ki bu da bir geligkidir. $imdi
re [ alalim. O zaman arm'=rbm e baM olur béylece bazi ne M igin arm'=abn yazilir.

Oyle ki rm'=bnebM olur ¢iinkii a¢ Zdv, (M ) dir. Buradan m'e M —bM oldugundan
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I(Rm')g bM bulunur. Bu da I ¢ Zdv, (A% M) demek olur. Sonu¢ olarak 5,/ iginde bir

maksimal M -serisi olur.

Teorem 3.12. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu tretegli R
modiilii olsun. / da M = IM kosulunu saglayan R nin bir ideali olsun. O zaman 7 igindeki

herhangi iki maksimal M -serisinin uzunluklar esittir.

n
i=|

ispat. I iginde (g,)", maksimal M -serisi, (6,), M -serisi olsun. (b, )., serisinin maksimal

oldugunu goéstermek ispat i¢in yeterli olacaktir. Bunu da » iizerinden tiimevarim ile

gosterecegiz. n=1 ise Yardimci Teorem 3.11 den ispatlanir. §imdi & dan kigiik dogal
sayilar i¢in hipotezimizin dogru oldugunu kabul edelim. $imdi de / i¢inde (ai )f=1 maksimal

M -serisi, (3, ):;l M -serisi olsun. Her i=1,..,k-1 i¢in

N =M (ara )bt b =A%bl,..., b Ve i=0 ieinde No =M =L, olsun. i=0,1,.,k

icin a,el—-Zdv,(N_) ve b el—-Zdv,(L_) vardir. Buradan [ & Zdv,(N,) ve
I Zdv,(L_) olur. Zdv,(N, ) ve Zdv, (L,,) sonlu sayida asal ideallerin birlegimi

oldugundan Teorem 1.7 yi kullanirsak
1 & Zdvy(Ny) ..U Zdv, (N, )U Zdv, (L, )...u Zdvy(L,,) olur ve buradan bir

i=0 i=0

k-1 k-1
cel- {[U Zdv (N, )} U [U Zadv (L, )}} elemani vardir. ce Zdv,(N,,) oldugundan

a,,...,a,_,c de bir M -serisidir. ¢ ¢ Zdv,(N,_,) oldugundan Sonug 3.7 den q,,....a,_,,¢,4;_,
de M -serisidir. ¢ & Zdv,(N,_,) oldugundan Sonug 3.7 den a,...,a,,,¢,a,,,a,, de M-
serisidir. Bu yolla devam edildiginde c,a,,...,a,, in de M -serisi oldugu bulunur. Benzer
sekilde ¢, b,,...,b,_, inde M -serisi oldugu bulunur. ¢  Zav,(N,_,) ve Yardimci Teorem 3.4

den a, I iginde bir maksimal N, -serisi oldugundan Yardimci Teorem 3.11 den ¢ de [/
. . . . g N, _ M
icinde bir maksimal N,_, -serisidir. Buda / ¢ Zdvk( %NH) =Zdv R( /(c i) M)

demek olur. Simdi sifirdan farkhh M '=A% M sonlu iirete¢li R modiiliinti diiglinelim.
M'# IM" dir. Yardime: Teorem 3.4 den (a, ):11 I iginde bir maksimal M’ -serisi ve (5, )f: I
icinde bir M -serisi olur.

Tanmm 3.13. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu iretegli R modiili

olsun. / da M # IM kosulunu saglayan R nin bir ideali olsun. O zaman / i¢indeki biitlin
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maksimal M -serilerinin ortak uzunluguna / nm M -derecesi ya da / nin M deki derecesi

denir ve grade,,I ile gosterilir.

Ozellikler 3.14. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu tiretegli R
modiili olsun. / da M =#IM kosulunu saglayan R nin bir ideali olsun.
(i) I da M -serisi mevcuttur, [ igindeki her M -serisi maksimal olacak gekilde
genigletilebilir, [ igindeki her maksimal M -serisinin uzunlugu grade,/ ya esittir.
(ii) M=R alinirsa grade, ! yerine gradel yazilacak.
(iii) (R,J ) lokal halka olsun. O zaman M # (a,,..,a,)M oldugundan her M -serisi (a, )Ll

nin elemanlan J ideali igindedir (Teorem 1.26 dan, M # JM oldugundan). Béylece R nin
elemanlarindan olusan bir seri M -serisidir ancak ve ancak J iginde kapsanan bir M -
serisidir. Bu durumda J idealinin derecesine M modiiliintin derinligi denir ve depth, M ile
gosterilir. Yani grade,,J = depth, M olur.

Yardimcr Teorem 3.15. R deZismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu
tiretegli R modiilii ve (a,. ):;1 bir M -serisi olsun. J = (a,,...,a,) ,R= % ve :R—>R dogal

o6rten halka homomorfizmasi olsun. Teorem 1.18 den %M bir R modilii olarak

digtinilebilir. a,,,...,a, € R alalm. O zaman (a, )f: . bir M -serisidir ancak ve ancak

- . M e g
A,y reen g DI M -serisidir.

Ispat. M=A%M olsun. Her i=n+1,..,g igin (a,,+,,...,2;)1\—/[=(a"+,,...,agW dir, ve a_i

nin A% ———)M— modiiliindeki ¢arpimsal etkisi ile a, nin carpimsal etkisi aymdir.
Qpitsees 8y

Boylece, (a—,ﬁ;,...,g)ﬁ = (a”“,...,ag )%M olur. Buradan da (a_,,:,...,g;)l—\/_l =M dir ancak

ve ancak (al,...,ag)M =M dir.

Yardimer Teorem 3.16. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu

tiretegli R modiilii olsun. / da M = IM kosulunu saglayan R nin bir ideali ve grade, I =g

olsun. (a,‘),','=l , I iginde bir M -serisi ve J=(a,,.,a,) olarak alalim.O zaman, (i)

A/%]M #1 (A’%]M)dir ve gr ade%MI = g —n olur,
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@ M/, . B/ modili olarak disimuldiginde M/, #(I/IM/ ) dir ve

gradeﬂ%M (I/J)-: g —n olur.

ispat. J I oldugundan I(M/, )=IM/ M/ = dir. Ozellik 3.14() den I igin

&
i=l

a,, .4, € R vardir 6yle ki (a,.) I iginde bir maksimal M -serisidir. Buradan Yardimc:
Teorem 3.4 1 kullanirsak a,,,,..,a, nin [ iginde maksimal %M -serisi oldugunu
sdyleyebiliriz. Bdoylece gradeA%MI =g-n olur. E:% ve :R—>R dogal halka

homomorfizmasi olsun. (I/JX%M):I%M oldugundan Yardimci Teorem 3.15 den

a,. ,...,E; serisi % icinde maksimal %M -serisi olarak bulunur.

Onerme 3.17. R degismeli Noetherian halka ve J de » elemanli bir R-serisi tarafindan

tiretilen ideal olsun. O zaman #AtJ = n olur.

Ispat. n izerinden tiimevarim uygulayacafiz. n=0 ise bos kiimenin iretti3i idealin

k+1
i=1

yitksekligi 0 dir.n=k igin hipotezin dogru oldugunu kabul edelim. (@) bir R-serisi,
J =(a[,...,a,‘,ak+,) ve J'=(a,,..,a,) alalim. Genellestirilmis esas ideal teoreminden

htJ <k+1 dir. Timevanim hipotezimizden de AtJ'=k dir ve buradan At/ =k+1 veya

htJ =k elde edilir. AtJ =k iseenazbir Pe Spec(R) vardir 6yle ki J < P ve P =k dir.
J'cJ ve htJ'=k oldugundan Yardimecr Teorem 2.12 den P e Min(J')=ass(J') olur.

P ,%. = % aye a,) nin sifir bolenleri tarafindan kapsandigindan (Teorem 1.23 den).
a,, e Zdv(%.) ve a,,, € P oldugundan geliski elde edilir. Sonug olarak st/ = & +1 bulunur.

Sonug 3.18. R deZismeli Noetherian halka ve I 6z ideali olsun. O zaman gradel < htI olur.

Ispat. gradel =n ve (a,), I iginde bir maksimal R -serisi olsun. O zaman (a,...a,)c I

i=l

ve Onerme 3.17 den gradel = n =ht(a,,...,a,) < htI bulunur.

Teorem 3.19. R degismeli Noetherian halka ve / 6z ideali olsun. / ,n eleman tarafindan

tiretilebilsin ve derecesi n olsun. O zaman / uzunlugu n olan bir R -serisi tarafindan tiretilir.
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fspat. n=0 ise 7 =(0) olur ve / sifir eleman tarafindan tiretilir. Simdi >0 oldugunu ve
a,..,a, nin I idealinin trettigini kabul edelim. / iginde bir (), R-serisinin uygun

r.,€R (1<i<j<n) elemanlariyla agagidaki matris esitligini sagladigini gésterecegiz

( b, 1l n, ny - - - Fuq h, a,
b, 0 1 rs - - . Ty Nl @
by 0 0 1 . .. 1.y n,

b, 0 O o . .. 1 Fucin || Qpat
b,) {0 0 0 ... O 1 a,

matrisinin  diyagonallarinin 1  olmasindan  da Z Rb, = Z Ra, =1 bulunur.

Timevanmsal olarak kabul edelim ki je N ve 1< <n igin olugturulmus yukaridaki

ozellikleri b,eR elemanlart 1<i<j i¢in saglasin.

J =(b,, Wb, ) olsun, tabii ki j =1 durumunda J =0 olur. (5,)' [ iginde bir R -serisi ve

i=l
gradel =n> j—1 oldugundan IczZa‘vR(%) dir. Simdi de (aj Ay )cdevR(/J)
oldugunu géstermek istiyoruz. Tersini kabul edelim, yani (a a )c Zdv, ( /J) olsun.

i j+" ’

cel=(a,.,a,) alalim. O zaman s,,..,s, € Rulunur dyle ki c=s4a, +..+s,a, olur.

a, =b, —Zrl‘,‘a,‘ oldugundan bir 6nceki esitlikte a, yerine b, gelir. Ayni iglemi a,
k=2

elemanina kadar yaptigimizda uygun tiyeest sl jpest, € R i¢in
c=tb +..+t, b, +t,a, +..+t,a, elde edilir. Buradan da #,b, +..+¢,_,6,; R modili
% nin sifirlayicist tarafindan  kapsanir. Kabuliimiizden (a P SR )c: Zdv, ( /J)

oldugundan ¢ a, +...+1,a, € Zdv, (%) olur ve boylece c € Zdvk(%) elde edilir. Bu da
I c Zdv, (%) demek olur ki bu bir eeliskidir. Yani (a,,a,,.a,) Zdv,(R/) olur.

Zdv, (%) R nin sonlu tane asal idealinin birlesiminden olustugundan Teorem 1.7 nin

sonucunu uygularsak en azindan r

el . € R elemanlant  bulunur  Gyle ki

IJ*'

a, +r; +..+tr,a, &Zdv, ( /]) olur. Bu elemana 5, dersek (b, ),’=l I da bir R -serisi olur.
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Aymi sekilde (b, ):;l nin bir R -serisi oldugu da tiimevarimla gosterilir. Z Rb, = Z Ra, =1

i=l i=l

oldugundan da ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.20. R degismeli Noetherien halka ve [/ &z ideali olsun. O zaman

gradel = grade~JT olur.

Ispat. I c VI oldugundan gradel < grade~1 dir. gradeNI =n ve (q, ),';1 VI i¢inde bir R -

serisi olsun. O zaman en az bir € N vardir her / =1,...,n igin a; € I olur, ve dahast (a’ ):;l

i

bir R -serisidir, olmasaydi eger bir 1< j<n igin a; eZdv[A% , , )M) olurdu ve

(LI

buradan da aq, eZdv(A% )M) geligkisi elde edilirdi. Béylece gradel 2 gradeT

Lo @
olur ve buradan da gradel = grade«/_l_ bulunur.

Sonug¢ 3.21. I ve J , R degismeli Noetherian halkasinin iki ideali olsun. O zaman,

grade(IJ ) = grade(] NJ ) = min{gradel , gradeJ } dir.

ispat. VI =+ I J oldugundan Onerme 3.20 den grade(l/)= grade(InJ) dir. InJ c 1
ve INnJcJ  oldugundan grade(IJ ) < gradel ve grade(lJ)< gradeJ  olur.

n

grade(] NJ ) < min{grade[ ,gradeJ } oldugunu kabul edelim. grade(InJ)=n ve (g )i=1
InJ iginde bir maksimal R-serisi olsun. Buradan (g, ):'=, I iginde R -serisidir. Ozellik

3.14(i) den en az bir a,,, € I vardir 6yle ki (g, ):':l' bir R -serisidir. Benzer sekilde, en az bir

n

a',,, €J vardir dyle ki (a,.) a',,, bir R -serisidir. Boylece a,, ve a',,, elemanlarnin her

i=l?

ikiside % a,) R modiliinde sifir bolen degildir, aym ifade a,,, a',,, elemant i¢in de
"

gegerlidir. Fakat a,,, a',,,eINJ , ve q,,..,a,,a,,4,, , INJ iginde uzunlugu n+1 olan

bir R -serisidir. Boylece grade(lJ)= grade(I nJ)= min{gradel, gradeJ} bulunur.

Sonu¢ 3.22. R degismeli Noetherian halka ve [ 6z ideali olsun. O zaman

gradel = min{gradeP : P € ass(I)} = min{gradeP : P e Min(I)} olur.
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ispat. Onerme 3.20 den gradel = grade/I idi. Teorem 1.5 den /7 = (\P= ()P d

Peass(1)  PeMin(l)

Sonug 3.21 i uygulanarak sonug elde edilir.

Yardima Teorem 3.23. R degismeli Noetherian bir halka ve M sifirdan farkli sonlu

iiretegli R modiili ve S ,R nin S™'M =0 kosulunu saglayan garpimsal kapali alt kiimesi
olsun. (a,), bir M -serisi olsun. O zaman S™'R nin (-(;—’] serisi S™M = (EII—',...,GT”]S"M
i=l]

olmak kosuluyla bir S™'M -serisidir.

. .. oa . -1
Ispat. Her i=1,.,n i¢gin — in S™M ST'R modiliinde sifir bolen
1 a, a1 o=l
(oo

olmadigini goterecegiz. Simdi R— SR dogal homomorfizmasinda
(@,a,, ) = (31'—,...,9—;:'—) dir ve Tamm 1.16 (i1) den
S'M =S'M 4
(a_‘ a‘—“‘jS"‘M (al,...,a,._l)S M
P

N S'l%—l (a,a, )M)

~ gl M
=8 ( (al,...,a,_l)M)

olur. f: M ( M R homomorfizmasint a, ile ¢arpim déniisiimii

e, )M (ay,ra M

olarak diisiinelim. Hipotezden f bire-birdir. Boylece

S—lf:S_l(M(al,...,a,_l)M)—’S—l(M(al,...,af_l)M) de bir SR homomorfizmasidir.

S™f de 2 e carpim dosiimiidir. Boylece 3 , S M tizerinde bir sifir
1 1 (ﬂ ai—l js—lM
.

bolen degildir.

Sonuc¢ 3.24. R degismeli Noetherian halka ve [ 6z ideali § de /NS =< kosulunu

saglayan carpimsal kapali alt kiimesi olsun. O zaman, gradel < grade_. .S “'J dir.

S—l
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ispat. gradel =n ve (a,), I iginde bir R -serisi olsun. Tanim 1.16 (ii) den S™'7 ,S™'R nin
oz idealidir ve Yardimct Teorem 3.23 den [%’-j , S7'I iginde S7'R-serisidir. Boylece
i=]

grade ., S™'I>n olur.

SR
Teorem 3.25. (R, M) lokal halka, ve G sifirdan farkli sonlu tiretegli R modiilii olsun. O
zaman her P & Ass(G) igin depthG < dim B/, dir.

Ispat. depthG iizerinde timevarim uygulayacagiz. depthG =0 ise halkanin boyutu negatif

olmadigindan ispat tamamlanir. Tlimevarimsal olarak & € N i¢in kabul edelim ki derinligi %
olan sifirdan farkli her sonlu iretegli R modili i¢in ifade dogru olsun.

G yiderinligi & +1 olan sifirdan farkli sonlu tiretegli R modiilii olsun. £ +1> 0 oldugundan
en az bir aeM vardr 6yle ki aeZdv,(G) dir. Yardimci Teorem 3.16(i) den

depth(%G)= k  olur. Timevarim hipotezimizden her Qe Ass(% G) i¢in
depth(%G)S dim % olur. Simdi Pe Ass(G) alahm. P ,G nin bazi elemanlarinm
sifirlayicist oldugundan (0 : 2 } = {g eG:gP= O} #0 dir. (0 i P )m aG = a(O : P ) oldugunu
gosterelim. (0 p P)r\ aG 2 a(O p P) oldugu hemen goriiliir. g e (0 (:'P)r\ aG ve g'eG i¢in

g=ag' olsun. reP aldigimizda a(rg')=rg=0 ve ae Zdv,(G) oldugundan rg'=0
bulunur. Béylece r (0 i P ) olur. Buradan da g =ag'e a(O p P ) yani (0 ; P )m aG ¢ a(O : P)

elde edilir. Simdi (O i P)—5—>G——L—>%G bileske homomorfizmasimi  aldigimizda

cekirdegi (0 B P)m aG = a(O L P) ye esit olur.
Boylece Cy nin bir alt modiilii (OOP) modiiliine izomorf olur (O : P):r: OveaeM
yieee VaG a(OC:’_P) 0 o
0:7) G . o
oldugundan Teorem 1.26 dan " ¢ a(O(; P):t 0 bulunur. P+(a) , 4 G m bir alt modiilii

0:P
( G %Oé P) yi sifirladigindan P +(a) < Zdv(%G)= Q olur ve Teorem 1.7 den bazi

Qedss C/a(l)

P'e Ass(% G) igin P+(a); P' bulunur. Pedss(G), G nin sifir bolenlerinden
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olusmaktadir ve a# Zdv,(G) oldugundan a¢ P olur. Sonug olarak P < P' ve boylece

dim %, < diml%J olur. Tiimevarim kabuliimiizden depth(%G)S dim %, idi. Buradan da

depthG =k +1=depthG// - +15 dim &/, +1< dim B/, elde edili.

Sonu¢ 3.26. R lokal halka ve G sifirdan farkli sonlu iirete¢li R modilii olsun. O zaman

depthG < dim G dir.

Ispat. Supp(G) nin minimal P elemanlar i¢in dimG = dim% dir. P e 4ss(G)
oldugundan Teorem 3.25 den depthG < dim % =dimG dir
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4, COHEN MACAULAY HALKALARI
Bu bsliimde Cohen-Macaulay halkalan incelenmistir.

Tanmm 4.1: R degismeli Noetherian bir halka olsun. R nin her 6z idealinin yiiksekligi
derecesine esit oluyorsa R ye Cohen-Macaulay halkasi denir (yani her 7 < R ideali i¢in

htl = gradel olacak).

Tamm 4.2. R degismeli Noetherian bir halka olsun. Bir / 6z idealinin biitiin ilgili asal

ideallerinin yiikseklikleri esit ise / ya diizenli denir.

I dizenli oldugunda her P e ass(I) igin htl = AtP olur. Bu da I nin yerlesik idealinin
olmadigin1 gosterir.

Teorem 4.3. R degismeli Noetherian bir halka olsun. O zaman R nin bir Cohen-Macaulay

halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir R -serisi tarafindan iiretilen her idealin diizenli

olmasdir.
Ispat. (=): Rnin Cohen-Macaulay oldugunu kabul edelim. (q;)7, bir R-serisi ve

J =(a,,...,a,) olsun. Pe ass(J) alalim. Teorem 1.23 den Zdv% = UP olur ve J¢ P

Peass(J)
oldugundan da (q,);, P de maksimal R -serisidir. Béylece gradeP =n olur. R Cohen-
Macaulay oldugundan da htP = gradeP =n olur. Bunu J nin biitiin ilgili asal idealleri igin
yapabiliriz.

(&): R-serisi tarafindan iiretilen her idealin diizenli oldugunu kabul edelim. /,R nin 6z

ideali olsun. gradel =n ve (a,);, I i¢inde maksimal R -serisi olsun. J = (a,,...,a,) alalim.

Simdi [ gZdv%: UP oldugundan Teorem 1.7 yi kullanirsak bazi Peass(J) icin

Peass(J)
I ¢ P olur. Kabuliimiizde J diizenli idi, yani AtJ = htP ve htJ =n ayni zamanda Onerme
3.17 den AtP =n olur. Buradan Sonug 3.18 kullanilirsa, n = gradel <htl <htP=n , htl =n
¢ikar. Boylece R Cohen-Macaulay dir.
Teorem 4.4. R degismeli Noetherian bir halka olsun. O zaman R Cohen-Macaulay dir ancak

ve ancak her £ € N, i¢in keleman tarafindan lretilen ve yiiksekligi £ olan R nin her 6z

ideali diizenlidir.

Ispat. (=): R Cohen-Macaulay halkasi ve I, keleman tarafindan iretilen ve yiksekligi &

olan R de 6z ideal olsun. R Cohen-Macaulay oldugundan gradel = k dir. Bdylece Teorem
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3.19 dan I ideali uzunlugu % olan bir R -serisi tarafindan liretilir, sonug olarak / diizenli
olur.

(<): J, uzunlugu k£ olan R -serisi tarafindan iiretilen 6z ideal olsun. Onerme 3.17 den
htJ =k, ve J, k eleman tarafindan tiretildiginden J diizenlidir. Teorem 4.3 i kullanirsak R

Cohen-Macaulay olur.

Tanim 4.5. (R,M ) lokal halka olsun. Eger depthR =dim R , yani gradeM = htM oluyorsa

R halkasina semi-regiiler halka denir.

Yukarida Cohen-Macaulay halka tanimindan her Cohen-Macaulay halkanin semi-regiiler

oldugu agiktir.

Onerme 4.6. (R,M ) regiiler lokal halkas: semi-regiilerdir.

ispat. dimR =d olsun. O zaman Tamim 2.21 in sonucundan M ideali d eleman tarafindan
iiretilir. Eger d=0 olursa M =0 olur ve bdylece R cisim olur. Buradan da

gradeM = htM =0 olur. Simdi d >0 ve u,,...,u, elemanlart M yi iiretsin. Ornek 3.2(i) den
()2, , M de uzunlugu d olan bir R -serisidir. Buradan dim R =d < depthR <dimR ve

béylece dim R = depthR ¢ikar. Yani R semi-regiilerdir.

Teorem 4.7. (R, M) lokal halka olsun. R Cohen-Macaulay dir ancak ve ancak R semi-
regiilerdir.

Ispat. (=): R Cohen-Macaulay halkasi olsun. R nin [ 6z ideali igin st/ = gradel dir.
Burada M < R ve I =M alirsak M = gradeM olur ve dolayisiyla dim R = depthR olur.

Béylece R semi-regiilerdir.

(&<): R semi-regiller olsun. Su halde dimR =depthR yani M = gradeM dir.

n
i=l

dim R = MM = d alalim. Burada Teorem 4.3 i uygulamaya ¢alisacagiz. (a,)", bir R -serisi

ve J= (al,...,a,,) alalim. M tek maksimal ideal oldugundan J < M ve q,,...,a, € M olur.

Peass(J) aldigimizda bu PeAss(%) demektir ve boylece Teorem 3.25 den

depth, (%)S dim(%) ve Yardimci Teorem 3.16(1) den de

depthy, (%)= grade% M = gradeM ~n=depthR-n=d~n olur. Ozellik 2.3(i) den

biliyoruz ki AtP + dim% <dim R =d dir. Boylece,
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htP < dim R~ dim B/, < d - depth, B/ )= d ~(d ~n) = n ve Onerme 3.17 den hiP> htl =n
oldugundan /tP = n gikar. P, ass(J) nin herhangi eleman: almmust: boylece J diizenli olur.
Simdi Teorem 4.3 ii uygularsak R nin Cohen-Macaulay olmasina ulagiriz.

Sonug 4.8. Bir regiiler lokal halka Cohen-Macaulay dir.

Ispat. Sirasiyla Onerme 4.6 ve Teorem 4.7 yi uygularsak sonucu elde ederiz.

Teorem 4.9. R bir degismeli Noetherian halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
() R Cohen-Macaulay halkasidir,

(ii) Her P e Spec(R) icin AtP = gradeP dir,

(iii) Her M maksimal ideali igin tM = gradeM dir,

(iviHer Pe Spec(R) i¢in R, Cohen-Macaulay halkasidur,

(v) Her M maksimal ideali i¢in R,, Cohen-Macaulay halkasidir.

Ispat. (i) = (i): R Cohen-Macaulay halkasi oldugundan her I 6z ideali i¢in At/ = gradel
dir. Ozel olarak I = P e Spec(R) alinirsa AtP = gradeP olur.

(i) = (jii): Her maksimal ideal asal ideal oldugundan sonu¢ hemen g¢ikar.
(i) = (iv): PeSpec(R) olsun. AtP = gradeP oldugundan Sonug 3.24 ve Sonug 3.18 i1
kullanirsak htP = gradeP < grade, PR, < ht, PR, olur ve Omek 2.3(ii) den At, PR, = htP

elde edilir. Boylece grade, PR, = ht, PR, bulunur. Yani R, semi-regiilerdir. Teorem 4.7
den de R, Cohen-Macaulay halkasi elde edilir.

(i) = (v): Bir  Onceki ispatta P=M alinirsa  sonug elde  edilir.
(iv) = (v): Her maksimal idealin asal olmasii kullanildiginda agik olarak goriilir.
(v) = (ii): PeSpec(R) , n=gradeP ve (a,)7, bir maksimal R -serisi olsun (P iginde).

J =(a,,...,a,) alalim. Simdi PgZdv(%) den Pc | JP' oldugundan Teorem 1.7

P'eAssR(%)
kullanilirsa bazi1 P'e Assk(%)= ass(J) igin P P' elde edilir M maksimal ideal ve

P'c M olsun. Hipotezden R,, Cohen-Macaulay halkasidir. Yardimci Teorem 3.23 den

PR,, < P'R,, iginde -ql'—,...,aT” € R,, elemanlant R,, -serisidir.
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(?_1_ a, j = f (al o, ) R JR,, = (%)M oldugundan

P'R,, € Assy, ((%)M)= Assg, Ry (a]
T

2 elde edilir. Boylece,
)

Q

PR, c P'R,, c Zdv, %a a , ve buradan PR,, i¢inde [ ’) elemanlar1 bir
at 5 _n i=1

maksimal R, -serisi olustururlar. Yani grade, PR, =n olur. R, Cohen-Macaulay

—~ |

oldugundan /#¢PR,, = nolur.

()= (@: I,R nin bir o6z ideali olsun. At/ =min{P: P e ass(I B ve
gradel = min{gradeP: P € ass(I)} oldugundan ve (ii) deki kabuliimiizden htl = gradel elde

edilir. Bu da R nin Cohen-Macaulay halkasi oldugunu gésterir.
Sonug 4.10. Bir Cohen-Macaulay halkasinin biitiin kesir halkalar1 da Cohen-Macaulay dir.

Ispat. R degismeli Noetherian halkasinin Cohen-Macaulay oldugunu kabul edelim. Teorem
49 dan pe Spec(S ’IR) i¢in (S ”‘R)q, nin Cohen-Macaulay local halkasi oldugunu gdstermek
yeterli olacaktir. @ e Spec(S“R) icin P=¢° (p=PS'R) olacak sekilde Pe Spec(R)
vardir ve PNS = dir. (S "'R)w =R, ve R, de Cohen-Macaulay oldugundan (S "'R)¢
Cohen-Macaulay halkasidir.

Sonug 4.11. Bir degismeli Artinian halkasi Cohen-Macaulay dir.

Ispat. Teorem 1.31 den R Noetherian halkadir ve her P asal ideali maksimal idealdir. Yani
P asal ideal ise AtP =0 dir. Boylece R, boyutu O olan lokal halkadir. Sonu¢ 3.26 dan
0<depthR, <dimR, =0 bulunur yani depthR, =dimR, =0 olur. Boylece R, lokal
halkasi semi-regiilerdir, Teorem 4.7 den de Cohen-Macaulay dir. Teorem 4.9 dan da R
Cohen-Macaulay olur.

Yardimct Teorem 4.12. (R,M) lokal halkasi Cohen-Macaulay olsun. O zaman her

P Spec(R) igin htP +dim &/, = dim R dir.
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ispat. P& Spec(R) olsun. Ozellik 23(iv) den htP+dimB/, <dimR dir. d=dimR ve
n=htP alabm. R Cohen-Macaulay oldugundan AhtP = gradeP dir. (a,)],, Piginde bir
maksimal R -serisi olsun ve J =(a,,..,a,) olsun. PgZdv(%) oldugundan en az bir
Qeass(J) vardir 6yle ki P Q olur. R Cohen-Macaulay oldugundan J diizenlidir.
Buradan J c Pc Q ve MP =htQ olur. Yani P=Q ve Peass(J)= Ass, (%) olur. R
Cohen-Macaulay oldugundan, gradeM = depthR =d , su halde Yardimci Teorem 3.16 dan

depthy % = grade%M =d-n ve P& Ass, (%) oldugundan Yardimcr Teorem 3.16 dan
dim % 2 depth, % =d-n=dimR-htP olur. Bulunanlari birlestirirsek

htP +dim R/, = dim R elde edilir.
Teorem 4.13. R degismeli Noetherian halkasi Cohen-Macaulay ve Fy c P, <...c P, asal

ideal zinciri doygun olsun. O zaman /P, = htF, + n olur.

Ispat. Ik 6nce P,Qe Spec(R) icin P < Q doygun zincirini gbz 6niine alalim. Teorem 4.9

dan R, local halkasi Cohen-Macaulay dir, ve PR, c OR,, zinciri R, nun bir doygun asal

ideal zinciridir. Buradan, dim R%R =1 dir. Yardimci Teorem 4.12 den de
0

ht RQPRQ +1=hty, PR, +dim R%RQ =dimR, ve bu da mP+1=hQ ya esittir. Simdi
P, c P, c...c P, doygun asal ideal zincirini diigtinelim. Her i =0,1,...,»n i¢in AtP, = htP,_ +1
oldugundan AtP, = htP, , +1=..= htF, +n elde edilir.

Sonu¢ 4.14. R bir Cohen-Macaulay halkasinin homomorfik gorintiisti olsun, ve

P,QeSpec(R) idealleri P < @ kosulunu saglasinlar. O zaman P den Q ya giden biitiin

doygun asal ideallerinin uzunluklar esittir. Bu uzunluk htg/ % ye esit olur.
[)

Teorem 4.15. R degismeli Noetherian halka ve a € Jac(R) uzunlugu 1 olan R -serisi alalim.

O zaman R nin Cohen-Macaulay halkasi olmasi igin gerek ve yeterli kosul %a) nin Cohen-

Macaulay halkas: olmasidir.
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. ‘ . . . o R M
ispat. a € Jac(R) oldugundan R nin her maksimal ideali a yi kapsar, ve /(a) nim her /(a)
maksimal ideali i¢in M ,R nin maksimal idealidir. Ornek 2.15 den her maksimal ideal igin

ht., Mg \=ht M —10ldug Yardimei T 3.16(ii) d
%) /(a) R oldugunu ve Yardimci Teorem (i1) den

grade 5, A%a) = grade,M —1 oldugunu biliyoruz. Buradan da, 4, M = grade, M dir ancak

ve ancak At 5%, A%a) = grade 5%, A%a) elde edilir. Boylece Teorem 4.9 uygulanirsa istenilen

sonug elde edilir.
Sonug 4.16. R degismeli Noetherian halkast Cohen-Macaulay ve (q,);., bir R -serisi olsun.

O zaman %a ) de bir Cohen-Macaulay halkasidir.
Lo,

Ispat. n lizerinden tiimevarim uygulanirsa sonug elde edilir. » =1 i¢in Teorem 4.15 den ifade

dogru olur. Simdi » den kigiik biitin dogal sayilar i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul

edelim. (a,);., bir R -serisi olsun. R =% ) ve [ = (a,,...,a%”m,a”

Ay,

) alindiginda

% = %a a) olacagindan ?=Zz:§ diigtiniildiigiinde Teorem 4.15 uygulanirsa sonug
.

elde edilir.

Sonu¢ 4.17. R degismeli Noetherian halka olsun. O zaman R[[xl,...,x,,]] kuvvet serisi

Cohen-Macaulay halkasidir ancak ve ancak R Cohen-Macaulay halkasidir.

Ispat. Teorem 1.36 dan R[[xl ,...,x,,]] halkasi1 Noetherian dir. »n>1 igin

R[[xl,...,x,,]]z R[le,...,x,,_l ]][[x,,]] oldugundan ispati sadece n=1 igin yapmak yeterli

olacaktir. x, =x alalim. h:R[[x]]——)R tasvirini h(Zr,.x’ j:ro olarak tanimladifimizda

i=0
gekirdegi xR[[x]] olan epimorfizma olur. Buradan R = R[[X%R[[x]] elde edilir. x, R[x]] in

sifir béleni olmadigindan xR[[x]]-serisidir. Ayrica, her f eR[[x]] igin 1-xf birimsel

elemandir. Béylece x e Jac(R[[x]]) olur. Teorem 4.15 1 uygularsak ispat tamamlanmis olur.

Yardimci Teorem 4.18. R degismeli Noetherian halka ve x, R de bir bilinmeyen olsun.

n

(a)r, bir R-serisi olsun. O zaman (a,)], Yi R[x] deki sabit polinomlar olarak

diigiindiigiimiizde R[x]-serisi olur.
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ispat. a,,R de sifir bélen olmadigindan R[x] de de sifir bélen degildir. Simdi

R[x

JeN,2< j<n kabul edelim. a, nin [x]’ R[x]-modiliinde sifir bélen

olmadigini gosterelim. R bir idealini J =g R+...+a, R olarak alalim. Ozellik 1.3 den
J* =a,R[x]+...+aj_,R[x] olur. 7 izomorfizamasim disiiniirsek ;/(a S +J ”):a/. +J elde
edilir. a; R-modiili, % de sifir bélen olmadigindan a, +J de % halkasinda sifir bolen

degildir. Boylece %[x] polinom halkasinda da sifir bolen degildir. Buradan da a, +J° de

R[x 1o de sifir bolen degildir. Son olarak @, R +...+a,R , R halkasinda 6z ideal oldugundan

(%a R+ +a R))[x] agikar halka degildir. Buradan da alR[x]+...+a,,R[x] ,R[x] halkasinin
R+..+a,

6z ideali olur.

Onerme 4.19. R degismeli halka, x de R de bir bilinmeyen olsun. R[x] de

@y "R =9, NR=¢p, "R kosulunu saglayan bir ¢, < ¢, < @, asal ideal zinciri bulunamaz.

Ispat. Boyle bir zincirin bulundugunu kabul edelim ve P=¢, "R=¢, "R=¢, "R olsun. O
zaman her i=0,12 i¢in PR[x]c g, ve Ozellik 1.3 den PR[x] € Spec(R[x]) oldugunu
biliyoruz. R[’% R[x] tamlik bolgesinde, ¢% R[x] ch p R[x] c (1)% R[x] zinciri ayrik asal

ideallerin zinciridir. ¢: %——%(%}x]%lg[’% Rlx] bileske halka homomorfizmasinda
& ,;7-: [%R[x]—) (%lx] halka izomorfizmasinin tersi olsun. ¢ altinda her ;/=0,1,2 i¢in

/ PR[x] in ters gbrintisi % nin sifir idealine gider, biz biliyoruz ki

5-1((0% R[x]) c 5“‘((% R[x]) c&? ((02 p R[x]) zinciri ayrik asal ideallerden olusur. Bu da

bir ¢eligkidir.

Sonu¢ 4.20. R degismeli halka, x de R de bir bilinmeyen olsun. R—-)R{x] dogal
homomorfizmasinda genisleme ve biiziilme notasyonlarini kullanacagiz. P ,R nin yliksekligi

n olan bir asal ideali olsun. O zaman » < htR[x]PR[x]é 2n dir. Ayni zamanda, $° =P ve

9 =9% = PR[x] olacak sekilde e Spec(R[x]) varise n+1< ht )9 S 2n+1 olur.
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Ispat. /P=n ve Pyc P c..c P, =P bir asal ideal zinciri olsun. Ozellik 1.3 den
P'cP’c..cP’=9 ,R[x] de bir asal ideal zinciridir. Boylece Bt PRIx]2 7 ve
htp82zn+1 dir. ht RMPR[x]: r oldugunu kabul edelim. O zaman R[x] halkasinda
PP C...CP,,CP, = PR[x] olacak sekilde asal ideal zinciri vardir. ¢ =P“ =P
oldugundan @’ , c ¢; = P dir(aksi takdirde ¢;, =P ve P° =9 < ¢, olurdu bu da bir

celiskidir.). Béylece ¢ c¢f c...c¢’, c @’ =P olur. Onerme 4.19 dan @,,,,.. 9,

ideallerinin {igliniin ters goriintiileri ayni olamaz. Boylece ¢,,,,...,9,_, idealleri arasinda %r

farkli ideal vardir. Buradan da ht @, 2 —r—~1 ,n=ht P2 %r elde edilir dolayisiyla da

N | —

r<2n olur. Yani sonug¢ olarak nShtR[x]PR[x]s 2n bulunur ve benzer yolla da

n+1% ht 19 < 2n+1 bulunur.

Yardimcar Teorem 4.21. R degismeli, Noetherian ve tamlik bolgesi, x de R de bir

bilinmeyen olsun. R — R[x] dogal homomorfizmasinda genigleme ve biiziiime notasyonlarin

kullanacagiz. P & Spec(R) ve htP =1 alindiginda At RMPR[x]: 1 olur.

ispat. AP =1 oldugundan en az bir aeP vardir 6yle ki a=0 dir. Simdi biz
PR[x]e Min(aR[x]) oldugunu gosterecegiz. ¢ e Spec(R[x]), PR[x]2 ¢ 2 aR(x] olsun. O
zaman P =P“ 2¢° 2aR olur ve Pe Min(aR) oldugundan P =¢° olmalidir. Boylece
PR|[x]= P* = ™ < ¢ dan PR[x]=¢ olur. Yani PR|x]e Min(aR[x]) olur. Teorem 2.6 dan da
ht s PR[x] =1 bulunur.

Teorem 4.22. R degismeli Noetherian bir halka, x de R de bir bilinmeyen olsun. R — R[x]

dogal homomorfizmasinda genisleme ve biiziilme notasyonlarimi kullanacagiz. P ,R nin

yiksekligi » olan bir asal ideali olsun. O zaman htR[x]PR[x]=n dir. Ayrica ¢° =P ve

pDP* = PR[x] olacak sekilde p e Spec(R{xD var ise ht g @ =n+1 dir.

Ispat. Bu teoremi ispatlarken iki iddiay: timevarimla ispatlayacagiz. »=0 igin P e Min(O)
dir. PR[x]2 @, olacak sekilde ¢, e Spec(R[x]) alalim. O zaman P=P“ ¢ ve
Pe Min{0) oldugundan ¢f =P olur. Béylece PR[x]=P* =& ¢ ve buradan da
PRl[x]=p, ve ht RMPR[x]: 0 elde edilir. Yine n=0 durumunda Sonug 4.20 den At 4, p 2 1
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dir. ¢° =P ve P e Min(R) oldugundan ¢ igerisindeki R[x] in herhangi bir asal idealinin
biiziilmesi P ye esit olmalidir. Onerme 4.19 dan den biizillmesi P olan ii¢ tane ayrik asal

ideal olmadifini biliyoruz, béylece Aty ¢ <1 olur. Sonug olarak da htp@ =1 elde edilir.

Simdi timevarimsal olarak » den kiiglik pozitif tamsayilar i¢in iki iddianin da dogru

oldugunu kabul edelim. htR[x]PR[x]> n olsun. O zaman P° D@, ve hty,p, =n olacak
sekilde en az bir ¢, eSpec(R[x]) vardir. Su halde P=P*“ o¢;, ve dahasi ¢;° < ¢,

oldugundan P # ¢; olur. Yani Pog; ve ht,p, <n dir. Timevarim kabuliimiizden

htpp; =n—1 ve @ <@, olmall. Fj=¢; olsun. Unutmayalim ki htV % =1 ve
%/ 4o

¢ ¢ : R X . . . e
Piceo,cP dir. [ %0 R[x] halkasinda  asal  ideallerin  bir  zinciri

P‘)R[%,R[x]C % Rlx] PR[%OR[x] olsun. - §imdi 7 R[%: “’(%o )[x]

izomorfizmasim kullanarak (%0 )[x] tamlik bélgesinin sifir ideali ile (%0 )(%) )[x] asal

ideali arasinda bir asal ideal oldugu gériiniir. Bu da Yardimct Teorem 4.21 ile gelisir. Boylece

htR[x]PR[x]Sn olmali ve Sonu¢ 4.20 den htR[x]PR[x]=n bulunur. $imdi Aty @ =n+1
oldugunu bulmaliyiz. Sonug 4.20 den Aty p2n+1 dir. ¢ c@ olacak sekilde
@, eSpec(R[x]) alahm. ¢ cp°=P veya @ =P dir. ¢ ce’ =P ise timevarim
kabulimiizden Aty p <n dir. @' =P ise o zaman P“ =g =p°=P dir ve
P =¢p c g @ oldupundan Onerme 4.19 dan P° =g, elde edilir. Biz htRMPe =n
oldugunu gostermistik. Boylece Aty @, < n bulunur. ¢, < ¢ oldugundan Aty p < n+1 olur
ve bdylece At (10 =n+1 elde edilir.

Yardimci Teorem 4.23. R degismeli bir halka, x de R de bir bilinmeyen olsun. R[x] in bir
M , maksimal ideali sadece sifir bolenlerden olusamaz.

Ispat. Mc Zdv(R[x]) olsun. x¢ Zdv(R[x]) dir ve boylece xe¢M olur. Buradan
M+xR[x]= R[x] oldugundan bir feM, ge R[x] icin f+xg =1 dir. Buradan f =1-xg
elde edilir. Béylece f ¢ Zdv(R[x]) bulunur ki bu bir ¢eligkidir.

Teorem 4.24. R degismeli Noetherian bir halka olsun. x,,...x, bilinmeyenler olmak tzere

R[xl seees x,,] Cohen-Macaulay dir ancak ve ancak R Cohen-Macaulay dir.
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Ispat. Teorem 1.35 den R[x1 ,...,x,,] halkasinin Noetherian oldugunu biliyoruz. n»>1 igin
R[xl ,...,x,,]= R[xl,...,x,,_I ][x,,] oldugundan teoremi n=1 igin ispatlamak yeterli olacaktir.
(=): R[x] Cohen-Macaulay olsun. {x} bir R -serisi ve R[%C ); R oldugundan Sonug 4.16
dan R halkasi Cohen-Macaulay bulunur.

(<): R Cohen-Macaulay olsun. R — R[x] dogal halka homomorfizmasinda genisleme ve
blziilmeyi kullanalim. M, R[x] in maksimal ideali olmak tizere P =M~ R =M° olsun.
gradeP = n alimrsa R Cohen-Macaulay oldugundan AtP =n olur. Ozellik 1.3 den den P*
maksimal degildir ve P* cM dir. Teorem 4.22 den de hty M =n+1 olur. gradeP =n
oldugundan uzunlugu » olanP de bir (a,), R-serisi vardir. Yardimci Teorem 4.18 den

(a,)n, P* debir Rx]-serisidir (P* = M oldugunu unutmayalim).

l\%a 4 ) R[ x] , R[’% a ) R[x] halkasinin bir maksimal idealidir. Ozellik 1.3 den bu
15w TGH "

halka (%a a ))[x] halkasina izomorftur ve Yardimci Teorem 4.23 den de
U

h%a, erd,) R[x] sifir  bélenlerden olusmuyordur. Boylece gradey,M2n+1 dir

gradey M < htp M =n+1 oldufundan gradey, M = hty M bulunur. M herhangi bir
maksimal ideal oldugundan her maksimal ideal i¢in bulunan ifade dogrudur. Teorem 4.9 dan
da R[x] Cohen-Macaulay olur.

Sonug 4.25. k cisim ise k[x,,...,x, ] polinomlar halkasi Cohen-Macaulay dir.

Ispat. & degismeli Noetherian (ayni zamanda Artinian) halkadir. Yardimci Teorem 4.11 den
k Cohen-Macaulay dir. $imdi de Teorem 4.24 i kullamirsak x,,...x, bilinmeyenler olmak

uzere k[x, yoees x,,] polinomlar halkast Cohen-Macaulay olur.



43

KAYNAKLAR

Atiyah, M. F. ve Macdonald, I. G., (1969), Introduction to Commutative Algebra, Adison-
Wesley, Reading, Massachusetts.

Cohen, L. S., (1946), “On the structure and ideal theory of complete local rings”, Trans. Amer.
Math. Soc., 59:54-106.

Northcott, D. G., (1953), Ideal Theory, Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical
Physics 42, Cambridge University Pres.

Sharp, R. Y., (1990), Steps in Commutative Algebra, London Mathematical Society Students
Text 19, Cambridge University Press.

Zariski, O. ve Samuel, P., (1975), Commutative Algebra Vol. I-II, Graduate Texts in
Mathematics 28, Springer, Berlin.



OZGECMIS

Dogum tarihi 29.07.1978
Dogum yeri Miinih
Lise 1991-1994
Lisans 1995-2000

Yiiksek Lisans 2003-

Calistig1 kurum(lar)

Cankaya Anadolu Lisesi

Hacettepe Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Bolimii

Y1ldiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

2004-Devam ediyor YTU Fen Bilimleri Enstitiisii Aragtirma Gorevlisi



