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OZET

B aynlabilir Hilbert uzayt olsun., o < « < b (—x Su<o<h<x)

arahginda tammlannng degerleri H a ait kuvvetli dlciilebilir ve

b

kogulunu saglayan fouksiyvonlar kimesini Hy = Ly« b: H) ile gosterclim. Hy e ait
F«) ve gl fouksivonlariun i¢ ¢arpimun
3
(fouh = / (flei.gicyigde
L]
formiilii ile tammlarsak H; bir aynlabiliv Hilbert uzay1 olugturur.

Biriuei bollinde Hy = L4(0. x: H) uzayinda
=y +Qlr)y
Sturw-Liouville diferansiyel ifadesi ve i kompleks say1 olmak tizere
y'(0) — hy(0) =0

siur kosulu ile olugturulan L operatoriiuiin Green fouksiyvonu incelenmigtir,

Ikinci béliunde ise Lr(—2>.x: H) uzayinda
—y" +Qlr)y

ifadesi ile olugturulan operator icin ayrilina teoremi ispatlannmsgtir, Her iki bolim-
de Q(«), ¢ in herbir degerinde H da doniisiim yapan kendine ey, alttau sl ve

tersi tamn siirekli operatordiir.

I



SUMMARY

Let H be seperable Hilbert space. Let us represent the set of functions by
Hy = Ly(a,b; H) which is defined in the interval ¢ < 2 < b(~0c0 < a < z < b < 00)

whose values belong to H, strongly measurable and satisfying the condition

b
/ F ()l de < oo

If we define the inner product of f(z) and g(z) functions belonging to H 1, by the
formula ,
(Fon = [ () g(e)mds
H, forms a seperable Hilbert space.
In the first chapter, Green function of L operator formed by -

-y +Q(z)y

Strum-Liouville differantial expression in Hy = Ly(0, 00; H) space and when h is

complex number,
y'(0) — hy(0) =0

boundary condition is studied.

In the second chapter, seperation theorem for the operator formed by
~y" +Q()y

expression in Ly(—o0, 00; H) space has been proved.
Also in both chapter, @(z) is an operator which transforms at H in each value
of z, is self adjoint, lower bounded and its inverse is completely continous.

I
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1.0 GIRIS

Bu ¢ahigmada kendine eg operator katsayili Sturm-Liouville operatoriiniin Gre-
en Fonksiyonunu ve ayrilma problemi incelenecektir. Sozii edilen problemler iki
bolimde verilecektir.

H aynlabilir Hilbert uzayi olsun. ¢ < 2 < b (-0 < a<z < b < o0)
arahifinda tanmlanmig degerleri H a ait kuvvetli dlgilebilir ve

b
/a (@) Bz < oo

kogulunu saglayan fonksiyonlar kiimesini Hy = Lz(a, b; H) ile gosterelim. Hj e ait
f(z) ve g(z) fonksiyonlarimn i¢ garpimim

b
(f.9h = [ (@) g(2)nds

formili ile tammlarsak H; bir aynlabilir Hilbert uzay: olugturur.
Birinci bélimde Hy = Ly(0, oc; H) uzayinda

-y + Q(z)y (1.1)

Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ve

y'(0) - hy(0) =0 (1.2)

simr kogulu ile olugturulan L operatriiniin Green fonksiyonu incelenmistir. Bura-
da Q(z), = in [0, 00) a ait her bir degerinde H da kendine eg alttan stirh operator,
h ise herhangi kompleks sayidir. Q(z) tizerine eklenen kogullar, L operatori ve
bunun Green fonksiyonunun tanimi tezin birinci boliimiinde gésterilmigtir.

(1.1) ifadesi ile Ly(—o0,00; H) uzaymda olugturulan operatdriin Green fonk-
siyonu ilk olarak 1968 de B.M.Levitan (Levitan, 1968) tarafindan incelenmistir.
1969 yihnda 2n. mertebeden operatér katsayili

2n
(-1)y@™ + Z Qi(z)y'™ ) | —co<z<
pa’
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diferausiyel ifadesi ile olugturulan operatoriin Green fouksivouu ve Szdegerlerinin
asimptotik ifadesi A.Bayramoglu (Bayramoglu. 1971) tarafindan incelenmistir.
(1.1) ifadesinde Q(r) katsayisnun H da normal operator olma halini E.G. Kleviman
(Kleyman. 1977) ele alimgtir. Daha sonra bu konu ile ilgili farkh diferansiyel ifa-
deler pek ok matematikel tarafindan inceleumigtir. (Dugdurov. 19821, Tezin bu
kisunnda ilk olarak suur kogulunda kompleks say1 bulunan yani kendine oy olmayan
hal incelenecektir.

Ikinei bolimde Ly(-x. >c: H ) uzaymda (1.1) ifadesi ile oluyturulan operator
icin ayrilma teoremi ispatlanmuztir. Ayrilma dedigimizde. Q) operatdr fonksi-

youu hangi kogullan sagladiginda
yle) € Lyf=x.xx:H) ve —y'"+Qr)y € Ly—>.x:H)

iken

"

—y € Ly—x.x:Hj . Qe)ylr) € Ly(—x.x:H)

oldugu anlagilacaktir.

Bu problem skaler Sturm-Liouville problewi i¢in ilk olarak ingiliz matematikei-
ler W.N Everitt ve M.Giertz nin ¢esitli makalelerinde (Everitt et. al. 1973) {Everitt
et. al. 1977) incelenmistir.

Operator katsayili diferansiyel ifadelerle olugturulan operator igiu ayrilna proly-
lemi ile Alma-Atada M. Otelbayev ve ogreucileri, Dilgenbede K. Boyatov ve
ogrencileri. Bakiide M. Gasunov, F. Maksudov. M. Bayramogln ve 6grencileri ug-

ragmuglardir. Diger bilim merkezlerinde de bu konu ile caligmalar yapilungtir,
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2.0 YARI EKSENDE VERILMIS OPERTOR KATSAYILI
STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN GREEN FONKSIYONU

2.1.0N BILGILER

H aynilabilir Hilbert uzayi olsun. Eger zin J (J = (a,b)—o0 < a <z < b < o0)
araligindan alintmg her bir degerine H dan bir f(z) eleman: kargihk gelirse o za-
man J de f(z) eleman veya vektor degerli fonksiyon verilmigtir denir. Eger J den
almmug her bir £ e H da dSniigiim yapan bir A(z) operatorii kargilik getirilmigse o
zaman J de operator degerli A(x) fonksiyonu verilmigtir denir. Vektor (operator)
degerli fonksiyonlarin limiti, stirekliligi, tiirevi ve integrali v.s. skaler degerli fonk-
siyonlarn (matris degerli fonksiyonlann) tammlanna benzer gekildedir. (Kato,
1980)

H; = Ly(J,H) ile J aralifinda tammlanmg degerleri H a ait Bochner anla-
minda kuvvetli dl¢iilebilir (Yosida, 1980) ve

f If(@)|2dz < oo
J

kogulunu saglayan f(z) fonksiyonlar kiimesi olsun. H; e ait f(z) ve g(z) fonksi-
yonlanmn skaler ¢arpimini

(f.gn = /, (f(2), g(2))de

geklinde tamimlayalim. Burada (f,¢)1 H daki skaler carpimm gisterir. Bu ge-
kilde tanimlanmig bir uzay ( )g, skaler carpim ile bir Hilbert uzay1 olur. H mn
aynlabilirliginden dolayi H; uzayin da aynlabilirligi ispatlamr.

A ayrilabilir H Hilbert uzayinda tamim kitmesi D(A) olan kendine eg operatér
olsun. Eger f € D(A) iken

(Af, F) 2 (£, f) ((Af, f) < B(F. )

kogulunu saglayan reel v (reel 3) sayisi varsa A ya alttan (istten) simrh operator
denir. Ozel olarak v > 0 (B < 0) ise A operatoriine pozitif (negatif) tammh

operatdr denir.



Eger f € D(4)
(Af,f) =0 (4f. /1 <0)

ise A operatdriine pozitif (negatif) operator denir.
A = A4* alttan suurh ve tersi 47! tam siivekli (kompakt) operator olsu.

A7V in Szdegerlerini
12222 g 2. ( lim p, =0)
n—2xc
ve karsilik gelen ortonormal ézvektorlerini
€1.€92¢ e €ppucas

ile gosterelin.
Eger 4 = B! ise 0 zaman B operatoriiin 6zdegerleri
Al=— A =— A, = —...
Hi 12 Ha

ozvektorleri ise

dir. Yani A operatériiniin spektrumu sadece
A< L..a <A <. (lm A, =)
n—a

Ozdegerlerinden ibaret olacaktir. Bundan dolay1 alttan sl kendine ey ve ter-
si tam stirekli olan operatore saf aynk spektruina sahip operator denir. Simdi

A = A* ve saf aynik spektruma sahip olsun. 4 mn dzdegerlerini
AL <A <L < A
karsilik gelen ortonormal 6zvektorlerini ise
€1.€2,.00r€psenn

ile gosterelim. Bu takdirde spektral agihun teoremine gore (Mikusinski et. al, 1990)
keyfi » € H i¢in

o
r= Z(.r €k ek
k=1



ve z € D(4) oldugunda
Az = Z Ax(z, ex)ek
k=1
ozvektorlere gore agilim formiilleri dogrudur. Bu agilim formiilleri sembolik olarak

I=) (,er)ex (2.1)
k=1
A= Z/\k(~,6k)6k (2.2)
k=1

seklinde yazilir. Burada I, H uzayinda birim operatordiir ve son iki ifadeye siras
ile birimin ve A operatériiniin spektral agilimi denir. f()) biitiin eksende tanim-
lannusg stirekli fonksiyon olsun. Tanima gére f(A) operatérii (2.2) formiilii yardim
ile

fA) =) f)( ex)ex (2.3)

oo
k=1

seklinde tamimlanir. f(A) operatoriinlin tarum kiimesi

DO, ex)]? < 00 (24)

k=1
kosulunu saglayan ¢ € H elemanlanindan olugur.
f(A) min = € D(f(A)) etkisi, yani f(A)r elemam
Az =) fOe)(z, endex
k=1
geklinde gosterilebilir. Eger f(z) fonksiyonu simrh bir fonksiyon ise o zaman f(A)

operatériide simrh olur ve f(A) min normu
IlF(A)|| = sup [F(A)]
) AES
formiilii ile bulunur. Burada § kiimesi A operatoriniin spektrumudur:
S= {Al, A2, ceey )«n, ...}

émegin; e~> fonksiyonuna kargihk gelen e~4 operatérii,

oo

e = Z e (., eer

k=1
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seklinde tannulaun. Eger Ay > 0 ise o zaman

eM <1

ve hundan dolay1

et T

olur.

A4, H ayrlabilir Hilbert uzayinda tam strekli operator olsun. O zaman A*4

tamsiirekli pozitif operatordiir. A% A mu 6zdegerlerini

sy 2 aﬁ > e;), 2. (5o > 0)

serisi yvakinsak ise A operatoriine ¢ekirdek operator.

WE
Y

(2.6)

3
]
-

serisi yakinsak ise A operatoriine Hilbert-Schuidt (H — ) operatorii denir. (2.5)
serisinin toplanum ||A|[; ile (2.6) serisinin toplamum {|A[]; ile gisterelim:

o

4l = s Al = (i Si)%

n=1 n=1

[|4]]1 say1sma A operatériiniin ¢ekirdek normu. || 4|2 ye ise A mn Hilbert-Schmidt
(H — §) normu denir.

Cekirdek operatorler kiimesi o ile, (H — S) operatérler kimesi o, ile gosterilir.
o1 ve oy kiimeleri operatorlerin toplaun operatorlerle sayiun ¢arpim iglemine gore
lineer uzay olugturur. oy ve oy lineer uzaylarinda A elemaniun normu sirasiyla
[4flx ve [|4flz ile tanunlanrsa o1 ve o3 uzaylanm Banach uzayr olugturur. Her
zaman

oy C o
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saglamr. H da tamimlanmig biitiin lineer sumrh operatérler kiimesi B(H) olsun
B(H) kiumesi iki operatoriin toplami, operatérlerle sayinin carpimi ve operatdriin

normu iglemlerine gore bir Banach uzay: olugturur. Eger
A € B(H) , B € o
ise 0o zaman AB , BA € o, ve
[ABl: < llAlIBI. 5 [1BAl < [lAlIB]lx

olur. Ayni gekilde eger
A € B(HY B € oy

ise o zaman AB , BA € oy ve
AB|lz < [|AllliBll=  ,  [1BAl2 < [[AllllB]l2

olur. A>0, A € o3 iseozaman A mn s—sayilan A nmin ozdegerleri olur.
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2.2. YARI EKSENDE VERILMIS OPERATOR KATSAYILI

STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN GREEN
FONKSIYONUNUN INCELENMESI

Bu boliunde
—y" + QY + py (2.7)
y'(0) — hy(0) =0 (2.8)

(2.7) diferansiyel ifadesi ve (2.8) smur kogulu ile olugtwrulan L operatoriiniin Gre-
en fonksiyonunu bulacagiz. Burada Q(.r) .« in [0. o) arahgmdan alinnug her bir
degerinde H Hilbert uzaymda douniigiim yapan operator. h kompleks sayi. g > 0
reel sayicr.

1-) Q(+) = Q*(x) operatirlerinin tanmn kitmesi olau D. & den baguusiz ve D = H
olsuw.

2-) f € Digin (Q(u)f.fy=(f.f) ve Q7 '{r) H da tam siirekli olsun.

3-) v — s €1 oldugunda

[Q(s) — QUNQ™ ()|} < ele — 5| 0<a< %

4

olsun. (e=sht. > 0)

4-) |« — 3] £ 1 oldugunda
Q1)@ *(s)] < €

olsun.

5-) F(x) = ;i W . fox Flr)dr < x olsun. Burada, a(r) <
aa() .. L ag(e) <. Q) in 6zdegerleridir.

D(L) ile [0, 0c) araliginda tammlanng degerleri D ye ait ve agagidaki Ozelliklere
sahip y(w) fouksiyoular kilmesini gosterelim.

1-) y(@) ve y'(«) [0,oc) araligmm her soulu arahgimda mutlak stireklidir.

2-) 4'(0) — hy(0) = 0

3-) —y"(2)+ Q(a)y(x) € Ly(0.oc:H)



9
Tanun ktimesi D(L) ve y(+) € D(L) olmak iizere
Ly=—y" +Qr)y

ifadesi ile tanmimlanan operatdrii L ile gosterelim. L ye (2.7) ifadesi ve {2.8) kogulu
ile olugturulan operator diyelim.
Agagrdaki Ozellikleri saglayan G(x, s, ¢t) fouksiyonuna (2.7) ve (2.8) ile olugturulan

L operatortiutin Green fouksiyonu diyecegiz.

1-) Gle.s,1) 0 € wos < o araliginda H da donigiin yapan @ ve s in stivekli
fouksiyonu olan operatdr fouksiyondur.

2-) r # s degerlerinde G(w. s, g) niin birinei tiirevi siivekli ve
Gl(r,0+0,p4) - Gle, e —0,p)=-TI
3-) G(a. s, p) ikinci tiiveve sahip operator fonksiyon ve
— Gl (s 1) + Gl p)QS) + UG, 8, 1) =0 (2 # 5)
4-) G'{«.0.4) — hG(«.0.4) =0
(2.7) (2.8) probleminin Green fouksiyouunu bulmak igin
"+ Q& +py=f (2.9)

y'(0) = hy(0) =0 (2.10)

siunr deger probleminiu Greeu fouksiyonunu bulalun. Burada € sabit sayidir.

\ = (Q(€) + uI)'/? olmak iizere (2.9) (2.10) probleminin Green fonksiyonu
-1
Goglr,sp) = (I (b= YR )T (21

dir. Go (e, s p) Green fouksiyouu

*Goye

(e ) + (QE) + kDGugle s p) =0 (2 #3)
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denklemi ve
s1n)|  —hGoglx,s,p)) =0

8=0 s=0

Gy,
Os (,

siir kogulunu saglar.
(2.7) diferansiyel ifadesi ve (2.8) simir kogulu ile olugturulan operatoriin Green

fonksiyonu G(z, s, ¢t) yii
G(w,s,p1) = r(x — 5)Go ¢, 3, p1t) + G1(x, 5, ) (2.12)
geklinde arayalim. Burada r(z, 3)
1 r—s]<3
rz—=8)=40 |r—s|>1 (2.13)

herhangi skaler degerli, kompakt support, keyfi mertebeden siirekli tiiveve sahip
bir fonksiyondur.

(2.12) ifadesi diferansiyel ifadeyi saglamal: yani
~Gyy + Q(8)G + pG = §(x — 8)I (2.14)

veya

-GL+Q5)G+uG=0 r#s

dir. (2.14) i agagrdaki gekilde yazalun
G+ Q)G+ UG = —Glly + QEIG +(Q(s)— QENG + G = 8(x — )T (2.15)

(2.12) dan tiirev alinirsa

62G o2 62G1
02 53‘2‘[7’(1‘ —5)Gye] + 5e
bulunur.
IGoe dGo.
35— " {(x —8)Gog +r(x — 3)———63
PrG FYel 2Go.
———2820’5 =r"(z ~ 8)Go,e — 2r'(x - .s:)-—Fzi +r(c—s) 6.93 & (2.16)
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dir. (2.16) y1, (2.15) da yerine yazal.

02 32
a2l " pa
+ QUEr(x — $)Gog + QUEIG + (Q(s) — QUENGaer(x — 5) (2.17)
+(Q(5) = QUE))G1 + pr(e — )Gog + pGy = b — )
_62G0,5
Os?

oldugundan (2.17) ifadesi

IG
-tz —3)Gyg + 2" (v — 8) -F(:ﬁ —r{x — s) Gy

+ Q(6)Gog + pGog = é(x — s)I

0Goe O
D — aszGl + Q)G

+(Q(s) = Q(&))r(w — 5)Gy g +pGr =0

=" = 38)Gog +2r' (2 — )

olur. Buradan

Gi(r,s. 1) = / { —r(x —)Goe(Q(n) — QN +r"(r — G
0

aGo_g
i)

(2.18)
-2/ (x — )

}G(v;, s, pi)dn

bulunur. Bu ifade £ nin bittiin degerlerinde gecerli oldugundan € = .« degerinde

de saglamr. (2.18) de & yerine .+ yazalun.

GI(.I-..,».,,)=/ {—r(.r—znGu.AQ(n)—Q(.r))
J0 v
oc (2.19)

+ (e = Gy.r —2r'(xr — p) 03" }G(n. s, )dn

Go (o) ¥t gl ) Hle gosterelim. (2.19) denklemi

Gi(r,s.pu)=— / { + (e = n)gle. . ) (Q(n) — Q) = ¥ — qg(x, g, 1)
Jo

0 .7‘ 9 't
) %’-’Q}G(u- s, p)dn

+ 202 -
olur. (2.12) dan

Glsap) =t = gty - [ {r(-r—r/).«i(f-?%/l)[Q(n)—Q(-z')]
" 2.20
Ay, . 1) ( )

— "z —nglr, g )+ 2" — ) o }G(n,s,,u)(h]
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bulunur. Burada x = (Q(z) + pI)!/? olmak iizere
41
gla,s,p) = A (e — (h— x)(h 4 )T e

dir. (2.20) ifadesi (2.7)-(2.8) probleminin (formal olarak) Green fonksiyonu icin
elde edilen integral denklemidir. ’

Biz bu integral denklemin ¢oziime sahip oldugunu ve elde edilen ¢dzlimiin (2.7)-
(2.8) probleminin ger¢ekten Green fonksiyonu oldugunu gosterecegiz.

(2.20) denklemi agagida tanunlanan uzaylarda gozoniine alinacaktir.

X, uzayn: A(z,€), H datammlanmg (0 < 2,€ < oc) operator fonksiyon olmak

/00 d.z'{/Do ||A(.r,{)||2d§} <oc  olsun.
0 0

L ocd > w ,

x \/ e [ eoe

formiilii ile tammlamrsa X; uzay: Banach uzay: olugturur.

X, uzayr: A(x,£), H datammb (0 < r,€ < 00) (H — §) operator degerli

lizere

Bu uzayda norm

A

fonksiyon olmak fizere

‘/’Jc dr {/°c [|.—1(‘r,§)|[§d§} <o  olsun.
0 0
I4]x, = \/ / dz j (. )12
0 0

ile tamnlamirsa X3 uzay1 Banach uzay: olugturur.

(2.20) denkleminde r(xr — s)g(a, 5,4} € X3 oldugu ve

Bu uzayda norm

/0 {r(-r —mgle. . )[Q(n) — Qz)] — r''(z = n)g(x,n. 1)

+2r'(x - n)?g(g’T”'m}G(n.s.p)dn

nn bu uzayda Biizen operatdr oldugu gosterilirse (2.20) denkleminin ¢oziimiiniin

varlig ve tekligi ispatlanmig olur. r(a — s)g(r,s.4) € Xz yani

/. / Ir(x — 8)g(x, s, p)|3drds < oo
-Jo Jo



oldugunu gosterelim.
Once |r(x = sjglr.s, p1)jii normunu bulahm. g(r,s,u), 2,5 ve g nin her bir

degerinde normal operatirdiir. [r(x — )| < ¢ oldugundan

oo
Ir(x = )g(z.sop)ll3 < Y [AiCes s, p)]
i=1

olur. Burada (. s, 1) g¢(2,s, ) operatoriiniin 6zdegerleridir.

rix — s)gla.s. )3 < flr(x = s)\ e Nle=el)2

(2.21)
+ e —s)h + \)_I(h - \)e_\("l's)“g

dir. Kendine ey operatoriin spektral agilimina gore
SO s 2
e = s)"Lem o2 < 2 i (M)
i=1 Vajle) +

x —.l aj(r)tp jr—s|
<

=1

e, o
/ / ”7'(‘1'—3)\—16—\|r—8'||3d.rds =/ (lr{/ (= )y~ e =24
0 [

w0 mu—q\‘ﬂ“ﬂmd}

oc X =2\ aile)tp x
< (.'2/ dr Z e v 2Vlr) b sy
0 aj(e) +p

=1 0

o Q; (1)+u xr
+Z j / 2 fa, (o) tn "’ds}
j=1 OI(‘I)+#

P

<¢ [ (s - s o )
=) L 2a;(x) +pP? Aajlx) +upl aj(d)+#)”’

20 X =2\/ajlr)+p
< (3/ (l.r(z ! - £ ’ )
¢

S (ajlx) +uPl? Aajlx) + Pl

oc o 2\ /aj(r)+p s
< 2 / da.(ze—‘_’\/n-,(r)+ﬂ r € !
JU
]=

+i62m r e~ 2V (O+u
= —2(aj(x) + p)*/?
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aj(z) 21 . p >0 oldufundan e 2Vailtlte <« ¢72 <« 1 dir. Buna gore son

ifade
= 1
< / dl( ——————)5
A O e e

=

(kogul 5) kullanilarak )

x>

P 1
< c2/ dr E — < .22
0 =1 aj(.r)3/2 ( )

[V
[

bulunur. Simdi ikinci terimi degerlendirelim.

iz — s~ R 4 x) TR = x)e |2

—yajlx)tp (t+s)
2 Ny iy -1
<e Z( \/mru aj(@) + p)(h +y/a(x) +p)

— V(@) + p)(h + Vaj(x) + )7

) <

< ¢ oldugu gdzoniine ahnd.

Burada |(h

aj(z)+p (r+s)

< dir.
= ; aj(x) +p N

/ / Iz — )" (R +x) R~ Ve M) 2d0ds
0 0
oc g aj(r x
< 62/ d.r(z e_._(l/ 2V () "’ds)
0 =1

)+ p
6“2\/0.1'(1')'*'# 8 ’-’0)
—2(a(z) + )32,

0 oG
SCZ/ (lI(Ze_QV‘V(’H" *
1] 3
=1

(kosul 3) kullamlarak)

oc

e 1
< 2 dr _ <
_C/O lznjmm o

J=

2.23)

—



. ' )
bulunur. {2.22) ve {2.23) den

/OY /(T( l[r(r — s)gla, s, w))2deds < x
olur. Yaui r{« — s)g(w. s 1) Xz nzayma aittir.
Al < 4]l
ozelliginden ||r(e — s)g(a, s, )il < (e — s)g(ar, s, )]z oldugu goziniine ahmrsa
r(x —s)g(r,s,pu) € X (2.24)
oldugu gkar.

Teorem: Eger B Bauuch uzayiuda lineer A4 operatdrii [|4]] < a < 1 eyitsizligini
saghyorsa o zaman (I + A)~! var ve simrhdir,

Simdi g > 0 degerlerinde

Ni= / {"(1‘ —mglz.n, )[Q(n) — Q)] = r"(x — g(x, . 1)

o g (2.25)

+ ?.7"(1' - 7I)M}'-l(7l’ _t})(hl
7))

operatoriniu X, uzaymda biizen operator olduguuu gosterelim.

NA=N1A+ N4+ N34 olmak tzere N1 A y1 smurlandiralun.

Nid= / r{r —n)glx,n.)[Qn) — Q(2)]A(n, s)dn

9

- / r(x = Mgl 7. 10[Qn) — Q)] Ay, 2)dn

fe=nl<1
+ / r(x —gle.n. Q) — Q) A(n. s)dy = ay + by
i[—.l[|>l
N2 Allz < Haslle + 1512 VLAl < 200kl + 18103

ozelligini ve (H — §) operatdriiniin normu i¢in agagidaki teoremi kullanacagz.



16
Teorem: A ssmrh, B (H — S) operatdrii ise o zaman AB ve BA (H —5)
operatorii olur ve
ABll2 < |AlIBll2 [IBAll2 < [ Bll2]|All

saglanir. (Bu teoremin ispat1 (Kato, 1980) bulunabilir.)

leall = |l / r(z —n)g(z,n, 1)[Q(n) — Q)] A(n. )dnll3 (2.26)
je—n[<1

2
s( / II’r'(f—rl)y(af,u-u)[Q(n)—Q(a')]ll-llA('/,a‘)llzd'l)

|£—n]<1

(2 = g (@ n, IR — QDI < llr(x = m)gla.n. w)Q (IQ™[Q(n) — Q)]
seklinde yazalim. Kogul 3) den
< cle = Q" (x)r(x — mglx . )

bulunur. Béylece (2.26) nin sag tarafi

2
(e = gl n )I@() ~ Q(a‘)]ll-llA('z-S)Ilzdn)

jr—nj<1
2

<o [ le-miertrts - mote A0 )

[z—n[<1

geklini ahr.

[(x = DIQ*x)r(x — n)g(x.n. |- | A(n. 5)]|2dn
lz—n|<1
I — )l = I NQ (e 2 eI e =] Ay 5)]|2dn

|e—nl<1

N} =

(2.27)
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dir. [@*(z)x™?¢|| w smurlandiralim.
1Q*(2)(Q(2) + pI)/* (7279 = Jsup_af(@)(ax(e) + )220
<z
< sup (oq(z)+ p)*(au(z) + u)“ﬁ{—‘
0<e<oo

< sup  (oa(e)+p)m
0Le<o0

€>0 nu (=a-— 2—'2‘2 < 0 olacak sekilde secelim.

O zaman

@ —L—E c
Q°(z)x~*~¢|l < i (>0 (2.28)
bulunur. |[|(z - n)**ex!*er(z — p)e~XI*=|| y1 simirlandirahm.

” I(z — ’7)|1+6X1+5r(1' —_ n)e“xlt—fllu

1
= sup |(x = n)["*or(z —n)aj(z) + p) st @HNT o o

a;(2)+u>1
(2.29)
(2.27), (2.28) ve (2.29) den
2 cz —& ?
lat < ([ be—al A )lean)
. le—nl<t1 (2.30)
=S [ -l [ e~ A, oy
le—n]<1 |lz—n'[<1

yazabiliriz. (2.30) egitsizliginin [0, oo) arahginda z e gore integrali alimrsa

le o] c o0
[ i< 2 7] [t -ar i slaen

jz—3|<1

e ' A, 8)ll2dn'] dz
e—n'<1

bulunur. n —z=u , 75'—2=1v' donigiimii yapilirsa son ifadenin sag tarafi



18

2 oo R
S [ [t [ WA s
Ja}<1 Ja'I<1
2 o
= ;cz / lu| "¢ du / [u'[_"’du'/ |4 + u.s)l2]| Alx + o', 8)|[2dx
Juls i<t ’
2 o 1/2 o 1/2
<= / |u] ™ du / |u'|_€du'(/ “A(-.v—l—u,s)”%d.r) (/ HA(a’+u',s)||§d.1‘)
P fuil<t ’ ’
c2 x ) 1/2 e 1/2
<% / [ee|*du / |u'|"‘"du'(/ ||A(v,s’)||§dv) (/ ||A(v',s')|(§dv'>
¢ [u|<l |u’]<1 * v
e 1/2 x 1/2
,24 / lu|~*du / [o'|~*du’ (/0 ]]A(v.s)[}.{“z’dv) (/u “.—1(1".3)”3(11")
Tt

oG c2 ] 2
< l2<( / ||~ Edu)/o ||.-1(v,s)||§(lvgﬁv/0 l4(e. 8)||3dx

geklini alir. Boylece
7 e B
lealfy, < S5z [ Bt o)Bae
bulunur. Yaui
c .
llaa|lx, < N—(;H-"l(lhs)llrz (2.31)
dir. |[vr— g} >1 oldugunda r(x —n) =0 oldugundan b; =0 dir.

Nod ve N3A min simrlandinlmas: igin asagidaki Lemmalan verelim.

Lemma 2.1: K(z,s) & ve sin{a.b) den (—oo € « < b £ oc) alinimg her hir

degerinde H da suurh bir operatdr olsun. Eger

b b
/ | E (2, s)l|de < M ve / [ (e.s)lds < M

ise o zaman

b
Af(.l')Z/ L, s)f(s)ds
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integral operatori La(«, b, H) Hilbert uzayinda siirh operatordir ve
”A“Lz(a.,b;H) <M

dir. Bu Lemmamnn ispat: agagidaki bilinen Lemmaya dayanir. (Smirnov, 1964)

Lemma 2.2: (a,b) x (a,b) de tamumlanmyg K(z, s) operatdr fonksiyonu
b b
/ |K(z,8)|ds <M  wve / |K(z,9)lde < M

kogullarim saghyorsa )
Bf(z) = / K(2,3)f(s)ds

operatdrii Ly(a, b) uzaymnda simirh bir operatordiir ve

IIBll < M
dir. Yani,
b b b 2
IBFI? = / |Bf(z)Pde = / / K(z,5)f(s)ds| do
a a :
< M? / f(2)2de
dir.
Lemma 2.1 in Ispati:
2 b 2
A sy = [ 1A ds
5| pb 2
—_—/ /K(‘x,s)f(s)ds dz

H

b b 2
</ { / nmx,s)f(snus} da
Lemma 2.2. den

b b 2 b
/ { / & (z,5)] IIf(s)Ilds} do < M? / If(e)|2de
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dir. Béylece b
14 ey <27 [ MNP
veya
Al Latabsy S M FllLocabimn
bulunur.

Lemma 2.3: I'(«,s) Lemma 2.1 deki ozelliklere sahip olsun. O zaman

b
TA(x,s) = / A(E. )R (&« )dE
a
integral operatorii X3 uzayinda simrh operatordiir ve

1T, <M

ispat:

b b
Iz, = [ / T A2 deds
b

b
/ A6, ) E (€. 2)dE

drds

2

b
S// /H-l L)L )|z d{} drds

2

b
< / / / llA(é.s)Ilzlllf(f..r)lldé] drds
b- b
3.112/ [/ IIA(é,s)H%dE] ds

= M?|| 413,

Boylece ||TA|2Z, < M||A|l2, veva ||T|| < 3 dir. Bu Lemma X xi

uzaylan ic¢in de gegerlidir.
Lenuna 2.3 4 kullanarak N,A4 ve N34 operatorlerinin g > 0 nin bityik dege-
rinde biizen operatdr oldugunu gosterelim.

N,A nin cekirdegi r (z — ng{x.n, p) v gozoniine alalim.



[\
-

IT“(I — 1)} < ¢ oldugundan

lr (& — mgla.n.wl < cllgla,n, w)ll

olur.
e " C
/ r (& —mgla,n, plldy < — (2.32)
0 I
oldugunu gosterelim.
I (2 = mgla,n il < e(lgr(@m wll + g2z, wll) (2.33)

llgs (.l =[x~ e =il

=Y (ajte) + )77 emVasRTHE e j)e]
j=t

< e~V aile)tujr—a]
= {ajln) + )17

< _l_e—ﬁll—'ll
7

S — == le=l gy < L/me—ﬁlr—nld
/OH( /DD ”""\/Eo n

= % (/ c“/m’_”)dn 1 '/ﬁQ c‘/“_‘(”_")(h])
H 0 x (2.34)

1,, ((’“‘\/ITI ]' 6‘/'7" __,C“\/I_“* 1 L_\/E'I )
£

\4/'[7 \I/ﬁ 10 V/ﬁ

T

=—(2-c V)< S
| T n

N

lga(sm )l =[x "HA+ )7 — e T

da aym iglemlerle simurlandirihir ve boylece

e (5
/ I = gl < - . (>0
0



(W™
(W]

1 i ] N
buluunr, Lemma 2.3 den

o
{

1. <5 C>0
elde edilir.
it > 0 btk degerlerinde
¥l < ;1% L >0
olacak gekilde se¢ebiliriz. Benzer sekilde
INsllx, < < . (>0

s
bulunur. Bunuula N4 operatorintin g > 0 1 biviik degerlerinde X, uzayinda
blizen operator oldugunu ispatladik.
rle —mg(e.np. ) € Xy oldugunda (2.7) denkleminin g > 0 1 hiiyiik degerle-
rinde X uzaymda ¢oztuniinin varhigun ve tekliging gosterdik. Benzer sekilde X,

uzayiminda da ¢oziimiin varlig: ve tekligi gosterilir.

Lemma 2.4: Eger Q{r} operator fouksivonlar: 13 - 5 kosullarim saghyorsa o za-
man N operatorit g > 0 biiviik degerlerinde Xy. Xo. Xi") uzaylarnun her birinde
blizen operatordiir.

Bize gerekli olacak H da doniiglun yapan A ) operator fouksiyoularmdan

olugan ve normu agagidaki gibi tammlanan X\, X7 ve X" wzaylarm verclim.

(A, l/)H‘)\ = / (].r{ / AL Q0 }"’:h}}
1 Jo Jo
~ x
ACeI L = / (].I'I / U ACea)Q7 ) lﬁlh,}
i J0 l }
lACe )y = sup / DAL Q7 oy
A n<ra~ Jo

Bu uzavlar ilk olarak BALLevitan (Levirau. 1968) rarafindan rammlanmiy ve

Banach uzay1 olduklar ispatlannngtir.
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Lemma 2.4. in ispatina benzer sekilde agagidaki Lemma ispatlanabilir.

Lemma 2.5: Q(z) operatdr fonksiyonu Lemma 2.4. {in kogullarim sagliyorsa o
zaman g > 0 biyiik degerlerinde N operatori st),Xés),X is) uzaylarimn her

birinde bilizen operatérdiir.

G({x, s, p) =r(z — s)g(z,8,p) — NG(n, s, )

integral denklemini g6zoniine alahm. Lemma 2.5. e gore r(z — s)g(z, s, i) terimi
Lemmada verilen uzaylara ait ise o zaman integral denklemin g > 0 degerlerinde

coziime sahiptir ve ¢oziimde XV, X$, X! uzaylarma ait olacaktir.

Biz daha once r(x — s)g(x, s, ¢) niin X, uzaymna ait oldugunu gosterdik. Bun-
dan dolay1 (2.20) integral denkleminin g > 0 1n biiyiik degerlerinde ¢6ziimii X, ye
ait olacaktir. Asagidaki Lemmay ispatlayalim.

Lemma 2.6: Q)(x) operatdr fonksiyonu 1) ve 2) kogullarim saglasin ve ek olarak
|z ~s] <1 iken

1Q'*(2)Q  *(s)| < e (2.35)

olsun. Bu takdirde

82[7'(1‘ - s)g(w, 3, I‘)]
ds2

€ Xi_llz) z#s

yani

sup /:o 129 g-172(4)ds < oo

0<zr<c 0s?

olur.



ispat:
cup / IIO-W-_.s)girt.p..<.;t))Q~1/2($)dsI
0<r<x Jo 0s* I
Pr(r — ) Or(x — 5) Og(a.s.ut)
= S — S. b 2
ogs}lgwc 0 “ D2 S ds s
a"’ KN o
(e =)= J(al.ez ")Q—l/—(.q,(u

< sup/ H&,U_s)g(,r.x.//)Q"l/"’(s)
0

0<r<x
Or(x — %) 0y —1/2
2 . A, Wes )G ) ds
“L‘oél‘fx/o ” T 9 QT ) d
* Pyl s. ,
+ sup / rla — "')"“ﬂ‘li-;—ﬁ)'()-”'(a)}dﬁ
0zr<x Jo 1 a-“' i

(2.36) da tg¢iincit toplam surlandiralnn,

89(1 w[l

' (2 = 5)—2 = Q7 2(s)

c

X

<e(

l[\f_\lr_sl —\(h—=\)Nh+ \)_'lf_\”""")] O35

IA

Ve TMElQ2 ()

Vh =\ Mh 4y )-I(—-\(r+sJQ—1/2(3)ll)
\(—\]t—le—l/Z(.r)Ql/'z('?.)Q—l/Z(s)

[ =)k TG Q)

)

{2.35) dan
<ef
<ef

spektral a¢ilima gore

f_\l"'"l\Q_l/z(.r)“ + “(h —\Wh+ \\"\(_‘“'"""”Q_l/z(,r)”)

f—\[f—al\Q—l/z(J.)” + !

(_\(I+S)\Q~1/2('r)!‘)

_r(e_V“‘”H"l’_”l o,(,r)+;m1—”z(.r\+(_\/“‘(”+”“‘+”) /o —1—;101 172 .r))

220 $2>20iginx+s 2> |r— s oldugundan

< ca7 ) farTaT T e VAR
< (,‘/’)6—\/a1(r)+u|1‘—s|



bulunur Boylece

2

r(e — S)Z‘j )Q_1/2 < elp)c —~v/ai(x)+p|z—s

olur. Buradan

sup / r(w—s)—g(,z-,s,/l)Q V2(5)lds < e(p) sup / ~Vear( tale—sl g,
Psr<aeJo "0s 0<1<x
- C(ﬂ) e (/I C_\/‘m(lf—a)ds_]_/x’ e_\/m(s—.r)(ls)
0<r<x 0 .
1
=S Tt (237)

0<r<as yar(r) +p

elde edilir. ( Burada a;(2)}) > 1 , g > 0 oldugu gozoniine alindi.)

(2.36) egitsizliginin ikinei toplamda benzer gekilde simirlandinhr. Buuunla
Lemma 2.6 ispatlannug olur.

N operatériiniin g > 0 biiyik degerinde Xi_l/ =) uzayimnda hiizen operator ol-
dugunu gézoniine alirsak Lemma 2.5 den G(x, s. ) operator fonksiyonunun bu

uzaya ait oldugunu goriiriiz.
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2.3.GREEN FONKSIYONUNUN BIRINci TOREVi

(2.20) denkleminin s degigkenine gdre formal olarak tiirevini alalm.

Z—f(r’s’“) = %[T(T —8)g(x, 3, )] —/; {7'(1" = 0)g(, 1, 1)(Qn) — Q(x))

dg(r.n,
—"(x = g nap) + 20 (e — n)%} (s 1)y
(2.38)
X;p ! (p>1) Banach uzayinda asagidaki integral denklemi gézéniine alalim.

a X
K(xr,s,p) = E("")_/ {r(r =gz, n. ) Qn) — Q(x))
) 0 (2.39)

. dy(x,y, .
—r"(x —glz.n, 1) +2r'(x — n)i(la',;]—m}h(n-&#)dn

%(r(x —s)g(x,s.u)) € X;"’) vani sup fo |:2(rg)|[Pds < o oldugu gbste-
0<
relim. Bizim i¢in

(.%(rg) € X;l) = X3 olmas: yeterlidir.
d | , h)
35 T =89 ) = =" (e = s)gle.s.p) + 1 = ) (5.0
S

r(z — 3)%%(1.3. @) € X3 oldugunu gésterelim, diger terimleride benzer sekilde
gosterilir.

——6 \(8—1)+ (h+\) l(h \)6—\(1"1'-8) r<s

%2 _ )
0£(l-,8.ﬂ)“{ .l ’_\(1'—3)+ (h+\) (h _\) —\(I+q) s<r (—.40)

s> ¢ i¢in ilk terimi sumrlandiralim.

sup [ - 3re=\=4)||ds < oc oldugunu gosterelim.
0<r<oc

[r| < ¢ oldugundan,

e - B e P
2

20 1 1 0 _ _
sup / - —re"(s"’)ﬂds < 5€ sup / ¢~ Vealatuls—a g,
o0<Lr<x Jg 2 < 08r<x Jr
x
Slc sup {_ 6—\/u1(r)+u(s—r) }
2 g<i<x oi(x) + e r




i)
-1

~ e

_ EC sup l_ o ‘_‘L“__ \/m(:)+nr -\f (r)+m[ |
- o - ré ¥ I3
2 ozr<x Vol )+l’ !.L-I
>0 ap(r) 21 oldugundan.
i l ©osup [;] i ‘
2 ﬂ(r('\r \/ﬂt‘l\+“ \'/l_l

Diger terimlerde benzer sekilde simrlandinlarak sonugta, ¢ > 0 biiyiik degerlerinde
0
—(r X
0.*‘( g) € Xj

bulunur. Buna gore R{r.s.y) de X;") uzaymm ve ozel olarak .\';1) = X,
uzayuuu elemanicar.
s < & oldugunu varsayalim (s > & iginde benzer sekilde incelenir). (2.39)

deukleminin > dan s e kadar integralini ahrsak,
/ K{r.s p)ds = rgae.sop) - / {7'(.1’ ~migle. . e Q) - QLr))
g S0

gl ) + 2 (o — ma"La';"”—}} [ Kty
{ g~ o

2.41) denklemi (2.20) denklemi ile aym olur.- (2.20) deuklemi tek ¢ozitime sahip

(2.41)

oldngundan .
/ Kle s p)ds = Gla s p1) (2.42)
Jx
olur. s # & icin N(r.s ) operator fonksiyonu siivekli ise yani h — 0 iken,
[ (e s+ i) — Rgaos.pj]| — 0
ise 0 zaman (2.42}) esitligiuden s e gove titvev alabiliriz ve
K(r.o.p) = %ii(.r..s,/() (2.43)

ohur.
Simdi (. 5. ey operator fouksiyouunun sitvekliliging inceleyelim. {2.39) denk-

lemini asagidaki sekilde yazalun.

K{r.ao) — ng = — / {ry(.:'.i,'./l)(Q{ ) = QUeYy - Mglaeiyg)
0 ~
127 ey, //)} —jl—ii;/ sopddy - / {l'g(.z'. na Qi) -QLe)y (2.44)
0

A

ary
-1'"3/(.:'.1/.;1) + 2 :/ (gt )J \{1psopi) - 7)—:,-(//.3.;/)}1]//



. ur
L{rv.s.p) = K{r.s.p) éf(x‘.s.;:)
{aos.p) =~ /0 {rg(.z'. Q) - QleY) - rgla.y. u)

+ 2" (L. /z)} %(q. s dy

geklinde gosterelim. Boylece (2.44) denklemi
X
L(ooso) =Hae s p) = / {l'g(.l‘.)]./l)(Q(l]) — QU&YY = Mgleyan)
Jo -
(2.45)
+2rg (. /1)}[(7}. soq)dy

seklini alir ve buradan

AL(r.s.pu) = A(a.s. 1) — / {ry(Q(l/) —Qe)y =g + ‘2/"5/'}AL(I).5./1)(I}/
Jo

(2.46)
elde edilir. Burada
AL(w.s. iy =L{e.s+h.p) — Lix.s 1)
Allees.py=Haos+hog) —lwsop)
dir. {2.46) denklemini
AL = Al— N{AL) (2.47)

seklinde yazalim.
Elemanlan H uzaymda déniigtm yapan smurh A{e. ) operator fonksiyonlarn
(0 € ..y < ) olan ve normlan

AL ilx, = <sup sup || A y)la

U< <X 08 x
seklinde tanmmlanan Banach uzayim Xj ile gosterelim. Lemma 2.4 de oldugu gibi
N operatdrit g > 0 biiylik degerlerinde X5 uzaymda da biizen operator oldugu
gosterilir.

Buna gorve (I + V)71 var ve sirhdir.

I+ N)Hxs=4



olsun. (2.47) denkleminden
LN, = ApAdixg 1240

bulunur. Burada 4 = ||[(I + X))~ dir.

Lemma 2.7: Keyfi ¢ > 0 igiu oyle é > 0 vardw ki, jh| < ¢ oldugunda
[ L{x, s+ hop) — L{w, s p)]jx, < & (2.49)

olur.
ispat: {2.48) den goriildigi gibi lemmamn ispati icin agagidaki ifadenin dogrulu-
gunu gostermek yeterlidir:

Keyfi ¢ > 0 i¢in 36 = &(c) varsa ki, |h] < é oldugunda

1 7y G
Al Y, < 1 (2.50)
olur.
Sabit é i¢in ¢ > é segelim ve
o= 4 "o 50t dry
Al = [ {rg(@Un) = Qo)) = "y + 2"} A S iy
JO -
2 y dry
+/ {ralQUi) = Quen) — "y + 2"y }Asav"(//-m p iy
3—( N
- " ' 0".‘/
+ {rglQumy -- Q) - g 27 VA (s i)y
Js4¢ 0.«
=dy -+ 1y - d3
seklinde vazalim.
llar]l xy 1 smurlandirabinn. @y igin g < s—¢ dir yanl, s—p > ¢ —y+h+s > +Hh

ve buradan |h] < é oldugundan —y+h +~ >+ 1 > ¢ —é olur. Buna gire 4

ve s in bu degerlerinde

ory ‘ b o2y
A_J(//..w.p) = g
5

o Bz (e Tt
JU !

dogrmdur. Boylece

L Org . [h] Pryg
h_\a—'u/..~./l‘;||11 = H/ 3 ,o/“/"“ +toudt
K] u 2
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< /Ihl "y = 2r'g" + rg"1(n, s + ¢, p)||dt
l’lhl
< J 0 N6"9)ns e +1@r"g ) s + 6wl + (g™ s s + )l ]t
olur.
folhl ”r%(n. s+t p)|lpdt  yi smrlandiralim.
% tiirevinin bir terimini alarak ssmrlandirmay: yapalim, diger terimlerde ben-

zer gekilde simirlandirlir.
1] g2 1 flal ‘
/(; Hrb—gg-(q,s +tp)|[pdt = §A lrxe X ydt

|7
SC/ sup  (a1(a) + p)be- Dm0t gy
0 a(a)+p21

[B] ¢ 3 1
S/ 5 sup (01(.1')+ﬂ)%(3+i—l])c—(s-}"—”)(“‘”)*’")z1—————(]t
0 Zai(r)tuxl s4+t—n

t 2 0 olmak tizere te™! <1 oldugundan

[ [A] '
SC/ __dl‘_sf:_/' .dt y -c Ih] < .Cb
o s+Ht—n T 2], (—¢& 2((—¢) ¢ —¢)

bulunur. Béylece

b
llas]lxs < A =0 (2.51)

bulunur. Benzer iglemler [laa|[x, ve [las|x, iginde yapildiginda sonugta [Levi-
tan,1968]
ALn, s p)llxg < <

bulunur. Béylece
. or
K(x,s,p4)— a—f(.r, s.q)

operator fonksiyonunun s e gore stirekli oldugunu gosterdik.
s = r noktasinda %21(1',3,;5) hangi sicrayisa sahip ise %—f(z,s, p) de aym
sigrayisa sahiptir.
%}(r. 8, p) niin stirekliligini inceleyelim.

%rf- =-r'g+ r%ﬂ- oldugundan ikinci toplamin birinci terimi i¢in iglem yapalim.

o
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r(z — 5) fonksiyonu ifadesinden gériildiigi gibi r%% . %% ile £ = s noktasinda
aymi sigrayiga sahiptir,
s < x igin,

0 -0
15 s+ hop) = S, s, )l

ifadesini sinirlandirahm. ¢ = 2 — s olsun. a;(2) = X olmak fizere spektral agihm

formiiliinden
”e—(t—h)\ _ 6—"\”11 < sup le—(t—h')‘/(z\+u) _ e—t‘/('\+”)l

(A+p)21

< sup Ie—t\/(+u)(eh (Atp) _ 1)
(A+p)21

< sup Ie"\/("+”)(eh\/(-’\+“’ _ 1)|
I<(Ap)EN

+ sup Ie't\/(’\""“)(eh\/('\"'”) _al 1)|

A+u)2N
=J1+J2

Jz i¢in: h — 0 oldugundan dolayr |h| < ¢t kabul edebiliriz. Buna gore Ve > 0
igin NV yi dyle biiyiik secebiliriz ki, A + # > N oldugunda

|C(z+h)‘/,\+u _ f,t\/z\ﬂ:, < (2.52)

¢
2
olur.

Jy icin: Nyi sabit tutalim. 1 <A+ p < N olhmak iizere h y1 Oyle secebiliriz
ki

fehVA+r _ 1] < (2.53)

¢
2
olur.

(2.52) ve (2.53) den

|C~(t—h)\'_ e—f\lH <eg

bulunur. Diger terimler iginde benzer iglemn yapihirsa

dg, 9
I3 t@s + hy) = S (eos, )l < ¢

S

bulunur.
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z # s igin %(rg) nin siirekli olmasi, z # s icin K(z,s,pu) = %(m,s,u)
niinde siirekli oldugunu gdsterir.
z = 8 sigrama noktasi igin %(rg) yi inceleyelim.
gg(rg) = —r'g+ r%% dir. r'g siireklidir. (2.40) denkleminde ikinci terimler

stirekli oldugundan ilk terimleri inceleyelim. & > 0 varsayahm.

1
r_ag = _—reﬁh\ ra—g = Ere_h“'
0Os s=r+h 0s s=i—h 2
6g 1 -2 1 h 2
- I x 7" =—=Z(re”"™ — Iy "% = al; N
[ras s=r+h *3 } * ?,(r6 X a2 h)
olsun.
1 _ _
lla(z.s.h)]| = || = 5(re™™ = In 7|
2 1<(+m<N Aty
¢ ~h(A+mE 1
+ -  su € b kwreen
2 aduoy ( Atp

1< A+ 4 €N oldugunda h 1 6yle kiigiik secebiliriz ki,

[ehOHmE _qp o _;_

olur. ¢ > 0 keyfi say1 olsun. (A + 1) > .V oldugunda N yi dyle bityiik secebiliriz
ki,

D
)
=
[

o

saglamr.

Béylece ¢ > 0 i¢in 36 = é(z) vardir ki, 0 < h < ¢ oldugunda
la(e.s.h)|lu < ¢

olur. Benzer gekilde A — 0 iken (h > 0)

99
"B

-0 (2.55)
H

sup  sup

I] 2
0<r<x 0<s<x

N[ =

gs=x—h
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oldugu ispatlamr.

Buradan,
drg org ] —2 l
su su - - == +1ly —=0 (h—0 2.56
Ogrgac OSsgoc [ 0s s=z+h Os s=r—h x H ( ) ( )
ve
oG oG
sup  sup l [a— ~ % + I] Y2 -0 (h—0) (2.57)
0<r<oc 0<La<oe S ls=zth S lo=s—h H

oldugu ispatlanr.
f € D=D(Q(x)) olsun. f elemammn (Q(z) + pI) operatdriiniin tanim
kiimesine ait oldugu agiktir.
Q(x)+ pl operatoriinil ffonksiyonuna uygulayalm. (Q(x)+pl)f = ¢ olsun.
Q(«) + I nin tersi oldugundan

f=x7"g

olur. (2.57) den

oG oG oG oG -
” [58—|3=1’+h - Els:r—h + I]f“ S “ [gls=r+h - Eq—l.s:z—h + ]]X 4

(@)=
bi

<ellg(a)llu
elde edilir. Boylece & = s sigrama noktasinda sigrayigmun —f e esit oldugunu
gosterdik. Yani
G, +0, ) — Gl(e — O, ) = —I (257)
dir. Bununla G(z, s; p) operatdr fonksiyonun s = z noktasinda sicrayiga sahip
oldugunu gosterdik.



34
2.4.GREEN FONKSIYONUNUN IKiNCi TOREVI

‘?,( - %’—“’ - /’ Lt Q) - QL)) — g + 2.'".«/’}%411,.«.;'):/:; (2.39)

ifadesind ayagidaki sekilde yazalun,

JG  Org ~ Jry
v f, o1y - RILPTLR G Y
B - /; atQUyy Quey) -y 4 20y i (1.5 q0)ely |
N oG oey 2
- Oy — Oy — g 10t _ Ly,
A {ratQuyy — QL — "y il L
Ll spe) = 9GOy e

O O=s
=~ 3 " roe dry
Norosopt) = — rgtQUypy = QUayy — g + 204" 5( 1. s gndy

S

ohnak fizere (2.99) denklemi

Lloos.p)y=Naosop) - / rg(QU) — QUe)y = oy + 20"V Ly s ey

J0

scklini alir. Bu denkiomin s ¢ gore titrevi alunrsa:

S ol . °
?)L = (f)l = /( ratQUp) — Qe 'y 2/";/’}?—;«’7/
Luluwur.
) Or
0,"”(.:'..1' 000y - (-(),—q( cor -0y = T

kullaunlarak

"N\

/
= (@1 = QUi ="y +20'5'} = [ raQup - QU =y 2y}

d
oX 1,

= [ﬂ.l’..s./l)

. x-(—3%) . . . . PO . .
bulumur. /) in X, 27 azayma ait oldugunn gisterirsek Lemma 2.5 e gore asagidaki
1
51
!

denklemin ¢ozimit var ve eoziim X nzaymsa ait olur.

Mwoso)y =i pr) / rglQuy)y  QUedy =g + 207 " Y (.. )y {2.60)
Jo

3

2
; \;_fl dy
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hiz.s.p) e Xi_%) oldugunu gésterelim.

(2,8, 1) = r9(Q(s) — Q(2)) — g + 20'g’
2
= [, @ = @y g s 2ty E18,
fn—s]<1 S

2
- [ ra@m) - Q) ~ sy 1 2y iy
fn—si>1 s

=a1 +az + a3

[n—s[>1 oldugunda a3z =0 dur. a € Xi_%)olur.
la2@~ % (s)|| yi simurlandirahm.

@ =1 [ Hra(@) - @) - g+ 219) Z01 Q-
ln—si<t - 2
< [, o MHra(@0 = Qe — 1y + 2y 250104 (o
fn—s|<1 3
< f [rg(Q@n) = @(e) = 1”9 + 20'g!)rg" + 1 — 240~ ()] dp
In—s[<1
< / l(g(@(m) = Q@) = 1"g + 20 g )" 904 ()1 dp
In—s|<1
+ / Irg(Qn) ~ Q) ~ 179 + 20'g/)(~2r' ")~ ()
lp—sl<t

+ / Ig(@(n) ~ Q(x)) = 1"g + 2 g' g Q3 (s))1dn
[7—si<y

=i+ L+ s
(2.61)

Burada |[J3] i siurlandiralun,

6= [ WoalQ@) ~ Q@ - g+ 2"

= [ lrol@en) - Q) -7y + 21
In~s)<t

X 3 (h ) 4+ ) XN~ (g



an
1Y)

birinei rerii alinarak islewe devam edilirse.

' . Iy P
/ “{’.‘/[Q('/."—Q(-')]“""y-i—i‘/';/}\r Iy st QU +p ) Q '—‘(-»)”4/1,
[g—aj<1
L

IN

/ H{ry{QUy) — QUet] = i"g 4 20y y TInmot@untun Ty
in—si<1
NQ) + pDF Q™% (= )l[edy

=) <1 oldngunda [[QF()Q7#(~)]] < ¢ kognin kullamlarak
<e / I{ralQUn — QU] = "y +2r'g" Y PN iy
Jy—<l<

buluur. Bu integrali Lemma 2.4 deki gibi siurlandirabilitlz, Diger terimlerde
strlandnilarak sonugta

hexite

Dulum.
{2.60) denkleminin ¢ozitmiiniin f ¢ D{Q.c)} oldugunda
oL

5-(.,*') = ME Ly F o)
~

denklemin sagladignn gosterel,

F e D{Qur)} olsun. O zaman (2.60) denklemi

M(f)y=1Ltf) - / LrglQUn - Qe g+ 2 Ny

Ty

scklind alir. Bu ifadenin sy dan s ¢ kadar iegraling alalio.

/ Mroscp¥ fids = / Iitwoso i Fds / LrglQupy — Quedl g v 204"}
T T 0

~

{/ Mioacn fidstdy
Buradan
[Clrem )y = Lirsgon] = [icros py = erosg o) f

o " ) ) . 12.62)
- / Tg(QUup) — Qi dy = 7"y + 20 g LG s gih = Ll sa i fdy
ta
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bulunur. .
f e, 1)) = 112, 5,12) — (o, 0, )] (2.63)

oldugunu gosterirsek (2.62) denkleminin ¢dzlimiiniin teklifinden agagidaki denk-
lem elde edilir.

[ 8@y, s = 10(2.8,) = £z 50,010 (2.64)

Buradan
Mz, 0)(F) = () (265)
bulunur.

G 0
L, 5.0) = (@, 5,00) = 52 (2,5, 1)

oldugundan (2.65) dan ve Lemma 2.6 dan 7 # s de %Z,Q nin varlig ve Xi_%)

uzaymna ait oldugu gikar. Boylece geriye (2.63) {in ispat1 kalir.

& or
(x,s,p) = — /0 {rg(Q(n) — Q(x) —r"g + 27"9’}—3—3(0,8’;4)6177

dir. (sg,s) agik araliginda keyfi Ssegelim. O zaman Q~?(s)Q(3) de H da smurh
operatdrdiir. Gergekten s >3, s=3+k+r(k tamsayr 0 < r < 1) olsun.
jz —s| <1 iken ||Q(z)Q@71(3)|]| < ¢ oldugunu varsayalim.

Q7'(3)QG) =Q 7' ()R ~NQ 7' (s - 1)..Q (3 +1)QEG)

Sedegligi dogrudur. @~ 1(s)Q(3) nin simrh oldugu yukandaki ézdeglikten ve ko-
suldan elde edilir.
lyi f e uygulayalhm.

sy = [ {ro@m - @@ - g +2r'g' | 20,000
= [ {ram - @) - g2 2D i san

|z—n|<1

+ {rg(cz(m~Q<x)‘>~r"g+2r'g'}‘?(—’g—)(n,s,u>(f)dn

S
le—q]>1

=a+b



[ —n > 1 oldugunda b = 0 dir.
a(a. s, ) v iki halde inceleyelim.

1-) j@ — s| > 2 olmasi halinde :

p—slzje—sf—je—=pn>1

integral altindaki fonksivon kendisi ve s e gore tlirevi suurh operarordiir,
2-) j« — 5| < 2 olmas1 halinde :

f=Q'oph b € H

vazalun. Bu halde de integral alundaki operatoriin kendisinin ve s e gore tiirevinin

sl oldugunu gortiyoruz. Buradau (2.63) {in dogrulugu elde edilir.

& # s igin Gix. s. y) Green Fonksiyonunun agagidaki denklemi sagladigum

gosterelim:
G .

5 = Gl s )iQUs) + p] (2.66)

aG _ Alry)

Js - (}ts

=3 4 oG
- / {ry(Q( = QN — g + 21"9'] -a—(:/. sopndy
o 0 '~

denkleminin s e gore riirevini alirsak.,
e & ryg OR
= di) (2.67)

@ = e o

olur. Burada

b , 410G
i = / [ry(()(l]) —Quyy— g +2r y'] s (1.5 1)y
Jo R

K= / {I'Q(Q(’I) — Q) ~ g + 2:,ly':l %CE(;/'. sog)dy
0 -
G

~ 0
* / ["-‘/(Q( 1) - QL)) 1"y + ?r’!/'} R UIRALl
dir. 12,97 kullamlarak s e gore tilvevi

20 _ " .
- PG
-i—[) {,-g(Q(q) — Q) =g + 2,-'91} E (4.~ ji3dy
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olur. Bu tiirev (2.67) de yazilirsa
G  &r ordg @ _

3~ 30+ 25 e~ = {79Q() ~ Q) ~ "9 + 2 |
0s2  9s? Os 0s Os? { (2.68)

* " () 826
-/ rg(@(n) — Q) —r"g +2r'g" o (. 5, )
bulunur. g(z,s, ¢) denklemi sagladigindan yani

2 @@ +ung=0  s#a

oldugundan
&g
72 = (@) +ul)g

olur. (2.68) de yerine yazilirsa,

2
aan = T‘I'g + 21~'g' = rg(Q(x) + “I) = {TQ(Q(S) _ Q(.’t)) r 7‘”g + 27"9'}

- / | {rg(cxn) — Q) —r"g + 27"9'}%("’3”‘”"
bulunur. Buradan

2 oo
?13 =rglQ(s)+ul]— /0 {TQ(Q(U)“Q(:C))—r"g+2r'g'}%(n,s, p)dn (2.69)

f € Dign

ZC ()= rolQ(s) + uI1(F)

o (2.70)
- [ {rat@ - @@ - g + 205 } S22
elde edilir.
[Q(s) + uIlf = a olsun. Buna gére (2.70) i
2
aaT?[Q(S) + pll e = rg(z, s, p)a
@.71)

0o 2
- /o {ry(Q(n) - Q=) —r'"g+ 2r'g'} ZT?[Q(S) + pI  adn
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geklinde vazabiliriz. (2.71) denklemi (2.20) deuklemi ile karsilagtuiralun. (2.20) nin
tek ¢oztime sahip oldugunu gozontine alirsak,

_0_’-‘(;

52 1Q) +pll 7 a = Gla.s, pa (2.72)

¥1 elde ederiz. Sou egitlikte [Q(5) + ul] 'a = f ve o = [Q(~) + ¢I]f oldugunu

gozontine alirsak (2.72) ifadesi

&G ) _
(').s‘ff = Glx. 5. 0[Q(s) + pIlf (2.73)

geklinde yazilir. Burada her bir s > 0 icin f elemanlar kiunesi H da yogun oldu-

gundan (2.73) den

0*G
_-5:_; + G(J-..h’./l){Q(.y) + /1[} =0 (. # o]

bulunur.
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2.5.SINIR KOSULUNUN SA&LANMASI

G(z, 3, ) nilin
oG 1)
N (x,s,

— hG(x,s.p) =0 (2.74)

9=0 =0

sir kogulunu sagladignn gosterelim.

G(x,5,41) = r{x — 8)g(x, 5, p) — /0 {rg(Q(n) — Q(x)) — "¢ +2r'g'} G(n. 5. p)dn

denkleminin s = 0 noktasindaki tiirevi

G

5;(.1',5,;1) _ O(r(z — 8)g(x,s, 1))

- s

e o= OG54 (2.75)
. 1,8,
= [ st - @uy - g+ oy LB g,
0 s s=0
dur.
hG(r,s.pt) = r(ax — s)g(w. s, u)h
=0 ~ =0 (2.76)
- {7‘9(0(71) -Q(x)) ~r"g + 27"{]'}G( NS, ) hdy
0 =0
(2.75) ve (2.76). (2.74) de yazilirsa
oG dry)
e 7Y - hG(a.s.u) = ==
ON a=0 =0 6“‘ =0
* " t aG =
- / rg(Q(n) — Q) — g+ 2r'¢" b = —rgh (2.77)
JO 6'\’ #=0 4=0
+ / [{r’g(Q(l}) — Qi) - g + 21"g'}11G(//..<,/1) ](/1/
Jo 2=
(2.77}) denkleminde
gl Zo
03 =0 ) s=()
oldugundan denklemn
Bl wal = [ lwem vty el E o
a,\‘ s=0 S=U [ 0% s=0
i / {)‘g(Q(l}) - Q(.x')j + 2y - r"g}hG(r].s./z.) dy
JO =0

v

h v on | [9G
= - / {l'y(Q(l/)—Q(.z'))+'21'y —r g} [5~ —I:G(r}.s.p)] dy
Jo '~

=0



seklini alir.

(2.20) denklemiyle karsilagtirdigimizda Nonhomogen denklemin tek ¢oz{imii ol-
dugundan kargilik gelen homogen denkleminde tek ¢oziimii yani sadece sifir ¢oztumii
vardir.

Boylece

aa—f(a',s,p) — hG(z,8,4) =0

bulunur. Bununla agagidaki teorem ispatlanmg oldu.

Teorem 2.1: 1)-3) kogullan saglamyor ise o zaman g niin biiylik degerlerinde
L operatoriiniin rezolventi (L + pI)~! integral operatériidir ve bunun gekirdegi
G(x.s.1) (0 < x,s < oc) Green fonksiyonu olarak bilinen operator degerli fonk-
siyon olmak iizere agagidaki 6zelliklere sahiptir.

1) G(a,s.1) (z.s) degigkenlerinin kuvvetli siirekli fonksiyonudur.

2) Kuvvetli anlamda < mevcuttur ve

oG oG :
‘—9;(_1',.1' +0,u)— —a;(r r—04+p)y=-1

3) ~Goy +GlQ(s) + uI] = 0 (s#7)
4) 9| g~ hGls=o = 0
ispattan gorildagu gibi G(x. s. u) fouksiyonu

/ / |G(r. s, p)||3dads < oc
o Jo

kogulunu sagliyor ve bundan dolay1 G(x. s, u) gekirdegi ile olugturulan integral
operator H; de (H — S) operatérii olur.

Q(z) in 1)-3) ozellillerini saglamasma ait 6rnekler (Kostyuchenko et. al, 1967)
calismasinda verilmigtir.

Ornek 2.1. Ozel olarak H = R™ ( n boyutlu Euclid uzay1 halinde ) ise o zaman

(qu(l‘) q2(x) ... (Iln('l')\

@1(r) gaa(r) ... qalx)

\in(‘r) QnZ(I) 'Inn(‘l')
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olur ve (2.7) (2.8) problemi denklemler sistemi i¢in simr deger problemine indirge-
nir. Eger n =1 ise o zaman (2.7) - (2.8) problemi singiiler kendine eg olmayan adi
Sturm-Liouville problemine indirgenir. Elde ettigimiz sonu¢ (Teorem 2.1) Sturm-
Liouville problemi i¢in de ilk olarak bulunmustur. Islemlerden gorildugi gibi
kullandigunmz yontem (parametriks yontemi olarak bilinen) H nin sousuz boyutlu
ve Q(z) simrsiz operatdr halini de kapsamaktadar.

Ornek 2.2. Kuantum mekaniginde rastlanan basit yerel olmayan kargilikli etkiye

sahip Schédinger operatériinii gézoniine alahm (Dolph, 1961).
Ab = —Ad 4+ / (r)e(r W (r )dr’

=(r.y,z) r'=(2'.y.s)

A ya kargihk gelen suur deger problemini yazalim.

-AU + ///I\ (2,2 (2" )d2' = AU (2.78)

. U -
[" =0, |{—- hU] =0 (2.79)
[ 8r1 r1=0
£ = (&1.r2.03) = (&) 5h.af)
Burada s tabam ¢ diizlem bolgesi olan silindir:
(w2.23) € 0 1< <

¢ silindirin siniricir f\'(d‘. 2') cekirdeginin
K(r.o')=LK(+'.r)
ve
/ |[K(r.2Wdrdr' < > (dr = deidreadey . de’ = dedalydrl)

oldugunu varsayalun. Bu halde (2.78) (2.79) problemi

U .
o FOUT = N (2.80)
U (0)—/&(0):0 (2.81)

geklinde yazilir. Burada

Qe U = - (,)—rl -l-///I\ (o, LU ("Y'
3

dir. Béylece (2.78) (2.79) ploblemnun G1et n fouksiyonu tezde inceledigimiz (2.80)

(2.81) probleminin Green fonksiyonunun incelenmesine indirgenir.
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3.0 BUTUN EKSENDE TANIMLANMIS OPERATOR KATSAYILI
STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN AYRILMA PROBLEMI

3.1. PROBLEMIN ORTAYA KONULMASI
Ly(J) (J =(a,b) —o0c<a<b<oo) Hilbert uzaymnda

-y + Qa)y (8.1)
Sturm-Liouville diferansiyel denklemini gozdniine alahm. Burada Q(z) reel degerli
siirekli bir fonksiyondur.

(3.1) ifadesi ile L operatdriinii olugturalim. L pin tamim kiimesi D(L). agagidaki
ozellikleri saglayan y(x) € Lo(J) lerden olugsun:

1-) y(x), J de birinci tiireve sahip ve y'(z) tiirev fonksiyonu J ye ait her bir
sonlu aralikta mutlak siirekli olsun.

2-) y" + Q(z)y € L3(J) olsun.

y(r) € D(L) oldugunda Ly = —y" + @(«r)y oldugunu kabul edelim. Boyle ta-
mmlanmg L operatoriine (3.1) diferansiyel ifadesi ile olu§lturulan operator denir.
Genelde (3.1) ifadesi ile olugturulan her bir operatore Sturm-Liouville operatorii
denir. Bdyle operatoriin incelenmesine (6zdegerlerin bulunmasi, dzvektorlerin tam
sistem olugturmas: v.s. problemleri) Sturm-Liouville problemi denir.

(3.1)de r in degisim kiimesi sonlu aralik ve @(r) bu aralikta siirekli ise 0 zaman
L operatérine regiiler, aksi takdirde L ye singiiler operator denir.

Gozoniine alacagimiz halde serbest degigsken & in tamm kilmesi sonsuz ara-
Lk olacaktir. Basgka bir deyigle cahgmaimzda operatdr katsayih singiiler Sturm-
Liouville operatorii olacaktir.

Singiiler  Sturm-Liouville problemi Matematigin, Kuantum Fiziginin bir-
cok problemlerinin incelenmesinde biiylik éneme sahiptir. Bundan dolay: Sturm-
Liouville problemine ait onlarca kitap (Levitan et. al, 1991) (Titchiarsh, 1962) ve
yiizlerce makale yazilmigtir(Fulton et. al, 1994).1967 yihnda Ingiliz Matematikgiler
Everitt W.N. ve M.Girtz seri makaleler ve ¢ahgmalarla Q(z), reel degerli fonksiyon
olmak iizere (3.1) ifadesi ile olugturulan L operatdri i¢in ayrlma tanmuni vermis

ve @Q(2) in gesitli kogullarda L operatérii igin ayrilma teoremleri ispatlamuglardur.
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Operatorin ayrilina tannnnun kendisi de cesitli olarak tannlamr. Bunlardan

cok kullamilan birini verelim.

Tanum: y € Ly(J) ve Ly = —y"+Q(x)y € Ly(J) oldugunda, —y"(x) € Ly(J)
ise 0 zaman L ye aynlabilir operator deuir.

Tammdan gorildiigi gibi L aynlabilirse o zaman Q(a)y de Lo(J) uzayia ait
olur. Daha sonra bu problem genel diferausiyel ifadeler icin genellegtirviliigtir.
1970 yillarmdan bu yana operatdr katsayili diferansiyel ifadelerin ayrilma problem-
leri Alma-Atada M.Otelbayev (Otelbayev, 1990), Diigenbede IK.Baymatov, Bakii-
de M.Gasimov, F.Maksudov,M.Bayramoglu ve 6grencileri ugrasnuslardir. Yapilan
cahismalar ¢cok fazla oldugundan bunlan incelemeyecegiz fakat yeri geldiginde s6z
cdecegiz.

Biz bu boliide (3.1) ifadesinde @), « iu her bir degerinde aynlabilir Hilbert
nzayinda kendine ey operator oldugunda, bu ifade ile olugturulan L operatériingn
ayrilabilirligini inceleyecegiz.

Ortaya konulau problemin actk ohmas i¢in 6zel bir halde L operatoriinin ay-

rabilicligini gosterelim. Bunun igin ayrilabilirligin bir baska tamnum kullanahm:

Tanun:  y(o) € Lx(J) . Ly = —¢" +Q(xr)y € LiaJ) oldugunda
\/Wy € Ly(J) ve y' € Ly(J) ise o zaman L operatoriine ayrilabilir denir.

Q(.r) dizerine bazi zay1f kogullar eklendiginde L nin bu anlamda ayrilabilirlik
problemi W.N.Everitt ve M.Giertz'in (Everitt et. al, 1973) ¢alismasinda incelen-

mistir. Basitlik icin J yerine R} = [0, ) alarak L nin aynlabilirligini gosterelim.

Onerme: J = RT olsun. Eger Q(0}) >0 (x € RT) ise o zaman L operatdrii
ayrilabilirdir.

ispat: b > 0 herhangi sonlu say1 ve y(r) € D(L) olsun. y(x) € Ly(RT)
oldugundan y(«} € L2(0,4) olur.

Qix) stirekli oldugnudan Q(r)ytr) € Ly(0.8) olacakur. Diger taraftan

—y" ) + Queigle) € Ly(R})
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oldugundan
—v"(@) + Qr)y(z) € Ly(0,b)
yazabiliriz.
Q(z)y(x) € L3(0,b) yi gbzonine ahrsak son ifadeden —y"(z) € L3(0.b)
bulunur. Boylece y(x) ve —y"(x)+ Q(z)y fonksiyonlarmin Ly(R}) anlamimnda

/0 y(r)[—y”(r + Q(a)y(x ]dr

b

lim y(&‘)[ —y¥"(2) + Q(u)ylx )] de

b—nc

_—_bli_pﬁlc( .1)[ 1)](11-}-/ Q(l)g(l(ll)
= — lim [y(l‘)y'(f) —/ '2(.1')+Q(4')y2(r)d.r]
0 t]

b—oc
Ikinci toplam bir pozitif sayiya veya +oc a esit olacaktir. Eger pozitif sayiya

/ y2dr  ve /x Q(x)y?(x)de
0 0

sonlu olacaktir yani y'(r) € Lz(R'f) ve Qx)y(r) € Lg(Rf) olur. Eger

i¢ carpimi yazabiliriz:

(y.—y" + Qx)y)

egitse o zaman

ikinci toplamun limiti +oc ise o zaman
lim y(b)y' (D) = +¢
b—x

olmalidir. y(r) € L3(0.2) oldugunda bli_nalcy(b)y’(b) = +o¢ olamaz. Ciinkii
Y le=p = '7y(b)y' (6) — o ise y*(r) monoton artan siirekli fonksiyon olur ki
bu da fo z)dr < oo koguluna aykiridir.
Boylece y(.r) € D(L) oldugunda

y'(z) € Lo(RT) ve /Q(z)y(x) € Ly(RT)

oldugu ispatlanda.

Sturm-Liouville operatoriniin Q{x) ﬁzerine eklenen cesitli kogullar i¢inde ay-
rilabilirlifine ait ¢aligmalar vardir. Bu tiir ¢aligmalarm biyik bir kismi K.T.
Minbayev ve M.Otelbayev (Minbayev et. al, 1988) kitabinda yer almustar.
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Simdi Q{.r) in aittan simrh olmadigy halde, ayrilma probleminin saglanmadig-

una ait bir ornek verelim.

Ornek 3.1. Qry = —4r? + 1% —geose’ Ghak fizere y o+ Qv )y ifadesini

~sin s?

L,y(1. oc) uzayinda gozoniine alalun.

y= '*i"r"? olsun. Si"‘j"? € Ly(l.x)
—4" + QUrly = 0 € Ly(1. %)

olmasia ragmen

. .o
" . 9 cosat _sinr?
y = -drsina” -2 -— } 2- 3
@ @

¢ Lz(l.x)

car. Boyvlece

LN

!

«yn — (-1.1'2 —-

\

N

diferansivel operatoriit ayrilabilir degildir.



48

3.2.0PERATOR KATSAYILI STURM-LIOUVILLE DENKLEMININ
AYRILABILIRLIGI
Hy = Ly(—o00,00; H) da
—y +Q2)y (32)

diferansiyel ifadesini gozoniine alahm. @(z), z in (—oc,c0) arahfinda alinmmsg her
bir degerinde H da doniisiim yapan bir kendine eg operatér olmak lizere agagidaki
kogullan saglacdigim varsayalun:

1) Q(x) operator ailesi x den (—o0 < r < o0) bagmsiz olarak aym tamm
kiimesine sahip olsun. Bu kiimeyi D ile gosterelim.

2) Q(x) > I veVf € Dicin Q(2)f (—oc,oc) arabginda kuvvetli siirekli bir
fonksiyon olsun.

3) lx — y| £ 2 oldugunda

1(Qx)— QN Q iy <6

olsun. é > 0 herhangi bir sayidur.

(3.2) ifadesi ile Ly operatériinii olugturalm. Ly i tamm kiimesi D(Ly ) agagr-
daki sartlan saglayan y(r) fonksiyonlarindan olugsun:

1) y(r), (—oc.oc) da kompakt supportta sahip. Q(+)y(x) siirekli olsun.

2) —y"(z) + Q(2)y(x) € Ly(—o0,00; H) olsun.

Loy=—y"+Q(2)y . yeD(Ly)

operatoriinil olugturduk. @(x) lerin tamim kiimesi olan D, H de hemen her yerde
yogun oldugundan ve Vf € Dicin Q(r)f. (—o0,0c) da siirekli oldugundan dolay:
Ly operatdriiniin tanim kiimesi D(Ly) La(—oc.oc: H) uzayinda hemen her yerde
yogun lineer manifold olusturur.

Ly, Ly(—00,00; H) da alttan sinirh simetrik operatordiir. Lo 1 kapanmas olan
L nin kendine eg operator oldugunu varsayahm.

Biz bu caligmarmzda L operatoriiniin aynlabilirligini inceleyecegiz. Ayrilabi-
lirligin tanimina gore y(z), D(L) ye ait herhangi fonksiyon oldugunda y"(o:) ve
Q(x)y(x) fonksiyonlarimnda Ly(—oc, oo; H) uzayina ait olduklarim gosterecegiz.
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L operatoriiniin regiiler A degerlerindeki (A komplex say1) rezolventini
Ry, = (L + M\I)7! ile gosterelim. Rezolventin tamimina gore Rx operatdrii Hy
uzayimnda suurh bir operatordiir.

Asagidaki yardmae teoremi ispatlayalim.

Lemma 3.1: Eger Q(z)Roperatorii Hy de sinirh ise o zaman L operatéri H,
de aynlabilirdir.

ispat: y(z), D(L) ye ait keyfi eleman olsun. O zaman

L+Ay=f feH
olacaktir. Buradan
y=R\f
ve
Q(z)y = Q(z)Rxf

yazabiliriz. Q(z)R, sirh operatdr oldugundan Q(z)Raf € Hy yani Q(z)y € Hy
olacalktir.
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3.3. L OPERATORUNUN AYRILABILIRLIGI ICIN
LOKALIZASYON METODU
L operatdriintin ayrilabilirligini géstermek i¢in lokalizasyon metodunu kullana-
cagiz. Bu metodla

—y" + Query

diferansiyel ifadesi ile ¢esitli araliklarda operatorler olusturulur ve bunlarm yard:-
nuyla gézoniine aliman operatiriin ozellikleri elde edilir.

Bu metod ilk kez R.ismagilm’ {Ismagilov. 1963) rarafindan kullamling, AL
Otelbayev (Otelbayev. 1977) ve ogreucileri (Minbayev et. al. 1988) tarafindan
gelistirilmigtir.

Ljile Ly(j —1.j 4 1: H) uzaymda
~y" + Quua)y J—l<ar<j+1 (3.3)

diferansiyel ifadesi ve
gy —1i=yiyj+1i=0

suur sartlan ile olugturulan operatorii gosterelin.,

Buwada j = 0.£1.%2.... herhaugi tamsayilir. Herbir L operatorit kendine
eglenik pozitif tamml operatordii.

w(a), {(—x.x) da tanmmlanmyg sousuz tlireve sabip ve asagdaki ozellikleri

saglayan fonksivon olsun.

1 jejsl
w(r) =
0 lel>15
o) =wr —j) ) = 0.£1. 2. olsun. ojir) ile
3 le—uist
vjla) =

ol
|
.
v
—

fouksiyvouuun gostereliin.

Y e =1 (3.4)



o1

oldugu kolayca gorilir. f € Hy olsun. A > 0 olmak tizere M) ile

o
Maf= ) ¢i(Li+ M) f
j=—00
operatoriini gosterelim.
(L+ADMAf = Y (L+ADpi(Li + A7 g5 f (3.5)
j=—00

(7 —1.5,j + 1.5) acik arahginda L + AI ve L; 4+ AI opreatorleri cakigtigindan ve
wilz). (j —1.5,j 4+ 1.5) agk arahginda sonlu destege sahip oldugundan
oo

" (7 -1 ! d -1
(L+ ADM\f = - Z [Y:j(Lj+AI) l‘zpjf+2¢jg;(L,~+/\I) Yoif

j=—o0

+ Y @il L+ AI(L; + AD) T 5 f (3.6)

j=—oo

=Bf+ Y eitif

==

vazabiliriz. Burada

Baf = i [4.0;'(141 +ADT G f + 2@}%(1& +ADTY; f
j=—o0
dir. p;9; = 1; ve (3.4) sartim gozoniine alirsak, (3.6) ifadesi
(L +ADMxf = (I + By)f (3.7)
seklini alir. (3.7) nin her iki tarafina (I + A)~! operatoriinii uygularsak
Myf = (L+ M) YI+ B))f (3.8)
yazabiliriz. (I +By) =g veya f=(I+ Bx) !golsun. O zaman (3.8) egitligi

MyI+Bx)lg=(L+A)7yg (3.9)

olur.
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H; de doniigiim yapan By operatoriniin normmun degerlendivelim. f ¢ H,
olsu.

.

IBAFY? = Z HITESYin ,,f+z,,;; (L, + A1, I

3.10
<8 S ML D e A (3100
]_—'Y
+8 Z (L, + A7 e, i

I=—x

3.10) esitsizliginin bulunmmasmda 5 ve 200 (k> 2§ fouksivonlarmun destekle-
N 2 ) rit A

rinin kesismedigi gdzoniine almmgtir. (3.10) un sag; tarafindaki birinei toplama

(.3 x

r S
I s Fllade

3 / N

o2 it N
= /\—-)- / ] ”f(l)”i,(ll
Jy—

air terimleri degerlendirelin.

2
IO, + AT e A < ._;IIL‘J.H2
(3.11)

Biyloce |
[T 2 “: el iy 12
e (L, + Ay £l < —/ nfCedimde
]

bulumr, Ikinel toplamn

L, +/\I)“f,fi{ < UL, + M e 1
| i

i1 ]
I (LJ -r,\I)_"'"'/ ey~ de
+4

-1

IN

dir. Asagidaki Lemunay: ispatlayalun,

Lemma 3.2: H%(LJ + M) < (ﬁ (A >0) esitsizligi dogrudur.
ispat: ~y" + Qe)y = f denklewinin her iki yanmn  gir) ile skaler carpip
ylj—1)=y{j+1)=0 1gozoniiue alahm. O zaman

J+1 i1
/ (—¢" + Qi)y. yide = / (f.yide
J J

Jj—1 Jj—1
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J+1 ' i+
[ i+ @anside= [

J -t
olur. Bu egitsizlikte Q(z) = @*(¢) > I oldugunu gozéniine ahir ve Schwartz

egitsizligini kullamrsak

i+t i+l SN2 i
[ e < ( / Ilf(r)llzdr) ( / Ily(w)ll"’dr)
7j—1 j~1 j—1

elde ederiz.

1/2

y(x) = (L; + M)~ f(x)

oldugundan
. 1 1 i ,
ol < gk = 57 [ IR

j_.

olur. Burada Aj =(j — 1.5+ 1) dur.

i+t 12 l J+1 o
/j o'l de < /\/;_1 Lf)|IPde

Jj—1

I
¥ = (L, + AI)7'f
dr

oldugunu goézoniine alrsak sonuncu egitsizlikten

d —1 1
5 (Li+AD™ flla; < ﬁllfllm

elde edilir. f, Ly(A;) nin keyfi elemam oldugundan

d -1 1
”J;(LJ +ADT £ 7

bulunur. Béylece (3.10) daki ikinci toplama ait terimler

d J+1
I L A0 P < 5 [ Il az1 (ea2)

J—1



IBASI? <

(/ I+ /jm o)

. J S
= % Z / ”f(.l')||2']-l‘ + (Kl Z / ”f(l)llzlll
- .

j=—o0 j=—

[\
yla
A%

[ istoneae = 21y

bulunur. Boylece

1Bl < 25

olur. Buradan A nm biiyiik pozitif degerlerinde ||By|| mmn istenildigi kadar kiicitk

oldugu goériiniir. Bundan dolay1
My = (L+ A1+ By)

formtiliint

(L+ M) =M+ By)™!

seklinde yazabiliriz.

Lemma 3.3: Eger Q(«)M smurhi ise o zaman L operatirii ayrilabilivdir.

ispat: Lemma 3.1 e gére Q(r)(L + AI)™! simirh ise o zaman L aynlabilirdir.
(L+ M) = MaI + By)™!

egitliginden Lemma 3.3 iin ispat1 elde edilir.
Lemma 3.4: Eger sup ||Q(2)(L; + AI)7!|| < o ise o zaman Q(r )] operatérii
J

suurhidar.
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<

ispat:

2
oo

> 0i@Q)L; + M) 5 f

j=—o0

[Q(z)MafI* =

<4 Y [leiQ@)L; + AN~ 56|

J=—00

< > llesQXL; + AD 7| s £

j=—o0

5s1}p(||¢jQ(z)(Lj+)‘I)_1"2) > e fIl?

i=—o0

= 24] |,

Béylece [|Q(z)Mafl|2 < 24]f||> olur. Buradan
IQ(=)My|| < V24

bulunur ve Lemma ispatlanmg olur.

sup |Q(z)(L; + AI)~'|| nin sonlu oldugunu gosterelim. |z —y| < 2 oldugunda
J

Q) - QR (W < 6 (3.13)

oldugunu varsayalim. (8 = sbt. > 0)

Asagidaki simr deger problemini gozoniine alalim.
-y +Qx)y=f

yi-D=y(+1)=0
Bu problemi

"+ (-Q() + Q@) + QU = f (3.14)
Wi—1)=y(i +1)=0

geklinde yazalim.
~y" +QUly =v



ve

Ay =—y"+ QU

olsun. O zaman v = 4y olur. Bunlan gozonine ahiwrsak (3.14) 1 yu sekilde

yazabiliriz.
f=Lijy=4A;gy+(Qic1—Q(jhy

=c+(Qur)—Qu)a, e (3.13)
= (L +(Quey = Quind; e

(Qlz)— Q1) ))Aj'1 operatoriniin normunu degerlendirelim. Bunun icin mtadeyt
(Q(2) = QUNAT =(Q(r) = QUNQU Q14 ")
geklinde yazalun. (3.13) kosulunu kullamirsak.
Q) = QUiNA;T I < @14, 1l (3.16)
vazabiliriz. Simdi asagidaki Lemiay ispatlayalun.
Lemma 3.5: Q(j )AJ’} operatorler kiimesi 1 ile ditzgiin suurhiclr.
QA <1

Ispat: Lemmayi Qj) operatorintin ézvektorlerine gore acihisn formniling kulla-
narak ispatlayacagiz.

|(e]¥] )--1]Tl <1 oldugunu gistermek icin A" operatoriini bulalun.
Ajy=—y"+QUy = fix) fle) € Lalj=1.j+1:H) (3.17)

wj—-1)=0 yij+1)=0 13.13)

problemini gézéniine alalm. Burada Q~!(j) tam siivekli operatordiir ve spekt-
rumu saf ayrikta.
Q(j) nin Szdegerleri

o1(j) < a2()) <.
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bu dzdegerlere kargihk gelen Gzvektorier
9107 ). g2()s ..

olsun, Buular H da baz olugturur.

Fa) =) hil)gal ) ha() = (FCe), grli )
= (3.19)
we) =Y yrjlr)ge(s) Yho(X) = (yl2).gr(5 D)
k=1
Bu denklemleri (3.17) de yerine yazarsak
-~ x: la o
=D WG + Y artiyr()ge) = Y halr)gr(i)
h=1 ka1 k=1
_UZ(",) + “k(j Wy = hk('l') k= 1? 2s oee (3.20)
x 2
L ya(rdgnly) = . Z yelr)ge()) =0
k=1 r=j-1 i=1 r=j+1
&5 8
Yowli=Datiy=0 . Y w4+ gt =0
k=) k=1
bulunur. Boylece (3.17) . 3.18) problemi
—gh () + oy e = he(r) (3.21)
wii-11=0 . mij+1)=0 (3.22)

problemine donilgiir. Bu problemi ¢oziuek iciu
”
Yk = e

el —li=w(j+1)=0

probleminin 6zdeger ve normallestirilmis 6z fouksiyonlarim bulalumn.

—y" = Ay deukleminin genel ¢oziimii;

Y= cosﬁ1'+czsin\/x;r



dir. Sinir kogullanndan
yi—1)=creosVA(j — 1) +esinVA(j - 1) =0
i+l =e cos\/X(j +1)+czsin\/X('j+1) =0

elde ederiz. Sistemin sifirdan farkh ¢oziimiiniin olmas: igin

cosx/_ A(j—1) 51n\/—(1—1

cosf]+1) sinvVA(j +1) =0
olmalidir. Buradan sin2y/A =0 bulunur. Ozdegerler
’\,’27‘.2
A= 1
diir. Bunlara karsilik gelen normalize edilmig 6zvektorler;
Jj tek ise;
k T

¢r; = sin —2’11» (3.23)
J ¢ift oldugunda, k tek ise;

(Pk,j = COS ?Tr (3.24)
k cift ise;

¢k, = sin 7”1 (3.25)
dir.

1
Yk,j = Z Ao + Okl )(hk rm J)rm_p (3.20)

m=0

Jj+1
(llk-,ﬁm,j)=/ Iy m,jla)de
J

-1
(3.26) v1 (3.19) da goézénine alalumn.

o XK 1 .
NOEDY (Z et ,o,,.,)m) gx(J)

k=1 \m=

Q) A lf QU itz )

(2 N + Ok )(hh Fmil¥m J) gr(J)

A
Ma

L= m=1
3 > . . (3.27)
- kZ::l 7,;1 Xm + ak(])(hk'i""j)""'-l) QU)gr(J)
= Z I:Z A )(hk “Pm, J)*F’m J:l gk(J)
k=1 Lm=1



Boylece
QU f =)

k=1 Lm=

ar(i) (h Som i geU)
. /\m+0_k(j) ks Pm.j)Pm,j| 9rly

olur. {pm, j(.r')}::l fonksiyonlars Ls(j — 1,5 + 1) uzaymda tam ortonormal
sistem, {gk(j)};i] elemanlan ise H da tam ortonormal sistem olugturdugundan
dolayr {pm.j(z)gr(j )}:=1, k=3 Hilbert uzaymda tam ortonormal sistem olugturur.
{Qm'yj(‘lr)yk(j)}::=l'k=1 sistemi La(j — 1.7+ 1: H) da tam ortonormal sistem

olugturdugundan dolay1 Parseval egitligini kullamrsak (3.27) den

2
1QU)AF' I = Z Z (/\ermc ) [(hks @ms ) (3.28)

k=1 m=1

ar(j)

vazabiliriz. ag(j) > 1 oldugundan ot < 1 olur. Buradan

QU7 £IIF < Z <hk.,a....j)|2=uf||2

k=1
veya
QU7 Il < I Fil
olur. yani |[Q( j):lj_l | £1 dir. Boylece Q( j):l_;I operatorlerinin ditzgiin stirh
olduguiu gosterdik.
Lemmaya gore (3.16)

(@) —QuinA7Y <o

olur. 6 <1 oldugunu varsayahm. () zaman (3.13) den
e=(I+(Qx)—QUNA]) T f

elde edilir.
T; = (L +(Qur) - Qun4;H™
olsun. Sou ifade

- l‘=ij

seklini ahir. Buradan

yle) = A7 f
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olur. Boylece

[Q(x)y(2)ll = (Qx)Q '(J7)NQUIA; ' Tif)i
< |Qx)Q™ )leliT; £l
<™ U)llerll Fllaca;y

olur. Burada

(Q(r) —QUNQ™ ()| <o

sartun gozoéniine alirsak,
@)@~y -1l 20
olur. Bundan dolay1 (3.29) esitsizligi
Q) y()ll < e2llfllzqca)
geklini alir. Burada y(o) = L;’ [ oldugunu gozoniine alirsak. son esitsizlik
1QLT Il < eall FllLaca
seklini alir. [|[L;(L; + AI)7![ <1 (A > 0) gozoniine abnursa, o zaman

NQUeNL; + A1)l < el fllaea)

veya

QUeNL; + A [ < e
bulunur. Bununla ayrilabilirlik teorewi ispatlaimyg oldu.

NOT: | —y| €2 oldugunda

Q) — QyNQ )| <o

kogulunu agagidaki kogulla degistirebiliriz.
>0 keyfisayisiicin 3 € >0 sayisolsun ki |r —y] <= oldugunda

(Qz) = QuNQ~ My <6

(3.29)
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olsun. Bu halde aynlabilirligi ispatlamak i¢in adun uzuniugu olan 2 yerine ¢
wile) ve w(e — j) yerine wj.(r)=w($—j) almak gerekir.

Elde ettigimiz sonucu teorem geklinde ifade edelim.

Teorem 3.1: 1) - 3) kogullan saglandiginda L operatorii Hy uzaymnda ayrilabilir-

dir.

Ornek 3.2. Q, 1y diizleminde diizgiin smirl herhangi bolge olsun. T¢ boyutlu

uzaym T = x (—o0, ) silindirinde

Pu Pu Ou
T g g TAE N (3.30)

diferansiyel ifadesini gozoéniine alahm. Burada ¢(.r.y,z) T silindirinde tammlan-

g pozitif degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica o — €] < 2 oldugunda
l(gle.y.2) — gla.y.))g” ey 2) S e

sartim sagladigim varsayalin.

L,(T) uzayinda (3.30) ifadesi tammlannuy ve tanun kiumesi

l-l(r.y.:)eﬁﬂ =0

kogulunu saglayan elemanlardan ibaret olan operatoril, operator katsayih diferan-

sivel ifade geklinde yazalin. Burada 9Q, Q mn siunidir.

Fu

a2 + Q)

Qiz)., =z nin{—>c,0c} dan alinuug her bir degerinde H = Ly{Q) uzayinda

Pu  Pu

Tae 51/7 + gl y.2)u

ifadest ve |y yean = 0 kogulu ile olugturulan operator olsun. @Q(:) operatorii
Ly(Q) da kendine eg tersi tam siirekli olan bir operatordiir. ¢(z,y, z) fonksiyonu

pozitif oldugundan dolay: Q(z) operatdril pozitiftir.
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Q(z) nin 1)-3) kosullanmi sagladifn  A.G.Kostyuchenko, B.M.Levitan
(Kostyuchenko et. al, 1967) tarafindan gosterilmigtir. Buna éére
u € Ly(T) ve

Pu  BPu  Ou
o2 F2 92t gle.y,z)u €  Ly(T)
ise
u 8y OPu
a2 CLAT) v — - g bdlny)u e LuT)

olur. Orneklerin sayisi ¢ogaltmak miimkiindir.

Ornek 3.3. H=R®imn ii¢ boyutlu Euclid uzay ve
fe[ +2 1 1
Qo= 1 |«+2 1

1 1 Jr] +2

olsun. Q(x) in 1) - 3) kogullarim sagladigy goriiliir.
Bundan dolay1

-y + Qr)y

ifadesiyle olugturulan operatér La(—oc. oc: R?) uzaymnda ayrilabilirdir.
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Iki boliinden olusan bu tez ¢ahgmasiun birinei boliimiinde Ly(0.00; H) uza-
yinda

Lyp=—y"+Q)y , 0<r<oo

diferansiyel ifadesi ve

y'(0) — hy(0) =0

siur kogulu ile olugturulan operatériin Green fonksiyomut incelenmisgtir. Burada
H aynlabilir Hilbert uzay1i, Q(«) @« in {0. ) dan almung herbir degerinde H da
kendine eg, tersi tam stirekli operatér, h ise kompleks sayidar.

Ikinei bolimde Ly(—oc. s0; H) uzaymda L(y) ifadesi ile olugturulan operator

icin ayrilma problemi ¢oziilmistiir.
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