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OZET

FARKLI DONUSUMLER ALTINDA SABIT NOKTA
DAVRANISLARININ INCELENMESI

Muhammed Abdussamed MALDAR

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali
Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bu ¢alismada, Branciari [43] tarafindan ortaya konulan integral tip doniisiim temel
alinarak bazi operatorlerin integral versiyonu tanimlandi. Tanimlanan integral tip
dontigiimlerin ~ sabit  noktalarina  yaklasmada bazi iteraSyon yOntemlerinin
kullanilabilecegi gosterildi. Ayrica, bazi integral tip operatorler kullanilarak Picard-
Mann Hibrid iterasyon yontemi [92], Ishikawa iterasyon yontemi [76] ve yeni multistep
iterasyon yontemi [93] icin kararlilik sonuglar1 elde edildi. Bir sonraki asamada ise
Picard-Mann Hibrid iterasyon yontemi [92] ve Noor iterasyon yontemi [77] kullanilarak
bazi integral tip doniisiimler i¢in yaklasim operatorii tanimlanip veri bagimliliklart
arastirlldi. Son olarak bazi iteraSyon yontemlerinin integral tip operatorler i¢in
yakinsakliklarinin denkligi incelendi.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta doniisiim smiflari, Integral tip doniisiimler, Iterasyon
yontemi, Yakinsaklik, Yakinsamalarin denkligi, Kararlilik, Sabit noktalarin veri
bagliligi.
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In this study, the integral version of some operations based on integral mapping, which
has been introduced by Branciari [43], have been defined. Some iteration methods have
been displayed to be used in fixed point convergences of integral type mappings
defined. Moreover, the results of stability have been obtained through the use of some
integral mappings for Picard-Mann Hybrid iteration method [92], Ishikawa iteration
method [76] and new multistep iteration method [93]. In the next stage, data
dependences have been examined via defining approach operator for some integral
mappings by using Picard-Mann Hybrid iteration method [92] and Noor iteration
method [77]. Finally, equivalence of convergences of some iteration methods for
integral mappings has been analyzed.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Sabit nokta teorisi matematigin 6nemli bir dali olup, bu teori bir doniisiimiin sabit
noktalarinin varligini ve sabit noktalarin nasil bulunmasi gerektigini inceler. Bu teori,
¢cok Onemli bir matematiksel ara¢ olup, matematiksel modellemeden optimizasyon
teorisi, denge problemleri, varyasyonel esitsizlikler ve oyun teorisine; fizikten ekonomi,

tip ve yonetim bilimlerine kadar bir¢ok bilim dali ile baglantilidir, bkz [1-14].

Genel olarak tam metrik uzaylar ve normlu lineer uzaylar olmak tizere iki yonde gelisim
goOsteren sabit nokta teorisi ¢aligmalari, konveks metrik uzay, fuzzy metrik uzay ve
normlu uzaylar gibi ¢ok c¢esitli matematiksel yapilar iizerinde yogunlasmistir. Bu
caligmalar tam metrik uzaylar {izerinde tanimli contraction ve contraction tipi
doniistimler; normlu lineer uzaylarda ise kompakt ve konveks alt kiimelerde tanimh

stirekli doniigtimler tizerinde yogunlagmistir. Bunlardan bazilari, bkz [15-35].

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢aligmalari, Brouwer [36] ile baglamistir. Bu
calisma "[a,b]cR olmak iizere f :[a,b]—>[a,b] siirekli bir doniisiim ise, f nin
[a, b] araliginda bir sabit noktasi vardir" seklinde ifade edilmistir. Bu teoremi 1912

yilinda, "C c R" de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda T:C —C siirekli déniistimii

bir sabit noktaya sahiptir” seklinde Brouwer [37] tarafindan genisletilmistir.
Iyi bilinen ve en 6nemli sabit nokta teoremlerinden biri Banach Sabit Nokta teoremi "

(X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir déniisiim olsun. Her x,ye X igin,

d(Tx,Ty)<A-d(x,y), 0<A<1l se T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir’ [38]



seklinde 1922 yilinda ortaya konulmustur. Banach’in sabit nokta teoremi [38], genel bir

teoremdir; fakat contraction sart1 sebebiyle kisitlanmaktadir.

1930 yilinda da J. Schauder [37], Brouwer’in sabit nokta teoremini gelistirerek " X bir

Banach uzayr C, X in bos olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kiimesi ve
T :C — C siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda, T en az bir sabit noktaya sahiptir"
ifadesini ispatlamigtir. Banach sabit nokta teoremi, Brouwer ve Schauder sabit nokta
teoremlerinden farkli olarak bir operatoriin sabit noktasinin tekliginin nasil

bulunabilecegini gostermektedir.

Sabit nokta teorisinin temelini teskil eden bu teoremler pek ¢ok arastirmaci tarafindan
cesitli caligmalar yapilarak genellestirilmistir. Bu amagla Browder [39], Kirk [40],
Kanan [41], Zamfirescu [42] basta olmak iizere bu temel sonuglar1 genellestirerek bazi

¢ikarimlarda bulunmus ve ¢esitli sonuclar elde etmislerdir.

Bu dogrultuda 2002 yilina gelindiginde ise Branciari integral tip contraction ile ilgili

calismalar yaparak Banach contraction prensibinin integral versiyonunu ispatlamistir.

Branciari "(X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir donisim ve ¢:R, >R, her

& >0igin Iw(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-
0

d(Tx,Ty) d(x,y)

(xy
integrallenebilir olsun. Her x,yeX i¢in _f p(t)dt<c I @(t)dt olacak sekilde
0 0

ce (0,1) mevcut ise T doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir." bkz [43]. Bu teormin

ispatlamasi sonraki ¢aligmalara kaynak teskil etmis, bu sayede arastirmacilar integral tip
contraction ile alakali calismalarimi gelistirme firsat1 yakalamiglardir. Rhoades [44] ise
Branciari teoremi [43] ile ayni sartlar altinda Her x,y e X i¢in

d(Tx,Ty) m(x,y)

(xy
j p(t)dt <k j p(t)dt (1.1)

0

olacak sekilde k €(0,1) meveut,

d(x, f(y))+d(y, f(x))

5 } ve her x,ye X

m(x, y) = max{d(x, y),d(x, f (x)),d(y, f (y)),

i¢cin



d(Tx,Ty) M(x,y)

[ odt<k [ o)t (1.2)

0

olacak sekilde k €(0,1) mevcut ve

M (X, y) = max{d (x, y),d(x, f(x)),d(y, f(y)),d(x, f(y)),d(y, f(x))} seklinde ifade
ederek (1.1) ve (1.2) esitsizliklerini tanimlamistir [44]. (1.2) sart1 Ciric sartinin [45]

integral versiyonudur. Olatinwo [46] ise (X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X bir

dontisim ve w:R, >R, monoton azalmayan fonksiyon ve ¢:R, >R, her ¢>0
icin j¢(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-
0

integrallenebilir olsun. Her x,y e X igin

d(Tx,Ty) d(x,Tx) d(x,

(x,y)
| edt<y( [ oyd)+k | ot

0

icin k € (0,1) mevcut olacak sekilde tanimlamis ve Mann iterasyonunun [47] kararlilik

ile ilgili sonuglarini elde etmistir.

Rhoades [43], Olatinwo [46], [48-50], Karapinar ve d. [51], Achour ve d. [52], integral
tip doniistimler iizerine ¢alisma yapan arastirmacilardan bazilaridir, bu calismalar

devam ettiren diger arastirmacilar igin [53-73] arasindaki ¢aligmalara bakiniz.

Belirli doniigiimlerin sabit noktalarimin hesaplanmasini saglayan yontemlere iterasyon
denilir. Iterasyon yontemleri ozellikle, lineer olmayan problemlerin ¢dziimlerinde
yaygin olarak kullanilan matematiksel araglardir. Bir problemde, iterasyon tarafindan
iiretilen dizinin limiti problemin ¢dziimiinii verir. iterasyon yontemleri bilimde genis
uygulama alanlarina sahip olduklarindan, birgok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bunun
sonucunda ¢ok sayida iterasyon ydntemi tanitilmis ve gelistirilmistir. Ilk olarak 1890°da
Picard [74] tarafindan tanimlanan bu yontem bazi yonleriyle eksik goriildiigiinden takip
eden yillarda 1953 yilinda Mann [47], 1955’te Krasnoselskij [75], 1974 yilinda
Ishikawa [76], 2000 yilinda Noor [77] tarafindan yeni iterasyonlar gelistirilmistir. Bu

yontemler gelistirilerek uygulamaya devam edilmektedir.



1.2 Tezin Amaci

Bu ¢aligmada, integral tip doniisiimler hakkinda bilgi verilerek literatiirde elde edilmis
baz1 doniisiimlerin integral tip versiyonu tanimlanacaktir. Yaygin olarak kullanilan bazi
iterasyon yontemleri tarafindan diretilen dizilerin, integral tip doniistimlerin sabit
noktasina yakimsakliginin bazi sonuglar1 elde edilecektir. Ayrica, integral tip
doniistimler igin bazi iterasyon yontemlerinin kararlilik sonuglari elde edilecektir. Son
olarak, bu iterasyon yontemleri kullanilarak integral tip doniisiimlerin sabit noktalarinin
veri baglihigi incelenerek, bazi iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denkligine

deginilecektir.

1.3 Hipotez

Bu ¢alismada, literatiirdeki bazi dondstimlerin integral versiyonunun tanimlarina yer
verildi. Tanimlanan bu donistimlerin sabit noktalar1 bazi iterasyon yontemleri igin
belirli sartlar altinda yakinsaktirlar. Ayrica Harder ve Hick [96], [97] tarafindan ortaya
konulan kararlilik tanimi kullanilarak; (2.30) Picard-Mann Hibrid iterasyonunun (3.4)
sart1 ile; (2.27) Ishikawa iterasyonunun (3.5) sart1 ile, (2.29) ti¢ adimli iterasyonunun ve
(2.31) ile verilen yeni multistep iterasyon yontemlerinin (2.7) sart1 saglayan integral tip
dontigimlerine gore T-Kararhidir. Bir sonraki asamada ise (3.4) ve (3.6) ile verilen
integral tip doniistimler igin yaklasim operatorii tanimlanarak bunlarin (2.30) Picard-
Mann Hibrid iterasyon yontemi ve (2.28) Noor iterasyon yontemi kullanilarak veri
bagimliliklar1 gosterilmistir. Son olarak, bazi integral tip doniigimler kullanilarak,
(2.30) ile verilen Picard-Mann Hibrid iterasyonun, (2.26) ile verilen Mann iterasyonuna
ve (2.26) ile verilen Mann iterasyonun, (2.31) ile verilen yeni multistep iterasyonuna

denk olup olmadiginin tespiti bu tezin hipotezlerini olusturmaktadir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bir 6n hazirlik amaciyla analize, fonksiyonel analize, sabit noktaya dair

temel tanim, lemmalar ve teoremlere yer verilmistir.

2.1 Analiz Kaynakh Bazi Kavramlar

Tamm 2.1 ( Metrik Uzay ) X , bostan farkli bir ciimle olmak iizere ;

(M1) vx,yeXx , d(x,y)eR"U{0}

(M2) d(xy)=0<x=y

(M3) ¥x,ye X, d(xy)=d(y,x)

(M4) Vx,y,ze X, d(xy)<d(xz)+d(z,y)

aksiyomlarmi saglayan d:XxX —R" fonksiyonuna X igin bir metrik , (X,d)

ikilisine de metrik uzay denir [78].

Tamm 2.2 X =(X,d) bir metrik uzay olmak iizere (Xn) , X 'de bir dizi olsun.

limd (x,,x)=0

N—o0

olacak sekilde X € X varsa (X, ) dizisi yakinsaktir denir [78].

Tamm 2.3 X =(X,d) bir metrik uzay olmak iizere (X,) , X 'de bir dizi olsu Ve >0

ve her m,n >N i¢in



d(x, X,) <&

olacak sekilde bir N =N (6‘) varsa (Xn) dizisi Cauchy dizisi olarak adlandirilir [79].
Tamm 2.4 (X,d) bir metrik uzay olsun . Eger X 'de her Cauchy dizisi X ‘de bir
noktaya yakinsiyorsa X 'e tam metrik uzay denir [79].

Tamm 2.5 X =(X,d) ve Y=(Y,p) iki metrik uzay, f:X —Y bir donisim ve
X, € X olsun. Her bir & >0 sayis1 i¢in,

d (X, X,) <& oldugunda o( f (%), f (%)) <&

veya denk bir ifade ile,

f(B(%:9))=B(f (x):¢)

olacak sekilde bir 6 =9 (6‘) >0 sayis1 varsa, fye X,noktasinda siireklidir denir. f,
X 'in her noktasinda siirekli ise, f ye X de siireklidir denir [79].

Tamm 2.6 X =(X,d) ve Y =(Y,p) iki metrik uzay, f:X —Y bir doniisiim verilsin.

Her & >0 sayisi igin bir d > Oreel sayisi

d(xy)<é

ozelligini saglayan her x, y € X i¢in
p(f(x).f(%))<e

olacak sekilde varsa veya denk bir ifade ile, her € >0 sayisi igin bir ¢ > 0 sayis1 ve her
Xe X i¢in

f(B(x.2))<8(1(x).¢)

olacak sekilde varsa f fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir [79].

Tamm 2.7 ( Lineer uzay ) X bos olmayan bir ciimle ve K, reel veya kompleks

sayilar cismi olsun.



+:XxX o X
TKxX > X

ikili islemleri asagidaki ozellikleri sagliyorsa X ciimlesine K iizerinde bir lineer

(vektor) uzay adi verilir.

Her o, e K Ve X,y,ze X i¢in

(L1) Xx+y=y+xdir.

(L2) x+(y+2)=(x+Yy)+zdir.

(L3) x+60 =X olacak sekilde 8 X vardir.

(L4 ) Her bir xe X igin X+(—X)=6 olacak sekilde (—X) e X vardur.
(L5) 1.x=xdir.

(L6) a(x+y)=ax+aydir.

(L7) (a+B)x=ax+ Bxdir,

(L8) a(pfx)=(aB)xdir[78].

Tamm 2.8 ( Lineer Altuzay ) X bir lineer uzay ve M de X in bir alt ciimlesi olsun.

X,yeM vea, S skaler olmak lizere ax+8yeM ise M ye X ’in bir lineer alt uzay1

denir [78].

Tamm 2.9 ( Konveks Kiime ) L bir reel lineer uzay ve Ac L olsun. Her x,y e Aigin

C={zeL:z=ax+(l-a)y,0<a<lfc A

ise, A kiimesine konvekstir denir [80].

Tamm 2.10 ( Normlu Lineer Uzay ) X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

H: X > R*



fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa |||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve

(X , ||||) ciftine de normlu lineer uzay denir.

(N1) [)x|=0

(N2) [x|=0<x=0

(N3) |2 =|AlIX] . 2eK

(N4) [x+y|<|x|+]ly] (Ucgen Esitsizligi)

Her normlu lineer uzay d (x.y) = ||X— y|| metrigi ile iiretilir ve norm tarafindan iiretilen

metrik olarak adlandirilir [81].

Tamm 2.11 ( Yakinsak Dizi ) (X,[[) bir normlu uzay ve s=(s,) , X * de bir dizi

olsun.

Ve >0ve her n>N(g) igin

s, —s| <

olacak sekilde N (8) e N varsa (Sn) dizisine se X ‘e yakinstyor denir [79].

Tamm 2.12 ( Cauchy Dizisi ) (X,[) bir normlu uzay ve s=(s,), X *de bir dizi

olsun.

Ve >0ve her m,n>N(¢) igin
s, —sull< €

olacak sekilde N (6‘) e N varsa (Sn) dizisine X normlu uzaymda bir Cauchy dizisi
denir [79].

veya



(X,|f) normlu uzaymda bir (x,) Cauchy dizisidir. < Her Ve&>0 saysi igin

dn,_ e N oyle ki Vn>n_ve Vp e Nigin <¢& dur [78].

Xn+p - X

Tammm 2.13 ( Banach Uzay1 ) Bir (X,””) normlu uzaymda her Cauchy dizisi X
icinde bir limite sahipse, bu (X,||||) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach
uzayi denir [78].

Tamm 2.14 ( Kuvvetli Yakinsakhk ) X bir normlu lineer uzay ve (Xn) e X olmak
lizere;

limx, =X

olacak sekilde bir X X varsa (Xn ) , kuvvetli yakinsak olarak adlandirilir [78].

Tamm 2.15 ( Zayif Yakinsakhik ) X bir normlu lineer uzay ve (Xn) € X olmak iizere;

Her f e X igin !]im f (Xn) =f (X) olacak sekilde bir X e X varsa (Xn) , zay1f yakinsak
—0

olarak adlandirilir ve X, — X seklinde gosterilir [79].

Tamm 2.16 ( Lebesgue Integrali ) f(x) fonksiyonu, [a,b] kapali araliginda sinirl ve
olgtilebilir olsun. ave g, a< f(X) < olacak sekilde iki gergel say1 olarak verilsin.

[e, ] araligini,
A=Y, <Y <u<Ypy <Y, =8

olacak sekilde, Y,,Y,,..., ¥, , noktalariyla N tane alt araliga bélelim. Bu nokta Y ekseni
tizerindedir. [e, f] araligin1 bu bicimde bolerek elde edilen noktalarin kiimesine bu
araligin bolintiisii denir. k=1,2,3,...,n olmak tizere, Y, , < f(X) <Yy, olacak sekilde,
E, kiimesi [a,b] kapali araligindaki tiim X noktalarin kiimesi olsun. Yani, E, kiimesi,

k=123,...,n sayilari igin,

E ={x:y,<f(X)<y}



seklinde tanimlansin. f(x) fonksiyonu 6lgiilebilir oldugundan, E, kiimelerinin her biri

dlgiilebilir ve bu kiimeler ayriktir. Yani, i # j igin E (E; =< olur.

=)

Sekil 2.1 Integral boliintiileri

S =Zykm(Ek) ve S=ZYHm(Ek) ifadelerini, sirasiyla iist ve alt toplamlar diye

k=1 k=1

tanimlansin. [, ] araliginin miimkiin olan tiim bdliintiileri i¢in,

| =inf(S) ve J =sup(s)
olarak tanimlansin. Bu bi¢gimdeki degerler her zaman vardir ve bunlar1 tanim olarak,

=] todxve 3= f(x)dx

ile gosterilip adlarina ise sirastyla, f(x) fonksiyonunun [a,b] kapali araligindaki iist ve

alt integralleri denir. | <J dir.

Eger tiim boluntiiler igin, | =J ise veya
I = !\mz ykm(Ek) = Lmz yk—lm(Ek) =J
k=1 k1

oluyorsa  f(x) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda Lebesgue anlaminda

integrallenebilirdir denir [82].

2.2 Sabit Nokta ve Baz1 Doniisiim Simiflar:
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Tanmm 2.17 ( Sabit Nokta ) X bostan farkli bir kiime ve T : X — X herhangi bir
doniistim olsun. TX =X esitligini saglayan bir X € X noktasina T doniisiimiiniin sabit
noktas1 denir. Diger degisle TX=X esitligini saglayan her bir X€ X noktas1 T nin

sabit noktasidir. T doniigiimiiniin sabit noktalarmin kiimesi F, veya Fix(T) ile

gosterilir [84].

X bostan farkli bir kiime ve T:X — X herhangi bir déniisim olsun. Herhangi bir
xe X i¢in T"X=T(T"'X) olacak sekilde T"x dizisini tanimlayalim. T"x, X e X 'in
T altindaki n.iterasyonu denir [84].

T: X — X herhangi bir doniistim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

a. neNi¢in K c F, dir.

b. neNigin F, ={x} ise, i, ={x} dir. Bunun tersi genelde dogru degildir [84].
Ornek 2.18 T: X — X bir doniisiim olsun.

a) X =R ve Tx=x*+3x+2 i¢in sabit noktas1 F = {—2, —1}

b) X =R ve TXx=X+5 i¢in sabit noktas1 F, =&

¢) X =R ve Tx=(x*—X)X i¢in sabit noktalar1 F, = {0, 2}

d) X ={L2,3 ve T®) =3 T(2)=2, TQ) =1 i¢in F, ={1,2,3} iken F. ={2} dir [84].
Tanmmm 2.19 ( Lipschitzian Doniisiim ) (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty)<A-d(x,y) (2.1)

olacak sekilde bir A >0 sayis1 mevecut ise T ye Lipschitzian (veya A -Lipschitzian)

doniisiim denir [84].
T  Lipschitzian doniisimii ~ diizgiin ~ stireklidir.  Ciinki, her &>0 igin

d(x,y)<s= % =d(Tx,Ty)<Ad(x,y)< e dur [81].
Ornek 2.20 X =R, d(x,y)=|x—y| ve Tx=4x olsun. Bu durumda,

11



d(Tx,Ty) =|4x—4y|=4|x-y|=4d (X, y)

elde edilir. Boylece herhangi bir 4 >4 igin, T doniisiimii Lipschitz sartin1 saglar.

Tamim 2.21 ( Contraction (Biiziilme-daraltan) Doniisiim ) (X , d) bir metrik uzay ve

T : X — X bir Lipschitzian doniigiim olsun. Her x,y e X igin

d(Tx,Ty)<A-d(xy) (2.2)

olacak sekilde bir 0< A <1 mevcutise T ye contraction doniisiim denir [84].

Ornek 2.22 X =R, d(x,y)=|x-y| ve T:R >R, Tx:§x+1olsun. Bu durumda,

d(Tx,Ty)=

2.2 2 2
—_ —_— = — — =—d i
3 3V‘ S -yl=3d(xy)

elde edilir. %e [0,2)igin, T contraction déniisiimdiir. F; = {3} dir.

Tanim 2.23 ( Contractive Doniisiim ) (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Her x,y e X ve X# Y ig¢in

d(Tx,Ty)<d(x,y) (2.3)

ise T ye contractive doniisiim denir [85].

Ornek 224 X=R,d (X, y) =|X— y| alisilmis metrigi olsun. T:R—>R ve
Tx=In(e* +1) —% olsun. Bu durumda, doniisiim contractive olup, contraction degildir.

© <1lve 0<T'x<1l dir. Ortalama deger teoreminden T'Csz_Ty
e"+1 X—y

T'x= dir.

T'c <1 oldugundan
_Tx-Ty
X=y

T'c

<1=[Tx-Ty|<|x—y] dir.

Tamm 2.25 ( Nonexpansive (Genislemeyen) Doniisiim ) (X,d) bir metrik uzay ve

T:X — X bir doniigiim olsun. Her x,y e X igin

12



d(Tx,Ty)<d(xy) (2.4)

ise T ye nonexpansive doniisiim denir [84].(Sabit noktalarinin var olmasi gerekmez.)

Ornek 2.26 X =R, d(X,y)=[x-y|, T:R—R ve Tx=Xx+17 olsun. Bu durumda,

d(Tx,Ty) =|x+17 -y -17|=|x-y|=d(x, y)

oldugundan her x,ye X igin d(TX,Ty)Sd(X, y) sarti saglanmig olur. Dolasiyla T

nonexpansive dontisiimdiir. Fakat T dolisiimii contraction doniisiim ne de contractive

doniistimdiir.
Her x,y e X igin d (Tx,Ty) =d (X, y) ise T 'ye izometri doniisiimii denir [84].

Tanmm 2.27 ( Pseudo-Contractive Doniisiim ) X bir Hilbert uzay;, K da X in bos

olmayan bir alt kiimesi ve T : K — K bir doniisim olsun. Eger her x,y € K igin
[Tx=Ty|" <|x—y[ +[Tx=Ty—(x=y)[ (2.5)

olacak sekilde T :K — K doniisiimiine Psedo-contractive doniisiim denir [85].

Tamim 2.28 ( Reich Doniisiimii ) (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniigim

olsun. Her x,y e X igin

d(Tx,Ty)<ad(x,y)+bd (Ty,y)+cd (Tx,x) (2.6)

olacak sekilde bir a+b+c <1 mevcut ise T 'ye Reich contraction doniisiimii denir [86].

Tamim 2.29 ( Integral Type Contraction ) (X : d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir

dontisim ve ¢:R, >R, her £>0igin j¢(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir ve Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her x,y e X igin

d(Tx,Ty) d(x,y)

(xy
[ etdt<c | ot 27)

0

olacak sekilde Ce (0,1) mevcut ise Integral tip contraction ddniisiim denir [43].
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Ciric [45] tarafindan asagidaki sekilde tanimlanan genel contraction sartlarindan biridir.
Tamm 2.30 ( Quasi Contraction ) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir

dontisiim olsun. Eger her X,y € X i¢in

d(Tx,Ty)<h-max{d(x,y),d(xTx),d(y,Ty),d (x,Ty),d (y,Tx)} (2.8)

olacak sekilde bir h e (0,1) sayisi varsa, T 'ye bir quasi contraction denilir [45].

2004 yilinda Berinde [87], asagidaki zayif contraction sartlarini tanimlayarak bazi sabit

nokta teoremleri elde etti.

Tamm 2.31 (Zayif Contraction) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir

dontigiim olsun. Eger her X,y € X i¢in

d(Tx,Ty)<6d(x, y)+Ld(Tx, y) (2.9)
d(Tx,Ty) <&d (%, y) +Ld (Ty,X) (2.10)
d(Tx,Ty) < 8d (x, y)+Ld (Tx,X) (2.12)
veya

d(Tx,Ty)<5d (%, y)+Ld (Ty,y) (2.12)

olacak sekilde bir & €(0,1) sabiti ve birL>0 mevcut ise, T ye bir zayif contraction

denilir [87].

2.3 Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Lipschitzian, nonexpansive, contractive ve contraction gibi doniisiimlerin bazilarinin
sabit noktas1 olmadig1 halde, bazilarinin bir veya birden fazla sabit noktasi olabilir. Bu
boliimde, baz1 doniisiimlerin sabit noktalariin var ve bu sabit noktalarin hangi kosullar

altinda tek oldugunu teoremlerle ifade edecegiz.
Teorem 2.32 [a,b]cR olmak iizere f :[a,b] —>[a,b] siirekli bir doniisiim ise, f 'nin

[a, b] araliginda bir sabit noktas1 vardir [36].
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Bu teorem "Aradeger Teoremi'nin bir sonucudur. Bu teoremi Brouwer 1912 yilinda R"

lizerinde genigletmistir.

Teorem 2.33 ( Brouwer Sabit Nokta Teoremi ) C, R" de kapali bir yuvar olsun. Bu

durumda f :C — C siirekli doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir [37].

Brouwer'in bu teoremi herhangi bir sonsuz boyutlu Banach uzayinda gecerli degildir.

Teorem 2.34 ( Shauder Sabit Nokta Teoremi ) X bir Banach uzay1 C, X in bos

olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kiimesi ve f :C — C siirekli bir doniistim

olsun. Bu durumda, f en az bir sabit noktaya sahiptir [37].

Teorem 2.35 ( Banach Sabit Nokta Prensibi ) (X,d) bir tam metrik uzay ve

T:X —> X bir daralma (contraction) doniisiimii ise T doniisiimiiniin tek bir sabit

noktas1 vardir [38].

Ispat x, e X keyfi bir eleman olmak iizere 6€[0,1) sayisi verilsin ve x,,, =T(X,),

k =1,2, ... bigiminde (X,) dizisini tanimlansin. Bu durumda
d (X, %) =d(T(x,), T(X,)) <6-d(x,,X,)

d(xn’xn+l) = d(T(Xn—l)lT(Xn)) <6-d (Xn—l’ Xn)
< 92 -d (anz’ anl)

<O"-d(x,,X,)

olacaktir. (X,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gésterilecektir. m<n olmak tizere M

ve N dogal sayilari secilsin.

d (Xm’ Xn) < d(xm' Xm+1) + d(xm+1' Xm+2) +---+d (Xn—l’ Xn)
<@+ 0™ +---+0"H)d (X, X,)

m1 1
<0 l-gd(xl,xz)
olacaktir. Herhangi bir £ >0 sayis1 igin
N H m-1 1
m> N iken & -md(xl,xz)«s
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kosulunu saglayan bir N dogal sayis1 vardir. Boylece (X,) bir Cauchy dizisi olur.
(X,d) uzayi tam oldugundan (Xx,) Cauchy dizisi X*€ X elemanina yakinsar.

Simdi ise x*=T(x*) oldugu gosterilecektir.

d(x*, (x*)) <d (x*, x,) +d (X;, 9(x;)) +d (@(x,), o(x*))
<@+0)d(x*, x,) +d(X,, X,,1)

olur. Verilen & >0 sayisina gore N sayisini

&
ved(X,,X,.,) <—

&
2(1+6) 2

d(x*, x,) <

olacak bigimde belirlernirse d(x*,T(x*)) <& esitsizligini elde edilir. £ >0 keyfi bir
say1 oldugundan x* =T (x*) sonucuna ulasilir.
X*e X elemaninin tekligini gorilecektir. Bir y*e X elemant i¢in de y*=T(y*)

esitligi saglansin.

d(x*, y*) = d(p(x*), o(y*)) <0-d(x*, y*)
@-6)-d(x*,y*) <0

olacaktir. Bu durumda d(x*, y*) =0 ve dolayisiyla x*=y* oldugu goriiliir.

Ornek 2.36 X =R, C =[0,]< X, T:C —>C, Tx =§ olsun. x, =% olarak se¢elim.

1

:TX =—,

X, 0= 5
1

X, =Tx, =T?Xx =—,

, =X 0 = o5
X, =Tx, =T X =T°x _ 1
3 2 0 125’
X =TX ,=TX ,=--=T"%,

seklinde bir dizi elde ederiz. N—o0 i¢in limit alinirsa, limX =0 dolayisiyla T

nN—o0

dontisiimiiniin sabit noktas1 0 dir. Sabit nokta tanimi kullanilarak

Tx=x:>g=x:>x=2x:>x=0
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dir.
Teorem 2.37 ( Kannan Teoremi ) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X

asagidaki sart1 saglayan bir doniisiim olsun, her x,y e X icin

d(Tx,Ty)<a-[d(xTx)+d(y,Ty)] (2.13)

olacak sekilde en az bir a € [0,]/2) sayis1 mevcut olsun. Bu durumda T déniisiimiiniin

tek bir sabit noktas1 vardir [41].
Ispat x, € X ve x, =T"x,, n=0,1,2,... (2.24) ile verilen Picard iterasyonu [74] olsun.

Bu durumda (2.13) esitsizliginden

d(xn,xm):ﬁ-d(xn_l,xn), n=1,2,... (2.14)

oldugu elde edilir.

ae [O,]/ 2) igin 0< 11 <1 oldugundan, Banach contraction prensibinin ispatindakine
—a

benzer sekilde {Xn}:;0 dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve bu durumda yakinsak bir

dizi oldugu sonucuna ulagilir. xe X , {Xn}:;0 dizisinin limiti olsun. Bu durumda,

d(xTx)<d(xx,)+d(x,Tx)<d(x,x)+ald (%%, )+d(xTx)]

olup, buradan da

d(xTx)<

|
o
—~~
>
>

)+lid(xn_l,xn), vneN (2.15)
oldugu elde edilir. (2.14) ve (2.15) esitsizliklerinden

1 a )
d(x,Tx)sa-d(x,xn)J{ﬁj d(x,, %), n=12,... (2.16)

olup, (2.16) te N—oo igin limiti alinmasiyla d(X,TX)zO@X:TX, yani sabit

noktasinin var oldugu gosterildi. Bdylece her bir X, € X ve (n — o) igin X, — x_dir.
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Teorem 2.38 ( Chatterjea Teoremi ) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X

asagidaki sart1 saglayan bir doniisiim olsun, her x,y e X i¢in

d(Tx,Ty)<b-[d(x,Ty)+d(y,Tx)] (2.17)

olacak sekilde en az bir be[0,1/2) sayis1 mevcut olsun. Bu durumda T bir Picard
operatoriidiir [88].
Teorem 2.39 ( Reich Sabit Nokta Teoremi ) (X,d) bir tam metrik uzay, T: X — X

bir doniistim olsun. T doniisiimii (2.6) sartin1 sagliyor ise T doniisiimiiniin tek bir sabit

noktas1 vardir [86].
Ispat xeX e x, =T"x,n=0,1,2,... Picard iterasyonu olsun. Bu durumda

X=T"X,y=T""'x, n>1 i¢in alinirsa

d (T n+1x,T“x) <ad (T”x,T”‘lx)+bd (T n+1x,T”x)+cd (T n‘1x,T"x) (2.18)

Yukaridaki esitsizlik diizenlenirse p = ?Lb olarak alinirsa

d(T™%T"X) < pd (T"%,T"x) (2.19)

p <lolacak sekilde (2.19) elde edilir. (2.19) esitsizligi bu sekilde devam edilerek

diizenlenirse

d(T™%,T"x) < p"d (Tx,X) (2.20)

Her m>n i¢in

d (me,T"x) < 1’:0 d (Tx, x)

elde edilir. Bu ylizden x, =T"x, n=0,1,2,... dizisi Cauchy dizisidir. O haldeT"x — z

vardir. Simdi T (z) = z oldugu ve T"'x —>T(z) oldugu gosterilecektir.

Gergekten x=T"X, y =2z alinirsa
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d (T n+1x,Tz) <ad (T“x, z)+bd (T n+1x,T”x)+cd (Tz,2)

<ap"d(Tx,x)+hd (T””x,z)+ﬁd (T”x,z)—>0

elde edilir. Birbirinden farkl iki sabit noktas1 X # Yy olsun. O halde
d(x,y)=d(Tx,Ty) <ad(x, y)+bd(Tx,x)+cd(Ty,y) =ad(X,y)

X=1Y elde edilir.
Uyar Teorem 2.39 deki a,b,c reel say1 degerleri asagidaki sekilde alinirsa
i) b=c=0 alinirsa Banach sabit nokta teoremi [38] elde edilir.

I)b=c, a=0 olarak alinirsa Kannan sabit nokta teoremi [41] elde edilir.

Teorem 2.40 ( Genellestirilmis Reich Sabit Nokta Teoremi ) (X,d) bir tam metrik

uzay, T : X — X bir doniisim olsun. Her x,y e X i¢in

d(Tx, Ty) <ad(x, y)+bd(Tx, x) +cd(Ty, y) +ed (Tx, y) + fd (Ty,x) (2.21)
olacak sekilde negatif olmayan &, b, C, e, f sayilar vea+b+c+e+f <1 mevcutise T
doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir [89].

Teorem 2.41 ( Branciari Sabit Nokta Teoremi ) (X,d) bir tam metrik uzay,
T:X — X bir doniisim ve @:R, >R, her &>0igin I(D(t)dt>0 olacak sekilde
0

negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her x,ye X igin

d(Tx,Ty) d(x.y)
j p(t)dt <c j @(t)dt olacak sekilde €< (0,1) meveut ise T doniisiimiiniin tek bir

0 0

sabit noktas1 vardir [43].

ispat Xe X keyfi olmak iizere X,,=T(X,)=T"(X), n=0,12,.... bigiminde {X,}

dizisini tanimlayalim.
1. adim: Herhangi bir X € X noktas1 ve {T"x} dizisi igin

Bu durumda c € (0,1) igin
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d(Tx,x)

d(T"x,T"x) d(T"x,T"x)
[ p(t)dt<c jo pt)dt<---<c" jo o(t)dt

elde edilir ve ayn1 zamanda n — oo igin

d(T™%,T"x

)
p(t)dt -0
dir.
2. adim: Cauchy dizisi oldgunu gosterelim.

(X,d) metrik uzaymda bir {T"x} Cauchy dizisidir. «— Her V&>0 sayist igin

dn_eN dyle ki Vn>n_ve VpeNigin d(T""x,T"X)< & dur.

d (T™Px,T"x) 1 d (Tx,x)
t)dt <c" t)dt 2.22
) Pld<c" o= [ e® (2.22)

n—o oldunda ve c<1 iken ¢c" —0 oldugundan {T"x} Cauchy dizisidir. (X,d)
uzay1 tam oldugundan (X,) Cauchy dizisi X*€ X elemanina yakinsar.
3. adim: Sabit noktasinin varhigi (X,d) tam metrik uzay oldugundan dolay:

limT"X=X olacak sekilde X X noktas: vardir. X noktasmim sabit nokta oldugunu
n—o0

gosterilecektir. IJTHH o(t)dt >0 olsun.
0<d(Tx,x) <d(T"x,x)+d(T"x,Tx)

n+1

limT"X =X oldugundan dolayi n—s oo i¢in d(T™x,x) — 0 noktasina yakinsar.

n—o0

J-Od (T™x,Tx) q)(t)dt < CJ-Od (T"x,x) g[)(t)dt

n—oo igin d(T"X,X) — 0 noktasma yakinsar elde edilir. 0<c<1 ve 0< ||TX— X|| <0
oldugundan dolayr TX = X olur.

4. adim: Sabit noktanin tekligi: x,y e X noktalari i¢in y =Ty, x=Tx olsun.

d(x,y) d(Tx,Ty) d(x,y)
0<| " o(t)dt = ) Tpydt<c[ " p(t)dt

0

ve
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d(Ty,y) =0, d(Tx,x) =0ve0<c <1 oldugu igino halde

d(x,y)
osjo p)dt<0=d(x,y)=0=x=y

dir. Sabit noktas1 tekdir.

Branciari sabit nokta teoremi ¢(t) =1 olarak alinirsa Banach contraction prensibi elde

edilmis olunur.
Teorem 2.42 (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X déniisiimii (2.9) veya (2.10)
sartlarin1 saglayan bir zayif contraction olsun. F = {X e X:Tx= X} = olsun, bu

durumda {X,} Picard iterasyon dizisi baz1 X € F; ye yakmsar [87].

Teorem 2.43 (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X déniisiimii (2.11) veya (2.12)
sartlarin1 saglayan bir zayif contraction olsun. F = {X,, e X:Tx. = X*} #olsun, bu

durumda T doniigiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir [87].

Teorem 2.44 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X déniisiimii
Eger her X,y € X i¢in

d(TX,Ty) <SM (X, y)+LN(X,y) (2.23)

M (x, y) = max{d (x,y),d(Tx,x),d(Ty, y),d(Tx, y),d(Ty, x)} ve

N (X, y) = max{d (Tx, x),d(Ty, y),d(Tx, y),d(Ty,x)} olacak sekilde &< (0,1) sabiti ve
L >0 sartlarini saglayan bir hemen hemen contraction olsun.

Bu durumda

(i) T bir tek sabit noktaya sahiptir, yani F ={X. € X} dir;

(i) x. € K ye yakinsar [90].

2.4 Baz iterasyon Yontemleri
Bu boliimde literatiirde yaygin olarak kullanilan iterasyon yontemlerini tanitacaktir.

Bir doniisiimiin sabit noktasini1 yada noktalarini bulurken cesitli iterasyon yontemleri

kullanilir. Bunlarin bazilari, Picard itersayon methodu [74], Krasnoselskij iterasyonu
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[75], Mann iterasyonu [47], Ishikawa iterasyonu [76], Noor iterasyonu [77] vb.

iterasyon yontemleridir. Bu iterasyon yontemlerini sira halinde ifade edilirse:

Picard iterasyon yontemi [74] Cauchy tarafindan kullanildigi bilinmektedir. Bu yontem
ilk olarak 1890 yilinda Picard [74] tarafindan baslangic degerle diferansiyel

denklemlerinin ¢6ziimiiniin varlig ve tekliginin ispatinda kullanildig1 goriilmektedir.

Tamm 2.45 ( Picard iterasyon Metodu ) (X ) d) bir metrik uzay, C < X kapali bir

alt kiime ve T :C — C bir déniigiim olsun. Verilen bir X, € X i¢in

X =T(%,)=T"(%), n=012,... (2.24)

seklinde tanimlanir. Picard iterasyonu, ardisik yaklasimlar dizisi olarak da adlandirilir

[74].

Picard iterasyonu tam metrik uzayda tanimli contraction doniisiimlerin sabit noktalarina
yaklagmak icin kullanilan iterasyonlardan biridir. Contraction doniisiim yerine farkl: bir
simiftan bir doniisim alimirsa Picard itereasyonu, doniisiimiin sabit noktasina
yakinsamayabilir. Bu durum g6z oniinde bulunduran Krasnoselskij [75] asagidaki

iterasyon yontemini tanimlamigtir.

Tanmim 2.46 ( Krasnoselskij Iterasyonu ) (X,|+/) bir reel normlu uzay, T: X — X bir

doniigiim olsun. Krasnoselskij iterasyonu, X, € X ve A € [0,1] i¢in

Xpq =(1-24)%, +ATx,, n=0,1,2,... (2.25)

seklinde tanimlanir [75].
Krasnoselskij iterasyonu A =1 i¢in Picard iterasyonuna (2.24) indirgenir.

Bu iterasyon yontemi 1954 yilinda Krasnoselskij [75] tarafindan tanimlanmustir.
Nonexpansive doniislimlerin sabit noktalarmma yaklasimda bulunmak amaciyla
kullanilan en genel iterasyon yontemi Mann iterasyonudur. Mann iterasyon yontemi,
Krasnoselskijiterasyon yonteminden daha once 1952 yilinda bir matris formunda

tanimlanmaistir.

Tamim 2.47 ( Mann Iterasyonu ) X bir normlu uzay, C < X in bir bos olmayan

konveks alt kiime, T :C — C bir déniisiim olsun. Keyfi bir X, € C igin,
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Xou = (1=, ) X, + @, Tx;, neN (2.26)

{a,}”, her neN igin a,[01] ve Z

&% =% sartlarini saglayan bir negatif

olmayan reel sayilarin dizisi olsun. Bu durumda {Xn}::() dizisine Mann iterasyonu
denilir [47].

a, dizisi a, =4 (sabit) olarak almirsa, bu durumda Mann iterasyonu, Krasnoselskij
iterasyonuna (2.25) indirgenir.

Mann iterasyonunun pseudo-contractive doniisiimlerin sabit noktalarina yakinsamadigi
ancak 1974 yilinda Ishikawa [76] tarafindan tanimlanan bu iterasyon yontemi bir

pseudo-contractive doniisiimiin sabit noktasina yakinsadigini gostermistir.

Tamim 2.48 ( Ishikawa iterasyonu ) X bir normlu uzay, C — X in bir bos olmayan

konveks alt kiime, T :C — C bir doniisiim olsun. Keyfi bir x, € C igin,

X .. =(1- X +a Ty,
{ n+1 ( an) n an yn (227)

Y, =(1-4,)%,+B,Tx,,n=0,12,---

seklinde tanimlanir. Burada {an} { } [O 1] dir.lime, =0, IImﬂ =0 z o, =m0

dir. {x,}  dizisine Ishikawa iterasyonu denilir [76].
B, =0 i¢in Ishikawa iterasyonu Mann iterasyonuna (2.26) indirgenir.

2000 yilinda M.A. Noor [77] tarafindan, asagidaki ii¢ adimli iterasyon yontemi

tanimlandi.

Tamim 2.49 ( Noor Iterasyon Yéntemi ) «,,p,.7, e[O,l],VneN belirli sartlari

saglayan reel say1 dizileri olmak tizere,

F(T.%)=(1-a,) %, +a,Ty,
( B) %, + BTz, (2.28)
(1=7.) %, + 7.7,

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Noor iterasyon yontemi denilir [77].
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Tanmm 250 X bir normlu uzay, C < X in bir bos olmayan konveks alt kiime,

T:C —C bir doniisiim olsun. Keyfi bir x, € C i¢in,

f (T’ Xn) = (1_an _ﬁn)yn +anTyn +ﬂnTZn’
y, =(1-a,-b,)z,+a,Tz, +b,Tx, (2.29)
z,=(-c,)x,+c,Tx,, n=0,1,2,--

0

e[O,l], Z(an +3,) =codir [91].

n=0

] 0
n= n=

seklinde tamimlanir. Burada {a, + £,} ., {&,+0,}

Tamm 2.51 ( Picard-Mann Hibrid Iterasyonu ) X bir normlu uzay, C — X kapali

konveks bir alt kiimesi ve T :C — C bir doniisiim olsun. Verilen bir X, € X igin

X . =T ,

n+1 (yn) (2.30)
Y, =(1-a,)X, +a,Tx, ,n=0,12,...

olacak sekilde {o,}" . her neN icin a, €(0,1) ve Z:zlan =0 sartlarmni saglayan bir

negatif olmayan reel sayilarin dizisi var ise {Xn}f:0 dizisine Picard-Mann Hibrid

iterasyonu denilir [92].

Tammm 2.52 ( New Multistep iteration ) X bir normlu uzay, C < X in bir bos

olmayan alt kiime, T :C — C bir doniisiim olsun. Keyfi bir X, € C igin,

X, €C

Xn+1 = (1_ a, ) yi + anTyrlw

Vi =(1-B0) vi + BTy,

Vi =(1- B2 ) ya+ B2Tys,

Vit =(1-4")% +B7Tx,, neN
ya da

X, €C

Xn+1 = (1_ a, ) yi + anTyi'
Yo =(1-B) it + BTyi?, =L, 5-2
Yot =(1-B")%, + B'Tx,, neN,

(2.31)

24



seklinde tanimlanir. Burada {an} , { ﬂn} €[0,1) ve i=1,---, s-2dir [93].

2.5 Bazi Onemli Tanimlar ve Lemmalar

Bu kisimda ¢alismamizda kullanacagimiz bazi tamimlar ve lemmalar verecegiz.

Lemma 2.53 {«, }. , ve{s, }., iki pozitif reel say1 dizileri olsun. Her n € Nigin

o, <1-1)a,+5,,

olacak sekilde A, €[0,1], Z:zlﬂn =00, V& n—>oo igin % — 0 oluyorsa limea, =0dir

[94].

Lemma 2.54 Herhangi bir pozitif {«,}_, dizisi olsun. Her n e Nigin

0ty < (L= th)at, + 147,

olacak sekilde x, €(0,1), Z::l M, = dir. O halde asagidaki esitsizlik saglanir.

O0<limsupe, <limsupy,

nN—o0 N—00

[95].
Lemma 2.55 (X,d) bir tam metrik uzay ve ¢:R, >R, her &> 0igin Igo(t)dt>0
0

olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue integrallenebilir olsun.
{un}::o ,{Vn }:O:O c X igin

d(Un,Vn)

‘d(un,vn)— [ ot

0

<a,

olacak sekilde lima, =0 sartin1 saglayan bir {an}:io c (0,1) dizisi vardir [46].

Tamm 2.56 ( Kararhlik ) (X,[+)) normlu uzay ve T:X — X bir doniigiim olsun.

n>0, X, € X i¢inX,,, = f(T,X,) iterasyonu olmak iizere ve {x.}~_, nokta dizisi T nin

sabit noktasina yakinsasin. Herhangi bir y, < X dizisi ve
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& =[Yoa— FT. ¥, (N=012,...) icin limg, =0 limy, = p oluyor ise T kararlidir
denir [96-97].
Tamm 2.57 ( Veri Bagimhihg1 ) T,S:C — C iki operatér olsun. X C

[Tx—Sx|<e

olacak sekilde sabit & >0 sayisi varsa S ye T nin yaklagim operatorii denir [84].

a+b

a b
Tammm 258 ab>0 i¢in j (p(t)dtsjgo(t)du .[ @(t)dt oluyorsa integral alt
0 0 0

toplamsaldir denir.

Ornek 2.59 a,b>0 ¢(x) = 1 1 integrali alt toplamsaldir.
X+

a+b

a b
idx In(a+b-+1), jidx=|n(a+1), jidx=|n(b+1)
X+1 o X+1 o X+1

ab>0dir.a+b+1<ab+a+b+l=ab+D)+b+)=bO+1)(@+1)
In(a+b+1) <In((b+)(a+1)=In(b+1) +In(a+1)

a+b

j — dx < j [ dx + j - dx alt toplamsaldir [98].
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BOLUM 3

INTEGRAL TiP DONUSUMLER ICIN BAZI iTERASYONLARIN
YAKINSAKLIKLARI

Bu boliimde tanimlanan integral tip doniisiim ile yeni tanimlamis oldugumuz integral tip
doniistim siniflar1 i¢in baz1 iterasyon yontemleri kullanilarak yakinsakliklarin

inceleyecegiz.

Banach contraction teoremi [38] bir tam metrik uzaydan kendisi {izerine olan
dontigiimlerle ilgilenir. Teoremdeki doniisiimiin contraction olmasi sarti teoremin
uygulamasinda kisitlamalar getirmektedir. Bu sebeple birgok arastirmaci farkli uzaylar
veya farkli tiirden donisim siniflarini  kullanarak bu teoremin ¢ok sayida
genellestirmelerini elde etmislerdir. Bu amagla Branciari [43] tarafindan Teorem 2.41

de (2.7) sart1 ile Banach contraction teoreminin integral versiyonunu tanmladi. Rhoades

[44] ise(X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X bir déniisim ve @:R, >R, her
£ >0igin I¢(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-
0

integrallenebilir olsun. Her x,y e X igin
d(Tx,Ty) m(x,y)

(xy
[ odt<k [ o)t (3.1)

0

olacak sekilde k € (0,1) mevcut ve

d(x, f(y)) +d(y, f(x))
2

m(x, y) =max{d(x,y),d(x, f(x)),d(y, f(y)), } ve her x,yeX

i¢in
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d(Tx,Ty) M(x.y)

[ otdt<k [ o) (32)

0

olacak sekilde k €(0,1) mevcut ve burada

M (%, y) = max{d(x, y),d(x, f (x)),d(y, f(y)),d(x, f(y)),d(y, f(x))} dir. [fadelerini

tanimlamistir.

(X,d) bir tam metrik uzay, T:X — X bir donisim ve v,y:R, - R, monoton

azalmayan fonksiyon ve ¢:R, — R, her ¢ >0igin Igo(t)dt >0 olacak sekilde negatif
0

olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her x,y e X igin
d(Tx,Ty) d(x,Tx) d(x,

(xy)
[ odi<y( | ptdv@)+k [ pt)dv(t) (33)

0

olacak sekilde K € (0,1) mevcut oldugunu Olatinwo [46] tanimlayarak bazi sonuglarini

elde etti.

Boliim 3’te, Boliim 2’de bahsedilen doniisiimlerin bircogunu 6zel hal olarak barindiran
bazi yeni integral tip doniistimler tanimlanarak bu yeni doniisiimler yardimiyla ele

alinan konulara iligkin elde edilen orijinal sonuglara yer verilecektir.

Riech integral tip doniisiim olarak adlandirilan ilk yeni doniigiimiimiiz asagidaki sekilde

tanimlandi.

Tamm 3.1 T: X — X bir doniisiim ve ¢:R, —> R, her &> 0i¢in I@(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her x,ye X

i¢in
ey b e v
X ygo(t)dtgajo ygo(t)olt+bj0 go(t)olt+cj0y M o(t)dt (3.4)

olacak sekilde a+b+cC <1 gartin1 saglayan a,b,c negatif olmayan sayilar olmak iizere,

(3.4) esitsizligi elde edilir.

Bu yeni doniistiimiimiiz 6zel durumlar1 asagidaki sekilde agiklanabilir.
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(3.4) esitsizliginde @(t)=1 alinirsa 1971 yilinda Simon Riech tarafindan (2.6) da

tanimlanan doniisiim elde edilir. b=c=0 alinirsa contraction doniisiimii elde edilir.

b=c= % a =0 olarak alinirsa Kannan doniigiimii [41] elde edilir.

Teorem 2.37 ile verilen (2.13) esitsizliginin integral versiyonu olan ikinci yeni

dontisiimiimiiz agagidaki sekilde tanimlanir:

Tamm 3.2 T: X — X bir doniisim ve ¢:R, >R _ her &>0igin j(p(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her x,ye X

i¢in

[ omde<af™ " pydt+b[™ " p(t)ot (35)

0

olacak sekilde a,be[0, %) sartin1 saglayan sayilar olmak iizere, (3.5) esitsizligi elde

edilir. (3.5) esitsizliginde @(t)=1 ve a=b alimrsa (2.13) ile verilen esitsizlik elde
edilir.

Ugiincii yeni déniisiimiimiiz:
Tamm 3.3 T: X — X bir doniisim ve ¢:R, >R _ her &>0igin j(p(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her x,ye X

i¢in

M ewat<al” ot +b[" o (36)

0

olacak sekilde a,be[0, %) sartini saglayan sayilar olmak flizere, (3.6) esitsizligi

tanimlanur. (3.6) esitsizliginde @(t) =1 ve a=b alinirsa (2.17) ile verilen esitsizlik elde
edilir.

Genellestirilmis Reich sabit nokta teoreminin [89] integral versiyonu i¢in asagidaki

sekilde tanimlanir.
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Tamm 3.4 T : X — X bir doniisiim ve ¢:R, —> R, her &> 0i¢in I¢(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir veintegral alt toplamsal

olsun. Her x,y e X igin

eyl ey e -yl
[ y(p(t)dtgajo y(p(t)o|t+|oj0 ¢(t)dt+cj0”(p(t)dt+

[Ty [Ty (3.7)
ve[ Tot)dt+ f [ o)t

olacak sekilde a+b+cC+e+ f <1 sartin1 saglayan a,b,c negatif olmayan sayilar olmak

tizere, (3.7) esitsizligi elde edildi. Burada
b=c=e=f =0 i¢in (2.7) ile verilen integral tip contraction sarti,

e=f =0ve a+b+c<lile (3.4) verilenilen integral tip sarti,

a=e=f =0 ve b,cell, %) ile (3.5) verilenilen integral tip sarti,

a=b=c=0veefe|0, %) ile (3.6) verilenilen integral tip sarti,
b=c=e=f =0 ve @(t) =1 alinirsa Banach contraction prensibi [38],

a=e=f =0, b,ce[0, %) , b=c ve ¢(t) =1 alinirsa Kannan teoreminde [41] verilen

(2.13) sarti,

a=b=c=0, e fe[0, %), e=f ve ¢(t)=1 alimirsa Chatterjea teoreminde [88]
verilen (2.17) sart1 elde edilir.

(2.9), (2.10), (2.11) ve (2.12) ile verilen zayif contraction sartlarini kullanarak agagidaki

doniigiimler tanimlandi.

Tamm 3.5 (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir déniisiim ve ¢:R, — R, her

£ >0igin Iw(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-
0
integrallenebilir olsun. Her x,y e X i¢in

jod(TX'Ty)go(t)dt < 5j0d(x'y)co(t)dt + Ljod(Ty'X) o(t)dt (3.8)
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veya

[ pydt <[ oyde+ L[ ot (3.9)
0 0 0

veya

d(Tx,Ty) d(x,y) d(Tx,x)

j pt)dt<s j p(t)dt + L j p(t)dt (3.10)
0 0 0

veya

[ oyt <[ oyt L[ o)t (3.11)

olacak sekilde bir & (0,1) sabiti ve bir L>0 mevcut ise, T ye bir integral tip zayif

contraction denilir.

Ornek 3.6 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, - R here&>0igin Jqo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C, (2.7) sartim saglayan bir integral
tip contraction doniigiim olsun. Keyfi bir x,, C deki herhangi bir nokta ise bu durumda
{x,}-, nokta dizisi (2.26) ile verilen Mann iterasyonu olmak tizere, T nin sabit

noktasina yakinsar, Tp = p i¢in

[ p(tydt <x,., — p] +k,
< (-a,) %, = pll+ e, [T, — p|+k,
<@-a)[" ot a, [ pt)dt + 2k,

<-a,@-o)[""

0

p(t)dt+ 2k,
Burada Tx =</3x+18 olarak almirsa Tp = p den dolay1 p =3 elde edilir.

Baslangig sartt X, =100 ve ¢(t) = ﬁ olarak secersek Cizelge 3.1 ile verilen sonuglar
+

elde edilir.
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Cizelge 3.2 Mann iterasyon yonteminin ilk 27 adiminin hesaplanmasi

Iterasyon Adim Sayis1 | Mann Iterasyonu
1 53.412812
2 29.520268
3 17.130628
20 3.00059
27 3.000011

Bu boliimiin devaminda, Branciari[43] integral contraction ve bazi yeni integral tip
dontigimler yardimiyla ele aliman konulara iligskin elde edilen orijinal sonuglara yer

verilecektir.

Teorem 3.7 (X,””) Banach uzay1 ve ¢:R, —R_ her &> 0igin J.go(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. T: X — X,
(3.4) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin tek bir sabit

noktasi vardir.

Ispat x, € X keyfi olmak iizere X, =T (Xn):Tn (XO), n=0,12,... bigiminde (Xn)
dizisini tanimlayalim.

1. adim: Herhangi bir X € X noktas1 ve {T"x} dizisi igin

Bu durumda
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Tn+1X7

T”*lx—T“xH -T “’le

T n—lXH

[ Odt<al ™ Odt+c[
0 ¢ —Jo ¢ 0

(1-h) jOTM”“X pdt<(@+o)f”

sy a+e
t)dt < ——
Jo et =

o(t)dt+b j

o(t)dt

et
o(t)dt

0

o(t)dt

T n—iXH

burada a+b+c<l1= a+c<1—b,ﬂ

=0 <1 alinirsa

T"*lx—T”xH

frex-Tr
p(t)dt <5 jo o(t)dt

J

elde edilir. Buradan devam edilirse

[Tx—x

JT"””“X (t)dt<5JT"”"1x Ddt<--<s" [ )t 312
0 o <o ¢()——jo () .

seklinde yazilabilir.

2. adim: Cauchy dizisi oldgunu gdsterelim.

(X,|[|) normlu uzaymnda bir {T"x} Cauchy dizisidir. < Her V&>0 sayisi igin

3n, eN dyle ki Vn>n,ve vpeNigin [T""x-T"x|<¢ dur. O halde Lemma 2.55
kullanilarak
J.OTWHHX p(t)dt < ‘T”*”X—T”x +k,

<[ Px =T P [T =T P2 [T =T+ K, (3.13)

N N
<5 ﬁjo p(t)dt +(p+1)k

n — cooldugunda Lemma 2.55 geregince k, >0 ve 6 <1 iken 6" — 0 oldugundan
{T"x} Cauchy dizisidir. (X,|||) uzay1 tam oldugundan {x,} Cauchy dizisi x*e X
elemanina yakinsar.

3. adim: Sabit noktasinin varligi

(X,””) tam normlu uzay oldugundan dolay1 !]ianX =X olacak sekilde Xe X noktasi

ITX—X
vardir. X noktasinin sabit nokta oldugunu gosterelim. J-J H o(t)dt > 0olsun.
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O<||Tx—x||s‘

iken ‘

T”“x—x”+‘

T "X —TXH

T X~ XH normu 0 noktasina yakinsar. Clinkii r[ianX =X oldugundan dolay1t n — oo
-0

T X — XH — 0 dir. Lemma 2.55 geregince

Tn+1 T n+1X7

L pdt+ [ ™ (t)dt + 3k,

0

[ ot < |

0

<[ pwatral pwdtb[" T pwdt+ [ ot + 3k
—Jo (0 0 §0 0 (p 0 go n

T n+l

Tx [Tx—x

< L o(t)dt + 3k,

A ®dt+5"["  p()dt +cf
¢ Ty

0

1 p(t)dt+a|

0 0

.- I Tn — - n+1 _ HTHX?XH n
elde edilir. ngn X=X iken n—>oo:>‘T X XH—>0, IO pt)dt >0, &" ve

k, = O0dir. O halde n— oo i¢in

J~HTX*XH ()t <CJ'HTHH (t)dt
0 P —Jo P

a0 et <o

0<c<1,1-c=0 ve 0<|Tx—X| <0 oldugundan dolay1 Tx =X olur.

Simdi sabit noktanin tek oldugunu gosterelim.

4. adim: Sabit noktanin tekligi: x,y e X noktalari igin y =Ty, x=Tx olsun.
x=yl [Tx-T x=x] =] my-y
0<["Tomdt< | ToMdt<al” t)dt+b[ " e)dt+c[ ()t

ve

[Ty—y[|=0, [Tx-X|=0 ve 0<a<1 oldugu igin

[ ot <al " pat

0

a-a)[ " pydt <0

0 halde

Osﬂx_yugo(t)dt <0=|x-y[|=0=x=y
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dir. Sabit noktasi tekdir.

Ornek 3.8 X =[0,1] ve || mutlak deger normu olsun. (X,||) tam normlu uzay
oldugundan bir Banach uzay: olur. @R, - R, her £>0 icin Jqo(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olmas1 gerektiginden

2

o(t) =% olarak segelim. O halde her & >0 icin

olur. a=b=c= % ve her x,y<[0,1], T :[0,1] = [0,1] olacak sekilde Tx = g doniisimii

(3.4) esitsizligini saglayan integral tip dontisiim olur. Teorem 3.7 geregince tek bir sabit
noktas vardir. Bu sabit nokta F ={0} dur.

Teorem 3.9 (X,[{) Banach uzayi ve T:X — X bir doniisim ve ¢:R, —>R_ her

>0 i¢in I(p(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-
0

integrallenebilir olsun. Her x,y e X igin

ﬂ“’w” o(t)dt<a ﬂ“’x” p(t)dt+b] o)t

0

olacak sekilde a,b€[0, %) sartin1 saglayan reel sayilar mevcut ise T doéniisiimiiniin

tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat x, € X keyfi olmak iizere X, =T(Xn):T"(X0), n=0,12,... biciminde (Xn)

Picard iterasyon dizisini kullanarak herhangi bir x € X noktas1 ve {T"x} dizisi i¢gin

J

1-2)]

0

HT Ny T nXH
jo o(t)dt <

T”*lx—T”xH -T ”’1XH

HT n+1x—T”xH HT”X
p(t)dt<a jo o(t)dt +b jo o(t)dt

™ x|
o(t)dt <b jo o(t)dt

b
(1-a)

-|—n+1X7

ITHX_TH_lX (t)dt
0 2
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=0 <1 alinirsa

dir. Burada a+b <1,
(1-a)

J-T"“x—T”x (t)dt <5J.THX_TMX (t)dt
0 ¢ —Jo ¢

elde edilir. Buradan devam edilirse

™ p)dt <o <S5 jWHH o(t)dt (3.14)

0

J‘HTMX_T”XH (t)dt < 5J‘HTnX
0 ¢ o Jo
seklinde yazilabilir. Cauchy dizisi oldgunu gosterelim.

(X,|[{) normlu uzaymnda bir {T"x} Cauchy dizisidir. < Her V& >0 saysi igin

3n, eN dyleki Vn>n,ve vpeN igin [T"Px—T"x| <& dur. O halde Lemma 2.55

kullanilarak

J

T””‘x—T"xH

p(t)dt <|[T"Px—T"x

<|

+k,

T —T"x

T =T 4|

T”+p‘1x—T”+p‘2xH+---+‘

+k  (3.15)

n

<5 Fla) [ Moyt + (p+DK,

n—co Oldugunda Lemma 2.55 geregince k, >0 ve 0 <1 iken 6" — 0 oldugundan

{T"x} Cauchy dizisidir. (X,|||) uzayr tam oldugundan {x,} Cauchy dizisi xe X

elemanina yakinsar. O halde simdi sabit noktasinin varligini inceleyecegiz.
(X, ||||) tam normlu uzay oldugundan dolay: !]ianX =X olacak sekilde Xxe X noktasi
—0

vardir. X noktasinin sabit nokta oldugunu gosterelim. ﬂTX_XH o(t)dt > 0olsun.

O<||Tx—x||s‘

iken ‘

T”+1x—xH+‘

T x —TXH

T X — XH normu 0 noktasina yakinsar. Clinkii !}ﬁnT "X =X oldugundan dolay1 n—s oo

T X~ XH — 0 dir. Lemma 2.42 geregince ve (3.14) kullanilarak
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("ot < JHT“”HH (dt+ [ " eyt + 3
pde< [Ty R :

1X_XH Tn+1 n
p(t)dt +af

T x—T"x|
0

< pOdt+b[" " pt)dt + 3k,

0

TN [Tx—x

< ™ poydt + as” (" oyt b p(tydt + 3k,

0 0

elde edilir. iMT"X=Xikenn — o0 ={T"*x-x| -0, jOT X_XHgo(t)dt—>O, 5" ve k, =0

dir. O halde Tx =X olur. Son olarak sabit noktanin tek oldugunu gosterelim.
X,y € X noktalari i¢in y =Ty, x =Tx olsun.

=yl [Tx-=Ty] = ITy-y
0<["ToMdt=[""pMdt<af eM)dt+b[" " o)t

0 0
ve |[Ty—=y| =0, [Tx-X|=0 oldugu igin

0< ﬂx_yugo(t)dt <0=|x-y|=0=x=y
dir. Sabit noktasi tekdir.

Teorem 3.10 (X,””) Banach uzayr ve T:X — X bir doniisim ve ¢@:R, - R_ her
&> 0igin jgo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-
0

integrallenebilir olsun. Her x,y e X igin

ﬂmy” o(t)dt<a ﬂ“‘y” p(t)dt +b| o)t

0

olacak sekilde a,b [0, %) sartin1 saglayan sayilar mevcut ise T doniisiimiiniin tek bir
sabit noktas1 vardir.

Ispat: Teorem 3.9 bezer sekilde Picard iterasyonu kullanarak, X, € X keyfi olmak
tizere {T"x} dizisi i¢in

Bu durumda

[ pwat<al™ " pmaeb[M T gt

Integral alt toplamsallig1 kullanilirsa
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Tn+1 Tn+1x_-|—nx

T ptydt<a [ Loyt +a john”n !

0

o(t)dt

J
TIx-T "XH

[ p(t)dt < (%a) IOTHHMX o(t)dt

=0 <1 alinirsa

a
Burada a+b<1ve ae[0, %) oldugundan 1

T"*lx—T”xH

frrxT
p(t)dt <o jo o(t)dt

k

elde edilir. Buradan devam edilirse

IS frox-Tr o (I
jo (p(t)dts(sjo pt)dt<--- <5 j p(t)dt

0

seklinde yazilabilir. Cauchy dizisi oldgunu gosterelim.

(X,|[) normlu uzayinda bir {T"x} Cauchy dizisidir. — Her V& >0 sayis1igin

3n, eN dyleki ¥n>n, ve vp e Nigin [T™Px-T"x||<& dur. O halde Lemma 2.55
kullanilarak
TMDX_THXH n+ n
jo p(t)dt <|[T"Px—T"x|+k,
S‘T””’x—T”+p‘1xH+‘T”+p‘1x—T””"sz+---+‘T”+1X—T”x +k,

<5 Fla) [ oyt + (p+DK,

n— oo Oldugunda Lemma 2.55 geregince k, >0 ve 0 <1 iken 6" — 0 oldugundan

{T"x} Cauchy dizisidir. (X,||)uzay1 tam oldugundan {x,} Cauchy dizisi xe X

elemanina yakinsar. O halde simdi sabit noktasinin varligini inceleyecegiz.

(X, ||||) tam normlu uzay oldugundan dolay1 !LanX =X olacak sekilde X € X noktasi

vardir. X noktasinin sabit nokta oldugunu gosterelim. ﬂTX_XH o(t)dt > 0olsun.

O<||Tx—x||s‘

T”*lx—xH+‘

T "X —TXH
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iken

T X — XH normu 0 noktasina yakinsar. Ciinkii r|]imT "X =X oldugundan dolay1 n—s oo
-0

T — XH — 0 dir. Lemma 2.55 geregince ve (3.14) kullanilarak

-|—n+1 Tn+1X7

™ (t)dt+ 3k

T™Ix-T"x

ot + |

0

¢mm+q

0

(" pydt< |

0

TnﬂXfXH

< p(t)dt+b[" " p(t)dt +3k,

0

<Iﬂ””(odt+mwj“”(0m+bj“”(om+ek
<[ o e e :

. T"x—X
elde edilir. !\@TnX:Xikenn—>oo:>‘T”*1x—xH—>0, '[0 qu(t)dt—>0, s" ve k, >0

dir. O halde TX = X olur. Son olarak sabit noktanin tek oldugunu gosterelim.
X, Yy € X noktalari i¢in y =Ty, x =Tx olsun.

=l [Tx=Ty] = ITy—y]
o< [ ptmdt=[""pwdt<af " " pmdt+b[" " p(t)dt

: ;
ve[Ty—y[=0, [Tx-X|=0 oldugu iin

0< [ pdt <0=[x—y|=0=x=y

dir. Sabit noktas1 tekdir.

Teorem 311 (X,||) Banach uzayi ve p:R, >R, her &>0igin [p(t)dt>0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. T: X — X,
(3.7) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin tek bir sabit

noktasi vardir.

Ispat: Teorem 3.10 bezer sekilde Picard iterasyonu aliarak elde edilir.

Teorem 3.12 (X,d) tam metrik uzay ve @:R, >R, her ¢£>0igin j(/)(t)dt>0
0

olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun.

T:X = X, (3.8) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda

(i) i ={xeX:Tx=x}#J;
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(i) Herhangi bir x, € X igin, ile verilen {x }” = Picard iterasyonu bazi xeF; ye

yakinsar.
ispat x, € X keyfi olmak iizere X, =T(X,)=T"(X%), n=0,12,... biciminde (X,)
dizisini tanimlayalim.(3.8) esitsizliginde X=T" (X) ve 'y =Tn_l(X) alinirsa,bu durumda

d n+1x’ Ny d nX’ nflx d nX, nflx
[T pmar<s[ T Tpwdte LT plt)et

burada o <1 oldugundan

d (T, T"x) d(T
J :

pt)dt <5 T ydt <. < 6" [*™7 ottt (3.16)

elde edilir. Cauchy dizisidir. Ciinkii Teorem 3.7 ispatina benzer sekilde

d(T™x T"x) dt < o' d(Txx) q K
) pOdt< [ pO)dt+(p+Dk, (3.17)

elde edilir. O halde n—o igin Tn(X)—>X vardir. Simdi sabit noktanin varligini

gosterelim.

d(Tx,x)
jo o(t)dt > 0olsun.
0<d(Tx,x) <d(T"x,x)+d(T"x,Tx)

n+1

N —ooigind (T"X, X) > 0 noktasina yakinsar. Ciinkii !imT "X =X oldugundan dolay1
—0

ve Teorem 3.7 benzer islemler yapilarak

[ M )t < jod TN ot)dt + jo" T ) dt+ 3K,

0

d (T™x,x) d(T"x,x) d(T"x,x)
<[ Tomdt+s[ " T pmdt+L[ " " p(t)dt+3k,

. . d(T"x,x)
elde edilir. imT"x=xiken iMT™x=X,n—c0 icin " o(t)dt >0 ve k —>0dr.

O halde Tx = x olur.

Sabit noktasi birden fazla olabilir. Budurum asagidaki érnekten goriiliir.

40



Ornek 3.13 T:[0,1] —[0,1] déniisiim Tx =X ve her x,y [0,1] icin ¢(t) :ﬁ olsun.
+

Bu durumda sabit noktalar1 kiimesi F, ={[0,1]} dir. Ayn1 zamanda (3.8) esitsizligini

saglar. 5 €(0,1) ve L>1-6 olarak secilir.

In(x—y|+1) <5 In(x—y|+1) + LIn(x—y|+1)

elde edilir.

Uzaklik fonksiyonun simetrik 6zelligi kullanilarak; (3.8) esitsizliginin simetrigi (3.9)

esitsizligidir. Bu nedenle Teorem 3.12 ayni sonuglar elde edilir.

Teorem 3.14 (X,d)tam metrik uzay ve ¢: R, — R, her ¢ >0igin J'go(t)dt >0 olacak
0

sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun.T: X — X,
(3.11) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T déniistimiiniin tek bir sabit

noktasi vardir.
Ispat T nin X te x ve y gibi farkli iki sabit noktasi olsun. Bu durumda

(Ty.y)

pdt+L[ " p(t)et

(x,y)

[ oyt =[""" ptydt <&

0 0

[ ot <s] " pydt = @-5)[ " p(t)dt <0

0 0

oldugu elde edilir ve

d(x,y)=0

olusu ile ¢elisir.

Ispatin kalan kismi Teorem 3.12 min ispatina benzer sekilde yapilabilir. Ispat

tamamlanmis olur.

(3.11) esitsizliginin simetrigi (3.10) esitsizligidir. Bu neden ile (3.10) esitsizligi i¢in

Teorem 3.14 benzer islemler kullanilarak ayni sonug elde edilir.

Teorem 3.15 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, >R herg>0igin J.(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0
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toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C doniisiimii (3.4) sartin1 saglayan

bir integral tip doniisiim olsun. Tp=p olan p ek sabit noktaya sahip oldugunu
kabul edelim. Bu durumda X, €C kosulu igin, (2.30) ile verilen Picard-Mann Hibrid

iterasyonu, p € F; sabit noktasina yakinsar.

Ispat x, € X keyfi olmak iizere X, =T(yn), n=0,12,... bi¢iminde (Xn) dizisini
tanimlayalim. p noktasi, T doniisiimiiniin sabit noktas1 yani Tp=p olsun. Bu durumda

1 =Pl ™o =Yal

jo\ w1l (t)dt—J“ Yo=Pl (t)dt<aj p(t)dt + bj (t)dt+CﬂTp_quo(t)dt

o0 halde Tp=p oldugundan dolay1 ||Tp - p|| =0 dir. Bu nedenle

™n=val

p(t)dt+b j p(t)dt (3.18)

(7

[ oyt <af
elde edilir. Lemma 2.55 kulanilarak

[ oty < [Ty, — v, +k,

Ty-pl Iy=pl (3.19)
<[ " o(t)dt + [ " o(t)dt + 3k,
olur ve (3.18) denkleminde yerine yazilirsa
ITa—p| (a+b) flv-vl
j p(t)dt < i) jo p(t)dt +3k_ (3.20)
elde edilir. Lemma 2.55 kulanilarak
[P oyt <y, - pll+k, =|@-an)x, +a,Tx, ~ pl+k, oon
%P (L '
<(l-a) jo p(t)dt+a, jo p(t)dt +2k_
||Tp— p|| =0 oldugundan
M-l o=l %l mo—pl
j (t)dt<aj P(t)dt + bj (t)o|t+cjO p(t)dt (3.22)

dir. Lemma 2.55 kulanilarak
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[ peydt <[, — x| +k,
(3.23)
< j” " ot)dt + j”" " o(t)dt+3k,

(3.22) esitsizliginde yerine yazarsak

%=l

Tl

[ oyat=af " "pdt+b[" " p@)dt+b[ " p(t)dt + 3,

ve

(a+b) J~Hxn—pH o(t)dt + 3k,

Tl
j p(t)dt <~~~ 4) o

elde edilir. (3.21) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir.

=Pl

(a+b)

) [ p(tydt +5k, (3.24)

[ ptydt < @-a) [ ottt +

elde edilir. (3.18) denkleminde yerine yazilirsa

(a+b)

b ﬂy""’” o(t)dt + 3k

J‘H Ya—pl o(t)dt < 270

ve

[ (t)dt<i+b o) ottt + (?*Ej [ otyat +8K, (3.25)

Burada a+2b <lolacak sekilde segilirse a+

tt)) =6 <1 alinirsa (3.25) esitsizligi

2=l

[ oot < 50-a,) [ ot + a8 " pt+8k

seklinde yazilir.
[ ot <[60-a,) + a,07[" " pt)dt = STL-a, +,81])" " p(t)dt + 8k,
<f-a,@-N[" " p(t)dt +8k,
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Lemma 2.55 geregince n—co i¢in 8k, -0 dir. o, =X,, 4, =,(1-0), B, =8k, ve

B, _ 8k,
A, a,(1-9)

n

— O segilirse ve lemma 2.53 uygulanirsa n —» o igin J.anfpu p(t)dt >0

elde edilir. (2.30) ile verilen{x }., dizisi, (3.4) sarti alunda T doniisiimiiniin sabit

noktasina yakinsadig ispatlandi.

Teorem 3.16 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, —> R, her ¢>0 ig¢in J.gn(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C (2.7) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € F; sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda x, €C kosulu i¢in, (2.29) ile verilen iterasyon, p e F; sabit

noktasina yakinsar.

Ispat p, T nin sabit noktas1 olsun. J € (0,1)0Imak Lemma 2.55 geregince

JHxM—pH o)t <[x,.. — P +k, =L, B,) Vo + &, Ty, + BTz, — P+ K,

<(l-a,-A,) j”y"*p” o()dt+ar Iuwnfpu o)+ 5, Iunnfpu

0 0 0

(3.26)
p(t)dt + 2k

(2.7) ile verilenintegral tip contraction sart1 altinda asagidaki gibi yazabiliriz.

p(t)dt+ 5o, [ p(t)dt +

mel’pH Hyn*pH
t)dt <(1-a, —
[ oydt<(1-a,-5,)[ . 20

0 0
+5’an‘HZn—PH

0

p(t)dt + 2k

seklindedir. (3.27) esitsizliginin sagindaki ifadeler i¢in Lemma 2.55 ve (2.7) sart1
kullanilarak
20—l
[ edt <[z, - p|+k,
lpn=pl
<(1-c,) jo p(t)dt+c, jo p(t)dt + 2k (3.28)

< (1_Cn)J'HXn*PH (D(t)dt +5CnJ‘HXn*pH

0 0

[T =P|

p(t)dt + 2K

ve
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Iyl
[ omdt<|y, - pl|+k,

(3.29)
<(1-a,-b,) [ pydt+sa, [ e+ ab, [ p(0)dt + 2,
(3.28) esitsizligi (3.29) esitsizliginde yerine yazilirsa
[P oyt <(1-a, -b,)(1-c,) [ " pt)dt+ 5(1-a, ~b,)c, [ " p(t)dt + 6k,
(3.30)
+oa, (1-¢,) [ oyt + s7ac, [ pydt+ o, [ p(tyat

elde edilir. (3.28) esitsizligi ve(3.30) esitsizligi birlestirilerek(3.26) esitsizliginde yerine

yazilirsa
[ "ot <{t-a, - 5,)(1-2, b, )(1-¢,)+ 5 (1-a, ~ £,)(1-2,~b,)c, +

+6(1-a, - B,) n(1—cn)+52 (1-a,-p,)ac, +6(1-a,— B, )b, +
+oa, (1-a,—b,)(1-c,)+ 5%, (1-a,-b,)c, + 5’3, (1-c, ) +

+5%a,,C, +6%a b, + 9B, (1-¢, ) + 57 ﬂncn}ﬂx“’p”ga(t)dt +16k,
gerekli diizenlemeler yapilarak
[ pydt <[(1-a, - £,)+ 5, + B[, " p(t)dt +16k,

o=l

=[1-(a, +B)L-0)|," " p(t)dt+16k,

Lemma 2.55 geregince limk, =0 sartin1 saglayan bir {kn}:;o < (0,1) dizisi vardir.

Lemma 2.53¢ wuyarlanirsa o, =x,, A4,=(a,+/p,)Q-9)<1l, p,=16k ve

16k
&: f — 0 olarak secilirse Lemma 2.53 geregince n-—oo igin

ﬂ’n (an +ﬂn)(1_5)

[ "ot >0 elde edilir. (2.29) ile verilen {x;, dizisi, (2.7) sarti altinda T

doniistimiiniin sabit noktasina yakinsadigi ispatlanmistir.

Teorem 3.17 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, —> R, her ¢>0 igin J.(p(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T,S:C —C (2.7) ile verilen bir integral tip

contraction doniisim olsun. Tp=p ve Sp=polan pelF sabit noktaya sahip
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda X, €C kosulu igin, (2.29) ile verilen iterasyon,

p € F; s sabit noktasina yakinsar.

Ispat p, T nin sabit noktasi olsun. (56(0,1) olmak tiizere, Teorem 3.16’nin ara

islemlerinden yararlanilarak ve Lemma 2.55 geregince

JHXM—DH o(t)dt <[|x,., — p|+k, < H(l_an -B.)Y, +a,TSy, + 8,15z, — DH+ K,

<(1-a,-8,)["" p)dt+ 4,57

0 0

POt + a6 " o

0

p(t)dt + 2k

n
ve

[ oyt <z, - p|+k,

0

<[(2-c,)x, +c,TSx, - p| +k,

<(1-¢,) [ Moot + 6%, [ ooyt + 2k,

0

ve

JHyn—DH p(t)dt <[(1-a, —b,)(1-c,)+ %, (1-a,—b,)

0

+o%, (1-c,)+ 5'a,c, + 6,1 p(t)dt + 6k,

[ podt <[1-(a, + £)A- 5] " p(t)ct +16k,

sekilde limk, =0 sartin1 saglayan bir {K_},’ < (0,1) dizisi vardur.

0<[— (e, +B,)1-63)]<1 olur. Eger [1— (e, +B,)1-6")]=5<1 ve k,=s, olarak
.l -

alinirsa Lemma 2.53 geregince r|]Im .[0 o(t)dt =0 olarak elde edilir.

Teorem 3.18 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, - R here&>0igin j¢(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —>C (2.7) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp=p olan p € F; sabit noktaya sahip oldugunu kabul
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edelim. Bu durumda X, €C kosulu igin, (2.31) ile verilen yeni multistep iterasyonu,
p € F; sabit noktasina yakinsar.

Ispat

X, €C

X = (1_ an) yi + anTyi’

Vo =(1=8) v + BTy, i=1,, 52

Vit =(1-B7")% + B Tx, neN,

p, T nin sabit noktasi olsun. 0 € (0,1)olmak lizere Lemma 2.55 geregince ve (2.7) ile

verilen bir integral tip contraction doniisiim kullanilarak

Iuwu Pt =|(1-a, ) ! +aTy: - p+k,

0

Tyh—p)

<(l-a,) joy"“’go(t)dt +a,[ ()t + 2k
[va-p| vo-p| (3:31)

<(1-a,) jo p(t)dt + o, 6 jo o(t)dt + 2K
=[1-a,@-5)[" "pt)dt+ 2k,

ve

[ p(tyat < y2 - pl+k,

<-A -9 pdt+ 2k,

ve

"ot <p-ga-of" " pt)dt+ 2k,

seklinde devam edilerek

[ omat < pra-on) oma+ 2k,

ve
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ol iyt <

J

yrs;l - p” + kn

<t e- o) Mot + 2k,

0

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikleri birlestirilerek (3.31) esitsizliginde yerine yazilirsa

vo-p|

J.JXM—DH P(t)dt <[1—a, (1-8)] J' p(t)dt + 2k,

0

<[1-a,1-o)L-A1-5)]

0

<[1-a,(L-0)L-Al-AIL- B L-)]

0

va-p|

P()dt+2- 2k

va-p|

o(t)dt+3-2k_

<[1-a,1-8)I- S A-OIL- B 1~ 5)]-[L- B, (1-5)]
[ ot +s-2k,

0

elde edilir.

[1-a,@-d)IL- A=)~ B 1-5)]-[1- 5 (1-3)] <[~ e, (1-5)] almirsa

J‘HerpH o(t)dt <[L-a, (1_5)]'[\%*9\\

0 0

p(t)dt+s- 2k,

elde edilir. s sonlu oldugundan ve Lemma 2.53 kullanilarak T doniisiimiiniin sabit

noktasina yakinsadigi goriiliir.
Asagidaki teoremlerin ispatlar1 benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.19 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, >R herg>0igin J.(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.4)ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € F; sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X, €C kosulu igin, (2.25) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu,

p € F; sabit noktasina yakinsar.
Teorem 3.20 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, —> R here&>0igin Jgo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0
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toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.4) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp= polan p € F; sabit noktaya sahip oldugunu kabul

edelim. Bu durumda X, €C kosulu i¢in,(2.26) ile verilen Mann iterasyonu, pe F;

sabit noktasina yakinsar.

Teorem 3.21 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkl kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, — R here&>0igin jgo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.5) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € I sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda x, €C kosulu i¢in,(2.25) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu,

p € F; sabit noktasina yakinsar.
Teorem 3.22 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, — R here>0igin Jgo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.5) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € I sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X, €C kosulu i¢in,(2.26) ile verilen Mann iterasyonu, p e F;

sabit noktasina yakinsar.

Teorem 3.23 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, >R, herg>0igin J.(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.5)ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € I sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X, € C kosulu i¢in,(2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu, p € F;

sabit noktasina yakinsar.

Teorem 3.24 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, >R, here>0igin Jgp(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.6) ile verilen bir integral tip
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contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € I sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda x, €C kosulu i¢in,(2.25) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu,

p € F; sabit noktasina yakinsar.
Teorem 3.25 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, >R, herg>0igin jgo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.6) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp= polan p € F; sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X, €C kosulu i¢in,(2.26) ile verilen Mann iterasyonu, p e F;

sabit noktasina yakinsar.

Teorem 3.26 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, >R, herg>0igin J.(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.6) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € I sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X, € C kosulu i¢in,(2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu, p € F;

sabit noktasina yakinsar.

Teorem 3.27 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, — R here>0igin Jgp(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C(3.6) ile verilen bir integral tip

contraction doniisiim olsun. Tp = polan p € I sabit noktaya sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X, € C kosulu i¢in,(2.28) ile verilen Noor iterasyonu, p € F; sabit

noktasina yakinsar.
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BOLUM 4

SABIT NOKTA VE KARARLILIK

Bu boliimde sabit nokta c¢alismalarindaki kararlilik konusuna iliskin elde edilen

sonuglara yer verilecektir.

Kararlilik konusu niimerik analiz, sabit nokta teorisi gibi birgok bilim dalinda 6nemli
uygulama alanlara sahip olan, biiyiik bir arastirmaci kitlesi tarafindan calisilan bir

teoridir.

Kararlilik kavrami, problemde verilen parametrelerde veya verilerde meydana gelen
kiiglik degisimlere karsin problemde goriilen hassasiyet olarak adlandirilir. Bir diger
ifade ile eger baslangi¢ degerinde veya hesaplama asamasinda olusan degerlerde kiigiik
degisimlerin istenilen sonug iizerinde kiigiik bir etki meydana getiriyorsa kararlidir

(stable) aksi durumda ise kararli degildir (unstable) denir. Ornegin

P(X) = (X=9)(x=8)(Xx = 7)(Xx = 6)(X =5)(x = 4)(x=3)(x = 2)(x —1)

Polinomunun kokleri 1,2,3,4,5,6,7,8 ve 9 dir. x® terimin oniindeki katsayiyr —45.002
ile degistirilirse polinomunun kokleri 1.00000004, 3.009429, 3.866100367
1.99989984, 5.107797+0.815726i, 7.5875471+1.516661 ve 9.735883248 olarak
bulunur ki 7.5875471+1.51666i degerde oldukga biiyiik bir degisim vardir. Bu tiirli
polinomlara, kdk bulma problemlerine gore kararli olmayan denir.

Y'(t)=p46[Y({t)-1], 0<t<b, Y(0)=1 diferansiyel denklemin ¢Ozimii
Y(t)=1 0<t<b dir. Y/{t)=p[Y.(t)-1], 0<t<b, Y, (0)=1+¢& olacak sekilde
degistirilsin. Bu durumda diferansiyel denklemin ¢ozimii Y, (t) =1+¢€”, 0<t <bdir.

O halde Y (t) -V, (t) = —<e” elde edilir.

le|,  4<0
lle” A=0

[Y ® =Y. (0] = max|y 1) -, (1) = {
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olur. Bu durumda A <0 igin kararlidir. Fakat £>0 icin f’min durumuna gore

degisiklik gosterecektir.
Sabit noktada kararlilik konusu ise verilen iterasyon tarafindan iiretilen {Xn}::o dizisi

yerine, bunun bir yaklasim dizisi olan {y, }::o dizisini ele alinir. Her bir adimda {X, }:O:o

dizisine yakin olan {yn }:O:O yaklasim dizisi olusturulur. Bu yaklasim dizisi hala T nin
sabit noktasina yakinsak oluyorsa verilen iterasyon tarafindan iiretilen {Xn }::0 dizisi
kararlidir denir.

Genel olarak iterasyon yontemleri i¢in kararlilik kavrami olarak Harder ve Hicks [96],

[97 ] tarafindan Tanim 2.56 verilen tanim kullanildi.

Bu boliimde integral tip doniisiimlerin bazi iterasyonlarin kararliliklarina iligkin

sonuglar incelenecektir.

4.1. Kararhlik ile lgili Sonuglar

Teorem 4.1 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, >R, herg>0igin J.(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C doniisiimii (3.4) sartin1 saglayan
bir integral tip doniisiim olsun. {x,} ", Picard-Mann Hibrid iterasyonu yontemi (2.30)

tarafindan {iretilen bir dizi olsun. T’ nin bir P sabit noktasina sahip oldugunu kabul

edelim. Bu durumda Picard-Mann Hibrid iterasyon yontemi (2.30) kararlidir.

ispat {y,} . dizisi X te keyfi dizi olsun. n=0,1,2,...icin &, =|y,.,— f(T,y,)| ve

lim =0 olsun. Simdi lim = p oldugu gosterilecektir. (2.30) iterasyonu

n—oo gn n—ow yﬂ

f(T’ yn) = yn+1 :Tzn’
z,=(1-a,)y, +a,Ty,

seklinde ele alinirsa Lemma 2.55 kullanilarak
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[¥na=pl
Iy i (t)dt <||yn+1 p||+k ||yn+1_ f(T’ yn)+ f(T’ yn)_ p||+kn
—||yn+1_ f(T yn)||+||f(T yn)_ p||+kn

N+l 1In n (41)
< [P oyt [T eyt + 3,
= [P o+ [ p(tyat+ 3k,
elde edilir. (4.1) esitsizliginin sag tarafi i¢in
[Tz, ~Te 20—l (e [To—pl
X ’ ptydt<a["™ “p)dt+b[ " pt)dt+c[ o)t (4.2)
ve
HTZn_ZnH
[ " pydt<|Tz,—z7,]+k,
0 [Tz, ~p 2Pl (43)
<[ " ot)dt + [ "ot +3k,
(4.2) ve (4.3) esitsizlikleri birlestirilerek
[Tz —p] (@a+Db) plz-vl c [To=pl 3
t)dt < t)dt t)dt+—Kk
[ e D) [ e +(1_b)jo pOdt+ 5=k,
elde edilir. aLE:& alinirsa
J'H o (t)dt<5an | o(t)dt + c J-Hp pH(D(t)dt+ 3 k. (4.4)
A-b)-° 1-b)
ve
[ oty <z, - pl +k,
Iya—pl [Ty~ (45)
<(l-a,) jo p(t)dt +a, jo p(t)dt +2k
ve (4.2), (4.3) ve (4.4) iin elde edilmesinde yapilan benzer hesaplamalarla
J-H Yo =Pl (t)dt<5ijn ol o(t)dt + c I\Fp pH(o(t)dt+ 3 K (4.6)

(1-b)-° (1-b) "

elde edilir.
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[[ya—pl 2C 5]

[Tzo—p [To—p
j pt)dt < S[1—ar, (1— 5)]j (t)dt+5(1_b) jo (p(t)dt+(2+(1_b))kn
dir. (4.1) esitsizliginde yerine yazilirsa
[¥nsa—P| Iyn=pl én
jo p(t)dt < S[1—a, 1—5)] j p(t)dt + jo p(t)dt +
2c  ¢lme-sl 6
+0 t)dt+(5+ k
b [ odt+( T
burada n — o i¢in &, — 0, Lemma 2.55 geregince (5+——)k, —0 ve T

@ —b)
doniisiimiiniin sabit noktas1 ) oldugundan dolay1 ||Tp - p” =0 dir. Lemma 2.53 sartlar1

teoremimize uygulanirsa lim = p olarak elde edilir.

n—o0 yn

Simdi lim =p oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim =0 oldugu

n—o0 yn n—o0 n

gosterilecektir. Lemma 2.55 geregince

[ pyde= """ ptyat
= ||yn+1 _Tzn —p+ p||+ I(n
<[Yn.a = Pl +[Tz, — P +k,
<J'Hyn+1 ol o(t)dt + J~H " pH(p(t)dt+3kn

ve
[ Moyt <o p(t)dt + 3k,

ve

[ podt <[1-a,@- N[ " p(t)dt +8k,
O halde

[ oyde< [ gyt + [ o)t + 3,

[[¥a =]

o(t)dt +11k

n

<[P pydt+[1-a, @~ o))
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n—-o=k —0,y,—>piciny,,, —>pve J:n @(t)dt <0 dir. Her ¢ >0 igin

I@(t)dt >0 oldugundan &, — 0 olur.
0

Teorem 4.2 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢:R, >R, here>0 i¢in J.(o(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C (3.5) ile verilen bir integral tip

dontigiim olsun. {Xr1 }::0, Ishikawa iterasyonu yontemi (2.27) tarafindan iiretilen bir dizi

olsun. T’ nin bir P sabit noktasina sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda Ishikawa

iterasyon yontemi (2.27) kararhdir.
Ispat n=0,12,...icin &, :||yn+1 — (T, yn)|| ve lim_ & =0 olsun. Simdi

lim = p oldugu gosterilecektir. {yn} y dizisi X te keyfi dizi olsun. Tanim 2.56

N—o0 yn ne

Ishikawa iterasyonu i¢in yazilirsa

f(Ty)=1-a,)y, +a,Tz,
z,=(1-4,)y,+B,1y,,n=012,---

elde edilir. O halde

J.Hym_pu(p(t)dt < ||yn+1_ p||—|—kn :||yn+l_ f(T! yn)+ f(T’ yn)_ p||+kn

0
n+17f( , n) f( ’ n)’
< j”y Tl oyt + j” Tyt + 3k (4.7)
0 0
J“Hf(T,yn)pr

0

= j:” p(t)dt + o(t)dt + 3K

ve

[T eyt < @)y, — P+ e [T2, — Pk,

<@-a)[" "oyt +a, [ p(t)dt + 2,

0

(4.8)

ve

72, 22| oo
[ gp(t)dtgajo p(t)dt+b]

0 0

p(t)dt (4.9)
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ve

[ ot <[Tz, -2, +k,
<7z, = p|+z,~p
SJ.H 2Pl o(t)dt + .[Hn | o(t)dt +3k,

|+k, (4.10)

ve (4.10) yesitsizligi (4.9) esitsizliginde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
720 ~p] a  le-rl b (lm-ol 3
t)dt < t)dt + tdt+—k 411
[, otdts =] Tpdt+— [ pdt+— (411)

elde edilir.

J‘H Vo= ot)dt<a J-H Ya=Yal o(t)dt + bJ-H p—p| o(t)dt

ve

j””" "oyt <[Ty, -y, | +k,
<[y, = pf[+[va = pl|+k,
<J~H Y= o(t)dt + J~Hyn pH(p(t)dt+3kn

ve

[7ya—p] Iya—ol b rlme-vl 3

j (t)dt<—j pO)dt+—|; j p(D)dt+ =k, (4.12)
ve

[ o< @-p)[" " pwdt+ 8, [ oot + 2k, (4.13)

islemler diizenlenerek

[Tp—p|

p(t)dt+f, — j P+ 2+ —)k, (4.14)
1-a

1¥a =]

J; " eod=- g0,

(4.8), (4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri birlestirilerek (4.7) esitsizliginde

yerine yazilirsa
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[ya =l

p(t)dt +a, B, LJ‘HTpipH p(t)dt +
1-a

0

| Pyt < [ p)dt+[1-a,@-A)

0 0

6
+(——+T7)k
(K,

Burada A=¢, 11[1— B, (l—li)] dir. Lemma 2.53 uygulanirsa istenilen elde edilir.
—a —a

Simdi lim =p oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim & =0 oldugu

n—o0 yn

gosterilecektir. Lemma 2.55 geregince ve (4.11), (4.14) esitsizlikleri kullanilarak

&n 1Yo = (T.¥a))
[ pdt= p()dt
< Ynu —(1—05n ) y,—a. Tz, —p+ p”+ k,
<[Pt +(1-a,) [ pdt+a, [ o0t + 3K,

0

a a (el b rime-el
+o, A= A=) eOdt+ 4 —

Iyl Iva-l
sLyp¢mm+aﬂ%”yp¢mm+

3

o 0 @(t)dt+(2+m)kn}+

b ¢lme-rl

3
r— t)dt + o, (——+3)k
=], et e, (3K,

elde edilir. T ’nin sapit noktas1 p oldugundan dolay1 ﬂm_p“ p(t)dt =0, Lemma 2.55

geregince lim , Kk =p olurve lim _, vy, =p olduguigin lim_, Yy, =p dir. O halde

Nn—oo "N

lim =0 oldugu elde edilir.

n— gn
Teorem 4.3 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. ¢@:R, >R, herg>0igin J.(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —>C (2.7) ile verilen bir integral tip
doniisiim olsun. {x,}” , (2.29) tarafindan iiretilen bir dizi olsun. T~ nin bir p sabit

noktasina sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2.29) iterasyon yontemi

kararhdir.

Ispat: Iterasyonu
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f(TY,) = Yo =(1—a, = B,)s, +a,Ts, + 8.7z,
s,=(1-a,—b,)z,+a,Tz, +bTx,
z,=(1-c,)y,+cTy,,n=0,12,--

seklinde alarak islemlere devam edilirse C € (0,1) olmak iizere, €, = ||yn+l — 1 (T, yn)||

icin g, =

yn+1 _(1_ a, _ﬁn ) Sn _anTSn _ﬂnTZn

[ gyt =]y,.s - pll+k,
<["pMdt+(1-a, - 8,) [ "ot +a, [ p(t)dt +
B[ podt +3k,

seklinde alarak islemlere devam edilirse (2.7) sart1 uygulanirsa

[N lsa—pl

Immw pO)dt< [ pO)dt+(1-a, - B,) [ pt)dt+Ca, [ p(t)dt +

2Pl

+Cp, j o(t)dt + 3k

ve

[ ottt <z, - pl +k,
<|(1-c,)y, +c,Ty, - p|+k,

<(-c¢,) [ M omdtrc, [ oty + 2k,

<(-c,) [ "ottt + e, [ o)t + 2K,
ve

[ pydt <, ~ pl+k,

<(1-a, -bn)j Lo(t)dt+ aj L o(t)dt+ bj

<(1-a,-b,)[" " p(t)dt+Ca, j”” ¢
)
)

ITya-

" o(t)dt + 2k

12~

o(t)dt+Ch j p(t)dt + 2K

<(1-a,-b)Ia-c,) [ pdt+Ce, [ p(tydt+ 2,1+
-

1=l

scaf(1-c,) [ o+ Ce, [ gttt + 26,1+ Ch, [ p(t)dt + 2,

ve
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[P Mot < [ pt)ydt +{(1-a, - 8,)(1-a, ~b,)(1-¢,)+C (L-a, ~ 4,)(1-a, -b, )<,
+Ca, (1-a,-B,)(1-c,)+C*(1-a, - B,)a,c, +C(1-a, - B,)b, +
+Ca, (1-a,-b,)(1-c,)+C?¢, (1-a,-b,)c, +C’¢,a, (1-c,)+C’e,a,c,

1% =Pl

+C’a, (1-a,-B,)b,+CB, (1-¢,)+C*B,c.}| " pt)dt+15k,

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1¥n—pl

ijn 1= Pt)dt <[1- (o, + B,)(1— C)].[ (p(t)dt+j:" o(t)dt +15k,

sekilde limk, =0 sartin1 saglayan bir {kn}::() — (0,1) dizisi vardir.

N—oo

0<[1-(a, + 4)(1-C)] <1 olur. Eger [ p(t)dt+15k, =5, ve [1-(a, + £,)A-C)] =&

Iya=pl

olarak alinirsa Lemma 2.53 geregince Ilm_[ o(t)dt =0 olarak elde edilir.

Diger taraftan N >0 =Yy, — p alinirsa

J:" ¢(t)dt < Ynn _(1_an _ﬂn )Sn _anTSn _ﬂnTZn +k

ve

J- (t)dt<J‘Hy"+1 | (t)dt+(l—an— )J-Hn o o(t)dt + Car J'Hn | o(t)dt +
+CB, [ plt)dt + 3k,
< [" P oyt + 1 (a, + BYA-CN[" " p(t)clt + 15K,

n—>wo=k —0,y —p i¢iny,, —p Ve jo p(t)dt <0 dir. Her &> Oicin

J.(p(t)dt >0 oldugundan &, — 0 olur.
0

Teorem 4.4 X bir Banach uzayi olsun. C, X ’in bostan farkli kapali konveks alt

kiimesi olsun. @: R, — R herg > 0igin I @(t)dt > 0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T,S:C — C, (2.7) sartin1 saglayan bir
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integral tip contraction doniigiimler olsun. Keyfi bir x,, C deki herhangi bir nokta ve

her bir n pozitif tamsayisi igin

X = (1_an _ﬂn ) Yot anTSyn +IBnTSZn’
y, =(1-a,—b,)z, +a,TSz, +b,TSx,
z,=(-c,)x,+¢c,TSx,,n=0,12,--

iterasyonu kararhidir. (Burada {an +,8n}::0 : {an + bn}:;o € [0,1] , i(an + )=o)
n=0

Ispat: Iterasyonu

f(T.Y,) =Y =(1-a,-B,)s, +,TSs, + B,TSz,,
s,=(1-a,—b,)z, +a,TSz, +b,TSX,
z,=@Q-c,)y,+c,TSy,,n=0,1,2,--

seklinde alarak islemlere devam edilirse & &(0,1)olmak iizere, &, =||y,.— f(T,Y,)|

icin &, =Y, —(1-a,—B,)s, —,TSs, — 8,75z, , n > =&, —0 olsun.

[ oyt =]y, - pll+k,
< J’Ogn pt)dt+(1-a, - B, )J.anipu(p(t)dt e Io
+5, IJTSZ"_ " o(t)dt + 3k,
< Iosn p)dt+(1-a, - 3,) JHSrqu) )t 5%, J‘Hsnpr

0 0
i

0

[Tss, =Pl

p(t)dt +

p(t)dt

p(t)dt +3k,

ve

[ oyt <z, - pl+k,

0

<|l1-c,)y, +c,TSy, - p|+k,

<(1-c,) [ p@dt+c, [

0 0

P(t)dt+2k_

<(1-c) [ oyt + 57, ﬂy“’p” o(t)dt + 2k

0

ve
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[ pydt<s, - pll+k,

<(1-a,-b) [ ot +a, [ " p(t)dt+b, |

<(1-a,-b,)[""
)
)

[Tsy.—p]

o(t)dt + 2k

1o~

pOdt+ 5%, [ " p)dt+ 5%, [ p(0)dt + 2K,

<(1-a,-b)a-c,) [ ot 5%, [ p(tydt + 2,1+

[yl

+5a,[(1-c p(t)dt + 2k

n

juyn pl o(t)dt + 5% I”” i p(t)dt+2k,]1+6 bf

ve yukaridaki esitsizlik diizenlenirse

[y =Pl

[ pdt<(1-a,-b,)(1-c,) [ " p(t)dt+ 67 (1-a, b, )c, [ " p(t)dt +

103, (1-¢,) [ ot +5'a,c, [ p(0)dt + %, |

1¥n=pl

o(t)dt +6k_

elde edilir. Yukarida bulunan esitsizlikler birlestirilirse

[sa =Pl

[sa =Pl

[P Mot <[ pydt +(1-a, - 8,) . o(t)dt +

+58, J‘H 2Pl

<["p®dt+{(1-a, - 8,)(1-a,-b,)(1-c,)+

+6% (1-a, - B,)(1-a,-b,)c, +da, (1-a, - B,)(1-c, )+
+6*(1-a, - B,)a,c, +6° (1-a, - B, )b, + da, (1-a, —b, )(1-c,)+
+5'a, (1-a,—b,)c, +5%a,a,(1-¢, )+ 5°a,a,c, +

p(t)dt + Sa j
p(t)dt +3k

n=-n-n

1¥a=pl

+8a, (1-a,— )b, +3B,(1-c,)+8*BcY"  p(t)dt+15k,

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

[[¥a—pl

[P Mooyt <1 (e + £)A- N[ " oty + [ p(t)dt +15K,

olacak sekilde limk, =0 sartin1 saglayan bir {k }, , < (0,1) dizisi vardir.

0<[1-(a, +4,)A- )] <1 olur. Eger [1-(a, + £,)A-8)] =& ve [ p(t)dt+15k, =s;

n

Iya=pl

olarak alinirsa Lemma 2.53 geregince Ilmj o(t)dt =0 olarak elde edilir.

Diger taraftan n -0 =Yy, — p alinirsa
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J'OS” (/’(t)dt < ||yn+1 —(1—0(“ _ﬁn)sn _anTSSn _ﬂnTSZn”+ kn
=V —(1-a, = B,)s, —@,TSs, - B,TSz, - p+ p|| +k,
<[V =P+ (1= = B,)[s, = Pl + @, [TSs, = p|+ A, [TS2, - p| + K,

<[ ot + - (a, + 45

1Y =Pl

o(t)dt +15k_

n—->owo=k —0y —>piciny , —>p ve J.:n o(t)dt <0 dir. Her £ > Oigin .[go(t)dt >0
0
oldugundan &, — 0 oldugu elde edilir.

Teorem 4.5 X bir Banach uzay1 olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, - R here >0igin I@(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T :C — C bir (2.7) ile verilen integral tip
dontistim olsun. Keyfi bir x,, C deki herhangi bir nokta ve her bir n pozitif tamsayisi
i¢in
X, €C
X =(1-a,)y; +,Ty;,
:(1—[}‘) y 4 ATy =, 52
P=(1- 8%, + BT, neN,

Burada {a,}, {8,} €[0.1) vei=1,---, s-2 igin kararlidur.

Ispat n=0,1,2,...icin &, =||yn+1— f(T, yn)|| ve lim_ &, =0 olsun. Simdi

lim = P oldugu gosterilecektir. {yn}neN dizisi X te keyfi dizi olsun. Yeni multistep

n—o0 yn

iterasyonu i¢in

f(T, yn) (1-a,)z; + Tz,
Yy =(1-4) 2" + BTz, i=1,-+, 52
=(1-87) Y, + BTy, neN,

seklinde yazilabilir.
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[ p(t)et <y, — pll K,

én 7 Tzh -
<["pdt+(1-a,)] "(p(t)dtmnjo pH(p(t)dt+3kn

< [ p)dt+ -, @-)[ " p(t)dt +3k,

ve

Izﬁ d
0

pH+k
Hl Br)z: +,81Tz —pH+kn
<(1-p jo Loyt + ,Brféj-ozg_pgo(t)dt+2kn

<[L-B(1-5)] J-Ozg_pgo(t)dt +2k,

ve

-

pH+k
<(1-p fo Toydt+ g25[ 7 p(t)dt + 2k,

<[L- B2 (1-05)] J-Ozg_pgo(t)dt +2k,

seklinde devam edilerek

Izilp
0 »

<|zz* - pH+ K,
<(1-87)
<(1-g1) [ ot g 5[ ()t + 2K,

Yo~ ns_l Tyn o pH+ kn

<[1- B A=) " plt)dt+ 2k,

yukaridaki esitsizlikler birlestirilerek
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[P Mot < [ pO)dt +[1-a, 15" M o(tydt + 3k,
<[ o)t +[1-a, (-1 AL~ 5] jo Loyt + 2k +3k,

<[ pt)dt+ 1, (1- L~ £ A~ O[L- f2(L-5)] Iozﬁ“’ o()dt+
+3k, +2- 2Kk,

1¥a =Pl

<[l-a,@-OL- 4 A-L- B A-)]-[1- B (1~ 5)]j
+j0 p(t)dt + (25 +1)-k_

o(t)dt

Burada

[1-a,@- )1~ B A-)L- B A=) [~ 5 A= <[l-ea,(1- )]

alinirsa

[%—p

juyl | oyt < [ pdt+[L-a,@-5)[" " p(t)dt+(2s+Dk,

elde edilir.s sonlu oldugundan Lemma 2.53 kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Diger taraftan N >0 =y, — p olsun.

[ podt=[""""" gt <
<|You —(1- )Zl—aTZl—p+pH+k

<[ ot +(1-q, j” o(t)dt+ . j” o(t)dt +3k

<[ ot +[1-a,0- 5)”H o(t)dt+3k.

(4.16), (4.17) ve (4.18) kullanilarak

1¥n:a Pl

[T odt< [ " p)dt+[1-a,@- )] el p(t)dt + 3k,

< j”“”” POt +[1-a, (- 5)L- A -] o (t)dt+ 5k

< IHyM—pH pt)dt +[1-a, A-S)][1- -1-6)[L- B2(A-6)]---[1- B1-5)]
[P oyt + (2541 -k,
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elde edilir. Burada

[1-a,@-)I1- B A-)L- B A=) [L- 5 A= <[1-ea,(1-5)]

alinirsa

[ pydt< [ pdt +[1-a,@- N[ " p(O)dt +(25+2) -k,

0 0

n—->owo=Yy, —pvey, —p vek, —0 olur. Budurumda ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 5

VERI BAGIMLILIGI

5.1. Veri Bagimhhig ile Tlgili Sonuclar

Sabit nokta teorisinin 6nemli konularindan birisi de sabit noktalarin veri bagliligidir.
Literatiiriinde, sabit noktalarin veri bagliligi konusu ile ilgili ¢cok sayida calisma
mevcuttur. Bunlardan bazilar1 Berinde [99], Chifu ve Petrusel [105], Espinola ve
Petrusel [106], Markin [107], Rus ve Muresan [108], Rus ve d. [109], Chugh ve d.
[110], Chugh ve Kumar [111], Karakaya ve d. [112], [113], Olantiwo [114], [115],
Soltuz ve Grosan [116] dir. Fakat integral tip doniisiimlerin sabit noktalarinin veri

bagimlilig1 lizerindeki ¢alismalar literatiirde bulunmamaktadir.

Sabit noktalarin veri bagliligi konusu: T doéniisiimiiniin sabit noktas1 P olsun.

T,S:C — C operatorler olsun. Her X €C ve keyfi bir £ >0 igin
[Tx-Sx| <& (5.1)

ise S’ ye T’ nin bir yaklagim operatorii denilir [81].

Bir T doniisiimiiniin sabit noktasini hesaplarken, T’ nin Tanim 2.44 deki sart1 saglayan
S gibi bir yaklagim operatorii segilir. S° nin ( gibi bir sabit noktaya sahip oldugu kabul
edilir. Bu durumda p ye yaklasik olarak ( hesaplanir.

Teorem 5.1 X bir Banach uzayi, C de X in bostan farkli kapali konveks alt kiimesi,

her &> 0icin Igo(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-
0

integrallenebilir ¢: R, — R, doniisiimii olsun. S,T:C —C, (3.4) ile verilen integral
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0

tip doniisiim, S ye T nin yaklasim operatorii, {x }., ve {u .},

iki dizi olsun. Her ne N ig¢in

(2.30) sartin1 saglayan

a,€(0,1) ve z::lan =00 sartin1 saglayan {e,}"  reel say1 dizisi olsun. Eger Tp=p

ve Sq=q ise bu durumda

3
1-6

lp—af <

dir.

Ispat Sirasiyla T ye ve S ye karsilik gelen asagidaki (2.30) ile verilen Picard Hibrid

yontemlerini ele alalim.

X, €C

Xn+l :T(yn)’
Y, =1-ea)X, +a,TX, ,n=0,12,...

ve

u, eC
un+1=SZn’
z,=(l-a)u, +a,Su, ,n=0,12,...

(5.2) ve (5.3) iterasyonlar1 ve Lemma 2.55 kullanilarak

[Ty,-Sz,

[Pl oyt = [ p(tydt < [Ty, - Sz, +k, [Ty, ~Tz, |+ [Tz, - Sz, +k,

0 0

< jHTyn’TZnH
<), pt)dt+e+ 2Kk,

dir. (5.4) esitsizligine (3.4) ile verilen Reich tip integral doniisiimii uygulanirsa,

HT n_TZnH H n_ZnH HT n~ nH HTZn_ZnH
joy go(t)dtgajoy p(t)dt+b[ " pO)dt+c[ " p(t)dt

0

olur. (5.5) denkleminde Lemma 2.55 kullanilarak ve

[[¥a =2
[ emde<]y, —z,]+k,

0

< (% ~ua | [T, ~Tuy |
<(-a,) jo p(t)dt +a, jo p(t)dt +a, &+ 2k

(3.4) sart1 kullanilarak
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[ ™ oyt <al™ " pwydt+b[™ " p@ydt+c[ " p(t)dt
0 —Jo 0 0
elde edilir. Yukarida bulunan esitsizlikler (5.4) de yerine yazilirsa

J‘HXnH_UnAH Q(t)dt < [1_ an (1_ a)]J‘HXn —UnH ¢(t)dt + an (1_ a){i &+ a_bJ‘HTXn—XnH gD(t)dt
0 0 -a 1-a’°

2b J‘\ Yo Yal

B eyt + PO+ j”" . (t)dt+—k}

1-a-o°

Asagida islemlerde kullandigimiz ara islemlere yer verildi.
l+aa, <l+a,=(1-a,)+a,+a,=1-a,)+2a, elde edilir. (1-¢«,) < a,) oldugu

kabul edilirse 1+ac, <3c, elde edilir.

HTXn’XnH
[ p®dt=[Tx, —x,[+k,
<[[T%, = p]+ %, — pl+k,
<J~H o =Pl o(t)dt + J‘Hn ol o(t)dt+3k,

ve

o=l ™ =

Jo Mot saf, " podt+bf M pmatcf,” " ot

a+b 1%l 3
t)dt + ——k
<ol e0dts =k,
buradaa+2b<1,2 tt:_n, n—oo igin kK, -0 ve ||Xn—p||—)001dugundan

=l

= 3
j p(t)dt < (1+7) j (t)dt+(3+mkn)

elde edilir. n — ooiken ||TXn - X, || — 0 olur. Buradan hareketle benzer islemler yapilarak

lim [ poydt = lim [ p(t)dt >0

Nn—oo

sonug olarak Lemma 2.57 nin uygulanmasiyla

[p- QI|<1 5

olarak elde edilir.
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Teorem 5.2 X bir Banach uzayi, C de X in bostan farkli kapali konveks alt kiimesi,

her &> 0igin j.(p(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-
0

integrallenebilir ¢: R, — R, donisimi olsun. S,T:C —C, (3.6) ile verilen integral

tip doniisiimi, S ye T nin yaklasim operatori, {x }, , ve {u,}., (2.28) ile verilen Noor

iterasyon dizileri olsun. Her neN i¢in o, €(0,1) ve Z:Zlan =00 sartin1 saglayan

{an}::o reel say1 dizisi olsun. Eger Tp= p ve Sq=q ise bu durumda

[p—dll< 15

dir.

Ispat Eger Tp = p ve Sq=qolsun. Sirastyla T ve S ya karsilik gelen asagidaki (2.28)

verilen Noor iterasyon yontemlerini ele alacagiz

F(T.%) =(1=a, )% +a,Ty,
( B)X%, + BTz, (5.7)
(L—7,) %, +7,TX,

ve

f(S.x,)=(1-a,)u, +,Sv,
( B.)u, + B,Ss, (5.8)
(-7, )u, +7,Su,

(5.7)ve(5.8) iterasyonlar1 ve Lemma 2.55 kullanilarak

J'Hxnl Up.a o(t)dt < (1—c )J'Hn n o(t)dt + IH =Tl p(t)dt + o & + 2K, (5.9)

dir.(5.9)esitsizligin sag tarafindaki

Mo =yal

J-JTyn—TVnH (t)dt<ajH Yo Vo o(t)dt + bJ‘ o(t)dt (5.10)

dir.(5.10)denkleminde Lemma 2.55 kullanilarak
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ITyn—val
[ oyt < [Ty, -yl +y, ~va +k,

<[P otyat+ [ gty + 3,

ve

j“” L p)dt < [Ty, —v, [+ [y, - v+,

<[ pyde+ [ oyt + 3,

elde edilir. (5.11) ve (5.12) birlestirilip (5.10) esitsizliginde yerine yazilirsa

™Yo =Yal

[T =Tv0 [[¥n=val [TVo Vo
joy (t)o|t<cjy pt)dt+af " p)dt+b[ " p(t)dt + 6K,

olacak sekilde 0 =a+b <1 reel sayis1 vardir.
(A (| [Tz, Ty
j p(t)dt<(1-2,) j p(t)dt+ S, j p(t)dt+ B &+ 2k

ve(5.10), (5.11) ve (5.12) esitsizliklerindeki benzer islemler kullanilarak
[1-y,1-0)]1<1 ve 6 <1 oldugundan S[1-y,(1-05)]<d alinirsa
[ p@dt<f-7,@-o0[" " pt)dt+ 8k, + 7,

" aJ*HT o =Xl o(t)dt + 7nij | o(t)dt
elde edilir ve sonug olarak bulunan esitsizlikler (5.9) da yerine yazilirsa

[ oyt <[1-a,@-5)[" " pO)dt + (1 5)[—58+ﬁ]

O halde

<=
[p—dll<= 5

elde edilir. Burada
ITn=Yall

A=24k, +5%B,a ot + 2By b [ oyt +al " p(t)dt

+bﬂ”"‘”"”¢(t)dt+5ﬁnaﬂ "~ ””(p(t)dt+5ﬂnbﬂ oyt
ve
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lim [ gty = tim [T oty = tim [ o)t =

0

. [T Vo | . ITz0 2o . [Tsn S0
=lim go(t)dt:nmjo (p(t)dtzllmj.o p(t)dt =0

n— ¢ 0

dir.

5.2. Bazi iterasyon Yontemlerinin Yakinsakhklar1 Arasindaki liski

Sabit nokta teorisinin konularindan birisi de iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin

denkligi konusudur.

Bir iterasyon icin belirli bir doniisiimiin sabit noktalarina yakinsak iken diger bir

iterasyon da bu doniisiimiin sabit noktalarina yakinsak olur mu?

Bu soru lizerine sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denkligi konusu
genis bir arastirmaci Kitlesi tarafindan gesitli doniisiim siniflari i¢in ¢aligmalar yapildi ve

yapilmaktadir, bkz [118-126].

Calismamizda integral tip dOniisiimlerin bazi iterasyon yoOntemleri igin

yakinsakliklariin denkligini gosterildi.

Teorem 5.3 X bir Banach uzayi, C de X in bostan farkli kapali konveks alt kiimesi,

her &> 0igin J.(p(t)dt>0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-
0

integrallenebilir ¢:R, >R, donisimii olsun. T:C—>C, (3.4) ile verilen sarti
saglayan integral tip Reich doniisiim olmak tizere, X, =U, € C ve Vn e N i¢in asagidaki
ifadeler denktir:

(i) (2.30) ile verilen Picard-Mann Hibrid iterasyonu p € F; ye yakinsar;

(if) (2.26) ile verilen Mann itersayonu p € F; ye yakinsar.

Ispat (i)= (ii): Picard-Mann Hibrid iterasyonunun peF, ye yakinsadigimi kabul

edelim. X, € X keyfi olmak iizere XM:T(yn), n=0,12,... biciminde (Xn) dizisini

tanimlayalim.(2.26), (2.30), (3.4)’ in ve Lemma 2.55 kullanilmasiyla, Bu durumda

X1 —Unea
J.O (D(t)dt < ||Xn+1 - un+1|| + kn

<@-a)[" o0t +a, [ p(t)dt+ 2,

0

(5.16)
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ve

[ pttyat <[y, —u, | +k,

ITa=val ([ (5.17)
< j p(t)dt + j o(t)dt + 3K
ve
[P eyt < x, —u, |+, [T, ] +k,
<J‘Hn nH H n~ nH (518)
<[ eMdt+a, jo p(t)dt +3k_
ve (3.4) sart1 kullanilarak
J'HTyn’T“nH 1 —un Tun =y ™o =Yal
(t)dt<aj p(t)dt + bj p(t)dt + cj p(t)dt (5.19)
0
ve
Tyt
_[ (t)dt<”Tyn yn”+”yn ||+||Tun _Tyn”+k
(5.20)

[Tyn =T

<J‘H Y= Ynl (t)dt J‘Hyn Uy | (t)dt j "¢(t)dt+4kn

(5.20) esitsizligi (5.19) esitsizliginde yerine yazilir ve (@+b) _ 6 <1 olarak alinirsa
[Tyn —Tun | 1 —un (b + C) ™o =Yal 4
[ pHdt<s[ " " p(t)dt o [ eyt ok (5.21)

(5.17), (5.18) ve (5.21) birlestirilirse

J‘JxmrUnAH (D(t)dt < [(l— a, (l— 5)]J‘Hxn Uy (D(t)dt n [a 25 e (l— o )]J‘JTxannH go(t)dt
Ha-a)+ 8" pyde+ @+,

elde edilir. Burada

™0 =al

Lemma 2.55 geregince N —> oo igink, —0 ve Ilm.[ p(t)dt = IimﬂTx"_x"H p(t)dt=0

dir. Burada

im [ p(t)dt = lim m [ p(tydt =0 (5.22)

n—w ¢0

oldugunu gostermek i¢in, p € F; oldugu kullanilarak
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J‘HTXH Xl
p(t)dt <|[Tx, —x,[|+k,
<|x, = p|+|x, — p|+k, (5.23)
< [" Moyt [ eyt + 3,

seklinde yazilir. (3.4) sart1 altinda

[ ot <al™ " pdt+b[" ™ oyt e[ " ity

elde edilir ve (5.23) kullanilarak

B oyt + -k,

M —p|
j pt)ydt <5 j T

yazilabilir. Birlestirilirse

[n =l

[ oyt < (5 +D)]. ¢(t)dt+(3+%)kn

Lemma 2.53 geregince N — o igin J.JTXVX"H @(t)dt — Odr.

™n=yal

n — o0 igin I @(t)dt — 0 oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

(i)=(i): Mann iterasyonunun p sabit noktasina yakinsadigini kabul edelim. (2.26)

iterasyonu, (2.30) iterasyonu, (3.4) integral tip Reich doniisiimii ve Lemma 2.55’in

kullanilmasiyla,

HumlfxndH

J.O (D(t)dt < ||un+1 - Xn+1|| + k

[y ~Tuy | [Tun =Ty, | 529

S(l—an)fo o(t)dt + j p(t)dt + 3Kk

ve

Jo " ottt < [Tu, v, Ly, ~u, |+ [T, ~Ty, [k, (5.25)
<[ o+ [ pyde+ [ oty + 4k,

ve (3.4) sart1 kullanilarak

ﬂTV"’“ (t)dt<aj”” *l p(t)dt + bj” ol (t)dt+cjw” ! p(t)dt (5.26)
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(a+b)

(5.25) esitsizligi ile (5.26) esitsizligi birlestirilmesiyle ve = 0 <1 olarak alinirsa

HTyn_TUnH Hun_ynH (b+C) HTun_unH 4
jo (p(t)dts(sjo pO)dt+=—= jo pO)dt+—k, (5.27)

elde edilir.

[yt < @-a) [ oyt +a, [ o)t 4, [T p(t)dt + 3k,

ve (3.4) sart1 kullanilarak

j(!Tun_Tan (t)dt<aj“n Xl (t)dt bJ“ n =% (t)dt J“ n | (t)dt (528)
ve
J‘HTx =Xl (t)dt<IH n =T o(t)dt + _[H n=Un o(t)dt + J‘Hn "Hgo(t)dt+4k (5.29)

(5.28) ve (5.29) birlestirilmesiyle

b+c

Jumnnu o)t < 5jun eyt + Mol eyt + —2— K
o 1—-p Jo 1-b

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler birlestirilerek (5.24) de yerine yazilmasiyla

[ ot <[-a, @)} plt)dt+ @+ %)kn

H0-a,(1-6)+(1+a 5)ﬂ]j‘ o)t

oldugu sonucuna varilir. Burada & € (0,1),[(1—¢,(1—-9)] <1 dir. Boylece Lemma 2.53

geregince

lim [ p(t)dt =0

oldugu sonucuna varilir. Burada IimﬂmfunH p(t)dt =0 oldugu (5.22)’e benzer sekilde

gosterilebilir.
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Teorem 5.4 X bir Banach uzayi olsun. C, X bostan farkli kapali konveks alt kiimesi

olsun. @:R, >R, herg>0igin I(p(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan,
0

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C, (2.7) ile verilen bir integral tip

contraction doniistim olsun. Keyfi bir X, u,, C deki herhangi iki nokta olmak iizere
(i) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu p € F; noktasina yakinsar;
(ii) (2.31) ile verilen yeni multistep iterasyonu p € F; noktasina yakinsar.

Ispat Mann iterasyonu peF, noktasma yakinsasmn.(2.26) iterasyonu, (2.31)
iterasyonu, (2.7) sart1 ve Lemma 2.55 kullanilarak

Hun+1_xn+1H
J.O @(t)dt < ||un+l - Xn+1|| + kn
= H(l— a, U, + o, Tu, —(1-a,) ¥, —a, Ty,
+k_ (5.30)

n _Ty% H

+K,

<(1-a,)|u, = Yy Tu, —Ty:
<(l-a,) jo“”‘y* p(t)dt +a, jOT“

<[l-a,(1-5)] jo““‘y*

ta,

p(t)dt + 2k

| p(t)dt + 2k

ve

[P ot <u, -2+, = u, - (1- 8)y2 - BTy
<(1-4) + Ao [ Tu, = Tye
<(1-) [ ot g2 [ oyt + 2,

<(1- ) [ oot [ ot 2k

<-Aa-on)" o+ 2k,

+k, =

+K,

2
u, =Y, +kn

Tun _Tyr%

(5.31)

ve
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J‘Hun*yn H ¢(t)dt <

0

u, -y u, —(1- B2 ) ys - BTY;
<(1-4) +p2|Tu, - Ty;
<(1-52) [ ot 2"
<(1-4) [ ot + 552 [ p(tyat+ 2k,

<p-pa-of""

+k, =

+K,

3
u, -y, +kn

n’Tng

o(t)dt + 2k (5.32)

P(t)dt + 2k

elde edilir. (5.31), (5.32) esitsizlikleri birlestirilerek (5.30) esitsizliginde yerine yazilirsa
(1 oyt <[1-a, - N[ " p(t)dt + 2k,

<[t-a,@- o)t Aa- o))" pt)ct+ak,

<[1-a, (- O~ A - - A a-N] "ot + 6k,
elde edilir.

[ oyt <[1- @, 0=~ AN~ A A=) l1- B A= p(t)ct
+s2K,

Ly o0

elde edilir. Burada C €[0,1) ve i =1s—1 igin {a,} {4}  <[0.1) oldugundan,
[1-a,@-L-4A-L- B, 1-)]..[1- £ 1= <[1-e,(1-)]
elde edilir. Boylece
[ oyt <[1-a,@-5)] ﬂ” o(t)dt + 52k
olarak ifadeedilebilir. Boylece Lemma 2.53 uyarlanirsa burada
1-4)=0-a,1-5)],
_ leol
a,=[" oMt
B, =52k,

alinirsa
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"lot)dt =0

)
oldugu elde edilir.

(if)= (i) Yeni multistep iterasyonu p € F; noktasina yakinsasin.(2.26), (2.31), (2.7) sart1

ve Lemma 2.55 kullanilarak

Hxn+1_un+1H
[ o)dt <[x,s — ]+,

n+1
= H(l— a,) Y, +a, Ty —(1-a, )u,
<(1-a,)

<(1-a,) [ ot +a, [ T o)t + 2K,

+k,

<[l-a,@1-5)] joy*‘“” p(t)dt + 2k

ve

" =,

+k

n

n

—( —ﬂ)
<(1-4) j‘
<[L- -],

y2

‘yn n ‘ yn

p(t)dt + B j‘

yn_ n

ol p(t)dt+ 2k

o(t)dt + 2k

elde edilir. Bu sekilde siirdiiriilirse ve (5.31), (5.32) esitsizlikleri g6z Oniinde

bulundurularak yapilirsa, boylece

[ oyt < e, @- [ plyct+ s2k,

ifade edilir. O halde asagidaki tanimlamalar yapilabilir.
1-4)=0-a,1-5)],

a =] ptoct.
B, =32k,

alinirsa Lemma 2.53 den
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Xy —Un

lim jo p(t)dt =0

oldugu elde edilir.

Yukaridaki gergekler 1s181nda; teoremlerden asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 55 X bir Banach uzayr, @#Cc X konveks ve kapali bir kiime olsun.

@R, >R here>0igin j(p(’[)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir,
0

Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C (3.4) ile verilen bir integral tip contraction

dontigiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim, yani, F; #

olsun.Tim iterasyonlar i¢in baslangic noktasi aynm1t ve VNneN i¢in, bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

(i) (2.24) ile verilen Picard iterasyonu p € F; ye yakinsar,

(i) (2.25)ile verilen Krasnoselskij iterasyonu p € F; ye yakinsar,

(ii1) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu p € F; ye yakinsar,

(iv) (2.30) ile verilen Picard-Mann Hybrd iterasyonu p € F; ye yakinsar.

Sonug¢ 5.6 X bir Banach uzayi, @#C c X konveks ve kapali bir kiime olsun.

@R, >R here>0igin j(/)(’[)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir,
0

Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C (3.5) ile verilen bir integral tip contraction

dontigiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim, yani, F, #

olsun.Tim iterasyonlar i¢in baslangic noktasi aymi ve VNneN i¢in, bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

(1) (2.24) ile verilen Picard iterasyonu p € F; ye yakinsar,
(i) (2.25) ile verilen Krasnosel’skii iterasyonu p € F; ye yakinsar,
(ii1) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu p € F; ye yakinsar,

(iv) (2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu p € F; ye yakinsar.
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Sonu¢ 5.7 X bir Banach uzayr, @#Cc X konveks ve kapali bir kiime olsun.

@R, >R here>0igin Igo(t)dt >0 olacak sekilde negatif olmayan, toplanabilir,
0

Lebesgue-integrallenebilir ve T:C —C (3.6) ile verilen bir integral tip contraction

doniigiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim, yani, F, #

olsun. Tim iterasyonlar i¢in baslangic noktasi aynm1 ve VneN igin, bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

(1) (2.24) ile verilen Picard iterasyonu p € F; ye yakinsar,

(i) (2.25) ile verilen Krasnosel’skii iterasyonu p € F; ye yakinsar,
(iii) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu p € F; ye yakinsar,

(iv) (2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu p € F; ye yakinsar.

(v) (2.28)ile verilen Noor iterasyonu p € F; ye yakinsar.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Banach sabit nokta prensibi [34] olarak bilenen teoremin genellemesi
olan Kannan [41], Chatterjea [88], Reich [86], Berinde [87] zayif contraction teoremi,
Hardy ve Rogers [89] genellestirilmis Reich sabit nokta teoremlerinin integral
versiyonu tanimlandi. Teorem 3.7, Teorem 3.9, Teorem 3.10, Teorem 3.11, Teorem
3.12, Teorem 3.14, Teorem 3.15 de (2.24) Picard iterasyon yontemi tarafindan iiretilen
iteratif dizi ile (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) ve (3.11) sartlarin1 saglayan
integral tip doniistimlerin sabit noktalarina yakinsadigi gosterildi. Bolim 4’te sabit
nokta iterasyon yontemlerinin T -kararliligi incelendi. Teorem 4.1 ile (3.4) sartini
saglayan bir integral tip doniisiim i¢in (2.30) tarafindan iiretilen Picard-Mann Hibrid
iterasyon yontemi kararlidir. Teorem 4.2 ile (3.5) sartini saglayan bir integral tip
doniisim i¢in (2.27) Ishikawa iterasyon yontemi kararlidir. Teorem 4.3, Teorem 4.4,
Teorem 4.5 ispatlara ayn1 dogrultuda devam edilerek bazi iterasyonlarin belirli integral
tip doniisiimler kullanilarak T-kararliliklart gosterildi. Son olarak, Boliim 5°te sabit
noktalarin veri bagliligi ve bazi iterasyon yontemlerinin integral tip doniisiim sarti
altinda denk oldugu gosterildi. Teorem 5.1°de, (2.30) iterasyon yontemine karsilik gelen
ve (3.4) ile verilen integral tip doniisiimiin sabit noktasinin veri bagimlilig: ile Teorem
5.2’te (2.28) ile verilen Noor iterasyon dizisi ve (3.6) ile verilen integral tip doniisiimiin
sabit noktasinin veri bagimlilig: ile ilgili sonuglar elde edildi. Teorem 5.3 de (2.30) ile
verilen Picard-Mann Hibrid iterasyonu ve (2.26) ile verilen Mann iterasyonu igin, (3.4)
ile verilen sart1 saglayan integral tip Reich doniisiimii altinda denklikleri incelendi.
Teorem 5.4 ise (2.26) ile verilen Mann iterasyonu ve (2.31) ile verilen yeni multistep
iterasyonu (2.7) ile verilen bir integral tip contraction doniisimii kullanilarak

denliklerine deginildi. Yukaridaki yapilan calismalardan yola ¢ikilarak Sonug 5.5,
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Sonug 5.6, Sonug 5.7 sonuclar1 yer verildi.. Daha sonraki ¢aligsmalar icin literatiirde yer
alan sabit nokta doniislim siniflarinin integral versiyonlart tanimlanarak, farkli
iterasyonlar ic¢in yakinsakliklari, T-kararlilik sonuglart ve doniisiimlerin sabit

noktalarinin veri bagliliklari ile ilgili tahminler elde edilebilir.
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