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Bu çalıĢmada, Branciari [43] tarafından ortaya konulan integral tip dönüĢüm temel 

alınarak bazı operatörlerin integral versiyonu tanımlandı. Tanımlanan integral tip 

dönüĢümlerin sabit noktalarına yaklaĢmada bazı iterasyon yöntemlerinin 

kullanılabileceği gösterildi. Ayrıca, bazı integral tip operatörler kullanılarak Picard-

Mann Hibrid iterasyon yöntemi [92], Ishikawa iterasyon yöntemi [76] ve yeni multistep 

iterasyon yöntemi [93] için kararlılık sonuçları elde edildi. Bir sonraki aĢamada ise 

Picard-Mann Hibrid iterasyon yöntemi [92] ve Noor iterasyon yöntemi [77] kullanılarak 

bazı integral tip dönüĢümler için yaklaĢım operatörü tanımlanıp veri bağımlılıkları 

araĢtırıldı. Son olarak bazı iterasyon yöntemlerinin integral tip operatörler için 

yakınsaklıklarının denkliği incelendi. 
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In this study, the integral version of some operations based on integral mapping, which 

has been introduced by Branciari [43], have been defined. Some iteration methods have 

been displayed to be used in fixed point convergences of integral type mappings 

defined. Moreover, the results of stability have been obtained through the use of some 

integral mappings for Picard-Mann Hybrid iteration method [92], Ishikawa iteration 

method [76] and new multistep iteration method [93]. In the next stage, data 

dependences have been examined via defining approach operator for some integral 

mappings by using Picard-Mann Hybrid iteration method [92] and Noor iteration 

method [77]. Finally, equivalence of convergences of some iteration methods for 

integral mappings has been analyzed.  
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BÖLÜM 1 

GĠRĠġ 

1.1 Literatür Özeti 

Sabit nokta teorisi matematiğin önemli bir dalı olup, bu teori bir dönüĢümün sabit 

noktalarının varlığını ve sabit noktaların nasıl bulunması gerektiğini inceler. Bu teori, 

çok önemli bir matematiksel araç olup, matematiksel modellemeden optimizasyon 

teorisi, denge problemleri, varyasyonel eĢitsizlikler ve oyun teorisine; fizikten ekonomi, 

tıp ve yönetim bilimlerine kadar birçok bilim dalı ile bağlantılıdır, bkz [1-14]. 

Genel olarak tam metrik uzaylar ve normlu lineer uzaylar olmak üzere iki yönde geliĢim 

gösteren sabit nokta teorisi çalıĢmaları, konveks metrik uzay, fuzzy metrik uzay ve 

normlu uzaylar gibi çok çeĢitli matematiksel yapılar üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. Bu 

çalıĢmalar tam metrik uzaylar üzerinde tanımlı contraction ve contraction tipi 

dönüĢümler; normlu lineer uzaylarda ise kompakt ve konveks alt kümelerde tanımlı 

sürekli dönüĢümler üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. Bunlardan bazıları, bkz [15-35]. 

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çalıĢmaları, Brouwer [36] ile baĢlamıĢtır. Bu 

çalıĢma '' ,a b   olmak üzere    : , ,f a b a b  sürekli bir dönüĢüm ise, f  nin 

 ,a b aralığında bir sabit noktası vardır'' Ģeklinde ifade edilmiĢtir. Bu teoremi 1912 

yılında, ''
nC   de kapalı bir yuvar olsun. Bu durumda :T C C  sürekli dönüĢümü 

bir sabit noktaya sahiptir'' Ģeklinde Brouwer [37] tarafından geniĢletilmiĢtir. 

Ġyi bilinen ve en önemli sabit nokta teoremlerinden biri Banach Sabit Nokta teoremi ''

 ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X bir dönüĢüm olsun. Her ,x y X  için,

   , ,d Tx Ty d x y  , 0 1   se T , X  de bir tek sabit noktaya sahiptir'' [38] 
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Ģeklinde 1922 yılında ortaya konulmuĢtur. Banach‟ın sabit nokta teoremi [38], genel bir 

teoremdir; fakat contraction Ģartı sebebiyle kısıtlanmaktadır. 

1930 yılında da J. Schauder [37], Brouwer‟ın sabit nokta teoremini geliĢtirerek '' X bir 

Banach uzayı C , X  in boĢ olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kümesi ve 

:T C C  sürekli bir dönüĢüm olsun. Bu durumda, T  en az bir sabit noktaya sahiptir'' 

ifadesini ispatlamıĢtır. Banach sabit nokta teoremi, Brouwer ve Schauder sabit nokta 

teoremlerinden farklı olarak bir operatörün sabit noktasının tekliğinin nasıl 

bulunabileceğini göstermektedir. 

Sabit nokta teorisinin temelini teĢkil eden bu teoremler pek çok araĢtırmacı tarafından 

çeĢitli çalıĢmalar yapılarak genelleĢtirilmiĢtir. Bu amaçla Browder [39], Kirk [40], 

Kanan [41], Zamfirescu [42] baĢta olmak üzere bu temel sonuçları genelleĢtirerek bazı 

çıkarımlarda bulunmuĢ ve çeĢitli sonuçlar elde etmiĢlerdir. 

Bu doğrultuda 2002 yılına gelindiğinde ise Branciari integral tip contraction ile ilgili 

çalıĢmalar yaparak Banach contraction prensibinin integral versiyonunu ispatlamıĢtır. 

Branciari ''  ,X d  bir tam metrik uzay, :T X X  bir dönüĢüm ve :     her 

0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-

integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için

   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty d x y

t dt c t dt   olacak Ģekilde 

 0,1c  mevcut ise T  dönüĢümünün tek bir sabit noktası vardır.'' bkz [43]. Bu teormin 

ispatlaması sonraki çalıĢmalara kaynak teĢkil etmiĢ, bu sayede araĢtırmacılar integral tip 

contraction ile alakalı çalıĢmalarını geliĢtirme fırsatı yakalamıĢlardır. Rhoades [44] ise 

Branciari teoremi [43] ile aynı Ģartlar altında Her ,x y X  için 

   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty m x y

t dt k t dt     (1.1) 

olacak Ģekilde  0,1k  mevcut, 

 
( , ( )) ( , ( ))

( , ) max{ ( , ), ( , ( )), ( , ( )), }
2

d x f y d y f x
m x y d x y d x f x d y f y


  ve her ,x y X  

için  
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   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty M x y

t dt k t dt     (1.2) 

olacak Ģekilde  0,1k  mevcut ve  

( , ) max{ ( , ), ( , ( )), ( , ( )), ( , ( )), ( , ( ))}M x y d x y d x f x d y f y d x f y d y f x  Ģeklinde ifade 

ederek (1.1) ve (1.2) eĢitsizliklerini tanımlamıĢtır [44]. (1.2) Ģartı Ciric Ģartının [45] 

integral versiyonudur. Olatinwo [46] ise  ,X d  bir tam metrik uzay, :T X X  bir 

dönüĢüm ve :     monoton azalmayan fonksiyon ve :     her 0 

için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-

integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

     , , ,

0 0 0

( ) ( ( ) ) ( )

d Tx Ty d x Tx d x y

t dt t dt k t dt         

için  0,1k  mevcut olacak Ģekilde tanımlamıĢ ve Mann iterasyonunun [47] kararlılık 

ile ilgili sonuçlarını elde etmiĢtir. 

Rhoades [43], Olatinwo [46], [48-50], Karapınar ve d. [51], Achour ve d. [52], integral 

tip dönüĢümler üzerine çalıĢma yapan araĢtırmacılardan bazılarıdır, bu çalıĢmaları 

devam ettiren diğer araĢtırmacılar için [53-73] arasındaki çalıĢmalara bakınız. 

Belirli dönüĢümlerin sabit noktalarının hesaplanmasını sağlayan yöntemlere iterasyon 

denilir. Ġterasyon yöntemleri özellikle, lineer olmayan problemlerin çözümlerinde 

yaygın olarak kullanılan matematiksel araçlardır. Bir problemde, iterasyon tarafından 

üretilen dizinin limiti problemin çözümünü verir. Ġterasyon yöntemleri bilimde geniĢ 

uygulama alanlarına sahip olduklarından, birçok araĢtırmacının ilgisini çekmiĢ ve bunun 

sonucunda çok sayıda iterasyon yöntemi tanıtılmıĢ ve geliĢtirilmiĢtir. Ġlk olarak 1890‟da 

Picard [74] tarafından tanımlanan bu yöntem bazı yönleriyle eksik görüldüğünden takip 

eden yıllarda 1953 yılında Mann [47], 1955‟te Krasnoselskij [75], 1974 yılında 

Ishikawa [76], 2000 yılında Noor [77] tarafından yeni iterasyonlar geliĢtirilmiĢtir. Bu 

yöntemler geliĢtirilerek uygulamaya devam edilmektedir. 
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1.2 Tezin Amacı 

Bu çalıĢmada, integral tip dönüĢümler hakkında bilgi verilerek literatürde elde edilmiĢ 

bazı dönüĢümlerin integral tip versiyonu tanımlanacaktır. Yaygın olarak kullanılan bazı 

iterasyon yöntemleri tarafından üretilen dizilerin, integral tip dönüĢümlerin sabit 

noktasına yakınsaklığının bazı sonuçları elde edilecektir. Ayrıca, integral tip 

dönüĢümler için bazı iterasyon yöntemlerinin kararlılık sonuçları elde edilecektir. Son 

olarak, bu iterasyon yöntemleri kullanılarak integral tip dönüĢümlerin sabit noktalarının 

veri bağlılığı incelenerek, bazı iterasyon yöntemlerinin yakınsaklıklarının denkliğine 

değinilecektir. 

1.3 Hipotez 

Bu çalıĢmada, literatürdeki bazı dönüĢümlerin integral versiyonunun tanımlarına yer 

verildi. Tanımlanan bu dönüĢümlerin sabit noktaları bazı iterasyon yöntemleri için 

belirli Ģartlar altında yakınsaktırlar. Ayrıca Harder ve Hick [96], [97] tarafından ortaya 

konulan kararlılık tanımı kullanılarak; (2.30) Picard-Mann Hibrid iterasyonunun (3.4) 

Ģartı ile; (2.27) Ishikawa iterasyonunun (3.5) Ģartı ile, (2.29) üç adımlı iterasyonunun ve 

(2.31) ile verilen yeni multistep iterasyon yöntemlerinin (2.7) Ģartı sağlayan integral tip 

dönüĢümlerine göre T-kararlıdır. Bir sonraki aĢamada ise (3.4) ve (3.6) ile verilen 

integral tip dönüĢümler için yaklaĢım operatörü tanımlanarak bunların (2.30) Picard-

Mann Hibrid iterasyon yöntemi ve (2.28) Noor iterasyon yöntemi kullanılarak veri 

bağımlılıkları gösterilmiĢtir. Son olarak, bazı integral tip dönüĢümler kullanılarak, 

(2.30) ile verilen Picard-Mann Hibrid iterasyonun, (2.26) ile verilen Mann iterasyonuna 

ve (2.26) ile verilen Mann iterasyonun, (2.31) ile verilen yeni multistep iterasyonuna 

denk olup olmadığının tespiti bu tezin hipotezlerini oluĢturmaktadır. 
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BÖLÜM 2 

TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde bir ön hazırlık amacıyla analize, fonksiyonel analize, sabit noktaya dair 

temel tanım, lemmalar ve teoremlere yer verilmiĢtir. 

2.1 Analiz Kaynaklı Bazı Kavramlar 

Tanım 2.1 ( Metrik Uzay ) X , boĢtan farklı bir cümle olmak üzere ; 

( M1 ) ,x y X   ,    , 0d x y    

( M2 )  , 0d x y x y    

( M3 )    , ,  , ,x y X d x y d y x    

( M4 )      , , ,  , , ,x y z X d x y d x z d z y     

aksiyomlarını sağlayan  :d X X    fonksiyonuna X  için bir metrik ,  ,X d  

ikilisine de metrik uzay denir [78]. 

Tanım 2.2  ,X X d  bir metrik uzay olmak üzere  nx  , X 'de bir dizi olsun. 

 lim , 0n
n

d x x


  

olacak Ģekilde x X  varsa  nx  dizisi yakınsaktır denir [78]. 

Tanım 2.3  ,X X d  bir metrik uzay olmak üzere  nx  , X 'de bir dizi olsu 0 

ve her ,m n   için  
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olacak Ģekilde bir  N N   varsa  nx  dizisi Cauchy dizisi olarak adlandırılır [79]. 

Tanım 2.4  ,X d  bir metrik uzay olsun . Eğer X 'de her Cauchy dizisi X 'de bir 

noktaya yakınsıyorsa X 'e tam metrik uzay denir [79].  

Tanım 2.5  ,X X d  ve  ,Y Y   iki metrik uzay, :f X Y  bir dönüĢüm ve 

0x X  olsun. Her bir 0   sayısı için, 

 0,d x x  olduğunda     0,f x f x   

veya denk bir ifade ile,  

     0 0; ;f B x B f x   

olacak Ģekilde bir   0     sayısı varsa, f ye 0x noktasında süreklidir denir. f ,  

X 'in her noktasında sürekli ise, f  ye X  de süreklidir denir [79]. 

Tanım 2.6  ,X X d  ve  ,Y Y   iki metrik uzay, :f X Y  bir dönüĢüm verilsin. 

Her 0   sayısı için bir 0  reel sayısı  

 ,d x y   

özelliğini sağlayan her ,x y X için  

    0,f x f x   

olacak Ģekilde varsa veya denk bir ifade ile, her 0   sayısı için bir 0  sayısı ve her

x X  için  

     , ,f B x B f x   

olacak Ģekilde varsa f  fonksiyonuna düzgün süreklidir denir [79]. 

Tanım 2.7 ( Lineer uzay ) X  boĢ olmayan bir cümle ve K , reel veya kompleks 

sayılar cismi olsun. 

 ,n md x x 



 

7 
 

: X X X    

: K X X    

ikili iĢlemleri aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa X  cümlesine K  üzerinde bir lineer 

(vektör) uzay adı verilir. 

Her , K    ve , ,x y z X  için  

( L1 ) x y y x   dir. 

( L2 )    x y z x y z     dir. 

( L3 ) x x   olacak Ģekilde X   vardır. 

( L4 ) Her bir x X  için  x x     olacak Ģekilde  x X   vardır. 

( L5 ) 1.x x dir. 

( L6 )  x y x y     dir. 

( L7 )   x x x      dir. 

( L8 )    x x   dir [78]. 

Tanım 2.8 ( Lineer Altuzay ) X  bir lineer uzay ve M  de X ‟ in bir alt cümlesi olsun. 

,x y M ve ,   skaler olmak üzere x y M    ise M  ye X ‟in bir lineer alt uzayı 

denir [78]. 

Tanım 2.9 ( Konveks Küme ) L  bir reel lineer uzay ve LA  olsun. Her ,x y A için  

  L: 1 ,0 1C z z x y A           

ise, A  kümesine konvekstir denir [80]. 

Tanım 2.10 ( Normlu Lineer Uzay ) X , K  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

: X    
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fonksiyonu aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa   fonksiyonuna X  üzerinde bir norm ve 

 ,X   çiftine de normlu lineer uzay denir. 

( N1 ) 0x   

( N2 ) 0 0x x    

( N3 ) x x   ,  K  

( N4 ) x y x y       ( Üçgen EĢitsizliği ) 

Her normlu lineer uzay  .d x y x y   metriği ile üretilir ve norm tarafından üretilen 

metrik olarak adlandırılır [81]. 

Tanım 2.11 ( Yakınsak Dizi )  , .X  bir normlu uzay ve  ns s  , X  „ de bir dizi 

olsun. 

0  ve her  n N   için  

ns s    

olacak Ģekilde  N    varsa  ns  dizisine s X  „ e yakınsıyor denir [79]. 

Tanım 2.12 ( Cauchy Dizisi )  ,X   bir normlu uzay ve  ns s , X ‟de bir dizi 

olsun. 

0  ve her  ,m n N   için  

n ms s    

olacak Ģekilde  N    varsa  ns  dizisine X  normlu uzayında bir Cauchy dizisi 

denir [79].  

veya 
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( , )X   normlu uzayında bir ( )nx  Cauchy dizisidir.   Her 0   sayısı için 

n   öyle ki n n  ve p  için 
n p nx x     dur [78]. 

Tanım 2.13 ( Banach Uzayı ) Bir  ,X   normlu uzayında her Cauchy dizisi X  

içinde bir limite sahipse, bu  ,X   normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach 

uzayı denir [78]. 

Tanım 2.14 ( Kuvvetli Yakınsaklık ) X  bir normlu lineer uzay ve  nx X  olmak 

üzere; 

lim n
n

x x


  

olacak Ģekilde bir x X  varsa  nx , kuvvetli yakınsak olarak adlandırılır [78]. 

Tanım 2.15 ( Zayıf Yakınsaklık ) X  bir normlu lineer uzay ve  nx X  olmak üzere; 

Her 
'f X  için    lim n

n
f x f x


  olacak Ģekilde bir x X  varsa  nx , zayıf yakınsak 

olarak adlandırılır ve 
w

nx x  Ģeklinde gösterilir [79]. 

Tanım 2.16 ( Lebesgue Ġntegrali ) ( )f x  fonksiyonu, [ , ]a b  kapalı aralığında sınırlı ve 

ölçülebilir olsun.  ve  , ( )f x    olacak Ģekilde iki gerçel sayı olarak verilsin. 

[ , ]   aralığını, 

0 1 1... n ny y y y         

olacak Ģekilde, 1 2 1, ,..., ny y y   noktalarıyla n  tane alt aralığa bölelim. Bu nokta Y  ekseni 

üzerindedir. [ , ]   aralığını bu biçimde bölerek elde edilen noktaların kümesine bu 

aralığın bölüntüsü denir. 1,2,3,...,k n  olmak üzere, 1 ( )k ky f x y    olacak Ģekilde, 

kE  kümesi [ , ]a b  kapalı aralığındaki tüm x  noktaların kümesi olsun. Yani, kE  kümesi, 

1,2,3,...,k n  sayıları için,  

1{ :  ( ) }k k kE x y f x y    
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Ģeklinde tanımlansın. ( )f x fonksiyonu ölçülebilir olduğundan, kE  kümelerinin her biri 

ölçülebilir ve bu kümeler ayrıktır. Yani, i j  için i jE E   olur.  

 
ġekil 2.1 Ġntegral bölüntüleri 

1

( )
n

k k

k

S y m E


  ve 1

1

( )
n

k k

k

s y m E



  ifadelerini, sırasıyla üst ve alt toplamlar diye 

tanımlansın. [ , ]   aralığının mümkün olan tüm bölüntüleri için, 

inf( )I S  ve sup( )J s  

olarak tanımlansın. Bu biçimdeki değerler her zaman vardır ve bunları tanım olarak, 

( )
b

a
I f x dx



   ve ( )
b

a
J f x dx


   

ile gösterilip adlarına ise sırasıyla, ( )f x  fonksiyonunun [ , ]a b  kapalı aralığındaki üst ve 

alt integralleri denir. I J  dir. 

Eğer tüm bölüntüler için, I J  ise veya  

1

1 1

lim ( ) lim ( )
n n

k k k k
n n

k k

I y m E y m E J
 

 

     

oluyorsa ( )f x  fonksiyonu [ , ]a b  kapalı aralığında Lebesgue anlamında 

integrallenebilirdir denir [82]. 

2.2 Sabit Nokta ve Bazı DönüĢüm Sınıfları 
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Tanım 2.17 ( Sabit Nokta ) X  boĢtan farklı bir küme ve :T X X  herhangi bir 

dönüĢüm olsun. Tx x  eĢitliğini sağlayan bir x X  noktasına T  dönüĢümünün sabit 

noktası denir. Diğer değiĢle Tx x  eĢitliğini sağlayan her bir x X  noktası T  nin 

sabit noktasıdır. T  dönüĢümünün sabit noktalarının kümesi TF  veya ( )Fix T  ile 

gösterilir [84]. 

X  boĢtan farklı bir küme ve :T X X  herhangi bir dönüĢüm olsun. Herhangi bir 

x X  için 
1( )n nT x T T x  olacak Ģekilde nT x  dizisini tanımlayalım. nT x , x X 'in 

T  altındaki .n iterasyonu denir [84]. 

:T X X  herhangi bir dönüĢüm olsun. Bu durumda aĢağıdaki ifadeleri yazabiliriz. 

a. n  için nT T
F F  dir. 

b. n  için { }nT
F x  ise, { }TF x  dir. Bunun tersi genelde doğru değildir [84]. 

Örnek 2.18 :T X X  bir dönüĢüm olsun. 

a) X   ve 2 3 2Tx x x    için sabit noktası  2, 1TF     

b) X   ve 5Tx x   için sabit noktası TF   

c) X   ve 
2( )Tx x x x   için sabit noktaları  0,2TF   

d) {1,2,3}X   ve (1) 3,  (2) 2,  (1) 1T T T    için  2 1,2,3
T

F   iken  2TF   dir [84].   

Tanım 2.19 ( Lipschitzian DönüĢüm )  ,X d  bir metrik uzay ve :T X X  bir 

dönüĢüm olsun. Her ,x y X  için 

   , ,d Tx Ty d x y   (2.1) 

olacak Ģekilde bir 0  sayısı mevcut ise T  ye Lipschitzian (veya  -Lipschitzian) 

dönüĢüm denir [84]. 

T  Lipschitzian dönüĢümü düzgün süreklidir. Çünkü, her 0   için 

     , , ,d x y d Tx Ty d x y


  


      dur [81]. 

Örnek 2.20  ,  ,  ve 4X d x y x y Tx x     olsun. Bu durumda, 
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   , 4 4 4 4 ,d Tx Ty x y x y d x y      

elde edilir. Böylece herhangi bir 4   için, T  dönüĢümü Lipschitz Ģartını sağlar. 

Tanım 2.21 ( Contraction (Büzülme-daraltan) DönüĢüm )  ,X d  bir metrik uzay ve 

:T X X  bir Lipschitzian dönüĢüm olsun. Her ,x y X  için 

   , ,d Tx Ty d x y   (2.2) 

olacak Ģekilde bir 0 1    mevcut ise T  ye contraction dönüĢüm denir [84]. 

Örnek 2.22  
2

,  ,  ve : ,  1
3

X d x y x y T Tx x        olsun. Bu durumda, 

   
2 2 2 2

, ,
3 3 3 3

d Tx Ty x y x y d x y      

elde edilir. 
2

[0,1)
3
 için, T  contraction dönüĢümdür. 3TF   dir. 

Tanım 2.23 ( Contractive DönüĢüm )  ,X d  bir metrik uzay ve :T X X  bir 

dönüĢüm olsun. Her ,x y X  ve x y  için 

   , ,d Tx Ty d x y  (2.3) 

ise T  ye contractive dönüĢüm denir [85]. 

Örnek 2.24  ,  ,  X d x y x y    alıĢılmıĢ metriği olsun. :  T    ve 

1
ln( 1)

15

xTx e    olsun. Bu durumda, dönüĢüm contractive olup, contraction değildir. 

' 1 ve 0 ' 1
1

x

x

e
T x T x

e
   


 dir. Ortalama değer teoreminden '

Tx Ty
T c

x y





 dir. 

' 1T c   olduğundan 

' 1
Tx Ty

T c Tx Ty x y
x y


     


 dir. 

Tanım 2.25 ( Nonexpansive (GeniĢlemeyen) DönüĢüm )  ,X d  bir metrik uzay ve 

:T X X  bir dönüĢüm olsun. Her ,x y X  için 
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   , ,d Tx Ty d x y  (2.4) 

ise T  ye nonexpansive dönüĢüm denir [84].(Sabit noktalarının var olması gerekmez.) 

Örnek 2.26  ,  , , :  ve 17X d x y x y T Tx x         olsun. Bu durumda, 

   , 17 17 ,d Tx Ty x y x y d x y        

olduğundan her ,x y X  için    , ,d Tx Ty d x y  Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolasıyla T  

nonexpansive dönüĢümdür. Fakat T  döüĢümü contraction dönüĢüm ne de contractive 

dönüĢümdür. 

Her ,x y X  için    , ,d Tx Ty d x y  ise T 'ye izometri dönüĢümü denir [84]. 

Tanım 2.27 ( Pseudo-Contractive DönüĢüm ) X  bir Hilbert uzayı, K  da X  in boĢ 

olmayan bir alt kümesi ve :T K K  bir dönüĢüm olsun. Eğer her ,x y K  için 

2 2 2
( )Tx Ty x y Tx Ty x y        (2.5) 

olacak Ģekilde  :T K K dönüĢümüne Psedo-contractive dönüĢüm denir [85]. 

Tanım 2.28 ( Reich DönüĢümü )  ,X d  bir metrik uzay ve :T X X  bir dönüĢüm 

olsun. Her ,x y X  için 

       , , , ,d Tx Ty ad x y bd Ty y cd Tx x    (2.6) 

olacak Ģekilde bir 1a b c    mevcut ise T 'ye Reich contraction dönüĢümü denir [86]. 

Tanım 2.29 ( Ġntegral Type Contraction )  ,X d  bir tam metrik uzay, :T X X  bir 

dönüĢüm ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir ve Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty d x y

t dt c t dt    (2.7) 

olacak Ģekilde  0,1c  mevcut ise Ġntegral tip contraction dönüĢüm denir [43]. 
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Ciric [45] tarafından aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan genel contraction Ģartlarından biridir. 

Tanım 2.30 ( Quasi Contraction )  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X  bir 

dönüĢüm olsun. Eğer her ,x y X  için 

            , max , , , , , , , , ,d Tx Ty h d x y d x Tx d y Ty d x Ty d y Tx   (2.8) 

olacak Ģekilde bir  0,1h  sayısı varsa, T 'ye bir quasi contraction denilir [45]. 

2004 yılında Berinde [87], aĢağıdaki zayıf contraction Ģartlarını tanımlayarak bazı sabit 

nokta teoremleri elde etti. 

Tanım 2.31 (Zayıf Contraction)  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X bir 

dönüĢüm olsun. Eğer her ,x y X  için 

     , , ,d Tx Ty d x y Ld Tx y   (2.9) 

     , , ,d Tx Ty d x y Ld Ty x   (2.10) 

     , , ,d Tx Ty d x y Ld Tx x   (2.11) 

veya 

     , , ,d Tx Ty d x y Ld Ty y   (2.12) 

olacak Ģekilde bir  0,1   sabiti ve bir 0L   mevcut ise, T  ye bir zayıf contraction 

denilir [87]. 

2.3 Bazı Sabit Nokta Teoremleri 

Lipschitzian, nonexpansive, contractive ve contraction gibi dönüĢümlerin bazılarının 

sabit noktası olmadığı halde, bazılarının bir veya birden fazla sabit noktası olabilir. Bu 

bölümde, bazı dönüĢümlerin sabit noktalarının var ve bu sabit noktaların hangi koĢullar 

altında tek olduğunu teoremlerle ifade edeceğiz. 

Teorem 2.32  ,a b   olmak üzere    : , ,f a b a b  sürekli bir dönüĢüm ise, f 'nin 

 ,a b  aralığında bir sabit noktası vardır [36]. 
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Bu teorem ''Aradeğer Teoremi''nin bir sonucudur. Bu teoremi Brouwer 1912 yılında n  

üzerinde geniĢletmiĢtir. 

Teorem 2.33 ( Brouwer Sabit Nokta Teoremi ) C , n  de kapalı bir yuvar olsun. Bu 

durumda :f C C  sürekli dönüĢümü bir sabit noktaya sahiptir [37].  

Brouwer'ın bu teoremi herhangi bir sonsuz boyutlu Banach uzayında geçerli değildir. 

Teorem 2.34 ( Shauder Sabit Nokta Teoremi ) X  bir Banach uzayı C , X  in boĢ 

olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kümesi ve :f C C  sürekli bir dönüĢüm 

olsun. Bu durumda, f  en az bir sabit noktaya sahiptir [37]. 

Teorem 2.35 ( Banach Sabit Nokta Prensibi ) ( , )X d  bir tam metrik uzay ve 

:T X X  bir daralma (contraction) dönüĢümü ise T  dönüĢümünün tek bir sabit 

noktası vardır [38].  

Ġspat 
0x X  keyfi bir eleman olmak üzere [0,1)   sayısı verilsin ve 

1 ( )k kx T x  , 

1,2, ...k   biçiminde ( )nx  dizisini tanımlansın. Bu durumda 

2 3 1 2 1 2( , ) ( ( ), ( )) ( , )d x x d T x T x d x x    

1 1 1

2

2 1

1

1 2

( , ) ( ( ), ( )) ( , )

( , )

.

.

.

( , )

n n n n n n

n n

n

d x x d T x T x d x x

d x x

d x x







  

 



  

 

 

 

olacaktır. ( )nx dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu gösterilecektir. m n  olmak üzere m  

ve n  doğal sayıları seçilsin. 

1 1 2 1

1 2

1 2

1

1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , )

1
( , )

1

m n m m m m n n

m m n

m

d x x d x x d x x d x x

d x x

d x x

  




   

 



  

  

 


 

olacaktır. Herhangi bir 0   sayısı için 

m N  iken 1

1 2

1
( , )

1

m d x x 


  

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koĢulunu sağlayan bir N  doğal sayısı vardır. Böylece ( )nx  bir Cauchy dizisi olur. 

( , )X d  uzayı tam olduğundan ( )nx  Cauchy dizisi *x X  elemanına yakınsar.  

ġimdi ise * ( *)x T x  olduğu gösterilecektir. 

1

( *, ( *)) ( *, ) ( , ( )) ( ( ), ( *))

(1 ) ( *, ) ( , )

n n n n

n n n

d x x d x x d x x d x x

d x x d x x

   

 

  

  
 

olur. Verilen 0   sayısına göre n  sayısını 

( *, )
2(1 )

nd x x






ve

1( , )
2

n nd x x


   

olacak biçimde belirlernirse ( *, ( *))d x T x   eĢitsizliğini elde edilir. 0   keyfi bir 

sayı olduğundan * ( *)x T x  sonucuna ulaĢılır. 

*x X  elemanının tekliğini görilecektir. Bir *y X  elemanı için de * ( *)y T y  

eĢitliği sağlansın. 

( *, *) ( ( *), ( *)) ( *, *)

(1 ) ( *, *) 0

d x y d x y d x y

d x y

  



  

  
 

olacaktır. Bu durumda ( *, *) 0d x y   ve dolayısıyla * *x y  olduğu görülür. 

Örnek 2.36 ,  [0,1] ,  : ,  
2

x
X C X T C C Tx      olsun. 

0

1

5
x   olarak seçelim.  

1 0

2

2 1

2 3

3 2 1 0

2

1 2 0

1
,

5

1
,

25

1
,

125

o

n

n n n

x Tx

x Tx T x

x Tx T x T x

x Tx T x T x 

 

  

   

   





 

Ģeklinde bir dizi elde ederiz. n  için limit alınırsa, lim 0n
n

x


  dolayısıyla T  

dönüĢümünün sabit noktası 0  dir. Sabit nokta tanımı kullanılarak 

2 0
2

x
Tx x x x x x        
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dır. 

Teorem 2.37 ( Kannan Teoremi )  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X  

aĢağıdaki Ģartı sağlayan bir dönüĢüm olsun, her ,x y X  için 

     , , ,d Tx Ty a d x Tx d y Ty      (2.13) 

olacak Ģekilde en az bir  0,1 2a  sayısı mevcut olsun. Bu durumda T  dönüĢümünün 

tek bir sabit noktası vardır [41]. 

Ġspat 0x X  ve 
0 ,  0,1,2,n

nx T x n  
 
(2.24) ile verilen Picard iterasyonu [74] olsun. 

Bu durumda (2.13) eĢitsizliğinden 

   1 1, , , 1,2,
1

n n n n

a
d x x d x x n

a
   


  (2.14) 

olduğu elde edilir. 

 0,1 2a  için 0 1
1

a

a
 


 olduğundan, Banach contraction prensibinin ispatındakine 

benzer Ģekilde  
0n n

x



 dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu ve bu durumda yakınsak bir 

dizi olduğu sonucuna ulaĢılır. x X ,  
0n n

x



 dizisinin limiti olsun. Bu durumda, 

           1, , , , , ,n n n nd x Tx d x x d x Tx d x x a d x x d x Tx        

olup, buradan da 

     1

1
, , , ,

1
n n n

a
d x Tx d x x d x x n

a a
    


  (2.15) 

olduğu elde edilir. (2.14) ve (2.15) eĢitsizliklerinden 

     0 1

1
, , , , 1,2,

1

n

n

a
d x Tx d x x d x x n

a a

 
    

 
 (2.16) 

olup, (2.16) te n  için limiti alınmasıyla  , 0d x Tx x Tx   , yani sabit 

noktasının var olduğu gösterildi. Böylece her bir 0x X ve  n için nx x  dir. 
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Teorem 2.38 ( Chatterjea Teoremi )  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X  

aĢağıdaki Ģartı sağlayan bir dönüĢüm olsun, her ,x y X  için 

     , , ,d Tx Ty b d x Ty d y Tx      (2.17) 

olacak Ģekilde en az bir  0,1 2b  sayısı mevcut olsun. Bu durumda T  bir Picard 

operatörüdür [88]. 

Teorem 2.39 ( Reich Sabit Nokta Teoremi )  ,X d  bir tam metrik uzay, :T X X  

bir dönüĢüm olsun. T dönüĢümü (2.6) Ģartını sağlıyor ise T  dönüĢümünün tek bir sabit 

noktası vardır [86].  

Ġspat x X  ve , 0,1,2,n

nx T x n    Picard iterasyonu olsun. Bu durumda 

1, , 1n nx T x y T x n    için alınırsa 

       1 1 1 1, , , ,n n n n n n n nd T x T x ad T x T x bd T x T x cd T x T x       (2.18) 

Yukarıdaki eĢitsizlik düzenlenirse 
1

a b

c






 olarak alınırsa  

   1 1, ,n n n nd T x T x d T x T x   (2.19) 

1  olacak Ģekilde (2.19) elde edilir. (2.19) eĢitsizliği bu Ģekilde devam edilerek 

düzenlenirse 

   1 , ,n n nd T x T x d Tx x   (2.20) 

Her m n  için  

   , ,
1

n
m nd T x T x d Tx x







 

elde edilir. Bu yüzden ,  0,1,2,n

nx T x n    dizisi Cauchy dizisidir. O halde nT x z

vardır. ġimdi ( )T z z  olduğu ve 
1 ( )nT x T z   olduğu gösterilecektir.  

Gerçekten ,   nx T x y z   alınırsa 
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       

     

1 1

1

, , , ,

, , , 0
1

n n n n

n n n

d T x Tz ad T x z bd T x T x cd Tz z

c
a d Tx x bd T x z d T x z

b


 



  

   


 

elde edilir. Birbirinden farklı iki sabit noktası x y olsun. O halde 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x y d Tx Ty ad x y bd Tx x cd Ty y ad x y      

x y  elde edilir. 

Uyarı Teorem 2.39 deki , ,a b c  reel sayı değerleri aĢağıdaki Ģekilde alınırsa 

  i)  0b c   alınırsa Banach sabit nokta teoremi [38] elde edilir. 

            ii) ,  0b c a   olarak alınırsa Kannan sabit nokta teoremi [41] elde edilir. 

Teorem 2.40 ( GenelleĢtirilmiĢ Reich Sabit Nokta Teoremi )  ,X d  bir tam metrik 

uzay, :T X X  bir dönüĢüm olsun. Her ,x y X  için  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d Tx Ty ad x y bd Tx x cd Ty y ed Tx y fd Ty x      (2.21) 

olacak Ģekilde negatif olmayan ,  ,  ,  ,  a b c e f  sayılar ve 1a b c e f      mevcut ise T  

dönüĢümünün tek bir sabit noktası vardır [89]. 

Teorem 2.41 ( Branciari Sabit Nokta Teoremi )  ,X d  bir tam metrik uzay, 

:T X X  bir dönüĢüm ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde 

negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için

   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty d x y

t dt c t dt    olacak Ģekilde  0,1c  mevcut ise T dönüĢümünün tek bir 

sabit noktası vardır [43]. 

Ġspat x X keyfi olmak üzere    1 , 0,1,2,n

n nx T x T x n      biçiminde  nx  

dizisini tanımlayalım. 

1. adım: Herhangi bir x X  noktası ve { }nT x  dizisi için  

Bu durumda (0,1)c  için 
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1 1( , ) ( , ) ( , )

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n nd T x T x d T x T x d Tx x
nt dt c t dt c t dt  

 

      

elde edilir ve aynı zamanda n  için  

1( , )

0
( ) 0

n nd T x T x

t dt


  

dır. 

2. adım: Cauchy dizisi oldğunu gösterelim. 

( , )X d metrik uzayında bir { }nT x  Cauchy dizisidir.   Her 0   sayısı için 

n   öyle ki n n  ve p  için ( , )n p nd T x T x    dur. 

( , ) ( , )

0 0

1
( ) ( )

(1 )

n p nd T x T x d Tx x
nt dt c t dt

c
 




   (2.22) 

n  oldunda ve 1c   iken 0nc   olduğundan { }nT x  Cauchy dizisidir. ( , )X d  

uzayı tam olduğundan  Cauchy dizisi *x X  elemanına yakınsar.  

3. adım: Sabit noktasının varlığı ( , )X d
 

tam metrik uzay olduğundan dolayı 

lim n

n
T x x


  olacak Ģekilde x X  noktası vardır. x noktasının sabit nokta olduğunu 

gösterilecektir. 
0

( ) 0
Tx x

t dt


  olsun. 

1 10 ( , ) ( , ) ( , )n nd Tx x d T x x d T x Tx     

lim n

n
T x x


  olduğundan dolayı n  için 

1( , ) 0nd T x x   noktasına yakınsar.  

1( , ) ( , )

0 0
( ) ( )

n nd T x Tx d T x x

t dt c t dt 


   

n  için ( , ) 0nd T x x   noktasına yakınsar elde edilir. 0 1c   ve 0 0Tx x    

olduğundan dolayı Tx x olur. 

4. adım: Sabit noktanın tekliği: ,x y X  noktaları için ,  y Ty x Tx   olsun.  

( , ) ( , ) ( , )

0 0 0
0 ( ) ( ) ( )

d x y d Tx Ty d x y

t dt t dt c t dt        

ve 

( )nx
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( , ) 0,  ( , ) 0d Ty y d Tx x  ve 0 1c   olduğu içino halde  

( , )

0
0 ( ) 0 ( , ) 0

d x y

t dt d x y x y       

dir. Sabit noktası tekdir. 

Branciari sabit nokta teoremi ( ) 1t   olarak alınırsa Banach contraction prensibi elde 

edilmiĢ olunur. 

Teorem 2.42  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X  dönüĢümü (2.9) veya (2.10) 

Ģartlarını sağlayan bir zayıf contraction olsun.  :TF x X Tx x   olsun, bu 

durumda  nx  Picard iterasyon dizisi bazı Tx F  ye yakınsar [87]. 

Teorem 2.43  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X  dönüĢümü (2.11) veya (2.12) 

Ģartlarını sağlayan bir zayıf contraction olsun.  * * *:TF x X Tx x   olsun, bu 

durumda T  dönüĢümünün tek bir sabit noktası vardır [87]. 

Teorem 2.44  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X  dönüĢümü  

Eğer her ,x y X  için 

 , ( , ) ( , )d Tx Ty M x y LN x y   (2.23) 

 ( , ) max{ , , ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}M x y d x y d Tx x d Ty y d Tx y d Ty x  ve 

( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}N x y d Tx x d Ty y d Tx y d Ty x  olacak Ģekilde  0,1   sabiti ve 

0L   Ģartlarını sağlayan bir hemen hemen contraction olsun. 

Bu durumda 

(i) T  bir tek sabit noktaya sahiptir, yani *{ }TF x X   dır; 

(ii) * Tx F  ye yakınsar [90]. 

2.4 Bazı Ġterasyon Yöntemleri 

Bu bölümde literatürde yaygın olarak kullanılan iterasyon yöntemlerini tanıtacaktır. 

Bir dönüĢümün sabit noktasını yada noktalarını bulurken çeĢitli iterasyon yöntemleri 

kullanılır. Bunların bazıları, Picard itersayon methodu [74], Krasnoselskij iterasyonu 
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[75], Mann iterasyonu [47], Ishikawa iterasyonu [76], Noor iterasyonu [77] vb. 

iterasyon yöntemleridir. Bu iterasyon yöntemlerini sıra halinde ifade edilirse: 

Picard iterasyon yöntemi [74] Cauchy tarafından kullanıldığı bilinmektedir. Bu yöntem 

ilk olarak 1890 yılında Picard [74] tarafından baĢlangıç değerle diferansiyel 

denklemlerinin çözümünün varlığı ve tekliğinin ispatında kullanıldığı görülmektedir. 

Tanım 2.45 ( Picard Ġterasyon Metodu )  ,X d  bir metrik uzay, C X  kapalı bir 

alt küme ve :T C C  bir dönüĢüm olsun. Verilen bir 0x X  için 

   1 0 , 0,1,2,n

n nx T x T x n     (2.24) 

Ģeklinde tanımlanır. Picard iterasyonu, ardıĢık yaklaĢımlar dizisi olarak da adlandırılır 

[74]. 

Picard iterasyonu tam metrik uzayda tanımlı contraction dönüĢümlerin sabit noktalarına 

yaklaĢmak için kullanılan iterasyonlardan biridir. Contraction dönüĢüm yerine farklı bir 

sınıftan bir dönüĢüm alınırsa Picard itereasyonu, dönüĢümün sabit noktasına 

yakınsamayabilir. Bu durum göz önünde bulunduran Krasnoselskij [75] aĢağıdaki 

iterasyon yöntemini tanımlamıĢtır. 

Tanım 2.46 ( Krasnoselskij Ġterasyonu ) ( , )X   bir reel normlu uzay, :T X X  bir 

dönüĢüm olsun. Krasnoselskij iterasyonu, 0x X  ve  0,1  için 

 1 1 , 0,1,2,n n nx x Tx n        (2.25) 

Ģeklinde tanımlanır [75]. 

Krasnoselskij iterasyonu 1   için Picard iterasyonuna (2.24) indirgenir. 

Bu iterasyon yöntemi 1954 yılında Krasnoselskij [75] tarafından tanımlanmıĢtır. 

Nonexpansive dönüĢümlerin sabit noktalarına yaklaĢımda bulunmak amacıyla 

kullanılan en genel iterasyon yöntemi Mann iterasyonudur. Mann iterasyon yöntemi, 

Krasnoselskijiterasyon yönteminden daha önce 1952 yılında bir matris formunda 

tanımlanmıĢtır. 

Tanım 2.47 ( Mann Ġterasyonu ) X  bir normlu uzay, C X in bir boĢ olmayan 

konveks alt küme, :T C C  bir dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0x C  için, 
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 1 1 ,n n n n nx x Tx n       (2.26) 

 
0n n





 her n  için [0,1]n   ve 

1 nn





   Ģartlarını sağlayan bir negatif 

olmayan reel sayıların dizisi olsun. Bu durumda  
0n n

x



 dizisine Mann iterasyonu 

denilir [47]. 

n  dizisi   sabitn   olarak alınırsa, bu durumda Mann iterasyonu, Krasnoselskij 

iterasyonuna (2.25) indirgenir. 

Mann iterasyonunun pseudo-contractive dönüĢümlerin sabit noktalarına yakınsamadığı 

ancak 1974 yılında Ishikawa [76] tarafından tanımlanan bu iterasyon yöntemi bir 

pseudo-contractive dönüĢümün sabit noktasına yakınsadığını göstermiĢtir. 

Tanım 2.48 ( Ishikawa Ġterasyonu ) X  bir normlu uzay, C X in bir boĢ olmayan 

konveks alt küme, :T C C  bir dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0x C  için, 

 

 

1 1 ,

1 , 0,1,2,

n n n n n

n n n n n

x x Ty

y x Tx n

 

 

   


    
 (2.27) 

Ģeklinde tanımlanır. Burada  n ,    0,1n   dir. lim 0,  lim 0n n
n n

 
 

  ,
1 nn





 

dir.  
0n n

x



 dizisine Ishikawa iterasyonu denilir [76]. 

0n   için Ishikawa iterasyonu Mann iterasyonuna (2.26) indirgenir. 

2000 yılında M.A. Noor [77] tarafından, aĢağıdaki üç adımlı iterasyon yöntemi 

tanımlandı. 

Tanım 2.49 ( Noor Ġterasyon Yöntemi )  , , 0,1 ,n n n n       belirli Ģartları 

sağlayan reel sayı dizileri olmak üzere,  

   

 

 

1 , 1

1

1

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

x f T x x Ty

y x Tz

z x Tx

 

 

 

    


  
   

 (2.28) 

alınmasıyla elde edilen iterasyon yöntemine Noor iterasyon yöntemi denilir [77]. 
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Tanım 2.50 X  bir normlu uzay, C X in bir boĢ olmayan konveks alt küme,

:T C C  bir dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0x C  için, 

 

 

( , ) 1 ,

1

(1 ) ,  0,1,2,

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n

f T x y Ty Tz

y a b z a Tz b Tx

z c x c Tx n

       


    


    

 (2.29) 

Ģeklinde tanımlanır. Burada  
0n n n

 



 ,    

0
0,1n n n

a b



  , 

0

( )n n

n

 




   dir [91]. 

Tanım 2.51 ( Picard-Mann Hibrid Ġterasyonu ) X bir normlu uzay, C X  kapalı 

konveks bir alt kümesi ve :T C C  bir dönüĢüm olsun. Verilen bir 0x X  için 

 1 ,

(1 )  , 0,1,2,

n n

n n n n n

x T y

y x Tx n 

 


    
 (2.30) 

olacak Ģekilde  
0n n





, her n  için (0,1)n   ve 

1 nn





   Ģartlarını sağlayan bir 

negatif olmayan reel sayıların dizisi var ise  
0n n

x



 dizisine Picard-Mann Hibrid 

iterasyonu denilir [92]. 

Tanım 2.52 ( New Multistep iteration ) X  bir normlu uzay, C X in bir boĢ 

olmayan alt küme, :T C C  bir dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0x C  için, 

 

 

 

 

0

1 1

1

1 1 2 1 2

2 2 3 2 3

1 1 1

1 ,

1 ,

1 ,

1 ,  

n n n n n

n n n n n

n n n n n

s s s

n n n n n

x C

x y Ty

y y Ty

y y Ty

y x Tx n

 

 

 

 



  




  


  


  


    






 

ya da 

 

 

 

0

1 1

1

1 1

1 1 1

1 ,

1 ,  i=1, , s-2

1 ,  ,

n n n n n

i i i i i

n n n n n

s s s

n n n n n

x C

x y Ty

y y Ty

y x Tx n

 

 

 



 

  




  


  



   





 (2.31) 
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Ģeklinde tanımlanır. Burada  n ,   [0,1)n   ve i=1, , s-2 dir [93]. 

2.5 Bazı Önemli Tanımlar ve Lemmalar 

Bu kısımda çalıĢmamızda kullanacağımız bazı tanımlar ve lemmalar vereceğiz. 

Lemma 2.53 
0{ }n n 


ve

0{ }n n 


iki pozitif reel sayı dizileri olsun. Her n için 

1 (1 )n n n n       , 

olacak Ģekilde [0,1]n  , 
1 nn





  , ve n  için 0n

n




  oluyorsa lim 0n

n



 dır 

[94]. 

Lemma 2.54 Herhangi bir pozitif 
0{ }n n 


 dizisi olsun. Her n için 

1 (1 )n n n n n         

olacak Ģekilde (0,1)n  , 
1 nn





   dir. O halde aĢağıdaki eĢitsizlik sağlanır.  

0 limsup limsupn n
n n

 
 

   

[95]. 

Lemma 2.55  ,X d  bir tam metrik uzay ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   

olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue integrallenebilir olsun. 

 0 0
,n nn n

u v X
 

 
 için 

( , )

0

( , ) ( )
n nd u v

n n nd u v t dt a   

olacak Ģekilde lim 0n
n

a


  Ģartını sağlayan bir  0
(0,1)n n

a



  dizisi vardır [46]. 

Tanım 2.56 ( Kararlılık ) ( , )X   normlu uzay ve :T X X  bir dönüĢüm olsun. 

0 10,   için ( , )n nn x X x f T x    iterasyonu olmak üzere ve 
0{ }n nx 


 nokta dizisi T  nin 

sabit noktasına yakınsasın. Herhangi bir ny X  dizisi ve 
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1 ( , ) ,  ( 0,1,2,...)n n ny f T y n     için lim 0 limn n
n n

y p
 

    oluyor ise T kararlıdır 

denir [96-97]. 

Tanım 2.57 ( Veri Bağımlılığı ) , :T S C C  iki operatör olsun. x C  

Tx Sx    

olacak Ģekilde sabit 0   sayısı varsa S ye T nin yaklaĢım operatörü denir [84]. 

Tanım 2.58 , 0a b   için 
0 0 0

( ) ( ) ( )

a b a b

t dt t dt t dt  


     oluyorsa integral alt 

toplamsaldır denir. 

Örnek 2.59 , 0a b 
1

( )
1

x
x

 


 integrali alt toplamsaldır. 

0 0 0

1 1 1
ln( 1),  ln( 1),  ln( 1)

1 1 1

. 0 dır. 1 1 ( 1) ( 1) ( 1)( 1)

ln( 1) ln(( 1)( 1)) ln( 1) ln( 1)

a b a b

dx a b dx a dx b
x x x

a b a b ab a b a b b b a

a b b a b a



      
  

             

        

  

 

0 0 0

1 1 1

1 1 1

a b a b

dx dx dx
x x x



 
     alt toplamsaldır [98]. 
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BÖLÜM 3 

ĠNTEGRAL TĠP DÖNÜġÜMLER ĠÇĠN BAZI ĠTERASYONLARIN 

YAKINSAKLIKLARI  

Bu bölümde tanımlanan integral tip dönüĢüm ile yeni tanımlamıĢ olduğumuz integral tip 

dönüĢüm sınıfları için bazı iterasyon yöntemleri kullanılarak yakınsaklıklarını 

inceleyeceğiz. 

Banach contraction teoremi [38] bir tam metrik uzaydan kendisi üzerine olan 

dönüĢümlerle ilgilenir. Teoremdeki dönüĢümün contraction olması Ģartı teoremin 

uygulamasında kısıtlamalar getirmektedir. Bu sebeple birçok araĢtırmacı farklı uzaylar 

veya farklı türden dönüĢüm sınıflarını kullanarak bu teoremin çok sayıda 

genelleĢtirmelerini elde etmiĢlerdir. Bu amaçla Branciari [43] tarafından Teorem 2.41 

de (2.7) Ģartı ile Banach contraction teoreminin integral versiyonunu tanmladı. Rhoades 

[44] ise  ,X d  bir tam metrik uzay, :T X X  bir dönüĢüm ve :     her 

0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-

integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty m x y

t dt k t dt    (3.1) 

olacak Ģekilde  0,1k  mevcut ve 

( , ( )) ( , ( ))
( , ) max{ ( , ), ( , ( )), ( , ( )), }

2

d x f y d y f x
m x y d x y d x f x d y f y


  ve her ,x y X  

için 
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   , ,

0 0

( ) ( )

d Tx Ty M x y

t dt k t dt    (3.2) 

olacak Ģekilde  0,1k  mevcut ve burada 

( , ) max{ ( , ), ( , ( )), ( , ( )), ( , ( )), ( , ( ))}M x y d x y d x f x d y f y d x f y d y f x  dır. Ġfadelerini 

tanımlamıĢtır. 

 ,X d  bir tam metrik uzay, :T X X  bir dönüĢüm ve , :v     monoton 

azalmayan fonksiyon ve :      her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif 

olmayan, toplanabilir ve Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

     , , ,

0 0 0

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

d Tx Ty d x Tx d x y

t dt t dv t k t dv t        (3.3) 

olacak Ģekilde  0,1k  mevcut olduğunu Olatinwo [46] tanımlayarak bazı sonuçlarını 

elde etti. 

Bölüm 3‟te, Bölüm 2‟de bahsedilen dönüĢümlerin birçoğunu özel hal olarak barındıran 

bazı yeni integral tip dönüĢümler tanımlanarak bu yeni dönüĢümler yardımıyla ele 

alınan konulara iliĢkin elde edilen orijinal sonuçlara yer verilecektir. 

Riech integral tip dönüĢüm olarak adlandırılan ilk yeni dönüĢümümüz aĢağıdaki Ģekilde 

tanımlandı. 

Tanım 3.1 :T X X bir dönüĢüm ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her ,x y X  

için 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

Tx Ty x y Tx x Ty y

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (3.4) 

olacak Ģekilde 1a b c    Ģartını sağlayan , ,a b c  negatif olmayan sayılar olmak üzere, 

(3.4) eĢitsizliği elde edilir. 

Bu yeni dönüĢümümüz özel durumları aĢağıdaki Ģekilde açıklanabilir. 
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(3.4) eĢitsizliğinde ( ) 1t   alınırsa 1971 yılında Simon Riech tarafından (2.6) da 

tanımlanan dönüĢüm elde edilir. 0b c   alınırsa contraction dönüĢümü elde edilir. 

1
,  0

2
b c a    olarak alınırsa Kannan dönüĢümü [41] elde edilir. 

Teorem 2.37 ile verilen (2.13) eĢitsizliğinin integral versiyonu olan ikinci yeni 

dönüĢümümüz aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır: 

Tanım 3.2 :T X X  bir dönüĢüm ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her ,x y X  

için 

0 0 0
( ) ( ) ( )

Tx Ty Tx x Ty y

t dt a t dt b t dt  
  

     (3.5) 

olacak Ģekilde 1, [0, )
2

a b  Ģartını sağlayan sayılar olmak üzere, (3.5) eĢitsizliği elde 

edilir. (3.5) eĢitsizliğinde ( ) 1t   ve a b  alınırsa (2.13) ile verilen eĢitsizlik elde 

edilir. 

Üçüncü yeni dönüĢümümüz: 

Tanım 3.3 :T X X  bir dönüĢüm ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. Her ,x y X  

için 

0 0 0
( ) ( ) ( )

Tx Ty Tx y Ty x

t dt a t dt b t dt  
  

     (3.6) 

olacak Ģekilde 1, [0, )
2

a b  Ģartını sağlayan sayılar olmak üzere, (3.6) eĢitsizliği 

tanımlanır. (3.6) eĢitsizliğinde ( ) 1t   ve a b  alınırsa (2.17) ile verilen eĢitsizlik elde 

edilir.  

GenelleĢtirilmiĢ Reich sabit nokta teoreminin [89] integral versiyonu için aĢağıdaki 

Ģekilde tanımlanır. 
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Tanım 3.4 :T X X bir dönüĢüm ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir veintegral alt toplamsal 

olsun. Her ,x y X  için 

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

Tx Ty x y Tx x Ty y

Tx y Ty x

t dt a t dt b t dt c t dt

e t dt f t dt

   

 

   

 

   

 

   

 
 (3.7) 

olacak Ģekilde 1a b c e f    
 Ģartını sağlayan , ,a b c  negatif olmayan sayılar olmak 

üzere, (3.7) eĢitsizliği elde edildi. Burada 

0b c e f     için (2.7) ile verilen integral tip contraction Ģartı, 

0e f   ve 1a b c    ile (3.4) verilenilen integral tip Ģartı, 

0a e f    ve 1, [0, )
2

b c  ile (3.5) verilenilen integral tip Ģartı, 

0a b c    ve 1, [0, )
2

e f   ile (3.6) verilenilen integral tip Ģartı, 

0b c e f     ve ( ) 1t   alınırsa Banach contraction prensibi [38], 

0a e f   , 1, [0, )
2

b c , b c  ve ( ) 1t   alınırsa Kannan teoreminde [41] verilen 

(2.13) Ģartı,  

0a b c   , 1, [0, )
2

e f  , e f  ve ( ) 1t   alınırsa Chatterjea teoreminde [88] 

verilen (2.17) Ģartı elde edilir. 

(2.9), (2.10), (2.11) ve (2.12) ile verilen zayıf contraction Ģartlarını kullanarak aĢağıdaki 

dönüĢümler tanımlandı. 

Tanım 3.5  ,X d  bir tam metrik uzay ve :T X X bir dönüĢüm ve :     her 

0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-

integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

     , , ,

0 0 0
( ) ( ) ( )

d Tx Ty d x y d Ty x

t dt t dt L t dt        (3.8) 
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veya 

     , , ,

0 0 0
( ) ( ) ( )

d Tx Ty d x y d Tx y

t dt t dt L t dt        (3.9) 

veya 

     , , ,

0 0 0
( ) ( ) ( )

d Tx Ty d x y d Tx x

t dt t dt L t dt        (3.10) 

veya 

     , , ,

0 0 0
( ) ( ) ( )

d Tx Ty d x y d Ty y

t dt t dt L t dt        (3.11) 

olacak Ģekilde bir  0,1   sabiti ve bir 0L   mevcut ise, T  ye bir integral tip zayıf 

contraction denilir. 

Örnek 3.6 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C , (2.7) Ģartını sağlayan bir integral 

tip contraction dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0x , C  deki herhangi bir nokta ise bu durumda 

0{ }n nx 


 nokta dizisi (2.26) ile verilen Mann iterasyonu olmak üzere, T  nin sabit 

noktasına yakınsar, Tp p  için 

1

1
0

0 0

0

( )

(1 )

(1 ) ( ) ( ) 2

(1 (1 )) ( ) 2

n

n n

n

x p

n n

n n n n n

x p Tx p

n n n

x p

n n

t dt x p k

x p Tx p k

t dt t dt k

t dt k



 

   

  

 



 



  

     

   

   



 



 

Burada 3 3 18Tx x   olarak alınırsa Tp p  den dolayı 3p   elde edilir.  

BaĢlangıç Ģartı 0 100x   ve 
1

( )
1

t
t

 


 olarak seçersek Çizelge 3.1 ile verilen sonuçlar 

elde edilir. 
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Çizelge 3.2 Mann iterasyon yönteminin ilk 27 adımının hesaplanması 

Ġterasyon Adım Sayısı Mann Ġterasyonu 

1 53.412812 

2 29.520268 

3 17.130628 

    

20 3.00059 

    

27 3.000011 

Bu bölümün devamında, Branciari[43] integral contraction ve bazı yeni integral tip 

dönüĢümler yardımıyla ele alınan konulara iliĢkin elde edilen orijinal sonuçlara yer 

verilecektir. 

Teorem 3.7 ( , )X   Banach uzayı ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. :T X X , 

(3.4) Ģartını sağlayan bir dönüĢüm olsun. Bu durumda T  dönüĢümünün tek bir sabit 

noktası vardır. 

Ġspat 0x X keyfi olmak üzere    1 0 , 0,1,2,n

n nx T x T x n     biçiminde  nx  

dizisini tanımlayalım. 

1. adım: Herhangi bir x X  noktası ve { }nT x  dizisi için  

Bu durumda  
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1 1 1 1

1 1

1 1

0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
(1 )

n n n n n n n n

n n n n

n n n n

T x T x T x T x T x T x T x T x

T x T x T x T x

T x T x T x T x

t dt a t dt b t dt c t dt

b t dt a c t dt

a c
t dt t dt

b

   

 

 

   

 

 

   

 

 

  

  






   

 

 

 

burada 1 1 , 1
(1 )

a c
a b c a c b

b



        


 alınırsa  

1 1

0 0
( ) ( )

n n n nT x T x T x T x

t dt t dt  
  

   

elde edilir. Buradan devam edilirse  

1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n nT x T x T x T x Tx x
nt dt t dt t dt    

   

      (3.12) 

Ģeklinde yazılabilir. 

2. adım: Cauchy dizisi oldğunu gösterelim. 

( , )X  normlu uzayında bir { }nT x  Cauchy dizisidir.   Her 0   sayısı için 

n   öyle ki n n  ve p  için n p nT x T x     dur. O halde Lemma 2.55 

kullanılarak  

0

1 1 2 1

0

( )

1
( ) ( 1)

(1 )

n p nT x T x
n p n

n

n p n p n p n p n n

n

Tx x
n

n

t dt T x T x k

T x T x T x T x T x T x k

t dt p k



 


 


       



  

       

  






  (3.13) 

nolduğunda Lemma 2.55 gereğince 0nk   ve 1   iken 0n   olduğundan 

{ }nT x  Cauchy dizisidir. ( , )X 
 
uzayı tam olduğundan  nx  Cauchy dizisi *x X  

elemanına yakınsar.  

3. adım: Sabit noktasının varlığı  

( , )X  tam normlu uzay olduğundan dolayı lim n

n
T x x


  olacak Ģekilde x X  noktası 

vardır. x noktasının sabit nokta olduğunu gösterelim. 
0

( ) 0
Tx x

t dt


 olsun. 
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1 10 n nTx x T x x T x Tx        

1nT x x  normu 0 noktasına yakınsar. Çünkü lim n

n
T x x


  olduğundan dolayı n  

iken 
1 0nT x x    dır. Lemma 2.55 gereğince  

1 1

1 1 1

1 1

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) ( ) 3

n n

n n n n

n n

Tx x T x x T x Tx

n

T x x T x x T x T x Tx x

n

T x x T x x Tx x Tx x
n

n

t dt t dt t dt k

t dt a t dt b t dt c t dt k

t dt a t dt b t dt c t dt k

  

   

    

 

  

 

  

   

   

  

    

    

  

   

   

 

elde edilir. lim n

n
T x x




 
iken 

1 0nn T x x   , 
0

( ) 0
nT x x

t dt


 , n  ve 

0nk  dır. O halde n  için  

0 0

0

( ) ( )

(1 ) ( ) 0

Tx x Tx x

Tx x

t dt c t dt

c t dt

 



 





 

 


 

0 1c  , 1 0c   ve 0 0Tx x    olduğundan dolayı Tx x olur. 

ġimdi sabit noktanın tek olduğunu gösterelim. 

4. adım: Sabit noktanın tekliği: ,x y X  noktaları için ,  y Ty x Tx   olsun.  

0 0 0 0 0
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x y Tx Ty x x Tx x Ty y

t dt t dt a t dt b t dt c t dt    
    

          

ve 

0,  - 0Ty y Tx x    ve 0 1a   olduğu için 

0 0

0

( ) ( )

(1 ) ( ) 0

x y x y

x y

t dt a t dt

a t dt

 



 





 

 


 

o halde  

0
0 ( ) 0 0

x y

t dt x y x y


        



 

35 
 

dir. Sabit noktası tekdir. 

Örnek 3.8 [0,1]X   ve   mutlak değer normu olsun. ( , )X   tam normlu uzay 

olduğundan bir Banach uzayı olur. :     her 0   için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olması gerektiğinden

2

( )
2

t
t   olarak seçelim. O halde her 0   için 

2 3 3

0 0 0

( ) 0
2 6 6

t t
t dt dt

 


       

olur. 
1

8
a b c    ve her , [0,1]x y , :[0,1] [0,1]T   olacak Ģekilde 

2

x
Tx   dönüĢümü 

(3.4) eĢitsizliğini sağlayan integral tip dönüĢüm olur. Teorem 3.7 gereğince tek bir sabit 

noktası vardır. Bu sabit nokta {0}TF   dır. 

Teorem 3.9 ( , )X   Banach uzayı ve :T X X  bir dönüĢüm ve :     her 

0   için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-

integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

0 0 0
( ) ( ) ( )

Tx Ty Tx x Ty y

t dt a t dt b t dt  
  

     

olacak Ģekilde 1, [0, )
2

a b  Ģartını sağlayan reel sayılar mevcut ise T  dönüĢümünün 

tek bir sabit noktası vardır. 

Ġspat 0x X  keyfi olmak üzere    1 0 , 0,1,2,n

n nx T x T x n     biçiminde  nx

Picard iterasyon dizisini kullanarak herhangi bir x X  noktası ve { }nT x  dizisi için  

1 1 1

1 1

1 1

0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )

( ) ( )
(1 )

n n n n n n

n n n n

n n n n

T x T x T x T x T x T x

T x T x T x T x

T x T x T x T x

t dt a t dt b t dt

a t dt b t dt

b
t dt t dt

a

  

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 




  

 

 
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dır. Burada 1,  1
(1 )

b
a b

a
   


 alınırsa  

1 1

0 0
( ) ( )

n n n nT x T x T x T x

t dt t dt  
  

   

elde edilir. Buradan devam edilirse  

1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n nT x T x T x T x Tx x
nt dt t dt t dt    

   

      (3.14) 

Ģeklinde yazılabilir. Cauchy dizisi oldğunu gösterelim. 

( , )X    normlu uzayında bir { }nT x  Cauchy dizisidir.   Her 0   sayısı için 

n   öyle ki n n  ve p   için n p nT x T x     dur. O halde Lemma 2.55 

kullanılarak  

0

1 1 2 1

0

( )

1
( ) ( 1)

(1 )

n p nT x T x
n p n

n

n p n p n p n p n n

n

Tx x
n

n

t dt T x T x k

T x T x T x T x T x T x k

t dt p k



 


 


       



  

       

  






  (3.15) 

n  olduğunda Lemma 2.55 gereğince 0nk   ve 1   iken 0n   olduğundan 

{ }nT x  Cauchy dizisidir. ( , )X   uzayı tam olduğundan  nx  Cauchy dizisi x X  

elemanına yakınsar. O halde Ģimdi sabit noktasının varlığını inceleyeceğiz. 

( , )X   tam normlu uzay olduğundan dolayı lim n

n
T x x


  olacak Ģekilde x X  noktası 

vardır. x noktasının sabit nokta olduğunu gösterelim. 
0

( ) 0
Tx x

t dt


 olsun. 

1 10 n nTx x T x x T x Tx        

1nT x x   normu 0 noktasına yakınsar. Çünkü lim n

n
T x x


  olduğundan dolayı n  

iken 
1 0nT x x    dır. Lemma 2.42 gereğince ve (3.14) kullanılarak 
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1 1

1 1

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) 3

n n

n n n

n

Tx x T x x T x Tx

n

T x x T x T x Tx x

n

T x x Tx x Tx x
n

n

t dt t dt t dt k

t dt a t dt b t dt k

t dt a t dt b t dt k

  

  

   

 

 



  

  

  

  

   

   

  

  

  

 

elde edilir. lim n

n
T x x


 iken

1 0nn T x x   , 
0

( ) 0
nT x x

t dt


 , n  ve 0nk 

dır. O halde Tx x  olur. Son olarak sabit noktanın tek olduğunu gösterelim. 

,x y X  noktaları için ,  y Ty x Tx   olsun.  

0 0 0 0
0 ( ) ( ) ( ) ( )

x y Tx Ty Tx x Ty y

t dt t dt a t dt b t dt   
   

        

ve 0,  - 0Ty y Tx x    olduğu için 

0
0 ( ) 0 0

x y

t dt x y x y


        

dir. Sabit noktası tekdir. 

Teorem 3.10 ( , )X  Banach uzayı ve :T X X bir dönüĢüm ve :     her 

0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-

integrallenebilir olsun. Her ,x y X  için 

0 0 0
( ) ( ) ( )

Tx Ty Tx y Ty x

t dt a t dt b t dt  
  

     

olacak Ģekilde 1, [0, )
2

a b  Ģartını sağlayan sayılar mevcut ise T dönüĢümünün tek bir 

sabit noktası vardır. 

Ġspat: Teorem 3.9 bezer Ģekilde Picard iterasyonu kullanarak, 0x X  keyfi olmak 

üzere { }nT x  dizisi için  

Bu durumda  

1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n n n nT x T x T x T x T x T x

t dt a t dt b t dt  
    

     

Ġntegral alt toplamsallığı kullanılırsa  
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1 1 1

1 1

0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )
(1 )

n n n n n n

n n n n

T x T x T x T x T x T x

T x T x T x T x

t dt a t dt a t dt

a
t dt t dt

a

  

 

  

 

  

 

 




  

 
 

Burada 
1

1  [0, ) 
2

a b ve a    olduğundan 1
(1 )

a

a
 


 alınırsa 

1 1

0 0
( ) ( )

n n n nT x T x T x T x

t dt t dt  
  

   

elde edilir. Buradan devam edilirse  

1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n nT x T x T x T x Tx x
nt dt t dt t dt    

   

       

Ģeklinde yazılabilir. Cauchy dizisi oldğunu gösterelim. 

( , )X   normlu uzayında bir { }nT x  Cauchy dizisidir.   Her 0   sayısı için 

n   öyle ki n n  ve p  için n p nT x T x     dur. O halde Lemma 2.55 

kullanılarak  

0

1 1 2 1

0

( )

1
( ) ( 1)

(1 )

n p nT x T x
n p n

n

n p n p n p n p n n

n

Tx x
n

n

t dt T x T x k

T x T x T x T x T x T x k

t dt p k



 


 


       



  

       

  






   

n  olduğunda Lemma 2.55 gereğince 0nk   ve 1   iken 0n   olduğundan 

{ }nT x  Cauchy dizisidir. ( , )X  uzayı tam olduğundan  nx  Cauchy dizisi x X  

elemanına yakınsar. O halde Ģimdi sabit noktasının varlığını inceleyeceğiz.  

( , )X   tam normlu uzay olduğundan dolayı lim n

n
T x x


  olacak Ģekilde x X  noktası 

vardır. x noktasının sabit nokta olduğunu gösterelim. 
0

( ) 0
Tx x

t dt


 olsun. 

1 10 n nTx x T x x T x Tx        
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1nT x x   normu 0 noktasına yakınsar. Çünkü lim n

n
T x x


  olduğundan dolayı n  

iken
1 0nT x x    dır. Lemma 2.55 gereğince ve (3.14) kullanılarak 

1 1

1 1

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) 3

n n

n n n

n

Tx x T x x T x Tx

n

T x x T x T x Tx x

n

T x x Tx x Tx x
n

n

t dt t dt t dt k

t dt a t dt b t dt k

t dt a t dt b t dt k

  

  

   

 

 



  

  

  

  

   

   

  

  

  

 

elde edilir. lim n

n
T x x


 iken

1 0nn T x x   , 
0

( ) 0
nT x x

t dt


 , n  ve 0nk 

dır. O halde Tx x olur. Son olarak sabit noktanın tek olduğunu gösterelim. 

,x y X noktaları için ,  y Ty x Tx   olsun.  

0 0 0 0
0 ( ) ( ) ( ) ( )

x y Tx Ty Tx x Ty y

t dt t dt a t dt b t dt   
   

        

ve 0,  - 0Ty y Tx x    olduğu için  

0
0 ( ) 0 0

x y

t dt x y x y


        

dir. Sabit noktası tekdir. 

Teorem 3.11 ( , )X  Banach uzayı ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. :T X X , 

(3.7) Ģartını sağlayan bir dönüĢüm olsun. Bu durumda T  dönüĢümünün tek bir sabit 

noktası vardır. 

Ġspat: Teorem 3.10 bezer Ģekilde Picard iterasyonu alınarak elde edilir.  

Teorem 3.12 ( , )X d
 tam metrik uzay ve :     her 0  için 

0

( ) 0t dt



   

olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun.

:T X X , (3.8) Ģartını sağlayan bir dönüĢüm olsun. Bu durumda 

(i)  :TF x X Tx x    ; 
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(ii) Herhangi bir 0x X için, ile verilen  
0n n

x



 Picard iterasyonu bazı Tx F  ye 

yakınsar. 

Ġspat 0x X keyfi olmak üzere    1 0 , 0,1,2,n

n nx T x T x n     biçiminde  nx  

dizisini tanımlayalım.(3.8) eĢitsizliğinde  nx T x  ve  1ny T x  alınırsa,bu durumda  

1 1 1( , ) ( , ) ( , )

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n n n nd T x T x d T x T x d T x T x

t dt t dt L t dt   
  

     

burada 1   olduğundan 

1 1( , ) ( , ) ( , )

0 0 0
( ) ( ) ... ( )

n n n nd T x T x d T x T x d Tx x
nt dt t dt t dt    

 

      (3.16) 

elde edilir. Cauchy dizisidir. Çünkü Teorem 3.7 ispatına benzer Ģekilde 

1( , ) ( , )

0 0
( ) ( ) ( 1)

1

n n n
d T x T x d Tx x

nt dt t dt p k


 




  
   (3.17) 

elde edilir. O halde n  için  nT x x  vardır. ġimdi sabit noktanın varlığını 

gösterelim.  

( , )

0
( ) 0

d Tx x

t dt  olsun. 

1 10 ( , ) ( , ) ( , )n nd Tx x d T x x d T x Tx     

n için
1( , ) 0nd T x x   noktasına yakınsar. Çünkü lim n

n
T x x


  olduğundan dolayı 

ve Teorem 3.7 benzer iĢlemler yapılarak 

1 1

1

( , ) ( , ) ( , )

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

0 0 0

( ) ( ) ( ) 3

( ) ( ) ( ) 3

n n

n n n

d Tx x d T x x d T x Tx

n

d T x x d T x x d T x x

n

t dt t dt t dt k

t dt t dt L t dt k

  

   

 



  

   

  

  
 

elde edilir. lim n

n
T x x


 iken

1lim n

n
T x x


 , n  için

( , )

0
( ) 0

nd T x x

t dt   ve 0nk  dır. 

O halde Tx x olur. 

Sabit noktası birden fazla olabilir. Budurum aĢağıdaki örnekten görülür. 
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Örnek 3.13 :[0,1] [0,1]T   dönüĢüm Tx x  ve her , [0,1]x y  için 
1

( )
1

t
t

 


 olsun. 

Bu durumda sabit noktaları kümesi {[0,1]}TF   dir. Aynı zamanda (3.8) eĢitsizliğini 

sağlar. (0,1)   ve 1L    olarak seçilir.  

ln( 1) ln( 1) ln( 1)x y x y L x y         

elde edilir. 

Uzaklık fonksiyonun simetrik özelliği kullanılarak; (3.8) eĢitsizliğinin simetriği (3.9) 

eĢitsizliğidir. Bu nedenle Teorem 3.12 aynı sonuçlar elde edilir. 

Teorem 3.14 ( , )X d tam metrik uzay ve :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak 

Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir olsun. :T X X , 

(3.11) Ģartını sağlayan bir dönüĢüm olsun. Bu durumda T  dönüĢümünün tek bir sabit 

noktası vardır. 

Ġspat T  nin X  te x  ve y  gibi farklı iki sabit noktası olsun. Bu durumda  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

d x y d Tx Ty d x y d Ty y

t dt t dt t dt L t dt           

( , ) ( , ) ( , )

0 0 0
( ) ( ) (1 ) ( ) 0

d x y d x y d x y

t dt t dt t dt           

olduğu elde edilir ve 

 , 0d x y   

oluĢu ile çeliĢir. 

Ġspatın kalan kısmı Teorem 3.12 nın ispatına benzer Ģekilde yapılabilir. Ġspat 

tamamlanmıĢ olur. 

(3.11) eĢitsizliğinin simetriği (3.10) eĢitsizliğidir. Bu neden ile (3.10) eĢitsizliği için 

Teorem 3.14 benzer iĢlemler kullanılarak aynı sonuç elde edilir. 

Teorem 3.15 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 
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toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  dönüĢümü (3.4) Ģartını sağlayan 

bir integral tip dönüĢüm olsun. Tp p  olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için, (2.30) ile verilen Picard-Mann Hibrid 

iterasyonu, Tp F  sabit noktasına yakınsar. 

Ġspat 0x X  keyfi olmak üzere  1 , 0,1,2,n nx T y n     biçiminde  nx  dizisini 

tanımlayalım. p noktası, T dönüĢümünün sabit noktası yani Tp=p olsun. Bu durumda 

1

0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n n nx p Ty p y p Ty y Tp p

t dt t dt a t dt b t dt c t dt    
     

         

o halde Tp=p olduğundan dolayı 0Tp p   dır. Bu nedenle 

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n nTy p y p Ty y

t dt a t dt b t dt  
  

     (3.18) 

elde edilir. Lemma 2.55 kulanılarak  

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Ty y

n n n

Ty p y p

n

t dt Ty y k

t dt t dt k



 



 

  

  



 
 (3.19) 

olur ve (3.18) denkleminde yerine yazılırsa 

0 0

( )
( ) ( ) 3

(1 )

n nTy p y p

n

a b
t dt t dt k

b
 

 
 

   (3.20) 

elde edilir. Lemma 2.55 kulanılarak   

0

0 0

( ) (1 )

(1 ) ( ) ( ) 2

n

n n

y p

n n n n n n n

x p Tx p

n n n

t dt y p k x Tx p k

t dt t dt k

  

   



 

       

   



 
 (3.21) 

0Tp p   olduğundan 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n nTx p x p Tx x Tp p

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (3.22) 

dır. Lemma 2.55 kulanılarak   
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0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Tx x

n n n

Tx p x p

n

t dt Tx x k

t dt t dt k



 



 

  

  



 
 (3.23) 

(3.22) eĢitsizliğinde yerine yazarsak 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 3

n n n nTx p x p Tx p x p

nt dt a t dt b t dt b t dt k   
   

        

ve 

0 0

( )
( ) ( ) 3

(1 )

n nTx p x p

n

a b
t dt t dt k

b
 

 
 

   

elde edilir. (3.21) eĢitsizliği aĢağıdaki gibi yazılabilir. 

0 0 0

( )
( ) (1 ) ( ) ( ) 5

(1 )

n n ny p x p x p

n n n

a b
t dt t dt t dt k

b
    

  
   

    (3.24) 

elde edilir. (3.18) denkleminde yerine yazılırsa 

0 0

( )
( ) ( ) 3

(1 )

n nTy p y p

n

a b
t dt t dt k

b
 

 
 

   

ve 

2

0 0 0
( ) (1 ) ( ) ( ) 8

1 1

n n nTy p x p x p

n n n

a b a b
t dt t dt t dt k

b b
    

    
    

  
    (3.25) 

Burada 2 1a b  olacak Ģekilde seçilirse 1
1

a b

b



 


 alınırsa (3.25) eĢitsizliği 

2

0 0 0
( ) (1 ) ( ) ( ) 8

n n nTy p x p x p

n n nt dt t dt t dt k      
  

       

Ģeklinde yazılır. 

2

0 0 0

0

( ) [ (1 ) ] ( ) [1 ] ( ) 8

                    [1 (1 )] ( ) 8

n n n

n

Ty p x p x p

n n n n n

x p

n n

t dt t dt t dt k

t dt k

          

  

  



      

   

  


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Lemma 2.55 gereğince n  için 8 0nk   dır. n nx  , (1 )n n    , 8n nk  ve 

8
0

(1 )

n n

n n

k

  
 


seçilirse ve lemma 2.53 uygulanırsa n  için 

0
( ) 0

nx p

t dt




elde edilir. (2.30) ile verilen
0{ }n nx 


 dizisi, (3.4) Ģartı altında T dönüĢümünün sabit 

noktasına yakınsadığı ispatlandı. 

Teorem 3.16 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :     her 0   için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  (2.7) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için, (2.29) ile verilen iterasyon, Tp F  sabit 

noktasına yakınsar. 

Ġspat ,  p T  nin sabit noktası olsun.  0,1  olmak Lemma 2.55 gereğince 

 

 

1

1
0

0 0 0

( ) 1

1 ( ) ( ) ( ) 2

n

n n n

x p

n n n n n n n n n n

y p Ty p Tz p

n n n n n

t dt x p k y Ty Tz p k

t dt t dt t dt k

    

      

 



  

         

     



  
 (3.26) 

(2.7) ile verilenĠntegral tip contraction Ģartı altında aĢağıdaki gibi yazabiliriz.  

 
1

0 0 0

0

( ) 1 ( ) ( )

( ) 2

n n n

n

x p y p y p

n n n

z p

n n

t dt t dt t dt

t dt k

     

 

   



    

 

  


 (3.27) 

Ģeklindedir. (3.27) eĢitsizliğinin sağındaki ifadeler için Lemma 2.55 ve (2.7) Ģartı 

kullanılarak 

 

 

0

0 0

0 0

( )

1 ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) 2

n

n n

n n

z p

n n

x p Tx p

n n n

x p x p

n n n

t dt z p k

c t dt c t dt k

c t dt c t dt k



 

  



 

 

  

   

   



 

 

 (3.28) 

ve 
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 

0

0 0 0

( )

1 ( ) ( ) ( ) 2

n

n n n

y p

n n

z p z p x p

n n n n n

t dt y p k

a b t dt a t dt b t dt k



    



  

  

     



  
 (3.29) 

(3.28) eĢitsizliği (3.29) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa 

    

 

0 0 0

2

0 0 0

( ) 1 1 ( ) 1 ( ) 6

1 ( ) ( ) ( )

n n n

n n n

y p x p x p

n n n n n n n

x p x p x p

n n n n n

t dt a b c t dt a b c t dt k

a c t dt a c t dt b t dt

   

     

  

  

       

   

  

  
 (3.30) 

elde edilir. (3.28) eĢitsizliği ve(3.30) eĢitsizliği birleĢtirilerek(3.26) eĢitsizliğinde yerine 

yazılırsa  

      

       

      

 

1

0

2

2 2

3 2 2

0

( ) { 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 } ( ) 16

n

n

x p

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

x p

n n n n n n n n n n

t dt a b c a b c

a c a c b

a b c a b c a c

a c b c c t dt k

     

        

    

       

 



           

          

         

     





  

gerekli düzenlemeler yapılarak 

 
1

0 0

0

( ) [ 1 ( )] ( ) 16

[1 ( )(1 )] ( ) 16

n n

n

x p x p

n n n n n

x p

n n n

t dt t dt k

t dt k

      

   

  



     

    

 


 

Lemma 2.55 gereğince lim 0n
n

k


  Ģartını sağlayan bir  0
(0,1)n n

k



  dizisi vardır. 

Lemma 2.53.‟e uyarlanırsa n nx  , ( )(1 ) 1n n n       , 16n nk   ve 

16
0

( )(1 )

n n

n n n

k

   
 

 
 olarak seçilirse Lemma 2.53 gereğince n  için 

0
( ) 0

nx p

t dt


  elde edilir. (2.29) ile verilen 
0{ }n nx 


 dizisi, (2.7) Ģartı altında T 

dönüĢümünün sabit noktasına yakınsadığı ispatlanmıĢtır. 

Teorem 3.17 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :   
 

her 0   için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve , :T S C C
 (2.7) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p  ve Sp p olan Tp F  sabit noktaya sahip 
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olduğunu kabul edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için, (2.29) ile verilen iterasyon, 

,T Sp F  sabit noktasına yakınsar. 

Ġspat ,  p T  nin sabit noktası olsun.  0,1   olmak üzere, Teorem 3.16‟nın ara 

iĢlemlerinden yararlanılarak ve Lemma 2.55 gereğince 

 

 

1

1
0

2 2

0 0 0

( ) 1

1 ( ) ( ) ( ) 2

n

n n n

x p

n n n n n n n n n n

y p y p z p

n n n n n

t dt x p k y TSy TSz p k

t dt t dt t dt k

    

        

 



  

         

     



  

 
ve 

 

 

0

2

0 0

( )

1

1 ( ) ( ) 2

n

n n

z p

n n

n n n n n

x p x p

n n n

t dt z p k

c x c TSx p k

c t dt c t dt k



  



 

  

    

   



 

 

ve 

    

 

2

0

2 4 2

0

( ) [ 1 1 1

1 ] ( ) 6

n

n

y p

n n n n n n

x p

n n n n n n

t dt a b c c a b

a c a c b t dt k

 

   





      

    



  

1 2

0 0
( ) [1 ( )(1 )] ( ) 16

n nx p x p

n n nt dt t dt k    
  

       

Ģekilde lim 0n
n

k


  Ģartını sağlayan bir { } (0,1)n nk    dizisi vardır. 

20 [1 ( )(1 )] 1n n        olur. Eğer 2[1 ( )(1 )] 1n n         ve n nk s  olarak 

alınırsa Lemma 2.53 gereğince 
0

lim ( ) 0
nx p

n
t dt




  olarak elde edilir. 

Teorem 3.18 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  (2.7) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p  olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 
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edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için, (2.31) ile verilen yeni multistep iterasyonu, 

Tp F  sabit noktasına yakınsar. 

Ġspat 

 

 

 

0

1 1

1

1 1

1 1 1

1 ,

1 ,  i=1, , s-2

1 ,  ,

n n n n n

i i i i i

n n n n n

s s s s

n n n n n

x C

x y Ty

y y Ty

y x Tx n

 

 

 



 

  




  


  



   





 

,  p T  nin sabit noktası olsun.  0,1  olmak üzere Lemma 2.55 gereğince ve (2.7) ile 

verilen bir integral tip contraction dönüĢüm kullanılarak 

 

 

 

 

1

1 1

1 1

1

1 1

0

0 0

0 0

0

( ) 1

1 ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n

n n

n n

n

x p

n n n n n

y p Ty p

n n n

y p y p

n n n

y p

n n

t dt y Ty p k

t dt t dt k

t dt t dt k

t dt k

  

   

    

  

 

 

 



    

   

   

   



 

 



 (3.31) 

ve

 1

2

1

0

1

0

( )

[1 (1 )] ( ) 2

n

n

y p

n n

y p

n n

t dt y p k

t dt k



  





  

   





 

ve 

2 3

2

0 0
( ) [1 (1 )] ( ) 2

n ny p y p

n nt dt t dt k   
 

      

Ģeklinde devam edilerek 

2 1

2

0 0
( ) [1 (1 )] ( ) 2

s k
n ny p y p

k

n nt dt t dt k   
  

      

ve 
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1

1

0

1

0

( )

[1 (1 )] ( ) 2

s
n

n

y p
s

n n

x p
s

n n

t dt y p k

t dt k



  

 





  

   





 

elde edilir. Yukarıdaki eĢitsizlikleri birleĢtirilerek (3.31) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa  

1
1

2

3

0 0

1

0

1 2

0

1 2 1

0

( ) [1 (1 )] ( ) 2

[1 (1 )][1 (1 )] ( ) 2 2

[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] ( ) 3 2

[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] [1 (1 )]

( )

n n

n

n

x p y p

n n

y p

n n n

y p

n n n n

k

n n n n

t dt t dt k

t dt k

t dt k

t dt

   

    

      

       



  







   

      

        

        

 








2
nx p

ns k


 

 

elde edilir. 

1 2 1[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] [1 (1 )] [1 (1 )]k

n n n n n                   
 
alınırsa 

1

0 0
( ) [1 (1 )] ( ) 2

n nx p x p

n nt dt t dt s k   
  

       

elde edilir. s sonlu olduğundan ve Lemma 2.53 kullanılarak T dönüĢümünün sabit 

noktasına yakınsadığı görülür. 

AĢağıdaki teoremlerin ispatları benzer Ģekilde yapılabilir.  

Teorem 3.19 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.4)ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için, (2.25) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu, 

Tp F  sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.20 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 
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toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.4) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.26) ile verilen Mann iterasyonu, Tp F  

sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.21 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.5) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.25) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu, 

Tp F  sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.22 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.5) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.26) ile verilen Mann iterasyonu, Tp F  

sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.23 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.5)ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu, Tp F  

sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.24 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.6) ile verilen bir integral tip 
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contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.25) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu, 

Tp F  sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.25 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.6) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.26) ile verilen Mann iterasyonu, Tp F  

sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.26 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.6) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu, Tp F  

sabit noktasına yakınsar. 

Teorem 3.27 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.6) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Tp p olan Tp F  sabit noktaya sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 0x C  koĢulu için,(2.28) ile verilen Noor iterasyonu, Tp F  sabit 

noktasına yakınsar. 
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BÖLÜM 4 

SABĠT NOKTA VE KARARLILIK 

Bu bölümde sabit nokta çalıĢmalarındaki kararlılık konusuna iliĢkin elde edilen 

sonuçlara yer verilecektir.  

Kararlılık konusu nümerik analiz, sabit nokta teorisi gibi birçok bilim dalında önemli 

uygulama alanlarına sahip olan, büyük bir araĢtırmacı kitlesi tarafından çalıĢılan bir 

teoridir. 

Kararlılık kavramı, problemde verilen parametrelerde veya verilerde meydana gelen 

küçük değiĢimlere karĢın problemde görülen hassasiyet olarak adlandırılır. Bir diğer 

ifade ile eğer baĢlangıç değerinde veya hesaplama aĢamasında oluĢan değerlerde küçük 

değiĢimlerin istenilen sonuç üzerinde küçük bir etki meydana getiriyorsa kararlıdır 

(stable) aksi durumda ise kararlı değildir (unstable) denir. Örneğin  

( ) ( 9)( 8)( 7)( 6)( 5)( 4)( 3)( 2)( 1)p x x x x x x x x x x           

Polinomunun kökleri 1,2,3,4,5,6,7,8 ve 9  dır. 8x  terimin önündeki katsayıyı 45.002  

ile değiĢtirilirse polinomunun kökleri 1.00000004 , 3.009429 , 3.866100367  

1.99989984 , 5.107797 0.815726i , 7.5875471 1.51666i  ve 9.735883248  olarak 

bulunur ki 7.5875471 1.51666i  değerde oldukça büyük bir değiĢim vardır. Bu türlü 

polinomlara, kök bulma problemlerine göre kararlı olmayan denir. 

( ) [ ( ) 1],  0 ,  (0) 1Y t Y t t b Y       diferansiyel denklemin çözümü 

( ) 1,  0Y t t b    dir. ( ) [ ( ) 1],  0 ,  (0) 1Y t Y t t b Y         
 

olacak Ģekilde 

değiĢtirilsin. Bu durumda diferansiyel denklemin çözümü  ( ) 1 ,  0tY t e t b

     dir. 

O halde ( ) ( ) tY t Y t e

    elde edilir. 

0

,        0
( ) ( ) max ( ) ( )

    0 tt b
Y t Y t Y t Y t

e
  

 

  

 
    


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olur. Bu durumda 0   için kararlıdır. Fakat 0   için  ‟nın durumuna göre 

değiĢiklik gösterecektir. 

Sabit noktada kararlılık konusu ise verilen iterasyon tarafından üretilen  
0n n

x



 dizisi 

yerine, bunun bir yaklaĢım dizisi olan  
0n n

y



 dizisini ele alınır. Her bir adımda  

0n n
x




 

dizisine yakın olan  
0n n

y



 yaklaĢım dizisi oluĢturulur. Bu yaklaĢım dizisi hala T  nin 

sabit noktasına yakınsak oluyorsa verilen iterasyon tarafından üretilen  
0n n

x



 dizisi 

kararlıdır denir. 

Genel olarak iterasyon yöntemleri için kararlılık kavramı olarak Harder ve Hicks [96], 

[97 ] tarafından Tanım 2.56 verilen tanım kullanıldı. 

Bu bölümde integral tip dönüĢümlerin bazı iterasyonların kararlılıklarına iliĢkin 

sonuçlar incelenecektir. 

4.1.   Kararlılık ile Ġlgili Sonuçlar 

Teorem 4.1 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  dönüĢümü (3.4) Ģartını sağlayan 

bir integral tip dönüĢüm olsun.  
0n n

x



, Picard-Mann Hibrid iterasyonu yöntemi (2.30) 

tarafından üretilen bir dizi olsun. T ‟ nin bir p  sabit noktasına sahip olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda Picard-Mann Hibrid iterasyon yöntemi (2.30) kararlıdır. 

Ġspat  n n
y


 dizisi X  te keyfi dizi olsun. 0,1,2,n   için 1 ( , )n n ny f T y    ve 

lim 0n n   olsun. ġimdi limn ny p   olduğu gösterilecektir. (2.30) iterasyonu  

1( , ) ,

(1 )

n n n

n n n n n

f T y y Tz

z y Ty 

 


  
 

Ģeklinde ele alınırsa Lemma 2.55 kullanılarak 
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1

1

1 1
0

1

( , ) ( , )

0 0

( , )

0 0

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ) ( ) 3

( ) ( ) 3

n

n n n

n n

y p

n n n n n n

n n n n

y f T y f T y p

n

f T y p

n

t dt y p k y f T y f T y p k

y f T y f T y p k

t dt t dt k

t dt t dt k




 

 







 



 



       

    

  

  



 

 

 (4.1) 

elde edilir. (4.1) eĢitsizliğinin sağ tarafı için  

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n nTz Tp z p Tz z Tp p

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (4.2) 

ve 

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Tz z

n n n

Tz p z p

n

t dt Tz z k

t dt t dt k



 



 

  

  



 
 (4.3) 

(4.2) ve (4.3) eĢitsizlikleri birleĢtirilerek 

0 0 0

( ) 3
( ) ( ) ( )

(1 ) (1 ) (1 )

n nTz p z p Tp p

n

a b c
t dt t dt t dt k

b b b
  

  
  

      

elde edilir. 
1

a b

b






 alınırsa 

0 0 0

3
( ) ( ) ( )

(1 ) (1 )

n nTz p z p Tp p

n

c
t dt t dt t dt k

b b
   

  

  
     (4.4) 

ve 

0

0 0

( )

(1 ) ( ) ( ) 2

n

n n

z p

n n

y p Ty p

n n n

t dt z p k

t dt t dt k



   



 

  

   



 
 (4.5) 

ve (4.2), (4.3) ve (4.4) ün elde edilmesinde yapılan benzer hesaplamalarla  

0 0 0

3
( ) ( ) ( )

(1 ) (1 )

n nTy p y p Tp p

n

c
t dt t dt t dt k

b b
   

  

  
     (4.6) 

elde edilir. 
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0 0 0

2 6
( ) [1 (1 )] ( ) ( ) (2 )

(1 ) (1 )

n nTz p y p Tp p

n n

c
t dt t dt t dt k

b b
      

  

     
     

dir. (4.1) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa 

1

0 0 0

0

( ) [1 (1 )] ( ) ( )

2 6
( ) (5 )

(1 ) (1 )

n n ny p y p

n

Tp p

n

t dt t dt t dt

c
t dt k

b b



     

 

  



    

  
 

  


 

burada n  için 0n  , Lemma 2.55 gereğince 
6

(5 ) 0
(1 )

nk
b

 


 ve T  

dönüĢümünün sabit noktası p  olduğundan dolayı 0Tp p   dir. Lemma 2.53 Ģartları 

teoremimize uygulanırsa limn ny p   olarak elde edilir. 

ġimdi limn ny p   olduğunu kabul edelim. Bu durumda lim 0n n   olduğu 

gösterilecektir. Lemma 2.55 gereğince 

1

1

( , )

0 0

1

1

0 0

( ) ( )

( ) ( ) 3

n n n

n n

y f T y

n n n

n n n

y p Tz p

n

t dt t dt

y Tz p p k

y p Tz p k

t dt t dt k



 

 











 



    

    

  

 

 

 

ve 

0 0
( ) ( ) 3

n nTz p z p

nt dt t dt k  
 

    

ve 

0 0
( ) [1 (1 )] ( ) 8

n nTz p y p

n nt dt t dt k   
 

      

O halde 

1

1

0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) 3

( ) [1 (1 )] ( ) 11

n n n

n n

y p Tz p

n

y p y p

n n

t dt t dt t dt k

t dt t dt k



  

   





 

 

  

    

  

 
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10,   için n n nn k y p y p     ve 
0

( ) 0
n

t dt


   dır. Her 0   için 

0

( ) 0t dt



   olduğundan 0n   olur. 

Teorem 4.2 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :     her 0   için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  (3.5) ile verilen bir integral tip 

dönüĢüm olsun.  
0n n

x



, Ishikawa iterasyonu yöntemi (2.27) tarafından üretilen bir dizi 

olsun. T ‟ nin bir p  sabit noktasına sahip olduğunu kabul edelim. Bu durumda Ishikawa 

iterasyon yöntemi (2.27) kararlıdır. 

Ġspat 0,1,2,n   için 1 ( , )n n ny f T y    ve lim 0n n   olsun. ġimdi 

limn ny p   olduğu gösterilecektir.  n n
y


 dizisi X  te keyfi dizi olsun. Tanım 2.56 

Ishikawa iterasyonu için yazılırsa 

 
 

 

( , ) 1 ,

1 , 0,1,2,

n n n n n

n n n n n

f T y y Tz

z y Ty n

 

 

  


    
 

elde edilir. O halde 

1

1

1 1
0

( , ) ( , )

0 0

( , )

0 0

( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) 3

( ) ( ) 3

n

n n n

n n

y p

n n n n n n

y f T y f T y p

n

f T y p

n

t dt y p k y f T y f T y p k

t dt t dt k

t dt t dt k




 

 







 

 



       

  

  



 

 

  (4.7) 

ve  

( , )

0

0 0

( ) (1 )

(1 ) ( ) ( ) 2

n

n n

f T y p

n n n n n

y p Tz p

n n n

t dt y p Tz p k

t dt t dt k

  

   



 

     

   



 
  (4.8) 

ve 

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n nTz p Tz z Tp p

t dt a t dt b t dt  
  

      (4.9) 
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ve 

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Tz z

n n n

n n n

Tz p z p

n

t dt Tz z k

Tz p z p k

t dt t dt k



 



 

  

    

  



 

  (4.10) 

ve (4.10) yeĢitsizliği (4.9) eĢitsizliğinde yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

0 0 0

3
( ) ( ) ( )

1 1 1

n nTz p z p Tp p

n

a b
t dt t dt t dt k

a a a
  

  

  
       (4.11) 

elde edilir. 

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n nTy p Ty y Tp p

t dt a t dt b t dt  
  

     

ve 

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Ty y

n n n

n n n

Ty p y p

n

t dt Ty y k

Ty p y p k

t dt t dt k



 



 

  

    

  



 

 

ve 

0 0 0

3
( ) ( ) ( )

1 1 1

n nTy p y p Tp p

n

a b
t dt t dt t dt k

a a a
  

  

  
       (4.12) 

ve 

0 0 0
( ) (1 ) ( ) ( ) 2

n n nz p y p Ty p

n n nt dt t dt t dt k    
  

        (4.13) 

iĢlemler düzenlenerek  

0 0 0

3
( ) [1 (1 )] ( ) ( ) (2 )

1 1 1

n nz p y p Tp p

n n n

a b
t dt t dt t dt k

a a a
    

  

     
       (4.14) 

(4.8), (4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) eĢitsizlikleri birleĢtirilerek (4.7) eĢitsizliğinde 

yerine yazılırsa  
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1

0 0 0 0
( ) ( ) [1 (1 A)] ( ) ( )

1

6
( 7)
1

n n ny p y p Tp p

n n n

n

b
t dt t dt t dt t dt

a

k
a



      
   

     


 


   
 

Burada [1 (1 )]
1 1

n n

a a
A

a a
   

 
 dır. Lemma 2.53 uygulanırsa istenilen elde edilir. 

ġimdi limn ny p   olduğunu kabul edelim. Bu durumda lim 0n n   olduğu 

gösterilecektir. Lemma 2.55 gereğince ve (4.11), (4.14) eĢitsizlikleri kullanılarak 

 

 

 

1

1

1

( , )

0 0

1

0 0 0

0 0

0 0

( ) ( )

1

( ) 1 ( ) ( ) 3

( ) 1 ( )

3
{[1 (1 )] ( ) ( ) (2

1 1 1 1

n n n

n n n

n n

n

y f T y

n n n n n n

y p y p Tz p

n n n

y p y p

n

y p Tp p

n n n

t dt t dt

y y Tz p p k

t dt t dt t dt k

t dt t dt

a a b
t dt t dt

a a a



 

 

    

  

    











  

 

 



      

    

   

     
  

 

  

 

 

0

) }

3
( ) ( 3)

1 1

n

Tp p

n n n

k
a

b
t dt k

a a
  






  
 

 

 elde edilir. T ‟nin sapit noktası p  olduğundan dolayı 
0

( ) 0
Tp p

t dt


 , Lemma 2.55 

gereğince limn nk p   olur ve limn ny p   olduğu için 1limn ny p    dır. O halde 

lim 0n n 
 
olduğu elde edilir.   

Teorem 4.3 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  (2.7) ile verilen bir integral tip 

dönüĢüm olsun.  
0n n

x



, (2.29) tarafından üretilen bir dizi olsun. T ‟ nin bir p  sabit 

noktasına sahip olduğunu kabul edelim. Bu durumda (2.29) iterasyon yöntemi 

kararlıdır. 

Ġspat: Ġterasyonu 
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 

 

1( , ) 1 ,

1

(1 ) , 0,1,2,

n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n

f T y y s Ts Tz

s a b z a Tz b Tx

z c y c Ty n

        


    


    
 

Ģeklinde alarak iĢlemlere devam edilirse  0,1C  olmak üzere, 1 ( , )n n ny f T y    

için  1 1n n n n n n n n ny s Ts Tz          , 0nn    olsun.

 

1

1
0

0 0 0

0

( )

( ) 1 ( ) ( )

( ) 3

n

n n n

n

y p

n n

s p Ts p

n n n

Tz p

n n

t dt y p k

t dt t dt t dt

t dt k





     

 

 



 



  

     

 



  



  

Ģeklinde alarak iĢlemlere devam edilirse (2.7) Ģartı uygulanırsa 

 
1

0 0 0 0

0

( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) 3

n n n n

n

y p s p s p

n n n

z p

n n

t dt t dt t dt C t dt

C t dt k



      

 

   



     

 

   


  

ve 

 

 

 

0

0 0

0 0

( )

1

1 ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) 2

n

n n

n n

z p

n n

n n n n n

y p Ty p

n n n

y p y p

n n n

t dt z p k

c y c Ty p k

c t dt c t dt k

c t dt Cc t dt k



 

 



 

 

  

    

   

   



 

 

  

ve 

 

 

   

 

0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

( )

1 ( ) ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) ( ) 2

1 [ 1 ( ) ( ) 2 ]

[ 1 ( )

n

n n n

n n n

n n

n

s p

n n

z p Tz p Ty p

n n n n n

z p z p y p

n n n n n

y p y p

n n n n n

y p

n n

t dt s p k

a b t dt a t dt b t dt k

a b t dt Ca t dt Cb t dt k

a b c t dt Cc t dt k

Ca c t dt



  

  

 





  

  

 



  

     

     

      

 



  

  

 

 0 0
( ) 2 ] ( ) 2

n ny p y p

n n n nCc t dt k Cb t dt k 
 

    

 

ve 
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      

      

      

   

1

0 0

2

2 2 3

2 2

0

( ) ( ) { 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 } ( ) 15

n n

n

y p

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

y p

n n n n n n n n n

t dt t dt a b c C a b c

Ca c C a c C b

C a b c C a b c C a c C a c

C b C c C c t dt k



     

     

   

     

 



           

          

         

      

 



ve gerekli düzenlemeler yapılırsa  

1

0 0 0
( ) [1 ( )(1 )] ( ) ( ) 15

n n ny p y p

n n nt dt C t dt t dt k


    
  

          

Ģekilde lim 0n
n

k


  Ģartını sağlayan bir  0
(0,1)n n

k



  dizisi vardır. 

0 [1 ( )(1 )] 1n n C       olur. Eğer 
0

( ) +15k
n

n nt dt s


  ve [1 ( )(1 )]n n C     

olarak alınırsa Lemma 2.53 gereğince 
0

lim ( ) 0
ny p

n
t dt




  olarak elde edilir.  

Diğer taraftan  nn y p  alınırsa

 1
0

( ) 1
n

n n n n n n n n nt dt y s Ts Tz k


            

ve 

 
1

1

0 0 0 0

0

0 0

( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) 3

( ) [1 ( )(1 )] ( ) 15

n n n n

n

n n

y p s p s p

n n n

z p

n n

y p y p

n n n

t dt t dt t dt C t dt

C t dt k

t dt C t dt k



      

 

   





  



 

     

 

     

   



 

0,n nn k y p     için 1ny p   ve 
0

( ) 0
n

t dt


   dır. Her 0  için 

0

( ) 0t dt



   olduğundan 0n   olur. 

Teorem 4.4 X bir Banach uzayı olsun. C , X ‟in boĢtan farklı kapalı konveks alt 

kümesi olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve , :T S C C , (2.7) Ģartını sağlayan bir 
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integral tip contraction dönüĢümler olsun. Keyfi bir 0x , C  deki herhangi bir nokta ve 

her bir n  pozitif tamsayısı için 

 

 

1 1 ,

1

(1 ) , 0,1,2,

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n

x y TSy TSz

y a b z a TSz b TSx

z c x c TSx n

        


    


    

 

iterasyonu kararlıdır. (Burada  
0n n n

 



 ,    

0
0,1n n n

a b



  , 

0

( )n n

n

 




   ) 

Ġspat: Ġterasyonu 

 

 

1( , ) 1 ,

1

(1 ) , 0,1,2,

n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n

f T y y s TSs TSz

s a b z a TSz b TSx

z c y c TSy n

        

    

    
 

Ģeklinde alarak iĢlemlere devam edilirse  0,1  olmak üzere, 1 ( , )n n ny f T y    

için  1 1n n n n n n n n ny s TSs TSz          , 0nn    olsun. 

 

 

1

1
0

0 0 0

0

2

0 0 0

2

0

( )

( ) 1 ( ) ( )

( ) 3

( ) 1 ( ) ( )

( ) 3

n

n n n

n

n n n

n

y p

n n

s p TSs p

n n n

TSz p

n n

s p s p

n n n

z p

n n

t dt y p k

t dt t dt t dt

t dt k

t dt t dt t dt

t dt k







     

 

      

  

 



 



 



  

     

 

    

 



  



  



 

ve 

 

 

 

0

0 0

2

0 0

( )

1

1 ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) 2

n

n n

n n

z p

n n

n n n n n

y p TSy p

n n n

y p y p

n n n

t dt z p k

c y c TSy p k

c t dt c t dt k

c t dt c t dt k



 

  



 

 

  

    

   

   



 

 

 

ve 
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 

 

   

 

0

0 0 0

2 2

0 0 0

2

0 0

0

( )

1 ( ) ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) ( ) 2

1 [ 1 ( ) ( ) 2 ]

[ 1 ( )

n

n n n

n n n

n n

s p

n n

z p TSz p TSy p

n n n n n

z p z p y p

n n n n n

y p y p

n n n n n

n n

t dt s p k

a b t dt a t dt b t dt k

a b t dt a t dt b t dt k

a b c t dt c t dt k

a c t dt



  

    

  

 



  

  

 

  

     

     

      

 



  

  

 
2 2

0 0
( ) 2 ] ( ) 2

n n ny p y p y p

n n n nc t dt k b t dt k   
  

     

ve yukarıdaki eĢitsizlik düzenlenirse  

    

 

2

0 0 0

4 2

0 0 0

( ) 1 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( ) ( ) 6

n n n

n n n

s p y p y p

n n n n n n

y p y p y p

n n n n n n

t dt a b c t dt a b c t dt

a c t dt a c t dt b t dt k

   

     

  

  

       

    

  

  
 

elde edilir. Yukarıda bulunan eĢitsizlikler birleĢtirilirse 

 

   

     

      

1

0 0 0 0

0

0

2

4 2

4

( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) 3

( ) { 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

n n n n

n

n

y p s p s p

n n n

z p

n n

n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

n n

t dt t dt t dt t dt

t dt k

t dt a b c

a b c a c

a c b a b c

a





      

 

  

     

      

 

   



     

 

       

         

          

 

   





   

   

2 3

2 2

0

1

1 1 } ( ) 15
n

n n n n n n n n

y p

n n n n n n n n n

b c a c a c

b c c t dt k

   

       


    

      

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılarak 

1

0 0 0
( ) [1 ( )(1 )] ( ) ( ) 15

n n ny p y p

n n nt dt t dt t dt k


     
  

         

olacak Ģekilde lim 0n
n

k


  Ģartını sağlayan bir 0{ } (0,1)n nk 

   dizisi vardır. 

0 [1 ( )(1 )] 1n n        olur. Eğer [1 ( )(1 )]n n        ve 
0

( ) +15k
n

n nt dt s


   

olarak alınırsa Lemma 2.53 gereğince 
0

lim ( ) 0
ny p

n
t dt




  olarak elde edilir. 

Diğer taraftan  nn y p   alınırsa 
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 

 

 
1

1
0

1

1

2

0 0

( ) 1

1

1

( ) [1 ( )(1 )] ( ) 15

n

n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

y p y p

n n n

t dt y s TSs TSz k

y s TSs TSz p p k

y p s p TSs p TSz p k

t dt t dt k



    

   

   

    








 

      

        

          

     



 

10,  için n n nn k y p y p   
 
ve 

0
( ) 0

n

t dt


   dır. Her 0  için 
0

( ) 0t dt



   

olduğundan 0n   olduğu elde edilir. 

Teorem 4.5 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C  bir (2.7) ile verilen integral tip 

dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0x , C  deki herhangi bir nokta ve her bir n  pozitif tamsayısı 

için 

 

 

 

0

1 1

1

1 1

1 1 1

1 ,

1 ,  i=1, , s-2

1 ,  ,

n n n n n

i i i i i

n n n n n

s s s

n n n n n

x C

x y Ty

y y Ty

y x Tx n

 

 

 



 

  




  


  



   





 

Burada  n ,   [0,1)n   ve i=1, , s-2 için kararlıdır. 

Ġspat 0,1,2,n   için 1 ( , )n n ny f T y    ve lim 0n n   olsun. ġimdi 

limn ny p   olduğu gösterilecektir.  n n
y


 dizisi X  te keyfi dizi olsun. Yeni multistep 

iterasyonu için  

 

 

 

1 1

1 1

1 1 1

( , ) 1 ,

1 ,  i=1, , s-2

1 ,  ,

n n n n n

i i i i i

n n n n n

s s s

n n n n n

f T y z Tz

y z Tz

y y Ty n

 

 

 

 

  

   



  


   





  

Ģeklinde yazılabilir. 
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   

 

1

1 1

1

1
0

1 1 1 1

1

0 0 0

0 0

( )

1 1

( ) 1 ( ) ( ) 3

( ) [1 (1 )] ( ) 3

n

n n n

n n

y p

n n

n n n n n n n n n n

z p Tz p

n n n

z p

n n

t dt y p k

y z Tz z Tz p k

t dt t dt t dt k

t dt t dt k







   

    

   

 





 



  

        

    

    



  

 

    (4.15) 

ve 

 

 

1

2 2

2

1

0

1 2 1 2

1 1

0 0

1

0

( )

1

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n

n n

n

z p

n n

n n n n n

z p z p

n n n

z p

n n

t dt z p k

z Tz p k

t dt t dt k

t dt k



 

    

  



 



  

    

   

   



 



 (4.16) 

ve 

 

2

3 3

3

2

0

2 2

0 0

2

0

( )

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n

n n

n

z p

n n

z p z p

n n n

z p

n n

t dt z p k

t dt t dt k

t dt k



    

  



 



  

   

   



 



 (4.17) 

Ģeklinde devam edilerek  

 

 

1

1

0

1 1

1 1

0 0

1

0

( )

1

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

s
n

n n

n

z p
s

n n

s s

n n n n n

y p y p
s s

n n n

y p
s

n n

t dt z p k

y p Ty p k

t dt t dt k

t dt k



 

    

  

 


 

 
 




  

     

   

   



 



 (4.18) 

yukarıdaki eĢitsizlikler birleĢtirilerek 
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1
1

2

3

0 0 0

1

0 0

1 2

0 0

1

( ) ( ) [1 (1 )] ( ) 3

( ) [1 (1 )][1 (1 )] ( ) 2 3

( ) [1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] ( )

3 2 2

[1 (1 )][1

n n n

n n

n n

y p z p

n n

z p

n n n n

z p

n n n

n n

n n

t dt t dt t dt k

t dt t dt k k

t dt t dt

k k







    

     

       

  

  





    

       

        

  

   

  

 

 



2 1

0

0

(1 )][1 (1 )] [1 (1 )] ( )

( ) (2 1)

n

n

y p
s

n n

n

t dt

t dt s k


     




    

   







 

Burada  

1 2 1[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] [1 (1 )] [1 (1 )]s

n n n n n                     

alınırsa
 

1

0 0 0
( ) ( ) [1 (1 )] ( ) (2 1)

n n ny p x p

n nt dt t dt t dt s k


    
  

          

elde edilir.s sonlu olduğundan Lemma 2.53 kullanılarak istenilen sonuç elde edilir. 

Diğer taraftan nn y p   olsun. 

 

 

 

1

1 1
1

1
1

( , )

0 0

1 1

1

0 0 0

0 0

( ) ( )

1

( ) 1 ( ) ( ) 3

( ) 1 (1 ) ( ) 3

n n n

n n n

n n

y f T y

n n n n n n

y p z p Tz p

n n n

y p z p

n n

t dt t dt

y z Tz p p k

t dt t dt t dt k

t dt t dt k



 

 

    

   











  

 

 

      

    

    

 

  

 

 

(4.16), (4.17) ve (4.18) kullanılarak  

1
1

2
1

1

0 0 0

1

0 0

1 2 1

0

0

( ) ( ) [1 (1 )] ( ) 3

( ) [1 (1 )][1 (1 )] ( ) 5

( ) [1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] [1 (1 )]

( ) (2 1)

n n n

n n

n

n

y p z p

n n

y p z p

n n n

y p
s

n n n n

y p

n

t dt t dt t dt k

t dt t dt k

t dt

t dt s k



    

     

        









 

 






    

      

         

  

  

 








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elde edilir. Burada 

1 2 1[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] [1 (1 )] [1 (1 )]s

n n n n n                     

alınırsa 

1

0 0 0
( ) ( ) [1 (1 )] ( ) (2 1)

n n ny p y p

n nt dt t dt t dt s k


    
  

          

nn y p 
 
ve 1ny p   ve 0nk   olur. Bu durumda ispat tamamlanmıĢ olur. 
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BÖLÜM 5 

VERĠ BAĞIMLILIĞI 

5.1. Veri Bağımlılığı ile Ġlgili Sonuçlar 

Sabit nokta teorisinin önemli konularından birisi de sabit noktaların veri bağlılığıdır. 

Literatüründe, sabit noktaların veri bağlılığı konusu ile ilgili çok sayıda çalıĢma 

mevcuttur. Bunlardan bazıları Berinde [99], Chifu ve PetruĢel [105], Espínola ve 

PetruĢel [106], Markin [107], Rus ve Muresan [108], Rus ve d. [109], Chugh ve d. 

[110], Chugh ve Kumar [111], Karakaya ve d. [112], [113], Olantiwo [114], [115], 

ġoltuz ve Grosan [116] dir. Fakat integral tip dönüĢümlerin sabit noktalarının veri 

bağımlılığı üzerindeki çalıĢmalar literatürde bulunmamaktadır.  

Sabit noktaların veri bağlılığı konusu: T  dönüĢümünün sabit noktası p  olsun. 

, :T S C C  operatörler olsun. Her x C  ve keyfi bir 0   için 

Tx Sx    (5.1) 

ise S ‟ ye T ‟ nin bir yaklaĢım operatörü denilir [81]. 

Bir T  dönüĢümünün sabit noktasını hesaplarken, T ‟ nin Tanım 2.44 deki Ģartı sağlayan 

S  gibi bir yaklaĢım operatörü seçilir. S ‟ nın q  gibi bir sabit noktaya sahip olduğu kabul 

edilir. Bu durumda p  ye yaklaĢık olarak q  hesaplanır. 

Teorem 5.1 X  bir Banach uzayı, C  de X in boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi, 

her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-

integrallenebilir :     dönüĢümü olsun. , :S T C C , (3.4) ile verilen integral 
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tip dönüĢüm, S ye T nin yaklaĢım operatörü, 
0{ }n nx 


 ve 

0{ }n nu 


, (2.30) Ģartını sağlayan 

iki dizi olsun. Her n  için  

(0,1)n   ve 
1 nn





   Ģartını sağlayan  

0n n





 reel sayı dizisi olsun. Eğer Tp p  

ve Sq q  ise bu durumda  

3

1
p q




 


 

dır. 

Ġspat Sırasıyla T  ye ve S  ye karĢılık gelen aĢağıdaki (2.30) ile verilen Picard Hibrid 

yöntemlerini ele alalım. 

 
0

1 ,

(1 )  , 0,1,2,

n n

n n n n n

x C

x T y

y x Tx n 









    

 (5.2) 

ve 

0

1 ,

(1 )  , 0,1,2,

n n

n n n n n

u C

u Sz

z u Su n 







     

 (5.3) 

(5.2) ve (5.3) iterasyonları ve Lemma 2.55 kullanılarak 

1 1

0 0

0

( ) ( )

( ) 2

n n n n

n n

x u Ty Sz

n n n n n n n n

Ty Tz

n

t dt t dt Ty Sz k Ty Tz Tz Sz k

t dt k

 

 

  



        

  

 


 (5.4) 

dir. (5.4) eĢitsizliğine (3.4) ile verilen Reich tip integral dönüĢümü uygulanırsa, 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n nTy Tz y z Ty y Tz z

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (5.5) 

olur. (5.5) denkleminde Lemma 2.55 kullanılarak ve 

0

0 0

( )

(1 ) ( ) ( ) 2

n n

n n n n

y z

n n n

x u Tx Tu

n n n n

t dt y z k

t dt t dt k



     



 

  

    



 
 (5.6) 

(3.4) Ģartı kullanılarak 
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0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n nTx Tu x u Tx x Tu u

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       

elde edilir. Yukarıda bulunan eĢitsizlikler (5.4) de yerine yazılırsa 

1 1

0 0 0

0 0 0

3
( ) [1 (1 )] ( ) (1 ){ ( )

1 1

2 2 8
( ) ( ) ( ) }

1 1 1 1

n n n n n n

n n n n n n

x u x u Tx x

n n

Tu u Ty y Tz z

n

ab
t dt a t dt a t dt

a a

ac b c
t dt t dt t dt k

a a a a

     

  

   

  

     
 

   
   

  

  

 

AĢağıda iĢlemlerde kullandığımız ara iĢlemlere yer verildi.

 

1 1 (1 ) (1 ) 2n n n n n n na                 elde edilir. ((1 ) )n n   olduğu 

kabul edilirse 1 3n na    elde edilir. 

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Tx x

n n n

n n n

Tx p x p

n

t dt Tx x k

Tx p x p k

t dt t dt k



 



 

  

    

  



 

 

ve 

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

3
( )

1 1

n n n n

n

Tx p x p Tx x Tp p

x p

n

t dt a t dt b t dt c t dt

a b
t dt k

b b

   



   



  


 

 

   


 

burada 2 1a b  ,
1

a b

b






, n  için 0nk   ve 0nx p  olduğundan   

0 0

3
( ) (1 ) ( ) (3 )

1

n n nTx x x p

nt dt t dt k
b

  
 

   
   

elde edilir. n iken 0n nTx x   olur. Buradan hareketle benzer iĢlemler yapılarak 

0 0
lim ( ) lim ( ) 0

n n n nTx x Ty y

n n
t dt t dt 

 

 
    

sonuç olarak Lemma 2.57 nin uygulanmasıyla  

3

1
p q




 


 

olarak elde edilir. 
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Teorem 5.2 X  bir Banach uzayı, C  de X in boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi, 

her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-

integrallenebilir :     dönüĢümü olsun. S, :T C C , (3.6) ile verilen integral 

tip dönüĢümü, S ye T nin yaklaĢım operatörü, 
0{ }n nx 


 ve 

0{ }n nu 

  
(2.28) ile verilen Noor 

iterasyon dizileri olsun. Her n  için (0,1)n   ve 
1 nn





   Ģartını sağlayan 

 
0n n





 reel sayı dizisi olsun. Eğer Tp p  ve Sq q  ise bu durumda  

3

1
p q




 


 

dır. 

Ġspat Eğer Tp p  ve Sq q olsun. Sırasıyla T  ve S  ya karĢılık gelen aĢağıdaki (2.28)

verilen Noor iterasyon yöntemlerini ele alacağız 

   

 

 

1 , 1

1

1

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

x f T x x Ty

y x Tz

z x Tx

 

 

 

    


  
   

 (5.7) 

ve 

   

 

 

1 , 1

1

1

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

x f S x u Sv

y u Ss

z u Su

 

 

 

    


  
   

 (5.8) 

(5.7)ve(5.8) iterasyonları ve Lemma 2.55 kullanılarak 

1 1

0 0 0
( ) (1 ) ( ) ( ) 2

n n n n n nx u x u Ty Tv

n n n nt dt t dt t dt k      
   

        (5.9) 

dir.(5.9)eĢitsizliğin sağ tarafındaki 

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n n n nTy Tv Ty v Tv y

t dt a t dt b t dt  
  

     (5.10) 

dir.(5.10)denkleminde Lemma 2.55 kullanılarak  
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0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n n n

Ty v

n n n n n

Ty y y v

n

t dt Ty y y v k

t dt t dt k



 



 

    

  



 
 (5.11) 

ve 

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n n n

Tv y

n n n n n

Tv v y v

n

t dt Tv v y v k

t dt t dt k



 



 

    

  



 
 (5.12) 

elde edilir. (5.11) ve (5.12) birleĢtirilip (5.10) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 6

n n n n n n n nTy Tv y v Ty y Tv v

nt dt C t dt a t dt b t dt k   
   

        (5.13) 

olacak Ģekilde 1a b     reel sayısı vardır. 

0 0 0
( ) (1 ) ( ) ( ) 2

n n n n n ny v x u Tz Ts

n n n nt dt t dt t dt k      
  

        (5.14) 

ve(5.10), (5.11) ve (5.12) eĢitsizliklerindeki benzer iĢlemler kullanılarak 

[1 (1 )] 1n     ve 1   olduğundan [1 (1 )]n        alınırsa 

0 0

0 0

( ) [1 (1 )] ( ) 8

a ( ) ( )

n n n n

n n n n

z s x u

n n n

Tx x Tu u

n n

t dt t dt k

t dt b t dt

     

   

 

 

    

 

 

 
 (5.15) 

elde edilir ve sonuç olarak bulunan eĢitsizlikler (5.9) da yerine yazılırsa 

1 1

0 0

3
( ) [1 (1 )] ( ) (1 )[ ]

1 1

n n n nx u x u

n n

A
t dt t dt      

 

  

     
    

O halde  

3

1
p q




 

  

elde edilir. Burada  

2 2

0 0 0

0 0 0

24 a ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

Tx x Tu u Ty y

n n n n n

Tv v Tz z Ts s

n n

A k t dt b t dt a t dt

b t dt a t dt b t dt

        

    

  

  

   

  

  

  
 

ve 
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0 0 0

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0

n n n n n n

n n n n n n

Tx x Tu u Ty y

n n n

Tv v Tz z Ts s

n n n

t dt t dt t dt

t dt t dt t dt

  

  

  

  

  

  

  

   

  

    

dır. 

5.2. Bazı Ġterasyon Yöntemlerinin Yakınsaklıkları Arasındaki ĠliĢki 

Sabit nokta teorisinin konularından birisi de iterasyon yöntemlerinin yakınsaklıklarının 

denkliği konusudur. 

Bir iterasyon için belirli bir dönüĢümün sabit noktalarına yakınsak iken diğer bir 

iterasyon da bu dönüĢümün sabit noktalarına yakınsak olur mu? 

Bu soru üzerine sabit nokta iterasyon yöntemlerinin yakınsaklıklarının denkliği konusu 

geniĢ bir araĢtırmacı kitlesi tarafından çeĢitli dönüĢüm sınıfları için çalıĢmalar yapıldı ve 

yapılmaktadır, bkz [118-126]. 

ÇalıĢmamızda integral tip dönüĢümlerin bazı iterasyon yöntemleri için 

yakınsaklıklarının denkliğini gösterildi. 

Teorem 5.3 X  bir Banach uzayı, C  de X in boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi, 

her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, Lebesgue-

integrallenebilir :     dönüĢümü olsun. :T C C , (3.4) ile verilen Ģartı 

sağlayan integral tip Reich dönüĢüm olmak üzere, 0 0x u C   ve n   için aĢağıdaki 

ifadeler denktir: 

(i) (2.30) ile verilen Picard-Mann Hibrid iterasyonu Tp F  ye yakınsar; 

(ii) (2.26) ile verilen Mann itersayonu Tp F  ye yakınsar. 

Ġspat (i) (ii): Picard-Mann Hibrid iterasyonunun Tp F  ye yakınsadığını kabul 

edelim. 0x X keyfi olmak üzere  1 , 0,1,2,n nx T y n     biçiminde  nx  dizisini 

tanımlayalım.(2.26), (2.30), (3.4)‟ in ve Lemma 2.55 kullanılmasıyla, Bu durumda 

1 1

1 1
0

0 0

( )

(1 ) ( ) ( ) 2

n n

n n n n

x u

n n n

Ty u Ty Tu

n n n

t dt x u k

t dt t dt k



   

 

 

 

  

   



 
 (5.16) 



 

72 
 

ve 

 
0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n n n

Ty u

n n n

Ty y y u

n

t dt Ty u k

t dt t dt k



 



 

  

  



 
 (5.17) 

ve
 

0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n n n

y u

n n n n n n

x u Tx x

n n

t dt x u Tx x k

t dt t dt k

 

  



 

    

  



 
 (5.18) 

ve (3.4) Ģartı kullanılarak 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n nTy Tu y u Tu u Ty y

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (5.19) 

ve
 

0

0 0 0

( )

( ) ( ) ( ) 4

n n

n n n n n n

Tu u

n n n n n n n

Ty y y u Ty Tu

n

t dt Ty y y u Tu Ty k

t dt t dt t dt k



  



  

      

   



  
 (5.20) 

(5.20) eĢitsizliği (5.19) eĢitsizliğinde yerine yazılır ve 
( )

1
1

a b

b



 


 olarak alınırsa 

0 0 0

( ) 4
( ) ( ) ( )

1 1

n n n n n nTy Tu y u Ty y

n

b c
t dt t dt t dt k

b b
   

  
  

     (5.21) 

(5.17), (5.18) ve (5.21) birleĢtirilirse 

1 1 2

0 0 0

0

( ) [(1 (1 )] ( ) [ (1 )] ( )

4
[(1 ) ] ( ) (8 )

1 1

n n n n n n

n n

x u x u Tx x

n n n n

Ty y

n n

t dt t dt t dt

b c
t dt k

b b

        

 

   



     


    

 

  


 

elde edilir. Burada 

Lemma 2.55 gereğince  için 0nn k   ve 
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
n n n nTy y Tx x

n n
t dt t dt 

 

 
  

dır. Burada  

0 0
lim ( ) lim ( ) 0

n n n nTy y Tx x

n n
t dt t dt 

 

 
    (5.22) 

olduğunu göstermek için, Tp F  olduğu kullanılarak 
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0

0 0

( )

( ) ( ) 3

n n

n n

Tx x

n n n

n n n

Tx p x p

n

t dt Tx x k

Tx p x p k

t dt t dt k



 



 

  

    

  



 

 (5.23) 

Ģeklinde yazılır. (3.4) Ģartı altında 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n nTx p x p Tx x Tp p

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       

elde edilir ve (5.23) kullanılarak 

0 0

3
( ) ( )

1

n nTx p x p

nt dt t dt k
b

  
 

 
   

yazılabilir. BirleĢtirilirse 

0 0

3
( ) ( 1) ( ) (3 )

1

n n nTx x x p

nt dt t dt k
b

  
 

   
   

Lemma 2.53 gereğince 
0

 için ( ) 0
n nTx x

n t dt


  dır. 

0
 için ( ) 0

n nTy y

n t dt


  olduğu benzer Ģekilde gösterilebilir. 

(ii) (i): Mann iterasyonunun p sabit noktasına yakınsadığını kabul edelim. (2.26) 

iterasyonu, (2.30) iterasyonu, (3.4) integral tip Reich dönüĢümü ve Lemma 2.55‟in 

kullanılmasıyla,  

1 1

1 1
0

0 0

( )

(1 ) ( ) ( ) 3

n n

n n n n

u x

n n n

u Tu Tu Ty

n n

t dt u x k

t dt t dt k



  

 

 

 

  

   



 
 (5.24) 

ve 

0

0 0 0

( )

( ) ( ) ( ) 4

n n

n n n n n n

Ty y

n n n n n n n

Tu u y u Ty Tu

n

t dt Tu u y u Tu Ty k

t dt t dt t dt k



  



  

      

   



  
 (5.25) 

ve (3.4) Ģartı kullanılarak 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n nTy Tu u y Ty y Tu u

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (5.26) 
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(5.25) eĢitsizliği ile (5.26) eĢitsizliği birleĢtirilmesiyle ve 
( )

1
1

a b

b



 


 olarak alınırsa 

0 0 0

( ) 4
( ) ( ) ( )

1 1

n n n n n nTy Tu u y Tu u

n

b c
t dt t dt t dt k

b b
   

  
  

     (5.27) 

elde edilir. 

0 0 0 0
( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) 3

n n n n n n n nu y u x Tu u Tu Tx

n n n nt dt t dt t dt t dt k      
   

         

ve (3.4) Ģartı kullanılarak 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n nTu Tx u x Tx x Tu u

t dt a t dt b t dt c t dt   
   

       (5.28) 

ve 

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 4

n n n n n n n nTx x Tu Tx Tu u u x

nt dt t dt t dt t dt k   
   

        (5.29) 

(5.28) ve (5.29) birleĢtirilmesiyle 

0 0 0

4
( ) ( ) ( )

1 1

n n n n n nTu Tx u x Tu u

n

b c
t dt t dt t dt k

b b
   

  
  

     

elde edilir. Yukarıdaki eĢitsizlikler birleĢtirilerek (5.24) de yerine yazılmasıyla 

1 1

0 0

0

6
( ) [(1 (1 )] ( ) (8 )

1

[(1 (1 ) (1 ) ] ( )
1

n n n n

n n

x u u x

n n

Tu u

n n

t dt t dt k
b

b c
t dt

b

   

    

  



    



    



 



 

olduğu sonucuna varılır. Burada (0,1)  ,[(1 (1 )] 1n     dir. Böylece Lemma 2.53 

gereğince 

0
lim ( ) 0

n nu x

n
t dt




  

olduğu sonucuna varılır. Burada 
0

lim ( ) 0
n nTu u

n
t dt




  olduğu (5.22)‟e benzer Ģekilde 

gösterilebilir. 
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Teorem 5.4 X  bir Banach uzayı olsun. C , X boĢtan farklı kapalı konveks alt kümesi 

olsun. :     her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, 

toplanabilir, Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C , (2.7) ile verilen bir integral tip 

contraction dönüĢüm olsun. Keyfi bir 0 0,  x u , C  deki herhangi iki nokta olmak üzere  

(i) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu Tp F  noktasına yakınsar; 

(ii) (2.31) ile verilen yeni multistep iterasyonu Tp F  noktasına yakınsar. 

Ġspat Mann iterasyonu Tp F  noktasına yakınsasın.(2.26) iterasyonu, (2.31) 

iterasyonu, (2.7) Ģartı ve Lemma 2.55 kullanılarak 

   

 

 

1 1

1 1

1

1 1
0

1 1

1 1

0 0

0

( )

1 1

1

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n n

n n n n

n n

u x

n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n

u y Tu Ty

n n n

u y

n n

t dt u x k

u Tu y Ty k

u y Tu Ty k

t dt t dt k

t dt k



   

 

   

  

 

 

 



  

      

     

   

   



 



 (5.30) 

ve 

 

 

 

 

1

2 2

2 2

2

1 1 2 1 2

0

1 2 1 2

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

( ) 1

1

1 ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n n

n n n n

n n n n

n n

u y

n n n n n n n n n

n n n n n n n

u y Tu Ty

n n n

u y u y

n n n

u y

n n

t dt u y k u y Ty k

u y Tu Ty k

t dt t dt k

t dt t dt k

t dt k

  

 

   

   

  



 

 



       

     

   

   

   



 

 



 (5.31) 

ve 
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 

 

 

 

2

3 3

3 3

3

2 2 3 2 3

0

2 3 2 3

2 2

0 0

2 2

0 0

2

0

( ) 1

1

1 ( ) ( ) 2

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n n

n n n n

n n n n

n n

u y

n n n n n n n n n

n n n n n n n

u y Tu Ty

n n n

u y u y

n n n

u y

n n

t dt u y k u y Ty k

u y Tu Ty k

t dt t dt k

t dt t dt k

t dt k

  

 

   

   

  



 

 



       

     

   

   

   



 

 



 (5.32) 

elde edilir. (5.31), (5.32) eĢitsizlikleri birleĢtirilerek (5.30) eĢitsizliğinde yerine yazılırsa  

1
1 1

2

3

0 0

1

0

1 2

0

( ) [1 (1 )] ( ) 2

[1 (1 )][1 (1 )] ( ) 4

[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )] ( ) 6

n n n n

n n

n n

u x u y

n n

u y

n n n

u y

n n n n

t dt t dt k

t dt k

t dt k

   

    

      

  





   

     

       

 





 

elde edilir. 

1 1 1 2 1

0 0
( ) [1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )]...[1 (1 )] ( )

2

n n n nu x u x
s

n n n n

n

t dt t dt

s k

         
  

        



   

elde edilir. Burada  0,1C  ve 1, 1i s   için      
0 0
, 0,1i

n nn n
 



 
  olduğundan, 

1 2 1[1 (1 )][1 (1 )][1 (1 )]...[1 (1 )] [1 (1 )]s

n n n n n                     

elde edilir. Böylece 

1 1

0 0
( ) [1 (1 )] ( ) 2

n n n nu x u x

n nt dt t dt s k   
  

      

olarak ifadeedilebilir. Böylece Lemma 2.53 uyarlanırsa burada  

(1 ) [1 (1 )]n n      , 

0
( )

n nu x

n t dt 


  , 

2n ns k   

alınırsa 
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0
lim ( ) 0

n nu x

n
t dt




  

olduğu elde edilir. 

(ii) (i) Yeni multistep iterasyonu Tp F  noktasına yakınsasın.(2.26), (2.31), (2.7) Ģartı 

ve Lemma 2.55 kullanılarak 

   

 

 

1 1

1 1

1

1 1
0

1 1

1 1

0 0

0

( )

1 1

1

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n n

n n n n

n n

x u

n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n

y u Ty Tu

n n n

y u

n n

t dt x u k

y Ty u Tu k

y u Ty Tu k

t dt t dt k

t dt k



   

 

   

  

 

 

  



  

      

     

   

   



 



 

ve 

 

 

1

2 2

2

1

0

1 2 1 2

1 1

0 0

1

0

( )

1

1 ( ) ( ) 2

[1 (1 )] ( ) 2

n n

n n n n

n n

u y

n n n

n n n n n n n

y u Ty Tu

n n n

y u

n n

t dt y u k

y u Ty Tu k

t dt t dt k

t dt k



 

   

  



 



  

     

   

   



 



 

elde edilir. Bu Ģekilde sürdürülürse ve (5.31), (5.32) eĢitsizlikleri göz önünde 

bulundurularak yapılırsa, böylece  

1 1

0 0
( ) [1 (1 )] ( ) 2

n n n nx u x u

n nt dt t dt s k   
  

      

ifade edilir. O halde aĢağıdaki tanımlamalar yapılabilir. 

(1 ) [1 (1 )]n n      , 

0
( )

n nx u

n t dt 


  , 

2n ns k   

alınırsa Lemma 2.53 den 
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0
lim ( ) 0

n nx u

n
t dt




  

olduğu elde edilir. 

Yukarıdaki gerçekler ıĢığında; teoremlerden aĢağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 5.5 X  bir Banach uzayı, C X   konveks ve kapalı bir küme olsun.

:    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, 

Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.4) ile verilen bir integral tip contraction 

dönüĢüm olsun ve T  nin bir sabit noktaya sahip olduğunu kabul edelim, yani, TF   

olsun.Tüm iterasyonlar için baĢlangıç noktası aynı ve n   için, bu durumda 

aĢağıdaki ifadeler denktir: 

(i) (2.24) ile verilen Picard iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(ii) (2.25)ile verilen Krasnoselskij iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(iii) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(iv) (2.30) ile verilen Picard-Mann Hybrd iterasyonu Tp F  ye yakınsar. 

Sonuç 5.6 X  bir Banach uzayı, C X   konveks ve kapalı bir küme olsun. 

:    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, 

Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.5) ile verilen bir integral tip contraction 

dönüĢüm olsun ve T  nin bir sabit noktaya sahip olduğunu kabul edelim, yani, TF   

olsun.Tüm iterasyonlar için baĢlangıç noktası aynı ve n   için, bu durumda 

aĢağıdaki ifadeler denktir: 

(i) (2.24) ile verilen Picard iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(ii) (2.25) ile verilen Krasnosel‟skii iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(iii) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(iv) (2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu Tp F  ye yakınsar. 
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Sonuç 5.7 X  bir Banach uzayı, C X   konveks ve kapalı bir küme olsun. 

:    her 0  için 
0

( ) 0t dt



   olacak Ģekilde negatif olmayan, toplanabilir, 

Lebesgue-integrallenebilir ve :T C C (3.6) ile verilen bir integral tip contraction 

dönüĢüm olsun ve T  nin bir sabit noktaya sahip olduğunu kabul edelim, yani, TF   

olsun. Tüm iterasyonlar için baĢlangıç noktası aynı ve n   için, bu durumda 

aĢağıdaki ifadeler denktir: 

(i) (2.24) ile verilen Picard iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(ii) (2.25) ile verilen Krasnosel‟skii iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(iii) (2.26) ile verilen Mann iterasyonu Tp F  ye yakınsar, 

(iv) (2.27) ile verilen Ishikawa iterasyonu Tp F  ye yakınsar. 

(v) (2.28)ile verilen Noor iterasyonu Tp F  ye yakınsar. 
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BÖLÜM 6 

SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu çalıĢmada, Banach sabit nokta prensibi [34] olarak bilenen teoremin genellemesi 

olan Kannan [41], Chatterjea [88], Reich [86], Berinde [87] zayıf contraction teoremi, 

Hardy ve Rogers [89] genelleĢtirilmiĢ Reich sabit nokta teoremlerinin integral 

versiyonu tanımlandı. Teorem 3.7, Teorem 3.9, Teorem 3.10, Teorem 3.11, Teorem 

3.12, Teorem 3.14, Teorem 3.15 de (2.24) Picard iterasyon yöntemi tarafından üretilen 

iteratif dizi ile (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) ve (3.11) Ģartlarını sağlayan 

integral tip dönüĢümlerin sabit noktalarına yakınsadığı gösterildi. Bölüm 4‟te sabit 

nokta iterasyon yöntemlerinin T -kararlılığı incelendi. Teorem 4.1 ile (3.4) Ģartını 

sağlayan bir integral tip dönüĢüm için (2.30) tarafından üretilen Picard-Mann Hibrid 

iterasyon yöntemi kararlıdır. Teorem 4.2 ile (3.5) Ģartını sağlayan bir integral tip 

dönüĢüm için (2.27) Ishikawa iterasyon yöntemi kararlıdır. Teorem 4.3, Teorem 4.4, 

Teorem 4.5 ispatlara aynı doğrultuda devam edilerek bazı iterasyonların belirli integral 

tip dönüĢümler kullanılarak T-kararlılıkları gösterildi. Son olarak, Bölüm 5‟te sabit 

noktaların veri bağlılığı ve bazı iterasyon yöntemlerinin integral tip dönüĢüm Ģartı 

altında denk olduğu gösterildi. Teorem 5.1‟de, (2.30) iterasyon yöntemine karĢılık gelen 

ve (3.4) ile verilen integral tip dönüĢümün sabit noktasının veri bağımlılığı ile Teorem 

5.2‟te (2.28) ile verilen Noor iterasyon dizisi ve (3.6) ile verilen integral tip dönüĢümün 

sabit noktasının veri bağımlılığı ile ilgili sonuçlar elde edildi. Teorem 5.3 de (2.30) ile 

verilen Picard-Mann Hibrid iterasyonu ve (2.26) ile verilen Mann iterasyonu için, (3.4) 

ile verilen Ģartı sağlayan integral tip Reich dönüĢümü altında denklikleri incelendi. 

Teorem 5.4 ise (2.26) ile verilen Mann iterasyonu ve (2.31) ile verilen yeni multistep 

iterasyonu (2.7) ile verilen bir integral tip contraction dönüĢümü kullanılarak 

denliklerine değinildi. Yukarıdaki yapılan çalıĢmalardan yola çıkılarak Sonuç 5.5, 
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Sonuç 5.6, Sonuç 5.7 sonuçları yer verildi.. Daha sonraki çalıĢmalar için literatürde yer 

alan sabit nokta dönüĢüm sınıflarının integral versiyonları tanımlanarak, farklı 

iterasyonlar için yakınsaklıkları, T-kararlılık sonuçları ve dönüĢümlerin sabit 

noktalarının veri bağlılıkları ile ilgili tahminler elde edilebilir. 
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