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ONSOz
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AGARGUN’e cok tesekkiir ederim.
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OZET

ASAL IDEALLER VE ASAL ALT MODULLER

Neslihan Aysen OZKIRiSCi

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Kiirsat Hakan ORAL
Es Danisman: Prof. Dr. Unsal TEKIR

Asal idealler Degismeli Cebir'de énemli rol oynamaktadir. Asal ideallerin bilinen en
onemli 6zelliklerinden biri su sekildedir: Bir halkanin idealler ailesinin sonlu bir kesisimi
bir asal ideal tarafindan kapsaniyorsa bu kesisimdeki en az bir ideal de bu asal ideal
tarafindan kapsanir. Literatlir incelendiginde bu sonlu kesisimin sonsuz oldugu
durumlarin ele alinmis oldugu ve "kuvvetli 0 -boyutlu halkalar” olarak adlandirilan, her
asal ideali bu 0Ozellige sahip halkalar lzerinde calismalarin yapildigi gortlmistir. Bu
halkalar ayni zamanda literatiirdeki kompakt paketlenmis halka kavraminin dual ifadesi
olmaktadir. Asal ideallerin birlesimi incelendiginde, literatiirde kompakt paketlenmis
halkalarin bir genellemesi olan aralarinda asal paketlenmis halka kavramiyla
karsilasmaktayiz. Bu calismalarin verdigi motivasyonla bu tezin ilk boliiminde kuvvetli
0 -boyutlu halkalarin bir genellemesi su tanimla yapilmistir: Bir halkanin asal ideali,
herhangi bir idealler ailesindeki her ideal ile aralarinda asal iken bu ailedeki ideallerin
herhangi bir kesisimini icermiyorsa bu asal ideal, aralarinda asal yapilandiriimis ideal
olarak adlandirilir. Her asal ideali aralarinda asal ideal olan halkalara da bir aralarinda
asal yapilandirilmis halka denir. Bu calismada, tanimladigimiz bu halkanin o6zellikleri
arastirilmis ve bu halkalarin yerellestirmesi Gzerinde durulmustur. Ayrica kuvvetli O -
boyutlu halkalar ile arasindaki gegisler incelenmis, hangi kosul altinda aralarinda asal
yapilandirilmis bir halkanin kuvvetli O -boyutlu oldugu arastiriimistir. Buna ek olarak
Artinian halkalar ve *-kosulunu saglayan halkalarla olan baglantilari incelenmistir.
Aralarinda asal yapilandirilmis halkalarin ayni zamanda literatlirde h-yerel bolge olarak
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bilinen halkalarin da genel bir hali oldugu gosterilmis ve bir h-yerel bélgenin aralarinda
asal olmasi igin hangi kosula sahip olmasi gerektigi Gizerinde durulmustur.

Bir halkanin idealler ailesinin sonlu bir kesisimi bir asal ideal tarafindan kapsanirken bu
kesisimdeki en az bir ideal de bu asal ideal tarafindan kapsanir, ancak bu 6zellik bir
modullin asal alt moduli igin her zaman gegerli degildir. Yani bir asal alt moddl, alt
modaillerin sonlu bir kesisimini kapsiyorken kesisimdeki alt modillerden higbirini
kapsamayabilir. Fakat bu durum, halkalarda oldugu gibi carpimsal modiiller icin de
gecerlidir. Carpimsal modillerde bu kesisimin sonsuz oldugu durumu incelemek
amaciyla tanimladigimiz kuvvetli 0 -boyutlu moddller, ayni zamanda kuvvetli O -
boyutlu halka kavraminin modiil teoriye aktarimi ve bir genellemesi olmustur. Kuvvetli
0 -boyutlu modiil tanimi ise su sekilde yapilmistir: Carpimsal bir modilin bir asal alt
modild, alt modillerin herhangi bir kesisimini iceriyorken bu kesisimdeki en az bir alt
modili de iceriyorsa bu asal alt modiile kuvvetli asal alt modil ve her asal alt modili
kuvvetli asal olan carpimsal modiller de kuvvetli 0 -boyutlu modil denir. Tezin diger
boliiminde ise, tanimlanmis olan bu kavramin 6zellikleri arastiriimis, von Neumann
regller modil ve Q-moddller ile aralarindaki baglantilar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuvvetli 0-boyutlu halka, aralarinda asal yapilandiriimis halka, A-
yerel bolge, kuvvetli 0 -boyutlu moddl, von Neumann regller modul, O -modiil
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ABSTRACT

PRIME IDEALS AND PRIME SUBMODULES

Neslihan Aysen OZKIRiSCi

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Kiirsat Hakan ORAL
Co-Adviser: Prof. Dr. Unsal TEKIR

Prime ideals have an important role in commutative algebra. One of the well known
properties of prime ideals is the following: If a prime ideal contains a finite intersection
of a family of ideals then some of those ideals are contained in the prime ideal.
Reviewing the literature, we have seen that authors discuss this property in the case of
the infinite intersection in detail and that rings in which every prime ideal has this
property in the infinite case are called strongly O -dimensional rings. These rings are
also the dual notion of compactly packed rings. When we examined the studies on the
infinite union of prime ideals, we have seen the concept of coprimely packed rings
which are a generalization of compactly packed rings. With the aid of the motivation
gained by these studies, we define coprimely structured rings as follows: A prime ideal
of a ring is said to be a coprimely structured ideal if, whenever it is coprime to each
element of a family of ideals of the ring, it does not contain any intersection of ideals in
this family. We say that a ring is coprimely structured if every prime ideal of it is
coprimely structured. In this study, we work on some properties of coprimely
structured rings and we examine localization of these rings. Furthermore, we
investigate coprimely structured rings and give some relations between coprimely
structured rings and other rings such as Artinian rings, strongly 0-dimensional rings,
rings satisfying *-property. Moreover, we show that coprimely structured rings are a
general expression of A-local domains and we examine under which conditions any /-
local domain is a coprimely structured ring.



As it is mentioned above; if a prime ideal contains a finite intersection of ideals then
some of the ideals are contained in the prime ideal. This property does not valid for
submodules in general. That is, if a prime submodule contains a finite intersection of
submodules, it could be the case that none of the ideals is contained in the prime
submodule. However, as in the case of commutative rings, multiplication modules
satisfy this property. For the purpose of investigating this property with infinite
intersection in multiplication modules, we define strongly 0-dimensional modules.
This notion is a version of strongly 0-dimensional rings in module theory. Also, it is an
extension of strongly O-dimensional rings and it is defined as follows: A prime
submodule of a multiplication module is called a strongly prime submodule if,
whenever the prime submodule contains any intersection of submodules of the
module, one of the submodules is contained in the prime submodule. A multiplication
module is said to be a strongly 0-dimensional module if any prime submodule of it is a
strongly prime submodule. We investigate properties of strongly O -dimensional
modules and give some relations between von Neumann regular modules, Q -modules

and strongly 0-dimensional modules.

Keywords: Strongly O -dimensional ring, coprimely structured ring, h-local domain,
strongly 0 -dimensional module, von Neumann regular module, Q -module

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Degismeli Cebir'de asal ideal kavrami 6nemli bir yer tutmaktadir. Asal idealler
yardimiyla halkalarin birtakim karakterizasyonlari yapilabilmektedir. Asal idealler ile
ilgili en 6nemli 6zelliklerden biri ise su teorem ile ifade edilmektedirr: R degismeli bir

halka olmak Uzere, R halkasinin bir I ideali, P (i=1,..,n) asal ideallerinin sonlu
birlesiminde kapsaniyorsa en az bir P, tarafindan kapsanir. Bu teoremin bir ispati

N.H. McCoy'un “Rings and Ideals” isimli kitabinda mevcuttur [1]. Literatirde Asaldan
Kacinma Teoremi (Prime Avoidance Theorem) olarak bilinen bu teoremin baska
kaynaklarda farkli ispatlari da bulunmaktadir. Sonlu sayida idealin birlesimi igin
ispatlanan bu teoremi, C.M. Reis ve T.M. Viswanathan asal idealler ailesinin herhangi
bir birlesimine genellestirmislerdir. Kompakt paketlenmis halka (compactly packed
ring) olarak adlandirilan bu halkalar (zerine incelemeler yaparak bu halkalarin
ozellikleri Gizerine 6nemli sonuglar elde etmislerdir [2]. Ornegin, Noetherian bir R
halkasinin kompakt paketlenmis olmasi icin gerek ve yeter sartin halkanin her asal
idealinin bir temel idealin radikali olmasi gerektigini ispatlamislardir. Bu teorem
yardimiyla bir halkanin kompakt paketlenmis olup olmadigini géstermek daha kolay
olmaktadir. W.W. Smith ise 1971 tarihli "A Covering Condition for Prime Ideals" isimli
makalesinde Noetherian olma kosulu olmadan da bu teoremin gecerli oldugunu
gostermistir [3]. Sonrasinda J.V. Pakala ve T.S. Shores 1981 tarihli "On Compactly
Packed Rings" isimli yayinlarinda kompakt paketlenmis halkalarda Noetherian olma

kosulunun, halkanin maksimal idealler ile karakterize edilmesinde gerekli oldugunu



gostermislerdir [4]. 1999 yilinda C.J. Hwang and G.W. Chang, kompakt paketlenmis

halkalar icin bazi topolojik denklikler vermislerdir [5].

Kompakt paketlenmis halkalarin genellestiriimesi olarak tanimlanan aralarinda asal
paketlenmis halkalar (coprimely packed rings) ile ilgili bircok calisma bulunmaktadir
[6], [71, [8], [9], [10], [11], [12]. Bu calismalarda aralarinda asal paketlenmis halkalar
karakterize edilmis olup kompakt paketlenmis halkalar ile aralarindaki gecisler ve
iliskiler incelenmistir. Tanimi ise su sekildedir: R bir halka ve I da R halkasinin bir
ideali olmak Uzere I ideali, R nin asal ideallerinin bir ailesinin her elemani ile
arasinda asal iken bu ailedeki asal ideallerin birlesiminde kapsanmiyorsa I ideali, R
halkasinin asal idealleri ile aralarinda asal paketlenmis ideal olarak adlandiriimistir.
Her ideali aralarinda asal paketlenmis olan halkalara aralarinda asal paketlenmis

halka adi verilmistir [6].

Kuvvetli O-boyutlu halkalar Gzerindeki ilk calisma ise R. Gilmer'in 1997 vyilinda
yayinlamis oldugu "Intersection Condition for Prime Ideals" isimli makalesinde yer
almaktadir [13]. Kompakt paketlenmis halkalarin duali olan bu halkalar tzerinde
incelemeler yapilmistir. 2009 yilinda da C.W. Chang and C.J. Hwang, “Covering and
Intersection Conditions for Prime Ideals” isimli makalelerinde Gilmer’in vermis oldugu
bazi tanimlara dayanarak bu bu tanimlara sahip halkalar (izerinde arastirma
yapmislardir [14]. 2011 yilinda ise Jayaram, Oral ve Tekir tarafindan yayinlanan
"Strongly O -dimensional Rings" isimli makalede sifir boyutlu halkalarin da bir
genellestirmesi olan kuvvetli 0 -boyutlu halkalar karakterize edilmis olup bu halkalar
icin cesitli denklikler kurulmustur [15].

Yukarida bahsedilen aralarinda asal paketlenmis halka kavraminin modul teorideki
karsihgl ise C.P. Lu [16], F. Calhalp ve U. Tekir [17], U. Tekir [18] tarafindan ele
alinmistir. C.P. Lu’'nun 1997 tarihli makalesinde, halkalar igin ispatlanmis olan Asaldan
Kacinma Teoreminin degismeli halkalar (zerindeki modillere genellestirmesi
yapilmistir [16]. F. Callialp ve U. Tekir ise 2004 yilindaki calismalarinda, degismeli bir
halka Uzerindeki modillin alt moddllerinin sonlu ve sonsuz birlesimleri incelenmistir
ve kompakt paketlenmis modiliin tanimi verilmistir [17]. Tekir'in 2006 yilindaki

¢alismasinda da Asaldan Kaginma Teoremi hem modiiller hem de ¢arpimsal moduller



icin gosterildikten sonra kompakt paketlenmis ve aralarinda asal paketlenmis halka

tanimi carpimsal modiillere genisletilmis ve denklikleri incelenmistir [18].

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci, kuvvetli 0 -boyutlu halkalari literatlirdeki aralarinda asal paketlenmis
halkalarin duali ve h-yerel halkalarin da bir genellemesi olan, aralarinda asal
yapilandirilmis halkalar olarak tanimlayacagimiz halkalara genellestirmektir. Dahasi,
tanimlayacagimiz bu kavram Uzerinde arastirma yapmak ve bu halkalari karakterize
etmektir. Tezin bir diger boéliminde de, kuvvetli 0-boyutlu halkalarin modiillere
aktarimini yapmak yani kuvvetli O -boyutlu modilleri tanimlamak ve ozelliklerini

arastirmaktir.

1.3 Hipotez

Bu ¢alismanin ilk béliminde, degismeli ve birimli bir halkanin asal idealleri yardimiyla
kuvvetli O -boyutlu bir halkanin daha genel bir yapisi olusturulacak ve bu yapi,
aralarinda asal yapilandiriimis halka seklinde adlandirilacaktir. Her kuvvetli 0 -boyutlu
halka, aralarinda asal yapilandiriimis olmasina ragmen, ifadenin tersinin hangi kosul
altinda dogru oldugu arastirilacaktir. Ayrica aralarinda asal yapilandiriimis halkalarin
Artinian halkalar, sifir boyutlu halkalar, *-kosulunu saglayan halkalar ve #h-yerel
halkalar ile baglantilari incelenecektir. Buna ek olarak bu halkalarin yerellestirmesi

Uzerinde durulacaktir.

Calismanin diger bolimiinde ise kuvvetli 0 -boyutlu halka taniminda yer alan ideal ve
asal ideal yapisi yerine, alt modiil ve asal alt modiil kavramlari kullanilarak bu tanim
carpimsal modiller {zerinde vyapilacaktir. Kuvvetli 0-boyutlu modil olarak
adlandirilacak olan bu kavramin modil yapisi incelenecek ve tanimlayacagimiz bu

modulin Artinian modiller, von Neumann regiiler modiller ve Q-modiller gibi

kavramlar ile arasindaki baglantilari Gizerinde durulacaktir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Tez boyunca R halkasi degismeli ve birimli bir halka olarak alinacaktir.

2.1 Asal idealler ve Bazi Ozellikleri

P, R halkasinin bir has ideali olmak Gzere her a,be R icin abe P iken ae P

veya be P oluyorsa P idealine bir asal ideal denir. R halkasinin tim asal

ideallerinin kiimesine halkanin spektrumu denir ve Spec(R) ile gosterilir.

Degismeli halkalar teorisinde énemli bir yer tutan asal idealler yardimiyla halkalarin
birtakim o6zellikleri karakterize edilebilmektedir. Bu bolimde asal ideallerin sikga
kullanilan ozellikleri ve bu ideallerle ilgili tezde vyararlanacagimiz bazi tanimlar

verilecektir.
Onerme 2.1 R bir halka olsun. R nin bir P ideali icin asagidaki ifadeler denktir [19].

i. P asal idealdir.
ii. R halkasinin I ve J idealleriicin IJ c P ise I P veya J C P dir.

iii. 1J c P olacak sekilde I > P ve J D P idealleri bulunamaz.

Onerme 2.2 R bir halka olsun. R nin bir P idealinin asal olmasi icin gerek ve yeter

kosul R/P bolim halkasinin bir tamlik bélgesi olmasidir [19].
Onerme 2.3 R bir halka ve P de R halkasinin bir asal ideali ise her ne N igin
VP" =P dir[19].

Onerme 2.4 R bir halka; P, R halkasinin bir asal ideali ve I.L,,...I de R

halkasinin idealleri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir [19].



i. Bir j=1,2,...,n igin P21,
i. Po(\I, .
i. Po]1, .

ispat: i=ii=iii gerektirmeleri aciktir. Bu durumda iii=i gerektirmesinin

gosterilmesi yeterlidir.

iii= i: Kabul edelim ki P;Hlk ve her je{1,2,...,n} icin I, & P olsun. Boylece her
k=1

jef{l.2,...n} igin bir a,eI,\P vardir. Buradan aa,..a,€ ]I, ve P asal

k=1

oldugundan aa,...a, & P elde edilir. Buise P D Hlk olmasi ile gelisir.
k=1

Sonu¢ 2.5 R bir halka, P, R halkasinin bir asal ideali ve I,1,,....1, de R nin

idealleri olmak tizere, P:ﬂlk ise en az bir je{1,2,...,n} igin P =1, dir [19].

k=1
Tanim 2.6 Bir R halkasinin I idealini kapsayan tim asal ideallerinin kiimesine I

idealinin varyetesi denir ve V(1) ={Pe Spec(R): I c P} ile gosterilir [19].

Bu tanimdan vyararlanarak R halkasinin bir I idealinin radikali, asal idealler
yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir.
Onerme 2.7 R bir halka ve I da R halkasinin bir ideali olsun. I idealinin radikali, I

idealini kapsayan tim asal ideallerin kesisimidir; yani \/_ = ﬂ P dir [19].

PeV(I)

Sonu¢ 2.8 R bir halka olmak lzere, R nin nil radikali, \/6:NiI(R): ﬂ P

Pe Spec(R)

seklindedir [19].
Tanim 2.9 Bir halkanin nilradikali sifir ise bu halkaya indirgenmis halka denir [19].

Not: Halkalarin kartezyen carpiminin asal ideallerinin karakterizasyonu ise asagidaki

sekildedir:



R.R,,...,R halkalarinin kartezyen ¢carpimi R=R, XR, X...XR olsun. I, R halkasinin
bir ideali ise 1 =1,x1,X..XI olacak sekilde her i€ {1,2,...,n} igin R, halkasinda bir
I, ideali vardir. Diger yandan, her i€ {1,2,...,n} icin I,, R, halkasinin bir ideali ise

1

I=IxI,x..xI, ~de R halkasinin bir idealidir [19]. Bu durumda,

IﬂIRi ﬁlizﬁ(Ri/Ii) oldugundan R halkasinin asal idealleri; ie {1,2,...,n}igin
i=1 i=1

i=1

P, R, nin asal ideali olmak tizere R X..XR_ XPXR,

i+1

X..XR seklindedir.

Tanim 2.10 /, R halkasinin bir ideali olsun. I idealini kapsayan P asal ideali igin
I c P'c P olacak sekilde higbir P' asal ideali yoksa P idealine I idealinin bir
minimal asal ideali denir. I idealinin minimal asal ideallerinin kiimesi Min(I) ile

gosterilir [19].
Ornek 2.11 P bir asal ideal ise Min(P)={P} dir.

Ornek 2.12 Z tamsayilar halkasinda sifirdan farkli bir (n) temel idealinin minimal

asal idealleri, n tamsayisini bdlen p asal tamsayilarinin Urettikleri ideallerdir.

Dolayisiyla Min((n))={(p): p€ Z ve p|n} dir.

Onerme 2.13 Asikar olmayan bir R halkasinin her has I idealinin en az bir minimal

asal ideali vardir [19].

Sonug 2.14 R halkasinin bir I idealiigin \/_: ﬂ P= ﬂ P dir [19].

Pev(Il) PeMin(I)

Tanim 2.15 Bir R halkasinin boyutu (Krull boyutu)

sup{ne Z" : R ninasalideallerinin n uzunluéundakizinciri}
seklinde tanimlanir ve Kboy(R) ile gosterilir [19].
Ornek 2.16 K bir cisim ise Kboy(K) =0 dir.

Ornek 2.17 Cisim olmayan her temel ideal bélgesinin boyutu 1 dir. Dolayisiyla

Kboy(Z) =1 ve K bir cisim olmak Gzere Kboy(K[x]) =1 dir.



Tanim 2.18 R bir halka, M de R halkasinin bir has ideali olsun. R nin M idealini
kapsayan kendisinden baska bir has ideali yoksa M idealine bir maksimal ideal denir.

R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kiimesi MaxSpec(R) ile gosterilir [19].

Onerme 2.19 R bir halka olsun. R nin bir M ideali maksimaldir ancak ve ancak

R/M bolum halkasi bir cisimdir [19].

Sonug 2.20 Her maksimal ideal asaldir [19].
Onerme 2.21 Asikar olmayan her R halkasinin en az bir maksimal ideali vardir [19].

Sonug 2.22 |/ bir R halkasinin has ideali olmak lizere I yi kapsayan bir maksimal

ideal vardir [19].

Tanim 2.23 R halkasinin tam bir tane maksimal ideali varsa R halkasina yerel (lokal)

halka denir [19].
Ornek 2.24 7Z halkasinin bir (p) asal idealindeki yerellestirmesi olan Z(p) bir yerel

halkadir ve tek maksimal ideali pZ(p) dir.

Tanim 2.25 R halkasinin sonlu tane maksimal ideali varsa R halkasina yari yerel (yari

lokal) halka denir [19].

Ornek 2.26 i =1,...,n olmak uzere K, ler birer cisim olsun. Bu durumda @’ K, bir
yari yerel halkadir.

Tanim 2.27 R bir halka, P de R halkasinin bir asal ideali olsun. P idealinin

kapsadigl asal idealler zincirinin supremumuna P nin yuksekligi denir ve ht(P) ile

gosterilir [19].

Ornek 2.28 Kboy(Z)=1 ve (0) ideali Z halkasinda asal oldugundan MaxSpec(Z)

kiimesindeki her elemanin yuksekligi 1 dir.

2.2 Asal ideallerin Birlesimi

R halkasinin bir [ ideali, P (i=1,..,n) asal ideallerinin sonlu birlesiminde

1

kapsaniyorsa en az bir P, ideali tarafindan kapsanir. Bu teoremin ispatlarindan biri

McCoy'un “Rings and Ideals” isimli kitabinda mevcuttur [1]. Ayrica Asaldan Kaginma

7



Teoremi (Prime Avoidance Theorem) olarak bilinen bu teoremin, Kaplansky’in

“Commutative Rings” isimli kitabinda da farkli bir ispatina ulasilabilir [21].

2.2.1 Asaldan Kaginma Teoremi

R bir halka ve I bir ideali olsun. I,1,,....I, de R halkasinin en az n—2 tanesi asal

olanideallerive I c I, Ul, U...Ul, isebir 1<k <nigin I =1, dir.

ispat: 7 lzerinde tiimevarim uygulayalim. n=2 olmak tizere I 1, ve I &I, kabul
edelim. Boylece j=1,2 igin bir ajeI\Ij vardir. O halde, hipotezden a,e 1, ve
a, € I, dir. Buradan a,+a,e I c I, UI, olur ve boylece a, +a, e I, veya a, +a,€ I,
elde edilir. Sonug olarak a, =(a, +a,)—a, € I, oldugu gérilir ve bu bir geliskidir.

Boylece I c I, veya I c 1, bulunur. Simdi, k=2 olmak lzere n=k icin hipotez

k+1
dogru olsun ve n=k+1 i¢in dogru oldugunu ispatlayalim. I ¢ Uli kabul edelim ve
i=1

I. ideallerinin en az n—2 tanesi asal ideal olsun. I, , idealinin asal oldugunu

k+1
varsayalim. Her j=1,...,k+1 igin [ ¢_UII. kabul edelim. Oyleyse her j=1,..,k+1 icin
oy
k+1
ajeI\UIl. dir. Béylece hipotezden her j=1,...,k+1 i¢in a;e I, elde edilir. Ayrica
oy
k
I,,, asal oldugundan a,..qa, ¢ I,,, dir. Buradan al...akeﬂli\lk+l ve a,..a, €1\
i=1
k

Uli elde edilir. Simdi, b=a,...a, +a,,, elemanini géz 6niine alalm. Burada b¢& I,
i=l

dir. Aksi halde a,...a, = b —a,,, € I,,, celiskisi elde edilir. Ayrica 1< j <k igin

be I, dir. Aksi halde a,,, =b—a,...q; € I, celiskisi elde edilir. Fakat b€ I oldugundan

k+1

IgUIl. kabulimuz ile gelisir. Boylece 1< j<k+1 olmak lzere en az bir j igin
i=1
k+1

I c Uli oldugu gorilur. Tumevarim hipotezini kullanarak 1<i <k +1 olmak Gzere

i=1
i#j

bir i i¢in I <1, bulunur.



2.2.2 Asal ideallerin Birlesimi ile ilgili Yapilan Bazi Calismalar

Asaldan kacinma teoreminin genellemesi olarak tanimlanan kompakt paketlenmis
halkalar, “A Compactness Property for Prime Ideals in Noetherian Rings” isimli
calismada ilk kez tanimlanmis olup, 6ncelikle Noetherian halkalar icin karakterize

edilmistir [2].

Tanim 2.29 R bir halka ve S herhangi bir indis kiimesi olsun. &€ S olmak lizere R

nin P, asal idealleri ve bir I ideali igin, IgUPa iken bazi € S indisleri igin

aeS

I C P, oluyorsa R ye asal idealler ile kompakt paketlenmis halka denir [2].

Reis ve Wisvanathan, kompakt paketlenmis halka taniminin, daha zayif olan asagidaki

kosula denk oldugunu ifade etmistir [2]:

(*) R bir halka ve S herhangi bir indis kiimesi olsun. @€ S ve P, idealleri R nin

asal idealleri olmak Uzere, P asal ise P C UPw iken bazi € S igin PC P, dir.

aeS

Bu calismadaki 6nemli teorem ve sonugclar su sekildedir:

Teorem 2.30 Bir R Noetherian halkasinin kompakt paketlenmis olmasi icin gerek ve

yeter kosul R halkasinin her asal idealinin R deki bir (r) temel idealinin radikali

olmasidir [2].

ispat: (:>) P, R halkasinin bir asal ideali ve herhangi bir re R igin P;t\/m olsun.
Béylece eger xe P ise \/@;EP dir. P,B,.... P, (k=1) idealleri (x) temel idealinin
isolated asal bilesenleri (yani (x) idealine iliskin asal idealler kiimesinin minimal
elemanlari) olsun. Buradan \/m=lePz N...N P, elde edilir [22, Teorem 10, sf.
213]. xe P oldugundan P ideallerinden biri P tarafindan kapsanir, P, < P olsun.
Burada iki durum séz konusudur. k=1 ise \/@;EP oldugundan B cC P dir. k>1
ise P P, dir. Eger P ¢ P, olmasaydi, B, c P P, olup P, ve P, ideallerinin (x) in
isolated asal bilesenleri olmasi ile gelisirdi. Dolayisiyla her iki durumda da xe Q_ ve

P & Q, olmak Uzere bir Q, asal ideali vardir. Buradan P ¢ UQX elde edilir. Fakat P

xeP



ideali higbir Q_ idealinde igerilmediginden R kompakt paketlenmis degildir. Bu da

bize bir geliski verir.
(<) P, R halkasinin bir asal ideali olmak tzere, hipotezden bazi r€ R elemanlar

icin P=,/(r) dir. R halkasinin P, asal idealleri i¢in P c UPa ise re PgUPa dir.

aeS aes
Boylece, bazi Be S icin re P, elde edilir. Buradan, P=,/(r) < P, oldugu géralir.
Boylece R halkasi (*) kosulunu saglar, dolayisiyla kompakt paketlenmistir.

Smith, 1971 tarihli “A Covering Conditions for Prime Ideals” isimli makalesinde (*)

denkligini su sekilde aciklamistir [3]:

R halkasinin P, asallari igin UPa kiimesinin timleyeni bir ¢arpimsal yarigruptur.

aeS

Bunun sonucu olarak, eger I ideali | JP, kiimesinde kapsaniyorsa IcPc|JP,

aes aes

olacak sekilde bir P asal ideali vardir. Dolayisiyla kompakt paketlenmis halka tanimi

ile (*) kosulu birbirine denktir.

Ayrica Smith, Teorem 2.30’da verilen ifadenin Noetherian olma kosulu olmadan da
saglandigini asagidaki sekilde ispatlamistir [3]:

P bir asal ideal olmak Uzere bir temel idealin radikali olmasin. O halde P asal
idealinin, P vyi icermeyen asal ideallerin birlesiminde kapsandigini gosterelim. Her
re P icin P#.(r) ve ./(r) ideali R halkasinin r elemanini kapsayan asal
ideallerinin kesisimi oldugundan, re P, fakat P & P. olacak sekilde bir P asal ideali

vardir. PgUPr oldugu aciktir. Boylece, eger R kompakt paketlenmis halka ise (*)

reP

ozelligini saglar. Dolayisiyla her asal ideal bir temel idealin radikali olmalidir. Tersine,

eger PgUPa ve bazi r elemanlari icin P=,/(r) ise re UPa dir. Buradan bazi

aesS acS

o€ S icin re P, dir ve boylece P=1/(r)gPa elde edilir. Bu ise R nin kompakt

paketlenmis oldugunu gosterir.

Onerme 2.31 R halkasi her maksimal ideali bir temel idealin radikali olan Noetherian

halka olsun. O halde Kboy (R) <1 dir [2].
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ispat: Noetherian bir R halkasindaki Ra(;t R) temel idealinin bir asalimsi ayrisimi

mevcuttur [19, Sonu¢ 4.35]. Ayrica bu idealin isolated asal bileseninin (yani Ra
idealine iliskin asal idealler kiimesinin minimal elemaninin) yiksekligi en fazla 1 dir

[22, Sonug 2, sf. 239]. Boylece R halkasinin birimselden farkh elemanlari, ylksekligi

en fazla 1 olan asal idealler tarafindan értilir. Ozel olarak, P, idealleri yiiksekligi en

fazla 1 olan asal idealler olmak tizere, R halkasinin her M maksimal ideali, UPa
tarafindan kapsanir. Buradan M =‘/(r) gUPa ve boylece bir S igin re Py elde

edilir ki bu ise M < P, oldugunu gosterir. ht(Pﬁ,)Sl oldugundan R halkasinin her

maksimal idealinin ylksekligi de en fazla 1 dir.

Sonug 2.32 R Noetherian halkasi kompakt paketlenmis ise Kboy(R) <1 dir [2].

ispat: R halkasi kompakt paketlenmis bir halka ise Teorem 2.30’dan her asal ideali
bir temel idealin radikalidir. Her maksimal ideal bir asal ideal oldugundan Onerme

2.31’den Kboy (R) <1 dir.

Yazarlar, Onerme 2.31 yardimiyla su ifadeyi vermislerdir: Bir R Noetherian halkasi
kompakt paketlenmistir ancak ve ancak R nin her maksimal ideali ve bunun yani sira
yuksekligi O olan her asal ideali bir temel idealin radikalidir [2, Not 1.4]. Bu ifadenin
ispati Pakala ve Shores tarafindan yapilan “On Compactly Packed Rings” calismasinda
verilmistir [4, Teorem 1]. Bir diger deyisle Noetherianlik kosulunun, kompakt
paketlenmis halkanin maksimal idealler ile karakterize edilisinde gerekli oldugunu

belirtmislerdir.

Teorem 2.33 Noetherian bir R halkasinin kompakt paketlenmis halka olmasi igin

gerek ve yeter kosul R nin her maksimal idealinin bir temel idealin radikali olmasidir
[4].

Kompakt paketlenmis halkalarin daha genel bir yapisi olan aralarinda asal

paketlenmis halka tanimi ilk kez “Coprimely Packed Rings” makalesinde verilmistir

[6]. R bir halka, I R halkasinin bir ideali ve P, (i€ S) idealleri de R halkasinin asal

idealleri olmak tzere I+F =R iken I¢_UB ise [ idealine bir aralarinda asal
ieS
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paketlenmis ideal denir. Eger R halkasinin her ideali bir aralarinda asal paketlenmis

ideal ise R halkasina bir aralarinda asal paketlenmis halka denir.

Verilen bu tanimin ardindan aralarinda asal paketlenmis halkalarin birtakim 6zellikleri
incelenmistir. Bu halkalarin kompakt paketlenmis halkalarin daha genel bir yapisi

oldugunu gosteren teroem agagida verilmistir.

Teorem 2.34 Her kompakt paketlenmis halka bir aralarinda asal paketlenmis halkadir
[6].
ispat: Bir R halkasi kompakt paketlenmis olsun ve kabul edelim ki aralarinda asal

paketlenmis olmasin. Oyleyse R nin her P asal idealiicin /+P=R ve I C U P
PeSpec(R)

olacak sekilde sifirdan farkh bir I ideali vardir. Boylece, R halkasi kompakt
paketlenmis oldugundan bazi Pe Spec(R) igin I c P elde edilir ve bu ise

kabulimiuzle celisir.

Bu teoremin tersinin hangi kosul altinda dogru oldugu da siradaki teoremde

gosterilmistir:

Teorem 2.35 R halkasi, Krull boyutu 1 olan bir tamlik bélgesi olsun. Bu durumda R
halkasinin kompakt paketlenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin aralarinda asal

paketlenmis olmasidir [6].

ispat: 7, R halkasinin sifirdan farkh bir ideali ve X < Spec(R) olsun. I UP

Pex
oldugunu kabul edelim. Kabuliimizi degistirmeyeceginden O¢ X olarak alabiliriz. R
bir aralarinda asal paketlenmis halka oldugundan bazi P e Spec(R) igin I + P # R dir.
Boylece, I + P — M olacak sekilde R halkasinin bir M maksimal ideali vardir. Fakat
R halkasi, Krull boyutu 1 olan bir tamlik boélgesi oldugundan P =M elde edilir ve bu

da I < P oldugunu gosterir. Dolayisiyla R bir kompakt paketlenmis halkadir.

“A Note on Coverings of Prime ldeals” makalesinde Reis ve Viswanathan [2]
tarafindan verilen kompakt paketlenmis halka tanimina denk olan (*) kosulu tzerinde

durulmustur [5].

Teorem 2.36 R, (*) kosulunu saglayan bir halka ise sifirdan farkli her I idealiicin, I

nin minimal asal ideallerinin sayisi sonludur [5].
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ispat: R halkasinin sifirdan farkl bir I ideali icin R'=R/I ve {P,} idealleri, I nin

minimal asal idealleri olsun. Eger P,/I U Pﬁ/l ise P, C U P; dir ve bdylece bazi
pra B

B larigin, P, c P, dir. P; idealinin minimalliginden P, = P, elde edilir. Bu ise bir

celiskidir. Dolayisiyla her « igin Pa/I o UPﬁ/I dir. Boylece {Pa} kiimesi sonludur
pra

[23, Teorem 2.5].

Bu teorem, R halkasinin (*) kosulunu saglamasi icin yeterli degildir. Ornegin; K bir
cisim olmak tzere K[x,y] polinom halkasi Noetheriandir, boylece sifirdan farkli her
I ideali icin K[x,y] nin [ uzerindeki minimal asal ideallerinin sayisi sonludur fakat

(x,y) bir temel idealin radikali degildir.

2.3 Asal ideallerin Kesisim Durumlari ile ilgili Yapilan Bazi Calismalar

Asal ideallerin dnemli bir 6zelligi olan ve Onerme 2.4’te ideallerin sonlu kesisimi igin
verilen 6zelligin sonsuz kesisim durumu altinda incelemesini, Gilmer “An Intersection
Condition for Prime Ideals” isimli galismasinda yapmis ve tiim asal idealleri bu kosula
sahip halkalarin birtakim ozelliklerini vermistir [13]. Bu amacla, 6ncelikle Reis ve
Viswanathan tarafindan ele alinan kompakt olarak paketlenmis halka taniminin duali

olan asagidaki (#) kosulunu tanimlamistir.

(#) Pe Spec(R) ve R nin ideallerinin bostan farkli bir ailesi {/,}

» olmak tzere, P

asal ideali ﬂ 1, kiimesini icerirse bazi ove S igin I, kiimelerini de igerir.

aes
Makalenin ana sonuglarindan bazilari su sekildedir:

Yardimci Teorem 2.37 T bir halka ve S de maksimal ideali M olan bir quasi yerel
halka olmak tGzere R=S®T olsun. R halkasinn P=M @T asal ideali, R nin

ideallerinin bir ailesinin kesisimini igeriyorsa, bu ailedeki ideallerden birini igerir [13].

Teorem 2.38 R halkasinin (#) kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter kosul R

halkasinin sifir boyutlu ve yari-quasi yerel olmasidir [13].
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ispat: (<) R halkasi, maksimal idealleri M,,...,M, olan sifir boyutlu bir halka olsun.

Eger O, (O) idealinin isolated M, -asalimsi bileseni ise, j#k iken Q. ve O,

aralarinda asal (komaksimal) olmak lzere (0):ﬂQl. dir. Boylece, eger 1<k <n ve
i=1

I, =ﬂQj ise, R=0, ®I, dir. Buradan I, = R/Q, halkasi quasi yereldir ve P, I,

J#k
nin maksimal ideali olmak tzere M, =Q,®F, dir. Dolayisiyla Yardimci Teorem
2.37’den her k igin M, maksimal ideali, (#) ifadesindeki asal ideal igin gerekli olan

kosulu saglar. R halkasinin tim asal idealleri maksimal oldugundan, R halkasi (#)

kosulunu saglar.

(:>) R halkasinin (#) kosulunu sagladigini ve Kboy(R) >0 oldugunu kabul edelim.
P, c P, olacak sekilde B, P, € Spec(R) segelim. Boylece F*, P,*e Spec(R) vardir dyle
ki Bc B*c P*C P, ve F* ile P,* arasina baska bir asal ideal giremez [21, Teorem

11]. Ayrica A bir indis kiimesi olmak Gzere Pl*=ﬂQa olacak sekilde R nin P, *-

acA

asalimsi ideallerinin bir {Qa}aeA ailesi vardir [24, Teorem 17.4]. Bu ise her a€ A igin
Q. € B* oldugundan R halkasinin (#) kosulunu saglamasi ile gelisir. Dolayisiyla R
halkasi sifir boyutludur.

S$imdi M, R nin maksimal ideali, B bir indis kimesi ve {M,},__ kimesi R nin M

den farkli maksimal ideallerinin kiimesi olsun. (#) kosulundan ﬂMbczM dir.

beB
yMe(ﬂMb)\M elemanini secelim. 7=({y, :M e Spec(R)})=R dir, ciinkii I
ideali R nin higbir maksimal ideali tarafindan igcerilmez. Bbylece Vu, elemanlarinin
segiminden ve bazi M,,..,.M, € Spec(R) igin (yMl,...,yM”)zR dir. Dolayisiyla

Spec(R)={M.} _, elde edilir.

Bu galismadan sonra 2009 yilinda yapilmis olan “Covering and Intersection Conditions
for Prime Ideals” isimli calismada ise, Gilmer'in vermis oldugu (#) tanimi ele alinarak

bu kosullari saglayan halkalarin sahip oldugu bazi 6zellikler gosterilmistir [14]. [13]
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calismasinda verilen (#) kosulunun farkl denkliklerini gosteren teoremlerden biri su

sekildedir:

Yardimci Teorem 2.39 /, R halkasinin bir ideali olsun. I idealinin her minimal asal
ideali bir sonlu uUretilmis idealin radikali ise I nin sonlu sayida minimal asal ideali

vardir [14].
Onerme 2.40 Asagidaki ifadeler birbirine denktir [14].
i. R halkasi (#) kosulunu saglar.

ii. R halkasinin sifirdan farkli bir P asal ideali ve herhangi P, (e S) asal idealleri

icin P UPa ise bazi ¢ S igcin P=P, dir.

aes

iii. Kboy(R) =0 dir ve R halkasi yari quasi yereldir.

iv. Kboy(R)=0 dir ve R halkasinin her asal ideali bir sonlu uretilmis idealin
radikalidir.

v. Kboy(R) =0 dir ve R halkasinin her asal ideali bir temel idealin radikalidir.

ispat: i < iii: Teorem 2.38’de verilmistir.

ii=v: (ii) ifadesine goére R halkasinin her asal ideali maksimaldir. Dolayislyla

Kboy(R)=0 elde edilir. Ayrica, (ii) kosuluna sahip olan bir R halkasi ayni zamanda

[2] galismasindaki (*) kosulunu sagladigindan R halkasinin her asal ideali bir temel

idealin radikalidir [3, Teorem].
v=> iv: Agik¢a gorilmektedir.

iv=iii: Kboy(R)=0 oldugundan R nin her asal ideali, sifir ideali Uzerinde

minimaldir. Boylece Yardimci Teorem 2.39’a dayanarak R halkasi yari quasi yereldir.

iii= ii: Kboy(R)=0 ve R halkasi yari quasi yerel ise R halkasinin asal ideallerinin

sayisi sonludur. Dolayisiyla (ii) ifadesi, Asaldan Kaginma Teoremi’nin sonucu olarak

elde edilir.
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2.4 Kuvvetli 0-Boyutlu Halkalar

Kuvvetli O-boyutlu halkalar Jayaram, Oral ve Tekir tarafindan "Strongly O -
dimensional Rings" isimli makalede karakterize edilmis ve bu halkalar igin gesitli
denklikler kurulmustur. Oncelikle makalede kullanilacak olan bazi ifadelerin tanimlari

verilmistir [15].

Tanim 2.41 R bir halka olmak lzere her a€ R igin a = axa olacak sekilde bir xe R
varsa R halkasina bir regiiler (veya von Neumann regiler) halka denir [15].

Tanim 2.42 R bir halka olsun. R halkasinin her ideali, asalimsi ideallerin sonlu
garpimi seklinde ise R halkasina bir Q-halka denir. Eger R halkasinin her M
maksimal ideali icin R,, bir Q-halka ise R halkasina bir almost Q-halka denir [25,
26].

Tanim 2.43 R degismeli ve birimli bir halka, S indeks kiimesi ve {Ia A S} klimesi

R nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bir P asal ideali, ﬂla C P iken bazi fe S igin

aeS

Iﬁ c P oluyorsa P idealine kuvvetli asal ideal denir. R halkasinin her asal ideali

kuvvetli asal ise R halkasina kuvvetli 0-boyutlu halka denir [15].

Ornek 2.44 Sonlu ideale sahip halkalar Onerme 2.4’ten kuvvetli 0-boyutlu halkalara

ornektir [15].

Her maksimal ideali kuvvetli asal ideal olan bir halkanin kuvvetli 0 -boyutlu
olmayabilecegini gostermek amaciyla asagidaki 6rnek verilmistir.

Ornek 2.45 (R,M) bir yerel halka olsun. Oyleyse M maksimal ideali kuvvetli asal
idealdir. Fakat bir yerel halka her zaman kuvvetli O -boyutlu halka degildir. Bunun igin,

K cisim olmak lizere R =K [[x, y] halkasini ele alalm. R halkasinin (x) asal idealini

gdz onune aldigimizda (x,y’) idealleri icin, re Z" olmak uzere ﬂ(x,y’)g(x)
e

oldugunu goririiz. Ote yandan, her te Z" icin (x, y’)¢_(x)olur. Bundan dolayr R

halkasi kuvvetli O-boyutlu bir halka degildir [15].
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Simdi, bu makalede verilmis olan ve ¢alismamizda yararlanacagimiz bazi teoremlerin

ifade ve ispatlarini verelim.

Tanim 2.46 {I.1,}_, kiimesi, bir R halkasinin ideallerinin herhangi bir ailesi olsun.

Her ie A igin I+1,=R iken I+[ﬂll)=R oluyorsa, R halkasina (*) kosulunu

€A
saglar denir [15].
Yardimci Teorem 2.47 Bir R halkasi lizerinde asagidaki ifadeler birbirine denktir [15].
i. R bir kuvvetli O -boyutlu halkadir.
ii. R halkasi, (*) kosulunu saglayan sifir boyutlu bir halkadir.
iii. Her asal ideal maksimaldir ve her maksimal ideal kuvvetli asaldir.
iv. R halkasinin her P asal ideali ve herhangi bir {q,€ R:ie R} alt kimesi igin

ﬂ(ai)gP ise bazi je A igin a, € P dir.

ieA
v. R halkasinin ideallerinin herhangi bir {I,1,} ailesi ve asal ideallerinin

herhangi bir {Pi}ieS ailesiicin, R halkasi asagidaki 6zellikleri saglar:

a. ﬂB c P ve P de R halkasinin asal ideali ise, bazi je S igin P cP dir.

ieS

b. /1+[ﬂ1,]:ﬂ [+1, d.
€A €A

Yardimci Teorem 2.48 R/Nil(R) bir temel ideal halkasi olsun. Oyleyse R bir

kompakt olarak paketlenmis halkadir [15].
Teorem 2.49 Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler birbirine denktir [15].

i. R/Nil(R) bir Noetherian regiiler halkadr.

ii. R halkasi sifir boyutlu kompakt olarak paketlenmis bir halkadir.

iii. R halkasi Noetherian spektruma sahiptir ve Kboy(R) =0 dir.

iv. R halkasi sifir boyutlu Q -halkadir.
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ispat: i=ii: (i) nin saglandigini kabul edelim. Oyleyse Kboy(R)=0 dir. Yardimci
Teorem 2.48’den R bir kompakt olarak paketlenmis halkadir.
ii=iii: [29, Sonuc 2.4] ve [3, Teorem]’den saglanir.

iii= iv: (iii) kosulunun saglandigini kabul edelim. R Noetherian spektruma sahip

oldugundan, radikal idealler igin artan zincir kosulunu saglar. L(R) kimesi R nin

ideallerinin latisi olmak Uzere Ae L(R) ve P ideali de A Uzerinde minimal olsun.

Buradan {J(A:r)|re£ P} kimesinin bir maksimal elemani vardir. Bu maksimal

eleman bazi r¢ P elemanlariigin m olsun. Simdi P idealinin (A:r) lzerindeki
tek minimal asal oldugu gosterelim. F, # P, (A:r) uzerinde bir bagska minimal asal
olsun. Oyleyse r, & P olacak sekilde r,€ P, vardir. r ve 5 elemanlari P idealinde
olmadiklarindan her me Z" igin rr" ¢ P dir. m elemaninin maksimalliginden
her me Z* igin \J(A:r)=\(A:rr") dir. € P, ve P, ideali de (A:r) izerinde

minimal oldugundan r"ze (A:r) olacak sekilde z¢ F, vardir. Buradan rr"ze A ve

boylece ze(A:rrl") dir. Fakat /(A:r) =4/(A:rr") oldugundan ze (A:r)gP0

celiskisi elde edilir. Oyleyse P=,/(A:r) dir. P maksimal oldugundan (A:r) bir P-
asalimsi idealdir. [30, Sonug 2.2]'den R bir Laskerian yani her ideali asalimsi ideallerin
sonlu kesisimi seklinde yazilabilen halkadir. Boylece Kboy(R)=0 olup R bir Q-
halkadir.

iv=1i: (iv) Gn saglandigini kabul edelim. Kboy(R)=0 oldugundan R/Nil(R), O-
boyutlu bir indirgenmis halkadir. Béylece R/Nil(R) bir regiler halkadir [24, Alistirma
16, sf 111]. R bir Q-halka oldugundan R/Nil(R) de bir Q-halkadir. R/Nil(R) bir
regiler halka oldugundan R/Nil(R) nin her asalimsi ideali maksimaldir. Boylece
R/Nil(R) bir genel ZPl-halka yani her ideali asal ideallerin sonlu ¢arpimi seklinde
yazilabilen halkadir. Sonug¢ olarak, R/Nil(R) bir Noetherian halkadir [24, Teorem

39.2].
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Asagidaki teoremlerde ise Artinian halkalarla kuvvetli O -boyutlu halkalar arasindaki

iliskiler incelenmistir:
Teorem 2.50 Her Artinian halka bir kuvvetli O -boyutlu halkadir [15].

ispat: R bir Artinian halka olsun. R halkasinin bazi I, idealleri ve Pe Spec(R) igin

ﬂla c P oldugunu kabul edelim. R halkasi Artinian oldugundan S nin sonlu bir

aesS

{a,a,,...a,} alt kimesi igin ﬂla :ﬂla olmalidir. ﬂla‘ c P oldugundan bazi

i=1 aes i=1

ke Z" igin I, cP dir. Sonug olarak R bir kuvvetli O-boyutlu halkadir.

Yardimci Teorem 2.51 R halkasinin bir indirgenmis kuvvetli 0 -boyutlu halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul R nin bir Noetherian regtiler halka olmasidir [15].
Teorem 2.52 R halkasi icin asagidaki ifadeler birbirine denktir [15].

i. R bir Artinian halkadir.

ii. R bir kuvvetli O -boyutlu halka ve yerel Noetheriandir.

iii. R bir Noetherian halkadir ve R nin her M maksimal ideali icin R,, kuvvetli O -

boyutlu halkadir.

ispat: i=ii: Teorem 2.50’den her Artinian halka bir kuvvetli O -boyutlu halkadir.
Ayrica [22, Teorem 2, sf 103]’e dayanarak R yerel Noetheriandir.
ii=iii: (ii) kosulunun saglandigini kabul edelim. Boéylece R/Nil(R) indirgenmis bir
kuvvetli O -boyutlu halkadir. Yardimci Teorem 2.49°dan R/Nil(R) bir Noetherian
regller halkadir. [15, Teorem 2.12]'den R bir Q-halkadir ve [26, Teorem 3]’ten R bir
Noetherian halkadir. [15, Lemma 2.13]’e dayanarak R nin her M maksimal ideali igin
R,, bir kuvvetli O -boyutlu halkadir.

iii=i: Teorem 2.49'dan ve [22, Teorem 2, sf 203] referansindan gorilmektedir.
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BOLUM 3

ARALARINDA ASAL YAPILANDIRILMIS HALKALAR

3.1 Aralarinda Asal Yapilandirilmis Halkalara Giris

Bu bdélimde aralarinda asal yapilandirilmis halkalarin tanimi, érnekleri verilecek ve
bazi temel 6zellikleri incelenecektir.
Tanim 3.1 R bir halka, S bir indeks kiimesi ve her i€ § igin I, ler R halkasinin

idealleri olsun. R halkasinin bir P asal ideali, I, +P=R iken ﬂligéP kosulunu

€S
sagliyorsa, P idealine aralarinda asal yapilandiriimis ideal denir. Her asal ideali
aralarinda asal yapilandirilmis ideal olan halkaya da aralarinda asal yapilandiriimis

halka denir.

Bir tamlik bélgesinde (0) ideali aralarinda asal yapilandiriimis idealdir. Dolayisiyla her

cisim bir aralarinda asal yapilandirilmis halkadir. Fakat 7Z tamsayilar halkasi bir

aralarinda asal yapilandiriimis halka degildir. Cinkd, {/,}_ . ={(2)i} ve P=(3)

olarak alindiginda (2) +(3) =Z dir, fakat (0) = N (2) <(3) dir.

ieZ*

Ornek 3.2 Sonlu tane ideali olan halkalar aralarinda asal yapilandiriimis halkadir. Bu

ise Onerme 2.4’te verilen ifadeden acikca gériilmektedir.

Teorem 3.3 Aralarinda asal yapilandirilmis bir halkanin homomorf gorintisid de

aralarinda asal yapilandiriimis halkadir.
ispat: R ve S birer halka, f:R — S bir epimorfizma olsun. S nin bazi J, idealleri
ve ‘Pe Spec(S) icin ie X olmak tzere J,+P =S olsun. O halde f(I[,)=J, ve
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f(P)=" olacak sekilde R nin Cek(f) kiimesini iceren I, idealleri ve P asal ideali

vardir. Oyleyse f(I,)+f(P)=f(R) ve dolayisiyla f(I,+P)=f(R) dir. I, ve P

idealleri Cek(f) kimesini icerdiginden I,+P=R elde edilir. R bir aralarinda asal

yapilandirilmis halka oldugundan ﬂligéP oldugu gorilir. Boylece f[ﬂll} &
ie X ieX

f(P)olup ()3, &% dir.

ieX
Sonug 3.4 R bir halka olmak Gzere, R[X ] bir aralarinda asal yapilandirilmig halka ise

R halkasi da oyledir.

Yukaridaki sonucta verilen ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin, C[X ]
polinom halkasini ele alalim. C[X] halkasinin maksimal idealleri, &€ C olmak lzere

(X —a) formundadir. Sifirdan farkli her € C igin (X —a)+(X)=C[X] olmasina

ragmen, ﬂ (X —a)c(X) oldugundan C[X] bir aralarinda asal yapilandiriimis

0zaeC

halka degildir.

Sonu¢ 3.5 R bir halka ve I da R halkasinin bir ideali olsun. R bir aralarinda asal

yapilandirilmis halka ise R/I bo6lim halkasi da bir aralarinda asal yapilandiriimig

halkadir.
Onerme 3.6 Her Artinian halka bir aralarinda asal yapilandirilmis halkadir.
ispat: R bir Artinian halka, A bir indeks kiimesi, R halkasinin ideallerinin bir {Il.}iEA

ailesi ve P asal ideali igin ﬂli c P olsun. R halkasi Artinian oldugundan ne Z"*
ieA

alt kimesi icin ﬂli :ﬂlia dir. Buradan

ieA a=1

olmak tizere A kiimesinin sonlu bir {i,}

n
a=1

ﬂlia c P elde edilir ve boylece bazi i, indisleri icin I, < P bulunur. Dolayisiyla

a=1

I, +P#R olur ve boylece R bir aralarinda asal yapilandiriimis halkadir.

Siradaki teorem, bir aralarinda asal yapilandiriimis halkanin karakterizasyonunu

maksimal idealler yardimiyla vermektedir.
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Teorem 3.7 R bir halka olsun. R halkasinin tim maksimal idealleri aralarinda asal
yaptlandirilmis ise R bir aralarinda asal yapilandiriimis halkadir.
ispat: P, R halkasinin bir asal ideali ve I, ler (i€ S), R nin I.+P =R kosulunu

saglayan idealleri olsun. Boylece R halkasinin P asal idealini kapsayan bir 901

maksimal ideali oldugundan her ie S igin I.+9T=R elde edilir. 9T bir aralarinda

asal yapilandiriimis ideal oldugundan ﬂli &9 dir. Buradan da ﬂli ZP olup R

icS ieS
nin aralarinda asal yapilandiriimis halka oldugu elde edilir.
Ornek 3.8 (R,M) bir yerel halka olsun. 90T bir aralarinda asal yapilandirilmig idealdir

ve dolayisiyla R bir aralarinda asal yapilandirilmis halkadir. Ozel olarak deger

halkalari, bir yerel halka olduklarindan aralarinda asal yapilandiriimis halkadir.

Ornek 3.9 ie{1,2} igin (R,M,) halkalar yerel halkalar olmak tizere yari-yerel

R =R XR, halkasini ele alalim. R halkasinin idealleri, I, ile J, sirasiyla R, ile R,

o

nin idealleri olmak Uzere 1,XJ, seklindedir. Ayrica, R halkasinin maksimal

ideallerinin kiimesi, 901, € MaxSpec(R,) ve 9, € MaxSpec(R,) olmak lizere
MaxSpec(R) ={Ia><Jﬁ :(Ia =R, J;= ZIRZ) veya (10, =M, J, :Rz)}

dir. $imdi, R halkasinin 90, xR, maksimal ideali icin (I,xJ,)+ (9, xR,)=R
oldugunu kabul edelim. Boylece, I, +9)1, =R, ve buradan da her « igin I, =R, elde

edilir. Dolayisiyla ﬂ (Iaxjﬂ)g_fﬁﬁlsz oldugu gorilur. Benzer sekilde, 9, xR
(@.B)

ideali de bir aralarinda asal ideal oldugundan Teorem 3.7’ye dayanarak R halkasinin

bir aralarinda asal yapilandirilmis halka oldugu goralir.

Sonug olarak; ie{l,2,..,n} icin (R,9M,) halkalar yerel halkalar olmak uzere,

timevarim yontemiyle R=RXR,X..XR halkasinin da bir aralarinda asal

yaptlandirilmis halka oldugu elde edilir.

Siradaki yardimci teoremde Arapovic, bir halkanin sifir boyutlu bir halkaya

gomilebilirligini iki 6zellikle asagidaki sekilde karakterize etmistir:

22



Yardimci Teorem 3.10 Bir R halkasi sifir boyutlu bir halkaya gémdilebilir ancak ve

ancak R asagidaki 6zellikleri saglayan bir {Qﬂ}ﬂeA asalimsi idealler ailesine sahiptir

[27]:

(A1) () Q, =0,

AeA
(A2) Her a€ R igin bir ne N vardir 6yle ki her A€ A igin, ae \/Q, ise a" € Q, dir.

Bu yardimci teoremde (A2) kosulu olduk¢a dnemlidir. Buradan yola cikarak, Brewer

ve Richman bu kosula denk olan asagidaki kosulu vermislerdir.

Teorem 3.11 Bir R halkasinin ideallerinin bir {Iﬁ}k/\ ailesi (A2) kosulunu saglar
ancak ve ancak her (sayilabilir) I' c A alt kiimesi icin lﬂ I, = ﬂ\/z dir [28].
Ael Ael

Ayrica Brewer ve Richman, (A2) kosulunun sifir boyutlu bir halkadaki tim ideallerin
ailesi icin, dolayisiyla da ideallerin herhangi bir ailesi icin saglandigini gostermislerdir.
Bunun yani sira, sifir boyutlu halkalarin bir karakterizasyonu olarak asagidaki teoremi

ispatlamislardir.
Teorem 3.12 Bir R halkasi lizerinde asagidaki kosullar birbirine denktir [28].

i. R halkasi sifir boyutludur.
ii. ~ (A2) kosulu R nin tim ideallerinin ailesi i¢in saglanir.

iii.  (A2) kosulu R nin tlim asalimsi ideallerinin ailesi icin saglanir.

Simdi de (A2) kosulunu kullanarak aralarinda asal yapilandirilmis halkalarin bir bagka

karakterizasyonunu verelim.

Teorem 3.13 R bir halka ve S de bir indeks kiimesi olsun. Eger R bir aralarinda asal

yapilandiriimis halka ise R nin asal ideallerin herhangi bir {Pa}aes ailesive R nin 9

maksimal ideali i¢in ﬂPa c I iken bazi fe S icin P, N dir. ifadenin tersi ise

aes

(A2) kosulu R nin ideallerinin herhangi bir ailesi icin saglandiginda dogrudur.

ispat: (:>): R bir aralarinda asal yapilandiriimis halka, R nin asal ideallerinin bir

{Pa}aes ailesi ve 91 maksimal ideali igin igin ﬂPa c 2 olsun. Varsayimimizdan,

aeS
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pe S olmak lzere bir Py asal ideali igin Py +9M #R dir. Boylece Py elde
edilir.

(<): R halkasinin I, idealleri ve P asal ideali igin ﬂlagP oldugunu kabul

aeS

edelim. Buradan, [ﬂ 1, g\/;:P dir ve P C 9t olacak sekilde bir 97 maksimal
acs

ideali vardir. Teorem 3.11'e gére /ﬂ I, = ﬂ\/z oldugundan ﬂ \/E c P dir. Her
aeS

aeS aeS

I, idealiigin \/E:HPW. olacak sekilde {Pw.}' . asalidealleri oldugundan

' i€
ieX

N N (AR
aeS aeS aeS \ ieX ae S ieX

elde edilir. Hipotezden de bazi fe S ve je X igin Py, 9 oldugu goralir.
Dolayisiyla P+ 9+ R yani P, +P#R dir. Sonug olarak, I,+P#R elde edilmis

olur.

Teorem 3.14 Bir R halkasi, ideallerinin herhangi bir ailesi igin (A2) kosulunu saglasin

ve I idealide R halkasinin nilradikalinde kapsanan bir ideali olsun. Bu durumda R/

halkasinin bir aralarinda asal yapilandiriimis halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R

nin bir aralarinda asal yapilandirilmis halka olmasidir.

ispat: (=): I, R halkasinin nilradikalinde kapsanan bir ideali ve R/I bir aralarinda
asal yapilandirilmis halka olsun. {E}iEA c Spec(R) ve Mt e MaxSpec(R) olmak lizere
P+9MM=R olsun. Buradan R/I=(P+M)/I=P/I+M/I elde edilir. R/I bir

aralarinda asal yapilandinimis halka oldugundan ﬂB/I EM/I dir. Boylece,

ieA
(ﬂPl)/I ZM/1 oldugu gorilur ve bu ifade de ﬂB Z 9 oldugunu gosterir. Sonug
icA €A

olarak, Teorem 3.13’e dayanarak R bir aralarinda asal yapilandirilmis halkadir.

(<): Sonug 3.5’ten agikga goriilmektedir.
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3.2 Aralarinda Asal Yapilandiriimig Halkalarin Yerellestirmeleri

Bu bolimde aralarinda asal yapilandirilmis halkalarla, bu halkalarin yerellestirmesi

arasindaki bazi iliskiler verilecektir.
Teorem 3.15 R bir aralarinda asal yapilandirilmis halka ve P de R halkasinin bir asal
ideali olsun. O halde R halkasinin P deki yerellestirmesi R, bir aralarinda asal

yaptlandirilmis halkadir.

ispat: R, halkasi bir yerel halka oldugundan Teorem 3.7’ye gére bir aralarinda asal
yaptlandirilmis halkadir.

Teorem 3.16 R bir aralarinda asal yapilandirilmis halka ve S de R halkasinin
maksimal ideallerinin herhangi bir ailesinin birlesiminin tiimleyeni olsun. O halde
S™'R bir aralarinda asal yapilandiriimis halkadir.

ispat: A kiimesi MaxSpec(R) nin bir alt kiimesi ve S de A kiimesinin elemanlarinin

birlesiminin tiimleyeni olsun. Teorem 3.7’ye dayanarak 9t A olmak lizere S™'9
ideallerinin aralarinda asal yapilandiriimis ideal oldugunu géstermek yeterlidir. ie X

icin S7'I, ler ST'R nin idealleri olmak tzere S7'I,+S7'9M=5"R oldugunu kabul
edelim. Boylece I, +91=R elde edilir. R bir aralarinda asal yapilandirilmis halka

oldugundan ()7, & M ve buradan da (1| S™'7, £S7'M elde edilir.

ieX ieX

R halkasinin bir baska kesir halkasini incelemeye gecmeden 6nce Prifer bolgelerini

hatirlayalim.

Tanim 3.17 R bir halka ve K da R nin total kesir halkasi olsun. K nin asagidaki

kosullari saglayan bir A alt kimesine R halkasinin bir kesirsel ideali denir [29]:
i. A bir R-modildir.

ii. R halkasinin dA < R olacak sekilde bir d regiler (sifir bolen olmayan) elemani

vardir.

Tanim 3.18 R bir halka, A da R halkasinin bir kesirsel ideali olsun. Eger R halkasinin

AB = R olacak sekilde bir B kesirsel ideali varsa A idealine tersinir ideal denir [29].
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Tanim 3.19 R bir tamlik bolgesi olmak tzere R halkasinin sifirdan farkli her sonlu

Uretilmis ideali tersinir ise R halkasina bir Prifer bolgesi denir [29].

Gilmer tarafindan Prifer bolgeleri ile ilgili verilen 6nemli denklikler asagida yer

almaktadir.

Yardimci Teorem 3.20 R bir tamlik bolgesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktir [24].

i. R halkasinin her P asal idealiicin R, bir deger halkasidir.

ii. R halkasinin her M maksimal idealiigin R,, bir deger halkasidir.
iii. R bir Priifer bolgesidir.

Teorem 3.21 R bir aralarinda asal yapilandirilmis halka olsun. R bir Prifer bolgesi ve

S de R halkasinin bir ¢carpimsal kapal alt kiimesi ise S'R bir aralarinda asal

yaptlandirilmis halkadir.

ispat: S’IP’ S™'R nin bir asal ideali ve X bir indeks kiimesi olmak iizere; e X igin
S7'I, idealleri de S'R halkasinin, S7'I,+S'P=S"'R sartini saglayan idealleri
olsun. Buradan, S7'(I,+P)=S"'R elde edilir. Kabul edelim ki I,+P#R olsun.
Oyleyse [I,+Pc 9 olacak sekilde bir 9% maksimal ideali vardir. I, N
oldugundan I, c P, 9 ve P,+P C I olacak sekilde I, nin bir P, minimal asal
ideali vardir. R bir Priifer bolgesi oldugundan R, bir deger halkasidir ve idealleri tam
siralidir. Buradan S_lPa ve S‘IP, dolayisiyla P, ve P idealleri karsilastirilabilirdir.
Boylece, S, +S'P=S"'P veya S"'I,+S'P < S”'P, dir. Fakat her iki durum da

bir celiski olusturur. Dolayisiyla, 1,+ P =R olup ﬂ I, € P elde edilir. Sonug olarak,

aeX

N(s7'1,)¢ S™'P oldugu griilir.

aeX
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3.3 Aralarinda Asal Yapilandirilmig Halkalarla Baglantili Halkalar

Bu bolimde, aralarinda asal yapilandirilmis halkalarin kuvvetli O -boyutlu halkalar, *-
kosulunu saglayan halkalar ve h-yerel bolgeler ile aralarindaki birtakim baglantilar

verilecektir.

Teorem 3.22 Her kuvvetli 0 -boyutlu halka bir aralarinda asal yapilandiriimig halkadir.
ispat: R bir halka, P ideali R halkasinin bir asal ideali ve S bir indeks kiimesi olmak
Uzere her ie § icin I, idealleri, R halkasinin I, +P =R kosulunu saglayan idealleri

olsun. ﬂll.gP oldugunu kabul edelim. Bdylece, R halkasi kuvvetli O -boyutlu

ieS
oldugundan bazi je § icin I, c P dir. Buradan I, +P =P elde edilir ki bu bir
celiskidir.
Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin, K bir cisim olmak (izere
K[[x,y]] halkasi yerel oldugundan bir aralarinda asal yapilandirilmistir ancak, Ornek

2.45’te gorildigi Gzere kuvvetli 0 -boyutlu bir halka degildir.
Teorem 3.23 R bir halka ve S bir indeks kiimesi olmak tzere {/,} . kiimesi R nin
ideallerinin bir ailesi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i. R halkasi bir aralarinda asal yapilandiriimis halkadir.

ii. R halkasinin her M maksimal ideali bir kuvvetli asal idealdir.

iii. R halkasinin herhangi bir M maksimal ideali igin M+I,=R ise

M+(ﬂlij=R dir.

€S
ispat: i=ii: R halkasinin ideallerinin bir {Il.}ies ailesi ve bir M maksimal ideali i¢in

ﬂli c M oldugunu kabul edelim. Her i€ S igin I, £M olsun. Béylece I,+M =R

ieS

dir. R bir aralarinda asal yapilandiriimis halka oldugundan ﬂ I, €M elde edilir ki bu

ieS

ise kabullimz ile gelisir.
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ii=iii: R halkasinin ideallerinin bir {I,.}ies ailesi ve bir M maksimal ideali icin (ii)

kosulu saglansin. Kabul edelim ki M+(ﬂli}tR olsun. Boylece ﬂligM elde

ieS €S
edilir. Kabulimuizden bir je S icin I, ¢ M oldugu gorilur. Sonug olarak M +1, # R
dir.
iii=i: R halkasinin (iii) kosulunu sagladigini, R nin I, idealleri ve bir P asal ideali

icin I, + P =R oldugunu varsayalim. Kabul edelim ki ﬂli c P olsun. R halkasinin P

ieS

idealini kapsayan bir M maksimal ideali oldugundan I, +M =R ve ﬂli c M elde

ieS

edilir. Boylece M -{ﬂlij # R elde edilir ki bu da bir celiskidir.

€S

Sonug¢ 3.24 R, Krull boyutu O olan bir halka olsun. Bu durumda R halkasinin bir
aralarinda asal yapilandirilmis halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin kuvvetli O -

boyutlu halka olmasidir.
ispat: Teorem 3.22 ve Teorem 3.23’den kolayca goriilmektedir.

Simdi Oral, Ersoy ve Tekir tarafindan tanimlanmis olan *-kosulunu saglayan halka

tanimini verip aralarinda asal yapilandiriimis halkalarla olan baglantisini inceleyecegiz.

Tanim 3.25 R bir halka, S bir indeks kiimesi olmak lizere R nin ideallerinin bir

{1,},, ailesiicin |1, =()/I. olacak sekilde S nin sonlu bir S' alt kiimesi
ae$

aeS'

varsa R halkasi *-kosulunu saglar denir [31].
*-kosulunu saglayan halkalarin karakterizasyonlarindan bazilari asagida verilmigtir:

Teorem 3.26 R halkasi *-kosulunu saglayan bir halka olsun. Eger R halkasi asagidaki

kosullardan birini sagliyorsa bir Artinian halkadir [31].

i. R bir von Neumann reguler halkadir.
ii. R ninbazi I ve J idealleriigin \/7=\/7 ise I =J dir.

Teorem 3.27 R bir Noetherian halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine

denktir [31].
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i. R halkasi *-kosulunu saglar.
ii. R halkasi sifir boyutludur.

iii. R halkasi Artiniandir.

2
iv. R halkasi z-regilerdir (Yani her ae R icin a" =(a”) a' olacak sekilde a'e R

ve ne N vardir).

v. R halkasinin asal ideallerinin bir {le}gé/\ ailesi ve A nin sonlu bir I" alt kimesi

igin /ﬂ P, = ﬂ \/E dir.
AeA AT

Teorem 3.28 R halkasi *-kosulunu saglayan bir halka ise R bir kuvvetli 0 -boyutlu

halkadir. ifadenin tersi, R halkasi Noetherian iken dogrudur.

ispat: (:>) R halkasinin *-kosulunu sagladigini kabul edelim. R nin ideallerinin bir

{Ia}aes ailesi ve P asal ideali i¢in ﬂla C P olsun. Buradan S nin her sonlu " alt

aesS

kiimesi igin /ﬂ I, = ﬂ\/EgP elde edilir. Boylece bazi fe §' indisleri igin
aes

aesS'

I, g\/g C P oldugu goralir.

(<) R nin ideallerinin bir {Ia}aes ailesi ve S nin her sonlu S"' alt kiimesi igin

/ﬂ 1, c ﬂ\/i kapsamasi her zaman saglanir. Ayrica, R bir Noetherian halka
aeS

aeS'

oldugundan Min(ﬂIaJ sonlu bir kiimedir. Min[ﬂIaJ:{P ,Pyz,...,Pyn} diyelim.

n
acs aes

Boylece /ﬂla: ﬂ P = ﬂ P, elde edilir.  Buradan  her
acs Pyev[ﬂ Ia] PyeMin{ﬂ Ia]

Y, € S'={%.%,-7,} icin, ﬂla C P, oldugu gérulur. R halkasi kuvvetli 0 -boyutlu

aes

oldugundan, I, < P, olacak sekilde bir a,€ § vardir ve béylece /I, < P, dir.
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Dolayisiyla ‘/ID(l ﬁ...m‘llan - Py1 m...ﬁPyn saglanir ve sonug olarak

ﬂ /Iaj C ﬂ Pyj = /ﬂ]a elde edilir. Dolayisiyla R halkasi *-kosulunu saglar.
aesS

a;eS’ 7,€S"

Teorem 3.29 R halkasi *-kosulunu saglayan bir halka ise aralarinda asal
yapilandiriimis halkadir.

ispat: R halkasinin ideallerinin bir {I,} = ailesi ve P asal ideali igin [,+P=R

olsun. Bu halkanin bir aralarinda asal yapilandiriimis halka oldugunu géstermek icin

()1, < P oldugunu kabul edelim. Bdylece ()1, <P dir. R halkasi *-kosulunu
aes aes

sagladigindan, S nin sonlu bir S' alt kiimesi icin ﬂ \/EQP elde edilir. Boylece,

aes'

bazi ¢e S' igin I, g\/i C P kapsamasi saglanir. Bu ise kabulimizle gelisir.

Bu bilgiler yardimiyla kuvvetli O -boyutlu halka, aralarinda asal yapilandiriimis halka

ve *-kosulunu saglayan halka arasindaki iliskiler asagidaki diyagramda gosterilmistir.

Kuvvetli 0-boyutlu . Aralannda asal
halka yapilandinilmis halka

Fy

Kboy[R)=0

Sekil 3.1 Kuvvetli 0 -boyutlu Halka ve *-kosulunu Saglayan Halka ile Baglanti

Sonug 3.30 R bir halka olsun. Asagidaki dort ifadeyi g6z 6niine alalim:
i. R bir Noetherian halkadir ve *-kosulunu saglar.

ii. R bir Artiniandir halkadir.
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iii. R bir kuvvetli 0 -boyutlu halkadir ve yerel Noetheriandir.

iv. R bir aralarinda asal yapilandiriimis halkadir ve Kboy(R) =0 dir.

i=ii=iii= iv gerektirmeleri her zaman saglanir. iv=i gerektirmesi ise R halkasinin

indirgenmis oldugu durumda dogrudur.

Not: R bir Noetherian halka ise Sonug 3.30’daki ifadeler birbirine denk olmaktadir.

Asagidaki diyagramda ise, en genel haliyle yukarida bahsedilen halkalar arasindaki

gecisler belirtilmistir.

Kuvvetli
O-boyutlu
halka

Noetherian

&

Y

Yarel
MNoetherian

¥

Artinian halka

~

Moetherian
(veya VNR)

L J

Aralaninda asal
yapilandinimis halka

Sekil 3.2 Halkalar Arasindaki Gegis Diyagrami

*-kosulunu
saglayan
halka

Simdi de aralarinda asal yapilandiriimis halkalarla %-yerel bolgeler arasindaki

baglantilari inceleyecegiz. Bunun icin dncelikle /-yerel bolge tanimini verelim.
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Tanim 3.31 Tamlik bdlgesi olan bir R halkasina, R nin sifirdan farkl her ideali en
fazla sonlu sayida maksimal ideal ve sifirdan farkli her asal ideali tek bir maksimal

ideal tarafindan kapsaniyorsa h-yerel bolge denir [32].

h-yerel bolgelerin karakterizasyonlari Olberding tarafindan toparlanip [33] ve [34]
¢alismalarinda verilmistir. Bu karakterizasyonlardan bazilarini gdsteren teorem

asagida verilmistir.
Teorem 3.32 Bir R tamlik bolgesi igin agsagidaki ifadeler birbirine denktir [34].
i. R bir h-yerel boélgedir.

ii. R nin asikar olmayan kesisime sahip ideallerinin bir {Ii} kolleksiyonu ve A bir

indeks kiimesi icin ﬂli C M iken bazi ie A elemanlariigin I, € M dir.
€A

Teorem 3.33 R bir aralarinda asal yapilandirilmis halka ise h-yerel bolgedir.

ispat: S bir indeks kiimesi olmak (izere R halkasinin asikar olmayan kesisime sahip

ideallerinin bir {Ii}ies ailesi ve R nin M maksimal ideali icin O;tﬂli c M olsun.
ieS

Her ie S icin I,£M kabul edelim. Boylece her i icin I,+M =R dir. R bir

aralarinda asal yapilandirilmis halka oldugundan ﬂli €M elde edilir ki bu ise

€S
kabulimizle gelisir. Dolayisiyla Teorem 3.32’ye dayanarak R bir h-yerel bolgedir.
Not 3.34 Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir. ClinkG bir halka, boyutu
1 olan Noetherian bolge ise h-yerel bolgedir [34, Ornek 3.1]. Bu bilgiye dayanarak, Z
ve C[x] halkalari h-yerel bolgelerdir ancak aralarinda asal yapilandirilmis halka

degillerdir.

Yukaridaki teoremin tersinin hangi kosul altinda dogru oldugunu goéstermek icin
oncelikle, McCoy tarafindan tanimlanan "subdirectly irreducible” halka tanimini

verelim.

Tanim 3.35 Sifirdan farkh tim ideallerinin kesisimi sifirdan farkli olan halkalara

"subdirectly irreducible" halka denir [35].
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Teorem 3.36 R bir subdirectly irreducible halka olsun. Bu durumda R halkasinin bir
aralarinda asal yapilandirilmis halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin bir &i-yerel

bolge olmasidir.

ispat: R halkasinin bir A-yerel bélge oldugunu kabul edelim. R nin bir aralarinda asal

yapilandiriimis halka oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun igin R halkasinin bir M

maksimal ideali, ideallerinin bir {Ii} ailesi ve bir A indeks kiimesi igin ﬂli cM
€A

oldugunu kabul edelim. R bir subdirectly irreducible halka oldugundan bu idealler

ailesinin kesisimi asikar degildir. R halkasini bir Ah-yerel bolge kabul ettigimizden

Teorem 3.32’ye gore bazi ie A elemanlari igin I, €M elde edilir. Bdylece, R bir

aralarinda asal yapilandirilmis halkadir.
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BOLUM 4

KUVVETLI 0-BOYUTLU MODULLER

4.1 Alt Modiller ve Asal Alt Modiller

Bu kisimda, kuvvetli O -boyutlu modil kavramini incelerken yararlanacagimiz bazi
temel bilgiler verilecektir. Tim c¢alisma boyunca M birimli (unitary) bir R-modul

olarak alinacaktir.

Tanim 4.1 M bir R-modil ve X de M nin bir alt kimesi olsun. X kiUmesini

kapsayan tiim alt modillerin arakesitine X kiimesinin Urettigi alt modil denir ve

(X) ile gdsterilir. X sonlu bir alt kiime ve M =(X) ise M ye sonlu Uretilmis modiil

denir [20].

Tanim 4.2 M bir R-modiil olmak tizere (0: M )={re R:rM =0} kimesine M nin
sifirlayicisi denir ve ann(M) ile gosterilir. Eger ann(M')=0 ise M ye sadik modiil
denir. (N:M) kimesiise, M/N bolim modulunin sifirlayicisi olup ayni zamanda R
halkasinin bir idealidir [20].

Tanim 4.3 N, R-modil M nin bir alt modili olmak tzere (N:M) kimesi,
(N:M)={re R:rM < N} seklinde tanimlanir [20].

Tanim 4.4 Sifirdan farkh bir moduliin sifir ve kendisinden bagka bir alt moduli yoksa
bu modiile basit modil denir [20].

Tanm 45 R bir tamhk bodlgesi ve M bir  R-modil olsun.

T(M)={me M :rm=0 olacak sekildebir 0 re R vardir} kiimesi tanimlansin. Bu
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kime M nin bir alt moduli olup M nin burulmah alt moduli olarak adlandirilir.

T(M)=0 ise M vye serbest burulmali modil denir [20].

Tanim 4.6 M bir R-modil ve N de M nin bir has alt modili olsun. Her re R ve
me M icin rme N olmasi, me N veya re(N:M) olmasini gerektiriyorsa N ye
M nin bir asal alt modili denir. M nin tim asal alt moddllerinin kiimesi M nin
spektrumu olarak adlandirilir ve Spec(M) ile gosterilir [20].

Tanim 4.7 M bir R-modil ve N de M nin bir has alt modili olsun. Her re R ve
me M icin rme N olmasi, me N veya re (N:M) olmasini gerektiriyorsa N ye
M nin bir asalimsi alt modili denir [20].

Bir R halkasi icin Spec(R) # < olmasi igin gerek ve yeter kosul R+#0 olmasidir.

Ancak bu 6zellik modiiller igin gegerli degildir. Asal alt moduli olmayan ve asalsiz

modul olarak adlandirilan sifirdan farkli modiiller mevcuttur. Buna 6rnek olarak, Q/Z

nin Z -alt moduld olan

E(p):{a'e Q/Z: Bir re Z ve ne N, igin a':Ln+Z }
p

verilebilir [36].

Simdi, asal alt modiiller kiimesinin bos olmadigi bir modiil olan ve kuvvetli 0 -boyutlu

modalleri tanimlarken kullanacagimiz carpimsal modil tanimini verelim.

Tanim 4.8 M bir R-modil olsun. M nin her N alt modili icin N =IM olacak

sekilde R halkasinin bir I idealivarsa M vye bir carpimsal modil denir [37].

Asagidaki o©onerme, carpimsal modillerin ve alt modillerinin  6nemli bir

karakterizasyonunu vermektedir.

Onerme 4.9 M bir R-modil olsun. M nin carpimsal R-modil olmasi icin gerek ve

yeter kosul M nin her N alt modili igcin N =(N :M)M olmasidir [20].

El-Bast ve Smith'in "Multiplication Modules" isimli ¢alismalarinda ¢arpimsal
modadllerin alt modiilleri ve asal alt modailleri ile ilgili verdikleri teoremlerden bazilari

da su sekildedir:
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Teorem 4.10 M bir sadik R -modiil olsun. Oyleyse M nin bir carpimsal modiil olmasi

icin gerek ve yeter kosul asagidaki ifadelerin saglanmasidir [37]:

i. R halkasinin ideallerinin bostan farkh bir I, (e A) ailesi igin

ﬂ(IAM):(ZQIle dir.

AeA

ii. M nin bir N alt modild ve R halkasinin N © AM kosulunu saglayan A ideali
icin Bc A ve N C BM olacak sekilde bir B ideali vardir.

Tanim 4.11 M bir R-modil, N de M nin bir has alt moduli olsun. M nin bir bagka
K alt modili icin Nc KcM iken N=K veya K=M ise N ye M nin bir
maksimal alt modilu denir. Bu tanima denk olarak N alt moduilinin M nin bir
maksimal alt modulii olmasi igin gerek ve yeter kosul M /N nin bir basit modiil

olmasidir [20].
Teorem 4.12 M bir carpimsal R -modiil olsun. Oyleyse
i. M nin her has alt modild, M nin bir maksimal alt modild tarafindan kapsanir.

ii. Bir K alt modilliiniin, M nin maksimal alt modili olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul R halkasinin K =PM # M olacak sekilde bir P maksimal idealinin
bulunmasidir [37].

Teorem 4.13 P, R halkasinin bir asal ideali ve M bir sadik carpimsal R-modiil

olsun. ae R ve xe M olmak lizere axe PM ise a€ P veya xe PM dir [37].

Bu teoremin ifadesine goére, M bir sadik carpimsal R-modiil ve P de R halkasinin

M # PM olacak sekilde bir asal idealiise PM alt moddla asaldir.

Teorem 4.14 M bir carpimsal R-modil N de M nin has alt modili olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir [37].
i. N alt modula asaldir.
ii. (N :M) idealiasaldir.

iii. R halkasinin ann(M) idealini iceren bazi P asal idealleriigcin N = PM dir.

36



Teorem 4.12 ve Teorem 4.14’e dayanarak M bir ¢arpimsal modil ise Spec(M)

kiimesinin bos kiimeden farkl oldugu gérilmektedir.

Teorem 4.15 M bir sadik carpimsal R -modiil olmak tzere asagidaki ifadeler birbirine

denktir [37].

i. M, sonlu Uretilmistir.

ii. A ve B, R halkasinin idealleri olmak lizere AM < BM ise Ac B dir.
iii. M ninher N alt modulu igcin N =IM olacak sekilde tek bir 7 ideali vardir.
iv. R halkasinin herhangi bir A has idealiicin M # AM dir.

v. R halkasinin herhangi bir P maksimal ideali icin M # PM dir.

Halkalar teorisinde idealler icin verilen boyut ve radikal kavraminin modiiller

teorisindeki versiyonu su sekildedir:

Tanim 4.16 M bir R-modil olmak dGzere M nin (Krull) boyutu,
Kboy(M ) = Kboy (R/ann(M )) seklinde tanimlanir [38].

Yukaridaki tanima dayanarak, M bir carpimsal moddl ise

Kboy(M)=sup{B, c B c..c P.: P e Spec(M)} seklindedir.
k

Tanim 4.17 M bir R-modil ve N de M nin bir alt modili olsun. M nin N i

iceren tim asal alt modillerinin kesisimine N nin radikali denir ve M-rad(N) ile

gosterilir [20].

Ali'nin "ldempotent and Nilpotent Submodules of Multiplication Modules" isimli
makalesinde, nilpotent ideal kavrami genellestirilerek nilpotent alt modul tanimi su
sekilde verilmistir:

Tanim 4.18 M bir R-modil, N de M nin bir alt modili olsun. Bir pozitif &
tamsayisi icin (N:M)kN:O ise N alt modiline nilpotent alt modul denir. Eger

Rm, M nin nilpotent alt modiili ise me M elemani nilpotent olarak adlandirilir ve

tiim nilpotent elemanlarin kiimesi Nil(M ) ile gosterilir [39].
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Tanim 4.19 M bir R-modil olmak tGzere M nin sifirdan farkh nilpotent elemani

yoksa M vye indirgenmis modil denir.

Ali ve Smith'in "Pure Submodules of Multiplication Modules" isimli makalesinde ise
idempotent ideallerin genellestirmesi olan idempotent alt modil asagidaki sekilde

tanimlanmistir.

Tanim 4.20 M bir R-modil, N de M nin bir alt modili olsun. Eger N=(N:M)N

ise N alt modiliine idempotent alt moddl denir [40].

Tanim 4.21 M bir R-modiilve N de M nin bir alt moduli olsun. R nin her [ ideali

icin IN=NNIM ise N alt modiline M nin bir plr alt modili denir [41].

Tanim 4.20 ve 4.21'de goruldigu Uzere; eger M bir carpimsal R-modilve N de M

nin  bir plr alt modili ise I=(N:M) olarak  alinirsa,

(N:M)N=NN(N:M)M =N oldugundan N ayni zamanda bir idempotent alt

moduldir. Bu ifadenin tersi ise N bir carpimsal alt modil yani, M nin her K alt

modilli igin KN =(K:N)N kosulu saglandiginda dogrudur [40].

Kesir modiillerinin asal alt modilleri ise Moore ve Smith tarafindan "Prime and
Radical Submodules of Modules over Commutative Rings" isimli ¢alismada

karakterize edilmistir [42].

Onerme 4.22 S, R halkasinin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve M bir R-modiil olsun.

O halde S™'M :{ﬂ:me M, se S} bir ST'R -modiildir. Ayrica M bir carpimsal R-
S

modil ise S™'M bir carpimsal S™'R -moduldiir [20].

Teorem 4.23 S, R halkasinin carpimsal kapali alt kiimesi ve M bir R-modil olmak

izere S'M nin asal S™'R -alt modiillerinin kiimesi su sekildedir [42]:

Spec(S™'M)={S™'PB| (B: M) S =D ve Pe Spec(M)} .
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4.2 Kompakt Paketlenmis Modiiller

Bu bolimde halkalar icin yapilmis olan Asaldan Kaginma Teoreminin ve kompakt
paketlenmis halka kavraminin modiiller Gizerindeki yeni tanimini veren ve kuvvetli 0-

boyutlu modillere motivasyon saglayan ¢alismalara deginilecektir.

Lu tarafindan 1997 yilinda yayinlanmis olan “Unions of Prime Submodules” makalede,
halkalar icin ispatlanmis olan Asaldan Kaginma Teoremi, degismeli halkalar Gzerindeki

modillere genellestirilmistir.

McCoy tarafindan idealler igin [1] numarali kaynakta verilen asagidaki 6zelligin, bir

grubun alt grubu icin de gecerli oldugu su sekilde ifade edilmistir.

Tanim 4.24 M bir R-modilve L,L,...,L, de M nin alt moddlleri olsun. Eger L alt
modull, L,..,L, alt moddllerinin herhangi n—1 tanesinin birlesiminde icerilmezse
LcL UL u..UL, kapsamasina bir etkin ortills denir. Eger L=L UL, U...UL,
ve L (ISkSn) alt modillerinden higbiri birlesimlerinden g¢ikarilamiyorsa bu

birlesime etkin birlesim denir. M nin alt modiillerinin bir ortisl, gereksiz terimlerin

silinmesiyle etkin hale getirilebilir ve buna etkin indirgeme denir [16].

Yardimci Teorem 4.25 L=L UL U..UL (n>1) bir R-modil M nin alt

modillerinin etkin birlesimi olsun. O halde her & icin ﬂLj :ﬂLj dir [16].
j=1

ek
Onerme 4.26 L,...L ler (n>1) R-modil M nin alt modiilleri olmak tzere
LcL UL uU..UL, bir etkin ortilis olsun. Her j#k igin (L, M)YZE(L, :M) ise
ke{1,2,...,n} igin higbir L, alt modili M nin asal alt modilii degildir [16].

ispat: LcLuULu..UL bir etkin ortulus oldugundan,
L=(LNL)u(LNL,)u..u(LNL,) bir etkin birlesimdir. Béylece her k <n igin bir

e, € L—L, elemani vardir. Ayrica, Yardimci Teorem 4.25’ten ﬂ(Lij) cLnL dr.

J#k
Eger j#k ise (L,:M )% (L :M) dir. O halde bir 5s,€ (L, :M)—(L :M) elemani

mevcuttur. Simdi bazi L, alt modullerinin asal oldugunu kabul edelim. Oyleyse

39



(L, :M) bir asal idealdir ve béylece s=]]s,e(L;:M) dir, fakat se (L, :M) dir.

Jj#k
Sonug olarak, her j#k icin se,.e LML, dir, ancak se & LML dir ve bu ise

ﬂ(Lij)ngLk olmasi ile gelisir. Dolayisiyla L, alt modiillerinin higbiri asal

Jj#k

degildir.

Siradaki teoremde ise modiller igin Asaldan Kaginma Teoremi’nin ifade ve ispati
verilmistir.

Teorem 4.27 M bir R-modil, L,L,,...,L, alt modiilleri M nin en fazla iki tanesi
asal olmayan sonlu sayida alt modilleri ve L de M nin LCL UL U..UL,
seklindeki bir alt moduilu olsun. j#k iken (L, :M)% (L, :M) ise bazi k lar igin

Lc L, dir[16).

Ispat: Lc L, UL, U..UL  ortilist verilen Lo UL, L...UL, ortilisinin bir
etkin indirgemesi olsun. Oyleyse 1<m<n dir ve m#2 dir. Eger m>?2 ise en az bir

L asal olur. Fakat bu ifade Onerme 4.26’ya gére j#k iken (L;:M)z (L, :M)

oldugundan imkansizdir. Béylece m=1 olup, bazi k lari¢cin L L, dir.

Bu ¢alismadan sonra, Gallialp ve Tekir tarafindan yapilmis olan “On Unions of Prime
Submodules” isimli makalede degismeli bir halka Gzerindeki modiiliin alt moddllerinin
sonlu ve sonsuz birlesimleri incelenmis olup kompakt paketlenmis moddullerin tanimi

verilmigtir.

Tanim 4.28 R degismeli bir halka, M bir R -modiil ve N de M nin bir alt moduli
olsun. Eger N alt modili, M nin asal alt moddllerinin bir ailesinin birlesiminde
kapsaniyorken bu ailedeki asal alt modillerden birinde kapsaniyorsa N alt modiliine
asal alt modillerle kompakt paketlenmis denir. M nin her alt moduli asal alt
modillerle kompakt paketlenmis ise M ye bir kompakt paketlenmis modil denir

[17].

Makalede yer alan kompakt paketlenmis modiillerin bir karakterizasyonunu veren

onemli teoremler su sekildedir.
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Teorem 4.29 M bir carpimsal R -modul olsun. M nin bir kompakt paketlenmis
modil olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin her asal alt modiliinin, asal alt
modiillerle kompakt paketlenmis olmasidir [17].

ispat: (:>) M bir kompakt paketlenmis R -modiil ise her asal alt modili kompakt

olarak paketlenmistir.

(<:) M nin her asal alt moduliiniin kompakt paketlenmis oldugunu kabul edelim. N
M nin bir alt modili, N,(iel) alt modiilleri de M nin asal alt modilleri olmak

Uzere NQUNZ. ve T de M nin NngUNi olacak sekilde bir maksimal alt

iel iel
modull olsun. T ayni zamanda bir asal alt modul oldugundan hipoteze dayanarak,

baziie I icin N T < N, elde edilir.

Teorem 4.30 Bir carpimsal R-modil M nin kompakt paketlenmis olmasi igin gerek
ve yeter kosul M nin her asal alt modulinin M nin devirli bir alt moddllintin radikali
olmasidir [17].

ispat: (:>) M bir kompakt paketlenmis R -modil olsun. N alt modiliinin, M nin
bir asal alt modili oldugunu ve M nin bir devirli alt moduliiniin radikali olmadigini
kabul edelim. Her me N igin N #./(m) ve ,/(m) ideali de M nin m elemanini
iceren tiim asal alt modiillerinin kesisimi oldugundan me N, fakat N ¢ N,, olacak

sekilde bir N, asal alt modulu vardir. Fakat bu da N U N, oldugundan M nin

meN

bir kompakt paketlenmis modiil olmasiyla gelisir.

(&) M nin her asal alt modilinin M nin bir devirli alt modiliniin radikali

oldugunu kabul edelim. N ve N,(iel) alt modilleri M de asal ve bazi me M

elemanlari icin N =,/(m) olmak tzere NQUNI. olsun. O halde me UNI. dir ve

iel iel
boylece bazi ie I igin me N, elde edilir. Dolayisiyla bazi i€ I igin Nzﬂl(m) c N,

oldugu gorilir. Teorem 4.29°dan M bir kompakt paketlenmis moddlddir.
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Bu ¢alismadan sonra Tekir tarafindan yapilan “On Coprimely Packed Multiplication
Modules” isimli calismada aralarinda asal paketlenmis halka taniminin carpimsal
modiller Uzerindeki yeni tanimi verilmistir. Kompakt paketlenmis modillerin bir
genellemesi olan ve aralarinda asal paketlenmis modiil olarak adlandirilan bu

moddller incelenmistir.

Tanim 4.31 M bir carpimsal R-modil olsun. M nin bir N alt modilia, M nin bir
asal alt modiiller ailesinin her elemani ile aralarinda asal iken bu ailedeki asal alt
modyiillerin birlesiminde kapsanmiyorsa, N alt modilline aralarinda asal paketlenmis
denir. Her alt modulu aralarinda asal paketlenmis olan modiillere aralarinda asal

paketlenmis moddl denir [18].

Kompakt paketlenmis modiiller ile aralarinda asal paketlenmis modiller arasindaki

baglantilari gésteren teoremler agagida verilmistir.

Onerme 4.32 M bir carpimsal R-modiil olsun. M bir kompakt paketlenmis modiil

ise aralarinda asal paketlenmistir [18].

ispat: M bir kompakt paketlenmis modil olsun ve M nin aralarinda asal
paketlenmis olmadigini kabul edelim. O halde, M nin sifirdan farkli bir N alt modulu

ve Spec(M) nin bos kiimeden farkli bir X alt kiimesi vardir 6yle ki her Pe X igin

N+P=M ve N C U P saglanir. M kompakt paketlenmis oldugundan bazi Pe X

PeX

icin N c P elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Dolayisiyla M bir aralarinda asal

paketlenmis R -moduldur.
Bu 6nermenin tersinin saglandigi kosul ise siradaki dnermede verilmistir.

Onerme 4.33 M bir carpimsal serbest burulmali R -modiil ve M nin boyutu 1 olsun.
M nin kompakt paketlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin aralarinda asal

paketlenmis olmasidir [18].

ispat: M nin aralarinda asal paketlenmis iken kompakt paketlenmis oldugunun

gosterilmesi yeterlidir. N, M nin sifirdan farkli bir alt modili ve X de Spec(M) nin

bos kiimeden farkh bir alt kiimesi olsun. NgUP oldugunu kabul edelim
PeX

(Kabullimiizi etkilemeyeceginden O0¢ X olarak kabul edebiliriz). M aralarinda asal
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paketlenmis oldugundan bazi Pe X igin N+ P# M dir. M bir carpimsal R -modl

oldugundan Teorem 4.11'e gére N+ P T olacak sekilde M nin bir T maksimal alt
moduli vardir. Fakat M bir serbest burulmali R -moddil oldugundan 0,, bir asal alt

moddulduar. Ayrica, M nin boyutu 1 oldugundan P=T ve N c P elde edilir. Boylece

M bir kompakt paketlenmistir moddldiir.

4.3 Kuvvetli 0 -boyutlu Modiillere Giris

alkalarin asal idealleri icin gecerli olan, Onerme 2.4’te verilen 6zellik modiiller icin
Halkal | ideall li ol 0 2.4t I ik dall

genel olarak dogru degildir. Ornegin; Z-modiil ZxZ ele alindiginda (0,0) bir asal alt
modduldir ve (ZxO)m(OxZ):(0,0) olur. Ancak ZXOQQ(0,0) ve OXZQQ(0,0)

oldugu goriulmektedir. Eger modil, garpimsal bir modil ise bu durum farklilik
gostermektedir. Yani carpimsal modiillerde bir asal alt modiil, alt modiiller ailesinin
herhangi bir sonlu kesisimini kapsiyorken bu ailedeki bir alt moduli de kapsar [43]. Bu
kesisimin sonsuz oldugu durumun incelenmesi igin kuvvetli O -boyutlu modiiller

asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tanim 4.34 M bir garpimsal R-modil, S bir indeks kiimesi ve o€ S olmak Uzere

N, lar M nin alt moddlleri olsun. B, M nin bir asal alt modiili olmak (izere

ﬂ N, ‘P ikenbazi B § igin N, c P oluyorsa ‘B asal alt moduliine kuvvetli asal

aes
denir. M nin tim asal alt modiilleri kuvvetli asal ise M ye kuvvetli 0 -boyutlu moddl

denir.

Onerme 4.35 Kuvvetli 0 -boyutlu bir modiiliin her homomorfik gériintiisii de kuvvetli

0 -boyutludur.

ispat: M bir kuvvetli 0 -boyutlu R -modiil ve M ' herhangi bir R -modiil olmak iizere

f:M — M' bir modil epimorfizmasi olsun. M ' nin N," alt modulleri ve ' asal

alt moduli igin ﬂNa'g‘B' kabul edelim. f bir epimorfizma oldugundan, M nin

aes

N, alt moddlleri ve B asal alt modulu vardir dyle ki Cek(f) <= N,, Cek(f)c<P ve

f(N,)=N,', f(P)=P' dir. Boylece ﬂNa':ﬂf(Na)zf(ﬂNajgip':f(&p)

aeS aeS ass
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dir. Buradan ﬂNa c ‘B elde edilir. M bir kuvvetli 0-boyutlu modul oldugundan,

aes

bazi e S icin N, ‘B dir. Dolayisiyla N,'= f(N,) < f(B)="B' oldugu gorilir.

Sonuc¢ 4.36 M bir R-modiilve N de M nin bir alt modili olsun. M bir kuvvetli O -
boyutlu modiil ise M /N bir kuvvetli O -boyutlu R/(N : M) -modildiir.

ispat: M bir kuvvetli 0-boyutlu modiil ise Onerme 4.35ten M/N de oyledir.

Halkalarin degisiminden M /N kuvvetli 0 -boyutlu bir R/(N : M) -modildir.

Teorem 4.37 M bir serbest burulmali R -modil olsun. M bir kuvvetli 0 -boyutlu

modil ise M basit moduldir.

ispat: M bir kuvvetli 0 -boyutlu R-modiil olsun. N de M nin sifirdan farkh tiim
N, alt modillerinin kesisimi olsun. Celigki elde etmek icin N =0 kabul edelim. M
bir kuvvetli 0 -boyutlu modil ve (O) asal oldugundan, bir & i¢in N, =0 elde ederiz

ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla N #0 dir. 0=me N alalim. M nin sifirdan farkli en
kiigik alt modili N ve Rmc N oldugundan Rm=N elde edilir. Simdi, O#ae R
alalim. Buradan Ram < Rm dir. Boéylece Rm = N = Ram oldugu gorilir. Dolayisiyla
m=ram olacak sekilde bir re R vardir. M serbest burulmali oldugundan, a
elemani R halkasinin birimsel elemanidir. Boylece R bir cisimdir, yani M bir basit

modduldar.
Onerme 4.38 Her kuvvetli 0 -boyutlu modiil sifir boyutludur.

ispat: M bir kuvvetli 0 -boyutlu modiil ve P, ve B, alt modiilleri, B, = B, olacak
sekilde M nin iki asal alt modulii olsun. Sonug 4.36 dan, M /P, bir kuvvetli O -
boyutlu R/(P, : M) -modildur. 93, asal oldugundan M/, serbest burulmalidir.
Teorem 4.37 den M/, basit modiildir. Buradan B,/ =(0) dir ve bdylece

B, =P, elde edilir.

Teorem 4.39 Her Artinian ¢arpimsal modiil kuvvetli O -boyutludur.
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ispat: M bir Artinian carpimsal modiil olsun ve M nin N, alt moddlleri ve B asal

alt modili igin ﬂNa c ‘B kabul edelim. M bir Artinian modil oldugundan, S nin

aes

sonlu bir {@;}" alt kimesi icin (| N, = ﬁNa’ dir. Buradan

aess i=1

(ﬂNa:Mj:(ONm :Mj:ﬁ(Nq M) (P:M)

aes i=1
elde edilir. Boylece, (3: M ) ideali R nin asal ideali oldugundan bazi ke Z" indisleri
icin (Nak :M)g(‘B:M) elde edilir. Dolayisiyla (Nak :M)Mg(‘B:M)M dir. M
carpimsal modil oldugundan bazi ¢, € S indisleri i¢in N, c ‘B dir.

Teorem 4.40 M bir sonlu Uretilmis sadik ¢arpimsal R -modul olsun. M nin bir

kuvvetli 0 -boyutlu modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul R halkasinin kuvvetli O -

boyutlu halka olmasidir.

ispat: (=) M bir kuvvetli 0 -boyutlu modiil ve R halkasinin 1, idealleri ve P asal

ideali icin ﬂ I, < P olsun. Boylece [ﬂ IajM c PM dir ve Teorem 4.13’ten PM ,

aes aeS

M nin bir asal alt modiilidir. Teorem 4.10 (i)'den ise ()(1,M )< PM elde edilir.

aes

M bir kuvvetli 0 -boyutlu modil oldugundan bazi Se S indisleri igin 1;M < PM

dir. Boylece Teorem 4.14'ten I,cP oldugu goralar.

(&) R bir kuvvetli 0-boyutlu halka ve M nin N, alt modilleri ve’}3 asal alt

moduli igin ﬂNa c ‘P olsun. M bir carpimsal modil oldugundan R halkasinin I,

aes

ideallerive P asal ideali vardir éyleki N, =1,M ve B =PM dir. Boylece

PM:qs*;ﬂNa:ﬂ(laM):[ﬂlaJM

aes aesS aes
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dir ve buradan ﬂlagP oldugu goriulir. R bir kuvvetli 0 -boyutlu halka

aeS

oldugundan, bazi feS indisleri igin I,cP elde edilir. Dolayisiyla

Nﬁ:IﬁMgPM:‘B dir.

Onerme 4.41 M bir carpimsal R -modiil ve S de R halkasinin bir carpimsal kapali
alt kimesi olsun. M bir kuvvetli 0-boyutlu R -modil ise S™'M de bir kuvvetli O -

boyutlu S™'R -moduldir.

ispat: M nin N, alt modiilleri ve B asal alt modilii igin [S™'N, < S™'P olsun.

acT

S‘l(ﬂNajgﬂS_lNagS‘l’B oldugundan, (|N, <P dir. M bir kuvvetli 0-

aeT acT aeT

boyutlu modiil oldugundan bazi e T igin Ny, B dir. Dolayisiyla bazi fe T igin

SNy S'P elde edilir.

4.4 Von Neumann Regiiler Modiiller ve Kuvvetli 0 -boyutlu Modiiller

Bu bolimde von Neumann regiiler modiller ile kuvvetli 0-boyutlu halkalar
arasindaki iliskiler incelenecektir. Bunun ig¢in oncelikle von Neumann regiiler modiil

tanimini verelim.

Tanim 4.42 M bir R-modil olmak Gzere M nin von Neumann regiler olmasi igin
gerek ve yeter kosul M nin her devirli alt modilinin M de bir direkt toplam terimi

olmasidir [44].

Tanim 4.43 M bir R-modil olsun. Bir me M elemanina m=ram (sirasiyla,

m=rm) olacak sekilde bir re (Rm: M) ve a€ R (sirasiyla, re (Rm:M)) varsa von

Neumann regiiler (sirasiyla, idempotent) denir [39].

Bu tanima dayanarak me M bir idempotent eleman ise m=rm=r’m oldugundan
m bir von Neumann regiiler elemandir. Ayrica tanimdan acikca gorildigi lizere, m

elemaninin idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul Rm alt modilinin M nin

bir idempotent alt mod(ilii, yani Rm=(Rm: M )m olmasidir.
Teorem 4.44 R bir halka ve M bir sadik R -modiil olsun.
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i. Nil(M), M nin bir alt moduluddr.

ii. M bir carpimsal modul ise Nil(M )= Nil(R)M = ﬂ £ dir [39].

e Spec(M )

ispat: i. m;,m, € Nil(M) olsun. O halde Rm, ve Rm, alt modilleri M nin nilpotent
alt moddilleridir. [38, Onerme 4(6)'dan M bir sadik R -modiil iken iki nilpotent alt
modiliun toplami da nilpotenttir. Dolayisiyla Rm, + Rm, bir nilpotent alt modduldur.
R(m, +m,) € Rm, + Rm, oldugundan m, +m, € Nil(M) dir. [38, Onerme 4(4)]’ten her
re R ve me Nil(M) icin Rrm nilpoent alt modildir. Boylece rme Nil(M) elde
edilir.

ii. M bir sadik carpimsal modiil ve me Nil(M) olsun. O halde Rm nilpotenttir ve
[38, Onerme 4(1)I’den (Rm:M) nilpotent idealdir. Béylece (Rm: M )c Nil(R) ve
me (Rm:M )M < Nil(RYM  oldugundan Nil(M)c Nil(R)M elde edilir. Ters
kapsama icin, a€ Nil(R) alalim. [38, Onerme 4(4)]’den her me M icin ame Nil(M)
dir. Buradan aM < Nil(M) elde edilir ve bu da Nil(R)M < Nil(M) oldugunu gosterir.
Sonug olarak, Nil(R)M =Nil(M) dir. Simdi me Nil(M) alalim. (Rm:M) ideali, R
halkasinin nilpotent ideali oldugundan (Rm:M)k=0 olacak sekilde bir ke Z"
vardir. M nin tim £ asal alt modiilleri igin (Q:M) idealleri de R halkasinin asal
idealleridir. Boylece (Rm:M) c(Q:M) oldugundan (Rm:M)c(Q:M) elde
edilir. Dolayisiyla me (Rm:M)M < (Q:M)M =9 oldugu gérilir. Buradan

me ﬂ £ yani Nil(M) c ﬂ £ elde edilmis olur. Ters kapsama igin, M bir

Qe Spec(M) Qe Spec(M)
sadik ¢arpimsal modil oldugundan Nil(R)M = ﬂ P |\M = ﬂ PM dir. R
Pe Spec(R) PeSpec(R)

halkasinin bazi P, asal idealleri icin M # PM ise PM alt modilleri, M nin asal alt

l

modydilleridir. Boylece Nil(R)M = ﬂ PM o ﬂ £ dir. R halkasinin tum P

PeSpec(R) e Spec(M )
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asal idealleri icin, M =PM ise ﬂ QC Nil(R)YM =M dir. Sonug¢ olarak,

e Spec(M )

£ =Nil(R)M elde edilmis olur.

Qe Spec(M)
Onerme 4.45 R bir halka ve M bir sadik carpimsal R-modiil olsun. M nin von
Neumann regiler olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin her elemaninin von

Neumann regiller olmasidir [39].
ispat: (<:) me M bir von Neumann regiiler eleman ise [38, Lemma 8])’den Rm bir
pir alt modiildir. M bir sadik carpimsal R -modiil oldugundan [38, Onerme 2]’den

Rm alt moduli M nin bir direkt toplam terimidir. Béylece M bir von Neumann

regliler modulddar.

(=) M bir von Neumann regiiler modiil ve me M ise Rm alt modili M nin bir

direkt toplam terimidir ve bdylece Rm bir pir alt moduldir. Dolayisiyla Rm
idempotent olup me M bir idempotent elemandir. Her idempotent eleman von
Neumann regiiler oldugundan ispat tamamlanir.

Onerme 4.46 R bir halka ve M bir sadik carpimsal R -modiil olsun. Eger M bir von
Neumann regiiler modiil ise Kboy(M)=0 ve Nil(M)=0 dir. ifadenin tersi ise M

nin sonlu Gretilmis oldugu durumda dogrudur [39].

ispat: (=) Q, R-modil M nin bir asal alt modiilii olsun. M bir sadik ¢arpimsal R -

modul oldugundan Teorem 4.13 ten R halkasinin bir P asal ideali icin Q=PM ve
M # PM dir. Boylece [37, Sonug¢ 3.5]’ten M/PM bir sonlu Uretilmis serbest

burulmali R/P -modiildir. [39, Onerme 9(3)]'ten M/PM bir basit R/P -modiildir. O

halde Q=PM maksimaldir ve boylece Kboy(M)=0 elde edilir. Simdi me Nil(M)

olsun. Oyleyse bazi k pozitif tamsayilari icin (Rm:M)kmzo dir. M bir von

Neumann regiiler modil oldugundan Onerme 4.45’e dayanarak m elemaninin von
y

Neumann regller oldugu goruliir ve dolayisiyla bazi ae R i¢in Rm :(Rm:M)am dir.
Boylece (Rm:M ) am=(Rm:M )" (Rm:M)am=(Rm:M)"" 'm=0 dir. Bu sekilde
devam edilerek (Rm:M)m=0 elde edilir. Buradan Rm=(Rm:M )am=0, yani

m =0 oldugu gorilur. Dolayisiyla Nil(M) =0 dir.
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(&) Kboy(M)=0 ve Nil(M)=0 oldugunu kabul edelim. Teorem 4.44’ten

Nil(R)=0 dir. P ideali, R halkasinin bir asal ideali olsun. M bir sonlu Uretilmis,

sadik ve ¢arpimsal modil oldugundan Teorem 4.13’e gore PM alt modili M nin
asal alt moduladiir. Dolayisiyla PM alt modill, M nin maksimal alt moddlldir ve

Teorem 4.11’den, P ideali R halkasinda maksimaldir. Boylece Kboy(R) =0 olup R
bir von Neumann regiiler halkadir. Simdi me M alalim. O halde (Rm:M ), R nin bir
idealidir. R bir von Neumann regiiler halka oldugundan (Rm: M) ideali R nin pur
idealidir. [39, Teorem 3(1)]'den Rm=(Rm:M)M alt modili, M nin pir alt

modulidir. [39, Onerme 2]’den ise Rm alt modiiliiniin, M nin bir direkt toplam

terimi oldugu elde edilir ve béylece M bir von Neumann regtler modulddir.

Yardimci Teorem 4.47 R bir halka, M bir R-modil, K ile L, M nin iki alt moduli
ve R halkasinin her 90t maksimal ideali igin K, ve L,,, My, nin Ry, -alt modiilleri
olsun. Her M igin K,, = L, ise K =L dir[45].

Yardimci Teorem 4.48 M bir carpimsal R -modil olsun. R nin her 9J1 maksimal

ideali igin M, bir kuvvetli 0 -boyutlu modiil ise Kboy(M) =0 dir.

ispat: M nin P ve 9 asal alt modiilleri igin 3 < 9 olsun. Buradan B < Q,y, dir.
M, kuvvetli O -boyutlu oldugundan Onerme 4.38’den Kboy(M,,)=0 dir. Béylece
By = Qyy dir. Yardimer Teorem 4.47’den de P = Q elde edilir.

Teorem 4.49 M bir sonlu lretilmis sadik carpimsal R -modiil olsun. M indirgenmis

ve R nin her 91 maksimal ideali igin M, bir kuvvetli 0 -boyutlu modiil ise M bir

von Neumann regiiler moduldir.
ispat: Onerme 4.46 ve Yardimci Teorem 4.48’in sonucudur.

Teorem 4.50 M bir sadik carpimsal R -modil olsun. Eger M sonlu Uretilmisse, M
nin bir von Neumann regiiler modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin her N alt

modulinin idempotent olmasidir.
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ispat: (=) M bir von Neumann regiiler modil ve N de M nin bir alt modiil
olsun. Béylece (N:M )N < (N:M )M =N oldugu gérilmektedir. Ters kapsama igin
me N alalim. Buradan m=ram olacak sekilde re(Rm:M) ve a€ R vardir.
(Rm:M)c(N:M) oldugundan, m=rame (Rm:M)amc (N:M)N dir. Béylece

N=(N:M)N elde edilir.

() M nin her alt modili idempotent ve meM olsun. Oyleyse
Rm=(Rm:M)Rm dir. Buradan me (Rm:M)m elde edilir ve béylece bazi

re(Rm:M) icin m=rm dir. Her idempotent eleman von Neumann regiler

oldugundan Onerme 4.45’e dayanarak M nin bir von Neumann regiiler modiil

oldugu elde edilir.

Teorem 4.51 M bir sadik carpimsal R-modil olsun. Asagida siralanan (¢ durumu

g6z 6nline alalim.

i. M bir von Neumann regiler moduldir.
ii. M nin her asalimsi alt moduli maksimal alt moduldar.

ifi. M nin her asalimsi alt modilu minimal asal alt moduldr.

M sonlu Uretilmisse, i=ii=iii her zaman dogrudur. jii=i gerektirmesi, M
indirgenmis moddl ise dogrudur.

ispat: M sonlu Uretilmis bir modiil olsun.

i=ii: M bir von Neumann regiler modill ve N de M nin bir asalimsi alt moduli
olsun. N nin asal alt modiili oldugunu gostermek yeterlidir. Clinkii bu durumda, M

bir von Neumann regiler modil oldugundan, Kboy(M)=0 olup N alt modilinin
maksimal oldugu elde edilir. Herhangi bir re R ve me M igin rme N olsun.

Oyleyse me N veya bir ke Z" igin r*e(N:M) dir. Eger me N ise ispat biter.
r*e(N:M) ise, bazi xe R elemanlari icin R bir von Neumann regiiler halka

oldugundan r=rxr=..=r"x""e (N: M) elde edilir. Bdylece N alt modiilii bir asal

alt moduldur.
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ii=viii: M nin her asalimsi alt modili maksimal olsun. Boylece, her asal alt modiil
asalimsi oldugundan asal alt modiillerin bir zinciri olusmaz. Bu ise her asalimsi alt

modlin minimal asal alt modul oldugunu gosterir.
Simdi M nin indirgenmis modil oldugunu kabul edelim.

iii=i: M nin her asalimsi alt modilii minimal asal alt modiil olsun. Dolayisiyla her

asal alt modil de minimal asal alt moduldir ve boylece Kboy(M)=0 dir. M
indirgenmis modiil oldugundan, Nil(M)=0 dir. Onerme 4.46’dan M nin bir von
Neumann regiiler modil oldugu elde edilir.

Yardimci Teorem 4.52 R bir halka ve N de R-modil M nin bir alt modulu olsun.
H :{me M :Bir ke Z" igin (Rm:M)kmgN} kiimesi tanimlansin. Eger M bir

carpimsal modil ise H, M nin bir alt modilidir. M ayni zamanda sonlu

uretilmisse, H =M-rad(N) dir [39].

Onerme 4.53 M bir sonlu iretilmis carpimsal R-modil ve N de M nin bir alt

modulii olsun. M bir von Neumann regiiler modiil ise N =M-rad(N) dir.

ispat: M-rad(N) nin tanimindan, N cM-rad(N) oldugu bilinmektedir. Ters
kapsama igcin me M-rad(N) kabul edelim. Oyleyse Onerme 4.52’den, bir k€ Z" igin
(Rm:M) mc N dir. M bir von Neumann regiiler modil oldugundan m = ram
olacak sekilde re (Rm: M) ve aceR vardir. Buradan da

m=ram=r'a’m=...=r*a" m elde edilir ve dolayisiyla me N bulunur.

Yardimci Teorem 4.54 M bir sonlu (retilmis sadik carpimsal R-modil olsun.

Oyleyse M /Nil(M) nin sifirdan farkli nilpotent elemani yoktur [39].

Tanim 4.55 M bir R-modil olsun. I ideali R halkasinin asalimsi ideallerinin bir
sonlu carpimi olmak lizere M nin her N has alt moduli IM seklindeyse M vye bir

Q-modiil denir [46].

Yardimci Teorem 4.56 M bir sadik R-modil olsun. O halde R halkasinin bir Q-
halka ve M nin bir ¢garpimsal R -modil olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin bir Q

-modil olmasidir [46].
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Onerme 4.57 M bir sadik carpimsal R -modiil olsun. Eger R halkasi von Neumann
regiiler ise M de von Neumann regiilerdir. ifadenin tersi, R halkasinin her P asal

idealiicin M # PM iken dogrudur [39].

ispat: (=) R halkasi von Neumann regiler ise her ideali, dolayisiyla (Rm: M) ideali
bir pur idealdir [39]. Béylece [39, Teorem 3(1)]'e dayanarak (Rm:M )M =Rm
oldugundan Rm alt modili M nin bir plr alt modilidir. Her plr alt modil
idempotent oldugundan [39, Onerme 2 (ii)den M bir von Neumann regiler
modduldar.

(<:) R halkasinin her P asal idealiicin M # PM kosulunu saglayan M modulinin
von Neumann regiiler oldugunu kabul edelim. Onerme 4.46’dan Nil(M)=0 dir ve
boylece Teorem 4.44’ten Nil(R) =0 dir. Teorem 4.13’e gore P ideali, R halkasinda

asal oldugundan, PM alt modill de bir asal alt moduldir. Kabulimiize dayanarak,

Kboy(M ) =0 oldugundan PM , M nin maksimal alt modilidir ve Teorem 4.11’den
P, R nin maksimal idealidir. Boylece Kboy(R) =0 elde edilir ve dolayisiyla R bir von

Neumann regtler halkadir.

Teorem 4.58 M bir sonlu uretilmis sadik carpimsal R -modiil olsun. Oyleyse M nin

bir sifir boyutlu Q-modil olmasi igin gerek ve yeter kosul M /Nil(M) nin bir
Noetherian von Neumann regiiler R/Nil(R)-modl olmasidir.

ispat: (:>) M bir sifir boyutlu Q-modul olsun. Béylece M /Nil(M) bir sifir boyutlu
R/Nil(R)-modiildiir. Ayrica Yardimci Teorem 4.54’ten  Nil (M /Nil(M))=0 dr.
Dolayisiyla Onerme 4.46’dan M /Nil(M) bir von Neumann regiler moduldir ve
Yardimci Teorem 4.56’dan de M bir O-modil oldugundan R bir Q-halkadir.
Kboy(M)=0 oldugundan Kboy(R)=0 dir. Boylece Teorem 2.47’den R/Nil(R) bir
Noetherian halka ve buradan da M /Nil(M ) nin Noetherian oldugu elde edilir.

(<:) M /Nil(M) bir Noetherian von Neumann regller R/Nil(R)-modil olsun.
Onerme 4.46’dan Kboy (M /Nil(M))=0 ve Nil(M/Nil(M))=0 dir. M/Nil(M)

Noetherian oldugundan R/ann(M/Nil(M)):R/Ni/(R) bir Noetherian halkadir.
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Ayrica, Onerme 4.57’den R/Nil(R) bir von Neumann regiler halkadir. Boylece
Teorem 2.47°den R bir sifir boyutlu Q-halkadir. Sonug¢ olarak, Yardimci Teorem

4.56’dan M bir sifir boyutlu Q-moduldir.

Yardimci Teorem 4.59 M bir sonlu Uretilmis R -modul olsun. M, alt modiller igin
maksimal eleman kosulunu saglar ancak ve ancak R/ann(M) bolim halkasi idealler

icin maksimal eleman kosulunu saglar [45].

Teorem 4.60 M bir sadik carpimsal bir R-modil olsun. Eger M sonlu Uretilmisse,
M nin bir indirgenmis kuvvetli 0 -boyutlu modil olmasi icin gerek ve yeter kosul M

nin bir Noetherian von Neumann regiler modil olmasidir.

ispat: (=) M bir indirgenmis kuvvetli 0 -boyutlu modiil olsun. Béylece Nil(M)=0
dir. Ayrica Onerme 4.38'den M kuvvetli O -boyutlu oldugu icin Kboy(M)=0 dir.
Dolayisiyla Onerme 4.46’'dan M  bir von Neumann regiller modildiir.
Nil(M)=Nil(R)YM =0 oldugundan Nil(R)=0 elde edilir. Yani R halkasi, bir
indirgenmis halkadir. M bir kuvvetli 0 -boyutlu modil oldugundan, Teorem 4.40'a

gore R bir kuvvetli O -boyutlu halkadir. Boylece, Yardimci Teorem 2.48’den R bir

Noetherian halkadir ve buradan M nin bir Noetherian moddl oldugu elde edilir.

(&) M bir Noetherian von Neumann regiiler modiil olsun. Béylece Kboy(M)=0 ve

Nil(M)=0 dir. Yani M indirgenmis moduldiir. Ayrica M Noetherian oldugundan,

Yardimci Teorem 4.59’a dayanarak M ayni zamanda bir Artinian moduldir. Sonug

olarak, Teorem 4.39’a gore M bir indirgenmis kuvvetli 0 -boyutlu moduldir.

Sonu¢ 4.61 M bir sonlu uretilmis sadik ¢arpimsal R-modil olsun. Eger M

indirgenmisse asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i. M bir kuvvetli 0 -boyutlu moduldur.
ii. M bir Noetherian von Neumann regtiler moduldur.

iii. M bir sifir boyutlu Q-modildir.

ispat: i & ii: Teorem 4.59’da gdsterilmistir.
ii=iii: M bir Noetherian R -modil oldugundan M /Nil(M) bir Noetherian R/Nil(R)
-moddldir. Ayrica, M bir von Neumann regiiler R-modil oldugundan, M/Ni/(M)
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bir von Neumann regiiler R/Ni/(R)—modUIdUr [39, Onerme 9(2)]. Dolayisiyla Teorem
4.58’e dayanarak M nin bir sifir boyutlu Q-modiil oldugu elde edilir.

iii=ii: M bir sifir boyutlu Q-modil olsun. Teorem 4.58den M/NiI(M) bir von
Neumann regiler R/Nil(R)-modUIdUr. Nil(M)=0 ve M bir sadik ¢arpimsal R -
modil oldugundan Nil(R) =0 elde edilir. Buise M nin bir Noetherian von Neumann

regliler modil oldugu sonucunu verir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, literatirde tanimlanmis olan kuvvetli O-boyutlu halkalarin
genellestirmesi ve modiil teoriye aktarimi yapilmistir.

Tezin ilk bolimiinde, kuvvetli 0 -boyutlu halkalarin genellestirmesi olan aralarinda
asal vyapilandirilmis halka kavrami verilmistir. Bu halkalara o6rnekler verilerek
karakterizasyonlari yapilmis, Ozellikleri incelenmis ve literatirde mevcut diger
halkalarla olan baglantilari ortaya konulmustur.

Tezin diger boliminde ise kuvvetli O -boyutlu halkalarin, daha genis bir alan olan
modul teoriye aktarimi yapilarak, kuvvetli O -boyutlu modiller tanimlanmistir. Bu
moddller tanimlanirken carpimsal modillerden yararlaniimis olup, bu modillerin
ozellikleri incelenmistir. Ayrica, mevcut olan birtakim modillerle aralarindaki iliskiler
verilmistir.

Burada vyapilan c¢alismalarin devami olarak, tanimlanmis olan aralarinda asal
yapilandirilmis halkalarin modil teoriye aktarimi yapilabilir ve bu modiillerin
ozellikleri ve kuvvetli 0 -boyutlu modaillerle olan baglantilari incelenebilir.
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