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OZET

SONLU VE DEGISMELI HALKALARDA LINEER KODLAR
Aysegiil BAYRAM ELELE

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Fatih DEMIRKALE

Bilgi ¢caginda yasadigimiz glinimuzde dijital bilgi transferi sirasinda kaynaktan aliciya
bilgi aktarirken kanalda, girtlti olarak adlandirilan etkenlerin neden oldugu bazi
hatalar meydana gelmektedir. Kodlama teorisi bu hatalarin belirlenmesi ve
dizeltilmesi ile ilgilenen bir bilim daldir. Bu alandaki ilk calismalar cisimler lizerinde
gerceklestirilmistir. Mimkidn olan en iyi hata dizeltme kapasitesine sahip 6zel kod
aileleri belirlenmistir. Ornegin; Hamming kod, Goppa kod ve BCH kod bu 6zel kod
ailelerindendir. Sonlu cisimler Gzerinde calisilan kod ailelerinin cebirsel yapisi halkalar
Uzerinde incelenmeye baslandiginda, bazi kod ailelerinin 6zel bir donlisim olan Gray
donidsim altindaki goruntilerinin literatirde bilinen kodlardan daha iyi hata
dizeltebilen kodlar elde edildigi gbzlemlenmistir. Boylece halkalarin yapisina goére kod
ailelerinin karakterizasyonlari merak edilmistir.

Bu calismada farkli zincir olmayan halkalar Gzerinde tanimlanan kod ailelerinin yapilari
incelenerek bazilari icin tam karakterizasyonlar elde edilmistir. Bu kod aileleri icin hata
diizeltme kapasitelerini ifade eden kod parametreleri verilmistir. Bu kod ailelerinden
bazilari; devirli, sabit devirli, carpik devirli, kuantum ve DNA kodlardir.

Boliim 1’de literatlir 6zeti verilerek bu calismanin amaci ve literatire olan orijinal
katkisi ifade edilecektir. Bolim 2’de cebirsel kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve
teoremler ifade edilecektir. Bu ¢alismada kullanilan 6zel kod aileleri ile ilgili temel
tanim ve teoremler verilecektir. B6lum 3’de ilk defa tanimlanan R_, halkasinin cebirsel

yapisi incelenerek bu halka Uzerinde lineer ve devirli kodlar ile bu kodlarin dual
kodlarinin yapisi verilecektir. Ayrica R , halkasi Uzerinde kendine dik kodlar

Xii



kullanilarak kuantum kodlar elde edilecektir. Bolim 4’de ilk defa tanimlanan R,

halkasinin cebirsel yapisi incelenerek bu halka Gzerinde lineer, sabit devirli ve garpik
sabit devirli kodlarin yapisi verilecektir. Ayrica R, halkasi Gzerinde ters sirali ve ters

sirali tamlanan kodlarin cebirsel 6zelikleri incelenecektir. Ayrica RVZ-V halkasi Gzerinde
DNA kodlar elde edilecektir. Bolim 5’de RV4_V halkasi tizerinde lineer, devirli, ters sirali
ve ters sirali tamlanan kodlarin cebirsel 6zelikleri incelenecektir. Ayrica R, halkasi

tzerinde DNA kodlar elde edilecektir. B6lim 6’da bu tezin sonucu ve ilerki ¢alismalar
icin Oneriler verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Lineer kod, devirli kod, sabit devirli kod, carpik devirli kod,
kuantum kod, DNA kodlar.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

LINEAR CODES OVER FINITE AND COMMUTATIVE RINGS

Aysegill BAYRAM ELELE

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Adviser: Dog. Dr. Fatih DEMIRKALE

In these technology ages, reliable digital data transmission in noisy environments is
becoming a very critical issue. Coding theory aims to correct, or at least detect the
errors caused by noisy environments with an acceptable rate. The primary studies of
coding theory were related with fields. In these studies, special coding families, such as
Hamming codes, Goppa codes, BCH codes which have efficient error correction
capacities, they are determined. The algebraic structure of these code families are first
studied on finite fields and then examined on rings. It was observed that codes which
are obtained by using the images under Gray Map, a special type of conversion,
outperform the existing codes in the literature in terms of error correction. Thus, the
characterization of these code families become a significant research area. The
complexity is an important factor. In this context, the characterization of the rings that
cannot be ranked as chains according to their proximity coverage, is more challenging
than the rings that can be ranked.

In this study, we give the exact characterization of codes over different rings by
investigating the algebraic structure. We obtain the parameters of correcting
capabilities. Some of these code families are cyclic, constacyclic, skew cyclic, quantum
and DNA codes.

In Chapter 1, we will give the aim of this thesis and state original contribution to
literature of this thesis by giving summary of this work. In Chapter 2, we will state the
basic definitions and theorems of algebraic coding theory. Basic definitions and
theorems about special codes families used in this thesis will be given. In Chapter 3, for
the first time, structure of linear and cyclic codes and the dual of these codes over R ,

Xiv



will be given by investigating the algebraic structure of ring. Furthermore, quantum
codes will be obtained by using the self orthogonal codes over R ,.In Chapter 4, the

structure of linear, constacyclic and skew constacyclic codes will be given by
investigating algebraic structure of R, defined for first time. Moreover the algebraic

structure of reversible and reverse-complement cyclic codes over R, — will be
investigated. Furthermore, DNA codes over R, = will be obtained. In Chapter 5, the

structure of linear, cyclic, reversible and reverse-complement cyclic will be
investigated. Furthermore, DNA codes over R, ~ will be obtained. In Chapter 6, the

conclusions of this thesis and succestions for the previous study will be given.

Keywords: Linear codes, cyclic codes, constacyclic codes, skew cyclic codes, quantum
codes, DNA codes.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kodlama teorisinin asil amaci; iletisim sirasinda olusan hatalari dizeltmek ve kaliteli
iletisimi saglamaktir. Bu amagla sonlu cisimler Uzerinde tanimh hata dizeltebilen
kodlar ile ilgili pek ¢ok arastirma yapilmistir. Claude Shannon’in 1948 yilinda yaptigi “A
Mathematical Theory of Communication” [1] adli meshur makalesi cebirsel kodlama

teorisinin ilk c¢alismasi olarak kabul edilmektedir. 1994 vyilinda, Hammons ve
arkadaslarinin “The Z, -linearity of Kerdock, Preparata, Goethals and Related Codes”
[2] adli ¢alismasi halkalar Gzerindeki kod calismalari icin ciddi bir kaynak olmustur.
Ozellikle [2] ¢aligmasindan sonra arastirmacilar Z, halkasi tzerindeki kodlari
incelemeye 6nem gostermislerdir. Bu ¢alismada Z, —lineer kodlar ile Z, UGzerindeki

lineer olmayan kodlar arasinda uzakhgi koruyan 6zel bir donlisim tanimlanmis ve bu
donisim “Gray donisiim” olarak adlandiriimistir. Bu dénisim yardimiyla pek ¢ok
lineer olmayan ve ¢ok hata diizelten ikili kod elde edilmistir. Son zamanlarda bazi 6zel
zincir halkalari Gzerindeki lineer kod aileleri tanimlanmig olmasina ragmen Z,
halkasindaki kod aileleri latisler, dizayn teori, kriptoloji ve pek c¢ok yoniyle

uygulanabilirlikleri agisindan kodlama teorisinde 6zel bir alan olarak kalmistir. Ozellikle,
Bonnecaze ve Udaya [3] R=Z,+uZ, :Z%uz S (u2 :O) zincir halkasi Gzerindeki

devirli kodlari ¢alismis ve bu halka Uzerindeki devirli kodlarin R halkasinin temel

idealleri olduklarini gostermislerdir. Boylece zincir halkasi Gzerindeki devirli kodlar ile



bélim halkasinin idealleri arasindaki iliski verilmistir. Blackford [4] Z, halkasi

Gzerindeki c¢ift uzunluga sahip negacyclic kodlari calismistir. Bu durum Yildiz ve

Karadeniz tarafindan [5, 6, 7] Z, +uZ, halkasini k tane degiskene genelleyerek lineer,

devirli, kendine dual basta olmak Uzere pek ¢cok kod ailesini tanimlamis ve hata
dizeltme kabiliyetleri en yiksek olan yeni kodlar literatiire kazandirilmistir. Son

zamanlarda zincir halkalarinin disinda zincir olmayan halkalar lzerindeki kodlar da

énem kazanmigtir. Boucher ve arkadaglar [8], R=Z, +uZ, :ZZ[M]<u2—u . halkasi

Uzerinde degismeli olmayan bir carpma islemi ile carpik devirli kod (skew cyclic codes)

ailelerini tanimlamiglardir. Ayrica Harada ve arkadaslarn [9], R:ZZ[M]<MZ_M>

halkasi tzerinde kendine dual optimal kodlar elde etmislerdir. Bayram ve Siap [10],

. Z.\u . . - . .
zincir olmayan R = 3[ ]< Sy halkasi Uzerinde lineer ve devirli kod ailelerini
u —u

tanimlayarak bu halka Gzerindeki kodlar ile dual kodlarin agirliklari arasindaki iligkiyi

veren agirlik sayaclarini elde etmislerdir. Ayni yazarlar [11], bir onceki calismayi [10]

Z,[u]

herhangi bir p asali igin u’ —u>

zincir olmayan halka Uzerinde genellestirilip

sabit devirli (constacyclic) kodlarin yapisi da incelenmistir. Ayrica devirli ve sabit devirli

kodlarin yapisi ile F, sonlu cismi tzerindeki devirli ve sabit devirli kodlarin yapilari

arasindaki iliski verilmistir.

1.2 Tezin Amaci

lyi hata diizeltme kapasitesine ilaveten iletisimin disik maliyetli ve yiiksek bilgi
transferinin elde edilmesi de kodlama teorisinin avantajlarindandir. Cebirsel kodlama
teorisi literatirine bakildiginda farklh kod ailelerinin hata dlzeltme kapasiteleri
Uzerinde calisilan cisim, halka veya moduil gibi cebirsel yapilara gore farkliliklar

gostermektedir.

Bu tezin amaci cesitli zincir olmayan halka yapilari Gzerinde tanimlanan 6zel kod
ailelerinin cebirsel yapilarini ve uygulamalarini vermektir. Bu ¢alismada, B6lim 1’'de
literatlr Ozeti verilerek bu calismanin amaci ve literatlire olan orijinal katkisi ifade

edilmektedir.



Bolim 2’de cebirsel kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler ifade
edilmektedir. Bu bolimde cesitli halkalar Gzerinde karakterizayonlari boliim 4 ve 5'te

verilen Ozel kod aileleri ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmektedir.

R ,=F |u,
Bolim 3‘de ilk defa tanimlanan = ¢ ‘f[u v] p q halkasinin cebirsel
<u?—u,vl'—-v>

yapisi incelenerek bu halka Uzerinde lineer ve devirli kodlar ile bu kodlarin dual

kodlarinin yapisi verilmektedir. R , halkasi lzerindeki kendine dik devirli kodlar
yardimiile F, sonlu cismi tzerindeki kuantum kodlar insa edilmektedir. Bu sekilde insa
edilen kuantum kodlarin parametreleri belirtimektedir. Ozel olarak, R,, halkasi

uzerinde uzunlugu 7 olan kendine dik kodlar kullanilarak F, cismi Gzerindeki tim denk

olmayan kuantum kodlarin parametreleri bir ¢izelge ile verilmektedir.

_FD]

Bolim 4’de ilk defa tanimlanan R, : <2
vy Vi —v

> halkasinin cebirsel yapisi

incelenerek bu halka Gizerinde tim lineer, sabit devirli ve ¢arpik sabit devirli kodlarin

yapisi verilmektedir. Ayrica R, halkasi Uzerindeki otomorfizmalar ve devirli kod

Ureten polinomlar ile 6zel bir kiime tanimlanarak DNA kod uygulamasi elde

edilmektedir.

Bolum 5’de R, = halkasi tzerinde lineer, devirli, ters sirali ve ters sirali tamlanan
kodlarin cebirsel 6zelikleri incelenmektedir. Ayrica R, halkasi Gzerinde DNA kodlar

elde edilmektedir.

B6lim 6’da bu tezin sonucu ve ilerki galismalar igin dneriler verilmektedir.

1.3 Orijinal Katki

Zincir halkalarinin ideal yapisinin aksine, zincir olmayan halkalar Gzerinde kodlarin
yapisini belirlemek daha karmasik bir problemdir. Bu calismada 6zel olarak tanimlanan
zincir olmayan halka Uzerindeki devirli kodlar kullanilarak kuantum kodlar elde

edilmektedir.

Ayrica zincir olmayan halkalar tzerindeki ters siralilik 6zelligine sahip devirli kodlarin

yapisi belirlenmektedir ve bu devirli kodlarin 6zel bir dontsim altindaki gérintisi



olacak sekilde DNA kodlar elde edilmektedir. DNA gorintisiine sahip optimal kodlar

verilmektedir.



BOLUM 2

CEBIRSEL KODLAMA TEORISI

2.1 Kodlama Teorisine Giris

Bilginin bir kaynaktan aliciya etkili ve dogru bir sekilde aktarilmasini saglayacak
metotlari belirleyen ¢alisma alanina kodlama teorisi denir. Bilginin transfer edildigi
ortama kanal denir. internet ve telefon birer kanal érnegi olarak verilebilir. Bilgi
iletilirken cesitli olumsuz faktorlerden dolayi iletisim sirasinda bazi hatalar olusmasi

dogal bir sonugtur. Olusabilecek tiim olumsuz kosullara giiriiltii adi verilir.

iletilen bilginin kanalda maruz kaldigi giiriiltiiden dolayi olusan hatayi belirlemek ve
hatta miimkinse bu hatayi diizeltmek igin bir yéntem kullaniimasi akillica olacaktir.
Cebirsel kodlama teorisinin asil amaci da ¢esitli yontemler kullanarak hatayi belirlemek
hatta mimkinse dizeltmektir. Bilginin kanala génderilmeden 6ncesinde sembollere
donisturidlmesi yani kodlama sirasinda sembollere bazi cebirsel islemler uygulayarak
kanala sokulmasi ve kanaldan gikarken de uygun islemlerin yapilmasi ile semboller
tekrar bilgi haline dontstirilir. Burada 6nemli ve zor olan kisim sembollerin bilgiye

donistirmesi yani goziimleme dedigimiz kisimdir.

Kodlama teorisi, bilgi iletimi sirasinda kanaldaki gurilti nedeniyle meydana gelen
hatalari tespit etme ve bu hatalari diizeltme problemi lizerinde ¢alisir. Kodlama teorisi;
bilginin hizli kodlanmasi, mesajlarin kolay tasinmasi, alinan mesajlarin hizli

¢Ozlimlenmesi, olusan hatalarin dogru ¢6ziimlenmesi ve maksimum bilgi transferini en



kisa stirede yapmak uizere yapilan iletisim prensipleri Gzerine kuruludur. Bilgi iletimi

asagidaki sekilde diistindlebilir.

Sekil 2.1 Bilgi transfer semasi

2.2 Genel Bilgiler

2.2.1 Halkalar ile ilgili Temel Tanim ve Kavramlar

ilk olarak, David Hilbert (1862-1943) tarafindan tanimlanan halka kavrami daha sonra
Emmy Noether tarafindan degismeli halkalar teorisi olarak “Ideal Theory in Rings” [12]
makalesinde verilmistir. Bu makalede ideal vyapilari icerme bagintisina gore
siralandiginda zincir yapisina sahip idealleri olan halka yapisi incelenmistir. Bu bolimde

halkalar ile ilgili bazi tanimlar verilmektedir.

Genel olarak halka teorisi ile ilgili tanim ve 6zellikler igin [13] ve [14], kodlama teorisi ile

ilgili tanim ve teroemler i¢in [15] ve [16] kullanilmustir.

Tanim 2.1 R bostan farkl bir kime ve “+,.” islemleri R Uzerinde taniml birer ikili
islem olsun. Eger R bu ikili islemler ile asagidaki o6zellikleri sagliyor ise (R, +,.)

yapisina halka denir.

1. (R, +) degismeli bir gruptur.



2. R lzerinde . islemine gore birlesme o6zelligi saglanir. Yani, her a,b,ce R igin

a.(b.c)=(ab).c olur.

3. R lzerinde . isleminin + islemi (izerine dagilma 6zelligi vardir. Yani,
a.(b+c)=(ab)+(ac) ve (a+b).c=(ac)+(bc) saglanir.

Tanim 2.2 Her a€ R igin a.1, =1,a=a 6zelligini saglayan 1,€ R (1, #0,) elemani
var ise bu elamana halkanin birim elemani denir.

Eger 1, R elemani var ise halkaya birimli halka denir. Ayrica, her a,be R igin

a.b =b.a 6zelligi saglaniyorsa halkaya degismeli halka denir.

Tanim 2.3 [13, 14] R bir halkave @ # 1 < R olsun. Her a,be I ve her re R elemani
icin a—be I ve rae I ozellikleri saglaniyor ise I alt kimesine R halkasinin ideali

denir. Béylece, {0} ve R idealleri R halkasinin asikar idealleridir.

Tanim 2.4 R halkasinin bir ideali M #R ve R halkasinda M idealini kapsayan
herhangi bir asikar olmayan ideal yok ise M idealine maksimal ideal denir. R
halkasinin tek bir maksimal ideali var ise R halkasina yerel (local) halka denir. Tim
idealleri icerme bagintisina gére zincir seklinde siralanabilen halkaya zincir halkasi

denir.
Tanim 2.5 (R,+,,.;) ve (S,+,,.;) Uzerlerinde tanimlanan islemler ile birlikte iki halka
ve (:R— S doénlusimi her r,r, € R igin
Lop(n+en)=p(n)+s 1(n),
2. y(ren)=u(r)su(n) ve
3. u(ly) =1
sartlarini saghyor ise 4 dénusimiine halka homomorfizmasi denir.

Ayrica, bir halka homomorfizmasi birebir ve orten ise izomorfizma olarak adlandirilir.

Bir halkanin kendi Gzerine tanimli izomorfizmasina otomorfizma denir.



2.2.2 Sonlu Cisimler

Tanim 2.6 F kiimesi Uzerinde tanimlanan toplama (+) ve carpma (.) islemleri ile

asagidaki ozellikleri saglarsa (F,+,.) yapisina cisim denir.
1. (F,+) degismeli gruptur.
2. F" =F {0} olmak iizere (F*, ) degismeli gruptur.

Bu boélimde sonlu cisim ve temel kodlama teorisi bilgileri igin [15] kaynak olarak

alinmstir.

Eger F' sonlu sayida elemana sahipse, F cismi sonlu cisim olarak adlandiriimaktadir.

g tane elemana sahip sonlu cisim F, ya da GF'(q) ile gosteriimektedir.
Teorem 2.7 F, sonlu cismi icin asagidaki 6zellikler saglanmaktadir:
1. g eleman sayisi bazi p asal ve r pozitif tam sayisiigin g = p" olur.
2. F, sonlu cismi F, alt cismini icerir.
3. F, sonlu cismi F, Uzerinde boyutu r olan bir vektor uzayidir.
4.Her ae F, icin pa=0 olur.
5. F, izomorfizma farki ile tektir.

Tanim 2.8 Bas katsayisi 1 olan polinoma monik polinom denir.

Tanim 2.9 F, sonlu cismi tzerinde tanimlanan carpma iglemi ile Fq* mertebesi g—1
olan devirli bir gruptur. ye Fq*, bu devirli grubun (rete¢ elemani ise
F, ={O,1, 7, 72,...,;/"’2} ve ¥ =1 olmasi igin gerek ve yeter sart (q—l)‘i olmasidir. F;
devirli grubunun her ureteg elemanina ilkel eleman denir. ¥ elemani F, sonlu cisminin

ilkel elemani ise ' =1 olur. F, sonlu cisminin her elemani x’ —x polinomunun bir

kokuddar.



Teorem 2.10 ¢ Euler fonksiyonu 1’den n’ye kadar ve n ile aralarinda asal pozitif tam
sayilarin sayisini verir ve @(n) ile gésterilmektedir. F, sonlu cisminde ¢@(g—1) tane
ilkel eleman vardir.

Tanim 2.11 Katsayilart F, sonlu cisminden alinan polinomlar halkasi F, [x] olsun.
deg(f(x)) ile f(x) polinomunda x degiskeninin en biyik kuvveti gésterilmektedir.
Sabit polinomdan farkli bir f(x)e F,[x] polinomu daha kiigiik dereceli polinomlara

carpanlara ayrilamiyorsa f(x) elemanina indirgenemez polinom denir.

Tanim 2.12 f(x)e Fp[x] derecesi m olan indirgenemez polinom olmak (zere,

F
f’[x] ( )> b6lim halkasina karakteristigi p olan, p™ elemanli sonlu cisim denir.
X

Teorem 2.13 F, karakteristig§i p olan sonlu cisim olsun. Her «,fe F, igin
(a+B)" =a’+ B’ olur.

Teorem 2.14 p asal sayisi ve m pozitif tam sayisi igcin p™ elemanli sonlu cisim daima
vardir ve izomorfizma farki ile tektir.

Tanim 2.15 F, C F, alt kimesi cisim olma sartini sagliyorsa F, alt kiimesine alt cisim

denir. O halde, F, mertebesi s—1 olan bir elemana sahiptir ve (s—l)‘(q—l).

Teorem 2.16 g = p" olmak lzere F, C F, alt cisim olmasi i¢cin gerek ve yeter sart

s = p" olmak tUzere r|m olmasidir.

2.2.3 Lineer Kodlar
Tanim 2.17 F, cismi g elemanli sonlu bir cisim olsun. F, tzerinde uzunlugu n, eleman

sayist M olan bir C kodu, Fq” uzayinin bir alt kimesidir. Kodun herhangi bir

elemanina kodséz denir. Béyle bir kod (n, M )q — kod seklinde gosterilir.



Tanim 2.18 Fq” uzayinin k boyutlu bir alt uzayina F, tzerinde uzunlugu n, boyutu &

olan bir C lineer kodu denir ve [n,k]q—kod seklinde gosterilir. Ozel olarak, F,

uzerinde bir koda ikili kod, F; tzerinde bir koda t¢lii kod denir.
Ornek 2.19 € ={0000,0011,1010,1001} ¢ F,' kodu bir [2,2]2 ikili lineer koddur.

Tanim 2.20 [15] C kodu F, Gzerinde bir lineer kod olsun. C kodunun dual kodu
ct ={xe F!:(x,c)=0,Vce C} seklinde tanimlanmaktadir. C kodunun boyutu, C

vektor uzayinin boyutudur ve boy(C) ile gosterilmektedir.

Teorem 2.21 [15] C kodu F, uzerinde n uzunlugunda boyutu k olan bir lineer kod

olmak lizere asagidakiler dogrudur:
1. |C|=¢""" (M =q").
2. C* bir lineer koddur ve boy(C)+boy(C*)=n.

1

3. (ct) =cC.

Ispat:

1. C kodunun vektdr uzayi olarak bir bazi {c,,c,,...,c,} olsun. O halde C kodu,

C={Ac +Ac, +..t Ac, i A, Ay A, € F,} olur. ‘Fq‘ =g oldugundan her bir 1<i<k

icin A katsayilariigin g tane segenek vardir. Sonug olarak, C kodunun g" elemani

vardir.

2. C* ={xe F; :<x,c>= 0,Vce C} vektor uzayinin, Fq” vektor uzayinin bir alt uzayi
oldugunu gosterecegiz: x, ye C* olsun. O halde, her ce C igin <x,c>=0 ve <y,c>=0
olur. Her ce C igin <x+ y,c> =<x,c>+<y,c> =0 ise x+ye C* elde edilir.

Ayrica, her ce C ve ae F, icin <0{x,c>=0{<x,c>=0 olur. Sonug olarak axe C* elde

edilir.
Boylece C™ vektdr uzayi Fq” vektdr uzayinin bir alt uzayidir, yani bir lineer koddur.
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C={0} ise F,' cismindeki tim vektdrler C koduna diktir. Dolayisiyla F,' =C" olur.

boy(C)=k 21 ve C kodunun bir bazi {c,,c,,...,c,} olsun. xe C* icin gerek ve yeter

sart <cl,x>=<c2,x>=...=<ck,x>=0 olur. Yani, {c,,c,,...,c,} bazinin elemanlarini satir
G

kabul eden matris A= C:Z ise Ax" =0 olur. Burada k lineer bagimsiz denklem ve n
Ck

bilinmeyen vardir. Boyle bir sistemin n—k vardir. Dolayisiyla C* uzayinin boyutu

n—k olur.
1 .. - n 1
3. ce C olsun. Budurumda her d e C* igin {c,d)=0 ise (d,c)=0 ve ce (C )
elde edilir.
Ote yandan, C bir [n,k]—kod oldugundan C* kodunun parametreleri [n,n—k] olur.

‘(CL)L‘ =4" :|C|. Buradan, (Cl)L = C elde edilmektedir.

2.2.4 Kendine Dual ve Kendine Dik (Self Dual ve Self Orthogonal) Kodlar

Tanim 2.22 [15] C kodu F, Uzerinde bir lineer kod olsun. Eger Cc C* ise C koduna
kendine ortogonal (dik) kod ve eger C =C* ise C koduna kendine dual kod denir.
Kendine dual bir ikili kod C = C* olacagiigin k =n—k olup k :% olur ve uzunlugu

cifttir. C kodu Fq” Uzerinde bir [n,k]q —kod olsun. C kodunun kendine dual olmasi

icin gerek ve yeter sart C kodunun kendine dik ve k :g olmasidir.

2.2.5 Ureteg ve Kontrol Matrisleri
Tanim 2.23 [n,k]q parametrelerine sahip C kodu Fq” uzayinin bir alt uzayidir ve bir

bazi vardir. C kodunun bir bazi {c,,c,,...,c,} olmak lizere bu vektérleri satir kabul

eden G matrisine, C kodunun lirete¢ matrisi denir.

11



Ornek 2.24 C={00000,10121,12020,22111,20212,21010,11222,01101,02202} kodu

F, lzerinde bir lineer kodu olsun. C={e (10121)+a,(12020): @, € F,} ve

(101 21
12020

] matrisinin F} Gzerinde Urettigi kod C kodu olur.
2%5

Tanim 2.25 Bir C lineer kodu igin parite kontrol matris H, dual kodun {reteg

matrisidir ve C :{xe Fq” cHx" = 0} olur.

1 0 00
Ormek 226 H=|0 1 0 1 matrisinin parite kontrol matrisi oldugu ikili C kodu
001 1),
Xl O
C=1(x,%,,X,%,)€ F':H Y2l 0 |\ olur. Béylece, x,+x,=0, x;+x,=0,
X3 O
Xy

x,=0 ve x,=x,=x,=r elde edilir. Bu yiizden C={(0rrr):re F,}={0000,0111}
olur.

Tanim 2.27 G = [Ik lA]an matrisi, bir [n,k]q —kodun Urete¢ matrisi olsun. Bu durumda
G standart formdadir denir. Burada I, boyutu kxk olan birim matris ve A boyutu
kx(n—k) olan bir matristir.

Teorem 2.28 Bir [n,k]q —kodunun Urete¢ matrisi standart formda verilmisse

H= [—AT Ilk] matrisi parite kontrol matrisidir.

1 01 2

Ornek 2.29 C bir [4,2] —kodu ve G:{O L J matrisi C kodunun Ureteg

matrisi olsun. Bu durumda C kodunun farkl bir Grete¢ matrisini H kontrol matrisi ile

1 01 2] 11
belirlemek igin G = standart formadaki Urete¢ matrisidir ve A’ =
0 1 1 1] 2 2
11 2 2] 2 210
ve A' = ise —A" = olur. Boylece H = matrisi C kodunun
2 2 1 2] 1 2 0 1

12



parite kontrol matrisidir. C={(xx,,x,,x,)e F;' : Hx' =0} ise 2x,+2x,+x,=0 elde

edilir. Sonra x,+2x,+x, =0 olur. Boylece x,=r, x,=s, x,=2r+s, x,=2r+2s
.. , (1 2 0 1
olur. Bu yiizden C:{(2r+s,2r+2s,r,s):r,se F3} olarak yazilir. G’ = 5 5 1 0

matrisi C kodu igin Grete¢ matristir.

Tanim 2.30 7 uzunlugunda tekrarl ikili kod bir [n,1], koddur.

2.2.6 Hamming Uzaklik- Hamming Agirhk

Tamim 2.31 x=(x.%,,....%,),y=(y %.....y, )€ F,' igin x ile y arasindaki Hamming
uzaklik d, (x,y)=d, (x,y)+d, (x,,y,)+...+d, (x,,y,) ile tanimlanmaktadir.

Burada,

L x #y,
0,

d (x,»yi)={
biciminde tanimlanmaktadir. Yani; d,, (x,y)=|{i:xl. # yi}| olur.
Ornek 2.32 F, uzerinde x=(10011110) ve y=(10110001) ise d,, (x,y)=>5 olur.
F; uzerinde x=(10222101) ve y =(11212210) ise d, (x,y)=5 olur.
Teorem 2.33 Hamming uzakligi Fq” Uzerinde bir metriktir. Yani her x,y,z€ Fq” icin:
i.dH(x,x)=O,
ii. d,, (x,y) 20 veya d,, (x,y) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart x =y olmasidir.
i, d,, (x.3) =d, (3.),
iv. d, (x,z)<d, (x,y)+d, (y,z) saglanr.

Tanim 2.34 F, Uzerinde n uzunlugunda bir C kodunun minimum uzakhg,

d . (C)=min{d, (x,y):x# y,x,ye C} seklinde tanimlanmaktadir. Minimum uzaklig|
d olan bir [n,k]q —kod, [n,k,d]q —kod ile gésterilmektedir.

13



Tanim 2.35 Bir xe Fq” vektoriinin Hamming agirhigi, x vektoriinin sifirdan farkh

koordinatlarinin sayisidir ve w,, (x) ile gésterilmektedir. Yani, w, (x)=d,, (x,0) olur.

Ornek 2.36 F, uzerinde x=(10111101) ise w,(x)=6 olur. F, (zerinde

x=(12221101) ise wy, (x)=7 olur.

Teorem 2.37 x,y€ F,' igin d,, (x,y) =w, (x—y) olur.
Ispat: x,ye F' olsun. O halde,
dy(x.y)=d, (x,3)+d, (x6,.9,)+..+dy (x,.5,)
=d, (xl—y1,0)+dH (xz—y2,0)+...+dH (xn—yn,O)
=Wy ('xl_yl)+WH (x2_y2)+"‘+WH(xn_yn):WH('x_y)
elde edilir.

Teorem 2.38 C kodu F, iizerinde bir lineer kod ise d,;, (C) =w,;, (C) olur.

mi

ispat: C kodu F, uzerinde bir lineer kod olmak lizere
d. (C)=min{d, (x,y):x,ye C,x# y}
:min{wH (x—y):x,ye C,x+# y}
= min{wH (¢):iceC,c# 0}
elde edilir.
Teorem 2.39 Bir lineer C kodunun minimum uzakliginin d olmasi icin gerek ve yeter
kosul kontrol matrisinin d lineer bagimli siitununun olmasi fakat d —1 lineer bagimh

sUtununun olmamasidir.

Ornek 2.40 Bir [5,2]2 parametrelerine sahip C kodunun kontrol matrisi

1 0010
H=|0 1 0 0 1| olsun. H, ile 1. situn ve H, ile 4. siitun goésterilmek Uzere
0 0101

H,+H,=0 olur. Yani 1. ve 4. sttunlar lineer bagimhdir, ancak herhangi 1 situn

alindiginda lineer bagimsiz olur. O halde, d(C) =2 olarak elde edilir.
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2.2.7 Lineer Kodlarin Denkligi
Tanim 2.41 C, ve C, iki (n,M) —kod olsun. Eger C, kodundan asagida verilen

yollardan herhangi biri veya ikisiyle C, kodu elde ediliyor ise bu kodlara denk kodlar

denir:
® Kodsozlerin n bileseninin permitasyon edilmesi,
® Belli yerdeki bilesenlerin sifirdan farkh bir skalerle carpilmasi.
Ornek 2.42 C, ={0000,0011,0110,0101} ve C,={0000,0011,1001,1010} kodlari

(21)(43) permiitasyonuna gore denktir.

Teorem 2.43 Herhangi bir C lineer kodu, standart formda lirete¢ matrisine sahip bir

C' lineer koduna denktir.

111 0 0 1
Ornek 2.44 G=|0 1 0 1 O 1 | matrisi C kodu igin bir lrete¢ matrisi olsun. G
011 010
1 0 011 1
matrisinin stitunlarina (24)(35) permitasyonu uygulanirsa G'={0 1 0 1 0 1
001110

matrisi elde edilir ve C koduna denk olan kod igin bir lirete¢ matrisi elde edilir.

2.2.8 Kodlama Teorisinde Bazi Sinirlar

(n,M,d)q ile ¢ —Ilu alfabe Uzerinde n uzunlugunda, M eleman sayisina sahip, d hata

dizeltme kapasitesine sahip bir kod gosterilmektedir. Boylece M ve d nin mimkiin
oldugunca blyuk olmasi amaglanmaktadir. Ancak bu her zaman mumkin degildir.
Yapilan calismalarin sonucunda literatiirde verilen n ve d parametrelerine gére M
verimlilik Olglisiinuin alabilecegi en blyilk deger igin bazi alt ve Ust sinirlar belirtilmistir.
Bu sinirlarin bazilari, kiire paketleme siniri, Hamming siniri, Singleton siniri, Griesmer
siniri, Gilbert-Varshamov siniri ve Plotkin siniridir [15]. Tezin ilerleyen béliminde DNA
kodlar icin Griesmer sinirina goére parametrelere bakilacagi icin bu boliimde sadece

Griesmer sinirindan bahsedilecektir.
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2.2.8.1 Griesmer Siniri

Tanim 2.45 ¢4 bir asal sayinin kuvveti olmak lzere n uzunluguna ve d minimum

uzakligina sahip bir kodun maksimum eleman sayisi B, (n.d ) = max{q" :CCF veC

bir [n,k,d]—kod} olarak tanimlanmaktadir. C bir [n,k,d]q lineer kodu ve

q" =B, (n,d) ise C koduna optimal kod denir.

Tanim 2.46 k >1 olmak Uzere [n,k,d]q parametrelerine sahip lineer kodu igin

k—1
nz= {——l sinirina Griesmer siniri denir.

2.2.9 Baz Ozel Kod Aileleri

Bu bolimde, daha sonraki boélimlerde farkh yapilar tzerinde galisilacak olan lineer

kodlar Gzerinde durularak, 6zel kod aileleri icin genel tanim ve teoremler verilecektir.

2.2.9.1 Deuvirli Kodlar

Tanim 2.47 CCF, olmak Uzere, her c=(¢45¢,5Cy5enC, )€ C  elemani igin
o(c)=(c,+€ysCssC,,)€ C kosulunu sagliyor ise C koduna F, uzerinde n

uzunlugunda bir devirli kod denir.

Rl

Teorem 2.48 Cqu” kodundan R :=
x —

> bolim halkasina 7 fonksiyonu

asagidaki bicimde tanimlansin:

r.C — R,

2 n—-1°
(ay,a,,.a, ;) — ay+ax+a,x’ +..+a, x

7 birizomorfizmadir. Boylece R, bélim halkasindaki her ideale karsilik Fq” halkasinda
bir devirli kod vardir. C kodu F, Uzerinde n uzunlugunda bir devirli koddur ancak ve

ancak 7(C) kimesi R, bélim halkasi izerinde bir idealdir.
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Devirli kodlar ile ilgili detayl bilgi, [15] gibi temel kodlama teori bilgisi iceren pek ¢ok
kaynakta bulunabilmektedir. Burada devirli kodlara karsilik gelen ideallerin (reteg

polinomu ve bu polinom yardimi ile devirli kodlar icin Urete¢ matrisi verilecektir. R
halkasinin her idealinin bir temel ideal oldugu bilinmektedir. Buna goére bir C devirli

kodu 7(C) idealinin herhangi bir iireteci ile belirlenmektedir. Genellikle R, halkasinin

bir ideali icin birden ¢ok Ureteg bulunabilir. Asagidaki teoreme gore bazi ek 6zellikler ile

tek tirlt Greteg bulmak mimkindar.

Tanim 2.49 R, temel ideal bolgesi oldugundan her I ideali igin I:<g(x)> olacak
sekilde bir monik g(x) Urete¢ polinomu vardir. Sonug olarak, 7(C) idealini treten

g(x) polinomu x" —1 polinomunun bir bélenidir ve bu polinoma C devirli kodunun
iireteg polinomu denir. deg(g(x))=k olmak uzere g*(x):x"g(lj polinomuna
x

g (x) polinomunun ters sirali polinomu denir.

Ornek 2.50 F, cisminde C ={000,110,101,011} kodu 3 uzunlugunda devirli koddur ve
2 2y - B[] S i

7(C)={01+x1+x"x+x’} < , 1> olur. Ote yandan g(x)=1+x monik

x —

polinomu C kodunun Uretec polinomudur.

Sonu¢ 2.51 Fq” Uzerindeki devirli kodlar ile x"-1e Fq[x] polinomunun monik

bdlenleri arasinda birebir bir esleme vardir.

Sonlu cisimler Uzerinde tanimli devirli kodlar lreteg polinomlari ile tam olarak belirli

olduklariigin parametreleri de Ureteg polinomlariile elde edilebilmektedir.

Teorem 2.52 g(x) polinomu R, halkasinin bir idealinin iirete¢ polinomu olsun. g(x)

polinomunun derecesi n—k ise bu ideale karsilik gelen devirli kodun boyutu & olur.

Teorem 2.53 g(x)=g,+gx+..+¢g,x"" (g,,#0) polinomu F, tzerinde C devirli

kodunun lreteg polinomu olsun. O halde
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g(x) 8 & -+ o oo 8y O 0 O ... ... O

xg (x) 0 &g & - [ 0

G= : = & .
x*g(x) 0 0 o i 8 8 e e e e &

matrisi C devirli kodunun bir Girete¢ matrisidir.

2.2.9.2 Sabit Devirli (Constacyclic) Kodlar

Sabit devirli kod devirli kodlari da kapsayan 6zel bir kod ailesidir ve ilk olarak [16] ve
[17] makalelerinde tanitilmistir. Bu bolimde sabit devirli kodlarin tanim ve temel

ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.54 [16] «e Fq* =F \{0} birimsel eleman olmak Uuzere her
c=(¢ps€15CypeenC, )€ € elemani igin - o, (c)=(ac, ,c;,¢psenc,,)€ C kogulunu
saglyor ise C koduna F, uzerinde n uzunlugunda bir sabit devirli (constacyclic) kod

denir.

n

Bdylece, R, = k [x]< o
=

> olarak alindiginda R, halkasinin her idealine karsilik Fq”

vektdr uzayinda bir sabit devirli kod vardir. C kodu F, cisminde n uzunlugunda bir

sabit devirli kod olmasi icin gerek ve yeter sart 7Z(C) kiimesinin R, halkasinda bir

ideali olmasidir. Ozel olarak, & =1 olarak alinirsa devirli kodlar elde edilmektedir.

2.2.9.3 Carpik Devirli Kodlar

Garpik devirli kodlar devirli kodlarin bir genellemesi olarak degismeli olmayan halkalar
Gzerinde 2007 yilinda Boucher ve arkadaslari tarafindan calisilmistir [8]. Bu kodlar [18]
ve [19] ¢alismalarinda @—devirli kod olarak da adlandiriimistir. Degismeli olmayan bir
carpma yardimi ile tanimlanan carpik polinom halkasinda sag ve sol bélme algoritmasi

saglandigi icin carpik devirli kodlar devirli kodlara benzer cebirsel 6zelliklere sahiptirler.

Garpik devirli kodlar, garpik polinom halkalari tGzerinde tanimlanir. Carpik polinom

halkalari ilk olarak Oystein Ore (1933) tarafindan tanimlanmis, Nathan Jacobson (1943)
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ve Bernard R. McDonald (1974) tarafindan gelistirilmistir. Bu béliimde, ilk olarak garpik
polinom halkalari ile ilgili temel tanimlar verilmektedir. Daha sonra carpik devirli

kodlarin tanimi ve temel 6zellikleri verilecektir.

Tanim 2.55 [8] F cismi Uzerinde birebir ve 6rten 4 homomorfizmasina otomorfizma

denir. Ayrica, x€ F igin ,u’”(x):x sartini saglayan en kiglk m tam sayisina u

otomorfizmasinin mertebesi denir ve K,u>‘ =m ile gosterilmektedir.
Ornek 2.56 [20] F, ={0,1,w,w+1}, (w2+w+1:0) sonlu cisim Uzerinde taniml bir

otomorfizma;

u:F,—F,

a - o

seklinde tanimlanabilir. Burada,

<,u>‘:2 olur.

Tanim 2.57 [20] F[x;u]={f(x)=a,+ax+..+a, :a.€ F,Yie{0,1,..,n—1}} olan
polinomlar kimesi Uzerinde toplama islemi standart toplama, ¢arpma islemi ise
(axi)*(bxj)zaﬂj(b)xi+j kurali ile verilsin. Eger 4 birim otomorfizmasi degil ise

tanimlanan toplama ve degismeli olmayan carpma islemi ile carpik polinomlar kiimesi
bir halka belirtir ve bu halkaya g¢arpik polinomlar halkasi denir. Bu halka sifir bélen

icermez ve birimsel elemanlari sadece F cisminin sifirdan farklh elemanlaridir.

Tanim 2.58 [21] F sonlu cisim ve u fonksiyonu F {izerinde taniml bir otomorfizma
olsun.  CcF" bir alt wuzay ve her (c,¢sCenc,)€C  igin
o,(c)=(u(c,.). u(c,).u(c,) s ti(c,,))€ C oluyorsa Calt uzayina n uzunlugunda
carpik devirli kod denir. o, donisimine carpik devirsel 6teleme (skew cyclic shift)

denir. Bazi sinirlamalar altinda carpik devirli kodlar devirli kodlarda oldugu gibi

F[x;,t%n 1> halkasinin idealleri ile belirlenebilir. Detayli bilgi i¢in [20] calismasina
X'

bakilabilir.
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BOLUM 3

R,, HALKASI UZERINDE LiNEER KODLAR

Son zamanlarda bazi cebirsel yapilar (halka, modiil) Gzerindeki 6zel kod ailelerinin hata
diizeltme kapasiteleri galisiimaktadir. Ayrica, bu yapilar tizerindeki kod aileleri ile sonlu
cisimler ya da halkalar tizerindeki kod aileleri arasindaki iliski verilerek sonlu cisimler ya
da halkalar Gzerinde daha iyi parametrelere sahip kodlar elde edilmeye calisiimaktadir.
Kodlama teorisinde yakin zamanlarda calisilan bir halka yapisi

R, =F,+uF,+vF,+uvF, olur. Burada u’=v*=0 ve wuv=wvu sinirlamalari

saglanmaktadir. R, Uzerindeki lineer ve devirli kodlar ¢alsilmistir [5, 6]. Bu halka
Uzerinde tanimlanan kodlardan optimal kendine dual ikili kodlar elde edilmistir [23].
Ote yandan vyari devirli (quasi cyclic) kodlar literatiirde hem sonlu cisimler hem de
halkalar tizerinde énemli bir yer tutmaktadir. iyi parametrelere sahip kodlar bu kod
zZ,[v]

(=)

halkasi Gizerindeki lineer ve devirli kodlari incelemislerdir. Bu ¢alismada lineer kodlarin

ailesinden elde edilmistir [24, 25, 26, 27]. Bayram ve Siap [10] A, =

Gray goruntilerine ait lrete¢ matrislerinin nasil temsil edildigini ifade etmislerdir. Bu
calisma tim tek asal sayida elemana sahip sonlu cisimler Gzerine genellestirilmistir

[11]. Bu bdlumde R_, halkasinin cebirsel yapisi incelenmektedir. Bu bolimdeki

calismada, [11] ¢alismasindaki durum, taban cismi herhangi sonlu cisim Uzerine ve

degisken sayisi 2 olarak genellestirilmistir.
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3.1 R, , Halkasinin Cebirsel Yapisi ve Ayrigimi

p asal sayl ve g sayisi, p asal sayisinin pozitif bir tam sayl kuvveti olsun. u ve v,

Fq[u,v]

u?—u=0 ve v —v =0 sartlarini saglamak lizere, halkasi R_, ile

(u? —u,v?* —v)
. . . . F [u,v]
osterilmektedir. Yani, R , = ¢ olur.

g 4.2 %{q —u, v =)

Bu bolimde, R , halkasinin cebirsel yapisi ve bu halkanin tzerindeki kod ailelerinin

yapilari ve sonlu cisimler Uzerindeki ilgili kodlar arasindaki iligkiler incelenmektedir.
Ayrica bolimin sonunda CSS insasi kullanilarak kuantum kodlari elde edilmektedir.

Burada R, halkasinin her elemani F, lineer kombinasyon olarak

- 2 q-1 q-1 g-1 -1 g-1,q-1
R,=F +uF +uF +..+u" F +VvF +..+u” vF +. . +Vv"F +uw" F +..+u" v''F,

_ q-1 q-1 q-1 q-1
_{a0+ua1+...+u a(q_l)+vaq+uva(q+l)+...+u vazq_1+...+v aqz_q+uv aqz_qﬂ

+u'va la, e Fq,OSiqu—l,u" =u,v!=v,q=p’,pasalre Z+}

(g*-
seklinde yazilabilir.

R

., Frobenius halkasidir fakat ne zincir halkasi ne de yerel halkadir. Bu &zellikleri

gormek icin oncelikle halkanin yapisi incelenmektedir. R_, halkasinin her elemani
a,€ F, ve 0<k <g” -1 olmak iizere
i j\_ 2 gq-1
> (au'y )—((a0+ual+u a,+..+u"q

@qeF,
0<i, j<g-1

q-1 q-1
q_l))+...+v (a(qz—q)+"'+a(q2—1)u ))

olarak tekrar yazilabilir. Burada [11] ¢alismasinda tanimlanan donlisimiin genellemesi

olarak 6zel bir dontsiim tanimlanacaktir.

Tanim 3.1 [11] makalesinde tanimlanan halka Rq’l::Fq[u] ile

u —u

. . . o .
gosterilmektedir. Burada pasal, g =p" ve AysQys-esd, | € Fq olmak Gzere
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—1 . . . . . ..
a=a,+au+...+a, u"" €R , vetoplamaislemi F, cismi lizeride tanimlanmak izere

ali)=a,+ai+...+a,_i"" olsun.

olsun. Boylece F, uzerinde elemanlar sirasi ile alindiginda, R halkasindan F,' halkasi
lzerine ae R, olmak Uzere qﬁl(a):(a(z))iea seklinde asagidaki bicimde
tanimlanmaktadir:
. q
$:R,,—>F,
a— ¢(a)={a(i)}_,
q
Omek 3.2 a=aq,+au+au’+au’+au’e R, elemani her ieF, igin
a(i)=a,+aji+a)’ +a;i’+a,i' olarak tanimlanir ve @ elemanin Gray gériintiisi

g (a)=¢ (a0+a1u+a2u2 +au’ +a4u4)=(a’(O),(l(l),a'(2),0!(3),0!(4))
=(ay,a,+a, +a, +a, +a,,a, +2a, +4a, +3a, +a,,a,+3a, +4a, + 2a, + a,,a, +4a, +a,

+4a, +a4)

olarak elde edilir.
DOnusimu tanimlayabilmek icin @ donlsiimine benzer bicimde R , halkasindan Rg,l

_ 2 q-1 gq-1
halkasina & (u,v)=(a,+ua, + u’a, +...+u a(q_l))+ v(aq+...+a2(q_l)u )+...+

vq_l(a 2_q)+...+a(qz_1)uq_1)) olmak {lzere ¢, donlsimi asagidaki bigimde

(q

tanimlanmaktadir:
#:R,, >R,
o=@, (a/(u,v)) = (Ot(u,j))jqu
Ornek 3.3 ar=a,+bu+cg’ +dg’ +(a, +bu+cu’ +du’ )v+(a, +bu+cu’ +du’ )y’
2 3).3 . o
+(a,+bu+cu’ +du’)v e R, , olsun. Her je{0,1,w,w+1} =F, icin
a(u, j)=a,+bu+cu’ +dy’ +(a, +bu+cu’ +du’) j+(a, +bu +cu’ +du’) j°

+(a3 +hu+cu’ +du’ ) i
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olarak tanimlandiginda Gray goéruntisu

O, (@) = (a, +bu+cu’ +du’,a,+a,+a, +a, +(by+b +b, +b)u+(c, +c,+c, +c,)u’ +

(dy+d,+d,+d,)u’,a,+aw+a,(w+1)+a,+(b,+bw+b,(w+1)+b, )u+
(co+c1w+c2(w+1)+03)u2+(d0+d1w+d2(w+l)+d3u)3,a0+al(w+1)+a2w+a3+
(By+ b (wH1)+byw+by )u+(c, +c,(w+1) +e,w+e; )u’ +(dy +d, (w+1)+ dyw+d, )’ ) € R],

seklinde elde edilmektedir.

Tanim 3.1 yardimi ile R,, halkasindan qu2 halkasi lzerine bir donlisiim asagidaki

bicimde tanimlanmaktadir.

Tanim 3.4 R_, halkasindan quz halkasi Gzerine

O:R,>F

a= Y (auv)={a(i i)}, ., ={®(@)...®(a)]

0<k<q®,
0<i, j<g-1

donlisiimine Gray doniisiim denir.

NOT: ¢ donlsiminin RZ’I halkasina genisletilmis hali ¢ olarak adlandirildigida
D =¢¢, olur.

Orek 3.5 a=(a+bu+cu’)+(d+ futhu’)v+(e+gu+ku’)v’eR,, olsun. R,

halkasindan R;, halkasina ¢, dénisimi @€ R, , olmak tizere

¢, (a)=(a+bu+cu’,(a+d+e)+(b+f+g)u+(c+h+k)u’,(a+2d+e)+(b+2f+g)u+
(c+2h+k)u2)e R32,1

ile tanimlanir. R, halkasina benzer bicimde «(i, j) = a+bi+ci® +dj +¢j* + fij + gij” +
hi’j+ki’ j* (mod 3) olmak tizere
®:R, > F;

a—@(a)=(a(0,0),a(1,0),a(2.0),a(0,1),a(L1),a(2,1),a(2,0),x(2,1),a(2,2))

olarak tanimlanir.
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Ornek 3.6 @ =1+u+ve R,, olsun. Béylece ¢, (@)= (1+u,u,l+w+u,w+u)e R}, ve

@(a)=(1, 0,1+ w,w,0,L,w, 1+ w, 1+ w,w,1,0,w,w+1,0,1)€ F,° olur.

Onerme 3.7 ® Gray dénisimii R;‘yz halkasindan quz” halkasina dikligi koruyan bir

lineer dontstimdiir.

ispat: ispati n=1 icin yapmak yeterlidir. R , halkasinda x Ly olacak sekilde iki
eleman
x= (X, +xu+ XU+t xq_luq_l) +(x, +x,,u +...+x2q_1uq_1)v+ (X, + Xyt +...+x3q_1uq_1)v2

q-1y,,4-1
+..+ (xqz_q X Ut X, U )%

ve

y= (y0+y1u+ y2u2 +..+ yq—l”q_1)+(yq + Yl et )’2q-1”q_l)v+(y2q + Yyl et )’3q-1”q_1)"2

q-1 g-1
+...+(yq2_q t YUty U )v
olsun. Boylece,

2
Xy = XY (X)) XYy F XY, XY, et X0, i+ (XY, 23, XY et XY, U+t
(x +xy, ot X Ly X )uq_1+ +(x )v+(x )v2+ +(x +x
0Yg1 TX Yoo Toee TX LV T X1 Y 0Yq 0Y24 0V THAY 2,

g-1,a-1 _
+...+xq_lyq2_q+...+xq2_1yq2_l)u v =0

olur. Yani,

XY, =0, (3.1)
XVt X Yo+ XY, XY, F+X Y =0, (3.2)
XV, + XY+ Xy, .t x,,y, =0, (3.3)
XV o TXY oy Tt X Yo ek X Vo = 0 (3.4)

olur. Sonug olarak,
<CI>(x),<I>(y)> =X +()c0y0 F X XY T XY, XY, +...+xq_1y1)+...+(x0y0 + X,y +
X Vot XYt XY, et XY, +...+xq2_1yq2_l) =0
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olur ve ispat tamamlanir.

Onerme 3.8 Asagidaki dzellikler R, , Uzerinde saglanmaktadir:

1. w elemani F, sonlu cisminin bir ilkel elemani olmak Gzere

R

q,2

R/ @Rulv] R[]
A® (v-1)®-@ et

2. R , halkasi 27 ideale sahiptir.
3. R,, halkasinin maksimal ideallerinin sayisi ¢* olur.

4. R, halkasinda (q—l)q2 tane birimsel eleman vardir.
ispat:

1. ve {0,1,...,wq_2} olmak lzere her ae R, , elemaninda bir v degeri alindiginda
R, =" )/ @Rul’] ..okl _,\ elde edilir.
2= O ) (v-wr)

2. Onermenin 1 maddesinden R,,= qu2 elde edilir. Buradan R_, halkasinin ideal
sayisi, F, cisminin asikar ideallerinden farkli idealleri olmadigi icin 27 olur.

3. R, halkasinin maksimal ideallerinin sayisi qu2 halkasinin bir bileseninin 0

oldugu ideal sayisina esittir. Yani, R , halkasinin maksimal ideallerinin sayisi q° olur.
4. R , halkasinin birimsel elemanlarinin sayisi qu2 halkasinin tiim bileseninin

0 elemanindan farkli oldugu eleman sayisina esittir. Yani, R , halkasinda (q—l)"2

tane birimsel eleman vardir.

Tanim 3.9 a = (al,az,..,aqz)e qu2 olmak Gzere supp(a) ={i la, # 0} c {1,2,...,q2} ile a
elemaninin destek (support) kiimesi tanimlanir.

Sonu¢3.10 o, f e R, , olsun.
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1) Eger supp (P (a))=supp(® (L)) ise w, (&) =w, () olur.
2) R, , halkasinda iki ideal <a’> ve <,B> olsun. O zaman <a>=<,5> olmasi igin gerek
ve yeter sart supp (P (a))=supp(®(f)) olmasidir.

Ispat: ispat Tanim 3.9’dan elde edilir.

Teorem 3.11 R , temel ideal halkasidir ve R , halkasinin sonlu tretilmis bir ideali

[={a,0q,,...,a,) ise supp(@(ﬁ))zUsupp(CI)(ai)) olmak Uzere I=(f) temel
i=1

idealidir.

ispat: R , halkasinin sonlu dretilmis bir ideali I =(&,,@,....,@,) olsun. qu2 halkasi

tizerinde nquqz olmak uzere <I>(I):<CI>(0!1),(I>(0{2),...,<I>(0{5)>:<77> olur.

B=®"(n) olarak alinirsa sonug elde edilir.

Ornek 3.12 R,, uzerinde o, =u ve a,=v olsun. I=<a'1,a'2>=<,b’> ideali

supp(P(e4)) = supp(P(w)) = supp({0,1,2,0,1,2,0,1,2}) ={2,3,5,6,8,9},

supp(®(,,)) = supp (P(v)) = supp({0,0,0,1,1,1,2,2,2}) ={4,5,6,7,8,9} ve

2
supp (@ (B)) = supp(®(a,)) ={2.3,4.5,6,7.8,9} ve ®(u’+v*)=(0,1,1,1,2,2,1,2,2)
i=1
olduguicin B=u’+v’e€ R, , olarak alinabilir.
Asagidaki teoremde R_, halkasinin tim maksimal idealleri karakterize edilmektedir.

Teorem 3.13 F, sonlu cisminin bir ilkel elemani w olsun. R_, halkasinin tim maksimal
idealleri u, e {u,u—l,u—w,...,u—wH} ve vie{v,v—l,v—w,...,v—w"_z} olmak Uzere

2_
<ui’vi> olur. Ayrica her maksimal idealin eleman sayisi g* "olur.

ispat: w, F, sonlu cisminin ilkel elemani olmak lizere u, € {uu—Lu—w,...,.u—w'?)

2

) R . . .
ve vje{v,v—l,v—w,...,v—wq } olsun. ¢ < =F, oldugu icin <ui,vj> ideali R_,
[ j>
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halkasinin maksimal idealidir. F, sonlu cisminin idealleri sadece agikar idealleri oldugu

icin R,, halkasinin idealleri asikar ideallerin direkt toplamindan olusur. Bdylece
2
maksimal ideallerin sayisi ¢ ve eleman sayisi ¢¢ ' olur.

Ornek 3.14 R, halkasinin tim maksimal idealleri:
o (uv)=(u+v*),
o (uy—1)=(l+v+u’+v’),
. <u,v—2>:<l+2v+u2+v2>,
o (u-2,v=2)=(2+2u+2v+u’+v*),
. <u—1,v>=<l+u+u2+v2>,
. <u—1,v—1>=<2+u+v+u2+v2>,
. (u—l,v—2>:<2+u+v+u2+v2>,
. <u—2,v>=<1+2u+u2+v2>,
. <u—2,v—1>=<2+2u+u2+v+v2>

olur.
Tanim 3.15 ae R , olmak Uzere a elemanin Hamming agirhg a elemani sifirdan

farkli ise 1 aksi durumda O olarak tanimlanir ve w(a) ile gosterilir. ilaveten,

n
a=(a,a,,...,a,)€ R, olmak iizere a elemanin Hamming agirhg w(a)=>Y w(a,)

i=1
olarak tanimlanir.

Tanim 3.16 R , halkave a=(ay,q,,...a,,), b=(by.b,,....b, )€ R, olsun. a ve b

elemanlari arasindaki Hamming uzakhk d,, (a,b) =w, (a—b) olarak tanimlanir,

27



Tanim 3.17 R , halka ve ae R , olmak lzere a elemanin Lee agirhg Gray

gorintlistinin Hamming agirhgi olarak tanimlanir ve wL(a) ile gosterilir. Yani,

w,(a)= W(q)(a)) .
Ozellik 3.18 o€ R, olmak lizere I =(a) olsun.
1. w, (@) =q’ ise & birimsel elemandir.
2. 111=g".
Ispat:
1.0nerme 3.8de R , = quz ve quz halkasinin sifir bélen olmayan elemanlari bile-

senlerinde sifir elemanini icermeyen elemanlardir. Bu elemanlarin Lee agirliklar ¢

olur. Boylece ispat tamamlanir.
2, quz halkasinin ideallerini listelemek kolaydir. & elemanive ® (&) elemani
izomorfik idealleri Gretir. I =(@) idealinin eleman sayisi ®(I) idealinin eleman

sayisina esittir ve bu sayi quz halkasinda CID(a) elemaninin sifirdan farkh bilesen

yerlerinin sayisina baghdir. qu2 Uzerinde ‘CI)(I)‘:q”’L(“) olur. Boylece ispat

tamamlanir.

® donlisiminin tersi quz halkasindan R_, halkasina tanimlanmaktadir. Ornegin,
g =3 igin;

&7 (x,y,z,t,mn,q, p,r)=x+(2y+z)u+2(x+y+z)u’ +(2t+q)v+2(x+1+g)v’ +
(m+2n+2p+r)uv+(y+2z+m+2n+p+2r)w’ +(t+m+n+2(p+q+r))u’v+
(x+y+z+t+m+n+q+p+r)u2\/2eR3,2

elde edilir.

Tanim 3.19 [14] Bir R halkasinda e’ = e sartini saglayan e€ R elemanina idempotent

eleman denir. R halkasinda e ve f idempotent elemanlarn igin ef =0 ise bu
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elemanlara dik idempotent elemanlar denir. Ayrica her re R igin er=re=0 ise

e€ R idempotent elemanina degismeli (merkezi) dik eleman denir.

n
Her 1<i<n igin ef:el., I:Zel. ve her i # j icin ee, =e,e, =0 sartlarini saglayan
i=l1

{el,...,en} € R elemanlarina merkezi dik idempotent elemanlar denir.
Eger R=R XR,X..XR, ve 1< j<n icin ¢; elemani R, halkasinin birimsel elemant ise
{e1 ez,...,en} elemanlari toplamlari 1 olan ikiserli ikiserli aralarinda dik merkezi

idempotent elemanlarin kimesi olur. Tersine, toplamlari 1 olan ikiserli ikiserli

aralarinda dik merkezi idempotent elemanlarin kiimesi {¢e,,....e,} verildiginde

R=R XR,X..XR ve R, = Re, olacak bicimde bir ayrigim vardir.

R , halkasinin ayrigimini yapabilmek icin istenilen idempotent elemanlar F, sonlu

cisminin bir ilkel elemani w olmak tizere tim 0<i<g—2 igin j, =u+w', j, =v+w',

q q q
u -V u’ —u vi—v - .. .
U= , U =— ve ﬂq_l = , D = ile gosterilirse 0<i, j<g—1 igin

T I, u v

n.,=vv;, R, halkasinin ikiserli ikiserli aralarinda dik merkezi idempotent

elemanlaridir.

R, halkasinin bu 6zellikleri saglayan tam olarak g® tane elemani vardir. Béylece, tiim

0<i,j<g-1 i¢in 7, ,=2v, olmak Gzere R ,=1n,,F, &7, F -7 F, olur.

q-1.g-1" q

R,, halkasi F,-modil ve her ceR, igin @i’j(c):(;/ﬁl(qﬁz(c)[j]))[i]

<
L
ES)

N

c= 7,,® ,(c) tek tirlu olarak yazimaktadir. Kisaligin  hatin icin
/=0 i=0
g-1 g-1 7

c= 0 Oni,_].CI)l.’j(c):Ze,CD,(c) olmak iizere 0<i,j<qg-1ve 1<1<q” igin 77, =¢,
Jj=0 i=l t=1

olarak alinmaktadir.
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Ornek 3.20

e =14 2u*+2v* +u™?, e,= 2uv + 2u*v +uv* +uH?, e, = u+2u’ +2uv’ +uH?,
e, =2v+uv+2v +uV:, eg=uv+uv+uw’ +uvi, e, =2uv+ulv+2uv’ +u’v’,

e, =v+ 2u’v+ 20 +utv?, e, =2uv + 2u’v+uv +uv?, ey =uv+ 2uv+2uv’ +utv?,

9
elemanlari R, halkasinda 1=Y ¢, ve her i#; (1<i,j<9) icin ee,=e,e, =0
=1

9
ozelliklerini sagladigi icin RM:ZeiF3 seklinde ayristirilabilir. Yani, her xeR,,

i=1

2 2
elemani  x=) Y7 @, (c) seklinde tek tirli ifade edilebilir. Ornegin;

j=0 i=0

l+u+v+uw+uv+20* +2w’ = 1 (1+2u2+2v2+u2v2)+ g (2u+2u2+uv2+u2v2)+

x @ () @, (x)
G €

9 (u+2u2+2uv2+u2v2)+ 1 (2v+u2v+2v2+u2v2)+ 9 (uv+u2v+uv2+u2v2)+

@, () > @, (x) > @y,(x) >
3 4 s

l (2uv+u2v+2uv2+u2v2)+ % (v+2u2v+2v2+u2v2)+ Q (2uv+2u2v+uv2+u2v2)+

®,,(x) > @ 5(x) > @ ,(x) >
3 2 3

2 (uv+2uzv+2uv2 +u2v2)€ R,
[ 9,

@, ,(x)

€

seklinde tek tiirli yazilmaktadir.

Ornek 3.21 F, cisminin bir ilkel elemani w olmak izere

7 7
[ [ 8.8 8.7 8.7 8.6 8.6 8.5 8.4 8.3
I I(u—w’)l I(v—w’):uv +uvwH+uv +uvw+2uV + 2uVvw+ 2utvt + 2utviw+
i=0, i=0,
i#7 i#7

2u®v’ + 2ub v w4+ u*V +utvw+ VW u 'V VW 2u™vT + 2uVO0Ww + 20TV + 2uTv e +
2u'v +2u'VwHuV +uVw+uv +utvPw + 20 + 2u W+ 2u®C + 2uV w4+ 2u® +
2ubviw 4+ u®vt +utVPw+ u +ubow + uby + 200w+ 20V 4+ 20V + 200V 21V w iy +
Wvtw+ v +1viw+ v +dvw + 20’y + 2u™V + 2uV w+ 2u™VT + 2utVew + uV +utvw +
u vt +utVw+uv +utviw 4 2u 4 2utvw + 20w+ 207V + 20V w Y+ uviw a4+
WV w+ vt Vw20’V + 20V w4 20’y 4+ 2™V w ViV w+ uV FutvVwuty +
uviw 4 2u™t + 2uPV w+ 2u™V + 2utvw 4 2utv Fwtw+ wy’ Fwtw+w® w4 2w’ +
2uvtw+ 2uv’ 4+ 2uvw+ 2uv® + 2uvw + uy
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R, , halkasinin bir merkezi idempotent elemanidir.

3.2 R, Halkasi Uzerinde Tanimli Lineer Kodlar

Tanim 3.22 R , Uzerinde n uzunluunda bir C lineer kodu R, modulinin bir R _, -

alt moduludar.

Tanim 3.23 R , Uzerindeki n uzunlugundaki C lineer kodunun duali C* :{c*e R, |
<c,c*>:O ,herce C igin} olarak tanimlanmaktadir. Burada <c,c*>, R;‘,Z halkasinda
c ve ¢ elemanlarinin standart Oklid i¢ carpimidir.

Sonlu cisimler Uzerinde bir lineer kodun minimal Urete¢ kiimesi matris ile temsil
edilebilir. Fakat halkalar Gzerinde lineer kodlar tabana sahip olmadigl icin Ureteg

kiimesini bu sekilde ifade etmek zor bir problemdir, hatta imkansiz olabilir. Z, +uZ, ve
Z,+uZ,+u’Z, +...+u"Z, halkalari sonlu zincir halkalari, yani; idealleri kapsamaya

gore zincir olusturan halka olup sonlu zincir halkalarinda minimal Ureteg kiimeleri igin

de Grete¢ matrisi tanimlanmistir. R, zincir halkasi olmadigr icin Grete¢ matrisi kolay

bir sekilde elde edilememektedir. Burada kodun Gray dontsimu altindaki gorintisu

icin Urete¢ matrisi tanimlanacaktir.
Teorem 3.24 R , lzerinde n uzunlugunda bir C lineer kodu icin Urete¢ kiimesi

g =(81»8irs- &) Olmak tizere {g,, &,..... &} SR, olsun. O halde,
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(g)) ®(g,,) ?(8,,4) ®(s,,)

q)(vgll) q)(vgu) v P(vey) Pv(g,,)
dD(vq’lgn) @(vq_lglz) db(vq_lgln_l) CID(vq_lgln)

CD(G)= CID(ug“) q)(“glz) q)(ugln—l) q)(“gu)

q)(gm) (s, q)(an—l) CD(gn)

q)(uq_qu_lgkl) q)(uq_lvq_lgu) q)(uq_lvq_lgkn—l) q)(uq_lvq_lgk")

_ kq2><n

matrisi ®(C) kodunu tretmektedir.

ispat: R, , Uzerinde n wuzunlugunda bir C lineer kodu igin Urete¢ kumesi

g =(81-81-8&;) olmak zere {g,, g,..... g,} C R, olsun. C kodunun tanimindan

R, ,-alt moduldir. F, c R , oldugu icin C kodu F, - alt modul olarak da gérulebilir.
ilaveten, {gl,ugl,...,vgl,...,uq‘lvq‘lgl,...,gk,ugk,...,uq‘lvq‘lgk} tretec kiimesi ile C kodu

F, - alt modiildir. ®(C) kodu {®(g,).®(ug,)..... 2 (vg, ). @ (1’ v g,).... (g, ).
®(ug,)....°(u""v""g, ) ile F, alt modil olarak iiretilmektedir.

Tanim 3.25 R , Uzerinde n uzunlugunda C lineer kodu icin Urete¢ kimesi
g =(84-8-8&;) olmak tzere {g,, g,..... &} S R}, olsun.

{(I)(gl),CID(ugl),...,(I)(uq_lgl),(I)(vgl),...,CID(uvgl),...,(I)(uvq_lgl),...,(I)(uq_lvq_lgl),CID(gZ),

e, @ (u"_lv"_lg2 ),...,(I)(uq_lvq_lgk )} c Fq"z"

kimesi F, lineer bagimsiz ise {81 &20er 81} C R, kimesine n uzunlugundaki bir C
lineer kodu igin minimal lineer bagimsiz iireteg kiimesi denir.

Teorem 3.26 {gl, ysens gk} - R:yz minimal lineer bagimsiz lrete¢ kiimesi olmak lzere

C=({g,. g, 2,}) ise [C|=g"* olarak elde edilir.
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ispat: {g,, g gk}gR;”z minimal lineer bagimsiz lrete¢ kimesi olmak Uzere
C:<{gl, 8oseees gk}> olsun. R , halkasinda lineer bagimsiz her bir eleman g eleman

Uretmektedir. Boylece & minimal lineer bagimsiz eleman oldugu icin C kodunda qqzk

tane eleman vardir.

3.2.1 R , Halkasi Uzerinde Tanimli Lineer Kodun Duali

Bu alt bolimde Gray donidsim yardimiyla tanimlanan bir i¢ carpim ile lineer kodun
duali tanimlanmaktadir. Ayrica, kodun duali ile Gray goérintisi arasindaki iliski bir

. . . . _ 2 -1 -1.,g-1
Ozellik olarak verilmektedir. g, = g, +ug, +u"g;, +...+u" g, +vg, .\ +...+u""vi g ,

ve hy =y +uhy +ulhy + ot u VR TV R

olmak iizere g =(g,, & 8,), h=(. hy..... h))€ R!, elemanlari ve j,ke F, icin
g.(j.k)=g, +jgi2+j2gi2+...+j"_1giq +kg,0) +...+j"_lk‘1_1giq2 ,
h(J.k) =yt iy + oy et R A Ky et TR
tanimlansin. Bdylece <g,h>¢, = Zn: z g, (Jj.k).h(j,k) i¢c carpimi tanimlanmaktadir.
=l jer,
Tanim 3.27 R, uzerinde n uzunlugunda C lineer kodunun duali

o ={c* €R/, I<c,c*>¢ =0, herceC igin} olarak tanimlanir.

Ozellik 3.28 R, halkasi iizerinde bir lineer kod C ve C* cC ise ®(C) c®(C)

olur.
ispat: @(C*)=®(C) ve C* = C olduguigin ®(C) =d(C*) c ®(C) elde edilir.

Ozellik 3.29 R, , uzerinde n uzunlugunda bir lineer kod C olsun. O halde, 1<i<q’

2

q
icin C; kodu F, uzerinde lineer kod olmak tzere C:Zel.Cl. seklinde tek turli

i=1

yazilabilir. Béylece, C kodu F,- modiil olur.
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ispat: Tanim 3.19’dan halkadaki her eleman idempotent elemanlarin ve Gray
gorlntulerinin bilesenleri ile tek turlu yazilabildigi icin C kodu da F,- modul olarak

612
C =) eC, seklinde tek tirlii yazilabilir.

i=1

Ornek 3.30
C= <(1+ 2u’ + 207 + itV 2uv + 2uv + wv +utvi 2uv + utv + 2uv +ut? )> =

OOO 0 0,2uv +u*v+2u?* +u’v 2) (OO wv+ 2u*v+uv’ +2u’v 2),

0,2uv + 2u’v + uv? + u*v* O) (O,2uv+2u2v+uv2+u2v2,2uv+u2v+2uv2+u2v2),
0,2uv+2u’v+uv’ +u™v: ,uv + 2u*v+uv’ + 2u’v ) (2+u2+v2+2u2v2,0,0),

0,uv +u’v +2uv’ +2u’v ,O),(O,uv+u2v+2uv2+2u2v2,2uv+u2v+2uv2+u2v2),

0,uv +u’v+2uv® +2u’v ,uv+2u2v+uv2+2u2v2),(1+2u2+2v2+u2v2,0,0),

1+ 2u® +2v +u’y ,O,2uv+u2v+2uv2+u2v2),(1+2u2+2v2+u2v2,0,uv+2u2v+uv2+2u2v2),
1+ 2u® +2v* +u’y ,2uv+2u2v+uv2+u2v2,0),(2+u2+v2+2u2v2,2uv+2u2v+uv2+u2v2,0),

14 2u* +2v* +u’y ,2uv+2u2v+uv2+u2v2,2uv+u2v+2uv2+u2v2),

14 2u® + 2V +u™V: uv + u’v + 2uv* + 2u®v* 0) (2+u2+v2+2u2v2,uv+u2v+2uv2+2u2v2,0),
24+u +vi+2u’y ,0,uv+2u2v+uv2+2u2v2),(2+u2+v2+2u2v2,0,2uv+u2v+2uv2+u2v2),
1420 + 207 +u™V ,uv +uv + 2uv® + 2u™v?, 2uv + u’v + 2uv’ +u’v )
1420 + 207 +u™V ,uv + uv + 2uv® + 2u™v? uv + 2u’v + uv’ + 2u’y )

24 u + v+ 2u™V2uv 4 2utv + uv + utv, 2uv + utv + 2uv +utv?t),

2.2

{

(

(

(

(

(

(

(

(1+2u +2v* +u’y ,2uv+2u2v+uv2+u2v2,uv+2u2v+uv2+2u2v2),
(

(

(

(

(

(

(2407 +v7 + 20wy + v+ 2uv” + 207V, 2uv + 1Py + 2uv” +u’y
(

24u’ v+ 2u™ 2uv+ 2utv +uv? + utv uv + 2utv + w4+ 2u’ vz)

24u v+ 2utvi uv 4+ utv + 2uv? + 2uVi uv + 2utv + wv? + 2uv?

}

R, , Uzerinde 3 uzunlugunda bir lineer kod olsun. Burada
¢, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0)), C,=((0,0,0,0,0,1,0,0,0)), C,=((0,0,0,0,0,0,0,1,0)) ve

9
C,=C,=C,=Cs=C,=C,=((0.0,0,0,0,0,0,0,0)) olmak iizere C="e,C; olur.

i=1

34



Sonug 3.31 R , Uzerinde n uzunlugunda bir lineer kod C olsun. 1<i<q?® igin F,

¢ ¢
izerinde lineer kod C, olmak iizere C =) _¢,C; kodunun duali C* =" e,C;* kodudur.

i=1 i=1

Ispat: 1<i<gq’ igin F, uzerinde lineer kod C; olmak tzere R , Uzerinde n

(12
uzunlugunda bir lineer kod C:ZeiCl. olup 1<i<g’ igin F, Uzerinde C, kodunun
i=1

duali literatirden iyi bilinmektedir. 1<i<q’ icin ¢’ =¢,, e, =e,e, =0 olup her ce C,

ve ¢ € C! igin cc' =c’'c¢=0 oldugu igin R, , tzerinde C* kodu F, iizerinde C,* kod

q2
yardimiile C* =" ¢,C;* kodu olarak elde edilir.

i=1

3.3 R, , Halkasi Uzerinde Tanimh Devirli Kodlar

Bu boélimde R , halkasi tzerindeki devirli kodlar tanimlanacaktir. Daha sonra bu

devirli kod ailelerinden kendine dik olan devirli kodlar belirlenerek Gray

gorintilerinden kuantum kodlar elde edilecektir.

Asagidaki teorem R_, Gzerindeki devirli kodlarin tam karakterizasyonunu vermektedir.

q2
Teorem 3.32 R , izerinde n uzunlugunda bir lineer kod C=)¢C, olsun. R,
i=1

uzerinde C devirli kod olmasi icin gerek ve yeter sart F, lzerinde 1<i<gq? igin C

devirli kod olmasidir.

qZ
ispat: Her j=0,...n—1 igin ¢, =Y e®, (c,) olmak iizere ¢ =(c;.¢;,....c, ;)€ C olsun.
i=1

0, sag deviri gostermek Uzere F, Uzerinde devirli kod C; olsun. O halde her 1<i < q’

1

ve 0<j<n-1 igin a(d)i(cj))e C, olur. Boylece, a(c):ielo(CI).(cj))eC olur.
i=1

Sonug olarak, R , tzerinde C devirli koddur.
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Aksine ¢, € C, ve :ie_].CI)j(ci) olsun. O halde a(c):ieia(CI).(cj))e C kodunun

= i=1
Gray gorintisi o(c)=(o(c,)....o(c,,))e ®C, olur. Yani, F, izerinde her
1<i<q” igin C, devirli koddur.

qZ
Sonug 3.33 R_, Uzerinde n uzunlugunda bir devirli kod C = Zel.Ci olsun. O halde

i=1

q2
C, devirli kodunun urete¢ polinomu gi(x) olmak (zere C:<Zeigi(x)> ve
i=1

ispat: F,, sonlu cismi izerinde devirli kodlarin parametreleri Ureteg polinomu g (x) ile

belirlenebildigi literatlrden iyi bilinmektedir. R_, halkasi tzerinde n uzunlugunda bir

2

g
C= ZeiCl. devirli kod tim elemanlari F, sonlu cisminin elemanlari ve idempotent
i=1

elemanlar ile tek tirli belirlidir. Boylece, lreteg polinomu da C, devirli kodunun

ureteg polinomu g, (x) ve idempotent elemanlar ile tek tirld belirlidir. O halde,
q’ qzn—ideg(gi(ﬂ)

C=(>eg(x))olurve|Cl=g * elde edilir.
i=1

3.3.1 R, Halkasi Uzerinde Tanimh Devirli Kodun Duali

Bu bolimde R_, halkasi tGzerinde tanimlanan devirli kodun duali drete¢ polinomlar

yardimi ile elde edilecektir.

qZ
Teorem 3.34 R , Uzerinde n uzunlugunda bir devirli kod C:ZeiCi ve 1<i<q” igin
i=1

1

C, :<gi(x)> olsun. O halde CID(CL) =®/,C" ve C* = ieicil olur.
i=1
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ilaveten, 1<i<¢q” igin g,(x)h(x)=x"—1 ve k' (x), h(x) polinomunun ters sirali

_ . qzdeg(gl(X))
polinomu olmak tzere ‘C ‘: q- olur.

Ispat: Teorem 3.32, Sonug 3.33 ve lineer kodlarin tek tirli yazilmasinin bir sonucu
olarak sonlu cisimler tzerindeki devirli kodlarin parametreleri iyi bilindiginden ispat

aciktir.

Ornek.3.35 F, uzerinde 7 uzunlugunda devirli kod treten bazi polinomlar
g(x)=gs0)=g,(x)=g,(x) =g ;) =g, () =x+1 g,(x)=g;(x) = g;(x) =

g =1+x+x", go()=1+x"+x°, g,(x)=g;(x)=g,(x) = g,,(x) = g,,(x)=0
olarak secildiginde

e =1+u’ +v' +u’V’,

e, =u+u’ +u +u’ +u’v’ +uh’,

e, =u+u +u +uv tuw+w”w+uw+utviw,

e, =u’ +u’ +uv +uv tuw+ww+uww+uviw,

e =v+uv+vi +uv: +v +u’y’,

e, =uwv+uv+uv+uw’ +utv +uv +w’ +utv +uy?,

6’7 = MV+L£3V+MV2 + M3V2 +MV3 +M3V3 + MVW+MZVW+MV2W+M2V2W+MV3W+M2V3W,
68 = M2V+ M3V+M2V2 +I/t3V2 +M2V3 +M3V3 +I/lVW+MZVW+MV2W+IA2V2W+MV3W+ MZVSW,
e, =v+uv+v +uv Hywwvw+viw+uviw,

elo =uv+ M2V+M3V+MV3 +M2V3 +M3V3 +MVW+MZVW+M3VW+MV2W+M2V2W+M3V2W,
ell = u2v+u3v+uv2 +M2V2 +I/tV3 +M3V3 + uvw + I/tSVW'f‘ M2V2W+M3V2W+MV3W+M2V3W,
6’12 = MV+L£3V+MV2 +L£2V2 +M2V3 +M3V3 +M2VW+M3VW+MV2W+ M3V2W+MV3W+ MZVSW,
e, =V +uv +v +uv fvw+ i vw Vi w+u’Viw,
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2 2.2 3.2 3 2.3 3.3 2 3 2 2.2 3.2
€, =uy +u v tu v +uv +uv +uv fuvwt+uvw+uvwtuvwtruvwt+uvw,
3 3
€5 = MV+M2V+M2V2 +M3V2 +uv +M3V3 +M2VW+M VW+MV2W+M3V2W+MV3W+M2V3W )

e =uv+u’v+uw’ +u’v: +uv +uv rww + i vw +uviw+ i viw +w’w+ utvie
idempotent elemanlar olup R,, Uzerindeki 7 wuzunlugunda devirli kod Ureten
gX)=+u’ +u’ +v+uw+ v +v: +w’ +utv +V Fw fuw P w P vw + wdvw +
wwH+vVw+uww+ v w) + A+ u’ i’ ruv 0w’ itV )’ v fuw P w+

2 2 2 3 2.3 3 3 3.3 3 2 3.2 2
wHuwywHvwr+uww+uww+u vw)x+@+uv+v +uv fvwtuwvw+HvwHuvw)x +

W +v+urv+v: +utv v Fuw+ w4 ww + wivw + w4+ utviv)x’
polinomu elde edilir ve ters sirali polinomlari

hi (x) = hg (x) =R, (x) =R, (x) = s (x) = B (x) = x+1,

I () = I (x) = A (x) = By () = 1422 4,

hy (x)=1+x+x°, by (x) = i (x) = Iy (x) = By (x) = by (x) =0
olmak (izere dual kod

h’(x)=1+u2+u3+v+u2v+u3v+v2+uv2+u3v2+v3+u3v3+uw+u2w+

I+’ +u’ +u>v+v: +w’” + ™V +uw+ P w+w+ P vw+ v w+ v w)x +
(1+u® +u’ +v+uv+ulv+0 +uv” 1+ 40’y +uw+u’w) X +

(1+u3 Fv+uw +utv+uV itV Fvwwow+uPvw Hdvw v w Fuwt uviv +
wWvw) o + (14 +u’ +v+ 'y +u'v 407 +uv’ 0+ 1V uw+u’w) x*
+(1+u3 +uwv+u Futvi +uvi +0° +uvw+u2vw+uv2w+u2v2w)x5 +

(1+u3 +ulv+w? +utV +udvi 0’ +uvw+u2vw+uv2w+u2v2w)x"

polinomu ile Giretilmektedir.

3.4 R, Halkasi Uzerindeki Devirli Kodlardan Kuantum Kod Elde Edilmesi

Bu bolimde R , halkasi Uzerindeki devirli kodlar yardimi ile F, cismi Uzerinde
kuantum kodlar elde edilmektedir.

Tanm 3.36 [28, 29, 30] H iki boyutlu Hilbert uzayr olmak Uzere

H'=H®H®...®H, 2" boyutlu Hilbert uzayidir. Kuantum kodlar Hilbert uzaylar

n

tizerinde tanimlanmaktadir. k < n olmak tizere 2" boyutlu Hilbert uzayinin 2 boyutlu
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alt uzayr n uzunlugunda hata diizeltebilen bir kuantum kod olarak tanimlanmaktadir

ve kisaca [n,k] ile gésteriimektedir. Ayrica, F, alfabesi tizerinde tanimlanan [n.k]
kuantum kod herhangi [%w tane bit ya da faz hatasi diizeltebiliyorsa [[n,k,d]]q ile

gosterilmektedir.

Kuantum kodlar pek ¢ok farkli yontemler ile elde edilebilmektedir. Bu g¢alismada
bunlardan bir tanesi verilip klasik hata diizeltebilen devirli kodlardan kuantum kod elde

edilmektedir. Oncelikle, C, boyutu k, olan lineer kod ve C, boyutu k, olan alt uzay
kodu olsun. C, kodunda C, alt kodunu kullanarak bir denklik bagintisi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

x,ye€ C, denk olmasi icin gerek ve yeter sart x=y+z olacak bicimde ze C, var
olmasidir. Boylece C, kodunun C, kodundaki kosetleri denklik siniflaridir. Bu kosetler

kuantum kodlar igin tabanlari tanimlamaktadir. Yani, u elemani C, kodunda C,

kodunun koset lideri olmak uzere |v>=ﬁ2|u+€l> taban olarak alindiginda
2 u

kuantum kodlar elde edilebilmektedir. Burada, “

>" ile ilk olarak Paul Adrien Maurice

Dirac tarafindan kullanilan dirac notasyonunda bir siitun vektériu belirtilmektedir.

Sonug olarak k, —k koset sayisina esit sayida elemana sahip kuantum kod
olusturulmasina katkida bulunmaktadir. Béylece C, lineer kodundaki klasik bit hatasi
duzeltimi kuantum koddaki bit hatasi diizeltimine ve C; lineer kodundaki klasik hata

dizeltimi de C kodundaki faz hatasi diizeltimine denk olur. Sonug olarak tim bunlar

ile birlikte CSS insasi denilen [[n,2k1 —n,dl]]q parametrelerine sahip kuantum kodu elde

edilmektedir. Asagidaki teoremde [31, 32] ¢calismalarinda ifade edilen CSS insasi

verilmektedir.
Teorem 3.37 [31, 32] (CSS insaasi) C, ve C,, F, lzerinde sirasi ile [n,kl,dl]q ve

[n.k,.d,], parametrelerine sahip iki lineer kod ve C, < C, olsun. O halde d;, C; dual

kodunun minimum uzakhgr olmak lzere [[n,kl—kz,min{a’l,a’j}]] parametrelerine
q
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sahip hata diizeltebilen kuantum kod vardir. Ayrica, C,=C; ise [n,2k—n.d,]
parametrelerine sahip kuantum kod vardir.

Teorem 3.38 [32] F, uzerinde g(x) tarafindan iretilen bir devirli kod C ve
g(x)h(x)=x"-1 olsun.

C* < C ancak ve ancak /(x)A" (x)=0(mod x" —1) (3.5)
ya da denk olarak

C* < C ancak ve ancak x”—lsO(modg(x)g’(x)) (3.6)

elde edilir. Asagidaki teoremler @(Cl) = dD(C)L esitliginden dolayi elde edilmektedir.

Bu 6zellik R, tzerinde kuantum kod elde etmek igin kullaniimaktadr.

Teorem 3.39 F, cismi tzerinde 1<i<gq” icin x" =1 polinomunun bir béleni g.(x) igin

qZ
Cl.=<gl.(x)> olmak Uzere C:<g(x):2eigi(x)> kodu R , (Uzerinde n

i=1
uzunlugunda bir devirli kod olsun. O halde, C* = C olur ancak ve ancak her 1<i<g’

icin x"—1=0 (mod gl.(x)gl."(x)) olur.
ispat: Her 1<i<g’ icin x"—1=0 (modgl.(x)gi’(x)) olsun. Teorem 3.38den F,

q:
lizerinde 1<i<gq’ icin C;" ¢ C, elde edilir. Buradan C =) ¢,C, oldugu igin C* = C

i=1

olur.
Aksine C* < C olsun. O halde F, cismi Uzerinde 1<i<q® igin C c C, elde edilir.

Teorem 3.38'den her 1<i<g” igin x"—1=0 (mod gi(x)gl.’(x)) olur.

qZ
Sonug 3.40 R , uzerinde n uzunlugunda bir devirli kod C:Zel.Ci olsun. O halde
i=1

C* < C olmasi igin gerek ve yeter sart 1<i < ¢* igin Cf c C, olmasidir.

ispat: Teorem 3.39’dan agiktir.
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Teorem 3.41 1<i<g’ igin C, :<gi(x)> kodu F, lzerinde n uzunlugunda bir devirli

2

q
kod olmak Gzere R , Uzerinde n uzunlugunda bir devirli kod C:ZeiCl. olsun. Eger
i=1

C*cC ise F, uzerinde |[q2n,q2n—2t,dL]] parametrelerine sahip kuantum kod
q

vardir. Burada 7 ile tim g,(x) polinomlarinin dereceleri toplami ve d, ile C kodunun

Lee uzakhigini gosterilmektedir.

Ispat: Teorem 3.34 ve Teorem 3.39’un bir sonucu ve ® Gray goriintisiniin dikligi ve

uzakligi koruma 6zelliklerinden ve CSS insasindan sonug elde edilir.

Ornek 3.42 F, uzerinde xg—1:(x+1)(x+2)(x2+1)(x2+x+2)(x2+2x+2) olur.
g (¥)=g(x)=g,(x)=g.(x)=g,(x)=x"+2x+2 ve g, (x)=g,(x)=g4(x)=
go(x)=x"+x+2 olarak  segildiginde R, lizerinde C kodu
g(x)=2+(2+u+uz+v+2uv+2uzv+vz+u2\/2)x+x2 polinomu tarafindan
uretilmektedir. Ayrica ®(C) kodu F, uzerinde [72,54,2]3 parametrelerine sahiptir.
Her 1<i<9 i¢in F, (Uzerinde g,.(x)gi’(x)lxg—l ozelligini  sagladigi igin
®(C) c®(C) olur. F, izerinde CSS insasi ile [72.36,2], parametrelerine sahip
kuantum kod vardir.

Ornek 3.43 F, izerinde x’—1=(1+x)(l1+x+x")(1+x’+x°) olur. F, izerinde 7
uzunlugunda C, :<g1(x):1+x2+x3>, C, :<g2(x):(1+x+x3)> ve C, =<g3(x)=1>
kodlari kendine dik kodlardir. Béylece R,, lzerinde tam olarak 81 tane kuantum kod

insa edilmektedir. Tum denk olmayan kuantum kodlari Cizelge 3. 1'deki parametreleri

ile elde edilmektedir.
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Cizelge 3.1 R, , halkasindan elde edilen F, (zerindeki kuantum kodlar

g(x) @(C) Kuantum Kod
1 [28, 28, 1], [28, 28, 1]]2
1+ uvx + uvx’ [28, 25, 1], [28.22,1],
1+ uvx? +uvx’® (28,25, 1], [[28, 22, 1]]2
1+ ux + ux’ [28, 22, 1], [28, 16, 1]]2
1+(u+uv)x+uvx2 +ux’ (28,22, 1], [[28, 16, 1]]2
1+ ux® + ux’ [28, 22, 1], [[28, 16, 1]|2
1+ (u+v+uv)x+(u+v+uv)x’ [28, 19, 1], [28.10, 1],
T+ (u+v)x+uvx® + (u+v+uv)x’ [28, 19, 1], [28, 10, 1],
I+ x+x° [28, 16, 3], [28, 4, 3]]2
1+ (14 uv) x+uvx’® + x° 28, 16, 3], [28.4.3],
1+ (1+u) x+ux® + x° [28, 16, 3], [28.4,3],
T+ uvx+(1+uv)x* +x° [28, 16, 3], [28.4.3],
I+ x>+ x° [28, 16, 3], [28, 4, 3]]2
1+(1+u+v+uv)x+ux2+(1+v+uv))c3 [28, 19, 1], [[28, 10, 1]]2
1+ (u+v+uv)x® +(u+v+uv)x’ [28, 19, 1], [28, 10, 1]]2
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BOLUM 4

R, HALKASI UZERINDE LINEER KODLAR

4.1 R, Halkasi Uzerinde Tanimli Lineer Kodlar
Bu béliimde v degiskenli katsayilari F, cisminden alinan polinom halkasi F, [v] olmak

uzere R, =F,+VF, :F4 [V]< . > halkasinin cebirsel yapisina bakilarak, bu halka
vy Vo —v

Uzerindeki lineer, devirli ve sabit devirli kodlarin yapisi incelenmektedir. sz_v halkasi

ile F42 arasinda uzakhgr koruyan 06zel bir donisim olan Gray doénisim

tanimlanmaktadir ve bu halka U(zerinde degismeli olmayan bir carpik carpma
tanimlayarak bu carpma islemi ile tanimh carpik sabit devirli kodlarin tamami

karakterize edilmektedir.

R, :F4[v]< 5 >={a+bv a,be F4,v2—v=0}

v —V

={(a0 +aw)+ (b, +bw)v ‘ao,al,bo,b1 e F,,v'—v= O}

olur ve 16 elemana sahiptir.

Tanm 4.1 @ =a+bve R, vesirasiile i=1 ve i=0 olmak Uzere a(i)=a+bie F,

olsun. a, be F, oldugu icin a,a,,b

b, € F, olmak Uzere a=a,+aw ve b=b,+bw

dur. O halde R, halkasindan Ff halkasina bir donlsim asagidaki bicimde

tanimlanir:
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¢:R, —F

a— ¢(a) :{¢1 (0{),¢2 (0{)} :{ao +b, + (al +b1)w’ (ao +alw)}'

¢ donusiminin modil izomorfizma oldugu agiktir.

Boylece R, = k [v]<v> ol [v]<v 1) = F; olur.

Asagidaki 6zellikler R, halkasi igin saglanmaktadir.

Ozellik 4.2

1. R, temelideal halkasidir.
2. R, halkasinin tam 4 ideali vardir.

Ispat:

1. R, halkasinda sifir bolen elemanlarinin trettigi temel ideal olmayan tek ideal

<v,1+v> ideali olup, aslinda <v,1+v>:<l> ideali temel idealdir. O halde, R, temel

ideal halkasidir.
2. R, halkasinin tim idealleri incelendiginde: R, =<1> =<w> =<w+1> =...
=<1+v(1+W)+v2(1+w)+v3(l+w)>.

Maksimal idealler 4 elemanlidir ve asagidaki gibi tUretilmektedir:
° <v> = <vw> = <v(1+ w)> ={O,v,vw,v(1+ W)} .

° <l+v>=<(1+v)w>=<(1+v)(1+w)>={O,1+v,(1+v)w,(l+v)(1+w)}.

Ayrica (0)={0} olur. Bdylece tam olarak 4 tane ideal vardr.

{1
v) {1+)
0}

Sekil 4.1 halkasinin ideal semasi

44



Ote yandan ¢ dénisimiiniin tersi

¢ F; >R,
{x’.V} :{(xo +x1w),(y0 +y1W)}_) (yo +y1W)+((xo +yo)+(x1 +y1)W)V = y+(x+y)v

olur.

Bolim 3’te tanimi verilen destek kiimesi kullanilarak temel ideallerin Ureteg

elemanlarinin nasil belirlendigi belirtmektedir.

Ozellik 4.3 R, halkasinda sonlu uretilmis bir ideal / :<a'1,a'2,...,ax> olsun. O halde
supp(¢(ﬂ)) = Usupp(¢(0{l.)) olacak sekildeki bir BeR,_ icin
i=1

I:<0{1,052,...,a;> =<,b’> olur.
ispat: R, halkasinin sonlu dretilmis bir ideali / ={¢,,,,...,a,) olsun. F halkasinda

ne F' olmak lizere &(I)=(®(a,).®(at,)....2(a,))=(17) olur. B=d'(17) olarak

s

alinirsa sonug elde edilir.
Ornek 4.4 o, =vwe R, olmak tzere ¢(e;)={w,1} ve ¢(e,)={w,0} olur. Dolayisi

ile supp (¢())={1.2} ve supp(¢(a,))={1} olup {12} {1} olduguicin S=1 olarak

alinabilir.

Ozellik 4.5 o e R, olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur:

1. supp(¢(a))={1.2} ise & birimsel elemandir. Dolayisiile R, halkasinda 9

tane birimsel eleman vardir.

2. R, halkasinda bir ideal /=(c) olsun. ‘supp((z)(a))‘:l ise / maksimal
idealdir. Boylece R, halkasinda 2 maksimal ideal vardir.
3. |I|=qw‘(“) olur.

Ispat:

1. F, cisminde sifirdan farkli elemanlar birimsel oldugu igin supp(¢(a')) ={1,2}
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oldugunda bu elemanlar R, halkasinda birimsel elemanlardir ve 9 tane birimsel

eleman vardir.

2. R, halkasindaki sifir bélen elemanlarin Gray gorintilerinde en az bir sifir bile-

seni vardir. Yani,

supp(¢(0())‘=l olur. Buradan « elemaninin irettigi ideal maksial

idealdir. O halde R, halkasinda 2 maksimal ideal vardir.

3. F; halkasinin ideallerini listelemek kolaydir. & elemanive ® (&) elemani izo-
morfik idealleri tiretir. 1 = () idealinin eleman sayisi ® (1) idealinin eleman sayisina
esittir ve bu sayi Ff halkasinda CID(a) elemaninin sifirdan farklh bilesen yerlerinin sayi-

sina baghdir. F, tzerinde ‘q)(l)‘ zqu(“) olur. Boylece ispat tamamlanir.

2
R,  halkasinin merkezi idempotent elemanlari ¢, =v ve ¢, =1+v ve R, = Z:el.F4
i=1

olup R,  halkasi F,—modildir. Her a=a+bveR, (a,beF,) icin

2
a=a+bv=(a+b)e +(a)e,=) ¢ (a)e, e R, seklinde merkezi idempotent
i=1

elemanlar araciligiyla tek tirll olarak yazilmaktadir.

Ornek 4.6 1+wvw=(1+w)(v)+ (1) (1+v)eR. olur.
— =
& (1+vw) & (1+vw)

A ve B ikilineer kod olsun. ® ve @ sirasi ile asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
A®B={(a,b):ac A,be B} ve A®B={a+b:ac A be B}.

Tamm 4.7 [36] R, Uzerinde n uzunlugunda C lineer kodu R’, modulinin bir alt
R, —modulidir.

R, uzerinde n uzunlugunda her C lineer kodunun Urete¢ matrisi bazi satir veya

sttun islemleri ve koordinatlar Gzerindeki permitasyon islemleri ile
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I, (1+v)B VA, (1+v)A,+vB, (1+v)A,+vB,
G=|0 vl 0 VA, 0
0 0 (1+v)1,, 0 (1+v)B,

formuna sahiptir. Burada, 1<i,j<4 icin A ve B, matrisleri F, Gzerinde taniml
matrislerdir [36].

R, = Uzerinde tanimh bir lineer kod C olsun. Asagidaki ifadeler [36] ¢alismasindan

elde edilmektedir.
C, :{x+ ye F!:x,ye F' i¢in (x+y)v+x(v+1)e C} ve
C, :{xe F:ye Figin (x+y)v+x(v+1)e C}

olsun. O halde, C=vC, ®(1+v)C, ve |C|=16"4"4" olur. Burada C, ve C, kodlarinin

F, Gzerinde tanimli n uzunlugunda lineer kodlar olduguna dikkat edilmelidir.

Ozellik 4.8 [36] R, (zerinde n uzunlugunda lineer kod C =vC, ®(1+v)C, ve i=1,2
icin F, Uzerinde [n,ki,dH(Ci)] parametrelerine sahip lineer kod C; olmak Uzere

#(C) kodu [Zn,kl +k,,min{d, (C,).d, (CZ)}] parametrelerine sahip lineer koddur.

4.2 R, Halkasi Uzerinde Tanimli Sabit Devirli Kodlar

Devirli kodlari da iceren sabit devirli kod ailesi zengin cebirsel yapisi ve uygulamadaki
avantajlarindan dolayi énemli bir kod ailesidir. Sabit devirli kodlarin ¢éziimlenmesi de
oldukga pratiktir.

Tanim 4.9 R, (Gzerinde n uzunlugunda bir lineer kod C ve aeU,  birimsel
elemani igin o, otomorfizmasi altinda degismez kalirsa yani; her ce C igin
0,(¢ysC1sChsennc, ) = (e, 1 ¢y s enc,, ) sartin saglarsa C koduna a —sabit devirli

kod denir.

Ozel olarak & =1 birimsel elemani alindiginda devirli kod elde edilmektedir.
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Eger c¢=(c,,¢y,.c,,) elemani a—sabit devirli kodun bir elemani ise sz_v[x]
lizerinde c(x)=c,+cx+c,x* +...4+¢, x"" polinomu ile temsil edilebilir ve ce C igin

sag sabit devirli o6teleme c¢(x) igin  xc(x) mod(x”—a) carpimina  esittir.

g, =Rl

> olsun. i=1, 2 igin iz disim déntsim

7T..F,®F — F,

(al’az) - 7[1'(‘11"12): a;

4

olarak tanimlanmaktadir.

— F, [x] F,[x]
b %n—(m(f»w))»@ / "—(m(0())))

olmak lizere bu Gray donlisim asagidaki gibi genellestirilir:

¢:Ry2_ - L

n

o$ax) > (SnlotonsEnotas)

ylece, R, [x _F [x] F, [x] olur.
"oV / (x'-m, (¢(“))>® (x' -7, (¢(a)) |

Sonug olarak, i=1, 2 igin F“[yn )) bolim halkasinin yapisi bilindigi igin

R, - . .
¢ donusima kullanilarak - [yn a’> boliim halkasinin yapisi dolayisi ile sabit
x —

devirli kodlarin yapisi elde edilmektedir.

Teorem 4.10 R, zerinde n uzunlugunda bir lineer kod C=vC @ (1+v)C, olsun.
C kodu R, uzerinde n uzunlugunda ¢ —sabit devirli koddur ancak ve ancak C, ve

C, sirasi ile F, uizerinde n uzunlugunda 7, (¢(c)) ve 7, (¢(a))— sabit devirli koddur.

ispat: Her i=0,1,...,n—1 igin ¢ =vx,+(1+v)y, =y, +v(x,+y,) olmak uzere

¢ =(c,, ¢, ..., ¢, ;)€ C olsun. Kabul edelim ki, C, ve C, sirasi ile F, lzerinde n
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uzunlugunda 7, (¢()) ve 7, (¢(a))—sabit devirli kod olsun. x=(x,,x,,....x,,) ve
y:(yO’yl""’yn—l) ise O-l('x):O-I(XO’XI""’XVL—I):(ﬂ-l(¢(a))xn 12 Xgaeees Xy 2)e G
0, (¥)=0,(39s Yisees Yot ) =(7r1 (¢(a))yn_l,y0,...,yn_2)e C, elde edilir.

Boylece,

= (Ot(wcn_1 +H(L4v) 3,0 )5 (v +(149) g )seees (v, + (14+V) yn_z))

o,(c)=0,(cychemsc, )
ve aeU, ign av=r,(¢(a))v ve a(1+v)=r,(¢(a))(1+v) oldugundan

0,(c)=0,(cysCpsemnc, )= ((Z(vxn (1) y, ) (vx0+(l+v)y0) ..... (va+(1+v) yH))
(irl(qi(a)) +7[2( 0{))(1+v)yn_l,vx0+(1+v) Voseeos VX, +(14V) yn_z)z
(@, 5 Xy X, )+ (1Y) (@, 1 Vgoeens ¥, 0 ) € C

elde edilir. Sonug olarak C kodu « — sabit devirli koddur.

Aksine kabul edelim ki C kodu o —sabit devirli kod ve her i=0,1,...,n—1 igin

¢, =vx,+(1+v)y, olmak uzere x=(x,x,....x,)EC, ve y=(YyVsVy)EC,
olsun. Her @€ U, igin av=r,(p(a))v ve a(l+v)=x,(p(a))(1+v) oldugu iin
o,(c)=vo,(x)+(1+v)o,(y) =v(ﬂ'l(¢(a'))xn_l,...,xn_2)+(1+v)(ﬂ'z(¢(a))yn_l,...,yn_2)€ C
olmasi her ce C igin saglanir. Boylece C, ve C, sirasi ile 7[1(¢(a)) ve

7, (¢(a)) - sabit devirli koddur.

Bu teoremin sonucu olarak, R, Gzerindeki tiim sabit devirli kodlar Cizelge 4.1'de

karakterize edilmektedir:
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Cizelge 4.1 R, halkasindaki sabit devirli kod ile F, tizerindeki kodlar arasindaki iligki

C c c,
w —sabit devirli w —sabit devirli w —sabit devirli
(1+w)—sabit devirli (1+w)—sabit devirli (1+w)—sabit devirli
(v+w)—sabit devirli (1+w)—sabit devirli w — sabit devirli
(1+v+w)—sabit devirli w —sabit devirli (1+w)— sabit devirli
(1+vw)—sabit devirli (1+w)—sabit devirli Devirli
(1+w+vw) —sabit devirli | Devirli (1+w)—sabit devirli
(1+v+vw)—sabit devirli w —sabit devirli Devirli
(v+w+vw)—sabit devirli | Devirli w — sabit devirli

Sonug 4.11 [36]

1. C kodu R, ~Uzerinde n uzunlugunda lineer kod olsun. C devirli koddur ancak

ve ancak C, ve C, sirasiile F, Gzerinde n uzunlugunda devirli koddur.

2. C:<g(x):vg1(x)+(1+v)g2(x)> kodu R, izerinde n uzunlugunda devirli

kod olsun. O halde |C|:42"_deg(g‘(X))_deg(&(x)) olur. Burada g,(x) ve g,(x) sirasiile C,

ve C, devirli kodlarinin monik treteg polinomlaridir.

43 R, Halkasi Uzerinde Tanimh Carpik Sabit Devirli Kodlar

Son zamanlarda, carpik devirli kodlar oldukca calisiimaktadir. Boucher [8, 18],
degismeli olmayan halka Gzerinde devirli kodlarin cebirsel yapilarini incelemistir. Zhu

ve Xu [36], F, +VF, Uzerinde carpik devirli kodlari incelemistir. Daha sonra Girsoy ve

arkadaslari [38], carpik devirli kodlarin yapisini F, +VF, Uzerinde incelemistir. [39]
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calismasinda carpik devirli kodlar Galois halkasi lzerinde tanimlanmistir. Jitman ve

arkadaslari [37], bu kod ailesini sonlu zincir halkasi (izerine genellestirmistir.

Bu boélimde, R, halkasi Uzerindeki ¢arpik sabit devirli kodlarin yapisi incelenmekte
ve tamami karakterize edilmektedir.

F,, cisminin bir genislemesi olan Fq,,, (m pozitif bir tam sayi ) sonlu cismi Gizerindeki

Frobenius otomorfizmasi tim a e F, ve j=0,1,...m—1 igin G_i(a)zaqj
doénidstimdiir. Boylece,
f: F, — F,
a - &

F, Gzerindeki birimsel olmayan tek otomorfizmadir [38].

Boylece, R, ~ Uzerinde birimsel olmayan iki farkli otomorfizma asagidaki gibi

tanimlanmaktadir [38]:

y: R, — R, ¥: R, — R,
Ve v =y v —v
a+bv — a+(1+v)b a+bv — a’+vb’

Bu bodlimde, w otomorfizmasi bir permitasyon ile elde edildigi icin ¥
otomorfizmasindan ziyade ¢ otomorfizmasi ele alinmistir. ¢ otomorfizmasi cebirsel

olarak daha zengin bir vyapiya sahiptir ve F4[x;z9] carpitk polinom halkasi
(ax')*(bx')=ar¥’ (b)x™’ otomorfizmasi birim otomorfizmasi olmadigi durum da
degismeli olmayan bir garpma islemi ile Bolim 2’deki gibi tanimlanmaktadir.

Tanim 4.12 R,  uUzerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Her
c=(cy»¢,5Cy5-rc, )€ C igin o, otomorfizmasi altinda degismez kalirsa yani; her
¢ =(CysC15Crsensc,,)EC igin 0, (c)=(c,. ). B(c,).B(c))snB(c,,))€ C sartini
saglarsa C koduna garpik devirli kod denir.

Devirli kodlara benzer sekilde carpik devirli kodlar ve carpik sabit devirli kodlar polinom

halkasi Uzerinde ifade edilmektedir. F, (zerinde n uzunlugunda bir lineer C kodu

F, [X;yn 1> bélim halkasinin F,[x; 2] —sol alt modilidir ancak ve ancak C
x —

51



carpik devirli koddur. Ote yandan C kodunun polinom karsiligi F, [X;%n 1> bolim
X' =

halkasinin bir sol alt modili ise C kodu F,[x;?] polinom halkasinda x"—1

polinomunun monik bir sag bdleni olan g (x) polinomu tarafindan uretilmektedir [36].

Teorem 4.13 [36] C=vC, ®(1+v)C, kodu R, zerinde n uzunlugunda lineer kod

olsun. C carpik devirli koddur ancak ve ancak C, ve C, kodlari F, Uzerinde n

uzunlugunda carpik devirli koddur.

Tanim 4.14 [38] R, Uzerinde bir otomorfizma ¢ ve R, halkasinin birimsel elemani
« olsun. O halde RVZ-V Uzerindeki bir lineer C kodu carpik sabit devirli kod veya

¢}, —sabit devirli kod olarak adlandirilir ancak ve ancak C kodunun polinom karsiligi

F“[X;yn a> bélim halkasinin F, [x; %] —sol alt modilidir.
X' —

ilaveten C kodu F“[X;yn a> bélim halkasinin bir alt moduli ise F,[x;?]
x —_—

halkasinda x"—a polinomunun monik bir boéleni olan g(x) polinomu tarafindan

Uretilmektedir.

Teorem 4.15 C kodu ¢}, —sabit devirli koddur ancak ve ancak C, ve C, kodlarn F,

uzerinde n uzunlugunda sirasiile &, (o(a)) V& ﬂﬁz(ma)) — sabit devirli koddur.

@)
ispat: ¢ otomorfizmasinin tanimi ve her ae U, icin d(a)v=21(7 (4(a)))v ve

19(0{)(1+v)=19(7£1(¢(0{)))(1+v) oldugu icin teoremin ispati sabit devirli kodlar igin
ifade edilen Teorem 4.10’un ispatina benzer sekilde elde edilmektedir.

Bu teoremin sonucu olarak, R, tzerindeki tim 2, —sabit devirli kodlar Cizelge 4.2

de karakterize edilmektedir.
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Cizelge 4.2 C, o —sabit devirli kod ile C, ve C, kodlari arasindaki iliski

C G G,
v, v, v,
Bhisn) Bisn) Bisn
(vi) (% %)
(14v4w) A (T
B B carpik devirli
(- carpik devirli Z9(1+w)
Brsrim) 4. carpik devirli
1}1(v+w+vw) carpik devirli 19(W)

4.4 R, Halkasi Uzerinde Tanimh TS ve TST Kodlar

DNA kodlarin 6zellikleri ve insa sekilleri cisimler Gizerinde [34, 40, 41], zincir halkalari

Uzerinde [42] ve [43] makalelerinde ¢alisiimistir.

Tanim 4.16 [33] Bir polinomun katsayilari ters siralandiginda ayni polinom elde

ediliyorsa bu polinoma ters sirali polinom (TS) denir. Yani; p,. #0 olmak uzere her bir

p(x)=p,+px+...+ p.x"  polinomunun ters sirali polinomu (reciprocal)

" 1
p (x)= x’p(—j =p,+p, X+...+ p,x" olarak tanimlanir.
X

Burada deg p (x)<deg p(x) olur. Eger p, #0 ise, p(x) ve p (x) ayni dereceye
sahiptirler. Kisaca p(x)= p (x) ise p(x) polinomuna ters sirali polinom (TS, self-

reciprocal) denir.
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Her bir u=(uy,u,,...,u, ,) kodsdzi icin ters siralisi (reverse) u’ =(u, ,u, ,,..u,),

> n-1

tamamlayicisi  (complement) u° =(u§,uf,...,u;'_l) ve ters sirali tamamlayicisi
u" =(u,f_1,...,u(§') seklinde gosterilmektedir.
Tanim 4.17 [33] Tum kodso6zlerinin ters siralanisi bir C kodunun iginde ise o koda ters

sirali (TS) kod denir.

Massey [33], sonlu cisim Uzerindeki TS kodlarin ancak ve ancak ters sirali polinomlar ile

Uretilmekte oldugunu goéstermistir.

Bu boélimde ilk defa zincir olmayan R, halkasinda TS (ters siral) ve TST (ters sirali

tamlanan) DNA kodlarinin nasil olusturulabilecegi gosterilmektedir. Daha oOnceki

bolimlerde R, halkasi Gizerindeki devirli, sabit devirli ve ¢arpik sabit devirli kodlarin
g(x) treteg polinomunun, F, uzerindeki g (x) ve g,(x) polinomlari ile elde
edilebilecegi ifade edilmektedir. Buradan hareketle F, uzerindeki g (x) ve g,(x)
polinomlarinin ters sirali polinomlar olmasi g(x)=vg,(x)+(1+v)g,(x) polinomunun

R,  Uzerinde ters sirali polinom olmasini gerektirecegi distnilebilir. Oysa bu durum

her zaman saglanmamaktadir. Asagidaki ornekler zit durumlara oOrnek olarak

verilmektedir:

1. g,(x) ve g,(x) polinomlari F, Gzerinde ters sirali polinomlar olmak lzere RVZ-V
halkasinda bir polinom g(x)=(v)g,(x)+(1+v)g,(x) olsun. g(x) ters sirali polinom
olmak zorunda degildir.

Ornek 4.18 g, (x)=x>+wx+1 ve g,(x)=x"+wx"+x’+wx’+1 polinomlar F, cismi

Uzerinde ters sirali polinomlar olsun.
g(x)=(1+v) 2 +(vw+w)x* +(v+1) X +(wv+w+v) x> +vwx +1
polinomu R,  uzerinde ters sirali polinom degildir.
2. g,(x) veya g,(x) polinomlari F, tzerinde tes sirali polinomlar olmasin. g (x)

polinomu ters sirali polinom olmak zorunda degildir.
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Ornek 4.19 g, (x)=x+1 ve g,(x)=x+w polinomlar F, izerinde tanimli ve g, (x)

ters sirali polinom olmasin. g(x)=x+v+w+vw polinomu R, zerinde ters sirall

polinom degildir.
Teorem 4.20 C =(g(x)=vg,(x)+(1+v)g,(x)) kodu R, izerinde n uzunlugunda

bir TS koddur ancak ve ancak g, (x) ve g,(x) polinomlari F, uzerinde x"—1

polinomunu bélen ters sirali polinomlardir.

ispat: deg(g,(x))=t ve deg(g,(x))=m olsun. Kabul edelim ki t<m olsun. Eger
t =m ise ters siralilik acik bir sekilde gézlemlenmektedir. Genelligi bozmaksizin t<m,

g (x)=a,+ax+..+ax" +ax' ve g,(x)=b,+bx+..+bx"" +hx" olmak Uzere

C=(g(x)=vg, (x)+(1+v) g, (x)) oldugunu kabul edelim. C=<g(x)> oldugu igin

t—1

g(x)e C olur. Ote yandan wx"""'g (x)+(v+1)x

n—m—1

g,(x) polinomu g(x)
polinomunun ters sirali polinomu olmak tzere vx" g (x)+(v+1)x"""g,(x)e C

n—t—i—1

olur. ilaveten, eger x'g(x)eC ise w" " g (x)+(v+1)x""""g,(x) polinomu

x'g(x)eC polinomunun ters sirall polinomu olmak uzere

n—t—i—1

vx g (x)+(v+1)x"™ g, (x)e C olur. C lineer bir kod olmak tzere x'g(x)

polinomunun tim lineer kombinasyonlari C koduna dismektedir. Boylece her

elemanin ters siralisi C koduna dismektedir. Sonug olarak,
C =(vg, (x)+(1+v) g,(x)) kodu bir TS koddur.

Tersine, kabul edelim ki C:<vg1(x)+(1+v)g2(x)> TS kod olsun. Boylece, Gray
dontstimi kullanarak C1:<g1(x)> ve C2:<g2(x)> kodlari F, tzerinde TS kodlar

oldugu igin [33] calismasindan g,(x) ve g,(x) polinomlari F, uzerinde ters sirali

polinomlar olmaktadir.

Ornek 4.21 F, cismi Uzerinde g,(x)=x-1 ve g,(x)=x"+wx+1 polinomlari x’—1
polinomunu bélen ters sirali polinomlar ve C:<v(x—1)+(1+v)(x2+wx+1)> olsun.
C:<v(x—l)+(1+v)(x2+wx+l)> ve g(x)=v(x—=1)+(1+v)(x*+wx+1)e C olur.
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Ote yandan, (vx3+(1+v)x2)g(x)=x4+(v+w+vw)x3+(1+v)xzeC olur. Boylece

C kodu RVZ-V Uzerinde 5 uzunlugunda TS koddur.

4.5 R, Halkasi Uzerinde Tanimli DNA Kodlar

Bu boélimde R, halkasinin elamanlari ile DNA 4 -bazlarinin nasil eslestirildigi ve
bunlardan faydalanarak, cebirsel olarak Gretilen bu kodlar ile TS ve TST oOzelliklerine
sahip DNA kodlarin nasil Uretildigi agiklanmaktadir.

DNA kodlarindaki ters siralama problemi su ornek ile aciklanabilir: (w,1+v,wv)

kodsozii sz_vhalkasmda G¢ uzunluklu bir kods6z olsun. Bu kodséziin DNA karsilig

"CCATCA" iken kodséziin ters siralisi (wv,14v,w)" =(w,1+v,wv) ve bunun DNA
karsiigi "CAATCC" olur. Bu kodsozlerin DNA karsihgl birbirlerinin ters siralsi
olmamaktadir. Ciunkli "CCATCA" kodsozinlin ters siralisi "ACTACC" olur. Bu
problem y -kiime seklinde bir treteg kiimesi tanimlayarak ¢6ziilmektedir.

DNA bazlan SD4 ={A,T,G,C} kiimesi ile tanimlansin ve DNA 4-bazlarida
S, ={ AA, AT, AG, AC, TT, TA, TG, TC, GG, GA, GC, GT, CC, CA, CG, CT}
kiimesi ile ifade edilsin [41].

DNA 4-bazlari ile R, halkasinin elamanlarinin eslemesi & donlsim ile Cizelge 4.3
‘teki gibi saglanmaktadir. [40] makalesinde DNA bazlarinin eslesmesi Y ile asagidaki
gibi gosterilsin:

Y(0)=A,Y(1)=7,Y(w*)=G,Y(w)=C DNA yapisinin bir ézelligi olan Watson-Crick

tamamlama A°=T, T°=A, C°=G, G°=C seklinde, DNA zincirindeki karsilikli
gelen bazlarin kuralini belirtmektedir. DNA 4-bazlari icin Watson-Crick tamamlama
ozelligi (AATG)  =TTAC, ..., (TCGG)° = AGCC seklinde gosterilir. Asagidaki tanim

bir kodsoziin DNA karsiginin donlisimund ifade etmektedir:
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Tanim 4.22 C kodu R, halkasinda n uzunlugunda bir lineer kod olsun. c,e R, ve

c=(¢ys¢y5-5¢, )€ C bir kodséz olmak ilizere ® déniisimii C kodunun kodsézlerini

DNA bazlarina asagidaki sekilde karsilik getirmektedir:
0:C— Sé: ve O(c) :(f(co)f(cl)...f(cn_l)).
Ornek 4.23 c =(c,,¢;,¢,,¢,) = (Lv, w,1+v+w) kodsdzi

O(c)=(£(1)&(v)E(w)E(14v+w))=(TTTACCCG) DNA bazina karsilik gelmektedir.

Cizelge 4.3 R, halkasinin elemanlari ile DNA bazlarinin esleme tablosu

R, uzerinde w(a+bv)=a+b(v+1) bir otomorfizmadir ve bu otomorfizma

yardimiyla y —kiime olarak da adlandirilan E(g) kiimesi asagidaki gibi ifade

edilmektedir:

a elemant Gray doniigiimii & (a)
0 (0,0) AA
1 (1,1) 1T
w (w, w) ccC
1 +w T+ w1+ w GG
v d, 0) TA
I +v O, 1) AT
v +w T+ w, w) GC
1+v+w (w, 1 +w) CcG
W (w, 0) CA
1+ ww T+w D GT
w + vw 0,w) AC
1+w+ v 1,1+ w TG
Vv + vw T+ w, 0) GA
1+v +ww (w, 1) CcT
w4+ v+ vw (Lw) TC
l+w+v+w 0,1+ w) AG
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_ x'g(x) eger i cift ise,

’ {xil//(g(x)) eger i tek ise,

olmak Gzere,

E(g)={E..E....E,}
seklinde tanimlanmaktadir. E(g) kiimesi R, halkasi Gzerinde C lineer kodu igin bir

ureteg kimesidir ve C =(g(x)), ile gosterilmektedir.

Not: Burada <g(x)>w veya <E(g)> ile E(g) ile Uretilen R, modulu géstermektedir.

(g(x)) ile g(x) tarafindan uretilen ideali géstermektedir.

. . _ ¢ . — !
R,  Uzerinde g(x)=a,+ax+..+ax' olmak izere g(x)=a,+ax+..+ax

kiimesinin Urettigi lineer kodun lirete¢ matrisi asagidaki bicimde gosterilmektedir:

a, a, a, a, 0 0
0 v(a) w(a) v(a) 0 0
E(g)=| 0 0 a, a, N, 0 0
0 0 0 v(a,) v(a) v(a,) 0.. 0

Teorem 4.24 g, (x) ve g,(x) polinomlar F, lizerinde, dereceleri sirasiyla #,, ¢, olan

ve x" —1’i bélen ters sirali polinomlar ve 2 </ bir gift tam sayi olsun.
1. degg (x)=degg,(x) veya g (x) yada g,(x) polinomundan herhangi birisi 0

l

ise g(x)=vg,(x)+(v+1)g,(x) olmak izere sirasi ile ‘E(g)‘:16’ ya da ‘E(g)‘:4
olur.
2. degg, (x)#degg,(x) ve 2<s=|f, -1, cift tam sayi olsun. O halde,

512

deg g, (x)>degg,(x) igin g(x)=vg, (x)+(v+1)x"°g,(x) ve degg, (x)<degg,(x)

icin g (x)=wx"g,(x)+(v+1)g,(x) olmak tzere ‘<E(g)>‘:16f olur.

Her iki durumda da C:<E(g)> kodu R, tzerinde bir lineer koddur ve ®(C) kodu
TS DNA koddur.
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ispat: ae R, ve 0<i</-1 olmak Uzere

[oes)) -o(pris..)

oldugu icin her DNA kodsozinin ters siralilarinin da C=<E(g)> kodunun iginde
oldugunu gostermektedir.
Diger Ozellikler daha 6nce verilen tanimlardan elde edilmektedir.

Asagidaki 6rnek ile teoremin ispatinda gosterilen bir DNA kodsoéziniin ters sirali hali,
Urete¢ matrisin hangi satirlarinin kombinasyonundan elde edildigini veren (4.1)

denklemi orneklendirilmistir.

Ornek 4.25 g (x)=1+wx+w'x’+x ve g, (x)=1+x, F, uzerinde x —1

polinomunun ters sirali bélenidirler. Boylece,

g(x)=vg (x)+(v+1)xg, ()c)=v+(1+v+vwz))c+(1+\/+\/w/2))c2+vx3

elde edilir. C=<E(g)> kodu icin E(g) kiimesi asagidaki matris ile de ifade

edilebilmektedir:

E (v l+v+ww’  1+v+w? v 0

E, 0 1+v v+ v+wr 4?14y )

Eger o, =w+v , @, =1+vw alinirsa &, E, + 4 E, =vw+v+(v+w+1)x+ x> +(vw+v+

w+1)x3+(v+1)x4 polinomuna karsilik cl=(vw+v,v+w+1,1,vw+v+w+1,v+1)
kodsdzii elde edilmektedir. Bu kodséziin DNA karsiigi ©(c,)=(GACGTTAGAT)

olmakta ve @(cl) kodsoziinlin ters siralisi Teorem 4.24’Gn ispatinda belirtildigi gibi

asagidaki sekilde bulunmaktadir:
(O(E,+ 4 E,)) =0(y(a,)E, +v () E,) elde edilir. Ayrica

y(a,)E+y(a)E, =v+(v+ww)x+ x> +(v+w)x’ +(1+v+w+ww)x*
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polinomuna ¢, =(v,yw+v,Lv+w,yw+v+w+1) kodsézine karsilik gelir ve bu

kodsoziin DNA karsiligi ©(c, ) = (TAGATTGCAG) olur. Kisaca; (©(c,)) =0(c,) olur.

Sonug 4.26 g,(x) ve g,(x) polinomlari F, cisminde x" -1 polinomunu bélen ters
sirali polinomlar ve C:<E(g)> kodu R, = halkasinda bir lineer kod olmak izere,

r(x)=1+x+x’+...+x"" polinomunu igeriyorsa, ®(C) bir TST DNA koddur.

Ispat: DNA baz eslemeleri ve Cizelge 4.3’den aciktir.
Sonug 4.27 g,(x) ve g,(x), F, Uzerinde x"—1’i bdlen ters sirali polinomlar ve
C=<E(g)> kodu R,  halkasinda bir lineer kod olmak zere,

r(x)=14+x+x’+...+x"" polinomu C kodunun iirete¢ kiimesine eklenirse, ®(C) bir

TST DNA koddur.

Ispat: Sonuc DNA baz eslemeleri ve Teorem 4.24’den elde edilir.

Teorem 4.28 g (x)=g,(x) ve F, cisminde x"—1 polinomunu bélen ters sirali

polinom ve g(x)zzz:el.gi olsun. C=<g(x)> (veya C:<g(x)>W:<E(g)>) kodu

i=1

thv halkasinda TS devirli bir koddur ve @(C) kodu TS DNA koddur. Eger x—1

polinomu g(x) polinomunu boélmiyor ise @(C) kodu TST DNA koddur. Burada C

kodu ayni zamanda bir ¢arpik devirli koddur.

ispat: C kodunun boyutu k olsun. Kabul edelim ki C kodunun {rete¢ matrisinin

satirlan g(x),xg(x),x’g(x),...x*"'g(x) olsun. Eger Ureteg kiimesi olarak ¥ — kiimesi

E(g) alnirsa (@(Za;xig(x)jjr=®(Zw(q)xk_l_ig(x)j elde edilir. Burada

oeR, ve 0<i<k-1 olur. g(x)=e¢g (x)+e,g (x) ve g(x) polinomunun
katsayilari sadece F, cisminden alindigi i¢cin DNA’daki TS 6zelligi saglanmaktadir. Sonug
olarak, ¥ otomorfizmasi katsayilari etkilemedigi icin ¥ —kimesi E(g) Urete¢ matrisi

olarak alinabilir. x—1 polinomu g(x) polinomunun bir béleni degil ise C kodu
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r(x)=1+x+x>+..+x"" polinomunu icermektedir. Dolayisi ile ®(C) bir TST DNA

koddur.
Teorem 4.29 [44] z e, =1 olmak tzere R halkasinin e, merkezi idempotent

elemanlari ve R=®,_, Re, ayrisimi verilsin. O halde her e A icin R,:=Re, bir

aeA

halkadir. C kodu R halkasinda n uzunlugunda sag (sol) lineer kod ise C,:=Ce

a
a

(C,=e,C) koduda Re, lzerinde n uzunlugunda sag (sol) lineer koddur.

Teorem 4.30 [44] C kodu R (zerinde n uzunlugunda sag (sol) lineer kod ise
1. k(C)=max,,{k(C,)},
2. d(C)=min,_, {d(C,)}
olur.
Teorem 4.31 [45] (Griesmer Sinir)) Her ave A igin R, yerel halka olmak tzere
R=®

Re, sonlu halka ve g, bir asal sayinin kuvveti olmak tizere ‘Ra/J(Ra)‘ =q,

acA

olsun. C kodu R uzerinde n uzunlugunda sag (sol) lineer kod ise g:=max,,{q,}

olmak Uzere

q
olur.

Asagidaki gizelgede R, ~Uzerinde g (x)=g,(x) olarak alindiginda Griesmer sinirina

gore elde edilen bazi optimal 6zel TS DNA kodlar ve lirete¢ matrisleri listelenmektedir.

61



Cizelge 4.4 R, halkasinin tizerindeki Griesmer sinirini saglayan bazi optimal DNA

kodlar

n g(x) (burada gl(x):gz(x)) Parametreler
10 T+ w’x+w’ x>+ + X +wx® +w'x’ +2° [10,2,8]

10 T+wx+wx” +x° + X +wx® +wx’ +x* [10,2,8]

15 L+ w x4+ w2+ 4+ +wx +wx + x5+ X0+ wx " + 2" [15,2,12]

15 T+ wx+wx® +wx* + X +x +wx” +wx® + wx'% + 1" [15,4,10]

17 T+ x+wx” +x +wx’ +wx® +wx” +wa® + 17 +wx + 12+ 4P [17.4,12]

35 THwx+wx + 5+ +wx® +wx’ +233 + X0+ £ + 27 + 47 [35,2,28]

16 17 18 20 21 2 23 25 26 27 28
Fwx  +wx +Xx +XT +wxT +wxT +xT X7 +FwxT +wxt +Xx

30 31 32 33
+XT WX +wxT +Xx
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BOLUM 5

R. HALKASI UZERINDE LINEER KODLAR

Bu bolimde zincir olmayan Fy [‘}%4 > halkanin cebirsel yapisi incelenerek bu halka
vV =V

Uzerinde tanimlanan lineer ve devirli kodlarin insasi verilmektedir. Ayrica, bu halka
Uzerinde taniml devirli kodlardan ters sirali (TS) ve ters sirali tamlanan (TST) kodlar
elde edilmektedir. Bolimin son kisminda halkanin elemanlari ile DNA 4 —bazlari
arasinda tam esleme yapilarak 6zel bir kime tanimlanmaktadir. Bu kiime yardimi ile

DNA kodlari elde edilmektedir.

51 R, Halkasi Uzerinde Tanimh Lineer Kodlar

Katsayilari F, cisminden alinan v degiskenli polinom halkasi F, [v] olsun.

Rv4—v ={a +bv+cov: + dv3| a,b,c,d e F4}

={(a0 +aw)+ (b, +bw)v+(c, +ew)v’ +(d, + dlw)VS‘ a,,a,,b,,b,,cy,c,,d,,d € Fy, vt —v = O}

olsun. Boylece R = Fy [‘}%4 > bolim halkasi 256 elemana sahiptir.
vi—=v

Tanm 5.1 a=a+bv+ov’ +dv’ e R,  vesirasiile i€ {0,1,w,1+w} olmak iizere her
i€ F, igin a(i)=a+bi+ci’+di’ € F, olsun. (i) yardimiile R, halkasindan F,
halkasina 6zel bir ¢ dénisimu

g (x)=a,+aw,

¢ (@) =(ay+b,+c,+d,)+(a,+b +c, +d)w,
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¢ (@)=(a,+b +cy+c, +d,)+(a, +by+b +c,+d)w
g (@)= (ay+b,+b +c, +dy))+(a +b,+c,+c, +d)w

olmak uzere ¢(a)=(g(@).0 (). d,(x),0,()) olarak tanimlanmaktadir. Bu

doéninisim modiil izomorfizmasidir. Bu izomorfizmadan dolayi

e BB oED/ GEDl/ GEDY]

= ~ 4
; - . <V_W2>_F4®F4®F4®F4_F4

olur.
Onerme 5.2 R, halkasinda tam 16 ideal vardir.

ispat: Tim elemanlarini Greten birimsel elemanlar:

Rv4_v =<1> =<W>=<w+1> =<v+v2 +w>=...=<1+v(1+w)+v2(1+w)+v3(1+w)>.

Tam maksimal idealler 64 elemanlidir ve asagidaki bigcimde Uretilmektedir:

1 (v)=(vw) =1+ w)) =..= s+’ A+ W)+ A +w)).

2. (1+v) =((1+v)w) = {(1+v) (1+ w)) = oo = (T w v (T4 w) 4+ (14 w) +3° (14 w)).
3. (v wy=(L+wrww) =(1+v(1+w)) = (T+v+w+v (1+w) +7* (1+w)).

4. (1+v+w)=(1+vw) = (wHv(l+w)) = =T+ w+uw+v* 1+ w)+’ (1+w)).

16 elemanli idealler asagidaki gibi Gretilmektedir:

L (v’ =(ow+viw) = (v(1+w)+v (14 w)) == (v (1+w) +* (1+w)).
2. (v +vw)=(Vwrv(l+w)) = (v’ +v'w) = = (v w v (1 w)).

3. (V+wv(1+w)) = (T+vrw+viw) == (wrw+1? 1+ w) +v° (1+w)).
4. (vviwh=(ow+v? (L+w)) = (v +vw) == (Vw+v* (1+w)).

5. (14 +w+ww) =(1+v?wHv(1+w)) = = (T+v 0" (14 w)+3 (1+w)).
6. (1+v+17) = (T+w+v(1+w)+v* (1+w)) = .. = (I+vw+v’w+* (1+w)).

Minimal idealler 4 elemanhdir ve asagidaki gibi Gretilmektedir:

1. <v3 +vw+v2(1+w)> :<v2+v3w+v(1+w)>=<v+v2w+v3(1+w)>.
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2. (V+viw+y 1+w)>:<v+v3w+v2(1+w)>=<v2+vw+v3(1+w)>.

4.

<
3. <v+v +v> <vw+v W+ w> < (1+W)+v2(1+w)+v3(l+w)>.
<1 > <w+vw> <1+w+v3(1+w)>.

(

5. (0)={0} ideali.

"+" (V +vw) v+ v(l+w) 1« +wt | 1+u 1+» +u+m 1+v+v
Vb vw v (1 w) (» +viw +v(1+u) H—v +v 1+v

\\/

Sekil 5.1 R, halkasinin ideal semasi

Burada bolim 2’de verilen bazi tanimlar R, halkasi icin verilmektedir.

Tanim 5.3 re R, olmak tUzere r elemani sifirdan farkli ise r elemaninin Hamming

agirhgr 1 aksi durumda Hamming agirligi 0 olur ve wH(r) ile gosterilmektedir.

n—1
llaveten, r=(r,r,...1,, )€ R, ise w, (r)=> w, (r) olarak tanimlanmaktadir.
i=0

Tanm 5.4 re R, olmak Uzere r elemaninin Lee agirhgi ¢ gorintiusinin Hamming

agirhgr olarak tanimlanmaktadir ve wL(r) olarak gosterilmektedir. Dolayisi ile
w, (r)=w, (¢(r)) olur.

Ozellik 5.5 7 :<a> ve a=a+bv+cvi+dv’e R._ olmak tzere
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1. w, (@)=4 ise  elemani R, halkasinin birimsel elemanidir.

2. |I|:qu(“) olur.
ispat: Ozellik 4.5’in ispatina benzer sekilde elde edilektedir.
Onerme 5.6 e R, olsun. R, halkasinda asagidaki 6zellikler saglanmaktadir:
1. supp(¢(a))={1,2.3,4} ise @ birimsel elemandirve R, halkasinda tam 81
tane birimsel eleman vardir.
2. I =(a) ideali R, _ halkasinda bir ideal olsun. ‘supp(¢(a'))‘=3 ise I maksimal
idealdir ve R, halkasinda 4 tane maksimal ideal vardir.

Ispat: Ozellik 5.5 ve destek kiimesi tanimindan sonug elde edilmektedir.

Ote yandan ¢ dénisimiinin tersi

¢ F, >R,
(xo +xw, Yo+ 3w, 35+ w, I, + tlw) - (xo + 'xlw) + ((yo tZ,+7+ z‘1)4'()}1 +2z,th + tl)w)v

+((y0 +2z,+1, +tl)+(y1 +2z,+t7 +l‘0)w)V2 +((x0 + Yo+ 2 +t0)+(x1 +tyty "'tl)w)v3
seklinde tanimlanmaktadir.

Onerme 5.7 R, temel ideal halkasidir.

Ispat: Teorem 4.2’nin ispatina benzer sekilde elde edilmektedir.

Onerme 5.8 / :<a'1,a'2,...,a's> ideali RV4_V halkasinda sonlu Uretilmis bir ideal olsun. O

halde supp(¢(S)) :US“PP(¢(04)) ozelligini saglayan her Se R, elemani igin
i=1

1=(a,a,,...a)=(p) olur.
ispat: R, halkasinin sonlu tretilmis bir ideali / =(a,,a,....,a,) olsun. F,' halkas
uzerinde 7€ F,' olmak izere ®(I)=(®(&,).®(a,)....®(e,))=(n7) olur. Buradan

B=®7"'(n) olarak alinirsa sonug elde edilir.
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Ornek 5.9 o, =1+vV'w+v(l+w), o, =1+V’+v’ e R, ve I=(a,a,)=(f) olmak
uzere ¢(e;)=(1,0,1,0) ve ¢(a,)=(L,L1+w,w) olur. Béylece supp(¢(a;))={1.3} ve
supp(¢(a,)) ={1,2,3,4} olup {1,3}u{1,2,3,4}={1,2,3,4} oldugu icin S=1 olarak
alinabilir.

R, halkasi merkezi idempotent elemanlarin Urettigi ideallerin direkt toplami olarak

ele alindiginda F, —modul olmaktadir. Cinkii R, halkasinin merkezi idempotent

elemanlari: ¢, =1+’ :(v—l)(v—w)(v—wz),e2 =v+1’ +1° :v(v—w)(v—wz),

ey =v(1+w)+vw+v’ =(v=1)(v=1)(v=w’), e, =vw+v’ (1+w)+v’ =v(v=1)(v—w)
4

olur. Yani, her 1<i, j<4 igin € =e¢, Zel.:l ve i # j icin ee;, =e,;e; =0 olur. Her
i=1

a=a+bvtcy’ +dv’ =ae + (a+b+c+d)e,+(a+c+d+(b+c)w)e,+(a+b+d+

(b+c)w)e4eRv4_v biciminde merkezi idempotent elemanlar araciligi ile tek tirld
4

olarak yazilmaktadir. Sonug olarak, her aeR, icin a=@ ¢ (a)e, seklinde
i=1

idempotent elemanlar aracihgiyla tek tarli olarak yazilmaktadir.

R, =Fe ®Fe, ®Fe, @ Fe, olarak yazilmaktadir.

Ornek 5.10 1+v’ +w+ww= (1+w) .(1+v3)+ 0 .(v+v2+v3)+
—

¢|(1+v2+w+vw) %(lﬂyz +W+VW)

(1+ W) .(v(1+ W)+V2W+V3)+ (0) .(vw+v2 (1+ W)+V3) olur.
(107 o) o)
o5\ 1+v +wtvw | 1V +wtvw

Tanim 5.11 RV4_V Gzerindeki n uzunlugundaki C lineer kodu; Rv’i_v halkasinin bir alt

Rv4_v —modulu olarak tanimlanmaktadir.

A,B,C,D kodlari RV4_V Uzerinde n uzunlugunda lineer kodlar olmak lGzere @ islemi

A@B®CO®D ={a+b+c+d|ae A,be B,ce C,d e D} seklinde tanimlanmaktadir.

R, uzerinde n uzunlugunda bir C lineer kodunun elemanlari merkezi idempotent
elemanlar yardimi ile tek tirlG olarak yazilabilecegi icin C lineer kodunun (reteg
matrisi asagidaki formda elde edilmektedir:
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(1+v')G, |
(v+\/2+v3)G2
G= . Burada G,,G,,G; ve G, matrisleri F, Uzerinde n
(v(1+w)+v'w+v*)G,

_(vw+v2 (1+w)+v*)G,

o((1+v*)G,)
¢((v+v2+v3)G2)

situna sahip matrislerdir. Dolayisi ile ¢(G)= olur.
¢((v(1+w)+v2w+v3)G3)
¢((vw+v2(1+w)+v3)G4)

Boylece asagidaki sonuclar elde edilmektedir:

C ={ae F44|ba21 b,c,d € F, elemanlari i¢in,
ae, +(a+b+c+d)e,+(a+c+d+(b+c)w)e,+(a+b+d+(b+c)w)e,e C}
C,= {a+b+c+d GF4‘ael (a+b+c+d)e,+(a+c+d+(b+c)w)e,+(a+b+d+
(b+c)w)e,e C}

a+c+d+(b+c)w)e F44‘ael+(a+b+c+d)e2+(a+c+a’+(b+c)w)e3+(a+b+d+(b+c)w)e4e C}

¢ =
¢ =l

olsun. C,,C,,C, ve C, kodlari F,-lineer koddur. Ayrica G,,G,,G, ve G, sirasi ile

a+b+d+(b+c)w)e Ff‘ael+(a+b+c+d)e2+(a+c+a’+(b+c)w)e3+(a+b+d+(b+c)w)e4e C}

C,.C,,C, ve C, kodlari igin Urete¢ matrisleridir.

Sonug olarak; C =¢,C, ®e,C, ®e,C, De,C, seklinde bir lineer koddur.

Onerme 5.12 C=¢,C ®e¢,C,®De,C;®e,C, kodu R, lzerinde n uzunlugunda bir
lineer kod ve her 1<i<4 icin C, kodu F, lzerinde [n,ki,dH(Cl.)] parametrelerine

sahip lineer kod olmak lizere F, cismi Uzerinde ¢(C) kodunun parametresi

{4?1, Sk min {d,(C).d,(C.).d,(C)).d, (C,)}] olur.

i=1
ispat: Direkt toplam kodlarin parametreleri literatiirden iyi bilinmektedir. ¢(C) kodu

F, uzerinde direkt toplam kodu olarak ele alinabileceginden her 1<i<4 igin C, kodu
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[n,ki,dH(Ci)] parametrelerine sahip oldugunda ¢(C) kodunun parametreleri

4
{4n, > k., min{d, (C).d, (C,).d, (C;).d, (CJ}} olarak elde edilmektedir.

i=l

5.2 R, Halkasi Uzerinde Tanimh Devirli Kodlar

Tanim 5.13 R,  Uzerinde n wuzunlugunda bir lineer kod C olsun. Her
€= (CysCpseinsCy55C, )€ C elemani iken o(c)= (¢, .¢,,CpsersC, )€ C oluyorsa C

koduna devirli kod denir.
R, uzerinde n uzunlugundaki her C devirli kodu ile RV“V[%,? 1> bélim
vi—y X —

halkasinin idealleri arasinda birebir iliski vardir.

O halde RV4_V[x] polinom halkasinda x"—1 polinomunun bdlenleri devirli kodlarin
Uretilmesinde énemli rol oynamaktadir.

Onerme 5.14 R, izerinde n uzunlugunda bir devirli kod C olsun. C={g(x)) ise
g(x) polinomu R, [x]| halkasinda x"—1 polinomunun bir bélenidir ve 1<i<4 igin
F,[x] halkasi Uzerinde x"—1 polinomunun bir béleni g, (x) olmak zere
g(x)=eg (x)+e,g,(x)+e,g,(x)+e,g,(x) olur.

Ispat: R, halkasi Gzerindeki her eleman idempotent elemanlar ve Gray gorinti

yardimi ile tek turli yazilabilecegi igin R, [x] polinom halkasindaki her polinomun

katsayisida idempotent elemanlar ve Gray gorunti ile tek turli yazilabilir. Buradan

g(x)  polinomunun gorintiisi  {g,(x).&,(x).&;(x).g,(x)} olmak iizere
g(x)=eg (x)+e,g,(x)+e,g,(x)+e,g,(x) olacak bicimde elde edilir. C=<g(x)>
olsun. x"—1=g(x)h(x)+r(x) ve deg(r(x))<deg(g(x)) olacak bigimde
h(x),r(x)e R, [x] polinomlarinin var oldugu kabul edildiginde r(x)e C olur.

deg(r(x))<deg(g(x)) oldugu igin C=<g(x)> olmasi ile gelisir. O halde g(x)
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polinomu R, [x] halkasinda x" —1 polinomunun bir bélenidir. Boylece 1<i<4 igin

g, (x) polinomu F,[x] halkasi tizerinde x" —1 polinomunun bir bélenidir.

53 R, Halkasi Uzerinde Tanimh TS Devirli Kodlar

Bu bolimde daha sonra DNA kodlarin elde edilmesinde yardimci olacak olan TS

kodlarinin R, ~halkasi izerinde nasil elde edilebilecegi incelenmistir.

Asagidaki teorem R, halkasi tizerindeki tim TS kodlari karakterize etmektedir.

Teorem 5.15 R, halkasi Uzerinde n uzunlugunda devirli kod C=<g(x)> olsun. C,
TS koddur ancak ve ancak g(x)=e¢g,(x)+e,8,(x)+e,8;(x)+e,8,(x) olmak tzere

her 1<i<4 i¢in g,(x)e F,[x] ters sirali polinomdur.

Ispat: Her 1<i<4 icin deg(gl.(x)):ti olsun. Genelligi bozmaksizin kabul edelim ki
1, <t, <t <t, olsun. g (x)=a,+ax+..+ax"" +ax", g,(x)=b,+bx+..+bhx" " +

bx", g (x)=cytex+..+ox T +ex ve g, (x)=d,+dx+.+ dx"+dx"*
4

olmak Uzere C=<g(x):Zel.gi(x)> oldugunu kabul edelim. C:<g(x)> oldugu igin
i=1

g(x)e C olur.

n—t,—1 n—t,~—1 n—t;—1 n—t,—1

Ote yandan ex"""'g (x)+ex" " "g,(x)+ex"" g, (x)+ex""“"g,(x) polinomu

g(x) polinomunun ters sirall polinomu olmak uzere

ex"" g (x)+ex " g, (x)+ex" g, (x)+e,x" g, (x)e C olur. ilaveten, eger

n—t—i—1 n—t,—i—1 n—ty;—i—1 n—t,—i-1

xg(x)eC ise  ex 8 (x)+eyx 8 (x)+ex g5 (x)+e,x 8. (x)
polinomu xig(x)eC polinomunun ters sirali  polinomu olmak (zere

n—t—i—1

" g (x)+(v+1)x"™ g, (x)e C olur. C lineer bir kod olmak lzere x'g(x)

polinomunun tim lineer kombinasyonlari C koduna dismektedir. Boylece her

elemanin ters siralisi C koduna dismektedir. Sonug olarak, C kodu bir TS koddur.
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Tersine, kabul edelim ki C kodu TS kod olsun. Béylece, Gray doniisimu kullanarak

1<i<4 igin C =<gi(x)> kodlari F, tzerinde TS kodlar oldugu igin [33] makalesinden

her 1<i<4 i¢in g, (x) polinomlari F, tzerinde ters sirali polinomlar olmaktadir.

Sonug 5.16 C=<g(x)> uzerinde n uzunlugunda devirli kod olsun. C, TST koddur
ancak ve ancak g(x)=eg,(x)+e,g,(x)+e,g,(x)+e,g,(x) olmak tizere her 1<i<4

icin C, :<gi (x)>, F, tzerinde TS koddur.

Ispat: Teorem 5.15 ve [33] makalesindeki Teorem 1’den elde edilmektedir.

54 R, Halkasi Uzerinde Tanimh DNA Kodlar

Bu bdlimde, R, halkasinin elamanlari ile DNA 4-bazlisinin nasil eslestirildigi ve

bunlardan faydalanarak, cebirsel olarak uretilen bu kodlar ile ters sirali ve ters sirali

tamlanan 6zellige sahip DNA kodlarin nasil Gretildigi agciklanmaktadir.

DNA kodlarindaki ters siralama problemi su ornek ile aciklanabilmektedir.
(1+vw+wv2,v3+w) kods6zii R, = halkasinda iki uzunluklu bir kodsoéz olsun. Bu
kods6ziin  DNA  karsiligi "TTGGCAAA™ iken  kods6ziin  ters  siralisi
(1+vw+wv2,v3+w)r=(v3+w,1+vw+wv2) ve bunun DNA karsiigi "CAAATTGG"
olur. Bu kodsozlerin DNA karsihgi birbirlerinin ters siralisi olmamaktadir. Bu problem
v -kime seklinde bir treteg¢ kiimesi tanimlayarak ¢ozilmektedir.

DNA bazlari Sp, ={A,T,G,C} kimesi ile tanimlandiginda ve DNA 4 —bazlari da [34]
calismasinda S ={AAAA, AAAT,...TTTT} kimesi ile ifade edildigi gibi DNA
4 —bazlari ile R, halkasinin elamanlarini [34] makalesinde tanimlanan & dénusimi
ile saglanmaktadir.

[35] calismasindaki DNA bazlarinin eslesmesi Y ile asagidaki gibi gosterilsin.
YO0)=A, Y()=T, Y(W)=G, Y(w)=C ile gdsterilmektedir. Her a=em, +e,m, +
e;my +e,m, € R igin E(a) =Y(m)Y(m,)Y(my)Y(m,) oyle ki m,,m,,m;,m, € F, olur ve

€.€,,¢;,¢,€ R, ~merkeziidempotent elemanlaridir.
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Ornegin, 1+v+v(1+w)= el+e,(l+w)+e(D+e,(I+w)eR, elemanin  DNA
karsihgi EA+v+v(1+w)=TYMYA+w)YD)YA+w)=TGTG olarak ifade

edilmektedir.

DNA'nin bir 6zelligi olan Watson-Crick tamamlama o6zelligi A“=T, T*=A, C° =G,
G =C seklinde, DNA zincirindeki karsilikh gelen bazlarin kuralini belirtmektedir. DNA

4-bazlar icin Watson-Crick  tamamlama ozelligi (AATG) =TTAC, ...,
(TCGG)* = AGCC seklinde gosterilmektedir.

u=(,,...,u, ) kodsézinin tamamlayicisi u® = (u,...,u; ;) seklinde ve ters sirali-
tamlayicist u™ = (u;_,...,u,) seklinde gésterilmektedir.

Asagidaki tanim bir kodsoziin DNA karsigini ifade etmektedir.

Tanim 5.17 C kodu R, = uzerinde n uzunlugunda bir kod olsun. ¢,e R, ~ve
c=(¢ys€y50es¢,, )€ C bir kodsdz olmak tizere

O(c):C—S;!
(CO’CI""’Cn—l) - (é(co)f(cl)”'é:(cn—l))

donltsimi kodsozleri DNA 4n — bazlarina karsilik getirmektedir.
Ornek 5.18 ¢= (co,cl,cz,CS) = (l,v2 +v° (1+ w),1+v3w,v+v2 +w+v3w) kodsozii

O(c)= (f(l)éf(v2 +v (1+ W))g“(l+v3w)§(v+v2 + W+V3W)) = (TTTTACATTGGGCATT )

kodsoziine karsilik gelmektedir.

Tanim 5.19 Her 1<i<4 igin g, (x) polinomu F, sonlu cismi lzerinde dereceleri
sirastyla ¢, olan ve x"—-1 polinomunu bélen monik polinomlar ve
(=min{n—t,,n—t,,n—t;,n—1,} olsun. R, [x] halkasinda g(x) polinomu

g(x)=eg (x)+e,8,(x)+eg,(x)+e,g,(x) seklinde elde edilsin.

2 3
Ayrica, RV4_V Uzerinde W(a+bv+cv2+dv3)=a+b(v+wz)+c(v+w2) +d(v+w2)
bir otomorfizmadir ve bu otomorfizma yardimiyla ¥ —kiime olarak da adlandirilan

E(g) kimesi asagidaki gibi ifade edilmektedir:

72



P x'g(x) eger i cift ise,
"Xy (g(x)) eger i tek ise,

olmak Gzere,
E(g) :{E()’El""’Ek‘—l}

seklinde tanimlanmaktadir. E(g) kimesi R, halkasi tizerinde C lineer kodu igin bir

ureteg kimesidir ve C =(g(x)), ile gosterilmektedir.

Not: Burada <g(x)>w veya <E(g)> ile E(g) ile tretilen R, ~moduli gostermektedir.

(g(x)) ile g(x) tarafindan iretilen ideali géstermektedir.

R,  Uzerinde g(x)=a,+ax+..+ax" olmak lizere E(g) kiimesinin Grettigi lineer

kodun Urete¢ matrisi asagidaki bicimde gosterilmektedir:

a, a, a, a, 0 0
0 v(a) w(a) v(a) O 0
E(g)=|0 0 a, a, a, 0 0
0 0 0 vl(a) w(a) y(a) 0.. 0

Teorem 5.20 Her 1<i<4 igin F, sonlu cismi Uzerinde g,(x) polinomu dereceleri
sirastyla ¢, olan ve x" —1 polinomunu bélen monik kendine ters sirali polinomlar olsun.
2 </ ift sayi ve ¢, =max{s,t,,t,,1,} olsun. 1<i<4 igin 1, —t, =s, Gift sayi olsun.
e, €{e,e,,¢,,¢,] ve e, idempotent elemanlari birbirlerinden farkli olmak sartiyla

8 (x) = ejl'xSI/zgl (x)+ej2xsz/2g2 (x)+ ej3x53/2g3 (x)+ej4xs4/2g4 (x)

olmak tzere C:<E(g)> kodu R, halkasi Gzerinde bir lineer koddur ve @(C) ters

sirali bir DNA koddur. Ayrica, 1<i<4 igin m sifirdan farkl gi(x) polinomlarinin

sayisini gostermek tizere ‘<E(g)>‘ = 4" dir,

Ispat: are R, ve 0<i</-1 olmak lzere
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o[zee)) -ofzris..

denklemi DNA kodsdzlerin ters siralilarinin da C:<E(g)> kodunun iginde oldugunu
gostermektedir.

Asagidaki 6rnek ile Teorem 5.20’nin ispatinda gosterilen bir DNA kodsdziunin ters sirali
hali, Urete¢ matrisin hangi satirlarinin kombinasyonundan elde edildigini veren
Denklem 5.1’i 6rneklendirilmistir.

Ornek 5.21 g (x)=1+w'x+w’x’+x’, g, (x)=1+x, g (x)=0, g, (x)=0
polinomlari F, [x] halkasi tizerinde x’—1 polinomunu bélen ters sirali polinomlar
olsun. ¢t =3, s =0, s, =2 olur. Boylece,

§,/2

$3/2 5412

g(x):elx‘vllzgl(x)"‘ezx gz(x)+e3x g3(x)+e4x g4(x)

=(V+1) 2+ (Vw+ Fvewl)+x(VwHr v wl) + 140

olarak elde edilmektedir. E(g) kiimesi agagidaki matris ile ifade edilmektedir:

E

1

E)) VHL o wrr v Hv+w+l o wl v v+ w+l v 1 0
0 vV+wi+vi+wy WY +wy Wy +wy v Hwv? +vi 4wy

Ozel olarak @, = w+v’ ve @, =1+v’we R alindiginda

ok, +aE, =w+v3w+(1+v2+v3+vw)x+(1+v2+v3+vw+v2w+v3w)x2+(v+v3+w+
vw) X+ (v’ +vwviw) xt
polinomuna karsilk

c = (v3w+ w,v v+ ow+ 1LV w v + v w v Hvw+ Ly w v +v+wtw +v2w+v)
kodsozi elde edilmektedir. Bu kodsoziin DNA karsiligi CAAATGAGTGGCCAGCAAAG

olur. @(cl) kodso6zliniin ters siralisi Teorem 5.20'nin ispatinda belirtildigi gibi asagidaki

sekilde bulunur.
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v () E,+y (o) E =14V +w+v'w+ (v + w+ v w+v'w) x+(v+v” +9° + w+ow+v'w)
(1w w) + (v How v w) xf

polinomuna karsilik

¢ =(V'wHy +wH Ly wHy + 7w w w0 Fvw v w v HVwE w Ly w

+yw+v)
kodsozi karsilik gelmektedir ve bu kodsoziin DNA karsilig

0(c,) = GAAACGACCGGTGAGTAAAC ve (0(c,)) =©(c,)

olur. Uretilen C:<E(g)> kodun DNA karsiligl asagidaki gibidir ve bu kod TS DNA

koddur.

O(C)={ AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA, AAAAAAAAAACAAACAAAAA,

AAAAAAAAAAGAAAGAAAAA, AAAAAAAAAATAAATAAAAA, AAAAAAACAAATAAATAAAC,
AAAAAAACAACTAACTAAAC, AAAAAAACAAGTAAGTAAAC, AAAAAAACAATTAATTAAAC,
AAAAAAAGAAACAAACAAAG, AAAAAAAGAACCAACCAAAG, AAAAAAAGAAGCAAGCAAAG,
AAAAAAAGAATCAATCAAAG, AAAAAAATAAAGAAAGAAAT, AAAAAAATAACGAACGAAAT,
AAAAAAATAAGGAAGGAAAT, AAAAAAATAATGAATGAAAT, AAAAACAAACAAAAAAAAAA,
AAAAACAAACCAAACAAAAA, AAAAACAAACGAAAGAAAAA, AAAAACAAACTAAATAAAAA,
AAAAACACACATAAATAAAC, AAAAACACACCTAACTAAAC, AAAAACACACGTAAGTAAAC,
AAAAACACACTTAATTAAAC, AAAAACAGACACAAACAAAG, AAAAACAGACCCAACCAAAG,
AAAAACAGACGCAAGCAAAG, AAAAACAGACTCAATCAAAG, AAAAACATACAGAAAGAAAT,
AAAAACATACCGAACGAAAT, AAAAACATACGGAAGGAAAT, AAAAACATACTGAATGAAAT,
AAAAAGAAAGAAAAAAAAAA, AAAAAGAAAGCAAACAAAAA, AAAAAGAAAGGAAAGAAAAA,
AAAAAGAAAGTAAATAAAAA, AAAAAGACAGATAAATAAAC, AAAAAGACAGCTAACTAAAC,
AAAAAGACAGGTAAGTAAAC, AAAAAGACAGTTAATTAAAC, AAAAAGAGAGACAAACAAAG,
AAAAAGAGAGCCAACCAAAG, AAAAAGAGAGGCAAGCAAAG, AAAAAGAGAGTCAATCAAAG,
AAAAAGATAGAGAAAGAAAT, AAAAAGATAGCGAACGAAAT, AAAAAGATAGGGAAGGAAAT,
AAAAAGATAGTGAATGAAAT, AAAAATAAATAAAAAAAAAA, AAAAATAAATCAAACAAAAA,
AAAAATAAATGAAAGAAAAA, AAAAATAAATTAAATAAAAA, AAAAATACATATAAATAAAC,
AAAAATACATCTAACTAAAC, AAAAATACATGTAAGTAAAC, AAAAATACATTTAATTAAAC,
AAAAATAGATACAAACAAAG, AAAAATAGATCCAACCAAAG, AAAAATAGATGCAAGCAAAG,
AAAAATAGATTCAATCAAAG, AAAAATATATAGAAAGAAAT, AAAAATATATCGAACGAAAT,
AAAAATATATGGAAGGAAAT, AAAAATATATTGAATGAAAT, CAAATAAATAAACAAAAAAA,
CAAATAAATACACACAAAAA, CAAATAAATAGACAGAAAAA, CAAATAAATATACATAAAAA,
CAAATAACTAATCAATAAAC, CAAATAACTACTCACTAAAC, CAAATAACTAGTCAGTAAAC,
CAAATAACTATTCATTAAAC, CAAATAAGTAACCAACAAAG, CAAATAAGTACCCACCAAAG,
CAAATAAGTAGCCAGCAAAG, CAAATAAGTATCCATCAAAG, CAAATAATTAAGCAAGAAAT,
CAAATAATTACGCACGAAAT, CAAATAATTAGGCAGGAAAT, CAAATAATTATGCATGAAAT,
CAAATCAATCAACAAAAAAA, CAAATCAATCCACACAAAAA, CAAATCAATCGACAGAAAAA,
CAAATCAATCTACATAAAAA, CAAATCACTCATCAATAAAC, CAAATCACTCCTCACTAAACG,
CAAATCACTCGTCAGTAAAC, CAAATCACTCTTCATTAAAC, CAAATCAGTCACCAACAAAG,
CAAATCAGTCCCCACCAAAG, CAAATCAGTCGCCAGCAAAG, CAAATCAGTCTCCATCAAAG,
CAAATCATTCAGCAAGAAAT, CAAATCATTCCGCACGAAAT, CAAATCATTCGGCAGGAAAT,
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CAAATCATTCTGCATGAAAT, CAAATGAATGAACAAAAAAA, CAAATGAATGCACACAAAAA,
CAAATGAATGGACAGAAAAA, CAAATGAATGTACATAAAAA, CAAATGACTGATCAATAAAC,
CAAATGACTGCTCACTAAAC, CAAATGACTGGTCAGTAAAC, CAAATGACTGTTCATTAAAC,
CAAATGAGTGACCAACAAAG, CAAATGAGTGCCCACCAAAG, CAAATGAGTGGCCAGCAAAG,
CAAATGAGTGTCCATCAAAG, CAAATGATTGAGCAAGAAAT, CAAATGATTGCGCACGAAAT,
CAAATGATTGGGCAGGAAAT, CAAATGATTGTGCATGAAAT, CAAATTAATTAACAAAAAAA,
CAAATTAATTCACACAAAAA, CAAATTAATTGACAGAAAAA, CAAATTAATTTACATAAAAA,
CAAATTACTTATCAATAAAC, CAAATTACTTCTCACTAAAC, CAAATTACTTGTCAGTAAAC,
CAAATTACTTTTCATTAAAC, CAAATTAGTTACCAACAAAG, CAAATTAGTTCCCACCAAAG,
CAAATTAGTTGCCAGCAAAG, CAAATTAGTTTCCATCAAAG, CAAATTATTTAGCAAGAAAT,
CAAATTATTTCGCACGAAAT, CAAATTATTTGGCAGGAAAT, CAAATTATTTTGCATGAAAT,
GAAACAAACAAAGAAAAAAA, GAAACAAACACAGACAAAAA, GAAACAAACAGAGAGAAAAA,
GAAACAAACATAGATAAAAA, GAAACAACCAATGAATAAAC, GAAACAACCACTGACTAAAC,
GAAACAACCAGTGAGTAAAC, GAAACAACCATTGATTAAAC, GAAACAAGCAACGAACAAAG,
GAAACAAGCACCGACCAAAG, GAAACAAGCAGCGAGCAAAG, GAAACAAGCATCGATCAAAG,
GAAACAATCAAGGAAGAAAT, GAAACAATCACGGACGAAAT, GAAACAATCAGGGAGGAAAT,
GAAACAATCATGGATGAAAT, GAAACCAACCAAGAAAAAAA, GAAACCAACCCAGACAAAAA,
GAAACCAACCGAGAGAAAAA, GAAACCAACCTAGATAAAAA, GAAACCACCCATGAATAAAC,
GAAACCACCCCTGACTAAAC, GAAACCACCCGTGAGTAAAC, GAAACCACCCTTGATTAAAC,
GAAACCAGCCACGAACAAAG, GAAACCAGCCCCGACCAAAG, GAAACCAGCCGCGAGCAAAG,
GAAACCAGCCTCGATCAAAG, GAAACCATCCAGGAAGAAAT, GAAACCATCCCGGACGAAAT,
GAAACCATCCGGGAGGAAAT, GAAACCATCCTGGATGAAAT, GAAACGAACGAAGAAAAAAA,
GAAACGAACGCAGACAAAAA, GAAACGAACGGAGAGAAAAA, GAAACGAACGTAGATAAAAA,
GAAACGACCGATGAATAAAC, GAAACGACCGCTGACTAAAC, GAAACGACCGGTGAGTAAAC,
GAAACGACCGTTGATTAAAC, GAAACGAGCGACGAACAAAG, GAAACGAGCGCCGACCAAAG,
GAAACGAGCGGCGAGCAAAG, GAAACGAGCGTCGATCAAAG, GAAACGATCGAGGAAGAAAT,
GAAACGATCGCGGACGAAAT, GAAACGATCGGGGAGGAAAT, GAAACGATCGTGGATGAAAT,
GAAACTAACTAAGAAAAAAA, GAAACTAACTCAGACAAAAA, GAAACTAACTGAGAGAAAAA,
GAAACTAACTTAGATAAAAA, GAAACTACCTATGAATAAAC, GAAACTACCTCTGACTAAAC,
GAAACTACCTGTGAGTAAAC, GAAACTACCTTTGATTAAAC, GAAACTAGCTACGAACAAAG,
GAAACTAGCTCCGACCAAAG, GAAACTAGCTGCGAGCAAAG, GAAACTAGCTTCGATCAAAG,
GAAACTATCTAGGAAGAAAT, GAAACTATCTCGGACGAAAT, GAAACTATCTGGGAGGAAAT,
GAAACTATCTTGGATGAAAT, TAAAGAAAGAAATAAAAAAA, TAAAGAAAGACATACAAAAA,
TAAAGAAAGAGATAGAAAAA, TAAAGAAAGATATATAAAAA, TAAAGAACGAATTAATAAAC,
TAAAGAACGACTTACTAAAC, TAAAGAACGAGTTAGTAAAC, TAAAGAACGATTTATTAAAC,
TAAAGAAGGAACTAACAAAG, TAAAGAAGGACCTACCAAAG, TAAAGAAGGAGCTAGCAAAG,
TAAAGAAGGATCTATCAAAG, TAAAGAATGAAGTAAGAAAT, TAAAGAATGACGTACGAAAT,
TAAAGAATGAGGTAGGAAAT, TAAAGAATGATGTATGAAAT, TAAAGCAAGCAATAAAAAAA,
TAAAGCAAGCCATACAAAAA, TAAAGCAAGCGATAGAAAAA, TAAAGCAAGCTATATAAAAA,
TAAAGCACGCATTAATAAAC, TAAAGCACGCCTTACTAAAC, TAAAGCACGCGTTAGTAAAC,
TAAAGCACGCTTTATTAAAC, TAAAGCAGGCACTAACAAAG, TAAAGCAGGCCCTACCAAAG,
TAAAGCAGGCGCTAGCAAAG, TAAAGCAGGCTCTATCAAAG, TAAAGCATGCAGTAAGAAAT,
TAAAGCATGCCGTACGAAAT, TAAAGCATGCGGTAGGAAAT, TAAAGCATGCTGTATGAAAT,
TAAAGGAAGGAATAAAAAAA, TAAAGGAAGGCATACAAAAA, TAAAGGAAGGGATAGAAAAA,
TAAAGGAAGGTATATAAAAA, TAAAGGACGGATTAATAAAC, TAAAGGACGGCTTACTAAAC,
TAAAGGACGGGTTAGTAAAC, TAAAGGACGGTTTATTAAAC, TAAAGGAGGGACTAACAAAG,
TAAAGGAGGGCCTACCAAAG, TAAAGGAGGGGCTAGCAAAG, TAAAGGAGGGTCTATCAAAG,
TAAAGGATGGAGTAAGAAAT, TAAAGGATGGCGTACGAAAT, TAAAGGATGGGGTAGGAAAT,
TAAAGGATGGTGTATGAAAT, TAAAGTAAGTAATAAAAAAA, TAAAGTAAGTCATACAAAAA,
TAAAGTAAGTGATAGAAAAA, TAAAGTAAGTTATATAAAAA, TAAAGTACGTATTAATAAAC,
TAAAGTACGTCTTACTAAAC, TAAAGTACGTGTTAGTAAAC, TAAAGTACGTTTTATTAAAC,
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TAAAGTAGGTACTAACAAAG, TAAAGTAGGTCCTACCAAAG, TAAAGTAGGTGCTAGCAAAG,
TAAAGTAGGTTCTATCAAAG, TAAAGTATGTAGTAAGAAAT, TAAAGTATGTCGTACGAAAT,

TAAAGTATGTGGTAGGAAAT, TAAAGTATGTTGTATGAAAT } .

Sonu¢ 5.22 F, cismi Uzerinde x"—1 polinomunu bélen ters sirali polinomlar
g(x). &,(x). g,(x) ve g,(x) ve R, halkasinda bir lineer kod C =(E(g)) olmak
tzere, r(x)=1+x+x>+..+x"" polinomunu igeriyorsa, ®(C) bir TST DNA koddur.
Ispat Sonug, DNA baz eslemelerinden ve Teorem 5.20’den elde edilir.

Teorem 5.23 F, cismi uzerinde x"—1 polinomunu bdlen ters sirali polinomlar
4

g(x)=g,(x)=g5(x)=g,(x) ve g(x)=DegeR, [x] olsun. R,  halkasi
i=1

uzerinde C=(g(x)) (veya C:<g(x)>y/:<E(g)>) bir TS devirli koddur ve ©(C)
kodu TS DNA koddur. Eger x—1 polinomu g(x) polinomunu bélmiiyor ise ®(C)
kodu TST DNA koddur. Burada C kodu ayni zamanda bir ¢arpik devirli koddur.

ispat: Teorem 4.28'in ispati ile aynidir. Burada g, (x)=g,(x)=g;(x)=g,(x)
oldugundan R, halkasi (zerinde g(x) polinomunun katsayilari F, cisminin
elemanlar oldugundan y -kiimesi olusturuken ¥ otomorfizmasi g(x) polinomunun
katsayilarini degistirmemektedir ve C:<g(x)>w devirli ayni zamanda c¢arpik devirli

koddur.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada sonlu, bazi zincir olmayan halkalar lizerinde lineer kodlar ¢alisilmistir. Bu
halkalar tzerinde merkezi idempotent elemanlar belirlenerek halkalarin yapisi sonlu
cisimler yardimi ile ayrnistinlmistir. Halka yapilarina gore kodlama teorisinin son
zamanlarda biogenetik ve kuantum bilimiyle yakindan ilgili olan kuantum ve DNA
kodlar oncelikli olmak Uzere lineer, devirli, sabit devirli, carpik sabit devirli kodlar ve bu
kodlara ait parametreler verilmistir. Bu galisma sirasinda Wolfram Mathematica,
Magma, C++, programlari kullanilmistir. Farkh cebirsel yapilar tizerinde tanimlanabilen

optimal kod bulma arastirmaya agik bir problemdir.
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