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OZET

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN BAZI TIP
VE FINANS PROBLEMLERINE UYGULANMASI VE
NUMERIK COZUMLERI

Tuggem PARTAL

Matematik Miihendisligi Boliimii
Doktora Tezi

Danigsman: Prof. Dr. Mustafa BAYRAM

Bu tez calismasinda ¢oziimii stokastik siirecler olan stokastik diferansiyel denklemler
konusu ve uygulama alanlar1 incelenmistir. Stokastik diferansiyel denklemlerin varlik
tekliklerinden bahsedilip, analitik ve niimerik ¢6ziim yontemleri anlatildiktan sonra,
ilgili niimerik yontemlerin kararlilik analizleri {izerinde durulmustur.

Uygulamalar kisminda stokastik diferansiyel denklemler, iki énemli konu olan timor
bilyiimesi ve hisse senedi tahminleri icin kullamldi. Ik uygulama olarak, 01.01.2005-
01.01.2015 tarihleri arasindaki YAHOO hisse senedi fiyatlari, finansal bir stokastik di-
feransiyel denklem modeli olan Black-Scholes modeli ile yaklagik olarak hesaplandai.

Ikinci bir uygulama olarak ise paratiroid tiimériiniin insan viicudundaki davranis: ve
biiyiimesi tlizerine ¢aligildi. Bunun i¢in 6ncelikle Gompertz model tanimlandi ve litera-
tiirdeki 41 gercek hasta iizerinden paratiroid kanserinin zamana gore degisimi determi-
nistik olarak incelendi. Daha sonra hastalar iizerinden elde edilen veriler ile, stokastik
modeldeki difiizyon katsayisi belirlendi ve bu katsay1 kullanilarak, deterministik Gom-
pertz kurallarinin gegerli oldugu stokastik Gompertz model tanimlandi. Tanimlanan bu
stokastik model ile tiimor biiylimesinin zamana gore degisimi yaklagik olarak hesap-
land.

xi



Iki modelin de hem analitik ¢oziimleri hem de tanimlanan niimerik yontemler kulla-
nilarak niimerik ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen ¢oziimler gercek veriler ile kiyaslanda,
hata tablolar1 ve garfikler ile etkinlikleri gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Stokastik diferansiyel denklemler, maksimum olabilirlik tahmin
metodu, non-parametrik tahmin metodu, Black-Scholes model, stokastik Gompertz mo-
del.
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ABSTRACT

APPLICATION OF STOCHASTIC DIFFERENTIAL
EQUATIONS ON SOME MEDICAL AND FINANCE
PROBLEMS AND THEIR NUMERICAL SOLUTIONS

Tuggcem PARTAL

Mathematical Engineering
Ph.d. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Mustafa BAYRAM

In this thesis, the concept of stochastic differential equations and its application areas
are investigated. After the existence and uniqueness of equations are mentioned and
analytical and numerical solution methods are determined, stability analyzes of nume-
rical methods are discussed.

Stochastic differential equations is used for two important issues such as estimation
of tumor growth and stock price which addressed in the application section. As a first
application, we are approximated the YHOO stock prices between 01.01.2005-01.01.2015
with Black-Scholes model, which is a financial stochastic differential equation model.

As a second application, we study on the behavior and growth of parathyroid cancer
in the human body. Firstly deterministic Gompertz model is identified for this, then it
is investigated deterministically change of parathyroid cancer respect to time, which is
obtained through 41 patients in the literature. Then we describe the stochastic Gom-
pertz model based on deterministic Gompertz’s law with the diffusion coefficient in our
stochastic model, using the data taken from the patients. Changing in tumor growth
over the time is approximately calculated with this defined stochastic model.
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We solve both models numerically and analitically with defined methods. Obtained
solutions are compared with the actual data and they are supported with graphs and
error tables.

Keywords: Stochastic differential equations, maximum likelihood parameter estima-
tion method, non-parametric estimation method, Black-Scholes model, stochastic Gom-
pertz model.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Bir sistemin davranisinin modellenmesi probleminde, bazen sistemler o kadar karigiktir
ki sistemi tamimlamak ¢ogu zaman miimkiin olmaz. Boyle durumlarda olasiliksal bir

model kullanmak dogru bir yaklagim olacaktir.

Son zamanlara kadar yapilan ¢aligmalarda fiziksel modeller i¢in geligtirilen ¢ogu mo-
dellerde yeteri kadar giiclii bilgisayarlarin bulunmamasi ve uygun niimerik yontemlerin
azlig1 sebebi ile ¢oziimiin zorlagmasindan fiziksel fenomenlerdeki stokastik etkiler dik-
kate alinmamigtir. Hesaplama giiciiniin artmasi ile birlikte, boyle kompleks modeller
dikkate alinmaya baglanmig ve stokastik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerine

olan ilgi artmigtir.

1826’da botanik¢i Robert Brown’'un kendi adi verilen Brown hareket siirecini (Brow-
nian motion process) kesfetmesinden sonra, yapilan aragtirmalarda bu siirecin bir ¢ok
fiziksel, ekonomik, biyolojik veya sosyal fenomenlerin incelenmesinde de kullanilabile-
cegi ortaya ¢ikti. Bu denklemler genellikle stokastik diferansiyel denklem seklinde olup,
denklemlerin modellenip ¢oziimlenmesinde bilinenden farkli bir integrasyon tipi ve ku-
rami gerekir. Kiyoshi Ito (1915-2008) tarafindan baglatilan ve Ito stokastik integrali

adin1 alan bu kuramda bir stokastik siirecin bagka bir stokastik siirece gore integrali sz



konusu olup bu 6zel integralle basglayan matematiksel analiz “Ito analizi” veya “Stokastik
Analiz” adinm1 alir. Ito’'nun bu alandaki en 6nemli katkisi stokastik integral denklemlerin
¢Oziimiine olanak saglayan “Ito Lemma” sidir. Daha sonra Ruslen R. Stratonovich (1966)

Ito stokastik integrali modifiye ederek Stratonovich stokastik integrali tanitmigtir.

(Cogu realistik modelin elde edilmesinde, tip, finans matematigi, aktiierya, fizik, biyoloji,
kimya, ekonomi gibi alanlarda adi veya kismi diferansiyel denklemler yerine stokastik
diferansiyel denklemler ile modelleme yapilmaktadir. Ozellikle, finans matematiginde,
hisse senedi (stock) ve birim fiyat (option price) modelleri i¢in stokastik diferansiyel

denklemler kullanilir.

Bir sistem adi veya kismi diferansiyel denklem ile tanimlanirken, bir rassal terimden
(random term) etkilenme varsa stokastik diferansiyel denklem (SDD) elde edilir. Yani,
bir adi veya kismi diferansiyel denkleme ekstra terim ekleyerek elde edilebilirler. Bu
ekstra terim, Brown hareketi (Brownian motion) olup modele rassallik (randomness)
getirir. Stokastik diferansiyel denklemlerin kilit noktasi, Brown hareketi higbir yerde
diferansiyellenemez oldugundan, stokastik diferansiyel denklemin rassal kismi bilinen
basit analiz yontemler ile hesaplanamaz. Bu nedenle, stokastik diferansiyel denklemle-
rin integral formuyla ve Ito ve Stratonovich stokastik analizi ile ilgilenecegiz. Caligilan
alanda ¢oziimiin gerektirdiklerine gore Ito stokastik analizinden Stratonovich analizine
(ya da tam tersi) ge¢mek miimkiindiir. Ito stokastik analizi finans matematiginde hisse
senedi (stock) ve birim fiyat (option price) modelleme ve biyolojideki popiilasyon ar-
tiginin tanimlanmasinda 6nemli rol oynarken, Stratonovich stokastik analizi ise fizik
ve miihendislikte pargacik hareketi veya stokastik dinamik sistemler i¢in yaygin olarak

kullanilir.

Deterministik dinamik sistemler teorisinde, sistemin davraniglar: kismi diferansiyel denk-
lemler ile (dalga denklemi, 1s1 denklemi, Laplace denklemi, elektrodinamik, akigkan
akimi vb.) veya adi diferansiyel denklemler ile (klasik Newton mekanigi, vb.) modelle-
nir. Ancak, elektronik devrelerdeki giiriiltii (noise), hisse senetlerindeki dalgalanma, ile-
tisim sistemlerindeki karmasa gibi stokastik dalgalanmalar géz ardi edilemeyeceginden

adi diferansiyel denklemler (ADD) ve kismi diferansiyel denklemler (KDD) ek olarak



rassal (random) terim igermelidir.

Diferansiyel denkleme rassal terimin eklenmesiyle ADD veya KDD den SDD e gegis
olur. Rassallik, problemin basglangi¢ degerinden kaynaklanabilir ya da fiziksel sistemde
tanimlanan fonksiyon rassal fonksiyon olabilir. Béyle durumlarda diferansiyel denkleme

“stokastik diferansiyel denklem” denir.

Bu rassallik, hizli degisen rassal fenomenlerin tanimlanmasi i¢in uygundur ve renkli
gliriiltii (coloured noise) gibi diger noise formlarinda miimkiin olmasina ragmen higbir
yerde diferansiyellenemeyen Wiener siireci (Wiener process) ile modellenebilir. Ancak
stokastik diferansiyel denklemler teorisinde de adi diferansiyel denklemler teorisinde ol-
dugu gibi analitik ¢oziime sahip diferansiyel denklem sinifi ok dardir ve bu nedenle mo-
dellerin ¢oziimleri niimerik yontemler gerektirmektedir. Stokastik diferansiyel denklemin
¢Oztimiinde etkili ve uygun metodu bulmak i¢in mertebe (order), kararlilik (stability) ve
olas1 yontemin hata davranmglarinin analiz edilmesi gerekir. Stokastik diferansiyel denk-
lemleri ¢ozmek i¢in bir deterministik yontemdeki basit adaptasyonu kullanmak miimkiin

degildir. Dolayisiyla, kendine uygun stokastik niimerik metotlar gelistirilmelidir.

Niimerik metotlar elde edilebilmesine ragmen, 6rnegin, belli bir noktada stokastik Tay-
lor serisinin kesilmesi gibi yontemleri, eger yiiksek mertebe (order) gerektiriyorsa uygu-

lamak oldukga zordur.

Yaklagim metotlar: i¢in iki temel durum vardir. Coziime yaklagmak istendiginde, orta-
lama karesel yakinsaklik (mean square convergence) kullanilir ve bu gekilde elde edilen
metotlara “gii¢lii (strong)” denir. Eger sadece momentle ya da ¢oziimiin diger fonksi-
yonelleriyle ilgileniliyorsa, yani istenen yaklagimdan daha gii¢siiz yaklagimlardan soz

ediliyorsa, bu durumda metoda “zayif (weak)  denir.

Daha 6nce gesitli karesel ortalama (mean square) ve zayif niimerik yontemler tiiretilmisg
ve bu konuda Milstein [2|, Kloeden ve Platen [3| tarafindan genis olgiide ¢aligmalar
yapilmigtir. Giiglii durumlar (strong sense) i¢in Chang [4], Hernandez ve Spigler [5].
[6] Klauder ve Petersen [7], Mauthner [8], Mc Shane [9] ve Riimelin [10] Runge Kutta

(RK) yontemi ile ¢aligmalar sunmustur.



1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, stokastik diferansiyel denklem tiirleri tanitilip, analitik ve niimerik ¢o6-
zimlerinin nasil elde edildigi tizerinde durulmustur. Tezde, finans ve tip alanlarinda
oldukga sik kullanilan Black-Scholes ve Gompert modellerinin stokastik versiyonlarinin,
deterministik duruma gore daha giivenilir sonuglar verdigini gostermek amaglanmakta-
dir. Bunun i¢in gercek veriler kullanilarak, hem stokastik model hem de deterministik

modeller i¢in elde edilen ¢oziimler kiyaslanacak ve bu sonuglar yorumlanacaktir.

1.3 Hipotez

Bu ¢alismada, iki 6nemli stokastik modele yer verilecektir. Boliim 8 de finans alaninda
onemli bir yere sahip olan Black-Scholes modelinin stokastik hali incelenecektir. Mo-
deldeki katsayilar, YHOO hisse senedinin belli bir y1l araligindaki gergek verileri ele
alinarak, parametre tahmin metodlar: ile elde edilip, elde edilen parametreler ile mo-
del analitik ve ntimerik olarak ¢oziilecektir. Coziimlerin gercek veriler ile kiyasi yapilip,
hata tablolar1 ve grafikler ile desteklenecektir. Elde edilen sonuglarin da istatistiksel
olarak anlamliligi incelenip, stokastik Black-Scholes modelinin ve tahmin yontemlerinin

bu alandaki etkinligi tartigilacaktur.

Bir diger hipotez ise yine Boliim 9 da literatiirden farkl olarak, paratiroid kanserinin
insan viicudundaki degisiminin, difiizyon katsayisi eklendiginde istatistiksel olarak fark-
lilik gbsterip gostermedigini test etmektir. Bunun i¢in literatiirde var olan, 41 paratiroid
kanser hastasi iizerinden elde edilen veriler kullanilarak, difiizyon katsayist hesaplanmig-
tir. Bu katsayinin deterministik Gompertz modele eklenmesi ile elde edilen stokastik
modelin istatistiksel anlamliligi ve deterministik modele gore etkinligini gosteren 6ngo-

riiler, mevcut tezin hipotezlerini olugturmustur.



BOLUM 2

STOKASTIK ANALIZ

Stokastik analiz iginde rassallik ya da giiriiltii (noise) terimi bulunan stokastik stiregler
ile ilgilenir. Bu boliimde tezin ileri kisimlarinda kullanilacak olan olasilik ve stokastik
siirecler ile ilgili temel tanim ve sonuglara yer verilmistir. Bu tanimlarla ilgi daha detayh
bilgilere, Kloeden ve Platen’in (1992) "Numerical Solution of Stochastic Differential
Equation" isimli kitabindan ulagilabilir [11].

2.1 Olasilik Teorisi

Olasiligin matematiksel teorisi Pascal ve Fermat’in 1650’li yillardaki kumar oyunlar:
tizerindeki galigmalarina kadar geriye gitmektedir. Olasiliklar genelde rassal deneylerin
sonunda degisik sonuclarin gozlenebilmesini ifade eden sayisal degerlerdir. Hangi olasilik
tanimi ele alinirsa alinsin (klasik olasilik, aksiyomatik olasilik, geometrik olasilik veya

stibjektif olasilik gibi) olasilik

P : {Olaylar kimesi} — [0,1]

bigiminde bir kiime fonksiyonudur. Bu fonksiyonun tanim kiimesi sézkonusu rassal de-
neyin biitiin olaylarindan olugan kiime, deger kiimesi ise [0, 1] arahgidir. Fonksiyonun

yapist 1933 yilinda Rus matematik¢i A. N. Kolmogorov (1903-1987) tarafindan ortaya



atilan aksiyomlarla gekillenmektedir.

Tanim 2.1  nin altkiimelerinden olugan bir &7 o-cebiri asagidaki 6zellikleri saglar:
1. Qe .
2. Ae A ise, A={weQ|w¢g Al e .
3. Herhangi bir A, C & dizisi i¢in, |-, A, € .

Ornegin, R™ nin acik kiimeleri tarafindan iiretilen o cebiri R™ de bir Borel kiimesidir.

Tanmim 2.2 &7 tizerindeki bir P olasilik 6l¢iimi asagidaki 6zellikleri saglamalidir:
1. P(2) =1.
2. Ae o ise, P(A) > 0.
3. P(A°)=1- P(A).
4. Eger Ay, Ay, -+, Ay, - - - karsilikh ayrik olaylar (yani A;NA; = 0) ise, P2, 4,) =

2 ne1 P(An)

Tanmim 2.3 Bir (22, .o, P) olasilik uzay, €2 6rnek uzayi, bu 6rnek uzayin altkiimelerinin

bir o/ o-cebiri ve &7 {izerindeki P olasilik dl¢iimiinden olugur.

Tanim 2.4 (€, .o/, P) olasilik uzay1 olmak tizere, A € &/, B € o/ ve P(B) > 0 olsun.

Bu durumda verilen bir B kiimesi i¢in A nin B’ye gore kosullu olasiligr

p(a|p) = AN B) (];4<2)B )

olup, A olaymin B olaymnin sartlar: altindaki olasiligi denir.

Tanim 2.5 Ornek uzay ftizerinde tamml bir X : Q — R reel degerli fonksiyonu, her-
hangi bir B € % Borel kiimesi igin X }(B) = {w € Q : X(w) € B} sartim saghyorsa

X’e rassal degisken denir.

Tanim 2.6 Rassal degisken X (w)nin olasiliksal davranisi,

Flz)=P({weQ: X(w) <z})



dagilim fonsiyonu ile tek bir sekilde ve tamamen belirlenir.

Rassal degiskenler ayrik ya da stirekli olabilirler.

Tanim 2.7 Bir X rassal degiskeninin aldig1 degerler "sayilabilir" ise X e kesikli (disc-

rete) rassal degisken denir. Bu durumda rassal degigkenin olasilik fonksiyonu

PX=k= > p, k=12...

ile gosterilir. Bu ifade rassal degiskenin degerini k’ya esit kilan tiim w elementer sonug-

larmin olasiliklarimin toplamidir. Dagilim fonksiyonu ise

Fx(2) =Y pla)

T <x
ile gosterilir.

Tanim 2.8 Eger X rassal degiskeninin aldigi degerler "sayilamaz sonsuz" bir kiime
olugturuyor ise X e stirekli rassal degisken denir. Bu durumda X rassal degigkeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu fx(z), (fx(x) > 0) ile gosterilir. Dagilim fonksiyonu ise

Fx(x)=P(X <x)= /m fx(s)ds

ile gosterilir. P(a < X <b) = fab fx(@)dz, [7 fx(x)dz =1 dir. Ayrica,
Pla < X <b)=F(b) — F(a).

Tanim 2.9 (€, .o, P) olasilik uzayinda tanimhi X rassal degigkeninin P olasilik 6lgii-

miine gore beklenen degeri veya ortalama degeri

E(X) = /Q XdP



dir. R de siirekli bir rassal degigken i¢in

B(X) = /_ e fe)da.

(e 9]

Tanim 2.10 X, ortalamasi ;1 = E(X) olan bir rassal degisken olmak tizere X’in var-

yanst agsagidaki gibi tanmimlanir.
e Eger X kesikli (discrete) ise, Var(X) = E((X — p)?) = E(X?) — p?.
e BEger X siirekli ise, Var(X) = [72 (X — p)f ().

Genelde 02 = Var(X) seklinde gosterilip, standart sapma ise o0 = \/Var(X) seklinde

varyansin karekokii ile tanimlanir.

Tanim 2.11 Siirekli rassal degiskenin k-incit mertebeden momenti

(o)

e = E(XF) = / 2* f(x)dx

— 00

ile tanumlanir.

2.1.1 Beklenen Degerin Ozellikleri

e ¢ sabit bir say1 olmak tizere FE(c) = c.

e a ve b sabitler olmak iizere E(aX + bY) = aFE(X) +bE(Y).

° E(Z;;l X’i) =2 i B(Xi).
e X <Yise BE(X)<E(Y).

2.1.2 Varyansm Ozellikleri

e Eger P(X =c¢) =11ise Var(X) = 0, yani sabit saymnn varyansi sifirdir.
e a ve b sabitler olmak tizere Var(aX +b) = a*Var(X).

e Bir rassal degisken sabit bir say1 ile carpilirsa, varyansi sabitin karesi ile garpilir.



Teorem 2.1 (["Jggen Esitsizligi) Eger X rassal degiskeninin beklenen degeri sonlu

ise

[E(X)] < E(1X])

Teorem 2.2 (Cauchy Schwarz Esitsizligi ) Eger F(|X|) < oo ise
E(1X]) < VE(X?)

Ispat 1

[1X] = (BE(XD) = 0= X" - 2| X|E(IX]) + E(X])* > 0

egitsizliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E(X?) —2B(IX)E(1X]) + | E(X])*| = 0= E(X?*) - |E(X])*] > 0
= |E(|X])] < E(X?)

= [E(X]] < VE(X?)

Jensen Esitsizligi: ¢(z), 0 < A < 1 igin g(Az + (1 — N)y) < Ag(z) + (1 — N)g(y)

olacak sekilde konveks bir fonksiyon ise

9(E(X)) < E(g(X)).

Markov Esitsizligi: X > 0 ve a > 0 i¢in
1

P(X >a) < -E(X).
a

Chebyshev Esitsizligi: u(= E(X)), 0?(= Var(X)) sonlu ve a > 0 sabit olmak iizere,



Tanim 2.12 [0, c0) lizerinde skalar standart bir Brown hareketi veya standart Wiener

streci, t € [0, T] de hemen her gergeklegmesi siirekli W () seklinde rassal degigsken olup,
asagidaki ii¢ sart1 saglar.

2.0 <ty <ty < - <ty i(;in, W(tl) — W(to), ,W(tn>

— W(t,—1) artiglan
bagimsizdir.

3.0 <ty <ty < -+ < t, i¢in, W(t) — W(s) artist ile verilen rassal degisken
ortalamasi sifir ve varyansi ¢ — s olan normal dagilima sahiptir. Denk olarak,
W(t) — W(s) ~ v/t —sN(0,1) olup burada N(0, 1) ortalamas: sifir ve varyansi

bir olan normal dagilmig rassal degisken olarak tanimlanmigtir.

Sekil 2.1 ile diskret Brown yolu (discretized Brownian path) gorsellik agisindan diiz
cizgilerle birlegtirilerek ¢izilmigtir.

Sekil 2.2 ile ise 1000 diskret Brown yolu boyunca U (W (t)) = exp(t + 1/2W (t)) fonksi-

yonu hesaplanmigtir [12]. Mavi ¢izgi ile U(W (¢))’nin ortalamasi, kirmizi kesikli gizgiler
ile de 10 ayr1 yol ¢izdirilmigtir.
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Sekil 2.1: Diskret Brown yolu
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mean of 1000 paths
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Sekil 2.2: 1000 ayriklagtirilmig Brown yol ortalamasi ve 10 ayr1 yol boyunca U (W (t))
fonksiyonu

Tanmim 2.13 Bir stokastik sireg, (€2, o7, P) olasilik uzayi tizerinde t € T ve w €
olmak {izere her bir ¢ i¢in w’nin bir P-6l¢iilebilir fonksiyonu olan, iki degiskenli X (¢, w)
rassal degiskenlerinin bir ailesidir. Burada 7' bir zaman araligi olmak {izere, ¢t zaman
parametresi olarak tanimlanmigtir. X (-, w) stokastik siirecin sample path veya yéringesi
(trajectory) olarak tanmimlanirken, X (¢,-), € olasilik uzay: tizerindeki rassal degigkeni

temsil eder.

Tanim 2.14 X (t,w), (Q, <7, P) olasilik uzay1 iizerinde tanimh reel degerli stokastik

siire¢ olmak iizere,
1. Her n > 0 i¢in E[|X,|] < 00
2. E(Xpp1|Xo, X1 - .., Xn) = X,
sartlarini saglayan X = {X,, : n > 0} stokastik siirecine bir "martingale” denir

Tamim 2.15 [ty,7] C [0,00) indeks kiimesi i¢in {X;, ¢ € [to,T]}, (Q, o, P) olasilik

uzay1 iizerinde tanimh stokastik siirec olmak iizere, tg < s <t < T ve her B € %% icin,

11



Markov 6zelligi olarak bilinen

P(X, € B|o/(|ty, s|)) = P(X, € B|X,)

denklemini saglayan {X;,t € [to, T]} stirecine "Markov siireci” denir [13].

12



BOLUM 3

STOKASTIK INTEGRALLER

Bu béliimde stokastik diferansiyel denklemlerin tartigmasina gegmeden 6nce, stokastik
integralin ne anlama geldigi anlatilacaktir. dWW;, Wiener siireci W (¢)'nin diferansiyeli,

a(t, X) ve B(t, X), X ve t'nin deterministik fonksiyonlar: olmak tizere tek boyutlu SDD,

dXt = Oé(t, Xt)dt + ﬁ(t, Xt)th

(3.1)
X(to) - X(]
ile tamimlansin. (3.1) ile verilen gosterimsel denklemin genel ¢oztimii
t t
X, = X + / als, X)ds + / B(s, X.)dW, (3.2)
to to

seklinde yazilabilir. Her ne kadar bu ¢oziim iki integral igeriyor olsa da, herhangi bir
deger elde etmek i¢in, bu ¢oztimdeki her iki integralin de anlaminin tam olarak bilinmesi

gerekir.

Basit dusgiiniilecek olursa, (3.2) ¢oziimiiniin sag tarafindaki ilk integral bir Riemann
integrali, ikinci integral ise bir Riemann-Stieltjes integrali gibi goziikmektedir. Ancak,
bir komplikasyon, a ve 3, t ve X’in deterministik fonksiyonlar1 olmasina ragmen X,’'in
stokastik bir siire¢ olmasindan dolay1, a(s, Xs) ve [(s, Xs) katsayilarimin integralde

stokastik davrandiklar1 gerceginden kaynaklanir.

13



Aslinda, (3.2) denkleminin sag tarafindaki ilk integral daima bir Riemann integrali
olarak yorumlanabilir. Bununla birlikte, ikinci integralin yorumlanmasi sorunludur. Bu
integral genellikle Ito integralidir, ancak bazi durumlarda Riemann-Stieltjes integrali

olarak da yorumlanabilir.

3.1 Riemann Integrasyonu

Py, sonlu [a, b] arahginin a = z¢ < x1 < - -+ < x, = b pargalanigi olsun. Eger,

n

S(f) = lim Y f(&)(@r —ze1), & € [meor, ] (3.3)

n—oo
k=1

mevcut ve degeri £ 'nin segiminden bagimsiz ise f fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann
integrallenebilirdir denir. Bu limitin degerine de Riemann integrali denir ve sembolik

olarak
b
[ stz =s()

seklinde gosterilir.

f fonksiyonunun [a, b] iizerinde Rieamann integrallenebilir olmasi igin gerek sart f’nin
[a, b] tizerinde simrlandirilmig varyasyonun bir fonksiyonu olmasidir. Ele alinmasi gere-

ken iki konu vardir:
1. (3.3) limitinin varhg) tespit edilmelidir

2. Limitin degerinin &,'nin se¢iminden bagimsiz oldugu dogrulanmalidir. Bu bagim-
sizlik, stokastik fonksiyonlarin integrasyonunda kullanilmayan Riemann integras-

yonunun onemli bir 6zelligidir.

3.2 Riemann-Stieltjes Integrasyonu

Riemann-Stieltjes integrasyonu Riemann integrasyonuna benzerdir, ancak burada top-

lam, x yerine x ’in bir fonksiyonu olan ¢’ye gére gerceklestirilir. Ornegin, F, X rassal
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degigkenin kiimiilatif dagilim fonksiyonu ise, X’in beklenen degeri i¢in bir tanim,

E[X] = / " vdF (3.4)

seklinde x’in F’ye gore Riemann-Stieltjes integralidir.

P, sonlu [a,b] arahginin a = xy < 7 < --- < x, = b parcalamsi olsun. |a, b] tizerinde

f’nin g’ye gore Riemann-Stieltjes integrali
lim > f(Elg(er) — glar-1)l, & € [, 24 (3.5)
n—o00 1

limiti mevcut ve degeri & 'nin se¢iminden bagimsiz iken bu limitin degeri olarak tanim-

lanabilir.

Burada ne f, ne de g’nin siirekli fonksiyon olmasi1 gerekmez, ayrica g, x ’in diferansi-
yellenebilir bir fonksiyonu ise f’nin g’ye gore Riemann-Stieltjes integrali f¢' nin [a, b]
tizerinde siirlandirilmig varyasyonun bir fonksiyonu olmasi koguluyla, f¢’ 'nin Riemann

integrali ile degistirilebilir.
3.3 Ito Integrali
[a, b] tizerinde f(t, W;)'nin [to integrali,

/ F(t, Wy)dW, = hm Zf (te—1, Wee1)(Wy — Wi1) (3.6)

ile tanmiml olup, burada Wy, = W (¢;) ve limit igleminin yakinsakligi ortalama karesel

anlamda, diger bir deyisle

lim F

n—oo

b 2

15



seklinde ifade edilir.

Sp = Wi1(Wy — Wi_1) = =(W?(b) — W? - = Wi, — Wi_1)? 3.8
; -1 (W = W) = S (W5(0) (a)) 2;( k= Wi-1) (3.8)
ifadesinden yola ¢ikarak ¢y, ... ¢, korelasyonsuz n standart normal sapma icin W —

Wi_1 = +/tr — tp_1€, olmak tizere

Su = S0 Wi a(We = Wia) = S(W2(0) = W2(a)) — 5 3"~ 1)
k=1 k=1

seklide yeniden diizenlenirse
1 1
Su— 5 [W20) = W*(@) = (b —a)] = 5 > (b — tea) (& — 1) (3.9)

elde edilir.

Ito integralinin hesaplamalar1 ve (3.9) denkleminin sag tarafinin ortalama kare yakin-

sakligim1 kurmak igin,

12

lm 2[5, — 2 [0V20) - W(a) — (b— )

= %nlg{.loE (Z(tk —tr1) (e} — 1))

k=1

= - (3.10)
_ % lim B |7 (= 1)t — te) (6 — 1)(€ - 1)]

n—o0

Lj,k=1

1O
= 3. > ("B [ - 17)

oldugu dikkate almmalidir, burada denklemdeki son satirda j # k igin (e —1) ve (] —1)

bagimsiz sifir ortalamali (zero mean) rassal sapmalardir.

E[(g—1)?°] =Ele] —2E[g]+1=3-2+1=2

16



oldugu aciktir. Nihayetinde

n

lim Y (t, —tp1)* =0 (3.11)

1
n—0o0 2 n—oo
k=1

i 5[5, — 3 [0V20) - (@) - G- a))| =

oldugu sonucuna ulagilir. Ito integralinin ortalama kare yakinsakligi ise

[ waw. =3 [ 0) - W) - 0~ o) (3.12)

seklinde elde edilir. Daha 6nce de belirtildigi gibi stokastik integralin Ito tanimi kla-
sik analiz kurallarma uymaz (klasik analizde (b — 2)/2 terimi yoktur). Ito stokastik

integralinin avantaji bir martingale olmasidir.

3.3.1 Ito Integrasyonunun Korelasyon Formiilii

Ito integrasyonunun bir diger 6nemli 6zelligi de korelasyon formiili olmasidir, Gyle ki

f(t, Wy) ve g(t, W;) iki stokastik fonksiyon olmak iizere

b b b
E {/ f(t, Wt)th/ q(s, WS)dWSl = / E[f(t, Wy)g(t, Wy)]dt
olup, f = ¢ 6zel durumu i¢in de bu bagint1

b b b
E U f(t, Wt)th/ f(s, Ws)dWS] = / E[f%(t,W,)]dt
sonucuna indirgenir.

Ispat: Ito integralin tanimmdan korelasyon formiilii

S’r(Lf) — Z f(tk—la Wk—l)(Wk - Wk—l)a

k=1

Sy = Zg(tk—h Wi—1) Wi = Wi—1),

k=1

(3.13)
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kismi toplamlarinin dikkate alinmasiyla ispatlanir. Buradan hareketle

E [ / £t W)W, / g(s,ws)dws]
R ‘ (3.14)
= lim > E[f(teor, Waea)g(tja, W) (Wi = Wi ) (W — W)

jk=1

elde edilir. f(tx—1, Wi—1)g(tj—1, W;_1) ve (W), — Wi_1)(W; — W;_1) carpimlar j # k
i¢in korelasyonsuzdur ve bu nedenle (3.14) denklemindeki ¢ift toplamda yalmzca k = j

durumu i¢in

E [/ab ft, Wy)dW, /abg(t, Wt)dI/IQ]

- nh—{& Z E [f(tkfla Wi—1)g(tr—1, Wi—1)(W), — qu)ﬂ
k=1

elde edilir.

f(tr—1, Wi_1)g(tj—1, W,_1) korelasyonsuz oldugundan

E [ f(tr—1, Wie1)g(ti—1, Wi—1) Wi — Wi—1)?]
= E[f(tk—1, Wi-1)g(tk—1, W) E[(Wi = Wi_1)?]

esitliginde E[(W}, — Wj,_1)?] yerine (t;, — tx_1) yazilirsa

b b n
E{ / £t W)W, / att, Wt)th} = lim > B[t Wao)g(ts, W) (b — t)
a a k=1

oldugu agiktir. Bu son denklemin sag tarafi, [a, b] araligl iizerinde

E[f(ti—1, Wi_1)g(tj—1, W;—_1)](tx — tx—1)'nin Riemann integraline karsilik gelir ve bu da
b b b
E [ / £ W)W, / o, Wt)th] _ / Bf(t W) g(t, W) dt (3.15)

sonucuna yol acar.
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3.4 Stratonovich Integrali

Ito integrasyonunun Riemann ve Riemann-Stieltjes integrasyon kurallarina uymamasi,
Ito integrasyonunu zor bir yontem haline getirir. Bu durumu gidermenin bir yolu, ol-
dukca rahat kogullar altinda geleneksel integrasyon kurallarina uymak i¢in ispatlana-
bilen Stratonovich integralini tanmitmaktir, ancak bdyle bir durumda elbette Ito in-
tegralinin martingale 6zelliginin feda edilmesi gerekir. Stratonovich integrali bir sub-

martingaledir. Stratejik olarak Ito ve Stratonovich integralleri birbiri ile iligkilidir.

Uygun bir f(¢, W) diferansiyellenebilir fonksiyonu verildiginde, W; Wiener siirecine gore

f'nin Stratonovich integrali (o ile gosterilir )

tr_1+ tx

5 (3.16)

b n
[ ey e = lm 3™ 6 WG - W), & =
@ k=1

ile tanimlanir. Burada limit kurallar1 (Ito integralinde oldugu gibi) ortalama kare anla-

minda yorumlanir, yani integralin degeri

lim F

n—oo

Zf &y W (&) (Wi — Wi_1) / [, W) Oth] =0 (3.17)

esitligini gerektirir.
Stratonovich integrasyonunun, Ito integrasyonundan nasil farklilagabilecegini degerlen-

dirmek igin,
b
/ Wt (¢] th

integralinin hesaplanmasi faydali olur. Hesaplamalar Ito integrali i¢in uygulanan yon-

temlere benzerdir ve

Sp = Z Wi12(Wy = Wi—1) (3.18)
k=1
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Riemann-Stieltjes kismi toplami ile baglar, burada kolaylik olmas1 agisindan Wy_q1,, =
W (te—1+ A(tx — tk—1)) notasyonu kullanilmigtir. Bu toplam (W,_;/ — Wjy_1) ortalamasi

sifir ve varyansi (¢ — tx—1)/2 olan Gaussian sapmalar olmak iizere

1 n n n
92 Z(Wl? - Wk271> + Z(Wk—lﬂ - kal)Z - Z(Wk - Wk—1/2)2

k=1 k=1 k=1

seklinde egdeger cebirsel forma dongtiiriiliir. Sonug olarak her bir k degeri i¢in €, ve
i, korelasyonsuz standart sapmalar olmak tizere (Wy_1/0 — Wi_1) = /(tp — ti1)/2€x

ve (Wi — Wi_i1y2) = /(tk — te—1)/2nx yazlabilir. Béylece Stratonovich integralinin

taniminin altindaki kismi toplam

Su =5 |70 —W2<a>+32<tk—tk_o(ez—ni)] (3.19)

k=1

seklindedir.

[to integralinin ortalama karesel yakinsakligini olugturmak i¢in kullanilan ¢ikarim tek-

rarlanirsa,
W2 0) — W (a)]? 1 2
. - a :
nh_>noloE {S — 5 } = nh_{{)lo E 1 k_l(tk — te_1) (€ — 7713)]
) 1
= JLI%OE 1 (tr — te—1)(tj — tj—1>(€i - 771%)(632 - 773)]
k=1

elde edilir. Bu denklemin son satir1 k£'nin belli degerleri icin €, ve 7, 'nin korelasyonsuz

sapmalar oldugunu gosterir. Dahasi her bir £ degeri icin €, ve 1y 'nin bagimsizligindan

E (g —m)’] = Eley] = 2E[eni] + Elny) =3—-2x1x1+3=4

20



Nihayetinde

= lim D (b —tir)* =0 (3.20)

k=1

lim E {Sn —

n—oo

W2(b) ; W2(a)r

olup buradan da

b

sonucuna ulagilir.
Bu ornek, Stratonovich integralinin birkag 6zelligini ortaya ¢ikarir :

1. Tto integralinden farkli olarak, Stratonovich integrali genellikle beklentiseldir (an-
ticipatory) 6nceki 6rnek dikkate alindiginda E[I] = (b—a)/2 > 0 ve dolayisiyla [

bir sub-martingaledir;

2. Bu ornege dayanarak Stratonovich integralinin, analizdeki geleneksel kurallara

uydugu goriiliir;

3. Bu ornek drift olarak yorumlandiginda, Stratonovich integralinin Ito integralinden

farkl oldugunu "ortalama deger" iizerinden gosteren bir 6nermedir.

3.5 Ito ve Stratonovich Integralleri Arasindaki Iligki

Tanimlayici 6rnek ile verilen Ito ve Stratonovich integralleri arasindaki baglanti, yani
Stratonovich integralinin degeri, Ito integralinin ve deterministik bir drift (siiriiklenme)

teriminin toplami oldugu,

/abE[f(t, W)2dt < oo, /abE {%rdt <o (3.22)

uygun sartlarn altida f(¢, W;) fonksiyon smifi i¢gin dogrudur.

Buradan ¢ikarilacak temel sonug f(¢, W;) fonksiyonunun Ito integrali ve Stratonovich
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integrali

/ftWt ) o dW, = /ftWt AW, + 2/a afngtvt)dt (3.23)

ozdegligi ile baglantilidir. (3.22)’daki ilk kogul Ito ve Stratonovich integrallerinin yakin-
saklhig1 igin gereklidir ve dolayisiyla sadece ikinci sart yenidir. Gorevi, (3.23)’in sag tara-
findaki ikinci integralin varhgimi garantiye almaktir. Denklem (3.23)’in tiirevi, f(¢, W;)
fonksiyonunun lokal olarak bir Taylor serisine acilabilmesine baghdir. Ispat, Stratono-

vich ve Ito integrallerinin kismi toplamlarindan yola cikilarak yapilir. Bu diigiince ile

n

Sgtratonovich — Z(tk—l/Q — Wk_1/2>(Wk — kal),

k=1
n

Slto = Z(tkq — Wi—1) (Wi, — W)

k=1

olmak tlizere

n—oo

b
/ f(t,W,) o dW, = lim GStratonovich / f(t,W,)dW, = lim SI*

elde edlir.

[k olarak SStratonovich _ glte fark; elde edilip, daha sonra f(t,_1/2 — Wy_1/2) fonksiyonun

t =ty ve W = Wj_; civarinda iki boyutlu Taylor seri ac¢ilimi bu ifadede yerine yazilirsa
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Gptratonovich _ glto — Z [f(th-1y2: Wi—1y2) = f(te1, Wi—1)] (Wi = W)

k=1

n Of (ti_1, Wi_
- |:f<tk717 Wi—1) + (tr—1/2 — tr—1) i ét =

Of (tk—1 — Wi_1)
ow

4= f(tk—l — Wk_l) (Wk - Wk—l)

= Of (tp—1 — Wi
= (th—12 — tp—1) UG- 1615 u 1)(Wk — Wi-)

+ (Wi—1y2 — Wi—1)

Ed
—_

Of (ti—1, Wi—1)
ow

+ Z(Wk71/2 — W)

k=1

(Wi = Wit) + -

3/2

olup bu hesaplamanin sag tarafindaki ilk toplam, O(t — tx_1)*/* olup n — oo igin sifir

degerini alir ve limit siirecindeki ortalama kare yakimsakligin mertebesi O (t —t_1)% dur.

Bu son denklemin sadelestirilmesi ile de

ratonovic o 1 - 8ft* ’Wﬁ
GStratonovich Gt +§Z (kalw . 1)(tkz_tk—1) (3.24)
k=1
1 o= Of (tp_1, Wi_ te — tp_
‘s f( kaIVV f—1) |:(Wk_1/2—Wk—1)(Wk_Wk—1) _ %

k=1

elde edilir. E[(Wy_ 1/ — Wi_1)(Wy — Wyy) — 21] = 0 oldugu dikkate almirsa

2

(3.22)’un ikinci sart1 ortalama karesel yakinsakligi garanti eder ve

’ s 1 [Paft, W)
/af(t,V[G)oth—/u f(t,Wt)dVIGJrE/a 8—Wtdt (3.25)

seklinde fonksiyonlarin genig bir araligi igin Ito ve Stratonovich integralleri arasinda

baglanti elde edilir. Buradaki ikinci integral de bir Riemann integralidir.
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BOLUM 4

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde, stokastik diferansiyel denklemler anlatilacaktir. Ito stokastik diferansi-
yel denklemi i¢in varlik ve teklik teoremi verilip, ¢ozlimlerin 6zellikleri tartisilacaktir.
Nonlineer stokastik diferansiyel denklemlerin lineer hale indirgenerek ¢oziimlerinin elde
ediligi sunulacaktir. Son olarak Stratonovich stokastik diferansiyel denklemi anlatilip,

Ito denklemi ile arasindaki iligkilerden bahsedilecektir.

4.1 Ito Stokastik Diferansiyel Denklemler

Birinci mertebeden z(0) = z baglagig sart1 ve
t
n=ao+ [ ls.a()ds
0
integral formu ile verilen genel adi diferaniyel denklem

dx, = a(t, z(t)))dt, Ty = Zo (4.1)

formundadir. Burada a(t, z(t)) yeterince diizgiinliik sartini saglayan bir fonksiyondur.

(4.1) denkleminde baglangig sart1 zq sabiti yerine Xy = Y (w) gseklinde bir rassal degisken
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dX, =a(t, X([))dt,  Xo=Y(w) (4.2)

ile verilen diferansiyel denklemin ¢oziimii, X,;(w) gibi stokastik bir stireg olur.

Rassallik bu sekilde baglangi¢ sartindan kaynaklanabilecegi gibi, ol¢timlerdeki belirsizlik
ve hatalardan da kaynaklanabilir. Bu rassallik beyaz giiriiltii (white noise) ile ifade
edilirse, [0, T'| araligindaki bir Ito stokastik diferansiyel denklemi X (0,.) baglangi¢ sart

olmak tizere 0 <t < T icin,
t t
X (t,w) = X(0,w) +/ f(s,X(s,w))ds+/ g(s, X (s,w))dW (s, w) (4.3)
0 0
seklinde integral formunda ve
dX (t,w) = f(t, X (t,w))dt + g(t, X (t,w))dW (t,w) (4.4)

diferansiyel formunda ifade edilir. Burada genellikle f fonksiyonu drift katsayusi, g fonk-
siyonu ise difiizyon katsayist olarak adlandirilir. f ve g fonksiyonlarimin her ikisi de

sezgisel olmayan ( nonanticipating) fonksiyonlar olup k& > 0 sabiti i¢in
o ) [f(ta) = fls,y)PP <k(ft—s|+]z—yf), 0<st<TveryeR
o (2)|f(t, o)) < k(1+ |z, 0<t<TvezeR

kogullarini sagladigr kabul edilir [14].

(4.3) e ait ¢oziimlerin varligi ve tekligini tanimlamadan 6nce, stokastik analizde siklikla

kullamilan Gronwall esitsizligini verelim.

4.1.1 Gronwall Esitsizligi

u(t) > 0 fonksiyonu, a ve ¢ pozitif sabitler olmak tizere 0 < ¢ < T igin u(t) < ¢ +

a fot u(s)ds esitsizligini saglasin. Bu durumda u(t) < ce™ esitsizligi de dogru olur.

Tanim 4.1 Lipschitz Siireklilik Bir f(x) fonksiyonu verildiginde her x,y € R i¢in
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|f(x) — fly)] < K|z — y| esitsizligini saglayacak sekilde K > 0 bulunabiliyorsa f(z) ’e
bir Lipschitz fonksiyonu veya Lipschitz strekli fonksiyon denir
Lemma 4.1 f:R — R fonksiyonu verilsin. Bu durumda agagidaki 6zellikler gegerlidir.
1. Eger f Lipschitz ise siireklidir.
2. Eger f tiirevlenebilir ve sinirh birinci tiirevlere sahipse Lipschitzdir.
3. Eger f Lipschitz ise lineer biiyiir. Yani bir L > 0 sayist vardir, dyle ki her x i¢in
|f(z)| < L(1+ |x|) olur.
Teorem 4.1 Varlik ve Teklik Teoremi Eger,
e X, baglangi¢ sart1 Brown siirecinden bagimsiz,
o B(X?) < oo,

e Her t € [0,7] i¢in f(¢,x) ve g(t,z) fonksiyonlar: ikinci degiskenlerine gore Lipsc-
hitz, dolayisiyla belli K > 0, L > 0 sabitleri ve z,y € R i¢gin

|f(tx) = f(t,y)| + |g(t, ) — g(t,y)| < K|z —y|

|[f(t,2)|+ |g(t, )| < L(1+ |z|), lineer biiytime

sartlarini sagliyorsa, (4.3) stokastik diferansiyel denkleminin yoriingeleri siirekli, Brown
stirecinin dogal filtrasyonuna adapte ve E( fOT [X?2]dt) ozelliginde tek bir ¢oziimii vardir

[15].

4.2 Lineer Stokastik Diferansiyel Denklemler

Lineer adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi, bir lineer SDD’nin genel ¢6ziimii de
acik bir bicimde bulunabilir. Coziim metodu da, integral ¢arpani veya denk olarak ilgili

homojen diferansiyel denklemin bir temel ¢6zlimiinii icerir.
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Bir skalar lineer SDEnin genel formu,

dX, = (a1 ()X, + as(t))dt + (b1 (£) X, + ba(t))dW; (4.5)

olup burada aq, b1, as, b katsayilar: t zamanina gore verilen fonksiyonlar veya sabittir.
Bunlarin Lebesgue o6lciilebilir ve 0 < ¢ < T' araliginda sinirh olduklari, varlik-teklik
teoreminin saglandigi, verilen Wy, ¢t > 0 Wiener siireci ile ilgili <7,t > 0 o-cebirlerinin
ailesine karsilik gelen her bir 7 -6l¢iilebilir, X, baslangi¢ degeri ve her bir 0 <¢ < T

igin tg <t < T iizerinde bir X; giiclii ¢ozlimiiniin varligi ispatlanabilir.

SDD’deki tiim katsayilar sabit ise bu durumda SDD otonom (autonomous) ve t—ty > 0
i¢in varolan tiim ¢oztimleri homojen Markov siireci (Markov process) olur. Bu durumda

to = 0 olarak tanmimlamak yeterlidir.

Eger as(t) = 0 ve bo(t) = 0 ise (4.5) denklemi,

dXt = (t)Xtdt -+ bl (t)Xtth (46)

seklinde homojen lineer stokastik diferansiyel denklem olur. X; = 0, (4.6) igin agikar
¢oztimdiir. @, 4, = 1 baglangic sartim saglayan @, genel ¢éziimii (fundamental solu-
tion), diger biitiin ¢oziimler onunla ifade edilebilecegi i¢in ¢ok daha énemlidir. Problem,

boyle bir temel ¢oziim bulmaktir.

bi(t) = 0 i¢in (4.5) denklemi,

dX; = (ay(t)X; + as(t))dt + by(t)dW, (4.7)

olup burada giiriiltii (noise) eklemeli (additive) olarak kargimiza gikar. Boyle SDD’lere

"dar anlamda (narrow-sense) lineer SDD" denir. (4.7) "ten elde edilen homojen denklem

(az(t) = 0,b2(t) = 0);

dX
dX, = a, () Xpdt = d—tt = a,(t) X, (4.8)
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seklinde bir ADD’dir ve temel ¢oziimii ;

D, 4 = exp(/tt al(s)ds>

0

dir. (4.7)’lin X, ¢dziimiine U(t, z) = @, x doniisiimii ile Ito formiilii uygulanirsa,
dd;}

a@; 4 X) = (2
( t,to t) dt

= as(t) Dy dt + by(t) D, AW,

X+ (a1 (1) X, + az(1) @ )t + b (1)@ AWV,

olarak elde edilir. Burada,

dcb;tlo

dt = —CD;tloal (t)

olup, denklemin sag tarafi, ¢ ve w nin bilinen fonksiyonlarini icermektedir. O halde,

to’dan t’ye her iki tarafi integre edersek,

t t
<I>;t10Xt =d, 1 X, +/ ag(s)q)s’tlods—l—/ bg(s)q);iodWs

to,to
to to
ve @4 4, = 1 oldugundan (4.7) ile verilen dar anlamdaki lineer SDD’nin ¢oziimi,

t t
ngﬂxﬁ/@ﬁ@%ﬁ+/@@ng) (4.9)

to to

olur. Burada,

D,y = exp(/t al(s)ds>. (4.10)

to

Ito Formiilii: X;, SDD’nin ¢6ziimii ve f ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, Y (t) = f(X(¢),t) asagidaki diferansiyel denklemi
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saglar:

dy = [g—{(x,t) +a(X,t)g—£(X,t) + %WX@%(XJ) dt
000 2L (X

Ornek 4.1 dX, = —aX,dt + bdW, ile verilen Langevin denklemi dar anlamda lineer
olup, burada a,(t) = —a, ay(t) =0, bi(t) =0, by(t) =0bdir. O halde temel ¢ozlim;

t

D, = exp(/t al(s)ds> = emp(/ —ads) = exp(—a(t —ty))

to to

olur ve ty = 0 i¢in, (4.9) ¢oziimii

t t t
X, = e at (Xto + / (O ds + / be‘“des) = X, = e at (Xto + /0 be‘“dWs>
to= =

0 to=0
sekline doniiglir. Bu ¢oziim de, "Ornstein-Uhlenbeck" siirecidir.

(4.9) ¢oziimii X;, baslangi¢ sartinin sabit yada Gaussian rassal degisken oldugu du-
rumlarda bir Gauss siirecidir. Ortalamasi ve ikinci dereceden momentleri de ADD’yi

saglar.

Genel lineer durum oldukga karmagiktir. Ciinkii,

dXt = ay (t)Xtdt + bl (t)XthVt

ile verilen homojen denklem bir orjinal SDD’dir.

D, 4 = exp( /tt al(s)d5>

0

ile verilen dar anlamda lineer SDD’nin temel ¢éziimii d(in®;s,) = ai(t)dt (ordinary)

diferansiyel denklemi saglar. Bu kullamilarak, (4.6)nin temel ¢éziimii igin, d(in®;,)
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doniisiim siirecine Ito formiilii uygulanirsa,

1
2
(art) - %b’f(t))dt + by ()dW,

AInDugy) = (@1 (@i @ity = SHHODE D2 )t + by (1), P AW,

olup sadece ¢ ve w’nin bilinen fonksiyonlarimdan olusur. Boylece @, ;, = 1 oldugundan,

t

In®,;;, = /t <a1(s) — %bf(s))ds +/ by (s)dW

to to

veya
t

;4 = exp</t (al(s) - %bf(s))ds —I—/ bl(s)dWs> (4.11)

to to

bi(t) = 0 icin (4.10)’a indirgenir. Benzer sekilde, ®; tlo’e Ito formiiliiniin uygulanmas ile,

d(®,) = (—ait) + bf(t))cb,;tlodt — bl(t)cbtjt{)dwt (4.12)

elde edilir. Yukarida tanimlandig: gibi dar anlamda (narrow-sense) durum igin, (4.5) ile
verilen genel lineer diferansiyel denklemin bir X (¢) ¢dziimii icin @, tloXt stireci (process)
acik olarak integrallenebilen bir stokastik diferansiyel denklemdir. Ancak, buradaki ®; ,,
ve X (t) terimlerinin ikisi de ayn1 Wiener siirecini igeren stokastik diferansiyele sahiptir,
bu nedenle Ito formiilii Xt(l) =&, ve Xt@) = X, olmak iizere U(Xt(l), Xt(Q)) = Xt(l)Xt(z)
iki bilegenli doniigiim ile uygulanabilir. Buna gore, (4.5)’deki katsayilar ve (4.12)’den
yola ¢ikarak,

d(®, X) = [(—ar(t) + b1 (1) X¢ + (a1(t) Xy + a2(t))] P dt
— by (t) [b1(t) X, + ba(1)] @, dt
+ [ = ()P Xo + (b1 () Xy + ba(8) Dy | AW,
= (az(t) — by (t)ba (1)) Py} dt + ba(t) D W,
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olup ®,+, = 1 yazarak integral alinirsa,

t t
@;tloXt = Xy, —i—/ (as(s) — bl(s)bg(s))<b;tlods —|—/ bQ(s)Q;,}OdWS

to to

olur ve boylece

t t
X = Dy, (Xto —l—/ (as(s) — bi(s)ba(s)) D, ds + / bg(s)Q;tlodWS>

to to

elde edilir. Burada ®,,,, (4.12)" de verildigi gibidir.

4.3 Indirgenebilir Stokastik Diferansiyel Denklemler
Uygun bir X; = U(t, Y;) dontigiimii ile belli bir
4Y; = alt, Yi)dt + b{t, V;)dW,

nonlineer SDD,

dX, = (a1 ()X, + as(t))dt + (b1 ()X, + bo(t))dW,

seklinde lineer SDD’ye indirgenebilir.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Eger, %—g(t,y) # 0 ise ters fonksiyon teoremi, x = U(¢,y)nin local bir inversi olan

y = V(t,x)'in varhgim garanti eder, 6yleki x = U (¢, V(t,z)) ve y = V (¢, U(t, y)). (4.15)

'in bir Y; ¢oztimii Y; = V (¢, X;) formunda olup, burada X; uygun ay, as, by, by katsayilari

i¢in (4.5)’de verildigi gibidir. Ito formiiliinden,

1 2
U L —b2a—U>dt Y aw,

dU(t,Y2) = (E ta dy 2 Oy? oy
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olup burada katsayilar ve kismi tiirevler (¢, Y;)'de hesaplanmigtir. Bu denklemde eger,

) () + B )
— (U (EY) + arlt (4.16)
b.) 5 (1:9) = b (O (029) + (1) (4.17)

ise (4.5) formundaki lineer SDD ile uyugur. a;(t) = b1(t) = 0 i¢in 6zellestirip as(t) =
a(t) ve by(t) = B(t) yazilirsa (4.16) denkleminden,

0*U 0 ou 1.,0%U
(t,9))

—_ [ — —_— J— 2_
i ) =~ (attn) 5 () + 505 5

ve (4.17)’ten,

0 ou
5y (605 (1)) =0
ve
0*U 0b ou
b(ta y)%(ta y) + a(t y)a_y(ta y) = B/(t)

olur. §imdi b(t,y) # 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda U ve tiirevi elimine edilirse,

80 = 5000, 0) (5 5 0) — 5 () + 35 00)

bulunur. Sol taraf y’den bagimsiz oldugundan her iki tarafin y’'ye gore tiirevi alinarak

dvy
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elde edilir ki burada ~ asagida verildigi gibidir:

) = g g0~ e (60) - 55040 (1.19

Dolayisiyla = U(t,y) dontisiimii ile (4.14) ile verilen nonlineer SDD’nin, agik¢a

dX, = a(t)dt + B(t)dW, (4.19)

seklinde integrallenebilen SDD’ye indirgenebilmesi igin yeterlidir. (4.16) ve (4.17)’den

asagidaki egitlikler tanimlanabilir:

T €0+ altn) Gt + S0 () = al)
bt ) - (1,9) = A1)

ve sonug olarak

Ult,y) = Cexp(/ot’y(s,y)ds> /Oy @dz

olarak elde edilir (burada C keyfi sabit).

Remark 4.1 Bu metot, belli bir lineer SDDnin (4.19) formundaki stokastik diferansi-

yeline indirgenmesi i¢in de kullanilabilir.

Bu yontemin bir varyasyonu da

dY, = a(Y;)dt + b(Y,)dW, (4.20)
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ile verilen nonlineer otonom SDD’nin X (¢) = U(Y;) doéniigiimi ile

dX; = (a1 X; + ag)dt + (b1 X; + by)dW, (4.21)

seklinde otonom lineer SDD’ye indirgenmesi i¢in uygulanabilir.Burada X (¢) = U(Y})

doniigiimii zamandan bagimsizdir. Bu durumda (4.16) ve (4.17) esitlikleri;

o) )+ P L0 = el ) +a (4.22)
b)) = BU0) + b (423)

formunda olur. b(y) # 0 ve by # 0 olmak iizere (4.23)'den

U(y) = Cexp(biB(y)) — -~ (4.24)

olur, burada
Y ds
B = [ 1o
v 0(5)

ve C keyfi sabittir. U(y) nin bu degerini (4.22)’da yerine yazip,

_aly) 1db
(y) = @ - §d_y<y>

olarak alinirsa

(iAW) + 552 — ) Ceap(bi Bw) = a2 — a1 2 (4.25)

elde edilir. (4.25) ’in diferansiyeli alimp, sonug b(y)exp(—by/B(y))b; ile garpilip tekrar
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diferansiyeli alinirsa,

51% + i(b%) =0

o3 (4.26)

dA _ ( ;
olur. oy 0 ise veya

paa

%(M) _0 (4.27)

dy

ise, bu kesinlikle saglanir. Saglayan b, ise

L(v%)

dA
dy

by =

seklinde secilir. Eger by # 0 ise, uygun dontisiim,

U(y) = Cexp(b1B(y)) (4.28)

olur. Aksi halde, yani b; = 0 ise

Uly) = bB(y) + C (4.29)
olup burada by (4.23)’u saglayacak sekilde segilmistir.

Ornek 4.2

1
dY; = —éexp(—QY;)dt + exp(—Y;)dW;

nonlineer SDD igin ¢6zim bulalim.

Nonlineer SDD ;

dYy = a(Yy)dt + b(Y;)dW,

35



seklinde idi. Buna gore ,

a(Yy) = —%exp(—QYt)

b(Yt) = exp(=Y1)

oldugundan, b;’in herhangi bir degeri igin (4.29) saglanir. Denklem nonlineer otonom
SDD olup, (4.20)’ye uygundur ve X; = U(Y;) doniigiimii yapilir ve (4.26)’daki denklemin

¢Ozlimi aranir. by = 0 ve by = 1 igin (4.23)un ¢oziimi, by = 0 durumu igin (4.29) ile ,

au

b(y)d—y(y) =0 U(y) + by = U = bye?

olarak elde edilir. U'nun bu degeri (4.22)’da yerine yazalirsa:
dUu 1 d*U
a(y) gy W) + WGz 0) =aml) + a2 = m =0 =0

olarak elde edilir. X; = U(Y;) = X; = bye’* = 1e¥* = €'t ve indirgenen (4.21) otonom

lineer SDD de

dX; = (a1 Xy + az)dt + (0, X; + by)dW; = dX; = dW,

olup, ¢oziim ise

Xt—X(]:Wt—WQ:>Xt:X0+Wt:€YO+Wt

olur. Aradigimiz ¢éziim nonlineer SDD (4.20) nin ¢6ztimii idi. Buna gore;

Xt:U(Y;) :b2eYt — et jn:lnxt:yt:ln(e%_i_wt)
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olup bu durum sample-path zamani boyunca gegerlidir.

4.4 Stratonovich Stokastik Diferansiyel Denklemler
Daha 6nce

ile verilen SDD matematiksel olarak stokastik integral denklem (SID) seklinde

t t

X =Xy, —l—/ f(s,XS)ds+/ g(s, Xs)dW; (4.31)
to to

ile ifade edildiginden ve burada ikinci integralin stokastik integral oldugundan bahse-

dildi. Simdiye kadar tezde stokastik integral Ito stokastik integral olarak tanimlandi.

Bu durumda (4.30) ile verilen denklem de Ito stokastik diferansiyel denklem olarak

adlandirild:.

Stokastik integralin farkl secimleri ile genellikle yukarida verilen integral denklem igin
farkli ¢ozlimler elde edilir, ayni katsayilara sahip olsalar bile "farkli diferansiyel denk-
lem elde edilir" bu séylemi dogrular. Tiim bu integraller arasinda, her bir parcalanmis

n n o 1 " o
[t§- g t§'+)1] alt araligm §(t§ )+t§+)1

) orta noktasinda integrandin hesaplanabildigi Strato-
novich (1966) [16] tarafindan 6nerilen, Stratonovich integrali en cazip olandir. Ciinkii,
sadece Stratonovich klasik analizin olagan doniisiim kurallarini saglar. Eger Stratono-
vich stokastik integrali kullanilirsa, bir Stratonovich SDD elde edilir. Bu diferansiyel

denklem Ito durumundan ayirt etmek igin

veya
t t
X = Xy, —l—/ f(s, Xy)ds +/ g(s, Xy) o dW; (4.33)
to to
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ile ifade edilir.

Bir 6nceki boliimde stokastik integraller anlatilirken Stratonovich integrali sadece, f(t, w)
ve h(W(w)) formundaki integrandlar i¢in tanimlandi. Bunun h = h(t, z) fonksiyonu ve
X, diftizyon siireci i¢in h(t, X;(w))formundaki integrandlara nasil genisletilebilecegi be-
lirsiz oldugundan,

.. n)
n — oo i¢in, 6™ = max =t =0

1<j<n

olmak ftizere 0 = tﬁ") < té”’ << tgl)l =T pargalanis1 i¢in,

Jj+1

N
Su(w) =3 h (tg,n)’ % (X + X )) {Wio, =W, } (4.34)
j=1

toplamlarinin ortalama kare (mean-square) limiti olarak Stratonovich integral

/T h(s, Xs(w)) o dW; (4.35)

to

seklinde tamimlanacaktir. Alternatif olarak eger h yeterince diizgiin ise h(t, X;) nin tgn)

5@1 ug noktalarindaki degerlerinin ortalamasi ayni degeri verir. Limitin varligindan

ve t
emin olmak igin h ve X, lizerine bazi kisitlamalar getirilmelidir. W = {W;, ¢t > 0} artan
o-cebirlerinin ilgili {% > 0} ailesinin Wiener siireci olsun. f(¢, X;) ve g(t, X;) sirasiyla
stirekli stiriiklenme (drift) ve difiizyon katsayilari olmak tizere 0 < ¢t < T igin X;, R

x
ikisinde de siirekli iken kendisi de ¢ iizerinde siirekli oldugu kabul edilsin. Son olarak,

tizerinde difiizyon siireci ve h(t, X;(w)) fonksiyonunun da p kismi tiirevi ¢ ve 2’in her
X3, her bir 0 <t < T igin @-0lgiilebilir ve

/TE (|h(t, X)) dt < oo

olmak tizere f(t,w) = h(t, X;(w)) seklinde tamimh f fonksiyonu, £% fonksiyon uzayima

ait olsun. Bu sartlar altinda limit vardir ve tektir, dolayisiyla da (4.35) anlamhidir.

38



(3.23) denklemi f(t,W;) = h(t, X}) i¢in yeniden diizenlenirse,

r r 17 oh
/ h(t, Xt) o th = / h(t, Xt)th + = / g(t, Xt)—(t, Xt)dt (436)
veya denk olan
1 oh
h(t, Xt) o) th = h(t, Xt>th -+ ég(t, Xt)%(t, Xt)dt (437)

diferansiyel formuna genellestirilir. Ispatlar benzerdir. Taylor teoremi ve ortalama deger

teoremi kullanilarak j = 1,2,...,n olmak {izere baz rassal ¢; € [0, 1] i¢in

) 1 (n)
" <tﬂ' 3 (X + thz)> ~h (57 X0)

y (n) 1
~ 550 (875 (2= 00X v, ) ) {Xgp, - X0}

elde edilir. X; bir difiizyon siireci oldugundan j = 1,2,...,n igin At;n) = t;fr)l — tg-n)

AWt(n) = Wt(n> — W (ny olmak tizere
j 1 j

ve

t
J Jj+1 J

= (17, X0 ) AU 4 g (57, X ) AW
J J J

+ yiiksek mertebeli terimler

yazilabilir. Buradan yola c¢ikarak

@
ox

oh [ 1
=5 (5 (20X roxy))

o Oz
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olmak tizere, (4.34) toplamimdaki her bir terim agagidaki esitligi saglar

n 10h
h <t§ ), Xt(n)>AWt(n) + -7 AXt(mAWt(n)
J J J J

2 0x
10h

—h <t§”), Xt§n>> AWy + 57521, 9 <t§”)7 Xt§n)> (AWt§”>>2
Lon ]

+ 550, (17 X0 ) AL AW,

®;j

oj

+ yiiksek mertebeli terimler.

Katsayilarn siirekliligi, £ (AI/VN))Q = Atén) ve £ (Atgn)AWt(_n)) = 0 oldugu gergegi goz

oniinde bulunduruldugunda ortalama kare limitinden (4.36) elde edilir.

Ito integralinin 6zelliginden
T
B ( / h(t,Xt)th) ~0 (4.38)
0

elde edilir [11]. Denklem (4.36)’de her iki tarafin beklentisi alinip (4.38) esitliginin kul-

lanilmasi ile sifir olmas1 gerekmeyen
T I oh
E h(t, Xt> o th = — FE g(t, Xt)—(t, Xt) dt (439)
0 2 Jo Ox

esitligi elde edilir.

X, diftizyon siireci (4.30) Ito SDD’ini saghyorsa h = ¢ i¢in (4.37) denklemnden, X; 'nin
modifiye edilmis

£(t,2) = f(t,2) ~ 59(t,2) ~ 22 (t,2)

siiriiklenme katsayisi olmak iizere

ile tammlanan (4.32) Stratonovich SDD’inin de ¢oziimii oldugu goriiliir.
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(4.30) ve (4.40) ile verilen iki SDD, giiriiltii (noise) teriminin eklemeli (additively) ol-
dugu durumlarda eger g, x’ten bagimsiz ise ayni katsayilara sahiptir. Genelde siiriik-

lenme katsayilar: farklidir. Ornegin,

1,
Xy = Xexp ( ([ =59 (t —to) + g(Wy = W)
difiizyon siireci hem

Ito SDD’nin, hem de

1
dXt = <f — §g2> Xtdt + gXt o th

Stratonovich SDD’nin ¢oziimiidiir.

(4.32) ile verilen Stratonovich SDD’den yola gikarak

(t,) = £(t,2) + 500,292 (1)

ile tanimlanan f stiriiklenme katsayisina modifiye edilmesi ile denklem (4.41) elde edilir.

Ornegin,
Xy = Xypexp (f(t —to) + g(We — Wy))

difiizyon stireci

dXt = thdt + gXt @) th
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Stratonovich SDD ve

1

Ito SDD’'nin ¢oziimiidiir.

(4.41) ve (4.42) ile verilen aym siiriiklenme ve diftizyon katsayilarina sahip Ito ve Stra-
tonovich lineer SDD’ler farkl ¢oziimlere sahiptir. Dahasi, bu ¢dziimler tamamen farkh
davraniyor olabilir; érnegin eger f < % g* ise Tto ¢oziimii ¢t — oo icin sifira yakisarken,
bu durum Stratonovich ¢oziimiinde sadece f < 0 i¢in gecerlidir. Stokastik diferansiyel
denklemleri iceren modeller inga edilirken akilda tutulmalidir ki, denklemi yorumlama

sekli kritik sonuclar olusturabilir.

Belirli bir durumda SDD’ler yorumlanirken, avantaj durumuna gore daima ilgili SDD’den
diger SDD yorumuna gegilebilir. Benzer gekilde bir Stratonovich denkleminin ¢6ziimii
olan difiizyon siireci i¢in, Fokker-Planck denkleminin uygun katsayilarini tanimlamada
uygun Ito SDD kullanilir. Diger taraftan Stratonovich stokastik analizi klasik analizdeki
ayni dontisiim kurallarina uymaktadir, bu nedenle adi diferansiyel denklemleri ¢ézmek
igin gelistirilen yontemler Stratonovich SDD’leri ¢6zmek i¢in bazen bagarili bir sekilde

kullamlabilir [11].

4.5 Ito SDD mi ? Stratonovich SDD mi ?

e Matematiksel bir bakig agisiyla hem Ito hem de Stratonovich hesabi dogrudur;

e [to veya Stratonovich mi? Bu soru ancak belirli bir uygulama baglaminda ele

aliabilir;

e Ito SDD, diskret bir sistemin siirekli yakinsamasi s6z konusu oldugunda uygundur

(6rnegin. biyolojik bilimlerde ¢ogu uygulama).

e Stratonovich SDD, piiriizsiiz bir gergek ses (smooth real noise) siirecinin ideallegti-
rilmesi s6z konusu oldugunda uygundur (6rnegin, mithendislik ve fizik bilimlerinde

pek ¢ok uygulama).
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e Stratonovich SDD’ler analitik olarak daha kolay ¢6ziimlenirken, Ito SDD’ler nii-

merik yontemler i¢in daha olagan baglangi¢ noktasidir

4.6 Vektor Stokastik Diferansiyel Denklemler

Vektor ve skalar stokastik diferansiyel denklemler arasindaki iligki ile vektor ve skalar
diferansiyeller arasindaki iligki paraleldir. Vektor, kolon vektorii olarak yorumlanabile-

ceginden transpozu da satir vektori olur.

WE W2, ..., W™ {d,t > 0} o cebirlerinin ortak ailesine gére bagimsiz skalar Wiener
stireglerinin bilegenlerinden olugan m-boyutlu W = {W;, ¢t > 0} Wiener siireci tanim-
lansim. f: [0,7] x R? — R? d-boyutlu vektor fonksiyon ve g : [0, 7] x R? — R¥*™ d x m

matris fonksiyonu olmak iizere, d-boyutlu vektor stokastik diferansiyel denklem,

olarak tanimlansin. Denklemin stokastik integral denklem formu ise

¢ ¢
Xt:XtO—l—/ f(s,XS)ds+/ g(s, Xs)dW; (4.44)
to

to

seklinde olup Lebesgue ve Ito integralleri bilesen bilegen tanimlanmak tizere (4.44)nin

1-inci bilegenti,
X=X+ [ £ X0ds+ Y [ g Xoaw
to j=1 to

olarak elde edilir.

Paralel tanimlar ile, X; siirecinin % olma sart1 altinda kuvvetli (strong) ve zayif (weak)
¢oztimler burada da uygulanabilir. Kuvvetli ¢éztimlerin varlik ve teklik teoreminden [11]
Euclidean normundaki gibi vektor ve matris normlarinin yer degistirmesi ile tahmin ve

ispatlardaki mutlak degerlerin saglanmasi vektér durum igin de aynen uygundur|11].

Vektor stokastik diferansiyel denklemler, genelde vektor degerli durumlarda tanimhi
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sistemlerde ortaya ¢ikar. Hatta (4.43) formunda olmayan skalar denklemlerin bu forma

déniistiiriildiigii durumlarda da goriilmektedir. Ornegin,
dn - f(t7 1/1;/7 Wt)dt + g(ta }/ta Wt)th

denkleminde oldugu gibi skalar denklemdeki katsayilar W, ye bagh oldugu durumlarda
bu denklem, 2-boyutlu vektor stokastik diferansiyel denklem olarak

t, X t, X
dX, — f( t) dt & g( t) dw,

0 1

seklinde yeniden yazilir ve burada X! = Y; ve X? = W, durum bilegenleridir. Ben-
zer gekilde & beyaz giirtiltii (white noise) olmak {izere ikinci mertebeden diferansiyel

denklem yeniden formiile edilirse,
Yo = f(1, Y, Ya)dt + g(1, Yy, Vi)

olup, iki boyutlu vektor stokastik diferansiyel denklem

2
t

0
dt + AW,
ft, Xi) g(t, X4)

dXt -

seklinde elde edilir ve yine burada X} ve X? durum bilegenleridir. Buradaki Y; skalar
proses siirekli diferansiyellenebilir olmasma ragmen Y; sadece siireklidir. Bu nedenle,

X = {X/}, X?} vektor prosesi de siireklidir ancak diferansiyellenebilir degildir.

Vektor stokastik diferansiyel denklemlerin ortaya ciktigir bir diger durum siireglerin
belli manifoldlar ile simirlandirildigi durumdur, éyle ki S* birim ¢ember (unit circle)

1-boyutlu kompakt manifolddur.

W, skalar Wiener proses olmak iizere, S! iizerindeki bir Wiener proses |X;| = 1 smir1
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icin,

1 0 -1
dXt - ——Xtdt + Xtth
2 1 0

vektor diferansiyel denklemini saglar.

(4.43) ile verilen X; ¢oziimiiniin, yeterince diizgiin U : [0,7] x R? — RF déniigiimii
i¢in k-boyutlu Y; = U(t, X;) prosesi elde edilir. Bu proses her bir bilegene Ito formiilii-
niin uygulanmasi ile tiiretilebilen vektor stokastik diferansiyel denkleme sahip olacaktir.

Sonug olarak, p=1,2,... k& i¢in tiim terimlerin (¢, X;)'de hesaplanmas: ile

7

d m
—l—ZZg” dW’

=1 i=1

dYP—( Zf’aU lii i1 git 2 )dt
t ox; 2 o 0x,;0x;

(4.45)

bilegen formundaki ifade elde edilir. Skalar durumda oldugu gibi bu formdiil, belli bir

vektor stokastik diferansiyel denklemin ¢éziimii tanimlanirken kullanilabilir.

d-boyutlu lineer stokastik diferansiyel denklemin genel formu ise,

dX, = (A() X, + a(t))dt + ij (B'(t) X, + b (t))dW} (4.46)

=1

olup burada A(t), B'(t), B3(t),...,B™(t), d x d matris fonksiyonlar1 ve a(t), b'(t),
V2 (t),...,b™(t), d x d d-boyutlu vektor fonksiyonlaridir. Eper B! lerin hepsi sifir olursa
"homojen denklem" denir. Skalar durum i¢in kullanilan argiimanlarin hesaplanmasi ile

(4.46) denkleminin ¢oziimii

t
Xt:q%,to(xtoju/ sto( ZBI e )
to

+Z/ o, b(s dwl)

(4.47)
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olarak elde edilir. Burada ®,,,, ®;,+ = I olacak sekilde d x d tipinde temel matristir

ve

Ay, = A(t) Dy dt + Z BY(t)®, 4, dW} (4.48)

=1

seklinde homojen stokastik matris diferansiyel denklem olarak ifade edilir. Skalar homo-

jen lineer denklemlerin aksine, biitiin matrisler sabit matris olsa bile, (4.47) denklemini

temel ¢oziim icin genellikle acik olarak cozemeyiz. Ancak, eger, A, B!, B2, ..., B™ mat-
risleri sabit ve degistirilebilir ise, yani, tim k,l =1,2,...,m icin
AB'=B'A ve B'B"=pB'B (4.49)

ise buradan

Dy = exp((A — % é(BlF) (t —to) + g(BZ)(WtI - tho))

seklinde temel matris ¢oziimii elde edilir. Ozel olarak (4.47) denklemi dar anlamh (nar-

row sense) ise bu denklem
B4, = exp(A(t — to)) (4.50)

esitligine indirgenir, bu da
T = Ax

deterministik lineer sisteminin temel matrisidir. Bu otonom durumlarda ®,;, = ®;_, o

olup sadece ty = 0 dikkate alinir ve ®;, yerine ®, yazilabilir.
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Ornek 4.3 X, = (X}, X?) ve W, Wiener proses olmak iizere

0 —1 0
dXt = Xtdt + 9 th

rassal oscillator denklemi tanimlansin.

BVlerin hepsi sifir oldugundan denklem dar anlamda lineerdir (linear in the narrow

sense). O halde,

D4 = exp(A(t — to))

seklinde hesaplanir. ¢ = 0 igin

= 1 - 1
@ — Ath2k‘ A2k‘+1t2/€+1
=2 25! +k§ 2k 1 1)

k=0
ise burada A?**! = (—1)* A yulandaki denklemde yerine yazilirsa

cos(t) —sin(t)

O, = cos(t)] + sin(t)A = &, =
sin(t)  cos(t)

olarak elde edilir.
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BOLUM 5

STOKASTIK TAYLOR ACILIMI

Deterministik analiz, stokastik analize gore daha hizh yakinsar, ¢linkii Riemann integ-
raline yakinsayan Riemann toplamindaki integrand fonksiyonu parcalanmig alt araligin
keyfi bir noktasinda hesaplanabilirken Ito stokastik integrali i¢in, integrand fonksiyonu
daima sol u¢ noktada hesaplanmalidir. Bu nedenle Ito stokastik analizi ile uyumlu sto-
kastik adi diferansiyel denklemler i¢in niimerik yontemler tiiretilmesi gerekmektedir.
Stokastik Taylor agilimi, stokastik adi diferansiyel denklemler (SADD) i¢gin yiikek mer-
tebeden niimerik yontemlerin tiiretilmesi i¢in temel baglama noktasidir. SADD’ler i¢in

diger metotlar, genellikle uygun stokastik Taylor acilimindan elde edilir.

5.1 Stokastik Taylor Acilimi

Bu béliimde verilen bir stokastik diferansiyel denklemin yaklagik ¢6zlimiinii bulmak i¢in
stokastik Taylor agilimi (stochastic Taylor expansion) aragtirilmig ve incelenmigtir. Ge-
nel Taylor agilimi formiilii ilk olarak [17] tarafindan tamtilmig ve daha sonra Kloeden ve
Platen [3] kitaplarinda bilinen stokastik Taylor a¢iliminin detaylarina yer vermiglerdir.

Stokastik Taylor agilimi, deterministik Taylor formiilii ve Ito formiilii ile genellegtirilir.
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5.1.1 Ito-Taylor Ac¢ilim

Bilinen deterministik Taylor agilimina benzer terminolojiyi kullanarak stokastik durum
i¢in Taylor a¢ihmini elde edilecektir. X;, 0 <ty < T olmak iizere, t € [ty,T] igin X,

baglangi¢ sart1 ile verilen

d
%Xt = G(Xt) (5‘1)

1-boyutlu adi diferansiyel denklemin ¢6ztimii olsun. Bu diferansiyel denklem,

t

X, =Xy, +/ aX(s)ds (5.2)
to

seklinde integral denklem formunda yazilabilir. Bu yapinin kurulabilmesi i¢in a fonksi-

yonu yeterince diizgiin (sufficiently smooth) olmali ve lineer biiyiime gartin1 saglamali-

dir. f: R — R siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere zincir kuralindan

d 0]

EﬂXt) = CL(Xt)ﬁf(Xt) (5.3)
olup,

L= a(X)aiX (5.4)

operatorii (5.3) denkleminde yerine yazilirsa her t € [ty, T igin
¢
F00) = F00) + [ LAX)ds (5.5
to

seklinde integral bagmtis1 elde edilir. f(x) = z yazilirsa, Lf = a, L2f = La, ... olup
(5.5) bagntisi

X, =X, + /t a(X,)ds (5.6)

to
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seklinde (5.2) bagmtisina indirgenir.

Eger (5.5) bagmtisi (5.6) denkleminde f = a fonksiyonu i¢in uygulanirsa

t s
X, = X, + / <a(Xt0)+ / La(Xn)dn>ds
to to

t t s
= Xi, + a(Xy,) / ds + / / La(X,)dnds
to to Jto

seklinde X; i¢in Taylor agilmu elde edilir. (5.5) bagmtisi tekrar iki kath integraldeki

f = La fonksiyonu i¢in uygulanirsa,

t t s
X = Xy + a(Xy,) / ds + La(Xy,) / / dnds + R (5.8)
to Jto

to

olarak elde edilir. Burada t € [t, T i¢in

Ry = / / / L2a(X,)dudnds (5.9)

kalan (remainder) terimdir. Genel r + 1 defa siirekli diferansiyellenebilir f : R — R

fonksiyonu i¢in bu metot ¢ € [ty, T] ve r = 1,2, 3, ... olarak verildiginde,

F(X0) = F(Xy,) +Z E=t) 04,

/ / L(TH 771 d771 ANy

klasik integral formdaki Taylor formiilii elde edilir.

(5.10)

(5.10) ile verilen Taylor formiilii, 6zellikle niimerik analizdeki teorik ve pratik aragtirma-
lar igin 6nemli bir aragtir. Yeterince diizgiin fonksiyona (sufficiently smooth function)
verilen bir noktanmn komgulugunda istenilen dogruluk mertebesinden (order of accu-
racy) yaklagima izin verir. A¢ihm, fonksiyonun degerlerine ve seriye agilan noktalardaki
bazi yiiksek mertebeden tiirevlerine baghdir. Serinin kesildigi yerden sonraki terimler

ise kalan terimleri (remainder) olusturur.
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Ito stirecindeki diizgiin fonksiyonlar i¢in, deterministik Taylor formiiliindeki belirleyici
ozelliklere benzer 6zelliklere sahip stokastik Taylor formiiliinii kullanmak avantajhidir.
Bu formiil yardimu ile stokastik niimerik yontemler elde edilebilir. Bu sekildeki stokastik
Taylor formiilii igin bir kag olasilik vardir. Bunlardan biri Ito formiilii kullanilarak elde
edilen Ito- Taylor agilimidir. f ve g yeterince diizgiinliik (sufficiently smooth) ve lineer

biiyiime sartini saglayan fonksiyonlar olmak lizere X,

dX (1) = F(X())dt + g(X(£))dW (1) (5.11)

1-boyutlu Ito stokastik diferansiyel denklemin ¢6ziimii olsun. ' : R — R herhangi iki
kez siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon olmak tizere ¢ € [ty, T i¢in Ito lemmasindan,
OF[X(t)] 1 O?F[X ()]
FIX(t)] = { PO 2 —}
aF X ()] = { XIS+ S X1

OF[X(t)]
0X

(5.12)

+ g[X (2)] dW (t).

elde edilir.

operatorleri tanimlansin. Bu operatérler (5.12)’de yazilirsa

dF[X ()] = LOF[X (#)|dt + L'F[X (£)]dW (t) (5.13)

elde edilir. (5.13)’iin integral formu ise ,
¢

FIX(t)] = F[X(to)] +/ L°F[X(7)]dT + / L'F[X (7)]dW (7) (5.14)

to to
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seklindedir. Swrasiyla (5.14)'te F(z) =z, F(x) = f(z) ve F(z) = g(z) yazilirsa,

X (to) /f d¢+/ X()]dW (r) (5.15)
FIX0)] = FIX(t0)] + / 10 F(X ()]dr + / L' FIX ()]dW (r) (5.16)
gIX(1)] = gl X ()] + / LOg[X (7))ds + / L1 g X (7)) (r) (5.17)

elde edilir. (5.16) ve (5.17) denklemlerinin (5.15) denkleminde yerine yazilmasiyla

X0 =Xt + [ (X + [ 25X+ [ LX) in

- (sbx (e + | X @ln + [ Lol law ) )aw(n)

(5.18)

ve buradan da

R = /t /t LOFIX ()] dradry + / /tﬁLlf[X(Tg)]dW(TQ)dﬁ

+ /t: /t " LOgX (7)) drad W (m1) + /t: /t L' g[X (72)]dW (72)dW (11)

iki kath integralleri igeren kalan terim olmak iizere
t t
X(6) = X(t0) + fIX(t0)) [ i+ gl X(0)] [ aW(r)+R (5.19)
to to

elde edilir.

(5.14)’te, F = L'g olarak alnirsa,

/tt /tﬁ L'g[X (12)]dW (72)dW (1)
/to /to L1 X (o) +/ LOng[X(Tg)]dT3+/tOTQ Llng[X(rg)]dW(73)>dW(Tz)dW(ﬁ)
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ve L'g = g¢' oldugu kullanilirsa yeni kalan terim

R = /t: /t LOFX ()] drodry + /t: /t LY X ()W () dmy
+ /t: /t " LOGIX (m)|dradW () + /t: /t /t " LOLYGIX ()| d () AW (m2)dVV (1)

t T1 T2

+ / / / L'Lg[ X (73)]dW (3)dW (12)dW (11) (5.20)
to Jto to

olmak tizere

X(t) = X(to) + fIX (t0)] / dn
o (5.21)

T glX (to) / AW (12) + 91X (t0)lg'[X (t0)] / / AW (r)dW (n) + R

to

seklinde elde edilir.

Buradan, (5.11) siireci i¢in Ito-Taylor agilimi, (5.21) seklinde elde edilmis olur. Tekrar

Ito lemmasi kullanilarak,
t T1 1 ) 1
/ / AW (12)dW (11) = =[W (t) — W(to)]” — = (t — to) (5.22)
to Jto 2 2
ve (5.22) nin (5.21) de yerine yazilmasiyla,

X(0) = X() + 11X [ i

to

+gLX o)) [ () + glX (o)l X5 (0) — W) = (e~ t0)} + R

to

(5.23)

Stokastik Taylor a¢ihm elde edilir [19].

Béylece denklem (5.23) yardimiyla [0,7] araligindaki 0 =ty < t; < ... <t, < ... <

ty = T zaman pargalanigina gore stokastik diferansiyel denklemler i¢in niimerik integ-
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rasyon metodu

X(tir1) = X(:) + (X (L) At + g(X (L)) AW;

1

N (5.24)
S9(X(8:)g' (X () [(AW:)* — Al + R

+

olarak bulunur. Burada i = 0,1,2,..., N — 1 ve X(ty) = Xy baglangi¢ sart1 igin At =
tiv1 —ti ve AW; = W (t;1) — W(t;) seklinde tanmimlanmigtir. AW; rassal degiskeni de
bagimsiz N (0; At) normal dagilmig rassal degiskendir.

5.2 Euler-Maruyama Metodu

Stokastik diferansiyel denklemler i¢in en basit ve en ¢ok kullanilan niimerik metot Fuler-
Maruyama metodudur. Eger stokastik Taylor serisininin birinci mertebeden sonraki te-

rimleri kesilirse ¢ = 0,1,2, ..., N — 1 i¢in X (¢9) = X, baslangi¢ sart1 olmak {izere

X(tiv1) = X(t:) + F(X(8:)) At + g(X (8:)) AW; (5.25)

seklinde "Euler Metodu" veya "Euler-Maruyama Metodu" elde edilir.

Euler-Maruyama metodu, f ve g fonksiyonlar: i¢in Lipschitz ve sinirli biiyiime kosullar:
altinda 0.5 mertebeden kuvvetli yakinsar [20]. [2] ve [21] ise bir Ito siirecinin Euler-
Maruyama yaklagiminin yeteri kadar diizgiinliik sartlar1 altinda 1.0 mertebeden zayif

yakinsadigini gostermistir.

5.3 Milstein Metodu

Stokastik diferansiyel denklemler i¢in bir diger niimerik yaklagim metodu Milstein meto-

dudur. Eger stokastik Taylor serisinin ikinci mertebeden sonraki terimleri ihmal edilirse
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i=0,1,2,..., N — 1 igin X(t9) = X, baglangi¢ sart1 olmak {izere

X(tiga) = X () + f(X ()AL + g(X () AW + %g(X(Tfi))g'(X(lﬁi))[(AWi)2 — Ad]

(5.26)

seklinde "Milstein Metodu” elde edilir. Milstein yaklagimi, f, g iki kez siirekli dife-
ransiyellenebilir fonksiyonlar ve f, f’, g, ¢ uniform Lipschitz sartini saglamak iizere

E[X(0)]* < co sart1 altinda 1.0 mertebeden kuvvetli yakinsar.

Burada ¢'(X(t;)), g(X(¢;)) fonksiyonunun tiirevi olup eger stokastik diferansiyel denk-
lem toplanir giirtiltiilii (additive noise) stokastik diferansiyel denklem ise "Milstein me-

todu" | " Euler Maruyama metodu" ile gakigir.

5.4 Runge - Kutta Metodu

Bu tip metotlar yaklagim stireglerinin iist seviye semalari (scheme) i¢in kullanmilir. Bu
boliimde Runge-Kutta metotlarinin stokastik versiyonlarinin anlagilmasi igin, ilk ola-
rak deterministik Runge-Kutta metotlar: incelenmigtir. Sonrasinda ise stokastik Runge-

Kutta metodunun kapsamli hali verilecektir.

Runge-Kutta yontemi de diger metotlar gibi Taylor agilimindan tiiretilmesine ragmen,
bu metodu diger yaklagim metotlarindan ayiran en belirgin 6zellik, bu yontemde sii-
riiklenme (drift) ve difiizyon terimlerinin tiirevlerinin hesaplanmasina gerek olmamasi-
dir. Stokastik diferansiyel denklemlerdeki tiirevlerinin hesaplanmasi sayisal olarak mas-
raflidir ve bu durum yaklagim metotlarinda tiirevsizlik gereksinimi olusturur. Runge-
Kutta yonteminde de tiirev hesaplar1 olmadigindan stokastik yaklagim metotlar: ara-

sinda 6nemli bir yeri vardir.

95



5.4.1 Runge - Kutta Metodu

Bu béliimde ashinda sadece bir adi diferansiyel denklem olan Ito stokastik diferansiyel

denkleminin

dXt = f(t, Xt)dt, Xto =9 € R (527)

seklindeki deterministik kismu ile ilgilenecegiz. Burada f(¢, X;) fonksiyonu I = [to, T]]
zaman araliginda stirekli diferansiyellenebilir R degerli bir fonksiyondur. f(t, X;) fonk-

siyonunun ¢ zaman degiskenine gore kismi tiirevleri agsagidaki, gibi tamimlanir :

X (t

) = fu(t, Xe) + 2fua(t, Xo) [ (£, Xy) + foult, Xo) f2(E, X)

Bu kismi tiirevler, X;'nin Taylor acihimindan elde edilen Runge-Kutta semasini tiiret-

mede yardimer olacaktir. T = [tg, T] zaman arahginm n = 0,1,..., N olmak iizere

0<to<ti<--tp,<---<ty=T (5.31)

parcalanigi tammmlansin. A,, = ¢,.1 — ¢, yeterince kii¢iik adim arahgy ve Y,, = Y (¢,)
de (5.27) ile verilen baglangig deger probleminin, X, ¢6zliimiiniin bir yaklagim siireci
(process) olsun. Bu durumda (5.27) ile verilen adi diferansiyel denklemin X; ¢oziimiiniin

Taylor agilima,

dX(t)  A2dX(t) AP PX(t)
Xiva, = Xt = Xy, + AnT + ol df2? 3 3

(5.32)

seklinde tammlanir. (5.32) ile verilen Taylor agiliminin kullanilmas ile farkli mertebeden

(stage) Runge-Kutta yontemleri tanimlanacaktir. Ornegin, ikinci mertebeden Runge-
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Kutta yonteminin adim adim nasil kuruldugu asagidaki gibi gosterilir.

[k olarak, f(t,X,) fonksiyonun (5.28) ile verilen kismi tiirevleri (5.32) ile verilen X,

¢Oziimiiniin ii¢iincli mertebeden Taylor agilimininda yerine yazilirsa,

th+1 = th + Anf<t7 Xt) + %Ai (ft(ta Xt) + fx(t7 Xt)f(ta Xt)) + ﬁ(Ai) (533)

elde edilir.

Simdi (5.33) denklemini sadelegtirmek igin yardimer olacak bir Remark verelim.

Remark 5.1 ¢,d, k, m sabitler olmak iizere, , ®(¢, X;) ,
O(t, Xy) = (t+ ck, Xy +dm) = f(t, Xy) + ckfi(t, Xy) + dm fo(t, X;) + O(K?)

ozelligini saglandig1 kabul edilsin.

Bu Remark ile, ¢ = 1,k = An,d = A,,l = f(t,,X;,) degiskenlerine verilen baz

degerler ile agagidaki gosterim elde edilir:

f(tn + Ana th + Anf(tna th)) = f + Anft + Anfwf + ﬁ(AEL) (534)

(5.34) ile verilen fonksiyon (5.33) denkleminde de goriilmektedir. Bu nedenle, X, .,

prosesi,

1
Xy = Xy, + §Anf(tnu Xt,)

1
+ §Anf(tn + A, Xo, + Anf(tn, Xy,) + O(A3) (5.35)

seklinde diizenlenebiir. Sonug olarak (5.35) iin diizenlenmesi ile ikinci mertebeden or-
dinary Runge-Kutta metodu A; = f(t,, Xy,) ve Ay = f(tn, + An, Xy, + AnAy) olmak

uzere

An

seklinde elde edilir.
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Doérdiincii mertebeden Runge-Kutta metodu ise ikinci mertebeden Runge-Kutta me-
toduna benzer adimlar ile elde edilebilir. (5.32) ile verilen Taylor agihmui igin &(A?2)%e
kadar terim igeren besinci mertebeden Taylor acilimi {izerinde ¢alisildiginda, agilima iki
tane ekstra terim eklenir. Taylor agihminda, f(¢, X;) fonksiyonunun tiirevlerinin yerine

yazilmasi ile dordiincii mertebeden Runge-Kutta metodu ¢ = 1,2, 3,4 i¢in,

A, A,
Ay = f(tn + T’Xt" + 7A1>
A, A
Az = f(tn 4 T’Xt” + 71\2)
A,
A4 == f(tn + 77th + An/\3>
olmak tizere,
A,
Yo=Y, + ?f(/h +2Ay + 2A5 + Ay) (5.37)

seklinde elde edilir.

Goriildiigii tizere dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi, ikinci mertebeden Runge-
Kutta yontemine gore iki terim daha fazladir. Boylece (5.32) ile verilen Taylor agilimina
daha ¢ok terim eklenmesi ile yiiksek mertebeden daha dogru yaklagimlar elde edilecegi

anlagilir. s- inci mertebeden ordinary Runge-Kutta metodu,

Yn+1 = Yn + Angle,uiAia n Z 0 (538)

seklinde genellestirilebilir. Burada A; fonksiyonlar1, i = 1,2,--- s ve 3, ¢;, 1; katsayi-

lar1 sabit olmak {izere,

A= a(tn + ¢iAn, Xy, + Ay i @'jAJ')

j=1

seklinde tanimlanir. Butcher array katsayilarimin tablo ile gésterimi, j > 4 igin £;; = 0
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ve
i—1

01‘2261']' ve Zﬂlzl
=1 '

olmak fizere,

0
C2 B21
C3 531 532

Cs ﬂsl 652 s ﬁs,s—l
M1 b2 ... fhs—1 s

seklinde tanimlanir. Eger katsayilar j > ¢ i¢in f3;; # 0 sartim saghyorsa, metot implicit

form olur.

Runge-Kutta metodunun explicit formunda her j > 7 i¢in ¢; = 0 ve 3;; = 0 oldugundan
A, fonksiyonu daima f(t,,X;,) fonksiyonuna esittir. Ornegin, (5.36) ile verilen ikinci

mertebeden Runge-Kutta yontemi i¢in Butcher array,

0
1 1
1/2 1/2

ve (5.37) ile verilen dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi igin Butcher array,

0

1 |1

7|3

1 | n 1

210 3

110 0 1
1 1 1
§ 3 3 %

seklindedir.

Simdi de ordinary durum i¢in elde edilen Runge-Kutta metodunu stokastik duruma

genellegtirelim.
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5.5 Stokastik Runge-Kutta Metodu

dX: = f(t, Xy)dt + g(t, X3)dWs, Xty = Zo (5.39)

Ito stokastik diferansiyel denklemi veya

t t
Xt:Xto—i-/ f(s,Xs)ds—i-/ g(s, Xs)dW; (5.40)
to

to

seklinde denklemin integral formu verilsin. Burada Wy, I = [ty, T'] araliginda bir boyutlu

"Brown hareketi"dir.

Y., [to, T)] arahginda X;, c¢oziimiine yakinsamak tizere yaklagim igin tekrarh ¢oziim,

tn+1 tn+1
Y,i1 =Y, +/ f(s, Xs)ds —i—/ g(s, Xs)dW;
tn tn

olarak elde edilir.

Deterministik durumdaki benzer agilimlar kullanilarak, semay1 basitlestirmek igin Re-
mark’in uygulanmasi ile Ito Taylor agilimindan stokastik Runge-Kutta metodu elde

edilir.

Bu bilgiler dogrultusunda s > 1 i¢in s-stage stokastik Runge-Kutta yonteminin genel

formu;

Yoy =Y, + Z wil\i Ay, + Z Vi AW, (5-41)

i=1 =1

seklinde ifade edilir. Burada i = 1,2, ..., s igin ,

Vi = g(tn + cilAy, Yn(i))

i—1 i—1
Y =Y, + Z Bii\iAn + Z Vi ViAW,
=1 =1
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olmak tizere p;, v;, ¢;, Bij, vi; katsayilar: deterministik durumdakine benzer sekilde segi-

len sabitler olup,
SVED WY
i=1 i=1

sart1 saglanmalidir.

Stokastik Runge-Kutta metodu igin Butcher array asagidaki gibidir.

0
¢ | P Y21
c3 | B Ba2 Y31 Y32
Cs ﬂsl 552 s 65,5—1 Vs1 Vs2 .- Vss—1
H1 p2 ... fs—1 Ms | V1 V2o ... Us1 Vg

Deterministik durumdan farkl olarak "Butcher array"in eklemeli olan kismi, stokastik
diferansiyel denklemin difiizyon kisminin katsayilarini gostermektedir. Yukaridaki tablo
bir boyutlu Brownian motion iceren stokastik Runge-Kutta yontemi i¢in verilmistir.
Eger, (5.41)’daki gibi multi-dimensional Brownian motion varsa, stokastik kisimdaki
her bir Brownian motion icin Butcher array’e siitunlar eklenir. Ornegin, 2 boyutlu

Brownian motion iceren stokastik Runge-Kutta metodunun genel yapisi,
Y1 =Y, + Z pil\i Ay + Z YW,y + Z Vi W7 (5.42)
i=1 i=1 i=1

olup burada ,

S S
Z/M = Zvi =1
i—1 =1
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sart1 saglanmak tizere ¢ = 1,2,...,s icin ,
Vi = g(tn + iy, Yn(i))

i1 i1 i1
VO =Y+ BihiAn + > i AW+ > i AW
j=1 Jj=1

Jj=1

seklindedir ve yine burada p;, v;, ¢;, Bij,v:; katsayilar sabit olup (5.42) ile verilen sema

icin Butcher array;,

0
1 2
¢ | B Y21 Y21
1 1 2 2
c3 | B B2 V31 V32 Y31 V32
1 1 1 2 2 2
Cs ﬁsl ﬁs2 o ﬁs,s—l Vs1 Vs2 - - fys,sfl Ys1 Vs2 - 73,371
1 1 1 1 2 2 2 2
Hi o M2 He—1 fs | V3 Uy ... Vg Ug | U U3 .. Us—1 Vs

olarak elde edilir.

Deterministik duruma benzer ozellikler ile stokastik Runge-Kutta metodunun explicit

formu igin, 7 > i ve
S S

PO I

i=1 i=1

olmak iizere katsayilar, 3;; = 7;; = 0 sartin1 saglar. Dahas1 explicit formda tiim j > 1
vei=1,2,...,sicin¢; = f1; = 71; = 0 oldugundan A, = f(tn,Y,Si)) ve Uy = g(t,, Yn(i))

saglanir.

Simdi de verilen Butcher arrays i¢in farkli mertebeden Runge-Kutta metotlarini tani-

talim.

5.5.1 Ikinci Mertebeden Stokastik Runge-Kutta Metodu

Ikinci mertebeden stokastik Runge-Kutta metodu icin Butcher array [22], [23]:
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010 0

1l1 0 |11
‘11‘11
2 2 2 2

ve uygun yaklagim denklemi :

1 1
YnJrl = Yn + 5 (f(tny Yn(l)) + f(tn+17 Yn(Q))An) + 5 (g(tna Yn(l)) _'_ g(tn+17 Yn(Q))AWn>

(5.43)

seklinde olup burada i = 1,2 igin Y’ prosesi

Y,(2) = Yoo fltn, Y,{0) A+ g(tn, YD) AW,
denklemlerini saglar.

5.5.2 Uciincii Mertebeden Stokastik Runge-Kutta Metodu

Uciincii mertebeden stokastik Runge-Kutta metodu icin Butcher array [24]:

o
o
o

el L
— Wi
— Wi

—_

0o

N
»l'
ol

ve uygun yaklagim denklemi :

1 3 1 1
Yn+1 = Yn + <§f<tn7 Yn(l)) + Zf(tn + §An7Yn(2)> - Zf(thrlv Yn(g)))An

1 3 1 1
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seklinde olup burada i = 1,2, 3 igin Y’ prosesi

2 2
Yi2) = Yo+ S f (6, V) A + 9t Y, AW,

Yi3) = Yo+ (f(ta, Vi) = F(tn, Y2)) Au 4 (9(tn, Y1) = b(ta, Y1) AW,
denklemlerini saglar.

5.5.3 Dordiincii Mertebeden Stokastik Runge-Kutta Metodu

Dordiincii mertebeden stokastik Runge-Kutta metodu i¢in Butcher array :

010 0 0
13 0 —-0.72 0 270 0
510 5 0 042 —0.200 176 0 0
110 0 1 0 |-158 084174 0 -292 0 0 0
¢ 5 3 ¢ |—-078 007149 022] 1.69 164 —3.02 —031

ve uygun yaklagim denklemi :

1 1 1
Yorr = Yo+ (G F 00 Y0) + S f (b + 500, ¥)
1 1 1
= 3+ 5L ¢ L (b, ) A,

1 1
- (O.?Sg(tn, Vi) + 2g(tn + 500, Y,?)

1
+ 149 (tn + 580, V,?) +0.22f (tas1, Y154>)>AW,1
1
+ (1.69g(tn, YD)+ L64g(t + 500, Y,?)
|
= 3.029(tn + 580, YY) = 031 (tur1, Y7§4)))AW§ (5.45)
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seklinde olup burada ¢ = 1,2, 3,4 igin Y prosesi,

1
Yi2) =Yoo o f(tn, Vi) An = 0.72g (1, VIV ) AW, + 279 (1, YiV) AW
1
Yi8) = Yoo o f(tn, Vi) A + (0429, Y7) = 0.20g(tn, Y,2) AW, + 1.76g(tn, Y,1V) AW

Y4) = Yy + [t YO) A, — (158g(1, YV — 0.84g(t,, Y,)) — L7g(t,, Y,9) AW}

— 2.92¢(t,,, Y, AW?

denklemlerini saglar.

Bu sema gosteriminde iki boyutlu Brownian motion vardir. Butcher array’e bakilacak
olursa ilk kolondaki katsayilar deterministik kisim icin verilirken, ikinci ve ti¢ilincii ki-

simlar yaklagim metodunun stokastik kismi i¢in verilmigtir [18].
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BOLUM 6

PARAMETRE TAHMINI

6.1 Stokastik Diferansiyel Denklemler icin Parametre Tahmini
0 € R bilinmeyen parametre vektorii olmak {izere

dX (1) = f(t, X(t); 0)dt + g(t, X (t); 0)dW (¢) (6.1)

formunda stokastik diferansiyel denklem tammlansin. i = 0,1,..., N ve At = T'/N i¢in
xo, T1, ..., TN ayrl ayrl dizgin dagilmig t; = i{At zamanlarinda X (¢)'nin gozlemlenen

degerleri olsun. Problem verilen bu N +1 data noktasi igin 6 vektoriinii tahmin etmektir.

6.1.1 Maksimum Likelihood Tahmin Yontemi

Maksimum likelihood parametre tahmini 6zellikle non-normal verilere sahip nonlineer

modelleme gibi ¢ogu istatistiksel modelleme teknigi i¢in énemli bir yontemdir.
Tahmin yontemlerinde ilk olarak toplanan veriler ve parametreleriyle model belirlenir.

0 vektor olmak tizere p(tg, xg|tp—_1, Tx_1;0), (tk_1, Tx_1) noktasindan baglayan (tx, xx) nin

gegis olasilik yogunlugu olmak iizere, po(zo|f) baslangic yogunlugu olsun. #’nin maksi-
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mum likelihood tahmini i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

N
D(6) = po(wol6) [ [ p(trs wrltn-1, 15 0)
k=1

maksimize edilir. D(0)’y1 maksimize eden 6 degerini 0 ile gosterecegiz. Bu maksimi-
zasyon probleminde bilgisayar hesaplamalarinda kii¢iik sayilardan kacinmak ve kolay-

Ik saglamasi agisindan, ortak olasilik fonksiyonunun dogal logaritmasi olan L£(0) =

—In(D(9))

N
L(0) = —In(po(xo|)) — Zp(tk7$k’tk—laxk—l§6)
k=1

minimize edilir. @nin optimal degerini hesaplamadaki zorluklardan biri gecis yogun-
lugunun genelde bilinmemesidir. Ancak (6.1) denkleminin Euler yaklagimi g6z 6niinde

bulundurulup, X (tx—1) = xx_1 ve t = t;_y yazilirsa, n, ~ N(0; 1) olmak {izere
X(te) = zp—1 + f(te—1, Th—1; 0) AL + g(tp—1, Tr—1;0)V Aty

elde edilir. Bu da, pux = 21 + f(tp_1,x5_1;0)At ve o = g(ty_1,x5_1;0)V At igin,

1 — (2 — )’
Pty Trltp—1, Tp1;0) = m’p( )
( ’ 1 1 ) \/TO’I% 2 0_]%
demektir. Bu gegis yogunlugu (transition density) R™ civarinda £()’y1 minimize etmek
i¢in yerine yazilir. Buradaki bir diger zorluk, £(#)’y1 minimize eden optimal 0 vektoriinit
hesaplamaktir. Bu basit olmayan bir hesaplamadir. Minimum £(6)’y1 hesaplamak i¢in

Nelder-Mead metodu [25] gibi niimerik optimizasyon algoritmalar1 kullamgh olabilir.
Yukarida verilen gecis yogunluguna yaklagim i¢in Euler formiilii kullanilmigtir.

P(te, Tgltp—1, xK—1;0) gecis yogunluguna yaklagim i¢in, Euler formiiliinden bagka [26] de
tartisildigi gibi simiilasyon ile yaklasim da kullanilabilir. Ik olarak #nin verilen de-

geri igin t;_; noktasindaki xp_; degeri baglangig olarak alinarak (6.1) niimerik olarak
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¢oziiliir. Coziim i¢in Euler metodu veya Milstein metodu gibi niimerik metotlar kulla-
nilabilir. Hesaplamalar ¢ = t; noktasindaki X (¢) igin M tane tahmini deger elde edene

kadar tekrarlanmir. Daha sonra,
M e —y
b —
P (g, apftior, 213 0) = E ( ])

kullamlarak, p(tx, g |tk—1, x_1;0) gegis yogunlugu tahmin edilir. Burada, K nonnegatif
kernel fonksiyonu ve h ise band genigligidir (bandwidth). Makul K kernel fonksiyonu
ve h band genigligi [26],

()]

orneklem standart sapmasi (sample standartd deviation) formiilii olmak iizere,

1 —92
—} ve h=0.9sM /5

K©W) = mexp[ 5

seklindedir. Son olarak ise, 0 'nin optimal degerine yaklagim i¢in,
N

LM (G) = —In(po(x00)) — > I(p™ (ty, welter, a1 0))

k=1

minimize edilir.

6.1.2 Nonparametrik Tahmin Yontemi

Kabul edelim ki, ¢ = 0,1,...,N ve At = T/N igin xg,x1,...,zx ayr1 ayr diizgiin
dagilmig t; = iAt zamanlarinda X (¢)'nin gozlemlenen degerleri olsun. Problem yine bu
N + 1 veri noktasi ile # parametre vektoriinii tahmin etmektir. Bu tahmin yonteminde

stireg, ¢ = 0,1,...,N — 1 ve her bir 7 i¢in 7; ~ N(0;1) olmak tizere Euler yaklagimi
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kullanilarak,

Xign — X = f(ts, Xi; 0) At + g(t:, X3 0)n v At (6.2)

seklinde yaklagik olarak modellenebilir. X;'nin sarthh gozlemleri kullanilarak, diskret-

zamanl stire¢ i¢in yaklagik beklentiler

E[(Xit — Xi) /At — f(t;, Xi;0)] = O(At) (6.3)
E[(Xin1 — X)? /At — g*(ti, X5, 0)] = O(At) (6.4)

seklindedir. Eger 6 € R? ise (6.3) ve (6.4) denklemleri 6 vektoriinii tahmin etmek icin
kullanmlabilir. Eger 6 € R™ ve m > 2 ise (6.3) ve (6.4) denklemleri [27])'de oldugu gibi

denklem eklenerek artirilabilir

El(Xis1 — X))2X;/At — ¢*(t:, Xi;0)Xi] = O(AL).

0 parametre vektorii 6nceki denklemin 6rneklem kopyalar: kullanilarak tahmin edilir.

Ornegin, # € R? icin

N-1 | N
f(ti,zi;0) = A7 (Tiy1 — 3) (6.5)

=0 1=0

N-1 | N
2ty 1;,0) = — i1 — 1i)? 6.6
izog< » L ) At z:0<x+1 l‘) ( )

seklinde tahmin edilebilir.

Nonparametrik tahmin metodu, maksimum likelihood yonteminde oldugu gibi, stokas-
tik diferansiyel denklem sistemlerindeki parametrelerin tahminine genigletilebilir. Para-
metre tahmini ve niimerik metotlarin kullanilmas: ile ilgili ek bilgilere [28] , [29] ve [30]

den ulagilabilir.
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BOLUM 7

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE
YAKINSAKLIK ve STABILITE

7.1 Zayif Yakinsama Kriterleri

Pratikte ¢ogu uygulamada, Ito siirecinin yakin yoriinge (pathwise) yakinsamasima sa-
hip olmas1 gerekmez. Cogu zaman, Ito siirecinin final zamani 7’de verilen degerlerinin
baz1 fonksiyonlart ile ilgilenilir. Mesela F(X7) ve E((X7)?) ile verilen ilk iki moment ile
veya, daha ¢ok bazi g fonksiyonlar i¢in E(g(X;)) beklentisi (expectation) ile ilgilenilir.
Boyle fonksiyonellerin simiilasyonunda, sample path’in yakin yaklagimindan ziyade X
rassal degigkeninin olasilik dagiliminin iyi bir yaklagima sahip olmasi yeterlidir. Dolay1-
siyla burada gerekli olan yaklagim tipi, kuvvetli yakinsaklik kriterlerindeki saglanmasi

beklenenlerden ¢ok daha zayiftir.

Eger, herhangi bir ¢ polinomu i¢in, 6 € (0, §y) herhangi bir zaman pargalaniginin mak-

simum adim uzunlugu olmak iizere,

|E(9(X7)) — E(9(Yn))| < r6°

olacak sekilde sonlu bir x sabiti ve pozitif §y sabiti varsa, ayrik zaman yaklagimi Y,

B € (0,00) mertebeden zayif (weak) yakinsar denir.
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7.2 Kuvvetli Yakinsama Kriterleri

Matematiksel olarak 7' final zamaninda,

e(6) = E(| X7 — Yn|)

seklinde mutlak hata tanimlamasi avantajhdir.

Bu mutlak hata, T zamaninda, X Ito siireci ile Y yaklagiminin "sample path"nin ya-

kinsaklik tahmini i¢in bir kriterdir.

Eger, ¢ € (0,0y) maksimum adim uzunlugu igin

E(‘XT — YN|> S /€(57

olacak sekilde, sonlu bir k sabiti ve pozitif g sabiti varsa, Y siireci v € (0,00) merte-

beden kuvvetli (strong) yakinsar denir.

Difiizyon katsayisinin 0 oldugu deterministik durumlarda bu kuvvetli yakinsama kriteri
adi diferansiyel denklemler i¢in alisilmis deterministik kriterlere indirgenir. Buradaki
mertebe (order), bazen deterministik durumlara kargilik gelene gore stokastik durum-
larda daha kiiciik olabilir. Ciinkii Wiener siirecinin, AW,, artiginin ortalama karekokii-
niin mertebesi §'/2'dir, § degildir. Ornegin stokastik diferansiyel denklemler icin Euler
yaklagimi v = 0.5 kuvvetli mertebeye sahip iken, buna karsilik adi diferansiyel denk-

lemler i¢in Euler yaklagiminin mertebesi 1.0’dur.

7.3 Stokastik Diferansiyel Denklemler icin Kuvvetli Yakinsaklik

Bir metodun niimeriksel stabilitesi, onun bagarili uygulamalar: i¢in 6nemlidir. Deter-
ministik niimerik analizden, stiff sistemlerin niimerik integrasyonlari i¢in niimerik ola-
rak daha stabil olan kapali metotlarin kullaniminin gerektirdigi bilinmektedir. Bir ¢ok

onemli fiziksel problemlerde stokastik kurulumlar stiff sistemleri de icerir.
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Kloeden ve Platen [31|’e gore § — 0 zamana gore adim uzunlugu olmak iizere, eger,
E|Xp = Yp| < |Xp — Yp| < k67

sarti saglayan ve d’ya bagh olmayan sonlu bir s sabiti varsa Y yaklagimi, X c¢ozii-
miine 7 > 0 kuvvetli mertebeden (strong order) yakinsar. Burada, Y yaklagimi daima,
stokastik diferansiyel denklemin X ¢6ziimiiniin "sample path"ine gére Wiener siirecinin

ayn1 yortiingesinden (trajectory) tretilmelidir.

Buna karsiik E(g(X7r)) gibi ¢oziimiin yaklagim fonksiyonelleri ise zayif (weak) yakla-

simlar i¢in kullanihir. Kloeden ve Platen [11]’e gore § — 0 ve herbir g polinomu igin,
9(X) = 9(Yi)| < w6°

olacak sekilde §’ya bagh olmayan s sonlu sabiti varsa, Y° yaklasimi 3 > 0 mertebeden
zayif olarak (weakly) yakinsar. Burada ashinda X ¢oziimii tarafindan iiretilen olasilik

Ol¢limiine yaklagilmaktadir.

Not 1 Verilen herhangi bir mertebeden zayif bir yontem, es mertebeden kuvvetli

yontemden farkl yapidadir.

Not 2 A-stabillik ve sonuglari, iyi bilinen deterministik durumun stokastik benze-
rine direkt doniisimiidiir. Hatta, adi diferansiyel denklem igin A-stabil deterministik

yontem, stokastik yonteme uygulandiginda da A-stabildir.

7.4 Stokastik Stabilite

Deterministik veya stokastik ¢ogu diferansiyel denklem agik olarak ¢oziilemez. Ancak
genellikle katsayilarin fonksiyonel yapilarindan c¢oziimlerin davraniglari hakkinda bir
¢ok faydali niteliksel bilgiler anlagilir. Uygulamalarda 6zellikle ¢oziimlerin uzun vade-
deki asimptotik davraniglar: ve kiiciik degisimlerdeki hassasiyetleri ile ilgilenilir, 6rnegin
baglangi¢ degerlerindeki 6lgiim hatalar: gibi. Varlik ve teklik teorisinden, bir diferansiyel

denklemin ¢oziimlerinin, en azindan sonlu bir zaman aralig1 i¢in baslangi¢ degerlerinde
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stirekli oldugu bilinmektedir. Bu diisiince sonsuz bir araliga genisletilirse stabilite kav-

ramina yol acar.

Her t i¢in f(t,c) = 0 olmak tizere, 0’a esit olma genelligini kaybetmedigi varsayilarak,

,_d:v

= — = f(¢t 7.1
b= = f(t,2) (71)
adi diferansiyel denklemi goz oniine alindiginda genellikle, = ¢ kararli durumu veya
bir denge noktasmin stabilitesi hakkinda tartigilir. Eger her € > 0 icin, 6 = 0(tg,¢€)

olacak gekilde bir 0 sayis1 varsa, dyleki z(to; to, zo) = x¢ baglangig sart1 igin, x(¢; ¢, zo),

(7.1)’in bir ¢oziimii olmak {izere

|z (t; to, z0)| < €, her  t >ty ve |zo] < o (7.2)

ise, z = 0 denklem (7.1) igin stabildir denir. Eger ek olarak dy(ty) > 0 olacak gekilde
bir §y varsa, Gyleki

lim z(t;ty, z0) = 0, her |zo| < do (7.3)
T—00

ise, X = 0, denklem (7.1) i¢in asimptotik olarak stabildir denir. Eger 0 ve dg, ty’a bagh
degilse uniformly niteleyici ve eger (7.3) herhangi bir g i¢in saglanirsa global niteleyici
eklenir. Bu tanimlar Lyapunov fonksiyonu denilen bir LV fonksiyonu agisindan denge
noktasinin stabilitesi i¢cin mekanik sistemin potansiyel enerjisi seklinde test iireten Lya-
punov’dan ileri gelir. Esasen denge, potansiyel enerji alaninin en altinda yer alir ve

potansiyel enerji diferansiyel denklemin ¢oziimii boyunca denge noktasinin kiigiik bir

komguluguna kadar monoton olarak azalir.

Ozellikle bir V', Lyapunov fonksiyonu her = # 0 icin V(¢,0) =0, V(¢t,z) > 0, t > t, ve

tliim z¢’lar yeterince kiigiik olmak tizere

%V(t,X(t; to, 20)) < 0 (7.4)
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sartlarini saglar. Zincir kuralindan,

d ov 9%
SV (bt 7)) = (bt o, 7)) + S (00 (E to, 70)) (0, (8 o, 70))

olup denklem (7.4)’ten her t > ¢y ve 0'in komsgulugundaki her x i¢in

%—‘;(t, x)+ g—‘;(t, x)f(t,z) <0 (7.5)

elde edilir. Bu esitsizligin gegerliligini agikga kontrol etmek i¢in denklem (7.1)’in bilin-

mesine gerek yoktur.
Ornek 7.1 V(z) = 2? asagidaki ADD icin bir Lyapunov fonksiyondur:

dx 3

T = Pl A (sadece = = 0’da denge noktasina sahiptir). (7.6)

(7.1)'den f(t,z) = —x — 2® ve V(x) = 2% olmak iizere,

d oV oV
EV(t,x(t;to,xo)) = E(t,x(t;to,xo)) + %(t,x(t;to,xo))f(t,x(t;to,xo))

= —22% — 22*

< =2V (z), her z € R.

Bu nedenle (7.6) denkleminin ¢6ziimii boyunca

d
a‘/(t, .’L‘(t, to, LC())) < —QV(t, .’L‘(t, to, LC()))

elde edilir. Boylece her t > t; ve g igin

V(t, x(t; to, xg)) < V(xo)efz(t*t‘)).

Denge noktasimin stabilitesini incelemek i¢in Lyapunov metodu uygun bir Lyapunov

fonksiyonu bulundugunda kuvvetli bit metotdur, ancak bu her zaman basit degildir.
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Denge noktasinin stabilitesi, asimptotik stabilitesi ve stabilsizligi i¢in Lyapunov fonk-
siyonlarinin gerek ve yeter sartlarinin verildigi bir teori geligtirilmistir. Asagida, SDD

i¢in bunlardan bazilar1 belirtilmistir.

Stokastik siireclerin yakinsakliklarinin gesitliliginden dolay1 SDD’lerin stabilite kavram-
larin1 tanmimlamak igin de farkl yollar vardir. Burada, f(¢,0) = 0 ve ¢(¢,0) = 0 i¢in

X, = 0 agikar ¢oziim (steady solution) olmak iizere

X, = f(t, X,)dt + g(t, X,)dW, (7.7)

skalar Ito denklemi i¢in bunlardan bazilar1 verilecektir. Her ¢ > ¢y ve incelenen her bir
rassal olmayan (nonrandom) X;, = Xy baglangi¢ degeri i¢in X; = X0t tek ¢oziim
oldugu kabul edilsin. Stokastik stabilite i¢in yaygin olarak kabul gérmiis tanimlardan
biri olasiliksal olup Hasminski [32| tarafindan gosterilmigtir. X; = 0 agikar ¢6ztimi,

herhangi € < 0 ve t; > 0 i¢in

lim P (sup | X[ > 6) =0

zo—0 t>to

ise "stokastik olarak stabildir” denir. Ek olarak eger,

lim P (lim X[ = o) —1
t—o00

xo—0
ise "stokastik asimptotik stabildir" (stochastically asymptotically stable) veya

2 <lim | X0 = 0) —1, herz€R.

t—o00

ise "stokastik asimptotik genel stabildir” denir.

p-inci momentleri igeren bir diger tanim da oldukca kullanighdir. Bu durumda, her e > 0

ve ty > 0 igin
E (| X0™P) <, her t > tg ve |zg| <6
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olacak gekilde 6 = 0(tg,€) > 0 varsa X; = 0’a "p-inci ortalamada stabildir” denir ve

eger ek olarak

lim E (| X" ) =0, her |zo| < do
t—»00

olacak sekilde 0y = dy(tg) > 0 varsa "p-inci ortalamada asimptotik stabildir" (asymp-

totically stable in p-th mean) denir.

Uniform ve global niteleyiciler deterministik stabilitede oldugu gibi burada da ayni
sekilde kullanilirlar. Uygulamalarda o6zellikle sirasiyla ortalama stabilite (stability in
mean) ve ortalama kare stabilite (mean-square stability) i¢in p = 1 ve p = 2 durumlar
ile ilgilenilir.

Lyapunov fonksiyonlar1 da denklem (7.7) ile verilen Ito SDD’nin stokastik stabilitesini
veya X; = 0 agikar ¢oziimiin p-inci ortalama stabilitesini test etmek i¢in kullanilabilir.

V(t, ) Ito formiilii uygulanacak sekilde yeterince diizgiin olsun. Bu durumda V' (¢, X;),

AV(E.X) = LV (6 X,)dt + (8. X) 2t X)Wy

Ito stokastik integraline ve denk olan

V(t, Xy) — Vto, Xyy) = /t LV (s, Xs)ds + /tg(s,Xs)g—Z(s,Xs)dWs (7.8)

to to

integral gosterimine sahiptir. Burada L operatori

9
L:—+f—

1, 02
o 39 50 (7.9)

seklinde tanimhdir.

Her = ve t > t( i¢gin denklem (7.7)'min X, ¢Oziimlerinin agik olarak bilgilerini gerektir-

meyen ve kolayca kontrol edilebilen

LV(t,z) <0 (7.10)
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seklinde bir V' fonkiyonu bulunabilirse (7.8) esitligi yerine,

t
V(X)) — Vito, Xpy) < / g(s,Xs)aa—Z(s,Xs)dWS (7.11)
to

yazilabilir.

Kogullu beklenti ve Ito integralin Ozelliklerinden,ty < s < t i¢in o, X, tarafindan

iiretilen o-cebiri olmak tizere w.p.1 ile,

E(V(t7 Xt)|"th0) < V(t07 Xto)

elde edilir. Bu esitsizlik, denklem (7.7)'nin ¢oziimleri boyunca iiretilen V' (¢, X;) Lya-
punov fonksiyonunun bir super-martingale oldugunu soyler. Bdylece, her € > 0 ve her

T >ty igin maximal martingale esitsizligi kullanilarak

1
P ( sup V(t,X;) > e) < =V(to, zo)
€

to<t<T

elde edilir. Buradan da

P (sup V(t,Xy) > e) < %V(to,xo) (7.12)

t>to

elde edilir.

Eger ek olarak her z ve t > 0 igin, a(0) = b(0) = 0 olmak iizere r > 0 igin

a(|X]) < V(¢ x) < b(|X]) (7.13)

olacak gekilde monoton artan siirekli a = a(r), b = b(r) fonksiyonlar1 varsa denklem
(7.12)’den, (7.7) denkleminin X; = 0 steady ¢oziimiiniin diizgiin stokastik stabil oldugu

sonucuna varilabilir. Benzer gekilde denklem (7.10)un yerine her « ve t > 0 i¢in r > 0
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ve ¢(0) = 0 olacak gekilde

LV(t,z) < —c(|X]) (7.14)

sartin1 saglayan bazi siirekli pozitif ¢ = ¢(r) fonksiyonlar1 varsa, X(¢) = 0 steady
¢Oziimiiniin her yerde diizgiin stokastik stabil oldugu ispatlanabilir. Cogu problemde
V'nin gerekli tiim kismi tiirevleri x = 0 noktasinda siirekli olmak zorunda degildir. Ito
formiilii 0’1 bir komgulugunda gegerli olmayacaktir ancak ispatlarin geligtirilmesi ile

yukaridakine benzer sonuglara ulagilir |7].

Ornek 7.2

dX; = aX,dt + BX,dW, (7.15)

lineer Ito SDD’i ve V(X)) = 2 Lyapunov fonksiyonu tanimlansim. Denklem (7.9)’den

2
_ v aa—v + 1528—‘/ = LV = 22° <a + 352)

LV_E—F or 27 0x?

olup elde edilen egitlik (7.14) esitsizliginde yerine yazilirsa
2 L Lo\ 2
2 Oz+§ﬁ < —clz| = — a+§5 re = c(r),

o+ % % < 0 igin saglanir. Bu parametre arahginda (7.15) denkleminin sifir ¢éziimii her
yerde diizgiin stokastik asimptotik stabildir. Diger taraftan (7.15) denkleminin analitik

¢Ozlimii (exact solution),
1
X; = Xopexp ((oz — 562) (t —to) + B(W; — Wto))

olarak elde edilir ve t — o0 icin ancak ve ancak eger v — % B? <0 ise

lim 2= W

= p-1
tsoo  t— 1t 0 Wb
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oldugundan w.p.1 ile 0-a yakinsar.

Steady ¢Oziimiin stabilitesini tanimlamak i¢in bir diger metot, diferansiyel denklemi bu
¢Oziim civarinda lineerlestirmek ve elde edilen lineer diferansiyel denklemin sifir ¢ozii-
miiniin stabilitesini analiz etmektir. Cogu durumda stabilite veya asimptotik stabilite,
nonlineer denklemin steady ¢oztimiiniin uygun ozlliklerini belirtecektir. (7.1) skalar di-
feransiyel denklemi i¢in bir x = ¢ steady ¢ozlim civarinda lineerlegtirme ile elde edilen

o
lineer diferansiyel denklem z =z — ¢ ve @ = 8_(t’ ¢) olmak tizere
x

dz

= =a(t): (7.16)

olup

St 1o, 20) = Z0cTp ( /t: d(s)ds)

¢Oziimiine sahiptir.

Boylece (7.16)'nin z = 0 ¢oziimi asimptotik stabildir ancak ve ancak

1 t
~ = lim sup / ads < 0 (7.17)
t—to U7 L0 Jieg
Burada superior limit kullanilmigtir, ¢iinki olagan limit olmayabilir. a(t) = —2 + tsint

fonksiyonunda oldugu gibi (7.1) orjinal difernsiyel denklem otonom ve (7.16) denklemin-
deki a(t) katsayisi sabit ise & ve v = @&, 1 x 1 tipindeki [&], matrisinin sadece 6zdegeridir

denir.

A(t) bir d x d matris olmak lizere, vektor diferansiyel denklem igin lineerlegtirilmis

denklem
dz
pri A(t)z (7.18)
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formundadir. A(t) = A bir sabit olmak {izere otonom durumda (7.18)'nin ¢oztimleri

z(t;to, 20) = zoexp((t —to)A)

olup (7.18) denkleminin sifir ¢6ziimi asimptotik stabildir ancak ve ancak A matrisinin
tiim o6zdegerleri negatif reel kisimlara sahiptir. Otonom olmayan durumlar ¢ok daha

karmagiktir. Ozdegerlerin reel kisimlarmim benzerleri (7.17)nin basit bi 6rnegi olan ve

~(to, 2z0) = lim sup In|z(t; to, 20)| (7.19)

t—oo U — 00

ile tanimlanan Lyapunov bilegenleridir. Boylece sifir ¢oziimiin asimptotik stabilitesi an-
cak ve ancak Lyapunov bilegenleri her ¢ ve 2y # 0 i¢in negatif oldugunda vardir. Ancak

uygulamada Lyapunov bilegenlerini agik¢a tanimlamak kolay degildir.

Lyapunov bilegenleri SDD i¢in de kullanilabilir. Bunun i¢in Stratonovich SDD’ler daha
uygundur. W = (W' ... W™) m-boyutlu standart Wiener siireci olmak iizere, Xj,

dX; = at, Xo)dt + Y B(t, X;) o AW (7.20)
k=1

d-boyutlu Stratonovich SDD’nin bir stokastik stabil ¢oziimii olsun. Z, = X; — X, icin,

dZ, = A(t,w)Z,dt + Y B¥(t,w)Z, o dW} (7.21)

k=1

lineerlestirilmis sistem elde edilir. Burada, A, BY, B?,...,B™i,j = 1,2,...,d ve k =

1,2,...,m i¢in
0ot _
] — —
A(t,w) o, (t, Xi(w))
oM
1,] — -
B(t,w) o, (t, X (w))

bilesenleri ile tanimlanan d x d matrislerdir.
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7.5 Stiff Stokastik Diferansiyel Denklemler
0<t<Tve XyeR olmak iizere, d boyutlu Ito stokastik diferansiyel denklemi,

seklinde tanimlansim. Burada a(x) = {a*(z)}¢_, d boyutlu drift ve B(x) = {8*(z)}{_,
d boyutlu difiizyon katsayilaridir. W = {W,, ¢ > 0} standart Wiener siireci olup, s,t > 0

icin

E(Wt) = <Wt> =0
EWW,) = (W W) = min{s,t}

seklinde tanimhidir.

Matematiksel olarak (7.22) denklemini Ito stokastik denklemi olarak integral formda
t t
X, = X, +/ a(t, X,)ds +/ B(t, X,)dW, (7.23)
0 0

seklinde yazmak daha uygundur. (7.23) denklemindeki ikinci integral bir Ito integrali

olup, deterministik analizdeki kurallari saglamaz. Drift terimi,
1< 0B
_ k
o) = al) =3 3 F0) 20

seklinde diizenlenirse, Stratonovich integraline gore ifade edilebilir. (7.23) ile verilen ayni

X ={X;,0 <t <T Tto siireci igin elde edilen Ito Stratonovich stokastik denkleminin,

t t
Xe=Xo+ / aX(s)ds + / b(Xs) o dW, (7.24)
0 0

seklinde oldugu gosterilmigti. (7.23)'nin kuvvetli ¢dziimiiniin varlik ve tekligini garanti

altina almak i¢in a ve ( ile verilen drift ve difiizyon katsayilarinin Lipschitz ve lineer
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biiylime sartlarimi sagladiklar1 kabul edilsin. Yiiksek mertebeden niimerik yontemlerin
yakinsaklik ispatlar: i¢in, a ve f’nin yeterince diizgiin ve X, basglangi¢ degerinin biitiin

momentlerinin var oldugunu kabul edilmelidir, 6yleki ¢ = 1,2, ... i¢in,
E|Xo|* = (| Xo]?) < 0. (7.25)

stiff stokastik diferansiyel denklemleri tanimlayabilmek i¢in Lyapunov bilesenlerinin tire-
tilmesi gereklidir. Kabul edelim ki (7.24) ile verilen Statonovich denklemi X, duragan

¢Oziimiine sahip olsun,

t t
Zy = Zy +/ A(S)sts—l—/ B(s)Z, 0 dW, (7.26)
0 0

lineerlestirilmis sistemini elde etmek icin, X, lineerlestirilir. Burada A ve B bilegenleri

1,7 =1,...,d kadar

A7 = 22(X) (7.27)
B0 = oo (%) (7.29

olan d x d tipinde matrislerdir. Osceledec ’in [33] ¢arpimsal ergodic teoreminden

A< Agg <o <y

d random olmayan Lyapunov bileseni ve Ey(w), Eq_1(w), ..., Ei(w) random alt kiime-

sinin bir R? parcalanigi vardir, dyleki (7.26)’in ¢oziimii i¢in bu kiimelerin

o1
limitinin alinmasi ile, sirasiyla A\g, Ag_1, ..., A\; degerlerini alir.
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Eger (7.26) denkleminin Lyapunov bilegenleri

A < M (7.30)

sartini saglarsa (7.26) lineer stokastik diferansiyel denklemine "stiff” denir.

Genellikle (7.24) ile verilen stokastik diferansiyel denklemin (7.26) lineerizasyonu baz
duragan ¢oziimlerine (stationary solution)’a gore stiff ise bu stokastik denkleme "stiff"
denir. Eger (7.24) orjinal denklemi, duragan ¢oziime gore lineerlegtirmede toplanir gii-
riiltiiye (additive noise) sahip ise B(t) = 0 i¢in (7.26) dejenere lineer denklemi elde

edilir. Ancak burada A, random matris degerli fonksiyondur.

Deterministik diferansiyel denklemin katsay1 matrisinin 6zdegerlerinin reel kismi oldu-
gundan, bu durum saglamhigmn (stifness) deterministik durumun genellegtirilmesidir.

Hatta bir stiff deterministik denklem ayni zamanda stokastik durum igin de stiffdir.

7.6 Euler Maruyama Metodu icin Kuvvetli Yakinsaklik ve Stabilite

[0,7] araligl, N pozitif tam say1 olmak tizere, At = T/N ve n = 0,1,2,..., N igin
Tn = nAt noktalar ile egit zaman parcalanmalarina sinirlansin. Bu durumda Euler
Maruyama metodu

X(7j41) = X(75) + [(X75) At + g(X75) (W,

Tj+1 WT]') (73]‘>
seklinde tanimlanir. Bu yontem (7.22) ve dolayisiyla (7.23) ile verilen stokastik denkle-

min yaklasik ¢oziimiiniin simiilasyonu i¢in tekrarh bir algoritmadir.

At azaldikga EM ¢oztimii gergek ¢oziime yaklagir. Bu diigiinceden yola gikarak, X (7,,)
ve X, rassal degigskenler olmak {izere, yakinsaklik kavrami i¢in bu iki rassal degisken
arasindaki farkin nasil 6lgiilecegi ile ilgili karar vermek gerekir. E|X,, — X(7,)| fark: ile

kuvvetli (strong) yakinsaklik elde edilir. At yeterince kiigiik olmak iizere, eger herhangi
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T = nAt i¢in
E|X, — X(7)| < kAtY (7.32)

olacak sekilde bir s sabiti varsa, metodun (7.22) stokastik diferansiyel denkleminin
ilgili ¢oziimiine v > 0 kuvvetli mertebeden (strong order) yakimsadigi kesin olarak
soylenebilir. Eger (7.22) denkleminde f ve g uygun sartlar1 saghyorsa EM metodunun
~v = 1/2 mertebeden kuvvetli yakinsadigr gosterilebilir (bu durum deterministik Euler
metodunda farklidir, séyleki: f = 0 ve X, sabit ise (7.32) denkleminin sol tarafindan

beklenen deger silinir ve esitsizlik v = 1 igin dogru olur) [12].

7.6.1 EM icin Lineer Stabilite Analizi

Adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi lineer stabilite analizi SDD i¢in de direkt

olarak uygulanabilir.

Kabul edelim ki, f ve g parametreleri (7.32) stkastik diferansiyel denklem mean-square
veya asimptotik stabil olacak sekilde secilsin. Bu durumda "A¢’nin hangi araligi icin
EM ¢6ziimii paralel olarak stabildir 7" seklinde bir sorunun akla gelmesi normaldir. Bu
sorunun mean-square versiyonunu analiz etmek kolaydir. Y,, = E|X,,|? olmak iizere,
EM (7.32) denklemine uygulanirsa, beklenen degerin 6zelliklerinden, tek adimh fark
denklemi, h = hf ve k = —g?/f olmak iizere

Vi = R0 K)Y s (7.33)

seklinde elde edilir. Burada R(h, k) niimerik metodun stabilite fonksiyonu olarak ad-

landarilir.

|R(h, k)| <1 (7.34)

icin gerek ve yeter sartin, n — oo icin Y,, — 0 oldugu aciktir.
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Tanim 7.1 Eger h ve k katsayilar1 (7.34)ii saglarsa metot "mean-square stabildir”

denir.
R = {(h,k): (7.34) saglanr}

seklinde verilen R de metodun "mean-square tanim kiimesi"dir. Eger a ve 3 reel degerli

ise R’ye "mean-square stabilite bélgest” denir.

Bu sartlar altinda EM metodu i¢in stabilite fonksiyonu
R(h,k) = |1 + h|* + |kh| (7.35)

seklinde elde edilir [34].
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BOLUM 8

UYGULAMA 1

Tezin bu boliimiinde, Black-Scholes modelinde parametre tahmini tartigilmigtir. Daha
onceki boliimde anlatilan nonparametrik tahmin yontemi ve iyi bilinen maksimum like-
lihood tahmincisi ele alimmigtir. Hedef, stokastik diferansiyel denklem ic¢in bilinmeyen
parametrelerin, ayrik zaman gozlem verilerinden yola ¢ikilarak tahmin edilmesidir. Si-
miilasyon ¢alismasinda ise nonparametrik yontem ve maksimum likelihood yontemi ile
elde edilen katsayilar modelde yerine yazilip, elde edilen her iki stokastik diferansiyel
denklem de MATLAB programi kullanilarak Euler Maruyama metodu ile niimerik ola-

rak ¢oziilmistiir ve sonuclar grafikler ile desteklenmigtir.

8.1 Black-Scholes Model

Stokastik diferansiyel denklem belirli katsayilarla verildiginde, bu denklemi sayisal yon-
temlerle, Euler Maruyama, Milstein, Runge Kutta metodu vb. ile ¢ézmek kolaydir
[14],[11]. Ancak, herhangi bir zaman arahginda yalmzca diskret veriler gozlemlendiyse
¢oziim o kadar da basit degildir. Bu durumda difiizyon ve siiriiklenme katsayilarina
ulagmak gerekir, bu nedenle de tahmin yontemlerine ihtiya¢ duyulur. [27],[35],[29] sto-
kastik diferansiyel denklemler i¢in tahmin yontemleri hakkinda ¢aligmalar yapmiglardir.
[35],[36] gibi bir ¢ok aragtirmaci nonparametrik teknikler kullanmigtir. Nonparametrik

yontem, katsayilari uygulamak ve tahmin etmek icin yeterli siklikta veriler varsa oldukca
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basit bir yontemdir. Maksimum likelihood yontemi [37] ise nonparametrik yontemden

daha verimli olan bir diger tahmin yontemidir.

Diskret zaman noktalarinda bir difiizyon isleminin gézlemlendigi pek ¢ok pratik vakada,
acik bir olasilik fonksiyonu nadiren mevcuttur. Bu tiir ¢aligmalar son zamanlarda biiyiik
ilgi gormektedir. Diskret zaman i¢in bir tahminci elde etmek i¢in basit bir yéntem eski
verilerin kullamilmasi ile inga edilir [38],[39] vb. Bu tahmin edicileri analitik olarak

incelemek genel olarak zor olsa da sayisal simiilasyon ile bu islem kolaylikla yapilabilir.

Bu tezin bu boliimiinde, nonparametrik tahmin yontemi ile maksimum likelihood tah-
min yontemi arasindaki farklar1 finans alanindaki sayisal bir uygulama ile tartigmak
amaglanmaktadir. Finans alaninda oldukg¢a 6nemli yere sahip olan Black- Scholes mo-
delinin [40] katsayilar1, 01.01.2005 - 01.01.2015 arasindaki aylik YHOO hisse degerleri
kullanilarak elde edilmigtir. Daha sonra, elde edilen parametrelerle stokastik diferansiyel
denklemi sayisal olarak ¢ozmek icin MATLAB programi kullanilmistir ve orijinal veri
yaklagik ¢oziimler ile karsilagtirilmigtir. Sonuclar, béliimiin sonunda verilen grafiklerle

desteklenmektedir.

8.2 Nonparametrik Tahmin Yontemi

dX (1) = (X (1)dt + o(X (£)dW (t). (8.1)

stokastik diferansiyel denklemini saglayan X (¢) diftizyon siireci tanimlansin. p ve o kat-
sayilar1 uygun sartlar: saglamak tizere, ¢ keyfi fonksiyonunun kosullu beklentisi Taylor

serisi formunda

BI6(Xeras 0] = (X0, 0) + LO(X0 A + SL6(X (A0 + .
(8.2)

L % L76(X,, ) (AD)" + O((AL)™)
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seklinde yazilabilir burada

E(¢(X¢, Q)| Xe = x) — (1)

Lo(z,t) = lgrtl c 1
(8.3)
0d(x,t)  O0d(x,t 10%¢(x,t
e 80 B
seklinde tanimlanmigtir [41]. (8.2) denkleminden

elde edilir. (8.4)’in sag tarafindaki ilk terimin alinip diger terimlerin hata olarak ihmal

edilmesi ile L¢ icin birinci mertebeden yaklagim elde edilir ve buradan da

LO(X, 1) = —Bo(Xerant + At) — 6(X,, 1)] + O(A) (8.5)

1
At
yazilir.

Ozel bir p(x,t) fonksiyonuna yaklagmak istenirse , sadece L¢(X;,t) = p(z,t) esitligini
saglayan ¢ fonksiyonunu belirtmek gerekir. Burada pu(X;) katsayisii belirlemek igin
¢1(x,t) = x ve o(X;) katsayisim belirlemek igin ¢o(z,t) = (v — X;)? kabul edilir [35].
(8.3) esitliginden

L1 (X, 1) = p(Xe) (8.6)
Lpo( X t) = o (Xy) (8.7)

esitlikleri ve dolayisiyla

1

wXe) = o Bl Xerae — Xo)] + O(AY) (8.8)
7(X)) = 1 Bl (Xerne — Xo] + O(A1) (3.9)
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elde edilir.

Eger
dX(t) = (X (t);0)dt + o(X(t);0)dW (t) (8.10)

denklemindeki 6 parametre vektorii nonparametrik tahmin metodu ile hesaplanmak
istenirse, X;'nin ¢ = 0,1,..., N i¢in At = % olmak iizere t; = 1At diizgiin dagilmig
zaman araliklarindaki g, x1,...,xy gozlem datalarindan yola gikilarak (8.8) ve (8.9)

ifadelerinden 6

N-1 1 N-1

=0 =0

N-1 1 N-1

> ot wi,0) = ~7 D (i1 = ;)? (8.12)
=0 =0

denklemleri ile hesaplanir.

8.3 Maximum Likelihood Estimation Method
(8.10) ile verilen

AX (1) = (X (t); 0)dt + (X (£); 0)dW (t)

stokastik diferansiyel denklemi ele almsin. j = 0,1,2,..., N i¢in x; degerleri bilinmek
tizere, baglangic durumunda yogunluk (density) go(zo|f) ve (tj_1,x;—1)den baglayan
(tj,z;)'nin gegis olasilik yogunluk fonksiyonu ¢(t;, z;|t;—1, x;_1;6) olsun. [26]’den #'nin
maksimum likelihood tahmincisi

D(0) = 90($0|9)Hg(tjvxﬂtj—hxj—l;e) (8.13)

j=1
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ortak dagilim fonksiyonun maksimize edilmesi ile

D(0) = go(xow)Hg(tjvxﬂtj—hxj—l;e) (8.14)

J=1

olup, L(#) = —In(D(0)) doniistimii kullanilarak (8.14) ifadesi yeniden diizenlenirse
N

L(8) = —In(go(x0l0)) — D n(g(t;, ;lt;-1, 25-136)) (8.15)
j=1

elde edilir.

Burada hedef, 1.(f) fonksiyonunu minimum yapan, minimum € degerini bulmaktir. ’'nin

bu degeri 6 ile gosterilsin. Euler Maruyama yaklagim semasidan

fL‘tj

~ Ty, + u(tj—lv Tti_qs 9>At + g(tj—la Tei_qs 0) v Atgj (816>
yazilabilir, burada &; ~ N(0,1) ve gegis olasilik yogunlugu da

Vi = Tt + N(tj—h Tij_q5 H)At

6; = g(tj-1, T, 45 0)V Aet.

olmak tlizere

1 —(z; —)?
9t xjltj—1, j-1;0) ~ exp [ ( 55 i) ] (8.17)
A /27T(5]2- j
seklinde tanimlanir. @’nin keyfi degeri igin [26] deki gibi olasilik fonksiyonuna yaklag-
mak istenirse (8.10) niimerik olarak ¢oziilebilir. Bu durum M defa tekrarlanirsa ; i¢in

tahmin degerleri elde edilir. Buradan yola ¢ikarak, s

1 —9?
\/%exp [ 9 }

R(V) =
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seklinde tanimli non-negative kernel fonksiyonu ve

- 1 &L,
) ~

olmak tizere h adim uzunlugu

h = 0.9eM /5,

olmak fizere gecis yogunlugu g(¢;, z;|t;—1,z;-1;6),

M
1 T; — [L’AZ

g™ (b, -1, w15 0) = h E;’f[ : . ] (8.18)

formili ile tahmin edilebilir.

8.4 Deneysel Data Analizi

Bu boliimde YHOO hisse senedi fiyat verileri ele alinarak bir uygulama yapilmigtir.
Sayfa 93’daki Sekil 8.1 ile 2005 ile 2015 yillar1 arasindaki Borsa data setinin aylik
goriintisii verilmigtir. Bu veriler, Black Scholes modeli [40] olarak adlandirilan stokastik

diferansiyel denklemin katsayilarini belirlemek i¢in kullanilacaktir.

X (t), t anmdaki borsa fiyat1 (stock price) ve 8 = [0, 03] olmak {izere

dX (t) = 01X (t)dt + 0, X (t)dW (t) (8.19)
X(0) =23.49

baglangic degeri ile stokastik diferansiyel denklem verilsin. Hedefimiz, 6, ve 6, paramet-

relerini nonparametrik parametre tahmin metodu ve MLE kullanarak elde etmektir.

[k olarak 6, ve 0, degerleri MLE metodu kullanarak elde edilecektir. MLE prosediirleri
uygalinirsa yakligik optimal degerler QAI = 0.0107 ve QAQ = 0.1000 olarak elde edilir.
132 aylik YHOO hisse degerleri kullanilarak elde edilen bu katsayir degerleri (8.19)
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denkleminde yerine yazilirsa

dX (t) = 0.0107X (t)dt + 0.1000X (£)dW ()
(8.20)
X(0) = 23.49.

stokastik diferansiyel denklemi elde edilir.

01 ve 05 degerlerine nonparametrik tahmin metodu prosediirleri N = 131 ve At = 1 igin
uygulanirsa da yaklasik optimal degerler 9~1 = 0.0084 ve 0~2 = 0.0952 olarak elde edilir.

Bu degerlerin (8.19) denkleminde yerine yazilmasiyla da

dX (t) = 0.0084X (t)dt + 0.0952X ()dW () (8.21)
X(0) = 23.49. |

stokastik diferansiyel denklemi elde edilir.
Gozlem degerlerinin ortalamasi p = 24.8445 olup 95% giivenle, 5% hata pay: ile

(23.2291, 26.4600) arasinda degismektedir. Ayrica 95% giivenle, MLE metodu ile hesap-
lanan katsayilarin yerine yazilmasiyla elde edilen (8.20) diferansiyel denkleminim EM
metodu kullanilarak ¢oziimiinden elde edilen datanin (22.7030,26.2504) giiven araligi
ile ortalamasi i = 24.4767, nonparametrik parametre tahmin metodu ile hesaplanan
katsayilarin yerine yazilmasiyla elde edilen (8.21) diferansiyel denkleminin EM metodu
kullanilarak ¢oziimiinden elde edilen datanin (20.5504,23.6980) giiven aralig: ile orta-
lamas1 g = 22.1242’dar.

Sayfa 93’deki Sekil 8.2, (8.20) stokastik diferansiyel denkleminin EM metodu kullamla-
rak ¢oziimii ve YHOO hissesinin 2005-2015 yillar1 arasindaki aylik datasii ayni grafik
tizerinde gostermektedir. ” Actual”, YHOO hissesinin ger¢ek datasimi gosterip grafik
tizerinde kirmiz1 yildizh ¢izgiler ile ¢izilmigtir. ” Forecast” ise (8.20) denkleminin EM
ile elde edilen niimerik ¢o6ziimiiniin datasin gosterip grafik {izerinde mavi diiz ¢izgilerle
¢izilmigtir.

94’deki Sekil 8.3 de ise (8.21) stokastik diferansiyel denkleminim EM metodu kulla-
nilarak ¢oziimi ve YHOO hissesinin 2005-2015 yillar1 arasindaki aylik datasini ayni
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grafik tizerinde gostermektedir. ” Actual”, YHOO hissesinin ger¢ek datasimi gosterip
grafik tizerinde kirmiz gizgiler ile, ” Forecast” ise (8.20) denkleminin EM ile elde edilen

niimerik ¢6ziimiiniin datasini gosterip grafik lizerinde mavi ¢izfilerle ¢izilmistir.

Tiim grafikler, Black-Scholes modelinin data ile mantikli bir uyum sagladigini goster-
mektedir.
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Sekil 8.1: 2005 Ocak-2015 Ocak dénemi YHOO hisse senedinin aylik olarak olgiilmiis
gercek verileri

Forecast

Stock Price
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Sekil 8.2: Maximum likelihood tahmin yontemi ile elde edilen veriler ve 2005 Ocak-2015
Ocak donemi YHOO hisse senedinin gergek verileri

8.5 Sonug ve Tartismalar

Bu boéliimde, bilinen gozlem verilerinden yola ¢ikilarak, Black Scholes modelinin sira-
siyla stiritklenme katsayis1 ve diflizyon katsayisindaki 6; ve 6y degerleri tahmin edildi.
01.01.2005 ve 01.01.2015 tarihleri arasinda aylik YHOO hisse senedi fiyat verileri kul-

lanilarak, maksimum likelihood tahmin parametreleri, genis kapsamli 6y ve parametrik
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Sekil 8.3: Nonparametrik tahmin yontemi ile elde edilen veriler ve 2005 Ocak-2015 Ocak
donemi YHOO hisse senedinin gercek verileri

olmayan tahmin parametreleri évl, 0; elde edildi. Bu elde edilen parametreler Black Sc-
holes modelinde yerine yazilarak sabit katsayili lineer stokastik diferansiyel denklem
olugturuldu. Daha sonra, Euler Maruyama metodu bu stokastik diferansiyel denkleme
01.01.2005 tarihli hisse senedi fiyat1 baglangi¢ noktasi kabul edilerek uygulandi. Simiile
edilmis ¢oziim, her bir tahmin metodu i¢in ayr1 ayri elde edilmistir. Daha sonra, gercek
veriler, her tahmin yontemi igin sayisal ¢oziimlerle kargilagtirilmigtir. Elde edilen bulgu-
lara gore, maksimum likelihood tahmin yonteminin, gézlem verilerine, nonparametrik

tahmin yontemine gore daha iyi bir yakinliga sahip oldugu séylenebilir [42].
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BOLUM 9

UYGULAMA 2

Tezin bu boliimiinde insan viicudundaki paratiroid kanseri iizerine bir uygulama yapil-
migtir. Gompertz kurallar1 temel alinarak, tiimor biiytimesinde siklikla kullanilan de-
terministik Gompertz modele difiizyon katsayisi eklenerek solid tiimorler igin stokastik
bir model tanimlanmigtir. Tiimor hiicrelerinin evrimi sirasiyla iyilesme esigini ve hasta
olumiinii (tagima kapasitesi) temsil eden iki siir ile simirlanmig tek boyutlu difiizyon

stireci ile tanimlanmaktadar.

Son otuz yildir toplumda baslica 6liim nedenlerinden biri olan tiimér biiytimesine dik-
kat artmigtir. Cogu caligma matematiksel olarak bir veya daha fazla diferansiyel denk-
lemden olusan popiilasyon biiyiime modellerinden ileri gelmektedir. Bu tiir modellerin

say1siz biyolojik olayin gelisimini tahmin etmeye uygun oldugu kanitlanmigtir.

Paratiroid tiimorlerin ¢ogunda, 6zellikle ¢cok kanalli biyokimyasal taramaya baglh olarak
asemptomatik hastalarda bulunanlarda, hem uzun siireli klinik gozlemler [43] hem de
hiicre kinetik veriler [44] biiytime hizimin kademeli olarak yavagladigim ve tiimér boyu-
tunun asimptotik bir degere yaklagtigini belirtir. Hiicre boliinme hizi, meningiomlardan
10-20 kat daha diigiiktiir [45], dolayisiyla ¢ok disgiik hiicre dongiisii genel olarak benign
(iyi huylu) ttimérlerin spesifik olmayan bir ézelliginden ziyade paratiroid tiimorlerinin
spesifik bir 6zelligi olabilir. Paratiroid tiimorler, diger benign endokrin tiimérler gibi,

monoklonal olarak goriiniirler ve tek bir degistirilmis hiicreden olugtugu disiiniliir [1].
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Sonug olarak, ¢cogu hastada, paratiroid tiimoriin 6mrii boyunca biiyiimesi sigmoid egrisi
ile uyumlu olacaktir. Béyle bir egri matematiksel olarak cesitli sekillerde gosterilebilir.
Malign tiimorlerde biiylime geriligini modellemek i¢in onkolojide en sik kullanilan mo-
del 19. yiizy1l Ingiliz aktiier bilim adami Benjamin Gompertz [46], tarafindan gelistirilen
Gompertz denklemidir. Denklem, baglangi¢ spesifik iissel biiylime orani ve ilk biiyiime
hizindaki iistel hiz diigsliis oran1 olmak iizere iki parametre ile karakterize edilir. Lo-
jistik fonksiyonun aksine, Gompertz fonksiyonu, asimtotik degerin daima 0.37’si olan

enfleksion iizerinde asimetriktir [47].

9.1 Deterministik Gompertz Model

Onerilen modeller arasinda, tiimér bityiimesinin kanitlar ile uyumlu oldugundan Gom-
pertz biliylimesine dayanan modeller daha sik goriiliir. Bu model, yerdegisim ve etkile-
sim olmadan bir ya da daha fazla benzer tiirtin bireylerinin bir grubunun popiilasyon

biliytimesini S seklinde X = X (t) fonksiyonu ile modeller, 6yle ki bu fonksiyon,

% = aX(t) — BX(1)InX (t) (9.1)
X(0) = X, (9.2)

diferansiyel denkleminin bir ¢éziimidiir [48].

Timor biiytimesi kapsaminda, X (), t anindaki kanser hiicrelerinin yogunlugunu, X (0)
hastaligin teshis edildigi andaki baslangic hiicre yogunlugunu temsil eder. Ozel siirekli
yaklagimlar altinda X (¢)'nin siirekli ve diferansiyellenebilir oldugu kabul edilmektedir
[49],[50]. t~'"de 6lgiilen a ve 3 parametreleri sirasiyla, tomordeki biiyiime ve bozulma
(decay) parametreleri olmak tizere [49] farkl tiimér tirlerinin 6lgiimiinii (evaluation)

karakterize ederler. Denklem (9.1) ve (9.2) ’den S bigimli,

X(t) = exp{a/B + {In(Xo — o/ B}exp(=ft)} (9:3)

fonksiyonu elde elde edilir (bknz Sekil 9.1). Denklem (9.3)’te agikar olmayan (non-
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Sekil 9.1: (9.3) fonksiyonu ile iiretilen sigmoidal egri

trivial) denge noktast X, = lim; ,, ., X(t) = exp(a/f), bir organizmanin tolere edebi-
lecegi en biiyiik ttimoér yogunlugunu (tasima kapasitesi) temsil eder [48]. Biiyiime hizinin
maksimum oldugu yerde bir X; = exp(a/f —1) déniim noktas: (inflection point) vardir.
Boyle bir noktanin varligi, biiyiimenin yavaglamasina, dis faktorlerden kaynaklanan veya
igsel biiytime kontrol mekanizmalarmin (kendi kendini diizenleyici etki) neden oldugu
tiim biyolojik sistemler tarafindan paylagilir. Gompertz yasas1 koken (orijin) etrafinda
bir tissel (exponential) egilim sergiler. Bu 6zellik gézlemlenen tiimérler ile uyumludur ve
kiigiik ttimorlerin biiytime hiz1 i¢in bagigiklik sisteminin etkili olmadigimi gosterir [51].
Ancak az ya da ¢ok yogun cevresel dalgalanmalara baglh olarak, klinik veriler ile teorik

tahminler arasinda siklikla tutarsizliklarin oldugu vurgulanmalidir.

Bu dalgalanmalar1 g6z ardi etmek bazi durumlarda yetersiz terapi 6neren yanlg tahmin-
lere yol agacaktir. Bu tiir dalgalanmalar1 géz 6niinde bulundurmak icin rassal ¢evresel
biiytime kavramlar: formiile edilmistir [52]. Bu biiylime denklemindeki igsel dogurgan-
ligin ortalama popiilasyon verimliligini temsil eden normal delta korelasyon siireci ile

ikame edilmesi ile gergeklegtirilir. Boylelikle biiyiime siireci bir stokastik siireg ile ta-
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nimlanabilir.

Bu tezde solid tiimorii modellemek i¢in Gompertz biiyiime kurallarina dayanan stokas-
tik stire¢ kullanilacaktir. Detayh bilgilere 1980’lerde yapilmig [53] [54] vb. ¢ahismalardan
ulagilabilir. Son zamanlarda ise Gompertz difiizyon modellerinin ¢ikarimlar: analiz edil-

mektedir [55].

19. yiizy1l aktiieryal bilim adamlarmdan Gompertz [46] biiyiime gosterimi olarak kulla-
nilan matematiksel ifadeyi formiile etmistir. Esasinda baglangicta exponansiyel biiytime
olup. zaman gegtikge stire¢ soniimlii (damped) hale gelir ve sonrasinda durur. Laird [47],
Gompertz biiytimesinin biitiin biyolojik biiyiimeleri temsil edebilecegi hususunda kanit-
lar yayinlamigtir. Bagka bir ¢ok biiyiime denklemi olmasina ragmen tiimor biiyiimesinde

en iyl matematiksel tanimlayici olarak dikkate alinir [56].

Deterministik Gompertz model (DGM), popiilasyon dinamigini tanimlamada yararl,
kullanigh bir modeldir. Ozellikle insan ve hayvanlardaki tiimér biiyiimesini tanimlamak
i¢in oldukga etkili bir matematiksel modeldir [57],[58],[59]. Benjamin Gompertz (1825)
tarafindan popiilasyon dinamiklerini analiz etmek ve yagsam kogullarini belirlemek igin
tanimlanmigtir. Daha sonra DGM, dogada tiimor biiyiimesi ve embriyonik biiytime de
dahil olmak tizere ¢esitli biiyiime olay1 i¢in uygun bulunmustur. Bilindigi kadariyla
Gompertz modeline, biyolojik ve tibbi aragtirmalarda genis kapsamh olarak kullanil-
masina ragmen, teorik biyolojide az sayida girisimde bulunulmustur [60, 61]. Ozellikle
deneysel onkolojide Gompertz model in vivo (canl i¢i) tiimor biiyiimesini tanimlamak

i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir.

Sekil 9.1, (9.3) fonksiyonunun grafigini gostermektedir. Modeldeki kilit 6zellik; egri bii-
kiilme noktasina (inflection point) kadar artan bir oranda biiyiir, daha sonra biiytime
orani sifira diiger ve tiimér hacmi duragan bir noktaya (plateau) ulagir. Bu ttimér bii-

yiime modeli literatiirde deneysel hayvanlar iizerinde oldukca kullamlmigtir [62].
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9.2 Randomize Ig¢sel Biiyiime Hiz1 ile Gompertz Model

Deterministik bir modelin davranigini etkileyen ya da kurallayan rassalligi hesaba kat-
mak i¢in cgesitli olasiliklar vardir. Bu tezde, yavasglama faktorii § degismezken, cevre
kosullarinin igsel biiytime hizi (mitoz hiz) a’'nin dalgalanmaya neden oldugu kabul edil-
migtir.

Gompertz modelin stokastik bir versiyonunu elde etmek i¢in, i¢sel biiyiimedeki degisiklik

zamana gore

o(t) = a+ go((t) (9.4)

varsayimi ile tanimlansin. Burada «, () nin ortalama degeri, o > 0 diflizyon katsayisi
ve ((t) Gaussian beyaz giiriiltii (white noise) siirecidir. Bu varsayimdan yola ¢ikilarak

denklem (9.1) ile verilen SDD

dX (1) = {aX(t) — BX(1)InX(£)} dt + o X (£)dW (1)
X(0) = X,

seklinde tanimlanacak olan stokastik Gompertz modele (SGM) donisiir.

W = {w(t) : t € [0,T]} siireci, standart Wiener siirecidir ve diferansiyeli Ito anlaminda

anlagilmaktadir [63]. Denklem (9.5) ile verilen nonlineer SGM’nin ¢oziilmesi ile

X(t) = exp [@_TUQ/Q + {ln(XO) — Q_Tm}eﬂt + U/Ot eﬁ(ts)dW(s)] (9.6)

tek ¢oztim (unique solution) elde edilir. Bu ¢oziim homojen Markov siirecidir [62].

9.3 Stokastik Gompertzian Model i¢in MLE ve Ozellikleri

Bu boéliimde biiylimedeki azalma faktorii § ve difiizyon katsayisi o bilinen sabitler

olmak tizere GSM'nin drift katsayisindaki bilinmeyen o parametresinin gozlemlenen
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X = {x(t),t € [0,T]} yoriingesinden hesaplanabilme olasihig1 tartigilacaktir. Iyi bilin-
digi gibi popiiler ve teorik olarak ¢nemli bir tahmin edici, "maximum likelihood"dur.
Sonlu boyutlu bir durumda, gozlemlenen verilerin yogunlugunun maksimize edilme-
sine dayali bir tahmin yontemidir. Ancak, burada gozlemlenen veriler genellikle sonsuz
boyutlu uzaylara (fonksiyon uzayi) aittir. Dolayisiyla yogunlugun maksimize edilmesi,
genellikle Wiener 6l¢iimii olarak alinan, standart bir olasilik 6l¢limiine gore verilerin
olasilik ol¢timlerinin Radon Nikodym tiirevi olarak tanimlanir. Stokastik Gompertz di-

feransiyel denklemi i¢in yogunluk,

L(a, X) = exp [% { /0 ' %ﬁ;x@))dm‘(zﬁ) - % /0 . ﬁln(a:(t)))zdt}] (9.7)

ile ifade edilir. Ilgili teorik caligmalar ve teknik detaylara Ferrante ve ark. [62]'dan
ulagilabilir. Genellikle & degerini maksimize eden olabilirlik (likelihood) i¢in kapali bir
form mevcut degildir. Ancak boyle durumlarda, L(«a, X), a da kuadratik oldugundan

« i¢in maksimum likelihood tahmin edicisi,

b= % {/OT %das(t) + B/OT ln(m(t))dt} (9.8)

seklinde tanimlanir.

Gozlemlenen sample path z(t)’lere dayanarak (6rnegin belirli bir deneydeki z(¢) tiimor
hacmi) denklem (9.8)’de her iki integrali de hesaplamak miimkiindiir. & tahmincisi-
nin iyi ve giivenirligini gosteren cesitli 6zellikler kanitlanabilir. Ozellikle, MLE &’'nin
ortalama degeri o ve varyansi o2/T olan normal dagilmig rassal degisken oldugu Fer-
rante ve ark. [64] tarafindan gosterilmigtir. Ayrica, &'nin varyansi yansiz tahmin ediciler
(unbiased estimator) siifinin en kiigiigiidiir ve 7' gozlem siiresi arttikga, o parametre
degerine yaklagir. Bir diger ifade ile, MLE & tarafsizdir (unbiased), tutarlidir (consis-
tent), etkilidir (efficient) ve normal dagilima sahiptir. Tahmin edici & ve zellikleri hem
deneysel terapatik (tedavi edici) ¢aligmalarda hem de farkli tedaviler arasndaki klinik

problemlerde kullanilir.
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9.4 & Tahmin Edicisinin Diskret Zaman Yaklagimlari

(9.8) ifadesindeki & tahmin edicisi igin iyi 6zellikler olugturulmug da olsa, pratikte pa-
rametre tahmin siirecinde problemler ortaya ¢ikmaktadir. Tiimor biiylimesi, siireklilik
yerine 0 = 71 < 7 < 13 < ... < 7, = T seklinde diskret zamanlarda ol¢iiliirken &,
X = {z(t),t € [0,T]} siirekli sample path gozlemlerinden hesaplandigindan tahminci-
nin yalnizca bir yaklagimi gercek deneylerle degerlendirilebilir. Ito formiilii ve trapezo-

idal kural kullanilarak yaklagik tahmin edici,

n—1

™

Q= %2 + % { )+ k:O T(Trr1)) + 0z ()] X (Thr1 — Tk)} (9.9)

olarak elde edilir.

Genellikle tiimor biiylime calismalarinda, biiyiimedeki azalma faktorii 5 ve difiizyon
katsayisi o degerleri bilinmeyip mevcut verilerden tahmin edilmeleri gerekmektedir.
Bu nedenle bir 6énceki denklemde 8 parametresinin yerine maximun likelihood tahmin
edicisini yazmak gerekir. Tahmin edici (9.7) denkleminin maksimize edilmesi ile

T in(z®) 1008) — (T gl (T 1z () de
5T Jo Zaay - de(t) = Jy zmde(t) Jo In(e(t))da(t) (9.10)

[ n(e@)dz(t)} — 7 2 a(0)dz(0)

olarak elde edilir. Difiizyon katsayisinin tahmini ile ilgili olarak, X stokastik siireci
ile ilgili kuadratik varyasyonun iyi bilinen 6zelliklerine dayal agagidaki formiil dikkate

alinir:

6% = =4 ’ ' (9.11)

9.5 Niimerik Uygulama

Uygulama olarak paratiroid tiimorlerindeki gelisme geriligini modellemek igin, Gom-

pertz denklemini benign tiimorlere uyguladik.
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Tablo 9.1: Tiimor biiytimesi i¢in Gompertz denklemi

Sy = exp[(a/B) + {In(Sy) — a/B} exp(—[5t)]

aly™) = baslangictaki i¢sel biiyiime hiz
Byt = biiyiimedeki yavaslama hizi
t(y) = tlimoriin yasi

exp(0/8) — S

Caligmamizda hiicre sayisinin témoriin agirhgindan tahmin edilebildigi varsayilmak-
tadir. Onkolojide yaygin olarak kullanilan yaklagima gore 1g agirhgindaki bir tiimor
239(= 1.074x10°) hiicre igerir [65], bu, paratiroid tiimérleri i¢in tiimér DNA igerigi ile
kargilagtirma yoluyla dogrulanmigtir [44].

Tablo 9.2: Insanlardaki paratiroid tiimérii icin Gompertz biiyiimesi

PT timor® PT tiimor? PT timor®

n=41
& )
Geometrik ortalama (SS) 2.76(1.59) 3.94(1.57) 6.46(1.55)
Hesaplanan aralik 1.1-7.0 1.6 — 9.7 2.68 — 15.6
Gergek aralik 1.18 = 11.78  1.74 — 16.3 2.99 — 25.8
B (i)
Geometrik ortalama (SS) 0.134(1.60) 0.191(1.58) 0.314(1.58)
Hesaplanan aralik 0.052 —0.342 0.077 —0.477 0.126 — 0.783
Gergek aralik 0.051 —0.549 0.077 —0.762 0.134 —1.20

Tablo 9.2'deki verilere gore, (@ icin ortalama tiimor yasi 39.2 yil olarak, () icin ortalama

tiimor yas: 29.4 yil olarak, () icin ortalama tiimér yas: 19.6 yil olarak kabul edildi [1].

Sekil 9.2, Sekil 9.3 ve Sekil 9.4 sirasiyla Tablo 9.2°de (@, ®) ve (9 ile verilen o ve 8
degerlerinin her biri i¢in deterministik Gompertz modeli ile elde edilen, zamana gore
tiimordeki biiyiimeleri gostermektedir. Buradaki hesaplamalarda baglangi¢ timor yo-
gunlugu Sy = 1.074 x 10® olarak alinmistir, bu da yaklasik olarak 0.1g tiimor kitlesini
temsil eder [48].

Sekillerin {i¢iinde de hem tiimor hiicre sayisina hem de tiimér agirhigina gore grafikler

cizilmigtir. Ik grafiklerdeki mavi yildizlar tiimér agirhgimin zamana gore degisimini,
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Sekil 9.2: o = 2.76 y1l7! ve 8 = 0.134 y1l=! parametrelerine gore Paratiroid kanseri icin
biiyiime egrisi

ikinci grafiklerdeki kirmizi artilar ise tiimor hiicre sayisinin zamana gore degigimini

gostermektedir.

Sekil 9.5 ise, (), ®) ve (9 ile verilen her ii¢ durum icin tiimér agirhginm zamana gore

degisiminin tek grafik iizerinde gosterimidir.
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Sekil 9.3: o = 3.94 yil=! ve B = 0.191 y11=! parametrelerine goére paratiroid kanseri icin
biiyiime egrisi

Simdi de bu datalardan yola ¢ikarak stokastik Gompertz modeldeki o difiizyon katsayi-
si1 hesaplayalim. (9.11) denkleminin kullanilmasi ile 6 = 0.0694 olarak elde edilir. elde

edilen bu degerin (9.5) ile verilen stokastik Gompertz modelde yerine yazilmasiyla;

dS(t) = {aS(t) — BS(H)InS(£)} dt + 0.06945(t)dW (¢)

(9.12)
S(0) = 1.074 x 108
stokastik diferansiyel denklemi ve
—0.06942 /2 —0.06942/2 t
S(t) = exp [% 4 {m(so) - %}eﬂt +0.0694 /O eﬁ@S)dW(s)]
(9.13)
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egrisi

seklinde Markov siireci olan ¢oziimii elde edilir. Sekil 9.6 ile deterministik Gompertz
model (DGM) ve stokastik Gompertz model (SGM) tek bir grafikte gizdirilmigtir. Mavi

sigmoidal egri DGM’nin kirmizi egri ise SGM'nin datasini temsil etmektedir.
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Sekil 9.6: a = 2.76 y117!, 8 = 0.134 y1l=! ve o = 0.0347parametrelerine gore paratiroid
kanseri i¢in stokastik biiyiime egrisi

Simdi de bu diferansiyel denklemi daha énce tanimladigimiz niimerik yéntemlerle ¢oze-

lim ve analitik ¢ozlim ile kargilagtiralim.

Sekil 9.7 ile analitik ¢6ziim, Euler-Maruyama (EM) ve Milstein metodlar ile gizilen

grafikleri gostermektedir.

Sekil 9.8 ile analitik ¢6ziim, ikinci mertebeden stokastik Runge Kutta (SRK2) ve ikinci

mertebeden Taylor metodlari ile ¢izilen grafikleri gostermektedir.
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a) Analytical solution with Ito
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Sekil 9.7: o = 6.46 y11 7%, B = 0.314 y1l~! ve 0 = 0.0694 parametrelerine gore paratiroid
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Sekil 9.8: o = 6.46 y117 !, 3 = 0.314 y11~! ve o = 0.0694 parametrelerine gore paratiroid
kanseri i¢in stokastik biiyiime egrisi

Tablo 9.3 ile de ¢oztimde kullamlan niimerik yontemlerin ortalama karasel hatasi (MSE)
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verilmigtir. Hata degerlerine bakildiginda SRK’nin en az hataya sahip oldugu goriilmek-

tedir. Buna nazaran EM metodu i¢in hesaplanan hata en yiiksektir.

Tablo 9.3: MSE tablosu

EM Milstein Taylor2 SRK2

(a) | 1.6192e-08 1.6186e-08 1.2070e-08 1.2066e-08
(b) | 1.6192¢-08 1.6186e-08 5.1495e-09 5.1464e-09
(c) | 5.3219e-08 5.3146e-08 2.8537e-08 2.8508e-08
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BOLUM 10

SONUC VE ONERILER

Stokastik diferansiyel denklem modelleri, 6zellikle biyoloji, popiilasyon dinamigi ve fi-
nans alanlarinda 6nemli bir rol oynamaktadir, ¢linkii genellikle deterministik esdeger-

lerine kiyasla daha gergekgilik saglayabilirler.

Bu tezde, stokastik diferansiyel denklemler tanitilip, analitik ve niimerik ¢6ziim yontem-
lerinin nasil ede edildigi kavratildiktan sonra iki 6nemli uygulama ile stokastik diferan-
siyel denklemlerin, deterministik esdegerlerine gore, gercege daha yakin sonug verdigi

ispatlanmigtir.

Ik olarak Black-Scholes modeli ele alinmistir ve gercek veriler ile stokastik model kurul-
mustur. Kurulan model analitik ve niimerilk olarak ¢oziilerek stokastik modelin etkinligi

gosterilmistir. Yapilan islemler, hata tablolar1 ve grafikler ile desteklenmistir.

Ikinci bir uygulama olarak, stokastik Gompert model ele alimmistir. Oncelikle deter-
ministik Gompertz model tanitilmigtir ve daha sonra deterministik Gompertz kurallar
dikkate alinarak stokastik esdegeri elde edilmistir. Stokastik modelin olusumunda, ras-
sallik hesaplamalar: gegitli sekilde yapilabilir. Bu tez ¢calismasinda, deterministik model-
den farkl olarak tiimor biiylimesindekii azalma faktorii § sabit kalirken, ¢evresel kosul-
lardaki degiskenligin « igsel biiyiime hizinda (mitoz hiz1) dalgalanmaya neden oldugu
varsaylilarak, onerilen paratiroid tiimor populasyonlar: i¢in bir matematiksel modelin

stokastik uzantilar1 ele alinmigtir. Modelin katsayilari, gercek hastalar iizerinden alinan
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veriler ile tahmin edilerek stokastik Gompertz model katsayilar1 ve baglangic sarti ile
olugturulmustur. Daha sonra model analitik ve niimerik olarak ¢oziilerek deterministik
modele gore daha iyi sonuclar elde edildigi goriilmiistiir ve dolayisi ile bagtaki hipotez

dogrulanmigtir.

Tezdeki hesaplamalar, tablolar ve grafiklerin elde edilmesinde kullanilan kodlar MAT-
LAB programinda yazilmigtir.

Gelecekteki caligmalarda ise, gevresel kogullardaki degiskenligin hem tiimor biiyiime-
sindeki azalma faktorii 8, hem de « igsel biiylime hizinda dalgalanmaya neden oldugu
durumlarda elde edilen sonuglarin gercek verilerle arasindaki iligkinin incelenmesi plan-

lanmaktadir.
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