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OZET

KUATERNiIYON HALKALARI UZERINDE LINEER KODLAR

Seda AKBIYIK

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Dijital bilgi transferi ve depolanmasinin artmasiyla son yillarda Cebirsel Kodlama Teorisi
bir¢cok arastirmaci tarafindan ilgi gérmektedir. Bu transfer ya da depolama esnasinda
kanalda meydana gelebilecek herhangi bir girilti nedeniyle gonderilen mesaj
degisiklige ugrar. Bu nedenle hata meydana gelerek alinan mesaj gonderilenden farkh
olana hatali mesaj haline donuslir. Kodlama Teorisi ya da Hata Diizelten Kodlar Teorisi
bu hatalari en aza indirmek, alinan sézii dogru bir sekilde hatalarini diizeltmekle
ilgilenmektedir. Matematigin bircok alt daliyla iliskili olan bu disiplinler arasi alanda ilk
¢alisma 1948 yilinda Shannon tarafindan yapilmistir. Bunu takip eden birgok galisma ile
kodlama teorisi cisimler, halkalar gibi farkli cebirsel yapilar Uzerinde calisiimistir.
Baslangicta sonlu cisimler Uzerinde yapilan c¢alismalar ilk olarak Hammons ve
arkadaslari tarafindan halkalara tasinmistir.

Kuaterniyonlar ilk olarak Hamilton tarafindan 1847 yilinda tanitiimistir. Vektorlerde
bolme islemi yapilmasini saglayan bu yapi bircok matematik¢i tarafindan ilgi
gormustir. Son vyillarda kodlama teorisi alaninda ¢alisma yapan arastirmacilar,
Kuaterniyon tamsayilari adi verdikleri, katsayilari tamsayilardan olusan halka lGzerinde
lineer kodlarin ve daha pek cok kod ailelerinin insaalarini vermis ve dekodlama
teknikleri gelistirmislerdir.

Bu tezde sonlu kuaterniyonlar halkasi adi verilen, Z, sonlu cisminden katsayili halka
incelenmistir. Once cebirsel dzellikleri ele alinan halkanin sonlu, degismeli olmayan ve
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zincir halkasi olmayan bir halka oldugu gosterilmistir. Bu halkanin elemanlarinin n
lilerinin olusturdugu H," modulii tizerinde kodlar ¢alisiimistir. Lineer kodlar bu yapi
Uzerinde insaa edilmis ve standart forma Ulirete¢ matris verilerek parametreleri
belirlenmistir. Ote yandan H," Uzerinde devirli kodlar, sabit devirli kodlar ve goklu
devirli kodlar ¢alisilmis ve bu kodlar igin parametreler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyonlar, degismeli olmayan sonlu halka lzerinde lineer
kodlar, devirli kodlar, sabit devirli kodlar, ¢coklu devirli kodlar.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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LINEAR CODES OVER QUATERNION RINGS

Seda AKBIYIK

Department of Mathematics
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Advisor: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

In recent years, Algebraic Coding Theory has attracted many researchers due to the
increase of digital information transfer and storage. The message sent due to any noise
that may occur in the channel during this transfer or storage is subject to change. For
this reason, the error occurs and the received message becomes different from the
one sent. The Coding Theory or the Error Correcting Codes Theory deals with
correcting these errors to the best of their ability, correcting errors correctly. This
interdisciplinary field study, which is associated with many subdivisions of
mathematics, was first conducted by Shannon in 1948. In the following many studies,
coding theory has been studied on different algebraic structures such as fields, rings.
Initially, studies on finite fields were first generalized to rings by Hammons et al. [4].

Quaternions were first introduced by Hamilton in 1847. This structure, which allows
dividing two vectors, has attracted many mathematicians. In recent years, researchers
working in the field of coding theory have given the construction of linear codes and
many more code families, called quaternion integers, coefficients on integers, and
developed decoding techniques.

In this thesis, the ring of quaternions with coefficients from 7Z, called finite

guaternions ring has been studied. It has been shown that the ring, first of all algebraic
properties, is a finite, non commutative and non chain ring. Codes have been worked
on the module of the elements of this ring. Linear codes are constructed on this

Xi



structure and the parameters are determined by giving the generator matrix to the
standard form. Moreover, cyclic codes, constacyclic codes and polycyclic codes have
been studied and parameters have been given for these codes.

Keywords: Quaternions, linear codes on the non commutative finite ring, cyclic codes,
constacyclic codes, polycyclic codes.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kodlama teorisi, kodlarin 6zelliklerinin ve belirli uygulamalara yénelik uygunluklarinin
incelenmesidir. Kodlar, veri sikistirma, sifreleme, hata dizeltme ve ag iletisimi igin
kullanilmaktadir. Kodlar, bilgi teorisi, elektrik mihendisligi, matematik, dilbilim ve
bilgisayar bilimi gibi cesitli bilimsel disiplinler tarafindan, verimli ve givenilir veri
aktarim yontemleri tasarlama amaciyla incelenmistir. Temel amag ise, iletilen
verilerdeki hatalarin diizeltilmesi veya tespit edilmesidir. Dort tir kodlama vardir; veri
sikistirma (veya kaynak kodlama), hata kontroli (veya kanal kodlamasi), kriptografik
kodlama, satir kodlama. Veri sikistirma, verileri daha verimli bir sekilde iletmek igin, bir
kaynaktan sikistirmaya calismaktadir. Ornegin, Zip veri sikistirmasi, internet trafigini
azaltmak icin veri dosyalarini kigdltir. Veri sikistirma ve hata dizeltme birlikte
calisilabilmektedir. Hata diizeltme, veri aktarim kanalinda mevcut olan gtritilere karsi
kodun dayanikh olabilmesi icin koda ekstra veri bitleri eklemektedir. Siradan bir
kullanici hata dizeltme kodlari kullanildiginda glnliik hayatta bircok hatanin farkinda
olmayabilir. Ornegin, tipik bir miizik CD'si cizik ve tozu diizeltmek icin Reed-Solomon
kodunu kullanmaktadir. Bu uygulamada iletim kanali CD'nin kendisidir. Cep telefonlari,
yiksek frekansh radyo iletiminin hatalarini diizeltmek icin kodlama tekniklerini
kullanmaktadir. Veri modemleri, telefon aktarimlari ve NASA, turbo kodu ve LDPC

kodlari gibi, verileri elde etmek icin kanal kodlama tekniklerini kullanmaktadir.

Cebirsel kodlama teorisi alaninda ilk calisma 1948 vyilinda Claude Shannon [1]

tarafindan yapilmistir. Shannon , “Bell System Technical Journal” adli derginin Temmuz



ve Ekim aylarinda iki bélimden olusan bir makale olan "A Mathematical Theory of
Communication" adli galismasini yayinlanmistir. Bu ¢alisma, bir gonderenin iletmek
istedigi bilgileri en iyi nasil kodlayacagl problemine odaklanmaktadir. Bu temel
calismada, Norbert Wiener tarafindan gelistirilen ve o zamanin iletisim teorisine
uygulanma asamasinda olan olasilik teorisindeki yontemler kullanmistir. Shannon, bilgi
teorisi (information theory) alanini icat ederken bir mesajdaki belirsizlik igin bir 6lgu
olarak bilgi entropisini gelistirmistir. Sonrasinda, 1949'da ikili Golay kodu gelistirilmistir
[2]. Bu kod, her 24 bitlik kelimede en fazla li¢ hatayi diizeltebilen ve dort hatay tespit
eden bir hata dizeltme kodudur. 1968'de Richard Hamming [3], Bell Labs'deki
calismalari igin sayisal yontemler, otomatik kodlama sistemleri ve hata tespiti ve hata
diizeltme kodlari ile Turing Odili'ni kazandi. Hamming kodlari , Hamming agirlik ve
Hamming mesafesi olarak bilinen kavramlari icat etmistir. Hata diizeltme kapasitesi
yliksek kodlar arayisi, uzun yillar boyunca cisimler Gzerinde devam etmistir. 1994
yihinda Hammons ve arkadaslari [4], halkalar Gzerinde kodlari tanimlayarak kodlama
teorisine yeni ve genis bir ¢alisma alani sunmuslardir. Halkalar Gzerinde, cisimler
Uzerindeki kodlara gore ¢cok daha iyi parametrelere sahip kodlar bulunmasi bu bakis
acisint kuvvetlendirmistir. Bu ¢alisma disinda halkalar Uzerinde birgok kodlama

calismasi yapilmistir [ 5-14].

1994 yilinda Huber [7] tarafindan Gauss tamsayilar halkasi lGzerinde yapilan ¢alisma
sonrasinda bir¢ok calismaya isik tutmustur. Bu makalede Huber, Gauss tamsayilari
Uzerinde Manheimm metrik ve Manheimm agirlik tanimlayarak lineer kodlari
calismistir. Hemen arkasindan bu calismasini Eistein-Jacobi tamsayilari halkasina
genisletmesi [15], arastirmacilari farkh sayi halkalari (izerinde ¢alismaya tesvik etmistir.
2009 ve 2010 yillarinda Ozen ve Giizeltepe [14, 16] yaptiklari ¢calismalarda sonlu Gauss
tamsayilan lzerinde devirli kodlari ve Kuaterniyon tamsayilari halkasi Gzerinde devirli
kodlari tanimlamislardir. 2010 ve 2013 vyillarinda Ghaboussi ve arkadaslar [17, 18]
yaptiklari ¢alismalarinda Gauss tamsayilar halkasindaki koldari inceleyerek bu kodlar
icin dekodlama algoritmasi vermislerdir. 2011 yilinda Ozen ve Giizeltepe [19], sonlu
Kuaterniyon tamsayilari halkasinda devirli kodlari tanimlamislardir. Bu calismadan
esinlenerek Shah ve Rasool [20], 2013 yilinda Kuaterniyon halkalari izerinde kodlari

inceleyerek bu halkada MDS kodlari insaa etmislerdir.
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1.2 Tezin Amaci

Tezde, literatlirde iyi bilinen devirli kodlar ve sabit devirli kodlar incelenerek bu kod
ailelerinin sonlu, degismeli olmayan, ideallerinin zincir yapisi olmayan bir halka
Uzerinde insaasi amacglanmaktadir. Ayrica devirli kodlarin en genel hali olan ¢oklu
devirli kodlarin bu cebirsel yapi Uzerinde insa edilmesi ve tim bu kodlar igin

parametreler belirlenmesi amaglanmaktadir.

1.3 Hipotez

Bu tezde, literatirdeki galismalardan farkli olarak degismeli olmayan sonlu kuaterniyon
halkasi Gzerinde durulmustur. Bu halka ayni zamanda zincir olmayan bir halkadir ve bu
halkadan katsayili polinomlarin olusturdugu halka, elemanlarinin tek tirli ¢arpanlarina
ayrilamadigi bir halkadir. Bu halkada lineer kodlarin yapisi ¢alisiimis ve bu kodlar igin
standart formda Urete¢ matris verilmistir. Ayrica, bu cebirsel yapi lizerinde devirli

kodlar ailesi insaa edilerek bu kodlar icin parametreler verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL BiLGILER

Bu bolimde, tezde gerekli olan bilgiler ve kavramlar verilecek ve literatlirde bilinen
bazi 6nerme ve teoremler 6rneklerle agiklanacaktir. Bu temel bilgilerin cebirsel yapilar
ile ilgili kism1 icin [21-25] numarah kaynaklara; hata diizelten kodlar ve lineer kodlar ile

ilgili kismiigin ise [2, 26-38] numaral kaynaklara bagvurulmustur.

2.1 Halkalar

Bu alt bélimde iki tane ikili islemle tanimlanan cebirsel yapilar olan halkalar tanitilacak
ve bir halkanin sifir bélen, birimsel, idempotent gibi 6zel elemanlari incelenecektir. Bu

bolimde Calhalp’in Soyut Cebir kitabindan [21] yararlanilmistir.
Tanim 2.1 [21]

Bostan farkli bir R kiimesi Gzerinde tanimh iki ikili islem + ve - olsun. Asagidaki

ozellikleri saglayan (R,+,-) cebirsel yapisina bir halka denir.
e (R,+) bir degismeli (abel) grup,
e - isleminin R de birlesme 6zelligi vardir,
e - isleminin, + islemi lzerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.

Not 2.2

Kisalik agisindan ikinci islem olan -, bazen iki elemanin yan yana yazilmasi seklinde

gosterilecektir.



Ornek 2.3

i. Tamsayilar kimesi 7, bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile bir halkadir.

ii. MH(R) = {A: [aij]n ) |aij eR,Vi, j :1,2,...,n} matrisler kimesi, matrislerin
bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile bir halkadir.

iii. Cift sayilarin kiimesi 27, tamsayilarin toplama ve carpma islemleri ile bir

halkadir.
Tanim 2.4 [21]
(R,+,-) halkasinin + islemine gore etkisiz elemanina R nin sifir elemani denir ve O,
ile gosterilir.
Ornek 2.5

i. (Z,+,-) halkasinin sifir 0, =0 tamsayisidir.

ii. (Mn(R),+,-) halkasinin sifiri 0,, ) = Pt matrisidir.
0 .- 0

nxn
iii. (2Z,+,-) halkasinin sifir 0,, =0 tamsayisidir.

Tanim 2.6 [21]

(R,+,-) halkasinin - islemine gore etkisiz elemanina R nin birim elemani denir ve 1,

ile gosterilir. Birim elemani bulunan halkaya birimli halka denir.

Uyan 2.7

Her halkanin bir birim elemani bulunmak zorunda olmadigi gibi birden fazla birim

elemani da bulunabilir.

Ornek 2.8

i.(Mn(R),+,-) halkasinin birim elemani | =| @ . birim matrisidir.
0 ... 1

nxn



ii. (2Z,+,-) halkasinin birim elemani yoktur.
Tanim 2.9 [21]

(R,+,-) halkasinda, halkanin sifirndan farkli bir aeR elemani igin ar=ra=1,

esitligini saglayan r € R elemanina (ikinci islem) - islemine gére a € R nin tersi denir

ve a* ile gosterilir.

Uyan 2.10

Bir halkada sifirdan farkli her elemanin tersi bulunamayabilir.

Tanim 2.11 [21]

(R,+,-) halkasinda tersi mevcut olan elemanlara birimsel (terslenebilir) elemanlar
denir.

Ornek 2.12

i.(Z,+,-) halkasinda tim birimsel elemanlar 1 ve —1 elemanlaridir. 2 € Z elemani
1 1 1
icin 2.-—=—-2=1, olup — ¢ Z oldugu aciktir.
¢ 5 o A p > gu ac

ii. Tamsayilarin 5%e boliminden kalanlarin olusturdugu kiime,

Zg :{alazamodS,an} ile gdsterilmek tizere (Zg,+,-) halkasinda sifirdan
farkh tim elemanlar birimseldir.

Tanim 2.13 [21]

(R,+,-) halkasinda, a’*=a-a=a esitligini saglayan elemanlara R nin idempotent

elemanlari denir.

Ornek 2.14

Her halkanin sifiri ve birimi asikar olarak o halkanin idempotent elemanlaridir.

Tanim 2.15 [21]

(R,+,-) halkasi - islemine goére degismeli ise, yani her r,r,e R elemanlar igin

I,-r, =1, 1 saglaniyorsa R halkasina degismeli halka denir.



Ornek 2.16

i. (Z,+,-) halkasinda a,beZ igin a-b=b-a oldugundan (Z,+,-), degismeli bir

halkadir.
i. (Mn(R),-l-,‘) halkasi degismeli olmayan bir halkadir.

Tanim 2.17 [21]

Bir (R,+,-) halkasinda a€ R elemani ile degismeli olan halkanin tiim elemanlarinin
olusturdugu kiimeye aeR elemaninin merkezi denir ve M (a)={reR|ar =ra}
seklinde gosterilir. (R,+,~) nin tim elemanlari ile degismeli olan elemanlarinin kiimesi

ise R halkasinin merkezi olarak tanimlanr ve M (R)={reR|ra=ar,VaeR}

seklinde gosterilir.
Ornek 2.18

i.(Z,+,) halkasi degismeli halka oldugundan tim elemanlari, diger tim

elemanlariyla degismeli olup M (Z) =7 elde edilir.

i. M, (R) halkasinin merkezi M(Mn(R)), kdsegen matrisler kiimesidir. Ciinkii

E; i—nci ve j—nci girisleri 1, diger girisleri 0 olan matris ve
A:(aij)eMn(]R) matrisi olmak Gzere, 1<i,j<n icin E;A=AE; olmasi

a; =a;; olmasini gerektirir.
Tanim 2.19

Bir (R,+,-) halkasinin idempotent elemanlari ayni zamanda halkanin merkezinde

bulunuyorsa bu elemanlara merkezi idempotent elemanlar denir.

Tanim 2.20

Bir (R,+,-) halkasinin idempotent elemanlarindan e e, €R elemanlari e +e, =1, ve

ee, =e,e, =0; esitliklerini sagliyorsa {el,ez} ¢iftine merkezi idempotent cifti denir.



Tanim 2.21 [21]

R halkasinda O, #a€R elemaniigin a-b=0; ya da b-a=0; olacak sekilde R nin

sifirindan farkli bir b e R bulunabilirse a ve b elemanlarina sifir bélen denir. Boyle
elemanlari mevcut olan halkaya sifir bolenli halka, boyle elemani bulunmayan halkaya

ise sifir bélensiz halka denir.
Not 2.22 [21]
R halkasinin sifiri 05 ne sifir bélendir ne de sifir bélen olmayan elemandir.
Ornek 2.23
i. (Z,+,-) halkas sifir bélensiz bir halkadir.
ii.Tamsayilarin 6 ile  boliminden kalanlarin ~ olusturdugu kiime,
Ly = {alas amod6,a e Z} ile gosterilmek Uzere (Zg,+,-) halkasinda
é-é:é:oze oldugundan 2 ve 3 elemanlari, Z halkasinin birer sifir bélendir.
Bu nedenle (Zg,+,-) sifir bélenli bir halkadir.
Tanim 2.24 [21]

Sifir béleni bulunmayan halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli, tam halkaya ise

tamlik bolgesi denir.

Ornek 2.25

i. (Z,Jr,-) halkasi birimli, degismeli ve sifir bélensiz oldugundan bir tamlik bolgesidir.

ii. (ZZ,+,-) sifir bélensiz oldugundan bir tam halka olup birimli olmadigindan bir

tamlik bolgesi degildir.
Onerme 2.26 [21]
(R,+,-) halkasinin bir tam halka olmasi icin gerek ve yeter kosul sifirdan farkl herhangi
bir c € R elemani icin sagdan ve soldan kisaltma 6zelligi saglanmasidir.
ispat
(R,+,-) halkasi bir tam halka ve O, #c € R olsun. Her a,b € R elemanlart igin

8



ac=bc:>(a—b)c=0R bulunur. ceR sifirdan farkli ve R sifir bélensiz oldugundan

a—-b=0; olmaldir. Bu ise a=Db demektir. Sag kisaltma 6zelliginin saglandigi bu

sekilde gosterilir.

Benzer sekilde ca=cb iken a=b oldugu ve sol kisaltma 6zelliginin de saglandig

kolaylikla gosterilir.

Tersine, R halkasinda sag ve sol kisaltma 6zelligi saglansin. Bu durumda sifirdan farkh

a,beR elemanlari icin 0, #a ve ab=0, ise b=0, olup R sifir bélensiz yani tam

halkadir.
Tanim 2.27 [21]

Bir (R,+,-) halkasinin bostan farkh bir S alt kiimesi, R halkasinin iki ikili islemi ile bir

halka oluyorsa (S,+,-) halkasina (R,+,-) halkasinin bir alt halkasi denir.

Ornek 2.28

i. {0z} ve R, (R,+,-) nin alt halkalaridir.

ii.(ZZ,+,-) halkasinin, tamsayilardaki toplama ve c¢arpma islemleri ile bir halka

oldugu Ornek 2.3, iii de gosterildi. Bu nedenle (Z,+,-) halkasinin bir alt

halkasidir.
Onerme 2.29 [21]

(R,+,-) bir halka ve & # S < R alt kiimesi olsun. S alt kimesinin R halkasinin bir alt

halkasi olmasi igin gerek ve yeter kosul her a,beS elemanlari igin a—beS ve

a-beS olmasidir.
ispat
S, (R.+) halkasinin bir alt halkasi olsun. Tanima gére, (S,+,) da bir halkadir.

Dolayisiyla (S,+) bir degismeli gruptur. Bu nedenle her a,beS elemanlar igin

a—beS elde edilir. Ayrica S bir halka oldugundan ikinci islemin kapahlhk ozelligi

saglanirve a-b e S elde edilir.



Tersine, her a,beS elemanlar icin a—beS ve a-beS saglansin. Bu durumda
(S,+) toplamsal grubu, (R,+) toplamsal grubunun bir alt grubu olup degismelidir.

ikinci isleme gore kapalilik saglandigindan ve sagdan ve soldan dagilma ozellikleri de

kolaylikla gosterilebileceginden (S,+,-) bir halkadir. Dolayisiyla (R,+,-) halkasinin bir

alt halkasidir.
Tanim 2.30 [21]

(R,+,-) halkasinin bir =1 cR alt halkasi asagidaki ozellikleri saglarsa, | alt

halkasina (R,+,-) halkasinin bir sol veya sag ideali denir:
e Her a,b el elemanlariicin a—bel,
eHer ael,reR elemanlariicin racl veya arel .
Ornek 2.31

Z halkasinin (27Z,+,-) alt halkasindan alinan her a,b € 2Z elemani igin a—b € 2Z ve
rac2Z,reZ oldugundan 27, Z nin bir idealidir. (2Z,+,-) degismeli halka

oldugundan ayni zamanda hem sag hem sol idealidir.

Tanim 2.32 [21]

A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A kiimesini kapsayan tiim ideallerinin

arakesitine A kimesinin lirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Eger A kiimesi tek

elemandan olusuyorsa, diger bir deyisle bir ideal tek ae A eleman! tarafindan

Uretiliyorsa bu ideale temel (esas) ideal denir ve (a) ile gosterilir.

Ornek 2.33

7. halkasinin (ZZ,+,-) ideali 2 elemani tarafindan Uretilen bir temel idealdir.

27.=(2) seklinde ifade edilebilir.

Tanim 2.34 [21]

Tum idealleri temel ideal olan bir tamlik bélgesine temel ideal bolgesi denir.
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Ornek 2.35
7. halkasinin tiim idealleri (n) =nZ,n € Z oldugundan Z bir temel ideal bolgesidir.
Tanim 2.36 [22]

Bir (R,+,-) halkasinin idealleri arasinda kiimelerde kapsama siralama bagintisina gore

bir zincir mevcutsa R ye zincir halkasi denir.

Ornek 2.37

(Zg,+,-) halkasinin tim idealleri

(1)=()=(5)=(7)=2
(2)-(0.2.2.8),
(4)-{5.3),

0)=10)

olarak listelenebilir. Bu idealler arasinda (6)C(Z)c(§)c(i) zinciri mevcut
oldugundan Z, bir zincir halkasidir.
Tanim 2.38 [22]

(R,+,-) bir halka ve | bu halkanin bir ideali olsun. Her a,be R elemanlari igin
a=bmodl < a-bel seklinde taninmalan = denklik bagintisina gére ayirdigi her

re R elemaniigin r=r+l= {r +alae I} denklik siniflarinin olusturdugu kiimeye R

nin | ya gore denklik kiimesi denir ve F% ile gosterilir.

Ornek 2.39

(Z,+,-) halkasinin bir ideali olan 1=(8) e gére ayirdigi denklik siniflari 012,..7

oldugundan %8) denklik kiimesi Z, ={(_),Z_L,§,...,?} olarak bulunur.
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Tanim 2.40 [22]

Bir (R,+,-) halkasinin bir | idealine gére tanimlanan denklik siniflarinin kiimesi

asagida tanimlanan iki ikili islem ile olusturdugu halkaya R halkasinin | idealine gore

bolim halkasi denir.

eHer a,beR elemanlariigin (a+1)®(b+1)=(a+b)+1,
e Her a,beR elemanlariigin (a+1)O(b+1)=(a-b)+1.
Ornek 2.41

neZ olmak Ulzere Zn:%z olup Z halkasinin (n) ideallerine goére bdlim

halkalaridir.

2.2 Modiiller

Bu alt bélimde modiil adi verilen cebirsel yapilar incelenecektir. Bunu yaparken halka
ikinci isleme gore degismeli olmadigindan genelligi bozmadan sol g¢arpma islemi
alinacak ve tim tanimlamalar buna goére yapilacaktir. Bu kisimda Callialp ve Tekir’'in

“Degismeli Halkalar ve Modiiller” [22] adli kitabindaki temel bilgiler 6zetlenmistir.

Tanim 2.42 [22]

(G,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. RxG den G ye tanimli skaler carpma

islemi agagidaki 6zellikleri sagliyorsa G ye bir R — modiil denir:

Her r,r, e R ve her g,,0, €G i¢in
(9, +9;) =109, +10,,
o (h+1)0, =rg; +1,0,
*(5r,) 9 =r(r9,).

Ornek 2.43

i. Bir R halkasi, skaler carpma islemi halkanin ikinci islemi olarak alinirsa kendi

Uzerinde bir R —modduldar.
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ii. Bir R halkasinin herhangi bir | ideali bir R —moduldir.

iii. Her vektor uzayi, Gzerinde tanimh oldugu cisim Uzerinde ayni zamanda bir

moduldir.
iv.Bir R halkasinin  elemanlarinin  sirah n—lileri ile  olusturulan

R"={(f,1,,...1,) |, eRt=12,...,n} kiimesi, bir R—modildilr.

v. |, bir R halkasinin ideali olmak lizere

Rx%—)r\%

(rr+1)>nr+1
seklinde tanimli skaler carpma islemi ile F\% bolim halkasi bir R — moduldr.

Uyari 2.44

Yukarida tanimda sag skaler carpma islemi tanimlanarak sag R— modiil yapisi

olusturulur.
Tanim 2.45 [22]

R bir halka ve. G bir R—modll olsun. Eger R birimli bir halka ise, G ye birimli

modiil; eger R degismeli bir halka ise G ye bir degismeli modiil denir.
Ornek 2.46
i.R birimli bir halka olmak tizere R" :{(I’l,rz,...,rn)lrt € R,t:1,2,...,n} bir birimli
R —moddldir ve birimi (1R,....,1R)e R" sirali n— lisidir.
ii. Z, halkasi bir degismeli ve birimli Z—modulddr.

Tanim 2.47 [22]

R bir halka, G bir R—modilve H < G bostan farkli bir alt kiime olsun. H kiimesi de
skaler carpma islemi ile bir R—modilse H ye G nin bir alt modili veya alt R—

modiilii denir.
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Ornek 2.48
i. Bir R—modiil G kiimesinin kendisi ve {0;}, G modiiliniin asikar alt
moddulleridir.

ii. Z, halkasi, R —modul Z nin bir alt moddltidur.

Onerme 2.49 [22]

R bir halka, G bir R—modil olsun. H G bir alt R— modil olmasi icin gerek ve
yeter kosul her 1,1, e R ve h,h, e H icin rh +r,h, e H olmasidir.

ispat

H bir alt R—moddlise her r,,r, € R ve h,h, e H icin rh +r,h, e H saglanir.

Tersine her r,r, R ve h,h, eH icin th +rh, eH olsun. Ozel olarak r, =1r, =-1
icin de rh +rh, eH saglanacagindan h,h, e H elemanlari icin h —h,eH olur.
Boylece H, G nin bir alt grubudur. Ayrica her re R ve her g eG elemanlari igin

rg e H dir. G nin tim elemanlari igin skaler garpma 6zellikleri saglanacagindan H alt

kiimesinin elemanlari icin de saglanacaktir. Dolayisiyla H bir alt R — moduldr.
Ornek 2.50

Bir R halkasina R —modiil géziiyle bakildiginda, alt R —modiiller, R nin idealleridir.
Tanim 2.51 [22]

G bir R—modil ve H <G bostan farkh bir alt kime olsun. Bu durumda H
kiimesinin drettigi alt R-—modiil, H alt kimesini kapsayan R —modiillerin

arakesitidir ve (H) ile gosterilir.

Buradan, G' ler birer R—modiil olmak tizere (H)= ﬂ G', H vi kapsayan en kiiciik

HcG!

alt R—modildir. H kiimesine lireteg sistemi de denir.

Tanim 2.52 [22]

R birimli bir halka, G bir R—modiil ve g €G olsun. {g} nin irettigi alt R —modiil
(9)=Rg ={rq|r eR} kiimesidir. Bu kiimeye g ile iiretilmis alt R —modiil denir. Eger
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R—modil G, tek eleman tarafindan Uretiliyorsa, diger bir ifadeyle G :(g) olacak
sekilde bir g € G bulunabiliyorsa G ye devirli modil denir.

Ornek 2.53

Bir birimli R halkasi, R—modil goziyle bakildiginda R=R1l;, olup 1, elemani
tarafindan Uretilen bir devirli moduldr.

Tanim 2.54 [22]

G, H alt kimesi tarafindan uretilmis bir R—modil olsun. Eger H sonlu bir kiime ise

G ye sonlu iiretilmis R —modiil denir.

Ornek 2.55

C kompleks sayilar cismi R reel sayilar cismi iizerinde {1,i} sonlu iireteg kiimesiyle
Uretilir. Bu nedenle C, bir sonlu uretilmis R —moddldir.

Tanim 2.56 [23]

S={s,},_, kimesi, bir R halkasi ve bir R—modiil G igin bir Greteg kiimesi olsun. Her

geGiginr,eR,s, €S olmak lizere g = Z r,s, seklinde sonlu bir toplam olarak tek

ael

turll ifade edilebiliyorsa S ye G nin bir tabani denir. Bir tabani bulunan modiile ise

serbest modiil denir.

Ornek 2.57

i.R bir halka ve R"={(r,r,,...r,)|reR,t=12..,n} olsun. g eR", s—nci

bileseni 1, ve diger bilesenleri 0, olan n—liyani g :(0,0,..., 1 ,O,...,O]e R"

s—nci

olmak Uzere {el,ez,...,en} ureteg sistemi R" igin bir taban olup R", R tizerinde
bir serbest modiildir. n—liler (r,r,,...1,) seklinde gosterilecegi gibi rr,...r,
seklinde yanyana yazilarak da gosterilebilir.

ii. Z, halkasi bir Z —modul olarak serbest modul degildir. Ancak Z, —modiil olarak

{i} Uretec sistemini taban kabul eden bir serbest moduldur.
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2.3 Cisimler ve Vektor Uzaylari

Bu alt bélimde cisimler incelenecektir. Ayrica sonlu cisimler Uzerinde tanimlanan
vektdr uzaylarinin yapisi incelenecektir. Vektor uzaylari, sonlu cisimler Uzerinde

tanimlanacak olan lineer kodlarla yakindan ilgilidir.

Tanim 2.58 [24]

sagliyorsa F ye bir cisim denir:
Her a,b,c € F elemanlariigin,
e (F,+) degismeli grup,
e abe F (kapallik),
e ab=ha (degismelilik),
e(ab)c=a(bc) (birlesmelilik),
e a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc (dagima),
e al_ =1_a=a (etkisiz eleman),
e acF—{0} olmak iizere a"a=aa™ =1 (ters eleman).
Ornek 2.59
i. R reel sayilar kiimesi, bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile bir cisimdir.
ii. Z tamsayilar kiimesi, tamsayilarin toplama ve carpma islemleri ile 2eZ

elemaniigin 27! = % ¢ 7 oldugundan bir cisim degildir.

iii. Zy = {6,1,5} kiimesi, bolim halkasi islemleri ile bir cisimdir.

Tanim 2.60 [21]
Herhangi bir F cisminde sifirdan farkli her aeF igin ka=0. saglayan en kiiglk
k e R" sayisina F cisminin karakteristigi denir ve kar(F)= k ile gosterilir. Boyle bir

k € R" bulunamiyorsa cismin karakteristigi O dir denir.
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Ornek 2.61

i. Her sifirdan farkli aeZ, eleman igin 3-1=0 ve 3-2=0 oldugundan ve bu
esitligi saylayan daha kicglik bir reel sayr bulunmadigindan kar(F)=3 elde
edilir.

ii. R reel sayilar cisminden alinan sifirdan farkl a€R elemani igin ka=0 esitligini
saglayacak sekilde bir k € R* bulunamayacagi igin kar(R)=0 bulunur.

Teorem 2.62 [21]

Bir cismin karakteristigi ya sifirdir ya da asal bir sayidir.

ispat

Bir F cisminde sifirdan farkh her aeF elemani icin na=0 esitlsgini saglayacak

sekilde bir ne R* yoksa kar(F)=0 elde edilir.

F bir cisim ve karakteristigi 0= n R olsun ve n sayisinin bir asal sayi olmadigi kabul
edilsin. Bu durumda her ae F sifirdan farkli eleman icin na=0 esitligini saglayan en

kiguk reel say1 n sayisidir. Ozel olarak nl. =0_ saglanir. n sayisi asal olmadigindan

1<n,n, <n olmak lizere n=n,-n, seklinde ¢arpanlarina ayrilabilir. Bu durumda

n-1; =(nn, )1 =(n1: )(n,1: ) =0 elde edilir. F bir cisim dolayisiyla bir tamlik
bélgesi oldugundan sifir bélensizdir. Bu nedenle (nl.)=0. veya (n,1.)=0
olmahdir. Bu ise n reel sayisinin nl. =0. 6zelligini saglayan en kiigiik reel sayi olmasi
ile celisir. Bu nedenle neRR" asal sayi olmahdir.

Teorem 2.63 [24]

F bir sonlu cisim ve F nin karakteristigi p asal sayisi olsun. Bu durumda F cisminin

eleman sayisi bir ne N icin |F|=p" dir.
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Tanim 2.64 [24]

Fq sonlu cisminin bostan farkh bir V kimesi, Fq nun elemanlari ile tanimlanan skaler
carpma islemi ile asagidaki ozellikleri sagliyorsa V ye bir Fq —vektor uzayi denir ve V

nin elemanlarinin herbiri vektor adini alir:

Her v,,v, eV,a,be Fq icin,

e (V,+) bir degismeli grup,

o(ab)v, =a(bv,),
e a(v,+v,)=av,+av,, (a+b)y, =av, +bv,,
o vllFq :qu v, =V, saglanir.

Tanim 2.65 [24]

Tim bilesenleri Fq sonlu cisminden alinarak olusturulan sirali n—lilerin kiimesi

F"= {(ul,uz,...,un) lu eF,i =1,2,...,n} seklinde tanimlanir.

q

Onerme 2.66

Fqn kiimesi, asagidaki vektorel toplama ve skaler carpma islemleri ile bir F —vektor
uzayidir:
n .« e
U= (Uy, U,y ), W= (W, Wy, W, )€ F," ve ae F, iin,
U+w=(U, +W,..,u +W,) ve au=(au,au,,..,au, ) saglanr.
ispat
F, sonlu cisim ve F/ :{u = (U, Uy Uy ) Uy € Fy :1,2,...,n} olsun. (Fq,+) bir

degismeli gruptur. Ote vyandan her a,beFq ve UEFqn elemanlari igin

(ab)u (( ab)u,,(ab)u,,....(ab)u,)=(a(bu,),a(bu,),....a(bu,))=a(bu,,bu,,...bu,)
=a(b(u,u,))=a(bu)
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saglanir. Ayrica her aeF ve u,ve Fq” elemanlari icin
a(u+v)=a(uy,+..+uv,)=(auy, +...+au,V,)

=a(u,..,u,)+a(Vv, +..+v,)=au+bv

yazilabilir. Her u e Fqn vektorl icin Ul =1-u=u saglandigindan Fqn bir F, —vektor
uzayidir.

Tanim 2.67 [21]

F, bir sonlu cisim, V' bir F, —vekt6r uzayive W <V bostan farkli bir alt kiime olsun.
W de skaler carpma islemi ile bir Fq —vektor uzayiise W ye V nin bir alt uzay veya alt

F, —vektdr uzayi denir.

Onerme 2.68 [24]

Fq bir sonlu cisim, V bir Fq—vektc'jr uzayl olsun. W cV bir alt Fq—vektbr uzayl
olmasi icin gerek ve yeter kosul her ae F, ve w;,w, eW icin w, +w, eW ve aw, eW
olmasidir.

Ispat

Fq bir sonlu cisim, V bir Fq —vektor uzayi olsun. W <V alt kiimesi de bir Fq —vektor
uzayi olsun. Bu durumda her ae F, ve w,,w, eW icin w, +w, eW ve aw, eW agikca
saglanir.

Tersine her ae F, ve w,w, eW icin w, +w, eW ve aw, eW saglansin. Bu durumda
(W,+) bir degismeli alt gruptur. Ote yandan birlesme ve dagilma &zellikleri saglanir.

Bu nedenle W alt kiimesi bir Fq —vektor uzayidir.

Tanim 2.69 [24]

V bir Fq—vektc'jr uzay! olsun. ai,az,...,areFq ve V,V,,..,V, €V olmak lzere V
vektor uzayinin elemanlarinin bir lineer birlesimi (kombinasyonu) ayv, +...+a,v,

seklinde tanimlanir.
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Tanim 2.70 [24]

V' bir F, —vektér uzayi olsun. &V, +...+a,V, =0 olmasi, 3 =a, =...=a, =0 olmasini
gerektiriyorsa {vl,vz,...,vr} vektorleri lineer bagimsizdir denir.

Ornek 2.71

{000,102,110} vektorler kiimesi icin a,a,,a, € F, olmak tzere

a,(000) +a,(102) +a,(110) =0
a,+a,=0

a,=0
2a,=0

oldugundan F33 Uzerinde lineer bagimsizdir.

Tanim 2.72 [24]

W = {Wl,WZ,...,Wn} , bir F, —vektor uzayi olan V' nin bostan farkli bir alt kimesi olsun.

W kiimesindeki vektorlerin tiim lineer kombinasyonlarinin olusturdugu kiimeye W nin

iirettigi kiime denir ve (W) ile gésterilir. Ustelik bu kiime V  nin bir alt vektér uzayidir.

W kiimesine de (W) alt uzayinin bir iireteg kiimesi denir.
Ornek 2.73
F, —vektor uzayi olarak
i. W, ={0001,0010,0100} kiimesinin urettigi alt uzay
(Wl) = {OOOO, 0001,0010,0100,0011,0101, 0110, Olll} dir.
ii. W, = {000,111} kiimesinin kendisi bir F, —vektor uzayr oldugundan, trettigi alt
uzay W, dir.
Tanim 2.74 [24]

V bir F, —vektdr uzayi olsun. W ={W,,W,,...,W,} kiimesi lineer bagimsiz ve V = (W)

ise W ye V vektor uzayinin bir tabani (bazi) denir. W nin eleman sayisina V vektor

uzayinin boyutu denir ve boy (V) ile gésterilir.
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Uyan 2.75

Herhangi bir Fq—vektt')r uzayinin birden fazla tabani olabilir. Ancak, bu tabanlarin

herbiri, esit sayida elemana sahiptir.

Ornek 2.76

R® = {X= (X, %,,% )| X, X,, X, € R} kiimesi bir R —vektdr uzayidir. Her bir (X,,X,,X;)
vektori % (4,0,0)+x,(0,1,0)+%,(0,0,1)  seklinde ifade edilebilecegi igin
W, = {(1, 0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kiimesi R? icin ~ bir  tabandir.  Ayrica
W, :{(1,0,0),(—l,l,O),(l,O,l)} kiimesi de  R® igin bir tabandir. W, ile W, nin ayni
sayida vektor icerdigine dikkat edilmelidir.

Onerme 2.77

V  bir Fq —vektor uzayl olsun. Eger V nin boyutu boy(V):k ise V alt uzayinin

eleman sayisi [V|=q" olarak bulunur.
Ispat

V bir Fq—vektc'jr uzaymin boyutu k ise W :{Wl,...,Wk} Ureteg sistemi, V igin bir
tabandir. Bu durumda her veV elemani, bu taban elemanlarinin bazi skaler katlarinin

sonlu toplamlari seklinde ifade edilebilir. Bu nedenle V :{a1W1+...+aka lg, € Fq}
yazilabilir. ‘Fq‘:q oldugundan her bir a,,...,a, € Fq icin tam olarak g farkli segenek
vardir. Boylece V deki vektor sayisi q° olarak hesaplanir.

Ornek 2.78

q=2, S ={0001,0010, 0100} ve vV =(S) olsun. Bu durumda
V ={0000,0001,0010,0100,0011,0101,0110,0111} vektér uzayi olarak bulunur. Ayrica

V|= 2"V) = 2% =8 olarak hesaplanir.
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Tanim 2.79 [24]

a=(al,az,...,an),,b’:(bl,bz,...,bn)e F,' olsun. «a ile B nin i¢ carpim
(a,f)=ab +..+ab, eF, seklinde tanimlanir. (o, )=0 ise a ile S vektérleri

birbirine diktir denir. S, Fq” vektdér uzayinin bir alt kimesi olmak Uzere

St = {V eF,"|{v,;s)=0,5¢ S} kiimesine S nin diki (dik tiimleyeni) denir.
Ornek 2.80

u=1012210121, v=0011002210, z=0101110020 vektérlerinin F'° izerinde ig

garpimlari,

(uv)=1.0+0.0+1.1+21+2.0+1.0+0.2+1.2+2.1+1.0=1
(v,z2)=0.0+0.1+1.0+1.1+0.1+0.1+2.0+2.0+1.2+0.0=0

(U,2)=1.0+0.141.0+2.1+2.1+1.1+0.0+1.0+2.2+1.0=0

olarak bulunur. Burada Vv ile z vektérlerive U ile z vektorleri diktir.

Onerme 2.81 [30]

F, bir cisim ve S bir F, —alt vektor uzayr olmak Gzere S nin dik timleyeni S*, bir
Fq —alt vektor uzayidir.

ispat

Fq bir cisimve S bir Fq —alt vektor uzayi olmak tizere S nin dik timleyeni S* olsun.
(SL,+) bir degismeli gruptur. Ayrica her seS ve s,s, e St vektorleri igin
(s:,)5=5,(5,5)=5,0=0 olup kapalilik 6zelligi ve birlesme ozelligi saglanir. Her bir
a,beF, ves,s,eS" elemanlariigin a(s, +s,)=as, +as, ve (a+b)s,=as, +bs, olup

dagilma 6zelligi saglanir. Bu nedenle S* bir Fq —vektor uzayidir.
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Teorem 2.81 [30]

Fqn vektor uzayinin bostan farkh bir S alt uzayr ve dik timleyeni icin

boy(S)+boy(Sl):boy(Fq”):n elde edilir.

ispat

Fqn bir vektor uzayi, S, Fqn nin bostan farkl bir alt uzayive S*, S nin dik timleyeni
olsun. B={w,...W} ve y={X,...X,} kiimeleri sirasiyla S ve S* icin birer taban
oldugunu kabul edelim. Uy ={W,,...W,X,...X,} nin F" igin bir taban oldugunu
gostermek yeterlidir.

Verilen bir aeF" vektori s €S ve s,eS" olmak Uzere a=s +s, seklinde

Kk m
yazilabilir. f ve y birer taban olduklarindan a=ZtiWi+Z:yj-xj seklinde ifade

i=1 i=1

edilebilir. Verilen c,...,C,,d,,...,d , elemanlariigin
k m k m k

0=zCiWi +Zdjxj :ZCiWi =—Zdjxj elde edilir. Buradan ZCiWi eSSt ve
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

D d,x;eSNS* bulunur. Bir xeSNS* igin (x,x)=0 iken x=0 olacagindan
-1

k m
ZCiWi :Zdjxj =0 elde edilir. Bu ise ¢; ve d; lerin hepsinin birden sifir olmasi yani
i-1 =1

By nin lineer bagimsiz bir kiime olmasi anlamina gelir. Bu nedenle fuy, F" igin

bir taban olup boy(Fq”) =n=k+m= boy(S)+b0y(SL) bulunur.

Uyar 2.82
eiki vektor birbirleriyle carpilabilir fakat béliinemez.

e ic carpim ve vektorel carpim, carpilan vektorlerin Urettigi vektér uzayinda yer

almaz.
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2.4 Hata Diizelten Kodlar

Kodlama Teorisi alaninda ilk ¢alisma 1948 yilinda Claude Shannon tarafindan yapiimis
olan “A mathematical theory of communication” baslikli calismadir. Bu calismada
kanalin kapasitesi olarak adlandirilan bir sayr tanimlandi. Kanalin kapasitesi, verilen
guraltuld bir iletisim kanalinda, uygun kodlama ve kod ¢6zme teknikleri kullanildiginda,
o degerin altinda herhangi bir oranda glvenilir iletisim saglanacagl gosterildi. Bu,
guraltuli kanallardaki verilerin iletilmesi ve bozuk mesajlarin kurtariimasi ile ilgili bir

¢alisma alani olan kodlama teorisinin dogusu olarak kabul edilir.

Yarim ylzyildan az bir siire zarfinda, kodlama teorisi olaganistl bir blylime gosterdi.
lletisim sistemlerinden kompakt disk oynaticilara, depolama teknolojisine kadar genis
alanlarda uygulama bulmustur. Arastirmacilar, pratikte iyi kodlar bulmak icin, blok
kodlarin otesine gecerek evrensel kodlar, turbo kodlar, uzay-zaman kodlar (space-
time), dusik yogunluklu parite kontroli (LDPC) kodlari ve hatta kuantum kodlari
calismaktadirlar. Kodlama teorisinde sikhkla muihendislik uygulamalarindan
kaynaklanan sorunlar ortaya cikarken, alanin gelistiriimesinde matematigin oynadigi

roll ¢ok blyuktur.

Cebir, kombinasyon ve geometrinin kodlama teorisinde dnemi siklikla kabul géren bir
gercektir; kodlama teorisinin ilerlemesinde zarif yollarla kullanilan bir¢ok derin
matematiksel sonuclar vardir. Kodlama teorisi, yalnizca miihendisler ve bilgisayar

bilimcileri i¢in degil ayni zamanda matematikgiler icin de 6nem arz eder.

lyi kodlarin teorik ve pratik acidan tasarimi, kodlama teorisinde cok &nemli bir
sorundur. Kodlama teorisinin baslangicindan beri, arastirmacilar bu yonlerde ¢ok
arastirmalar yapmis ve bu slrecte cok ilginc kod ailelerini insa etmislerdir. Hamming
kodlari, Golay kodlari, Reed-Muller kodlari, dongilsel kodlar, BCH kodlari, Reed-
Solomon kodlari, alternatif kodlar, Goppa kodlari vb. iyi bilinen kod ailelerinin gogunun

sistematik olarak sisteme sokulmasi icin de bir ¢caba gdsterilmektedir.

iletisim sistemleri ve veri saklama aygitlari gibi bilgi medyasi, giiriiltiiye veya girilen
parazitlerin diger bicimlerine bagli olarak pratikte kesinlikle giivenilir degildir. Kodlama
teorisinde gorevlerden biri, hatalari tespit etmek veya hatta diizeltmektir. Genellikle

kodlama, kaynak kodlamasi ve kanal kodlamasi olarak tanimlanir. Kaynak kodlama, ileti
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kaynagini kanal Gzerinden iletilmek Gzere uygun bir koda doénustiirmeyi igerir. Kaynak
kodlamaya bir 6rnek, her bir karakteri 8 bitlik bir bayta ¢eviren ASCIl kodudur. Basit bir

iletisim modeli Sekil 2.1 ile gosterilebilir.

Mesaj kaynagi

Alici

A 4

Kaynak kodlayici S Kanal Kaynak dekodlayici

Sekil 2. 1 Kodlama semasi

Ornek 2.83 [30]

Elma, muz, kiraz, Gzim gibi keyfi dort meyvenin asagidaki sekilde kodlandigini

dislinelim:
elma - 00, muz - 01, kiraz - 10, 4zim - 11.

Gonderilen mesaj elma yani 00 olsun ve guriltili kanaldan gegerken karsilasilan bir
sorun nedeniyle 01 olarak alinsin. Bu durumda mesaj hatali iletilmis olur. Bu iletim igin

kodlama semasi Sekil 2.2 deki gibi olur.

Elma
Muz
glrilti
00 L Kanal » 01

Sekil 2. 2 Hataliiletim
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Kanal kodlamasi fikri, hatalari tespit edebilen veya duzeltilebilecek sekilde fazlalk
ozelligini sunarak kaynak kodlamadan sonra mesaji tekrar kodlamaktir. Boylece, Sekil

2.1, Sekil 2.3'e dondlsur.

Mesaj kaynagi

l Alici

Kaynak kodlayici T
Kaynak
dekodlayici

A
Kanal kodlayici > Kanal » Kanal dekodlayici

Sekil 2. 3 Genis kodlama semasi

Ornek 2.84 [30]
Yukaridaki 6rnegi asagidaki gibi 1 bit fazladan ekleyerek kanal kodlamasi yapalim:

00— 000, 01—011 10—101, 11110

Kaynak ve kanal kodlamasindan sonra 000 olarak kodlanan 'elma' mesajinin giirGltali
bir kanal Gzerinden iletildigini ve yalnizca bir bitte hata olustugunu varsayalim. Bu

durumda alinan soézcik su Uglinden biri olmalidir: 100,010 veya 001. Bu alinan

kodlarin hicbiri kodlanmis iletilerimizden degildir. Bu sekilde, hata tespit edilir.

Bu yontemle 2 bitlik bir mesaj iletmek igin 3 bitlik gdnderim yapilir. Bu hatanin

tespitini saglar ancak hizi dustrir.

Yukaridaki kanal kodlama diizeni 1 bitlik hatay: tespit eder ancak diizeltemez. Ornegin,
alinan mesaj 100 oldugunda, 100 in 000 da mi, 110 da mi yoksa 101 de mi hata
yapilarak geldigini gosteremez. Ancak, daha fazla bitlik ekleme yapilirsa hata

diizeltilebilir. Ornegin, asagidaki kanal kodlama semasini tasarlayabiliriz:
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00 — 00000, 01— 01111, 10—10110, 11—11001.

Kodlanan 'elma' mesajinin giriltili bir kanal Gzerinden iletildigini ve yalnizca bir bitte
hata olustugunu varsayalim. Bu durumda alinan sézciik su bes sdzctikten biri olmahdir:

10000, 01000,00100,00010,00001. Alinan mesajin 10000 oldugunu varsayalim. 10000

in 00000 den geldigi kesin olarak soyenebilir. Clinkli 10000 ile diger l¢ kodlanmis
mesajin 01111,10110,11001 lerinin her biri arasinda en az iki hata vardir. Bit ekleme

islemi yapilirken fazlalik bit eklendikge kodun hizinin distigl gercegi goz ardi

edilmemelidir.

Kanal kodlamanin amaci kodlayicilari ve kod ¢oziicileri su sonuglari verecek sekilde

olusturmaktir:
emesajlarin hizl kodlanmasi;
ekodlanmis mesajlarin kolay aktarimi;
ealinan mesajlarin hizli bir sekilde dekodlanmasi;
ebirim zamanda maksimum bilgi transferi;
emaksimum hata tespiti veya diizeltme kapasitesi.
Tanim 2.85 [30]
Keyfi g elemanli bir kiime A:{ai,az,...,aq} olsun. Bu kimeye kod alfabesi,
elemanlarina ise kod sembolleri denir. Buna gore,
i. A Uzerinde n uzunluklu bir q lu s6z, tim i ler igin her w, € A olan bir

W=W,W,..W, dizisidir. Diger bir ifadeyle wbir (W,,W,,...,W, ) vektérii olarak da

n

kabul edilebilir.

ii. A nin, bostan farkh, ayni n uzunluklu sozlerini iceren C alt kiimesine A

Uzerinde n uzunluklu, q lu blok kod denir.
iii. C nin her bir elemanina C de bir kods6z denir.

iv. C deki kodsoz sayisina C nin eleman sayisi denir ve |C| ile gosterilir.
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v. n uzunluklu bir C kodunun (bilgi) hizi, olarak tanimlanir.

0g,C|
n

vi. N uzunlukluve M tane elemana sahip koda bir (n, M) kodu denir.

Tanim 2.86 [30]

Alfabesi F, ={0,1} cismi olan koda ikili (binary) kod, F,={0,1,2} cismi izerinde
tanimlanan koda ise Uiglii (ternary) kod denir.

Ornek 2.87
i. C={000,101,111} kodu, F, cismi izerinde tanimlanmis bir (3,3) ikili koddur.

ii.C={0000,1010,0101,0011,1001,0110,1100,1111} kodu, F, cismi Uzerinde

tanimlanmus bir (4,8) ikili koddur.

Tanim 2.88 [30]

Herhangi bir A alfabesi Gzerinde n uzunluklu iki s6z X ve y olsun. X ile y arasindaki
Hamming uzaklik, x ve y nin birbirinden farkli bilesen sayisidir ve d(X,y) ile

gosterilir.
X=XX,..X, Ve Y =V,Y,...y, olsun. Budurumda, d(x,y)=d(x,y,)+..+d(x,,y,) dir.

Burada X, ve Y,, 1 uzunluklu s6z olarak dustinulir ve

1 x =Yy, ise

d(xi,yi):{

0, x =y, ise

olarak tanimlanir.
Ornek 2.89

Alfabe F, cismive x=01010,y =01101,z =11101olsun. Bu durumda,
d(x,y)=3d(y,z)=1d(z,x)=4 olarak hesaplanir.

Onerme 2.90 [30]

X,y ve z, A alfabesi tizerinde n uzunluklu sézler olsun. Bu durumda,
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e 0<d(x,y)<n,
e d(x,y)=0=x=y,

e d(xy)=d(y,x),
o(Ucgen esitsizligi) d (x,z)<d(x,y)+d(y,z) saglanr.
Tanim 2.91 [30]
En az iki kodsoz iceren bir C kodunun minimum uzakhg kodsoézleri arasindaki en
kiigik Hamming uzakliktir ve d (C) ile gésterilir. Diger bir deyisle,
d(C)=min {d (X,y)IxyeC,x= y} olarak ifade edilebilir.
Tanim 2.92 [30]

n uzunluklu, M kodséze ve d uzakliga sahip koda bir (n,M,d) kod denir. n,M,d
sayllarina ise C kodunun parametreleri denir.

Ornek 2.93

F, cismi Uzerinde C ={000000,000111,111222} kodu, (6,3,3) parametrelerine sahip
bir koddur.

Tanim 2.94 [30]

Eger bir C kodundaki her bir kodsoziin en az 1 ve en fazla t >0 bileseninde hata
olusmasiyla elde edilen s6z yine kods6z degilse C ye t— hata tespit eden kod denir.
Eger C kodu, t— hatayi tespit edip t+1 hatayi tespit edemiyorsa C ye tam t— hata

tespit eden kod denir.
Teorem 2.95 [30]

Bir C kodunun t— hata tespit eden bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul

d(C)>t+1 olmasidir. d(C)=t ise C kodu tam (t—1)— hata tespit eder.
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ispat

d(C)=t+1 olsun. Eger ceC ve herhangi bir x vektéri i¢in 1<d(c,x)<t<d(C)
esitsizligi saglaniyorsa x ¢ C elde edilir. Buradan, C kodunun t— hata tespit eden kod
oldugu séylenir.

Tersine, d(C)<t+1 yani, d(C)<t esitsizligi saglaniyorsa, 1<d(c,c,)=d(C)<t
olacak sekilde c;,c, € C elemanlari mevcuttur. Genelligi bozmadan ¢, kodséziini ele
alalim ve d(C) tane bileseninde hata olusarak ¢, kodsézinin elde edildigini kabul

edelim. ¢, € C bir kods6z oldugundan C kodu, t—hata tespit edemez.

Tanim 2.96 [30]

Eger C kodundaki herhangi bir kodsdzin en az 1, en fazla t>0 bileseninde hata
olusmasiyla elde edilen s6z C nin baska bir kodsoziinden en az 1, en fazla t

bileseninde hata meydana gelmesiyle elde edilemiyorsa C koduna t— hata diizelten

bir kod denir. Eger C kodu t— hata diizelten bir kod ve (t+1)— hata diizeltemiyorsa

C ye tam t hata diizelten kod denir.

Ornek 2.97

ikili C = {000,111} kodu verilsin.

e Eger 000 mesaji gonderilirse ve gonderim esnasinda bir bileseninde hata

meydana gelirse alinan s6z, 100,010,001 sozlerinden biri olacaktir. En kigik

mesafeye sahip kodstéze dekodlama teknigi ile, kolaylikla alinan bu hatali s6z

000 kodsozi olarak dekodlanir.

e Eger 111 mesaji gonderilirse ve gonderim esnasinda bir bileseninde hata

meydana gelirse alinan s6z, 110,011,101 sozlerinden biri olacaktir. En kigik

mesafeye sahip kodstéze dekodlama teknigi ile, kolaylikla alinan bu hatali s6z

111 kodsozi olarak dekodlanir.
Bu sebeple C kodu, 1—hata tespit eden ve 1—hata dizelten bir koddur.

e 000 mesaji gonderildigi ve gonderim esnasinda iki bileseninde hata meydana

gelerek alinan so6ziin 011 oldugu kabul edilsin. Bu durumda en kiigiik mesafeye
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sahip kodsoze dekodlama teknigi ile, C kodu alinan bu hatali s6zii 000 dogru

mesajl yerine 111 kodsozi olarak dekodlar.

Bu ise C kodunun tam 2-—hata tesbit edebilen, tam 1-hata dlzelten bir kod

oldugunu gosterir.

Teorem 2.98 [30]

Bir C kodunun t hata diizeltebilen kod olmasi igin gerek ve yeter kosul d (C)z 2t+1

olmasidir. d(C)=2t+1 ise C kodu tam t— hata diizeltebilen koddur.
ispat

Once ikinci tarafi ispatlanacaktir. d(C)22t+l olsun. Gonderilen kodséz ¢ ve alinan
s6z X olsun. Gonderim sirasinda t yada daha az bilesende hata meydana geldiyse
d(c,x)<t esitsizligi yazilabilir. Buradan, her c'eC,c#c' kodsézii igin
d(x,c’)>d(c,c')—d(x,c)>2t+1-t=t+1>d(x,Cc) saglanir. Bu ise X séziinin ¢
kodsoziine dekodlanabilecegini gosterir. Bu nedenle, C kodu t—hata diizeltebilen
koddur.

Tersine, C kodu t—hata dizeltebilen bir kod olsun. d(C)<2t+1 esitsizligi

saglaniyorsa d(c,c')=d(C)<2t olacak sekilde birbirinden farkli c,c'eC kodsozleri

mevcuttur. Simdi, € mesajinin gonderildigini ve hatali olarak ¢' kodsoziine

dekodlandigl varsayilarak, bunun C kodunun t—hata dizelten kod olmasi ile gelistigi

gosterilecektir. Boylece d (C) > 2t +1 esitsizligi saglanr.

Eger d(C,C')<t+1 ise C kodsozi, en ¢ok t bileseninde hata meydana gelerek c'

kodsoziine donisebilir. Bu durumda hatali olarak c¢' kodséziine dekodlar. Bu ise C

kodunun t—hata dizeltebilen kod olmasi kabuli ile gelisir. Bu nedenle d(C)2t+l

olmalidir. Genelligi bozmadan, d =d(C) ve t+1<d <2t olmak lizere ¢ kodsdziiniin

ilk d bileseninde degisiklik yapilarak ¢' kodsozi elde edilsin. Eger alinan so6z

X= XX XXy XXy
%,_/ %,_/

c'ileortak c ile ortak her ikisiyle de ortak
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ise, d(x,c’)=d-t<t=d(xc) esitligi saglanir. Buradan, d(x,c’)<d(x,c) ya da

d(x,c)=d(x,c") saglanr.

@® Kodsoz (AB)
O Hatah s6z
(Diizeltilebilir)

A Hatah soz
{Diizeltilemez ama tespit edilebilir)

dminz t+d+1
(d 2 1)

Diizeltilebilir alan

Tespit edilebilir alan
Sekil 2. 4 Hata tespit etme ve hata dizeltme prosediiri
Uyar 2.99

Kodlama teorisinin temel problemi en iyi parametrelere sahip kodlari bulmaktir. Bunu
yaparken uzunluk, eleman sayisi, minimum uzaklik parametrelerinden ikisi sabit

tutularak diger parametre optimize edilir. Yani;

e N uzunluga ve M eleman sayisina sahip kod igin mimkiin olan en buyilk

minimum Hamming uzakligina,

oM elemana ve d minimum Hamming uzakhga sahip bir kod igin mimkin en

kiicik n uzunluga,

en uzunlugunda ve d minimum Hamming uzakliga sahip bir kod igin mimkiin en

bliiyik M elemana sahip olan kodlar optimaldir.
Tanim 2. 100 [30]

S elemana sahip bir A alfabesi Gzerinde tanimh n uzunlugunda d minimum uzakliga

sahip bir kodun eleman sayisinin miumkiin en blyuk degeri

A (nd)= maX{M |C < A",C bir (n,M,d) kod} ile tanimlanir.
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2.5 Cisimler Uzerinde Lineer Kodlar

Bu alt bélimde bir g bir asal sayinin kuvveti olmak Uzere, Fq sonlu cismi tizerinde hata

dizelten lineer kodlar ile ilgili temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlar arasinda
vektdr uzay ile lineer kod arasindaki iliski, Grete¢ ve kontrol matrisleri, bir kodun
minimum uzakligl ve minimum uzakligi sayesinde kodun hata tespit ve dizeltme

kapasitesi yer almaktadir.
Tanim 2.101 [30]

Fq, g mertebeli bir sonlu cisim olsun. Fqn vektor uzayinin bostan farkh herhangi bir alt

uzayina Fqn Uzerinde bir lineer kod denir.

Uyar 2.102
Lineer kodlarin lineer olmayan kodlara gore sagladigi avantajlar sunlardir:

e Lineer kod, bir alt vektor uzayi oldugundan bir tabana sahiptir. Boylece tabanda

bulunan az sayida elemanla tiim elemanlari ifade edilir.

e Lineer kodun minimum uzakhg, sifirdan farkl kodsozlerin Hamming agirliginin

minimumuna esittir.

e Lineer kodlarin kodlama ve dekodlama proseddrleri ve algoritmalari daha hizli ve

daha kolaydir.

Tanim 2.103 [30]

Fqn Uzerinde bir C lineer kodun boyutu, bir vektor uzayr olarak boyutu olarak

tanimlanir ve boy(C)=k ile gosterilir. F," tizerinde, n uzunluklu, k boyutlu C lineer

kod, bir [n,k]q —kod olarak gosterilir.

Teorem 2.104 [30]

Fqn uzerinde k boyutlu bir C lineer kodun kodso6z sayisi,

C|=q" olarak hesaplanir.
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ispat

C lineer kodu bir alt F, —vektor uzayi oldugundan ve boy(V )=k olan bir alt uzay q"
sayida vektér icerdiginden |C|=q" olarak bulunur.

Tanim 2.105 [30]

F,", (...) ic carpimi ile bir vektér uzayi ve F" Gizerinde n uzunluklu bir lineer kod C

olsun. Bu durumda, C* Z{VE F," |<C,v>:O,VCeC} kiimesine C lineer kodun duali

denir.

Bu (..):F,"xF," —>F, tanimlanan bu i¢ carpim islemi u,v,weF," vektérleri olmak

Uzere asagidaki 6zellikleri saglar:
i (u+v,w) = (u,w)+(v,w),
ii. (U, v+w)=(u,v)+{u,w),
iii. Her ueR," elemani icin (u,v)=0 olmasi igin gerek ve yeter kosul v=0
olmasidir,

iv. Her ve Fqn elemani igin (u,v>:O olmasi icin gerek ve yeter kosul u=0

olmasidir.
Teorem 2.106 [30]
Fqn tizerinde n uzunluklu bir C lineer kod ve duali C* icin;
i. C* bir lineer koddur.

ii. boy(C)+boy(C*)=n,
iii. (Cl)L =C esitlikleri saglanir.

ispat

i. Bir alt uzayin dik tiimleyeni de bir alt uzay oldugundan C* dual kodu bir lineer

koddur.
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ii. Vektor uzaylarinda ispatlanan boyut teoreminden (Teorem 2.81) sonug direkt

gorulir.
iii. (i) de C yerine C* alindiginda, boy(C):boy((Cl)l) esitligi elde edilir. Bu
1\t o . .. 1\t o .
nedenle (C ) =C oldugunu gostermek igin Cg(C ) oldugunu gostermek
yeterlidir.

ceC olsun. Her xeC* vektdrii icin, dual kodun tanimindan (x,c)=0
o . 1 1 o . . . 1 1 o
saglanir. Buise Cc e (C ) oldugunu gosterir. Boylece C (C ) saglanir.
Tanim 2.107 [30]
Fqn tizerinde n uzunluklu bir C lineer kod ve duali C* icin;
e Cc C" ise C ye kendine dik (self orthogonal) kod denir,
e C=C" ise C ye kendine dual (self dual) kod denir.

Onerme 2.108 [30]

n
Kendine dik olan n uzunlugundaki bir lineer kodun boyutu k < E ve kendine dual olan

n
n uzunlugundaki bir lineer kodun boyutu k = > dir.

Tanim 2.109 [30]

F," vektor uzayinda,

® Bir x = (Xi,...,xn) s6zunin sifirdan farkl koordinat sayisina X in Hamming agirhgi
denir ve wt(x) =|{i|x = 0}| ile gdsterilir. Qile tim bilesenleri sifir olan vektsr
gosterilmek tizere wt(x)=d(x,0)=|{x | X #0}| seklinde de ifade edilir.

Bir X=(X,....X;) ve Y=(Y¥y,....y,) soézlerinin birbirlerinden farkli bilesen sayisi
bu sozler arasindaki Hamming uzaklik olarak tanimlanir. Yani Hamming uzaklik,

d(x,y) :|{i | X, # yi}| =wt(x—y) olarak hesaplanir.
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Onerme 2.110 [30]

X,y € F," vektérleriigin d(x,y)=wt(x—y) dir.

ispat

X,y € Fq” vektorleri icin d(X, y):O esitligi ancak x =Yy olmasi durumunda saglanir.
Bu ise x—y=0 olmasi demektir. Buradan wt(x—y)=0 esitligi elde edilir. Ayrica
Wt(Xx—y)=wt(x,—Y,)+..+Wt(x, —y,) oldugundan istenen esitlik elde edilir.

Sonug¢ 2.111

q ciftsayrise x,y e F," igin d(X,y)=wt(x+y) esitligi saglanir.

Teorem 2.112

F, tizerinde bir C lineer kodu igin d(C)=wt(C) olarak bulunur.

ispat

Her X,y sozii icin d(x,y)=wt(x—y) esitligi ile ispatlandi. Hamming agirlik
tanimindan, d(x',y')=d(C) olacak sekilde x',y'eC kodsézleri vardir. Bu nedenle,
x'—y'eC oldugundan d(C)=d(x",y")=wt(x'-y")>wt(C) elde edilir.

Tersine, wt(C)=wt(z) olacak sekilde sifirdan farkh zeC kodsozii igin,
wt(C)=wt(z)=d(z,0)>d(C) elde edilir. Bu iki esitsizlikten d(C)=wt(C) esitligi
elde edilir.

Ornek 2.113

F, cismi Gzerinde

C= {0000,1200, 0010, 2100,0020,1210,1220, 2110, 2120}

{iclii lineer kodu bir (4,2)— koddur. d (C)=wt(C)=1 dir.
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Tanim 2.114 [30]

g asalin kuvveti olmak lizere Fq uzerinde n uzunluklu d minimum uzakligina sahip bir

lineer kodun eleman sayisinin mimkin en blylk degeri

Bq(n,d):max{qk|Cqu” ve C bir [n,k,d]—kod} ile tanimlanir. Bu durumda C,

F," tzerinde bir [n,k,d]—kod ve q" =B,(n,d) ise C lineer koduna optimal kod

denir.
Tanim 2.115 [30]

Fqn tizerinde n uzunluklu bir C lineer kod ve duali C* icin;

e C lineer kodun alt vektor uzayi olarak tabanini olusturan elemanlarini satir kabul

eden matrise C lineer kodun iirete¢ matrisi denir. G ile gosterilir.

e Her ceC icin Hc' =0 esitligini saglayan H matrisine C* dual kodun retec

matrisi veya C lineer kodun kontrol matrisi denir.
Uyari 2.116

Fqn Uzerinde n uzunluklu bir C lineer kodu igin bir trete¢ matris G, kontrol matrisi

H olsun. Bu durumda,
e C nin parametreleri [n,k]q ise G matrisi kxn ve H matrisi (n—k)xn
formundadir.
e G ve H matrislerinin satirlari lineer bagimsizdir.
e C={xeF,"|Hx" =0} dir.
Tanim 2.117

i. Bir Urete¢ matris (Ik|X) formundaysa bu Ulrete¢ matrise standart formda

lirete¢ matris denir.

ii. Bir kontrol matrisi (—XTlln_k) formundaysa bu kontrol matrisine standart

formda kontrol matrisi denir.
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Onerme 2.118 [30]

C, F," tizerinde bir [n,k] - lineer kod ve trete¢ matrisi G olsun. Bu durumda,

eVe Fq” nin C* dual kodun bir elemani olmasi icin gerek ve yeter kosul v
vektorinin G Urete¢ matrisinin her bir satirina dik olmasi, diger bir ifadeyle,

vG' =0 olmasidir.

e Verilen bir (n—k)xn tipindeki H matrisinin, C lineer kodu igin kontrol matrisi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H matrisinin satirlarinin lineer bagimsiz olmasi

ve HG' =0 olmasidir.
Ispat
e G lrete¢ matrisinin i—nci satiri I, vektori olarak gosterilsin. 1, € C oldugundan
1<i<k icin her bir ceC kodsézi, a;,...,a, € F, olmak lzere c=apr, +...+ar,
olarak ifade edilebilir. veC" ise her ceC kodsézii icin (v,c)=0 olacaktir.

Ozel olarak, her 1<i<k igin (v,r;)=0 olup vVG™ =0 esitligi saglanr.

Tersine, her 1<i<k igin (v,r;)=0 olsun. Her c=a, +...+a,f, €C kodszii
icin (v,c)=a,(v,r)+...+a, (v,I,) =0 esitligi yazilabilir.
e Eger H matrisi, C kodu igin bir kontrol matrisi ise H nin satirlari lineer

bagimsizdir. H matrisinin satir vektorleri C* dual kodun kodsozleri

oldugundan HG" =0 esitligi saglanir.

Tersine, eger HG' =0 esitligi saglaniyorsa H matrisinin satir uzay (satirlarini
olusturan vektdrlerin Grettigi vektdr uzayl) C* tarafindan igerilir. H matrisinin

satirlari lineer bagimsiz ve boy(H): n—k oldugundan H nin satir uzayi tam

olarak C* dual koduna esittir. Yani, H matrisi C* dual kodu icin bir {reteg

matris olup C lineer kodu igin bir kontrol matrisidir.
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Teorem 2.119 [30]

C, F," uzerinde bir [n,k]—lineer kod ve kontrol matrisi H olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler gegerlidir:

° d(C)Zd olmasi icin gerek ve yeter kosul H matrisinin herhangi d -1 tane

sutununun lineer bagimsiz olmasidir.

e d(C)<d olmasi igin gerek ve yeter kosul H matrisinin en az d tane siitununun
lineer bagimli olmasidir.
ispat
v=(V,...,v,)€C  kodsdziinin agirhgi e>0 olsun. v vektérinin ij,..,i,

pozisyonlarinda sifirdan farkli bilesenler oldugu ve jez{il,...,ie} icin v; =0 oldugu

kabul edilsin. ¢, H matrisinin  i—nci  sUtununu  gostermek Uzere,

O=VH" =v,c' +..+V.C ' esitligi saglanir. Buradan, H matrisinin {Ci s €, } olarak
1 1 e e 1 e
etiketlenen e tane situnu lineer bagimhdir.

ed(C)>d oldugunu séylemek, C kodunun, agirhig <d -1 olan sifirdan higbir

kodsoz icermedigini sdylemek demektir. Bu ise H matrisinin herhangi <d -1

tane sttununun lineer bagimsiz olmasi demektir.

e Benzer sekilde, d(C)<d oldugunu séylemek, C kodunun, agirigi <d olan

sifirdan en az bir kodsoz icerdigini soylemek demektir. Bu ise H matrisinin en

az d tane sttununun lineer bagimh olmasi demektir.
Sonug 2.120

C, Fq” vektor uzayi Uzerinde bir [n,k]—lineer kod ve kontrol matrisi H olsun.

Asagidakiler denktir:
e d (C) =d,

e H matrisinin herhangi d —1 tane sttunu lineer bagimsizdir ve H matrisinin d

tane situnu lineer bagimhidir.
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Ornek 2.121

F,> tzerinde C lineer kodu igin bir kontrol matrisi

olsun. H matrisinin 3. ve 4. situnlari toplandiginda 1.sltunu

T
Il
o B

0
1
1

o O B+
o +— O
— O O

elde edildiginden 3 situnu lineer bagimhdir. Herhangi 2 situnu da lineer bagimsiz

oldugundan C nin minimum uzakhg: d(C) =3 dir.

2.6 Cisimler Uzerinde Devirli Kodlar

Devirli kodlar ilk olarak Eugene Prange tarafindan 1957 yilinda tanimlanmistir [34]. Bu

alt bolimde q bir asal sayinin kuvveti olmak Gzere F, sonlu cismi Uzerinde devirli

koldarin yapisi anlatilacaktir.

Tanim 2.122

Fqn vektor uzayinin bir S alt kiimesinden alinan her bir (ao,ai,...,an_l) vektori icin
(8, 4,898, ,) €S vektoriine, (ay,8,,...,a,,) vektdriinin bir 1-devirli &telemesi
denir. (an_l,ao,...,an_z) de S kimesinin bir elemani ise S kimesine devirli kiime
denir. Fq Uzerinde C lineer kodu, bir devirli kiime ise C ye devirli kod denir.

Ornek 2.123

o F," ve {000...0} asikar devirli kodlardir.
o F,’ tizerinde

C= {0000000,1011100,0101110,0010111,1110010, 0111001,1001011,1100101}

ikili kodu devirli bir koddur.

Asagidaki lineer donlisim yardimiyla devirli kodlarin cebirsel yapisi olusturulmaktadir:

n F X
w: K - [](x”—l)

(89,808, ) > 8y +.o+ @, X"
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seklinde tanimlansin. Bu durumda, 7=, Fq—lineer dontisimi u:(uo,ul,...,un_l)

n-1
vektériind u(x)=>"ux polinomuna dénistirir. Ry [%n 1)! F," deki toplama ve
i=0 -

carpma ile bir halkadir. Boylece, Fq” deki bir vektorin devirli 6telemesi, Fq [X](Xn 1)

deki o vektore karsilik gelen polinomun X ile garpilmasina karsilik gelir.

Ornek 2.124

F, cismi iizerinde C={000,110,101,011} lineer kodu devirli bir koddur. 7 lineer
v e e _ 2 2 F[X] -

déniisimi altinda ﬂ(C)—{0,1+X,1+X XA+ X }c 2 e 1) elde edilir. Burada
{O,1+ X,1+ x2,x+x2} kiimesinin FZ[X]/(a . halkasinin bir ideali olduguna dikkat

edilmelidir.

Teorem 2.125

Fq bir cisim olmak lizere Fq [%n 1) bolim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.
ispat

F

q[%n 1) bélum halkasinin sifirdan farkli bir | idealinin bir en kiglik dereceli

g(x)=0 polinomu verilsin. Her f(x)el polinomu igin, f(x)=s(x)g(x)+r(x)
olacak sekilde s(x),r(x)e F,[x] vardir ve der(r(x))<der(g(x)) esitsizligi gecerlidir.

r(x)=f(x)-s(x)g(x)el ve g(x)el en kiigiik dereceli polinom oldugundan

r(x)=0 olmak zorundadir. Bu nedenle | =(g(x)) olup x [%n

) bolim halkasi

temel (esas) ideal halkasidir.
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Teorem 2.126 [30]

7, yukarida tanimlanan Fq —lineer donistimi olmak lizere Fq” vektdr uzayinin bostan

farkli bir C alt kiimesi bir devirli koddur ancak ve ancak 7z(C), FQ[X](Xn 1) nin bir
idealidir.
ispat

z(C), Fq[x]( N 1) bélim halkasinin  bir ideali olsun. Bu durumda her

a,bqucF‘*[X](Xn_l) ve C,C, €C kodsézleri icin az(c,),bz(c,)ex(C) elde

edilir. Buradan az(c,)+bz(c,)ex(C) olup z(ac,+bc,)ez(C) bulunur. Bu ise
ac, +bc, e C demektir. Bdylece C kodu bir lineer koddur. ¢ =(c,,...,C, ) €C kodsézii
icin = 7(C)=Cy+CX+..+C,,X"" polinomu 7(C) nin bir elemanidir. 7(C),

Fq [X] . halkasinin bir ideali oldugundan,
(e

X7 (C) = CoX +...4C, ;X"
_ n
=G,y +CoX+...+ Gy (X" —1)

n-1
=G, +CoX+...4C, ,X
er(C)

bulunur. Bu nedenle C lineer kodu bir devirli koddur.

Tersine, C bir devirli kod olsun. Bu durumda 7(C) den alinan herhangi bir f (x)
polinomu icin (foro fiy)eC olmak Uzere
f(x)=fo+ fx+..+f X" =x(f,...f,) olup C devirli kod oldugundan
xf (x)=f,_,+ fox+..+ f_,x""ex(C) saglanir. Bdylece x*f (x)=x(xf (x))ex(C)

saglanir. Timevarimla, her i >0 i¢in X' f (x) € 7(C) saglanir. C bir lineer kod ve 7 bir
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lineer donlisim oldugundan 7Z'(C), Fq Uzerinde bir lineer uzaydir. Buradan, her

g(X)=go+.+9,,X"" € i [%n ~1)

polinomu icin g(x)f(x)zzn: i(Xif(X))Eﬂ'(C) saglanir. Bu ise 7(C)nin

i=1

FQ[X]( N 1) halkasinin bir ideali oldugunu gosterir.

Ornek 2.127
C={000,111,222} gli devirli kodu verilsin. 7(C)={0,1+x+x*2+2x+2x"},

F3[X] 3 halkasinin bir idealidir.
(x-1)

Teorem 2.128 [30]

I, Ry [%n 1) nin sifirdan farkli bir ideali ve g(x), | daki sifirdan farkli, en kigiik
X —

dereceli, monik (bas katsayisi 1), indirgenemez polinom olsun. Bu durumda, g(X), |

idealinin bir Uretecidir ve X" —1 i béler.
ispat

x"-1=s(x)g(x)+r(x) ve der(r(x))<der(g(x)) olsun. Bu durumda

r(X):(Xn—l)—S(X)g(X)e| saglanir. X" =1 polinomunun, R [%n

halkasinin
1)

sifiri oldugu g6z Oninde bulundurulursa, g(X) polinomunun en kiglk dereceli
olmasindan dolayi r(x)=0 olmalidir. Béylece g(x)|x" -1 elde edilir.

Sonug 2.129

| idealinde X" —1 i bélen, monik, indirgenemez, en kuclik dereceli polinom tektir.
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Tanim 2.130

R [%n 1) nin sifirdan farkh bir | idealinin en kiglk dereceli, monik, indirgenemez
X —

polinomuna | nin lirete¢ polinomu denir. C bir devirli kod olmak Uzere, 7Z'(C) nin

Ureteg polinomuna C nin lireteg polinomu denir.

Teorem 2.131

X" —1 polinomunun her bir monik boleni Fqn de bazi devirli kodlar igin Ureteg

polinomdur.

Ispat

g(X) polinomu, X" —1 polinomunun bir monik béleni ve 1, Fq [%n 1) halkasinin

g(x) tarafindan tiretilen ideali olsun. C, h(x) polinomuna karsilik gelen devirli kod
olmak (izere h(x)zg(x)b(x)mod(xn—l) olacak sekilde bir b(x) polinomu
mevcuttur. Bu durumda g(x) polinomu, h(x) polinomunun bir bélenidir. h(x) en

kiigiik dereceli ve monik polinom oldugundan g(x), h(x) polinomunun kendisi

olmalidir.

Sonug 2.132

Fqn deki devirli kodlarla X" -1e F,[X] nin monik bélenleri arasinda birebir bir egseleme

vardir.

Ornek 2.133

le F,[x], F," vektor uzayina ve X" —1e F[X], {O...O} devirli koduna karsilik gelir.

Ornek 2.134

6 uzunluklu tiim ikili devirli kodlari bulmak igin, Xx°—1e F,[x] nin monik ¢arpanlari

incelenmelidir:

Xt —1= (1+ x)2 (1+ X+ X2)2 oldugundan tiim monik bélenler:
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2
’

L1+ %1+ x+x%,(1+ x)2 (1+ x)(1+ X+ xz),(1+ x)2 (1+ X+ xz),(1+ X+ xz) (1+ x)2(1+ X+ xz)z,

1+ x°.
Buradan 6 uzunluklu ikili devirli kodlarin sayist 9 dur. Ornegin, (1+ x)(1+x+x2)

polinomunun Urettigi devirli kod,

C= {000000,100100,0lOOl0,001001,110110,011011,101101,111111} dir.

Teorem 2.135

g(x) polinomu, L [%n 1) bolim halkasinin bir idealinin Grete¢ polinomu olsun.

Bu durumda der(g(x))=n—k ise g(x) polinomunun irettigi ideale karsilik geldigi

devirli kodun boyutu k olarak hesaplanir.
ispat
¢, (x)#c,(x) polinomlari dereceleri <k-1 olan polinomlar olmak iizere

g(x)c,(x)#g(x)c,(x) mod(xn —1) yazilabilir. Bu nedenle

A={g(x)c(x)|c(x)e|:‘q [%n_l),der(c(x))ﬁk—l} kiimesinin q* elemani vardir

ve g(x) tarafindan tretilen idealin bir alt kiimesidir. Diger taraftan, her a(x)g(x)

kodso6zli asagidaki sekilde yazilabilir:

a(x)g(x)=u(x)(x"=1)+v(x),der (v(x))<n.
X)
)

A= (g (X)) olup kodun boyutu log, |A|=k olarak hesaplanir.

v( a(x)g(x)—u(x)(x”—l) oldugundan g(x), v(x) in bir bélenidir. O halde
(

\"

>

b(x)g(x) yazilabilir. der(b(x))<k oldugundan v(x)e A elde edilir. Buradan

Ornek 2.136

F, cismi Uzerinde 4 uzunluklu Ggli devirli kodlari bulmak igin, x*-2eF[X]

polinomunun monik ¢carpanlari incelenmelidir:

x'—-2= (X2 + X+ 2)(x2 +2X + 2) oldugundan tim monik bélenler:
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Lx2+x+2,x%+2x+2,1+x*. Buradan 4 uzunluklu Ggli devirli kodlarin sayisi 4 tur.
Ornegin, 2+ X+ x* polinomunun Urettigi devirli kod,
C ={0000,2110,0211,1220,2021,0122,2202,1101,1012} dir. Devirli kodlara benzer

sekilde |C|=3"% =9 dir.
Teorem 2.137

C, F," uzerinde bir devirli kod ve g(x)=g,+gX+..+9, X" eF"[x] polinomu

X" —1 in bir béleni olsun. g(x), C nin bir iireteci ise,

g(x) 9% O - - g, 0 0 - 0
G= Xg;(X) = O % G o G O matrisi C kodunun
X'g(x)) L0 0 - 0 g g - o G,

Uretec matrisidir.

Ispat

9(x),xg(x),...x“*g(x) polinomlari C i¢in bir taban oldugu gdsterilmelidir. F,
tizerinde g(x),xg(X),... X "g(x) polinomlari lineer bagimsizdir. boy(C)=k esitligi
bilindiginden sonug gorlir.

Tanim 2.138 [30]

k Kk

D a, X' polinomuna, h(x)=> ax

i=0 i=0

Herhangi bir k —dereceli hR(X)=th(1j
X

polinomunun ters sirali (reciprocal) polinomu denir.

Teorem 2.139 [30]

F' deki C, [nk]-devirli kodun iretec polinomu  g(x) ve

h(x)=x _1=h0+l‘ﬁx+hzxz+...+hkxk olsun. Bu durumda h,"h;(x) polinomu C

g(x)

kodun kontrol polinomudur ve kontrol matrisi
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ispat
Ureteg matris icin yapilan ispata benzer sekilde kolaylikla yapilabilir.

Ornek 2.140

X'=2=(x"+x+2)(x*+2x+2)eF,' oldugundan x*+x+2 boleni tarafindan

Uretilen devirli kod icin Urete¢ matris

2110 . 4 . .
= dir ve hy(x)=2x"+2x+1 oldugundan kontrol matrisi
0 211
1 2 2 0
H = dir.
(0 12 2}
Tanim 2.141

C, F," tizerinde bir devirli kod ve ez(x)ze(x)mod(xn —1) denkligini saglayan e(x)
polinomu olsun. C igin bir iireteg polinomsa, e(x) polinomuna C nin idempotent
Ureteci denir.

Teorem 2.142

F," deki C, [n,k]-devirli kod ve (n,q)=1 olsun. Bu durumda C:(e(x)) olacak
sekilde bir tek e(x) idempotent polinomu vardir.

Onerme 2.143

F," deki C, [nk]-devirli kod, (n,q)=1 ve g(x) ireteg polinomu olsun. Bu

durumda,

e X" —1 polinomunun F,[x] de katl kékii yoktur. Béylece, x" —1=h(x)g(x) ise

OBEB(g(x),h(x))=1 dir.
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e 1=a(x)g(x)+b(x)h(x) olacak sekilde a(x),b(x) e F,[x] vardr.
ee(x)=a(x)g (X)mod(xn —1) polinomu C nin idempotent iretecidir.

Teorem 2.144

C, F," tzerinde bir devirli kod ve e(x), C kodunun idempotent Greteci olsun. Bu

durumda g(x)= OBEB(e(X),Xn —1) e F,[x] polinomu C igin bir Greteg polinomudur.
Ornek 2.145

F,’ izerinde devirli bir C kodu, X’ —1=(x*+x*+1)(x"+x*+x*+1) in monik
bélenlerinden biri olan g(x)=x>+x*+1 polinomu tarafindan iretilen devirli kod

olsun. 1= X‘Q'(X3 L5 +1)+(X2 +1)(X4 + X3+ x° +1) elde edilir. Boylece

e(x)= xe’(x3 + X2 +1) mod(x7 —1) =x°+x°>+x® polinomu C icin idempotent

Uretectir.

2.7 Cisimler Uzerinde Sabit Devirli (Constacyclic) Kodlar

Fq bir sonlu cisim A e Fq sifirdan farkl bir eleman olmak tizere A — sabit devirli kodlar

ilk olarak Berlekamp tarafindan 1968 yilinda tanimlanmistir [39]. Bir ¢ok uygulama
alani bulunan bu kod ailesi, bir onceki alt bolimde tanitilan devirli kodlarin bir
genellestiriimesidir. Bu alt bélimde sonlu cisimler lzerinde sabit devirli (constacylic)

kodlarin yapisi incelenecektir.

Tanim 2.146 [39]

Fq vektor uzayinin S Fq” bostan farkl bir kiime olsun. Alinan bir (So,sl,...,sn_l) eS
vektéraniin A € F, —{0} olmak iizere bir A —sabit devirli 6telemesi, (1s, ;,S;,...S, ;)
vektodrii olarak tanimlanir. Eger her (S,,S,,...,S,,) €S vektdrii igin (AS,;,Sy,-S,5)
vektorl yine S kimesinin bir elemani oluyorsa S kiimesine A —sabit devirli kiime
denir. Eger bir C lineer kodu bir A—sabit devirli kime ise C koduna bir A —sabit

devirli kod denir.
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Ornek 2.147

F, cismi alfabe olmak tizere (2,1,2,0,1,1,0,1) vektdriinin 2 —sabit devirli 6telemesi

(2,2,1,2,0,1,1,0) vektéridr.

Asagidaki lineer dontsiim yardimiyla A —sabit devirli kodlarin cebirsel yapisi

olusturulmaktadir:
Fa[x]
. R -

T 4 (Xn _/1)

(3984118, ) > 3g +...+3, X" " mod (X" - 4)

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7,, F —lineer donisimi u:(uo,...,uH)
<= F [x ,

vektdrini u(x)=> ux polinomuna déniistirir. Q[%(n /1), F," deki toplama ve
i=0 i

carpma ile bir halkadir. Boylece, F." deki bir vektériin A—sabit devirli ételemesi,

q

Fq [X](Xn /1) deki o vektore karsilik gelen polinomun X ile ¢arpilmasina karsilik gelir.

Teorem 2.148 [39]

Fq bir cisim olmak tzere K [%n /1) bolim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.

ispat
F. | X
Devirli kodlar igin yapilan ispata benzer sekilde, ‘*[ ](X“ ﬂ,) bolim halkasinin

sifirdan farkli bir | idealinin bir en ki¢lk dereceli g(X);tO polinomu alinsin. Her
f(x)el polinomu igin, f(x)=s(x)g(x)+r(x) olacak sekilde s(x),r(x)eF,[x]
vardir ve der(r(x))<der(g(x)) esitsizligi gegerlidir. r(x)=f(x)—-s(x)g(x)el ve

g(x)el en kiigik dereceli polinom oldugundan r(x)=0 olmak zorundadir. Bu

nedenle | =(g(x)) olup Fq[x] boliim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.
(x"=2)
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Teorem 2.149 [39]

. R — q[X](x”—/l)

(398118, ) > 39 +...+3, X" " mod (X" - 4)
Lineer donlisimd ile Fqn nin bostan farkli bir C alt kiimesinin bir A — sabit devirli kod

olmasi icin gerek ve yeter kosul 7, (C) nin, Fq [%n i) bolim halkasinin bir ideali

olmasidir.
ispat

7,(C), FC‘[X] bolim halkasinin  bir ideali olsun. Bu durumda her
A (Xn—/’i)

abeF, c Fq[x](xn_ﬂ

) ve C,,C, €C kodsézleri icin ar, (c,),bz,(c,)ex,(C) elde

edilir. Buradan ar, (¢, )+bz, (c,) ez, (C) olup 7, (ac,+bc,) ez, (C) bulunur. Bu ise
ac, +bc, eC demektir. Béylece C kodu bir lineer koddur. ¢ =(c;,...,C, ;) € C kodsdzii
icin 7, (C)=Cy+CX+..+C,,Xx"" polinomu 7,(C) nin bir elemanidir. =,(C),

Fq [X] ] halkasinin bir ideali oldugundan,
(c-2)

X7, (€)= CoX+...+C, ;X"
= AC,; + X+t €y (X" = 2)

= AC, , +CoX+..tC, X"
er,(C)

bulunur. Bu nedenle C lineer kodu bir A —sabit devirli koddur.
Tersine, C bir A —sabit devirli kod olsun. Bu durumda 7, (C) den alinan herhangi bir

polinomu icin (for fru)eC olmak lzere

—h
—
x
~—

f(x)=fy+ fx+..+ f_x"" =7, (f,,.. f,_,) olup C 21— sabit devirli kod oldugundan

Xf(x)=Af+fox+..+f _x""er,(C) ve Xf(x)=x(xf(x))er,(C) saglanr.
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Timevarimla, her i >0 igin X' f (X) ez, (C) saglanir. C bir lineer kod ve 7, bir lineer

donlsim oldugundan EA(C), Fq uzerinde bir lineer uzaydir. Buradan, her

g(X)=0o+..+ 9, X" € F“[X]( ”—A) polinomu icin

g(x)f(x)=ggi(x‘f(X))Eﬂl(c) saglanir. Bu ise 7,(C) nin Fq[x]( ”—l)

halkasinin bir ideali oldugunu gosterir.
Ornek 2.150

F, cismi Gzerinde C:{OOO,101,210,011, 202,120, 221,112,022} lineer kodu 2 —sabit

devirli bir koddur. T, lineer dénisimi altinda

7, (C) = {0,140, 24 X2, X+ X, 24 20 142, 2+ 2x+ X2 14 X+ 2X, 2x+ 2X° } FS[X](X3 )

dir. Burada {0,1+ X2, 24 X2, X+ X2, 24 2x%, 14+ 2X, 2 + 2X + X%, 1+ x+2x2,2x+2x2}

kiimesinin F3%3 2) halkasinin bir ideali olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 2.151 [39]

l, Fq [X]( . l) nin sifirdan farkl bir ideali ve g(x), | daki sifirdan farkli, en kiicik

dereceli, monik (bas katsayisi 1), indirgenemez polinom olsun. Bu durumda, g(x), |
idealinin bir tretecidir ve X" — A polinomunu boler.
ispat

x"=A=s(x)g(x)+r(x) ve der(r(x))<der(g(x)) olsun. Bu durumda
r(x):(x”—/l)—s(x)g(x)el saglanir.  X"—A  polinomunun, F‘*[%n_l)

halkasinin sifiri oldugu g6z 6niinde bulunudurulursa, g(x) polinomunun en kiclk

dereceli olmasindan dolayi r(X)=0 olmalidir. Bdylece g(x)|x" -4 elde edilir.
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Sonug 2.152

| idealinde Xx"—A polinomunu bdlen, monik, indirgenemez, en kiglik dereceli

polinom tektir.
Tanim 2.153 [39]

Fq [X](Xn /1) nin sifirdan farkli bir | idealinin en kiiglik dereceli, monik, indirgenemez

polinomuna | nin lirete¢ polinomu denir. C bir A—sabit devirli kod olmak Uzere,

7, (C) nin treteg polinomuna C nin iireteg polinomu denir.

Teorem 2.154 [39]
X" —A polinomunun her bir monik béleni Fqn de bazi A—sabit devirli kodlar igin
Uretecg polinomdur.

Ispat

n

g(x) polinomu, X" —A polinomunun bir monik bélenive |, Fq [% i) halkasinin

g(x) tarafindan iretilen ideali olsun. C, h(x) polinomuna karsilik gelen A - sabit
devirli kod olmak (izere h(x)sg(x)b(x)mod(x"—}t) olacak sekilde bir b(x)
polinomu mevcuttur. Bu durumda g(x) polinomu, h(x) polinomunun bir bélenidir.
h(x) en kigik dereceli ve monik polinom oldugundan g(x), h(x) polinomunun
kendisi olmahdir.

Sonug 2.155

Fqn deki A—sabit devirli kodlarla x"—A1 € F,[X] nin monik bélenleri arasinda birebir
bir eseleme vardir.

Ornek 2.156

4 uzunluklu tim Ggli 2—sabit devirli kodlari bulmak igin, x*~2eF[x] nin monik

carpanlariincelenmelidir:
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X' —2= (x2 + X+ 2)(x2 +2X + 2) oldugundan tim monik bolenler:

L2+ X+X2,2+2x+Xx%,2+x".

Buradan 4 uzunluklu Gclii 2—sabit devirli kodlari sayisi 4 dur. Ornegin, 2+ X+ X*

polinomunun Urettigi 2—sabit devirli kod,

C ={0000,2110,0211,2021,1220,0122,1012,2202,1101} dir.

Teorem 2.157 [39]
g(x) polinomu, Fq [%n ﬂ) bolim halkasinin bir idealinin Grete¢ polinomu olsun.

Bu durumda der(g(x))zn—k ise g(x) polinomunun irettigi ideale karsilik geldigi

A —sabit devirli kodun boyutu k bulunur.
ispat
¢, (x)#c,(x) polinomlari dereceleri <k-1 olan polinomlar olmak Uzere

g(x)c,(x)#g(x)c, (x)mod(x" - 4) dir. Bu nedenle

A={g(x)c(x)|c(x)e x [%n_l),der(c(x))ﬁk—l} kiimesinin @* elemani vardir

ve g(x) tarafindan retilen idealin bir alt kiimesidir. Diger taraftan, her a(x)g(x)

kodsozu asagidaki sekilde yazilabilir:

a(x)g(x)=u(x)(x"=2)+v(x),der(v(x))<n.

a(x)g(x)-u(x)(x"-4) oldugundan g(x), v(X) in bir bslenidir. O halde

<
—_~ —_
> >
S~ ~
Il Il

b(x)g(x) yazilabilir. der(b(x))<k oldugundan v(x)e A elde edilir. Buradan

A= (g (X)) olup kodun boyutu log, |A|=k olarak hesaplanir.
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Ornek 2.158
F, cismi tzerinde 4 uzunluklu 2+ X+ X polinomunun urettigi tclii 2—sabit devirli
kod, C:{OOOO,2110,0211, 2021,1220,0122,1012,2202,1101} olarak  bulunur.

der(2+x+ Xz) =2 oldugundan boy(C)=4-2=2 ve |C|=3"? =9 elde edilir.

Uyari 2.159

A —devirli kodlar icin standart formda bir ireteg ve kontrol matrisi verilememektedir.

2.8 Cisimler Uzerinde Coklu Devirli (Polycyclic) Kodlar

Goklu devirli kodlar ilk olarak Sergio Lopez ve arkadaslari tarafindan 2009 yilinda
tanimlanmistir [40]. Devirli kodlar ailesinin en genis halidir. Bu alt bélimde sonlu

cisimler Gizerinde ¢oklu devirli (polycylic) kodlarin yapisi incelenecektir.

Tanim 2.160 [40]

Fq vektor uzayinin Sch” bostan farkli bir kime olsun. Alnan bir

S =(Sy:Sy,18,4) €S vektorinin v=(V,...,v, ;)€ F," olmak izere saat yéniinde bir
v—coklu devirli 6telenmesi, (0,S,,S,,....5,,)+ S, (Vo V,y) vektorii olarak
tanimlanir. Eger her (s,,S;,....,5,,) €S vektdri igin (0,5),S;,...,5,5)+ Sy (Vor Vs
vektorl yine S kimesinin bir elemani oluyorsa S kimesine v —g¢oklu devirli kiime
denir. Eger bir C lineer kodu bir v—coklu devirli kiime ise C koduna bir v—¢oklu
devirli kod denir.

Asagidaki lineer donisim yardimiyla V= (VO,...,VM) € Fq” ve

n-1 .- .. .
V(X):V0+le+...+vHX olmak Uzere Vv-—coklu devirli kodlarin cebirsel yapisi

olusturulmaktadir:

7, Ff - Fq[%“—v(x))

(398118, ) > 3g +...+ 3, X" mod (X" — (X))
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lineer donltsiimi tanimlansin. Bu durumda, Fqn deki bir vektoriin v—coklu devirli
F. |x
Otelemesi, q[%(n V(X)) deki o vektore karsilik gelen polinomun X ile ¢carpilmasina

karsilik gelir.

Teorem 2.161 [40]

Fq bir cisim olmak tizere Ky [X]( bolim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.

x”—v(x))

ispat
Devirli kodlar i¢in yapilan ispata benzer sekilde, Fq [%n V(X)) bolim halkasinin

sifirdan farkli bir | idealinin bir en kiglk dereceli g(x);tO polinomu alinsin. Her
f(x)el polinomu icin, f(x)=s(x)g(x)+r(x) olacak sekilde s(x),r(x)eF,[x]
vardir ve der(r(x))<der(g(x)) esitsizligi gegerlidir. r(x)=f(x)-s(x)g(x)el ve

g(x)el en kiigiik dereceli polinom oldugundan r(x)=0 olmak zorundadir. Bu

nedenle | :(g(x)) olup Fq [%n V(X)) bolim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.

Teorem 2.162 [40]
7, , yukarida tanimlanan Fq —lineer donisimi olmak Gzere Fqn nin bostan farkli bir C

alt kiimesi bir v — ¢oklu devirli koddur ancak ve ancak 7, (C), Fy [X]( bélim

X"-v(x))

halkasinin bir idealidir.

ispat

7,(C), X] ) bélim halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda her
(x"=v(x))

abeF, c r [X]( ve C,C, €C kodsézleri icin az,(c,),bz,(c,)ex,(C)

x”—v(x))

elde edilir. Buradan ar, (c,)+bz, (c,) e 7, (C) olup 7,(ac,+bc,) ez, (C) bulunur. Bu
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ise ac, +bc, eC demektir. Boylece C kodu bir lineer koddur. C:(CO,...,Cn_l)eC

kodsézii igin 7, (C)=C, +C,X+...+C, X" polinomu 7, (C) nin bir elemanidir. 7, (C),
A [%n ( )) halkasinin bir ideali oldugundan, C lineer kodu bir v—coklu devirli
—V(X

koddur.

Tersine, devirli ve A —sabit devirli kodlar igin yapilan ispatlara benzer sekilde 7Z'V(C)

nin K [X] halkasinin bir ideali oldugu gorulr.
(x“ —v(x))

Tanim 2.163 [40]
F,[x] . Y A Al . .
( ”—V(X)) nin sifirdan farkli bir | idealinin en kuglk dereceli, monik,

indirgenemez polinomuna | nin drete¢ polinomu denir. C bir v—¢oklu devirli kod

olmak lzere, 7, (C) nin Ureteg¢ polinomuna C nin iirete¢ polinomu denir.

Teorem 2.164 [40]

F,[x] de x"-v(x) formundaki polinomunun her bir monik béleni F," de bazi

V — ¢oklu devirli kodlar igin lireteg polinomdur.

ispat

g(x) polinomu, X"—v(x) polinomunun bir monik béleni ve 1, Falx]
(x"—v(x))

halkasinin g(x) tarafindan uretilen ideali olsun. C, h(x) polinomuna karsilik gelen
v—gcoklu devirli kod olmak tizere h(x)=g(x)b(x) mod(xn —V(X)) olacak sekilde bir
b(x) polinomu mevcuttur. Bu durumda g(x) polinomu, h(x) polinomunun bir

bélenidir. h(x) en kigiik dereceli ve monik polinom oldugundan g(x), h(x)

polinomunun kendisi olmalidir.
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Sonug 2.165

Fq [x] de X" —V(x) formundaki polinomunun her bir monik bdlenine bir ¢oklu devirli

kod karsilik gelir.
Teorem 2.166 [40]
g(x) polinomu, bir C, v—coklu devirli kodun Ulrete¢ polinomu olmasi icin gerek ve

yeter kosul g(X) =0, + 0, X+...+ 9, X" polinomu igin g, =0 olmasidr.

ispat

d,=0 olsun. Bu durumda C kodunun tim kodsozlerinin ilk bileseni 0 dir ve
1<i<n-k igin g, #0 olmak lzere (O...Ogi...lo...O)eC dir. C bir v—g¢oklu devirli
kod oldugundan (gi...10...0)eC olmahdir. Bu ise g, =0 olmasini gerektirir. Bu

celiskiden dolayi g, #0 olmalidir.

Teorem 2.167 [40]

g(X) polinomu, Fq[x]( ) bolim halkasinin bir idealinin Urete¢ polinomu

X" —v(x)
olsun. Bu durumda der(g(x))z n—k ise karsilik geldigi v— coklu devirli kodun boyutu

k bulunur.

ispat

Devirli ve A —sabit devirli kodlar icin yapilan ispatlara benzer sekilde yapilir.

Ornek 2.168

F, cismi Gzerinde 4 uzunluklu V(X) =2+ X vektoriine gore c¢oklu devirli kodlar

bulmak icin, x* —x—2¢ F,[x] polinomunun monik ¢arpanlari incelenmelidir:
X' —x—2=(x +l)(x3 +2X% + X +1) oldugundan tiim monik bolenler:

11+ %14+ x+2x* +x3,1+2x+x* olarak bulunur. Buradan 4 uzunluklu V(X)=2+x

vektoriine gore devirli kodlarin sayisi 4 tir. Ornegin, X +2x*+x+1 polinomunun
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Urettigi devirli kod, C:{OOOO,1121,2212} bulunur. Devirli kodlara benzer sekilde

|C|=3"" =3 olarak hesaplanir.

58



BOLUM 3

KUATERNIYONLAR

Sir William Rowan Hamilton'un [41] 1843 yili Kasim ayinda akademiye sundugu teoride
kuaterniyon adini verdigi dortli yapi ilk kez tanitildi. Bu terimin bir pargasi reel (gergek)
kissimdir; diger parcasi ise, kuaterniyonun sanal kismi (imaginary part) olarak
adlandirilan bir GglG terimdir. Reel kismin karesi daima pozitif iken ikinci bélim olan

sanal kismin (veya Ug¢ koseli) karesi her zaman negatiftir.

Ozel olarak, X,y,zeR olmak Ulzere sanal kisim ix+ jy+kz formundadir ve

kuaterniyonlar teorisinin bazi uygulamalarinda l¢ koseli olarak temsil edilir ya da insaa

edilir.

Kirenin geometrisi basta olmak Uzere birgok yapi ve sonuglar bu ilkelerden hareketle
olusturulmustur. Kuaterniyonlarin kalkilisi de denen kuaterniyonlarin cebirsel
ozelliklerinin uygulamalarinin gelistirilmesiyle bircok problem daha acik sekilde ifade

edilebilmistir.
Bu nedenle, pek ¢ok uygulamada, ix+ jy+kz sanal kisiminin Gg reel bileseni olan

X, ¥,Z nin ayri ayri degerlendirilmesi yerine bu Ugliiyu tek bir harfle temsil etmek islem

kolayhgr saglamistir. Buradaki bu Ugli yapiya vektor denir. Dolayisiyla, bir
kuaterniyonun genellikle gercek bir kissm ve bir vektérden olustugu soylenebilir.
Bununla birlikte, sanal parcanin bilesenlerini koordinat olarak ele alma fikri

Hamilton’un ilk arastirmalarinda ortaya ¢ikmisti.

Bu boliimde kuaterniyonlarin cebirsel yapisi incelenecektir.
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Tanim 3.1 [41]

Bir q kuaterniyonu, 1i,j,k baz elemanlar icin i°*=j’=k*=ijk=-1 ve

a,,8,,8,,38, € R olmak lizere q=a,+a,i+a,j+a,k olarak tanimlanir.

Tanim 3.2 [41]

Bir g kuaterniyonunda a, =0 ise q kuaterniyonuna piir (pure) kuaterniyon denir.
Tanim 3.3 [41]

R* uzayinin standart baz (taban) elemanlari olan
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) vektérleri sirasiyla, 1,i, j,k sembolleri ile

temsil edilmek lzere

o RY*xR* > R*
(a,b)—ab

islemi

ij=k jk=iki=],
ji = —k,kj = —i,ik =—

denklemleri yardimiyla tanimlansin. Bu birimli (bilineer) carpima R* (izerinde

kuaterniyon garpimi denir.

Uyan 3.4

Boylece R* teki bir vektore, bir kuaterniyon goziyle bakilabilir.

Tanim 3.5 [41]

p ve q iki  kuaterniyon, a,,a,,a,,a,,b,,b,b,,b, eR olmak  Uzere
p=a,+ai+a,j+ak ve q=b,+bi+b,j+bk olsun. Bu durumda iki kuaterniyonun

toplami ve ¢arpimi sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:
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p+q=(a,+hy)+i(a,+b )+ j(a,+b,)+k(a,+b,),
Pq = (aobo _a1b1 _azbz _asb3)+ i (aob1 + a1bo +azbs _asbz)
+ j(ab, +ab, +ab, —ab; ) +k(ab;, +ab, +ab, —a,b,)
seklindedir.
Uyar 3.6
ij =—Jji oldugundan kuaterniyonlarda ¢arpma islemi degisme 6zelligini saglamaz.

Ornek 3.7

p=2+5i—j+15k ve q=i+2]j—k rastgele secilmis iki kuaterniyon olmak uzere,
(2+5i— j+15k)+(i+2j—-k)=2+6i+ j+14k,

(2+5i— j+15k)(i+2j—k)=8-27i+24j+9k,

ancak

(i+2j—k)(2+5i— j+15k)=-20—-31i—21j—-13k elde edilir.

Uyan 3.8

Reel ve kompleks sayilardaki ¢arpmanin aksine kuaterniyonlarin ¢arpimi degismeli
olmadigindan, kuaterniyon katsayili polinomlardan olusan denklemlerin, polinomun

derecesinden fazla ¢oziimii olabilir. Ornegin, > +1=0 denkleminin kokleri yalniz *i
degildir. a,+a’+a, =1 olmak Uzere gq=a,+ai+a,j kuaterniyonlari da bu

denklemin birer kékuddr.
Tanim 3.9 [41]
p ve q iki kuaterniyon, a,a,a,,a,0,,b,b,,b,eR olmak {zere

p=a,+ai+a,j+a,k ve q=Db,+bi+b,j+bk olsun. a,=h,,a =b,a, =b,,a,=hb,

esitlikleri saglaniyorsa p ve ( kuaterniyonlarina esit kuaterniyonlar denir.
Tanim 3.10 [41]
Bir q=a,+a,i+a,j+ak kuaterniyonu icin q=a,—a,i—a,j—ak kuaterniyonuna g

nun eslenigi denir.

61



Eslenik ile ilgili bazi 6zellikler

p ve g keyfi kuaterniyonlar olmak lizere asagidakiler 6zellikler saglanir:

o(p+q)=p+q,
«(pa)=pa,
*(a)=a,

e € R olmak tizere aq=aq,

- {q,qeR
.q: 3’
-0, R

® 0,,...,q, birer kuaterniyon olmak iizere (¢, +...+0,) =0, +...+0, ,

®(Q,,...,q, birer kuaterniyon olmak tizere (q;...q,)=0,...q, elde edilir.

n

Tanim 3.11 [41]

Bir q=a,+aji+a,j+ak kuaterniyonu igin \/E:\/a:\/aoz+alz+a22+a32 cR*

reel sayisina g kuaterniyonunun normu denir ve ||q| ile gésterilir.

Ornek 3.12

p=2-2i+2k ve q=1+i-3]j+k kuaterniyonlarinin normu 243 dir.
Tanim 3.13 [41]

g kuaterniyonunun normu 1 ise q kuaterniyonuna birim kuaterniyon denir.

Norm ile ilgili bazi 6zellikler

p ve q iki kuaterniyon olmak lzere asagidaki 6zellikler saglanir:

7

o[ap[[={all|p[=]ra

ofa+p|<|af+|p

7

1
elal’ 1ol =5 (la+ ol +Ja-pl)
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[l =a

.||q||:0<:>q =0,
® 0,,...,q, birer Kuaterniyon olmak tzere |g;...q, [ =a|.-|a,| elde edilir.

Tanim 3.14 [41]

q

Bir g sifirdan farkli kuaterniyonunun tersi —— olarak tanimlanir ve q ile gosterilir.

Ja
Ornek 3.15

q=1+i-3j+k  kuaterniyonunun  normu ||1+i—3j+k||:\/1+1+9+1:\/]§

oldugundan, tersi q* =i—ii +1 J —ik kuaterniyonudur.
12 12 4° 12

Ters eleman ile ilgili bazi 6zellikler

o] =lal ",
*qq ' =qq=1,
eq,,...,q, birer kuaterniyon olmak iizere (ql...qn)_l =q,"..q, " saglanir.
Tanim 3.16 [41]
Herhangi p ve q iki kuaterniyonu igin sag (sol) bélme q =0 olmak lzere r,, = pg!

(r,, =qp) olarak tanimlanir.

Gosterim 3.17

Reel kuaterniyonlarin kiimesi
H={q=a,+aji+a,j+ak|a,a,a,a eR,i’=j =k’ =ijk=-1}
ile gosterilecektir.

Onerme 3.18

Reel kuaterniyonlarin kiimesi H ile gosterilmek Uzere, yukarida tanimlanan
kuaterniyon toplamasi ve kuaterniyon ¢arpmasi islemleri ile H kimesi bir halkadir.

63



Onerme 3.19
H reel kuaterniyonlar halkasi degismeli olmayan bir halkadir.
Onerme 3.20

H reel kuaterniyonlar halkasinda sifirdan farkh her eleman terslenebilir oldugundan

H bir bolenler halkasi (division ring) dir.

Onerme 3.21

H reel kuaterniyonlar halkasi, tabani {1,i, j,k} olmak tzere 4 boyutlu bir R —vektor
uzayidir.

Sonug 3.22

Her bir reel kuaterniyona R* te bir vektor goziiyle bakilarak R* teki iki vektoriin
birbirine bélme islemi yapilmaktadir. Bu, kuaterniyonlarin literatlire kattigi cok 6nemli

bir ozelliktir.

Ornek 3.23

(11,2,-1), (2,-1,0,3)eR* vektérlerinin  birbirine  bélimi, 1+i+2j—k,

2—-i+3keH kuaterniyonlarinin birbirine bolimudur.
. - 2 1. 6

2-i+3k)" = — i+ k oldugundan

( ) V14 V14 14

(L12-1) 1+i+2j-k

(2-1,03)  2-i+3k
9+13i_1 j+esk:(g 13 -1 6)6 .

RV RNV R VR NNV RNV RNV RNV

:(1+i+2j—k)(2—i+3k)1:(1+i+2j_k)( 2 1., .6 kj

NI 7R,
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BOLUM 4

SONLU KUATERNIYONLAR HALKASI H,

Bu bélimde katsayilari Z, ={0,1,2} sonlu cisminden alinan katsayilarla olusturulan
kuaterniyonlarin sonlu
Hy={q=a,+ai+a,j+ak|a,a,a,acZ,i’ =’ =k* =ijk =2 kiimesinin
cebirsel yapisi incelenecektir.

Tanim 4.1

Bir Z,—katsayih q kuaterniyonu 1, j,k baz elemanlari ve a,,a,a,,a, €Z, olmak
Uzere g =4a,+aji+a,]+ak olarak tanimlanir.

Tanim 4.2

Bir Z,—katsayill q kuaterniyonunda a,=0 ise g kuaterniyonuna piir (pure)

kuaterniyon denir.
Tanim 4.3

H, uzayinin standart baz (taban) elemanlari olan
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) vektorleri 1, j,k sembolleriile temsil edilmek
Uzere

.t HyxH, > H,
(ql’q2)|_) 0,0,

islemi

65



ij=k, jk=i,ki=j,

Ji=2k,kj=2i,ik=2]

denklemleri yardimiyla tanimlansin. Bu birimli (bilineer) ¢arpima H, uzerinde
kuaterniyon ¢arpimi denir.

Gosterim 4.4

Tez ¢alismamizin devaminda sol ¢arpma iglemi alinacak ve kisalik i¢in - yerine iki

kuaterniyonun yan yana yazilmasiyla gosterilecektir. Elde edilen sonuglarin tamami sag

¢arpma islemine gore de elde edilmistir.

Tanim 4.5

Z,={0,12} sonlu cismi olmak tzere p ve (q iki kuaterniyon,
a,,a,,a,,a;,b,,b,b,,b, €Z, olmak  Uzere p=a,+ai+a,j+ak ve
q=Db,+bi+b,j+bk olsun. Bu durumda iki kuaterniyonun toplami ve carpimi

sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

p+q=(a,+hy)+i(a,+b)+j(a,+b,)+k(a,+h,),
pa = (b, +2a,b, + 2a,b, + 2ab, ) +i(ayh, +ah, +a,b, + 2a,b,)
+ j(agb, +a,b, +asb, +2a,b, )+ k (ab; +a,b, +a,b, +2a,b,)

seklindedir.
Uyari 4.6

ij =2ji oldugundan sonlu kuaterniyonlarda ¢carpma islemi degisme 6zelligini saglamaz.

Ornek 4.7

p=2+i+2j ve q=2+i+2j+2k rastgele secilmis iki sonlu kuaterniyon olmak

Uzere,
(2+i+2j)+(2+i+2j+2k)=1+2i+ j+2k,

(2+i+2j)(2+i+2j+2k)=2+2i+k,
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ancak

(2+i+2])(2+i+2j+2k)=2+ j+k elde edilir.

Tanim 4.8

p ve q iki kuaterniyon, a,4a,a,,a,b,b,b,,b,eZ, olmak uzere

p=a,+ai+a,j+a,k ve q=Db,+bi+b,j+bk olsun. a,=h;,a =b,a, =b,,a,=h,

esitlikleri saglaniyorsa p ve q kuaterniyonlarina esit kuaterniyonlar denir.

Tanim 4.9

Bir g=a,+a,i+4a,j+ak kuaterniyonu igin q=a,+2ai+2a,j+2ak kuaterniyonuna
g nun eslenigi denir.

Eslenik ile ilgili bazi 6zellikler

p ve q iki kuaterniyon olmak lizere asagidakiler 6zellikler saglanir:

o(p+q)=p+q,
«(pa)=pa,
«(a)=a,

oo € R olmak lizere aq=aq,

- 19,9eR
29, e R®’

® Q,...,0, birer kuaterniyon olmak tzere (q1+...+qn):q_l+...+q_n,

®(Q,,...q, birer kuaterniyon olmak tizere (q;...q,)=0,...q, elde edilir.
Tanim 4.10

Bir q=a,+ai+a,j+ak kuaterniyonu icin qq=0q=a,;+a’+a’+a,e”Z, reel

sayisina q kuaterniyonunun normu denir ve ||q|| ile gosterilir.
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Ornek 4.11

p=2+2i+2k kuaterniyonunun normu  2°4+2°+2°=1+1+1=0mod3 ve
q=1+i+2j+k kuaterniyonlarinin normu 1+1+2° +1=1eZ, olarak bulunur.
Tanim 4.12

g kuaterniyonunun normu 1 ise g kuaterniyonuna birim kuaterniyon denir.
Onerme 4.13

Sonlu kuaterniyonlarin kiimesi H,, yukarida tanimlanan kuaterniyon toplamasi ve

kuaterniyon carpmasi islemleri ile degismeli olmayan, birimli, sifir boélenli bir halkadir

ve 81 elemana sahiptir.

ispat

Kuaterniyon carpma islemi degismeli olmadigindan H, acik¢a degismeli degildir.
1+0i+0j+0k € H, birim eleman olup H, birimli bir halkadir. H, halkasinin eleman
sayisi 3' =81 elemanlidir. H, halkasinin bazi elemanlari,

(L+i+]) (2+i+j)=0,(1+i+j) (1+2i+2j)=0,(2+i+]j)(2+2i+2))=0,
(1+2i+j)(2+2i+j)=0,1+2i+j) (L+i+2))=0,(2+2i+j) (L+2i+j)=0,
(2+2i+j)(2+i+2j)=0,1+i+2j)(1+2i+j)=0,(1+i+2j)(2+i+2j)=0,
(2+i+2j)(2+2i+j)=0,(2+i+2j )(L+i+2j)=0,(1+2i+2j)(2+2i+2))=0,
(I+i+k)(2+i+k)=0,1+i+k)(1+2i+2k)=0,(2+i+k)(2+2i+2k)=0

sagladigindan sifir bolenli bir halkadir. Halkanin bu elemanlar disinda da sifir bélenleri

mevcuttur.

Onerme 4.14

H," sirali n—lilerin kiimesi bir tabani {1,i, j,k} olan serbest H, — modiildir.

4.1 H, Halkasinin idealleri

Bu alt bdlimde H, halkasinin tim ideallerini belirleyecegiz. Sol g¢arpma islemi

kullanilarak bulunacak tiim sonuclar sag carpma i¢in de bulunabilir.
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Onerme 4.15
H,, merkezi Z, ={0,1,2} olan bir temel (esas) ideal halkasidir.

ispat

)=10)

E1+I+j) {01+i+j,i+2j+2k 2+i+k 1+2j+k 2+j+2k 1+2i+2k 2+2i+2j,2i+j+k}
(i+7+K)={0i+j+k2+i+2k 2i+2j+2k 2+2i+] 1 +2i+k 1+j+2k 2+ 2j +k 1+i+2]}
(L+i+k)={01+i+k,2+2i + 2k 1+2j+ 2k 2i + 2]+ k 2+]+k i +j+2K 2+i+2j,1+2i+]}
(1+j+K)={01+ j+k, i+2j+k 2+i+) 1+2i+2j,2+2i+k 1+i+2K,2i +]j+2k2 +2j + 2k|

(0)= ()= ()= (k) = (1+1) =... = H,

oldugundan H, halkasi bir temel ideal halkasidir. ideallerin semasi sekildeki

gibidir.

H,

%\

+i+ ) (i+i+k)  (1+i+k) (14 ]+k)

{0

Sekil 4.1 H; halkasinin idealleri
Sekilden agikga H, halkasinin bir zincir halkasi olmadigi (non chain) gorilmektedir.

4.2 H, Halkasinin idempotent ve Birimsel Elemanlari
Tanim 4.17

g € H, keyfi elemanii¢cin gs =sg =1 saglayan bir s € H, varsa g € H, kuaterniyonuna
terslenebilir kuaterniyon denir. s € H, kuaterniyonuna  kuaterniyonunun tersi denir

ve g =s ile gosterilir.
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Sonu¢ 4.18

H., halkasinin sifirdan farkh her elemaninin carpimsal tersi yoktur. 48 adet

3

terslenebilir kuaterniyon vardir ve asagida listelenmistir:
V=1,(2) =2 (i) =2, (i )T =2+, (24 0) T =140, (LH20) T =2+ 2i,

) =2, (1) =24 (i+) ) =i+ (20 +]) T =20+, (1+2) )T =2+ 2,
+2)) =i+2j,(2i +2)) T =2i + 2, (k ) =2k, (LK) T =2+ k(i +K) =i+ K,

J
i

2i+ k) =2i+k(jHk) =ik (L Hi+jrk) =1+ 20+ 2]+ 2k,

(

(1

(i

(21 +

(2+i+j+K) =2+2i+2j+ 2k (L+2i+j+k ) =1+i+2j+2k

(2+2i+j+k) " =2+i+2j+ 2k (2j +k ) =2j+k,(L+i+2j+k) =1+2i+]j+2k
(2+i+2j+K) =2+ 2i+j+ 2k (1+2i+2j+Kk) =1+i+]+2k(L+2k) =2+2k,
(i+2K) " =i+2k (20 +2K) " =2i + 2k, (j+ 2K) = j+ 2k (2+i+j+2k ) =2+ 2i +2j +k,
(L+2i+j+2k ) =1+i+2j+k (2] +2k) =2j + 2k

Bu terslenebilir kuaterniyonlar asagidaki eslenik siniflari ile temsil edilir:
[1].[2].[i].[1+i].[2+i].[i+ i].[1+i+ j+k].[2+i+ j+K].

Sonu¢ 4.19

H, teki her bir kuaterniyona Z34 te bir vektor goziyle bakilirsa, terslenebilir

kuaterniyonlara karsilik gelen vektorlerin birbirine bélinme islemi yapilabilir. Bu, Z34

te bazi vektorlerin kuaterniyon temsilleri yardimiyla béliinebilmesi demektir. Boylece

74 Gzerinde 4 uzunluklu bir kodun kodsézlerinin birbirine bélinmesi islemi yapilabilir.
Tanim 4.19

geH, keyfi elemani isin q*>=q saglayan bir qeH, kuaterniyonuna idempotent
kuaterniyon denir.

Sonu¢ 4.19

14 adet idempotent kuaterniyon vardir ve asagida listelenmistir:

1,2,i +j,2i +j,i +2),2i + 2j,i + K.2i + K,j + K.2] + ki +2k,2i + 2k,j + 2k,2] + 2k.

eleman vardir ve [1],[2],[i + j] eslenik siniflari ile temsil edilir.
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Tanim 4.20

0.0, €H, keyfi elemani icin q°=q.0,°=0d,, 00,=0,0,=0 ve g +0,=1
ozelliklerini saglayan bir {ql,qz}eH3 kuaterniyon c¢iftine merkezi idempotent

kuaterniyon cifti denir.
Sonug¢ 4.21
6 adet merkezi (central) idempotent cifti bulunur ve asagida listelenmistir:

{2+1+2k,2+2i+ 2k}, {2+2i+ ], 2+i+2]},{2+ j+k, 2+ 2+ 2k},
{2+421+2],2+i+ j}.{2+ j+2k, 2+ 2] +k}, {2+2i+ 2k, 2+i +k}.

Uyari 4.22

Herhangi bir merkezi idempotent cifti bir digeri kullanilarak elde edilemiyor. Bu
nedenle tezin bu kisminda 6zel bir cift icin elde edilecek olan tiim sonuglar diger ciftler

icin de elde edilebilmektedir.

Tanim 4.23

F, cismi, F;={0,1,2} sonlu cisim olmak izere, F,[x] halkasinda indirgenemez

X* + X+ 2 polinomunun ilkel (primitif) kokii olan W ile asagidaki gibi carpimsal olarak

olusturulan cisimdir.
F, = {0,1,W,WZ,W?’,W4,W5,W6,W7} ={0,1,2,w,1+W,2w,2 + w,1+ 2w, 2 + 2w}

Onerme 4.24

F, cismi Z,+1Z, = Z3[X]<X2 +1> cismine izomorftur.

ispat

Asagidaki izomorfizma ile ispat acikca gorilir:
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0:7,+iZ, > F,
0—0

1—1

2> w'

i = w
l+i>w

2i > w?

1+ 2i—> w

242> W

4.3 H, Halkasinin Bir Ayrigimi

Bu alt bolimde merkezi idempotent elemanlar sayesinde degismeli olmayan H,

halkasi, F, cismine izomorf olan Z, +1iZ, cisminde bulunan iki parcaya ayristirilacaktir.

Onerme 4.25

Her geH, eleman, H, halkasinin idempotent ciftlerinden biri {el,ez} ve
2,2, € L, +17Z, olmak lzere q =gz +¢,z, seklinde yazilabilir.

ispat

H, halkasinin idempotent ciflerinden biri {2+i+2k,2+2i+k} olarak segilsin. Buna
gore

0=(2+i+2k)0+(2+2i+k)0

1=(2+i+2k)1+(2+2i+k)1

i=(2+i+2k)i+(2+2i+k)i

j=(2+i+2k)(2+2i)+(2+2i+k)(2+1)

k=(2+i+2k)(1+i)+(2+2i+k)(2+i)

seklinde yazilabildiginden ve her qeH,, 1i,j,k elemanlarinin lineer birlesimi

oldugundan istenen goralir.

Ornek 4.26

{2+i+2k,2+2i+2k} merkezi idempotent iftini kullanarak 1+i+ j+2keH,

elemani,
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1+i+ j+2k=2+i+2k)(2+i)+ (2+2i + k)(1+ 2i)

seklinde yazilir.

Onerme 4.27

Her geH, eleman, H,; halkasinin idempotent ciftlerinden biri {e,e,} ve
2,2, € Z4+17Z, olmak lizere g =¢z +€,z, seklinde yazilisi tek tirltdar.

ispat

qeH, ve {e,e,} idempotent gifti icin 2z,2,,2'2,'€Z,+iZ, olmak (iizere
g=¢€z +6,2, =62 '+6e,z," seklinde iki farkli yazilisa sahip olsun. Bu durumda,
e (z,+22,")=e,(22,+2,") elde edilir. Her iki esitlik soldan e ile carpildiginda
ee =ee, =1 ve ee, =e,e =0 oldugundan z, =2 " elde edilir. Benzer sekilde her iki
esitlik soldan e, ile carpildiginda, z, =z," elde edilir. Bu nedenle yazilis tek tirludar.

Sonuc¢ 4.28

H, halkasi merkezi idempotent elemanlar sayesinde (Z,+iZ,)x(Z,+iZ,) direk
carpimina parcalanabilir. Bu aynigim ile degismeli olmayan H, halkasinda kodlari

incelerken, Z, +iZ, = F, cismi tzerindeki bilinen kodlardan yararlanilacaktir.
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BOLUM 5

H, UZERINDE KODLAR

Bu béliimde, bir 6nceki boliimde tanitilan ve cebirsel yapisi incelenen H, —modil H,"
tzerinde hata diizelten kodlar tanitilacaktir. Ayrica H," tzerinde lineer kodlar, devirli

kodlar, A—sabit devirli kodlar ve goklu devirli kodlar insaa edilerek bu kodlar igin

parametreler verilecektir.

5.1 H, Halkasi Uzerinde Hata Diizelten Kodlar

Bu alt bélimde H," ile gésterilen H; halkasinin elemanlarinin sirali n—lilerinin
olusturdugu kiime lizerinde kodlari tanitarak temel tanim ve teroemler verilecektir.
Tanim 5.1

Alfabe, H,={q=a,+ai+a,j+ak|a,a,a,a eZ,i’=j =k’=ik=2} sonlu
kuaternyonlar kiimesi olsun.

i.H, Gzerinde n wuzunluklu bir séz, t=12,.,n icin W, eH, olmak Ulzere
W = W,W,...W, dizisi olarak tanimlanir. Diger bir ifadeyle, w, bir (w,,...,w,) e H,"
vektori olarak da kabul edilir.

ii. H, kiimesinin bostan farkli, ayni n uzunluklu sézlerini iceren C alt kiimesine

H, tzerinde n uzunluklu bir kod denir.

iii. C kodunun her bir elemanina C de bir kodsoz denir.
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vii. C deki kods6z sayisina C nin eleman sayisi denir ve |C| ile gosterilir.
viii.n uzunluklu ve M tane elemana sahip koda bir (n, M) kodu denir.

Ornek 5.2
C:{(0,0,0),(1+i,2i+j,k),(0,0,1+i+j+k)} kodu, H, halkasi Uzerinde

tanimlanmus bir (3,3) koddur.

Tanim 5.3
H, lGzerinde n uzunluklu iki séz X ve y olsun. X ile y arasindaki Hamming uzaklik,

X ve Yy nin birbirinden farkli bilesen sayisidir ve d (X, y) ile gosterilir.

X=XX,..X, Ve Y =V,Y,...y, olsun. Budurumda, d(x,y)=d(x,y,)+..+d(x,,y,) dir.

Burada X; ve Y;, 1 uzunluklu séz olarak diglnulebilir ve

1 x =Y, ise
0, x, =Y, ise

()=

Ornek 5.4
H," den alinmis vektérler, x=(1,0,i+ j,2k), y=(2+2k,1+ j,2i,0) ve z=(0,12i, j)

olsun. Bu durumda, d(x,y)=4,d(y,z)=3d(z x)=4 olarak bulunur.

Onerme 5.5

X,y ve z, H, tizerinde n uzunluklu sézler olsun. Bu durumda,
e 0<d(x,y)<n,
ed(xy)=0=x=y,
e d(xy)=d(y,x),

o(Ucgen esitsizligi) d (x,z)<d(x,y)+d(y,z) saglanr.
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Tanim 5.6

En az iki kodsoz igeren bir C kodunun minimum uzakhg kodsozleri arasindaki en
kiiciik Hamming uzakliktir ve d (C) ile gosterilir. Diger bir deyisle,

d(C)=min {d (x,y)Ix,yeC,x= y} olarak ifade edilebilir.

Tanim 5.7

n uzunluklu, M kodséze ve d uzakliga sahip koda bir (n,M,d) kod denir. n,M,d
sayllarina ise C kodunun parametreleri denir.

Ornek5.8

H, halkasi {zerinde verilen C :{(0,0,0),(1+i,2i+ k), (0,0,1+i+j +k)} kodu,

(3,3,1) parametrelerine sahip bir koddur.

Tanim 5.9

Eger bir C kodundaki her bir kodsoziin en az 1 ve en fazla t >0 bileseninde hata
olusmasiyla elde edilen s6z yine kods6z degilse C ye t— hata tespit eden kod denir.
Eger C kodu, t— hatayi tespit edip t+1 hatayi tespit edemiyorsa C ye tam t— hata

tespit eden kod denir.

Teorem 5.10

Bir C kodunun t— hata tespit eden bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul
d(C)>t+1 olmasidir. d(C)=t ise C kodu tam (t—1)— hata tespit eder.

Tanim 5.11

Eger C kodundaki herhangi bir kodséziin en az 1, en fazla t >0 bileseninde hata
olusmasiyla elde edilen s6z C nin baska bir kodsoziinden en az 1, en fazla t

bileseninde hata meydana gelmesiyle elde edilemiyorsa C koduna t— hata diizelten

bir kod denir. Eger C kodu t— hata diizelten bir kod ve (t+1)— hata diizeltemiyorsa

C ye tam t hata diizelten kod denir.
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Teorem 5.12

Bir C kodunun t hata diizeltebilen kod olmasi igin gerek ve yeter kosul d (C)z 2t+1

olmasidir. d(C) =2t+1 ise C kodu tam t— hata duzeltebilen koddur.

ispat
Hata diizelten kodlar icin verilen ispata benzer sekilde kolaylikla yapilabilir.
Tanim 5.13

s elemana sahip bir A alfabesi Gzerinde tanimh n uzunlugunda d minimum uzakhga

sahip bir kodun eleman sayisinin mumkiin en blyuk degeri

A(nd)= max{M |C < A",C bir (n,M,d) kod} ile tanimlanir.

5.2 H, Halkasi Uzerinde Lineer Kodlar

Bu alt bolimde H," ile gosterilen H, halkasinin elemanlarinin sirali n—lilerinin
olusturdugu kiimenin, bir H, —modil olmasi kullanilarak, H," tzerinde lineer kodlar

tanitilacaktir. Ayrica lineer kodlar icin standart formda Urete¢c matris verilecek ve bu
kodlarin parametreleri belirlenecektir. Tim bunlar yapilirken bir 6nceki bélimde

aciklanan ayrisimdan yararlanilacaktir.

Bir onceki bélimde yapildigi gibi, kisalik agisindan sol carpma kullanilacak ve buna bagh
olarak sol modiillerden stzedilecektir. Bulunan tiim teorem ve sonuglar sag ¢arpma

islemi icin de benzer sekilde elde edilmektedir.

Tanim 5.15

Bostan farkh C < H," alt kiimesi, H, Uzerinde bir modiilse C koduna, H, Uzerinde

n — uzunluklu bir lineer kod denir.

Tanim 5.16

H," tzerinde bir C lineer kodun boyutu, bir modiil olarak boyutu olarak tanimlanir ve

boy(C) =k ile gosterilir.
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Onerme 5.17

H," tzerinde bir C lineer kodun eleman sayisi |C|=81° olarak hesaplanr.

ispat
H, halkasinin 3* =81 elemani oldugundan, H," iizerinde taniml bir lineer kodun

eleman sayisi bir k e R" igin |C| =81 olarak bulunur.

Tanim 5.18

H," tzerinde bir C lineer kodu igin C nin alt H, —moddl olarak tabanini olusturan
elemanlarini satir kabul eden matrise C lineer kodun lirete¢ matrisi denir ve G ile
gosterilir.

Onerme 5.19

H, Ulzerinde n—uzunluklu bir C lineer kodu igin standart formda Urete¢ matris

asagidaki sekilde elde edilir.

L, a, +bk a, + b,k a, + bk a, +b,k

0 @+i+ I, 0 0 0

0 0 @+ j+kl, 0 0

0 0 0 A+i+k)l, 0

0 0 0 0 (i+j+kl,

Burada, &,a,,a,8,,b,b,,b,,b, €Z, dir. Ek olarak, [C|=9""™"™ ™™ olarak
hesaplanir.

ispat

H, halkasinin maksimal ideallerinin Uretegleri 1+i+ j1+ j+k1+i+k,i+ j+k dir.
Urettikleri idealler ise,

(L+i+))={01+i+j,i+2j+2k 2+i+K 1+2j+k 2+j+2k 1+2i+2k, 2+2i+2j,2i +j+k }
(L+j+K)={01+ j+k, i +2j+k 2+i+j 1+2i+2),2+2i +k 1+i+2k 2i+j+2k2 +2j + 2k}
(L+i+k)={01+i+k,2+2i+ 2k 1+2j+ 2k 2 +2j +k 2+]+k i+j+2K 2 +i+2},1+2i+]}
(i+j+k)={0i+j+k2+i+2K 2i+2j+2K 2+2i +], 1+ 2i+k 1+]+2k 2+2j+k 1+i+2j}
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seklindedir. H, halkasinin herhangi bir q elemani, g, e H, ve a,beZ, olmak lzere
qa, +(a+bk) seklinde yazilabilir. Ayrica matrisin satirlari lineer bagimsiz oldugundan
matris H, Uzerinde lineer kodlar i¢in standart formda Urete¢ matristir.
Tanim 5.20
H, ten Z,+iZ, e bir ¢ dénisimi, her qeH, ve {e,e,} merkezi idempotent
ciflerinden biriicin q=¢€,z2, +e,z, e H, , z,,2, € Z, +iZ, olmak Uzere;
¢:H, > (Zy+iZ;)x(Zy+1Z,)

q-(z,2,)
seklinde tanimlansin. H," Uzerinde bir vektérin Lee agirhigl, bu ¢ donisimi
yardimiyla, w, (q)=d, (9,0)=d, (¢(q),#(0)) seklinde tanimlanr.
Onerme 5.21
H, ten Z,+1Z, e bir ¢ dénusimi Z, — lineer bir déniisimdir.
Ispat
Her 0, =€z, +€,2,,0, =eW, +e,w, € H, ve {e,,e,} merkezi idempotent ciflerinden biri
icin 2,,2,,W,,W, € Z, +1Z, ve a, € Z, olmak lzere

¢(ad,+ Bd,) =p(a(ez,+e,2,)+ B(ew +e,w,))

=¢(aez, +ae,z, + fe W, + fe,W,)

=¢(e,(az,+ pw,)+e,(az, + fW,))

=(az, + pw, az, + BW, )

=a¢(z,,2,)+ BP (W, W,)

=ag(aq,)+A(d,)

bulunur. Béylece ¢ dénusimi, H, ten (Z,+iZ;)x(Z,+iZ;) e bir lineer

doénistimddir.

H, ten (Z,+iZ,)x(Z,+iZ,) e bir ¢ doénisimi, H den (Z,+iZ,)" e

g €H, ., 2,.2,€Z,+1Z,, 1=12,...,n olmak Uzere asagidaki sekilde genisletilebilir:
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8" H (2, +1Z,)" = (L +12,) % .. x (Zy +1Zy)
2n tane

(ql’qzi""qn) = (211’ Zip1 2513 Zypree Ly an)

Ornek 5.22

W, (L+i+J,2i, j+2K) =w, (¢(1+i+),4(2i),#(j+2k)). Merkezi idempotent cifti
olarak {2+2i+j,2+i+2]j} segilirse;
¢(1+i+j)=¢((2+2i+j)(2i)+(2+i+2j)(2+2i))=(2i,2+2i)

#(2i)=g((2+2i+ j)(20)+(2+i+2j)(2i))=(2i,2i)
#(i+2k)=g((2+2i+ j)1+(2+i+2j)(2i))=(1,2i)

Buradan, W, (1+i+ j,2i, j+2k)=6 dir.
Tanim 5.23
q=a,+aji+a,j+ak, H, halkasinda keyfi bir sonlu Kuaterniyonun Mannheim agirligi

Wy, () =|ag| +|a,| +|a,| +|as| seklinde tanimlanur.

0,.0, € H, arasindaki Mannheim mesafe d,, (¢,,0,) =W, (0, —@,) seklinde tanimlanir.

Wy (0,0 -0y ) = D Wiy, () ile hesaplanir,

1=1
Ornek 5.24
Wy, (1+i+j,2i, j+2k)=w, (1+i+j)+w, (2i)+w, (j+2k)=3+2+3=8  olarak
hesaplanir.
5.3 H, Halkasi Uzerinde Devirli Kodlar
Bu alt bélimde H, halkasi tizerinde n—uzunluklu devirli kodlar ingaa edilecek ve bu

kodlar igin parametreler verilecektir. insaa yapilirken H, halkasinin ayrigimdan

faydalanarak, Z, +1Z, tzerindeki devirli kodlar kullanilacaktir.
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Tanim 5.25

H, —modil H," bir S alt kiimesinden alinan her bir (qo,ql,...,qn_l) vektorl igin

(Gy1:Ggs-1 Gy ) €S vektoriine, (0, 0,,....0,,) vektdriinin bir 1—devirli &telemesi

denir. S kiimesinin bir elemaninin 1—devirli 6telemesi yine S kiimesinde bir vektor

ise S kimesine devirli kiime denir. H, tzerinde n—uzunluklu bir C lineer kodu, bir

devirli kiime ise C ye devirli kod denir.

Ornek 5.26

" ve {000...0} asikar devirli kodlardir.

Asagidaki  Z, —lineer donlisim vyardimiyla devirli kodlarin cebirsel yapisi

olusturulmaktadir:

7o H, - H3[X](Xn_1)

1

(Go» Gyseens Oy ) 2 O + e+ X

H3[X]( N 1) bir halka olduguna dikkat edilmelidir. Ustelik, H," deki bir vektorin

1—devirli o6telemesi, H3[%n 1) deki o vektore karsilik gelen polinomun X ile

carpiimasina karsilik gelir.

Teorem 5.27

n

H; bir temel ideal halkasi oldugundan Hs[x](x 1) bslim halkasi temel (esas) ideal

halkasidir.
ispat

H3[%n 1) bélim halkasinin sifirdan farkh bir | idealinin bir en kigik dereceli

g(x)#0 monik polinomu alinsin. Her f(x)el monik polinomu igin,

f(x)=s(x)g(x)+r(x) olacak sekilde s(x),r(x)eH;[x] monik polinomlari vardir
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ve der(r(x))<der(g(x)) esitsizligi gegerlidir.  r(x)

f(x)-s(x)g(x)el ve

g(x)el en kiigiik dereceli polinom oldugundan r(x)=0 olmak zorundadir. Bu

nedenle | :(g(x)) olup H3[%n 1) bolim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.

Teorem 5.28

7, yukarida tanimlanan Z, —lineer donlstimi olmak tzere H," nin bostan farkli bir

H, [x]

C alt kiimesi bir devirli koddur ancak ve ancak 7 (C), ( o 1) nin bir idealidir.

ispat

z(C), H, [x] bolim halkasinin  bir ideali olsun. Bu durumda her
(x"-1)

n

a,beHSCHa[X]< 1) ve ¢,C, eC kodsézleri iin az(c,),bz(c,)ex(C) elde

edilir. Buradan az(c,)+bz(c,)ex(C) olup z(ac,+bc,)ez(C) bulunur. Bu ise
ac, +bc, eC demektir. Béylece C kodu bir lineer koddur. ¢ =(c;,...,C, ;) €C kodsdzii
icin = 7(C)=Cy+CX+..+C,,X"" polinomu 7(C) nin bir elemanidir. 7(C),

HS[X] . halkasinin bir ideali oldugundan,
(x"-1)

X7 (C) = CoX +...+C,; X"
=G,y +CoX+...+Cyy (X" —1)

=C, , +CoX+..+C, X"
er(C)

bulunur. Bu nedenle C lineer kodu bir devirli koddur.

Tersine, C bir devirli kod olsun. Bu durumda z(C) den alinan herhangi bir f(x)
polinomu igin (for. frn)eC olmak lizere
f(x)=fy+ fx+..+f_x"=7z(f,...f,,) olup C devirli kod oldugundan
xf (x)=f,,+ fox+..+ f_x""ex(C) saglanir. Bdylece x*f(x)=x(xf (x))ex(C)
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saglanir. Timevarimla, her i >0 icin X' f (x) e 7(C) saglanir. C bir lineer kod ve 7 bir

lineer donisiim oldugundan 7Z'(C), H, Uzerinde bir lineer uzaydir. Buradan, her

9(X)=0p+..+9,,x" " € H?’[X]( “—1) polinomu icin

H, [x]

g(x) f (X)=iZ::gi (xi f (x)) e (C) saglanir. Buise 7 (C) nin (x” —l) halkasinin

bir ideali oldugunu gosterir.

Teorem 5.29
H, [x] : o . -
l, (x” _1) nin sifirdan farkh bir ideali ve g(x), | daki sifirdan farkli, en kiictk

dereceli, monik (bas katsayisi 1), indirgenemez polinom olsun. Bu durumda, g(X), |
idealinin bir tretecidir ve X" —1 i boler.

Tanim 5.30

H3[X]( N 1) nin sifirdan farkli bir | idealinin en kiiglik dereceli, monik, indirgenemez
X —

polinomuna | nin lirete¢ polinomu denir. C bir devirli kod olmak Uzere, 7Z'(C) nin

Uretec polinomuna C nin iirete¢ polinomu denir.
Sonug¢ 5.31

HS[X], tek turli carpanlara ayrilabilir halka olmadigindan x" -1 polinomunun

carpanlara ayrilisi birden fazladir. Bu nedenle x"—1 bu halkadaki herbir monik béleni

ile, halkadaki devirli kodlar arasinda esleme yapmak olanaksizdir. Bunu agmak igin H,

halkasinin idempotent elemanlar yardimiyla yapilan ayrisimi kullanilacaktir.
Teorem 5.32

C, H; tzerinde n—uzunluklu bir devirli kod, C,,C,, Z,+iZ, tzerinde n— uzunluklu
birer devirli kod ve {el,ez}, H, Un merkezi idempotent ciftlerinden biri olsun. Bu

durumda C =¢C, +¢,C, dir.
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ispat

{e,e,}, H, un merkezi idempotent iftlerinden biri C,C,, Z,+iZ, uzerinde
N —uzunluklu birer devirli kod ise
C=eC,+eC, ={(eC, +&,dy,...eC,, +&d,,)eH,"|c €C,,d €C,,t=0,1,..,n-1}

seklinde tanimlanan C kodunun devirli oldugunu gostermek igin alinan
(ec, +e,dy,....eC,, +6,d,,)eC kodsozi igin
(ec,,+e,d, ,,ec,+e,d,,...ec,_,+ed, ,)eC oldugu gosterilmelidir.

(ec, +€,dy,....eC,, +e,d, ) =e/(Cy,....Coy )+, (dyg,....d, ;) oldugundan ve C, ile C,

eC, eC,

birer devirli kod oldugundan (c,,C,....C,,)€C, ve (d,_,dy,...d, ,)eC, olup

€,(C,1:CpreeiCyp ) +8,(d, 4, g d, ) =(eC,; +0,d, .00y +6,d,,....ec,, +e,d, ,)eC

saglanir.

Sonug 5.33

C=(g(x)), H, uzerinde n-uzunluklu bir devirli koddur ancak ve ancak
C,=(9,(x)), C,=(9,(x)), Z,+iZ, tzerinde n—uzunluklu birer devirli kod ve
9,0, X" —1 olmak iizere, g(x)=e0,(x)+e,g,(x) dir. Ustelik, g(x)eH,[x] icin
g|x"—1 dir.

Onerme 5.34

C,=(0,), C, =(9,), Z,+iZ, tzerinde n—uzunluklu birer devirli kod ve d, (C,)=d,,
d, (C,)=d,olsun. Bu durumda, C =(g), H, izerinde n—uzunluklu bir devirli kodun
eleman sayisi, [C|=M =|C|.|C,| dir. Ayrica, C nin minimum uzaklig,
d, (C)=min{d,,d,} olarak bulunur. Diger bir deyisle, C kodu bir [n,M,d_] koddur.
ispat

C=¢eC, +6,C, oldugundan |C|=M =|C,||C,| acikea gérilir. d (C,)=d (eC,)=d,

ve d, (C,)=d,_(e,C,)=d, oldugundan d, (C)=min{d,,d,} olarak bulunur.
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Ornek 5.35

Z,+iZ, uzerinde C,=(g,)= <x3 + 2iX% +2X + i> , C,= <x2 +(2+i)x+ 2i> devirli
kodlari verilsin. Merkezi idempotent cifti olarak {2+ i+2k,2+2i+ 2k} cifti alindiginda
C=(g)=((2+i+2k)x*+(j+2k)x* +(2i +2j+ 2k)x+1) olup H, izerinde Lee
metrigine gore bir [4,93,6] ve Mannheim metrigine gore [4,93,14] devirli koddur.

Uyari 5.36

Mannheim metrik ile kodun 4 olan hata diizeltme kapasitesinin 6 ya yukseldigine

dikkat edilmelidir.

5.4 H, Halkasi Uzerinde Sabit Devirli (Constacyclic) Kodlar

Bu alt bélimde H, halkasi Gizerinde A€ H, sifirdan farkli bir eleman olmak lzere

n—uzunluklu A—sabit devirli kodlar insaa edilecek ve bu kodlar igin parametreler

verilecektir. insaa yapilirken H, halkasinin ayrngimdan faydalanarak, Z,+iZ,

Uzerindeki A —sabit devirli kodlar kullanilacaktir.

Tanim 5.37

H,—modiil H," bir S alt kimesinden alinan her bir (Q,,0,...,G, ) vektdrii icin
(20,.1,Gg:-,0,,) €S vektériine, (0y,0,,....0,,) vektériinin bir A—sabit devirli

otelemesi denir. S kimesinin bir elemaninin A —sabit devirli 6telemesi yine S

kimesinde bir vektor ise S kiimesine A—sabit devirli kiime denir. H, (zerinde

n—uzunluklu bir C lineer kodu, bir A—sabit devirli kime ise C ye A —sabit devirli

kod denir.
Ornek 5.38
A =1 alindiginda tim1— sabit devirli kodlar, devirli kodlardir.

Asagidaki Z, —lineer donisim vyardimiyla devirli kodlarin  cebirsel yapisi

olusturulmaktadir:
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. H, — HS[X](x”—/I)

n-1

(Go» yseens Upy ) > Uy + oo 40y X

Hs[x](xn A) bir halka olduguna dikkat edilmelidir. Ustelik, H," deki bir vektériin

A —sabit devirli 6telemesi, H3[%n /1) deki o vektore karsilik gelen polinomun X

ile carpilmasina karsilik gelir.

Teorem 5.39
H, bir temel ideal halkasi oldugundan H3[%n ﬂ) boliim halkasi temel (esas) ideal

halkasidir.
ispat

H3[X]( . /1) bolim halkasinin sifirdan farkli bir | idealinin bir en kiiglik dereceli

g(x)#0 monik polinomu alinsin. Her f(x)el monik polinomu igin,
f(x)=s(x)g(x)+r(x) olacak sekilde s(x),r(x)eH;[x] monik polinomlari vardir
f(x)-s(x)g(x)el ve

g(x)el en kigik dereceli polinom oldugundan r(x)=0 olmak zorundadir. Bu

ve der(r(x))<der(g(x)) esitsizligi  gegerlidir.  r(x)

nedenle | =(g (X)) olup HS[%n _/1) bolim halkasi temel (esas) ideal halkasidir.

Teorem 5.40

7, , yukarida tanimlanan Z, —lineer déniisimii olmak tzere H," nin bostan farkli bir

C alt kiimesi bir A —sabit devirli koddur ancak ve ancak 7, (C), H3[%n Z) nin bir

idealidir.
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ispat

(n /1) bélim halkasinin  bir ideali olsun. Bu durumda her

n

abeH,c H3[X]( /”t) ve ¢,,C, € C kodsézleriicin ar, (c,),bz, (c,) ez, (C) elde

edilir. Buradan ar, (¢, )+bz, (c,) ez, (C) olup 7, (ac,+bc,) ez, (C) bulunur. Bu ise
ac, +bc, e C demektir. Bdylece C kodu bir lineer koddur. ¢ =(c,,...,C, ;) €C kodsézii
icin 7, (C)=Cy+CX+...4+C,_X"" polinomu 7,(C) nin bir elemanidir. 7,(C),

H3[X](Xn ) halkasinin bir ideali oldugundan,

X7, (€) =CoX+...+C, ;X"
= AC,; +CoX+.t (X" = 2)

— n-1
=C, 4 +CoX+...4+C, ,X
er,(C)

bulunur. Bu nedenle C lineer kodu bir A —sabit devirli koddur.

Tersine, C bir A—sabit devirli kod olsun. Bu durumda 7, (C) den alinan herhangi bir
f(x) polinomu icin (for fiu)eC olmak Uzere
f(x)=fo+ fx+..+f _x""=x,(f,.. f._) olup C 1—sabit devirli kod oldugundan
Xf (x)=f,_ + fox+..+ f X" ex,(C) saglanir. Béylece x*f (x)=x(xf (x))ex,(C)
saglanir. Timevarimla, her i >0 icin x'f (x) ez, (C) saglanir. C bir lineer kod ve 7,

bir lineer déniisim oldugundan =, (C), H, Uzerinde bir lineer uzaydir. Buradan, her

g(x) — gy tetg, X ( ) _/1) polinomu igin

g(x)f(x):ggi(xif(X))Eﬂl(C) saglanir. Bu ise 7, (C)nin H3[%n_ﬂ)

halkasinin bir ideali oldugunu gosterir.
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Teorem 5.41
I, H3[%n l) nin sifirdan farkl bir ideali ve g(x), | daki sifirdan farkl, en kigiik
X —

dereceli, monik (bas katsayisi 1), indirgenemez polinom olsun. Bu durumda, g(X), |
idealinin bir tretecidir ve X" — A ibdler.

Tanim 5.42

H3[X]( . /1) nin sifirdan farkh bir | idealinin en kiglik dereceli, monik,
X —

indirgenemez polinomuna | nin lireteg polinomu denir. C bir devirli kod olmak lizere,

T, (C) nin Ureteg¢ polinomuna C nin iirete¢ polinomu denir.

Sonug¢ 5.43

Hs[x], tek tirli carpanlara ayrilabilir halka olmadigindan x"—A4 polinomunun

carpanlara ayrilisi birden fazladir. Bu nedenle X" —A4 bu halkadaki herbir monik boleni

ile, halkadaki devirli kodlar arasinda esleme yapmak olanaksizdir. Bunu agsmak i¢in H,

halkasinin idempotent elemanlar yardimiyla yapilan ayrisimi kullanilacaktir.

Teorem 5.44

C.C,, Z,+iZ, uzerinde, sirasiyla, n—uzunluklu A — A, —sabit devirli kodlar ve
{el,ez} idempotent c¢ifti, H, Un merkezi idempotent ciftlerinden biri olsun. Bu
durumda, 4 =A4¢ +4,e, olmak lzere, C=¢C, +e,C,, H, lizerinde n—uzunluklu bir
A —sabit devirli koddur.

ispat

{e.,e,}, H, iin merkezi idempotent ciftlerinden biri C,,C,, Z, +iZ, uzerinde sirasiyla,
n—uzunluklu A, — A, —sabit devirli kodlar ise
C=eC, +&,C, ={(ec, +&,dy,....eC,, +€,d, ;) eH"[c €C,,d, €C,,t =0,1,...,n -1}
seklinde tanimlanan C kodunun A =A¢, + A€, —sabit devirli kod oldugunu géstermek

igin alinan (eCo +8,dg,...eC, +6,d, ,)eC kodsézii igin
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(48 +A8,)ec,  +e,d, .66, +e,dy,...eC, ,+e,d, ,)eC  oldugu gdsteriimelidir.
e’=¢,e’=¢,, ee,=e. =0 ve C, ile C,, sirasiyla birer 4—,4, —sabit devirli kod
oldugundan (Ac,,,C,,....C,,)€C, ve (4,d ,,d,....d,,)eC, olup

e, (A4C1,CorsCry ) +8, (A, ,dg, ..., d, ,) €C saglanir. Béylece C kodu, A-—sabit
devirli koddur.
Sonug 5.45
C,=(0,(x)), C,=(0,(X)), Z,+iZ, Uzerinde sirasiyla, n—uzunluklu 4,—, 1, —sabit
devirli kodlar ve g,(X)h(x)=x"-4%, g,(x)h(x)=x"-4, olsun. C=(g(x)), H,
lizerinde Nn—uzunluklu bir A —sabit devirli koddur ve g(x)=eg,(x)+e,g,(x) dir.
Ustelik, 1 =4e, + A€, olmak tizere, g(x)h(x)=x"—24 dir.
Onerme 5.46
C,=(9,), C,=(0,), Z,+iZ, tzerinde sirasiyla, N—uzunluklu 4,—, 1, —sabit devirli
kodlar, g,(x)h(x)=x"-4, g,(x)h(x)=x"—-4, ve d, (C,;)=d,, d (C,)=d,olsun.
Bu durumda, C =(g), 1=4¢e +4e,, H, lzerinde n—uzunluklu bir A —sabit devirli
kodun eleman sayisi, |C|= M =|C1|.|C2| dir. Ayrica, C nin minimum uzakhgi,
d, (C)=min{d,,d,} ve parametreleri, (n,M,d_) seklinde gésterilir.
5.5 H, Halkasi Uzerinde Coklu Devirli (Polycyclic) Kodlar

Bu alt bolimde, H, halkasi lzerinde n—uzunluklu coklu devirli kodlarin yapisi

incelenecektir. Ozel durumlarda devirli kodlara ve A—sabit devirli kodlara karsilik

geldigi gosterilecektir.
Tanim 5.47

H;—modil H," nin bostan farkli bir ScH," altkimesi olsun. Alinan bir
$=(SpS1-1Syq ) €S vektérinin v=(Vy,...,v, ;) € H;" olmak iizere saat yéniinde bir

v—coklu devirli 6telenmesi, (0,S,,S,,....5,,)+ S, (Vp:-sV,y) vektorii olarak
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tanimlanir. Eger her (s,,s,,...5,;) €S vektdrii igin (0,50,5;,..5,)+ Sy (Vorers Voy )

"1 n-1
vektorl yine S kiimesinin bir elemani oluyorsa S kimesine v —g¢oklu devirli kiime
denir. Eger bir C lineer kodu bir v—c¢oklu devirli kiime ise C koduna bir v—g¢oklu

devirli kod denir.

Ornek 5.48

i. v(x)=1 alindiginda tiim devirli kodlar, v— goklu devirli kodlardir.
ii. V(X) = A alindiginda tim A —sabit devirli kodlar, v— ¢oklu devirli kodlardir.

Asagidaki lineer déniisim yardimiyla V=(VgenVyy ) € HY' ve
V(X) =V, +VX+...+V,,X"" olmak iizere v—goklu devirli kodlarin cebirsel yapisi

olusturulmaktadir:

7o HY o HS[%H_V(X))

(39,8, 8,4 ) > 3y +...+a,, X" mod (X" —v(x)).

Dikkat edilmelidir ki, H," deki bir vektérin v—coklu devirli &telemesi,

H3[X] \ deki o vektore karsilik gelen polinomun X ile ¢arpilmasina karsilik
(x —v(x))

gelir.

Teorem 5.49

H," bir temel ideal halkasi oldugundan H3[%n V(X)) bélim halkasi temel (esas)

ideal halkasidir.

Teorem 5.50

7,, yukarida tanimlanan Z, — lineer déniisimu olmak tizere H," nin bostan farkli bir

C alt kiimesi bir v—goklu devirli koddur ancak ve ancak z,(C),

bolim halkasinin bir idealidir.
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z,(C), HS[X] bolim halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda her
(x”—v(x))

a,beZSCHS[%n_V(X)) ve C,C, eC kodsozleri isin ar,(c,),bz,(c,)ex,(C)

elde edilir. Buradan ar, (c,)+bz, (c,) e 7, (C) olup 7,(ac,+bc,) ez, (C) bulunur. Bu
ise ac, +bc, eC demektir. Boylece C kodu bir lineer koddur. ¢=(c,,....c,,)eC
kodsézii igin 7, (C)=C,+C,X+...+C,, X"~ polinomu 7, (C) nin bir elemanidir. 7,(C),

H, [x]
(x"—v(x)

koddur.

) halkasinin bir ideali oldugundan, C lineer kodu bir v— coklu devirli

Tersine, devirli ve A —sabit devirli koldar icin yapilan ispatlara benzer sekilde 7Z'V(C)

halkasinin bir ideali oldugu gorilir.

Tanim 5.51
H, [X] . nin sifirdan farklh bir | idealinin en kiglik dereceli, monik,
(x —v(x))

indirgenemez polinomuna | nin ireteg¢ polinomu denir. C bir v—¢oklu devirli kod

olmak lzere, 7, (C) nin Ureteg¢ polinomuna C nin iirete¢ polinomu denir.

Sonug 5.52

Hs[X], tek turli garpanlara ayrilabilir halka olmadigindan X”—V(X) polinomunun

carpanlara ayrilisi birden fazladir. Bu nedenle X”—V(X) bu halkadaki her bir monik
boleni ile, halkadaki devirli kodlar arasinda esleme yapmak olanaksizdir. Bunu asmak

icin H, halkasinin idempotent elemanlar yardimiyla yapilan ayrisimi kullanilacaktir.

Teorem 5.53
C..C,, Z,+iZ, uzerinde, sirasiyla, n—uzunluklu v,— Vv, —coklu devirli kodlar ve
{el,ez} idempotent cifti, H, Un merkezi idempotent ciftlerinden biri olsun. Bu
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durumda, V(Xx)=Vv,(x)e,+V,(x)e, olmak izere, C=¢eC,+e,C,, H, izerinde
N —uzunluklu bir v—sabit devirli koddur.

ispat

{e.,e,}, H, iin merkezi idempotent ciftlerinden biri C,,C,, Z, +iZ, uzerinde sirasiyla,
N —uzunluklu V,—,V, —¢oklu devirli kodlar ise
C=eC, +eC, ={(eC, +&,dy,...eC,, +&d,,)eH,"|c €C,,d €C,,t=0,1..,n-1}
seklinde tanimlanan C kodunun v(x)=V,(x)e, +V, (x)e, — ¢oklu devirli kod oldugunu
gostermek  igin  aliman  (ec,+e,d,,....C,, +6,d, ,)eC  kodsdzii igin
((v1 (X)e,+V,(X)e,)ec, , +e,d, ;. ec,+e,dy,...ec, , +e2dn_2) eC oldugu
gosterilmelidir.

Sonug 5.54

C,=(9,(x)), C,=(0,(X)), Z;+iZ, zerinde sirasiyla, n—uzunluklu Vv,—,v, —coklu
devirli kodlar ve g,(X)h(x)=x"-v;, g,(X)h(x)=x"-v, olsun. C=(g(x)), H,
lizerinde n—uzunluklu bir v—goklu devirli koddur ve g(x)=eg,(x)+e,9,(x) dir.
Ustelik, v=Vv,e, +V,€, olmak tizere, g(x)h(x)=x"—-v dir.

Onerme 5.55

C, :<gl>, C, :<gz>, 7., +17Z, Uzerinde sirasiyla, n—uzunluklu v,—,V, —coklu devirli
kodlar, g,(x)h(x)=x"-v,, g,(x)h(x)=x"-v, ve d (C,)=d,, d, (C,)=d,olsun.

Bu durumda, C=<g>, V=Ve +V,e,, H, lzerinde n-uzunluklu bir v,—,Vv, —coklu

devirli kodun eleman sayisi, C|: M :|Cl|.|C2| dir. Ayrica, C nin minimum uzakligi,
d, (C)=min{d,,d,} ve parametreleri, (n,M,d_) seklinde gbsterilir.
Ornek 5.56

Vi(X)=(2+1)x* +i, V, (%)= +ix? +(1+2i) x + (1+1) olmak izere,

C, =<g1(x)= X*+(2+i)x° +i>, C, :<gz(x)= X° +ix?+(1+ 2i)x+(1+i)> olsun.
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9,1 x> =v;(x) ve g, |x*—V,(X) oldugundan C, ve C,, Z,+iZ, lizerinde 3 uzunluklu
birer ¢oklu devirli koddur. Bu durumda, e =2+i+2k ve e,=2+2i+k alinirsa,
g(x)=(2+i+2k)g,(x)+(2+2i+k)g,(x) ve
V(X)=(2+i+2k)v,(x)+(2+2i+k)v,(x) olmak tizere, g(x)|x*—V(x) oldugundan

C :<g(x)> , H, tzerinde 3 uzunluklu bir ¢oklu devirli koddur.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda literatirden farkh olarak degismeli olmayan ve zincir halkasi
olmayan bir sonlu halka incelenmis ve bu cebirsel yapi Gzerinde lineer kodlarin insaasi

yapimistir.

Ote yandan devirli kodlar incelenerek bu kodlar icin parametreler verilmistir. Lee
metrik ve Mannheim metrik kullanilarak kodun minimum medafesi hesaplanarak
metrikler karsilastirilmistir. Halkanin herhangi bir elemanina bagli sabit devirli kodlara

genisletimistir.
Son olarak lineer kodlarin en genis ailesi olan ¢oklu devirli kodlarin yapisi verilmistir.

Bu c¢alisma ilerleyen zamanlarda, keyfi bir p asal sayisi igin Hp halkasina

genisletilebilir. Ayrica dual kodlar ¢alisilarak kendine dik (self-dual) kodlar incelenebilir.
Lineer kodlar igin iyi bilinen sinirlar galisilarak iyi parametrelere sahip yeni kodlar

arastirilabilir.
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