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OZET

DOGRUSAL OLMAYAN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK
COZUMLERI iCiN CHEBYSHEV DALGACIK SIRALAMA METODU

Yasemin BAKIR

Matematik Mihendisligi Anabilim Dal

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Aydin SECER
Es Danisman: Dr. Ogr.Uyesi Sertan ALKAN

Bu tezde galismasinda Ginzburg-Landau denklemi, Korteweg-de Vries denklemi vb. pek
¢ok oneme sahip dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziim bicimini
kolaylastirmasi ve analitik ¢6ziime olan yaklasiminin dogrulugu ile oldukca etkili bir
Chebyshev dalgacik siralama metodu tartisilip, uygulanmaya calisiimistir. Bu metot
Cheyshev dalgacik metodu ve Legendre dalgacik siralama metoduyla kiyaslanmis ve bu
metodun ne kadar gliclii dogruluga sahip oldugu vurgulanmistir.

Oncelikli olarak bu metodun ana fikri, problemlere Chebyshev dalgacik seri acilimlari ile
yaklasim saglamaktir. Chebyshev dalgacik siralama metodunu uygulayabilmek icin ilk
olarak integralin operator matrisleri elde edilmekte ve sonrasinda da ¢dzimuinin
yapilmasi arzu edilen dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem bu matrisler
yardimi ile daha kolay ¢ozulebilir cebirsel bir denklem sistemine donustirilmektedir.
Elde edilen bu cebirsel sistem Maple bilgisayar programi kullanilarak ¢oziilmeye
cahisiimaktadir.

Chebyshev dalgacik siralama metodu Ginzburg Landau, Korteweg-de Vries ve bazi
onemli denklemlere uygulanmasi sonucunda elde edilen niimerik ¢oziimler ile analitik

Xii



¢ozumler birbiri ile karsilagtirilmis ve nimerik ¢6zimin analitik ¢6ziime ne kadar iyi
yaklastigi tablolar ve sekiller yardimiyla gosterilmistir.

Daha sonra, Chebyshev dalgacik siralama metodunun CWM ve LWCM metoduna goére
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimi igin ¢ok daha uygun oldugu
gozlenmistir. Sonug olarak bu yontemin en buyilk avantajinin diger géz 6nlne alinan
metotlarla karsilastirildiginda bunun uygulanabilirliginin daha basit oldugu ve niimerik
¢6zuiminin ise analitik ¢6ziime ¢ok daha iyi yaklastig tespit edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Chebyshev Dalgacik Siralama Metodu, Ginzburg-Landau Denklemi,
Korteweg-de Vries Denklemi, Sine-Gordon Denklemi, integrasyonun Operasyonel
Matrisleri

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

CHEBYSHEV WAVELET COLLOCATION METHOD FOR NUMERICAL
SOLUTION OF NON-LINEAR PARTIAL DIFERANTIAL EQUATION

Yasemin BAKIR

Mathematical Engineering

Ph.D. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Aydin SECER
Co-Adviser: Asst. Prof. Sertan ALKAN

In this thesis, Chebyshev wavelet collocation method is firstly introduced and also
applied to different important nonlinear partial differential equations as Ginzburg-
Landau equation, Korteweg-de Vries equation and etc. This method is compared with
the each other and showed that how this method powerfull as well as the Legendre
wavelet collocation method.

Primarily, the main idea of this method is to provide the convergency in terms of
Chebyshev wavelet series. To apply the Chebyshev Wavelet collocation method, firstly
the operator matrix needs to derived and then transform the nonlinear partial
differential equation into a more easily solvable algebraic system by using these
matrices. Once obtaining this algebraic system then it may be solved by using Maple
packet program.

By applying the Chebyshev wavelet collacation method to Ginzburg Landau, Korteweg-
de Vries and the other important equation as it mentioned above, obtaining numerical
results are compared with the analytical solutions carefully and the results supported
by graphs, illustrated by tables. It is finally pointed out that how the numerical solution
approximates to the analytical solution.
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Moreover, we it is observed that the Chebyshev wavelet collocation method is much
more suited for solving nonlinear partial diffrential equations than the Chebyshev
Wavelet and Legendre Wavelet collocation method. Consequently, it is concluded that
the applicability of this method is more simple with respect to the other techniques
and also it is seen that the numerical solution has a much better approach to analytical
solution.

Keywords: Chebyshev Wavelet Collocation Method, Ginzburg-Landau Equation,
Korteweg-de Vries Equation, Sine-Gordon Equation, Operational Matrices of
Integration

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Tarihsel bir perspektiften bakildiginda, dalgacik analizi, 19. yizyilin matematiksel
temelini olusturan Joseph Fourier'in ¢alismalarina dayansa da yeni bir metottur.
Fourier, frekans analizi teorisinin temellerini atmis ve daha sonra bunun ¢ok 6nemli ve
etkili oldugu kanitlanmistir. Fourierin bu yaklasimi sinyal filtreleme ve zamana bagh
dalga benzeri 6zelliklere sahip sikistirmalar icin olduk¢a uygundur. Bununla beraber, bu
metot bolgesel 6zelliklere sahip fonksiyonlar igin uygun olmayabilir. Baska bir deyisle,
Fourier serileri ile sadece frekans ¢ozunirligi elde edilebilir ancak zaman ¢6zinurlGgi
elde edilemez. Boylece Fourier serileri bir sinyaldeki tim frekanslari tanimlayabilme
Ozelligine sahipse de, bu frekanslarin ne zaman oldugunu belirleyememektedir. Bu
nedenle, arastirmacilarin cogu frekans temelli analizden 6lcek tabanl analize dogru

giderek artan bir ilgi géstermiglerdir.

Dalgacik kavrami, ilk kez 1909'da Alfred Haar'in yiiksek lisans tezi ile ele alinmistir. O
zamandan beri dalgacik analiz metotlarini gelistiriimektedir. Alfred Haar'dan sonra,
dalgacik arastirmalari Y.Meyer ve meslektaslari tarafindan daha ileriye tasinarak
uluslararasi boyuta ulagsmis ve ana algoritma Stephane Mallat'in 1988 yillarindaki

calismalarina dayanmistir.

Bu alanda onciliuk edip, katkida bulunan arastirmacilarin basinda Ingrid Daubechies,

Ronald Coifman ve Victor Wickerhauser vardir.



Genel olarak dalgaciklar birgok bilim ve mihendislik alaninda ¢ok basarili bir sekilde
kullanilmaktadir. Dalgaciklar, verilen bir denklemi cebirsel denklem sistemine
donugstirerek daha kullanish ve daha iyi sonug veren sistem haline getirirler. Bu
nedenle de dalgacik metotlari giiniimizde daha cok tercih edilen bir nimerik metot
olarak kullanilmaktadir ve giin gectikce de galisma ve kullanim alanlari ¢ok hizli bir

sekilde artmaktadir.

Dalgaciklarin bircok farkli ailesi vardir. Bunlarin, en tanidik ve basit olani Haar
dalgaciklardir. Haar dalgaciklari, basitliklerinden dolayi birgok arastirmaci tarafindan
kullanilmistir [1-6]. Ancak Haar fonksiyonlarinin kullanmanin dezavantaji, nimerik
yaklasimin dogrulugunun ¢ok duisik olmasidir. Dolayisiyla, Chebyshev dalgaciklarinin
Haar dalgaciklarindan daha dogru bir yaklasimi oldugu dustinilmektedir [7]. Bu Tezde
ise Chebyshev dalgaciklari ele alinmis olup, bu dalgaciklarin dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerdeki yaklasiminin dogrulugu ele alinmistir. Bunun igin
Chebyshev polinomlari ve 6zellikleri, operatér matrislerin olusturulmasindaki genel
prosediiri elde etmek icin kullanilir. Sonrasinda da dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6zimu icin Chebyshev dalgacik agilimlarinin operatér matrisleri
kullanihr.  DlzglinlGgl ve iyi enterpolasyon o&zellikleri nedeniyle, Chebyshev
dalgaciklarinin dogrulugu tercih edilen pek ¢ok diger dalgacigin dogrulugundan daha

iyidir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez konusunun temel amaci, Ginzburg-Landau denklemi, Korteweg de Vries (KdV)
denklemi ve bunlar gibi pek cok dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem icin etkili
olan bir Chebyshev dalgacik siralama metodunu ortaya koymaktir. Bu metodun temel
fikri, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimiine Chebyshev
dalgacik serileri ile yaklasimi saglamaktir. Baslangi¢ ve sinir kosullu bu denklemlerin
niimerik ¢6zimiini elde etmek icin 6nce bu metodun nasil kullanilacagini gostermek
ve daha sonra, Chebyshev dalgaciklari icin operatér matrisini elde etmek ve sonucta da
bu metodu Ginzburg-Landau, KdV ve Sine-Gordon gibi 6énemli denklemlere bunu
uygulamaktir. Boylece dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemleri dogrusal

olmayan cebirsel bir denklem sistemine donustiirip, bu sistemi Maple paket
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programiyla ¢6zlp, uygulamis oldugumuz bu teknigin gegerliligini ve uygulanabilirligini

boylece acikliga kavusturmaktir.

1.3 Hipotez

Bu calismada Chebyshev dalgacik siralama metodu Ginzburg Landau denklemi,
Korteweg-de Vries denklemi ve Sine-Gordon denklemine uygulanmis ve nimerik
sonuclar denklemlerin analitik ¢oziimleri ile karsilastiriimistir. Sekiller ve tablolardan
gorilecegi lizere, nimerik ¢ézimlerin analitik ¢gézimlere yakinsadiklari agiktir. Dahasi,
Chebyshev dalgacik siralama metodu, bu metodu karsilastirmak icin ele aldigimiz
Chebyshev dalgacik metodu ve Legendre dalgacik siralama metoduna gore dogrusal
olmayan baslangi¢c ve sinir deger problemlerinin ¢6zimi icin daha uygun oldugu
gorilmektedir. Buna ek olarak, bu metodun en bliyik avantaji, uygulanabilirliginin
basitligi ve analitik ¢6zime g¢ok daha iyi yakinsamasidir. Sonug olarak, Analitik ¢6zim,
nimerik ¢6zim ile mukayese edildiginde Chebyshev dalgacik siralama metodunun
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6zimu icin uygun, verimli ve ¢ok az

hata veren bir metot oldugu gorilmustir.



BOLUM 2

DALGACIKLAR iGiN TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 L*(R) ve Yaklagim Ozdeslikleri

"Dalgaciklar" terimi ile genellikle olusturulan 6rnekler, R Uzerindeki dalgaciklari ifade
eder. Bu kissmda R 'de Fourier analizinin temelleri ve dalgacik kavramini olusturmak
icin gerekli temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. R Uzerinde karesi

integrallenebilir olan f fonksiyonlari, yani

LJ f(x)| dx < +o0 (2.1)

olmak (izere LZ(R):{f :]R—)(C:J.R|f(x)|2 dx<+oo} bigiminde tanimlanir. L*(R),

fonksiyonlarin noktasal toplam ve skaler g¢arpim operatorlerine sahip bir vektor

uzayidir. Boylece,

f,geL’(R) icin,
(f,g)= jR f (x)g(x)dx (2.2)
tanimlanir. Dolayisi ile <.,.>, L*(R)’ de bir ig carpimdir.

)= (]It Gof dx) 23)

normuile L*(R) bir normlu uzay olur.



Oteyandan f,g e L*(R) icin,

[, 10990aad = ([ | oof dx)”z ([ Js0oF dx)l/z o

biciminde Cauchy-Schwarz esitsizligi tanimlanir. Bu esitsizlikte f,g sirasiyla |f|,|g| ile

yer degistirebilir. Boylece

12 12
[ 1f)g00]dx < ( [ 1Feof dx) ( [ lato” dx) (2.5)
elde edilir. Ayni zamanda da

(117 00+ 900 x| = ([, 1£ 0 ax) " +(], Jacor” ex)” 26

Ucgen esitsizligi saglanir. Genel i¢ ¢arpim uzayi igin LZ(R)’ de yakinsaklik tanimlari
asagidaki gibidir:

L*(IR)’ deki fonksiyonlarin bir dizisi { f,} _ ve f eL’(R) olsun. Her &> 0 icin ve her

neN

n>N icin |[f — f| <& olacak sekilde bir N €N var ise {f.}, ., dizisi f’e yakinsaktir

denir. Buna denk olarak n — +oo iken || f,— f|| — 0 ifadesi de kullanilir.

Her £>0 icin ve her nm>N igin ||fn—fm||<g olacak sekilde N eN var ise

{f,},_ dizisi bir Cauchy dizisidir.

L*(R)’ deki her Cauchy dizisi, L*(R)’ de yakinsak ise L*(R) tamdir. Béylece L*(IR)
bir Hilbert uzayidir. Simdi LZ(]R) icin tam ortonormal ciimlelerin 6zel bir bicimi olan

dalgacik sistemlerini olusturalim.

Tanim 2.1 Ll(R)z{f ‘R —>C:IR| f (x)|dx<+oo} ve fel'(R)igin,
[£1, =], (0] dx (27)

olsun. ||

|, L' normudur. Eger f e '(R) ise f integrallenebilirdir [8].



Lemma2.1 feL'(R) ise o zaman

[, foodx <[ [f00lax=] 1], (2.5

.||lnormu ile normlu vektor uzayidir fakat i¢ carpim uzayi degildir [8].

L(B),

Tanm 2.2 f,g:R —>C ve hemen hemenher xeR igin

[ Ox=y)g(y)|dy <o (2.9)

olsun. (2.9) denklemini saglayan X’ ler igin

(f*g))=] f(x=y)a(v)dy (2.10)

tanimlanir [8]. (2.9) denklemini saglamayan X’ ler igin (f *g)(x):O tanimlanir.

fxg’ye f ve g’ nin konvoliisyonu denir. (2.10) denkleminde t=x-y degisken

degisimi yaparak konvolilisyonun degismeli oldugu gorilir ki,

fxg=gx*f (2.11)

elde edilir.

Lemma 2.2

Of,geLz(R) oldugunu farzedelim. VxeR icin (2.9) esitsizligi saglansin. Bu

durumda, f *g sinirhidirve Vx e R igin |(f *g)(x)|£||f||||g|| olur.

of,ge Ll(R) oldugunu farzedelim. (2.9) esitsizligi hemen hemen her xR igin

saglansin. Bu takdirde, f *geL'(R) olacak sekilde | f =g <] f],|g], dir.

o f e ’(R) ve gel'(R)oldugunu farzedelim. (2.9) esitsizligi hemen hemen her

x € R icin saglansin. Bu takdirde f =g e L*(R) olacak sekilde | f =g <|f|||g].

olur [8].



Tanm 23 f:R—>C ve yeR olsun. R f(x)=f(x-y) ile R f:R—C dénisimi

tanimlayalim. Ayni zamanda ?(X):f(—x) ile f:R—>C konjugate yansimali

fonksiyonu tanimlansin. Buna gore asagidaki Lemma 2.3’ (in 6zelliklerine sahip olunur

[8].

Lemma2.3 f,gel*(R) ve X,y eR oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,
« (RF.RO)=(f.R )
« (f.R9)=(F*g)(y)

olur [8].

Tanm 2.4 g:R—>C ve teR ve t>0 olmak tizere, g’ nin t-genlesmesi g,:R > C

1 (x
9,(x) _Ig(Tj (2.12)

ile tanimlanir. (2.12) denklemindeki t carpani degisken degisimiyle

[, 9.00dx=[_g(x)x

oldugunu garantiler. ¢*(Z,) ve ¢*(Z) durumlarinda 6zdes bir konviilasyon vardir [8].

Tanim 2.5 g:R — C, sabit bir ¢, >0 icin, tim X e R i¢in

IQ(X)ISL2 (2.13)
(1+|x| )

ve

_[Rg(x)dx:l (2.14)

ve her bir t >0 igin, (2.12) denklemi ile g,” nin tanimlandigini farzedelim. {gt}t>0 ailesi

bir yaklasik 6zdesliktir. (2.13) esitsizligi g’ nin sinirlandirildigini ve biyiik bir X igin iz
X

nin bir sabit ¢arpimi olarak en azindan hizli bozundugunu belirten durumdur. Bu iki



kosul, g € Ll(R) oldugunu kastetmektedir. |X|Sl icin sinirhlik kosulunu ve |X|>1 icin

bozunma kosulu uygulanarak,

c
J.R|g (x)|dx < j{x:‘x‘ﬂ} c,dx + j{x:\x\>l}x_12dx < 400 (2.15)

yazilir. Dolayisiyla (2.14) denkleminin integrali kesinlikle yakinsaktir [8]. Cogu yerde
(2.13) gibi daha zayif bozunma kosullarina burada izin verilmektedir, ancak bu tanim

yine de amacg icin yeterlidir. Bunun yaninda {gt}t>0 yaklasik 6zdesliginin kullaniimasinin

sebebi Teorem 2.1’ de agiklanmistir. Bu sonucu belirtmek igin bazi 6n hazirliklarin

yapilmasi gereklidir.

Lebesgue integralini kullanabilmek icin 6nce analizin temel teoreminin bilinmesi

gerekir. Eger f € L'(R) ve sabit bir acR igin, F(x) =I f (t)dt ise bu takdirde, F, R

Gzerinde hemen hemen her yerde diferansiyellenebilirdir ve hemen hemen her yerde

F'=f dir. Bunun sonucunda eger f e L'(R) ise, bu takdirde hemen hemen her

xe R icin
lim == " £ t)dt = f 2.16
fim [ £ @)= 109 216

olur. Bunu gorebilmek igin,

i X+t f(t)dt: F(X+h)—F(X—t) :i
2h Jx-t 2h 2

F(x+h)—F(x)+ F(x)-F(x-t)
h h

ve F'(x) var oldugundan, h—0 iken her bir fark bolumi F’'(x)’ e yakinsadig

gozlemlenir. f(X), t integrasyon degiskenine gore sabit ise,

Lt ()t = £ (x)
2h dxn -

olup, boylece (2.16) denklemi

. 1 px+h
lim — . f(t)— f(x)dt=0

h—0* 2h Jx-



bigiminde yazilabilir. y=x—t degisken degisimiyle,

.1 ¢n
|Im% L f(x=y)—-f(x)dy=0 (2.17)

elde edilir. Bununla birlikte, —h<y<h igin f(x—y) degerleri f(x)’ e ortalama

yaklasirken, bu integrallerin sadelestiriimesiyle bunun 0’ a yakinsamasi mimkindiir.

Bu ise asagidaki ifadeyi daha da gliglendirir.

Tanm 2.6 f € L'(R) oldugunu farzedelim.

lim =" | F(x)|dy =0
Jim [ | (=)= (ol dy = (2.18)

ise, f’nin bir Lebesgue noktasi x e R olur [8].

f ’ nin bir stireklilik noktasi ayni zamanda f ’ nin bir Lebesgue noktasidir. Ancak bir

Lebesgue noktasi mutlaka bir stireklilik noktasi degildir.

integrallenebilir bir f fonksiyonu herhangi bir siireklilik noktasina sahip olmayabilir.

(Yani, X’ in her rasyonel degerinde 1, her irrasyonel degerinde 0 olan bir fonksiyon

buna ornek olabilir) Ancak bir sonraki lemma neredeyse tim noktalarin f’ nin

Lebesgue noktalari oldugunu garanti eder.

Lemma 2.4 f e '(R) oldugunu farzedelim. R’ nin neredeyse her noktasi f ’ nin bir

Lebesgue noktasidir [8].

Teorem 2.1 f € L'(R) ve {g,},,’ nin bir yaklasik 6zdeslik oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde f ’ nin her x Lebesgue noktasi icin,

lim(g, = f)(x)=f(x) (2.19)
t—0*
elde edilir [8].

2.2 Goklu Coziinurlik Analizi ve Dalgaciklar

Bu kisimdaki amacg bir tek y fonksiyonun genlesmelerinin ve 6telenmelerinin belirli bir

ciimlesini iceren L?(R)’ de tam ortonormal bir ciimle olan dalgacik sistemini



olusturmaktir. Burada ¢oklu ¢o6zlndrlik analizini olusturma bir dalgacik sistemi

olusumuna indirgenir. Bunun icin asagidaki tanimlar verilir.

Tanm 2.7 ¢,y € ’(R) ve j keZ igcin,
95 (X)=2"p(2'x=k) ve y;, (x)=2""y (2" xk) (2.20)
ile ¢, ,,v;, €’ (R) tanimlanir.

@; Ve w;,’ nin tanimlanindaki 2" carpimi L* normlarinin tiim j,k’ lar icin ayni

olmasi amaciyla vardir.

il =1 v (2

= [ 2 (2 xif o= [ Jotof e

ve @, i¢in de durum aynidir. Ayrica integralde y=2'x—k degisken doniisimii

yapilarak
vy (X)=2"y (2! (x=27K)) (2.21)

7

yazilir. Béylece y;, " nin tanimi bir genlesme ve bir 6telemeli normallestirme igerir.

Genlesmeyi anlamak icin j >0 olduguna dikkat edilir. y(2'x)’ in grafigi, 2!’ nin bir
carpimi ile X ekseni boyunca w’ nin grafigi buzilerek elde edilir. j <0 igin ise, grafik

X ekseni yoniinde genisler.

Tanim 2.8 f :R — C bir fonksiyon olsun. f ’ nin destegi (sup f ile tanimlanir),

{XG]R: f(x) ;tO} cumlesinin kapanisidir. sup f bir kompakt cimle ise f bir kompakt
destege sahiptir [8].

Simdi '’ nin bir kompakt destege sahip oldugunu farzedelim ve yine |X|> Ir olacak
sekilde tim X’ ler igin l//(X)=0 olacak bigimde en kuguk sayi ise r>0 olsun. Bu
takdirde w(ZjX), [—r/Zj,rIZj] araligi icinde kompakt destege sahiptir. Ciinkii ne

zaman |2jx|>r oldugunda yani |x|>r /2’ iken y/(ij):O oldugu unutulmamalidir.

10



y/(2jx—k):l//(21(x—2’jk))’ nin grafigi x ekseni boyunca W(ij)' nin grafiginin
277k ile 6telenmesiyle elde edilir, (k >0 ise saga k <0 ise sola dogrudur).

Boylece w, [-r,r] araliginda bir kompakt destege sahip ise 1,//(2"X—k),
[Z*jk—Z*"r,Z*jk+2”‘r] araliginda bir destege sahiptir. Son olarak, (2.21)
denklemindeki /;,’ nin grafigi, g//(ij—k)' nin grafiginin 22 ile carpiimak suretiyle
elde edilir.

Benzer seyler ¢, icin de yapilir. Kabaca konusmak gerekirse ¢ ve y fonksiyonlarinin

0 civarinda merkezlendirilmis olmalari ve bunlarin 1 ile karsilastirilabilir bir 6lcliye

yogunlasildigi gostermektedir. Bu takdirde Pix V& Vi, 271 ile karsilastirilabilir bir

lcekte 277k noktasi civarinda merkezlendirilebilirdir.

Tanim 2.9 L*(R) icin bir dalgacik sistemi, bir y € L*(R) igin {y/jyk} ,/ nin tam

j.ke
ortonormal bir cimlesidir. Burada y/;, fonksiyonlari dalgacik olarak adlandirilir ve

fonksiyonu ise ana dalgacik adini alir.

Teorem 2.2 H bir Hilbert uzay ve {aj}_ » H’ de bir ortonormal cimle olsun. Bu

Je

takdirde {aj}i Z' nin bir tam ortogonal ciimle olmasi icin gerek ve yeter sart tiim

Je

f eH igin f :Z<f,aj >aj olmasidir. Eger {l//jyk} - bir dalgacik sistemi ise Teorem

i

jeZ
2.1 den
F=2 > (Wi (2.22)
JeZ keZ

bicimde yazilir. Buna dalgacik 6zdesligi denir ve {< f W k>}'k : katsayilarinin bir dizisi
K/ ke

icin f dontsumu (ayrik) dalgacik donlsiimi olarak adlandirilir [8]. Dalgacik 6zdesligi

asagidaki gibi aciklanir:

Wik 27k noktasi civarinda merkezli ve 277 &lciilidir. Dalgacik déniisiim katsayilari

olan <f,(//j’k>' ler, (2.22) ifadesindeki W teriminin agirligi veya direncidir. <f,l//jyk>

11



degeri, 27 6lctli 277k noktasi civarinda f’ nin kismi 6lgima gibi dustnilebilirdir.
(2.22) dalgacik 6zdesligindeki f, j,k eZ icin farkh bolgelerdeki 2k merkezli, farkl
olculerdeki 27! bilesenlerine ayiriliyormus gibi diistinebilirdir.

Ayrik dalgacik sistemlerinin yapisina deginmeden 6nce (2.22) 6zdesligine benzer bir
formila ele alalim. Burada bir toplam yerine bir integralin icerildigini ve tim olasi
donistmler ve pozitif genlesmelerin de yer aldigini burada kabul edelim. Boylece bir

avantaja sahip olundugu kolayca goéralir.

Lemma 2.5 (Carderon Formulii) € L'(R)L*(R) ve yA/ ise ters Fourier donisimi

olmak Gzere

J, o) %:1 (2.23)

+00
J

kabul edilsin. Ayrica t >0, yeR igin, (2.12) denklemindeki gibi w, (x)=(1/t)y (x/t)

ve Wmm{%}{%} tanimlansin.

Bu takdirde tim f e L*(R) icin,

2ds _, (2.24)
S

~

y(=s)

0 ~ dt
=], worpex F0O— (2.25)
veya buna denk olarak,
(0= [ (10 wrray s (2.26)
0o Jr AR

dir [8].
Tanim 2.10 Olgeklendirme fonksiyonu ile dretilen veya ¢ baba dalgacikli ¢oklu
¢ozliniirliik analizi (MRA), asagidaki ézelliklere sahip L*(R)’ nin altuzaylarinin {Vj}_

JeZ

bir dizisidir.

12



(Monotonluk) Dizi artandir, yani tim j € Z igin Vj ng+l.

(Olcim  fonksiyonunun  varhgi): {(/)ka}kz cimlesi  ortonormal ve

V, = {Z 2(K)gy i 2=(2(K)),_, € KZ(Z)} (2.27)

keZ

olacak sekilde bir ¢ €V, fonksiyonu vardir.

(Olgekleme &zelligi) Her bir j i¢in f(x)eV, olmasi igin gerek ve yeter sart

f(2'x) eV, dir.

f(x) €V, olmasi icin gerek ve yeter sart f(x+2‘j)eVj dir.

(Asikar kesisim ozelligi) : V= {0}.

(Yogunluk) : UjeZVj , L*(R)’ de yogundur.

{q)(x—k)}chUmlesi, V, i¢in bir Riesz veya kosulsuz baz olusturur. Yani

O0<A<B<ow ile tim karesi toplanabilir dizilerin uzayinda herhangi bir

{c,} e ® dizsiigin (A= B=1,bir orthonormal baz icin)

AY Jef < Yep(x-k), <BY [ef

keZ kez keZ

olacak bigimde sabit A ve B sayilari vardir.

Tanim 2.11 {VJ},- Z’nin @ Olgim fonksiyonlu coklu ¢oziinlrlige sahip oldugunu

farzedelim. Bu taktirde

P(x) = > u(k)e,, () = > u(k)v2p(2x k) (2.28)

keZ kezZ

bir 6l¢iim denklemidir. Buradaki u = (u(k))k , dizisi ise dlgim dizisi olarak bilinir.

Olgiim fonksiyonun {(p(x—k)} bigimindeki dtelemeleri V, < L*(R)’ nin alt uzayinda

bir Riesz ya da onun kosulsuz bir bazini olusturur. Dahasi ¢’ nin k2" carpani ile

13



genlesme ve 2" biciminde carpani vasitasi ile 6telenerek elde edilen {(/’n,k (X)}k . Riesz

bazlari, V, < L*(R) alt uzayr igin
Purc (X)=2"2p(2"x k) (2.29)

olarak elde edilir. Bu n. seviyede bir coziimlemeye karsilik gelmektedir. Boylece (o(x)

climlesini olusturur ve ¢ozunirlik seviyesi n sonsuza giderken LZ(]R)’e yaklasma
egilimi gosterir.
Lemma 2.6 {Vj}j P Olcim fonksiyonlu, u olgim dizili ¢oklu ¢ézinurlige sahip

olsun. Bu takdirde {R,u}, _, ¢*(Z)’ de ortonormal bir ciimledir [8].

kez’
Lemma 2.7 {Vj}j L1 P olglim fonksiyonlu, u e (*(Z) 6lgiim dizili coklu ¢dziinirliige

sahip olsun. Her k € Z igin

v(k) =(-1)"u(1-k) (2.30)

ile ve ('(Z) olmak iizere,

v (0) =2 v(K)gy, (0) = D v(k)V20(2x k) (231)
keZ kezZ

tanimlansin. Bu takdirde {%,k}kgz , L?(R)’ da ortonormal bir ciimledir. Eger

W, = {Z 2(K)wou i 2=(2(k)),_, € KZ(Z)} (2.32)
keZ

olarak tanimlanirsa, bu takdirde

V, =V, ®W, (2.33)

olur.

14



Teorem 2.3 (Mallat’ in Teoremi): {Vj}j 1P ol¢cim fonksiyonlu, u :(u(k))kEZ e N(Z)
Ol¢iim dizili goklu ¢odzlinlrlige sahip olsun. (2.30) denklemi ile v=(v(k))kez ve (2.31)
denklemi ile de y tanimlansin. Bu takdirde {l//j'k}jkz' L*(R)” daki bir dalgacik

sistemidir ve l//(X) dalgacik fonksiyonu temel dalgacik (ana dalgacik) olarak

adlandirilir.

{V/n,k (X)}kEZ ile verilen W, alt uzayi igin bir Riesz bazi
Vo (X)=2"p (2"x-k) (2.34)

olarak tanimlanirsa V, ,, W.” nin V, ile birlikte onun bir ortogonal tamamlayicisi olarak
ortaya ciktig goraldr. V, ile V,,; alt uzaylari arasinda fark oldugu igin, W, alt uzayinda

bulunan sinyaller, detayli sinyaller veya farkl sinyaller olarak adlandirilir. Béylece W,

alt uzayi asagidaki 6zellikleri saglar:

e V , V.. ninV,_ ile birlikte onun ortogonal tamamlayicisidir. Yani, V,,, =V, @W,

dir.

e Egern #n, ise W, ,W, " ye ortogonaldir.

o @V, =L*(R),vyani{y,, (x)}kEZ ciimlesi L*(R) igin bir Riesz bazidir.

Herhangi iki 6telenmis ve/veya genlesmis dalgaciklar

[ vk (Wi ()X =6,,6,, , nmLkeZ (2.35)

bicimindeki ortogonallik kosulunu saglarsa, bu dalgacik bazi ortonormaldir.

Farkh ¢6ziimleme seviyelerindeki dalgaciklar

_[yxnk W (X)dx=0, n=m, nmlkeZ (2.36)

yari ortogonallik kosulunu sagliyorsa bu dalgacik bazi yari ortogonaldir.

15



Diger yandan yari ortogonal y dalgaciginin

[ v (X)W (X)dX =3, .6, » nm,1keZ (2.37)

bi-ortogonallik kosulunu saglayan ly_ml biciminde bir dual bazi vardir [8].

AN

Tanim 2.12 (*(Z) Fourier ddniisimi :fz(Z)—)LZ([—ﬂ',ﬂ')) ile gdsterilsin. Bu

taktirde ze(*(Z) isin, z(6)=)_z(n)e" olarak tanimlanir. Bu gésterim ile serinin

nez

Lz([—ﬁ,ﬁ)) deki limitlerinin alindigi diistndlebilirdir.

A\

Tanim 2.13 LZ([—7Z',7Z'))'de Ters Fourier déniisimii :LZ([—ﬂ,ﬂ))—MZ(Z) ile
. .. . i M ino\ _ 1 7 _in .
gosterilsin. Bu taktirde f Lz([—ﬂ',ﬂ')) igin, f(n):<f,e g>—g£ f(0)e™™do ile

tanimlanir.

Lemma 2.8 m;:R > C, her £eR i¢in my(0)=1,

m, (§)| <1 oldugunu farzedelim.

Bu durumda & e R igin

my (&)—mg (0)[<Clef (2.38)

olacak sekide >0 ve C <+oo vardir. Simdi de neN igin Gn(é):Hmo(§/2j)
j-1

olsun. Bu takdirde G,(&), n—>o iken R nin her bir sinirl alt ciimlesine diizgiin
yakinsaktir. Boylece Gn(f) ayni zamanda her bir £ € R noktasina da duzgilin olarak

yakinsaktir [8].

Lemma 2.9 ¢ >0 olmak iizere u :(u(k)) , baziicin,

ke

K[ u (k)| < 4o (2.39)

keZ

oldugunu farzedelim.
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mo(§)=%2u(k)e“kf (2.40)

keZ

biciminde tanimlansin. Bu takdirde m,, 5=min(1,g) dereceli Lipschitz kosulunu

saglar.

Teorem 24 m,:R—>C, 0’ da 6>0 dereceli Lipschitz kosulunu saglasin ((2.38)

esitsizligi saglansin). m; (0)=1, m,, 27 periyotlu ve her & igin,
|m0(§)+m0(§+7z)|2 =1 olmak (zere (2)(5)=HT:1m0(§/21) ile tanimlansin. Bu
takdirde

e o, herbir & icin g’z\)(f):mo(cf/Z)(}(f/Z) saglanr.

e gc L*(R), go=((;))v olsun. Bunun igin u =(u(k))keZ bazinin mevcut olabilmesi

icin (2.40) denkleminde
u(k):g].mo(é)eikfd‘f:x/ir;lo(—k) (2.41)
¢ -

olarak tanimlanmahdir.

o uel(Z)ise,

o(x) =D u®e, (¥) =D uk)v2p(2x k) (2.42)

keZ keZ
esitligi saglanir.
° (2, 0’ da stirekli fonksiyondur [8].
Teorem 2.5 (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi): {fn}:o:l biciminde fonksiyonlar dizisi, bir
f fonksiyonuna hemen hemen heryerde yakinsaktir. IRg(X) <40, her neN igin ve

hemen hemen her xR igin |fn(x)|Sg(X) olacak sekilde bir g(x) >0 fonksiyonun

var oldugunu farzedelim. Bu takdirde lim IR f. (X)dx :JR f (x)dx dir [8].
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Lemma 2.10 m,:R - C, 0’ da ¢ >0 dereceli Lipschitz kosulunu saglasin (yani (2.38)

esitsizligi saglansin). Bunun yaninda m,(0)=1, m,, 2z periyotlu ve her & igin

|m0 (&)+m, (§+7z)|2 =1 sarti ile beraber

inf

m, (£)[>0 (2.43)

‘5‘37{/2

~

olmak Uzere (}(5)=H;mo(§/2j) ile tanimlansin ve ayrica go=((p)v olsun. Bu

takdirde {(Po,k}k L L*(R)’ de ortonormal bir ciimledir [8].
Teorem 2.6 m,:R — C, 27 periyotlu olsun.
e Her & icin |m0(§)+ m0(§+7r)|2 =1.

e my(0)=1.

m, , 0 >0 dereceli Lipschitz kosulunu saglasin.

m, |0.

‘§‘<7r/2 |

% Z "k‘f, u(k) (2.41) denklemi ile tanimlanir ve
keZ

Eger u :(u(k))kez,
uel*(Z) olarak alinirsa, bu takdirde l_f;m0 (§/2j), bir e L*(R) fonksiyonuna

sinirli cimleler Gzerinde diizglin yakinsaktir. Diger yandan gz):(go)v ise, @, (2.42)

denklemini saglar ve {(Po,k}k ,» L(R)’ deki bir ortonormal ciimledir.

Diger yandan j € Z igin,

Vj:{Zz(k)goj’k:z (z(K)),_, € *(Z )} (2.44)

keZ

tanimlanirsa, bu takdirde {VJ},- - Olglim fonksiyonlu ve u olciim dizili bir ¢oklu

¢Ozlinlrlige sahiptir [8].
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Teorem 2.7 U= (u (k))keZ dizisinin asagidaki 6zellikleri sagladigini farz edelim:

e Bazl >0 icin Z|k|g|u(k)|<+oo.
keZ

. Zu(k)zx/z.

keZ

o {Ryu},_, ,¢*(Z) de bir ortonormal ciimledir.

. mo(g):%Zu(k)e"‘f igin inf,__,|m,(£)|>0.

keZ

Bu takdirde HT:lmO(é‘/Zj) bigimindeki R’ nin sinirli ciimleleri, bir g e L?(R)

~

fonksiyonuna duzgiin yakinsaktir. ¢ = ((p)v ve her bir j€Z igin Vj, (2.44) denklemi ile

tanimlanirsa, bu takdirde {Vj}j . @ Olglim fonksiyonlu ve u o6lgim dizili bir coklu

¢Ozlinlrlige sahiptir.

2.3 Dalgacik Doniisiimii

Dalgacik analizi, sinyali kiiciik zamanli sonlu enerji fonksiyonlariyla yapilir. incelenen
sinyal, daha kullanish bir sinyal bigcimine donustdrdlir. Sinyalin bu déntsimi dalgacik

donistimii olarak adlandirilir.

Dalgacik donisumi, sireksizlik ve ani peak yapan, periyodik olmayan ve duragan
olmayan sinyalleri dogru olarak yapilandirmak ve yeniden olusturmak igin geleneksel
Fourier dénldsimiine gbore daha fazla avantajlara sahiptir. Fourier donisimiinin
tersine farkli alanlarda kullanilan farkli dalgacik tipleri vardir. Ozel dalgaciklarin segimi
uygulanacak olan problemin tipine baghdir. Dalgaciklarin iki c¢esitli durumu vardir.
Bunlardan ilki otelemedir. X ekseni boyunca dalgacigin merkezi konumu degistirilir.
ikincisi ise ©lceklemedir. Dalgacik déniisimii temelde sinyal ile dalgacigi yerel
eslestiren Olgeklendirmedir. Dalgaciklar 6zel bir 6lgek ve konumda sinyalle eslestirilirse,
oldukca 6nemli olan donisim degeri elde edilir. Dontslimin bu degeri iki boyutlu
donidsim dizleminde cizdirilir. Donlisim, dalgacigin cesitli dlcekleri icin sinyallerin

cesitli konumlarinda hesaplanir. Eger; bu durum sirekli ve dizgln olarak ilerlediyse,
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dontigim surekli dalgacik donlsiimu, eger 6lgcek ve konum ayrik adimlarda degisiyorsa,

doénisim ayrik dalgacik dontsimadir.

Dalgaciklar, b konum parametresi ve a 6lgekleme parametresi olmak lzere,

Wb (t)zﬁw[ﬂj , abeR,a=0 (2.45)

a

biciminde tanimlanir. Fonksiyonun dalgacik olmasi icin zaman sinirh olmahdir. Verilen
bir a olgeklendirme parametresi ve b parametresi ile degistirilerek bir dalgaciga

donugtaralur. Boylece her bir (a,b) biciminde dalgacik doniisim katsayisi igin,

t

W (ab)=f (t)ﬁw(%)dt (2.46)

dalgacik donlisuma ifade edilir. Eger burada |a|<1 ise, (2.46) denklemindeki dalgacik
yuksek frekansa karsilik gelir ve ana dalgacigin sikistirilmis halidir. Diger taraftan |a| >1

ise bu takdirde, ,, (t) disik frekansa karsilik gelmekte ve y (t)’ den daha buyiik bir
zaman genisligine sahip oldugu gorilmektedir.

Dalgaciklarin boylece frekansa gore adapte olan zaman genisleme 06zelligine muktedir

oldugu aciktir.
2.3.1 Siirekli Dalgacik D6niisiimii

f (X) karesi integrallenebilir herhangi bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f €L (R) nin

w’ye gore W, f sirekli dalgacik donistimi, a,beR ve w(x—_bj kompleks eslenik
a

olmak Gzere,

W, (ab)=——] f (x)z//(x—_bjdt (2.47)

g a

biciminde tanimlanir.
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Dalgacik donisimi iki degiskenli bir fonksiyondur. tim a ve b’ ler icin enerjinin

1
Jal'
ayni kalmasini saglayan normallestirme ¢arpanidir. Yani

—00

Voo (x)|2 dx :T |z//(x)|2 dx (2.48)

olup, WW f sarekli dalgacik donlistiminde

Tlﬁ

dx < oo (2.49)
LA

olarak tanimlanmalidir. Bu sabitin sonlulugu, dalgacik olarak kullanilan fonksiyonlari

L*(R)’ nin sinifi ile sinirlandirir. Bu ise,

0

v (x)dx=0 (2.50)

—00

olmasini gerektirir. Bu taktirde CW sabitli yeniden olusum formdliu

=—”vv (Xabjdadb fel?(R) (2.51)

a2
biciminde ifade edilir [9].

2.3.2 Ayrik Dalgacik Doniisiimii

f’ yi her yerde olusturabilmek igin Cu/' nin bilinmesine gereksinimin olup

olunmayacaginin yaniti oldukg¢a dnemlidir. Bunun cevabi ise “hayir” dir. Clinkli burada

ayrik alt clmlelerin kullanimi uygun bir amac¢ olarak gorilir. Bu dislince soyle

agiklanir: R’ nin ayrik alt cimlesi R*" olsun. Ayrica a, >1, b, >0 ve ae{a()j}j , Ve

€ {ka(fb } olarak tanimlansin. Bu takdirde dalgaciklarin ailesinin yerine
0 j,keZ

Wavb(x):iy/ x=b aeR",beR (2.52)
ol A @
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alinir ve ayrik dalgacik dontisimi igin ise, Z ile indeksli dalgaciklarin ailesi kullanilir.

Boylece j,k €Z icin a; >1, b, >0 sabitler olmak tizere
vy () =a,"w (8, x— kb, ) (2.53)

yazilir. Diger yandan f e L? icin bu fonksiyonun ayrik dalgacik dontsiimii

Cy (i k) =] F 0w Xdx=(f.p;, ), . JkeZ (2.54)

R

bigimindedir. Eger a,=2 ve b,=1 degerleri igin ayrnk dalgacik donisimi

olusturulmak istenirse

i (X) =2y (277 x—k) (2.55)

ifade edilir. Bu ¢oklu ¢ézlnurlik igin kullanilan LZ(R) icin ortonormal bir baz

olusturmaktadir [9].

2.4 Dalgaciklar Ailesi

@(x) 6lgiim fonksiyonu ile birlikte y(x) dalgacik fonksiyonu bir dalgacik sistemi

olusturur. Literaturde farkli 6zelliklere sahip bazi dalgaciklar mevcuttur. Bunlardan

bazilari,
e Haar dalgaciklar
e Daubechies dalgaciklari
e Coiflet dalgaciklari
e  Chebyshev dalgaciklari
e Legendre dalgaciklari
e Shannon dalgaciklari
e  Morlet dalgaciklari
e  Mayer dalgaciklarn

e  Mexican hat dalgaciklar
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bicimindedir. Bu dalgaciklar bilinen en yaygin dalgacik tipleridir. Bu tez g¢alismasinda
Chebyshev dalgaciklari ele alinacak, bunun yaninda diger dalgaciklara da kisaca

deginilecektir.

2.4.1 Haar Dalgaciklari ve Ozellikleri

Haar dalgaciklari en eski dalgacik fonksiyonlarindan olup ilk olarak bu dalgacik 1910

yilinda Alfred Haar tarafindan olusturulmustur.

Haar dalgaciklarinin [0,1) arahgi Gzerinde tanimli 6l¢lim fonksiyonu asagidaki gibidir:

1, Xe[O,l)

. (2.56)
0 , diger durumlarda

(-]

Ayrica, [0,1)arallé| uzerinde tanimh Haar dalgaciklar ailesinin ana dalgacigi ise

1, xe [O,EJ
2

h, (x)=1-1, XE[%,].) (2.57)

0, digerdurumlarda

olarak ifade edilir.

Haar dalgacik ailesinin diger tim fonksiyonlari [O,l)arah;“gmm alt araliklarinda tanimh
ve genlesme ve Oteleme islemleri ile birlikte hz(x) den duretilirler. Haar dalgacik

ailesindeki 6lglim fonksiyonu hari¢ her bir fonsiyon XE[O,l)igin tanimlanmistir. Bu

durum asagidaki gibi aciklanir:

a=£, ﬁ=k+0'5, 7/=E, i=12,..,2M olmak lzere
m m m
1 Xe[a,ﬂ)
hi(x)z -1, Xe[ﬁ,y) (2.58)

0, digerdurumlarda
bicimindedir.
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Burada j=0,1,..,J, M =2) m=2! ve k=0,1,...m-1, J dalgacigin derecesini, k
ise Oteleme parametresini gostermektedir. Haar dalgaciginin tirevi sirekli
olmadigindan bunlarin birgok alanda kullanimini sinirlidir. Haar dalgacigi simetriklik,

ortogonallik, biortogonallik, 6zelliklerini saglarken siireklilik 6zelligini saglamaz.

2.4.2 Daubechies Dalgaciklari ve Ozellikleri

Daubechies dalgacigi, Haar ile kiyaslandiginda daha karmasiktir ve daha uzun islemler
gerektirmektedir. Daubechies dalgacigi asagidaki gibi tanimlanir:
NeN icin, w=ye LZ(R) Daubechies dalgaciklarinin  D—-2N  sinifinin  bir

fonksiyonu

2N-1

w(xX)=32 " (1) @ (2x—k) (2.59)

ile tanimlansin. Bu dalgacik fonksiyonu hy,...,h,, ; € R olmak {zere sabit filtre

katsayilarina sahip olup

th —i—NZlh (2.60)
— 2k \/E = 2k +1 .

kosulunu saglar. Bunun yani sira 1=0,1,..,N-1 igin ¢=_ @:R—>R Daubechies
Olgiim fonksiyonu

2N-1

o(x)=v2 > ho(2x-k) (2.61)

tekrar eden formiil denklemi ile verilir. Ayrica xe R—[0,2N -1[ igin ¢(x)=0 ve

bununla birlikte k =1 olmak Gzere

[ o(2x=k)p(2x-1)dx=0 (2.62)

esitligi saglanmalidir. Daubechies dalgacik ailesi biortogonallik ve ortogonallik
Ozelliklerini saglar. Ayrica hem sirekli dalgacik dénisimi, hem de ayrik dalgacik

doéndstimd icin kullanihr.
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2.4.3 Coiflet Dalgaciklari ve Ozellikleri

Ronald Coifman’in onerisi lzerine Coiflet dalgacigl Daubechies tarafindan gelistirilen
bir dalgaciktir. Coiflet dalgacigi, Daubechies dalgacik ailesine benzer sekilde ele alinir.
Burada kullanilacak olan dlgekleme fonksiyonunun ise asagidaki 6zelliklere sahip olmasi

gerekmektedir.

[Co(dt=1, [ t'p(t)dt=0 (2.63)

Coiflet dalgaciklari ayrik ve siirekli dalgacik doéndsimlerinin her ikisinde de

kullanilabilirdir.

2.4.4 Chebyshev Dalgaciklari ve Ozellikleri

Chebyshev dalgaciklari k e N, n=1,2,..., 2 ve A=2n-1 olmak tzere dort degiskenli
Wom(t)=w(k,A,m,t) olarak ifade edilir. Bdylece, [0,1) araliginda tanimli m dereceli

Chebyshev polinomlari m=0,1,...,M —1 ve M sabit pozitif bir tam sayi olmak lzere,

ki2— k A ﬁ_l i
v ()= 2 Tm(2t n), > st<2k (2.64)
0 , diger durumlarda
1
—_— , m=0
M (t)= \/2; (2.65)
—T (t) , m>0
2.0

biciminde tanimlanir. Burada t normallestiriimis zamandir. (2.65) denklemindeki

katsayilar ise ortonormalligi saglamak igin kullanilir. Ayrica T, (t), [-11] araliginda

W(t): ! - agirhk fonksiyonuna gore ortogonal olan iyi bilinen m dereceli
1-t

Chebyshev polinomlaridir. Bunlar asagida verilen tekrar etme formili ile hesaplanir.

Diger bir deyisle m=1,2,... olmak tzere
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To(t)=1, T,(t)=t

T ()= 2T, (1) =T, (1) (2.66)

bigcimindedir.

2.4.5 Legendre Dalgaciklari ve Ozellikleri

Legendre dalgaciklari ke N, n =12,..,2" ve A=2n-1 olmak tzere dort degiskenli
Wom(t)=w(k,A,mt) olarak ifade edilir. Bu durumda [0,1) araliginda tanimli m
dereceli Legendre polinomlari m=0,1,..., M -1 ve M sabit pozitif bir tam sayl olmak

Uzere,

1,2 Ky & n-1 n
WVon (1) = "2 (2111, gk =tege (2.67)

0 , diger durumlarda

biciminde tanimlanir [10]. Burada t normallestiriimis zamandir. Ayrica (2.67)
. . 1 . " -
denklemindeki m+§ katsayisi, ortonormalligi ve a=2" genlesme parametresini ve

b=A2" ise &teleme parametresini ifade etmektedir. Bunun yaninda P, (t), [-11]
araliginda W(t):l agirhk fonksiyonuna gore ortogonal olan iyi bilinen m dereceli

Legendre polinomlaridir. Bunlar m=1,2,... olmak Gzere

Po(t):]" Pl(t)zt

Pmﬂ(t):(Zm +1]tpm (t)_[lj P..(t) (2.68)

m+1 m+1

tekrar etme formili ile tim Legendre polinomlari bulunabilirdir.

2.4.6 Shannon Dalgaciklari ve Ozellikleri

Shannon (sinc) dalgacigi asagida tanimlandigi gibi dnemli bir fonksiyondur.

_ sin(7x) %0
sinc(x) = X (2.69)
1 , x=0
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Shannon dalgacik 6zellikleri ise

eShannon o6l¢iim fonksiyonu dizgindir. Bunun anlami shannon dalgacik

fonksiyonu ile birlikte onun tiirevleri vardir ve streklidir.
eShannon fonksiyonu kompakt destege sahip degildir.

eShannon fonksiyonu gift fonksiyondur.

. hl’zsinc(—x;lhj, her h> 0 icin ortogonaldir [10].

2.4.7 Morlet Dalgaciklar ve Ozellikleri

Morlet dalgacigi, slirekli dalgacik donlsiminin en bilindik dalgacigidir. Morlet

dalgaciginin ana dalgacik fonksiyonu

¥ (x)=—=—e (2.70)

bicimindedir. Dalgacigin merkezi frekansi f ile temsil edilir. Morlet dalgaciginin

Olcekleme fonksiyonu yoktur. Morlet dalgacigi simetri Ozelligine sahiptir fakat
ortogonallik, biortogonallik ve kompakt destek gibi 6zellikleri saglamamaktadir. Bu
Ozelliklerinden dolayr Morlet dalgacigi sadece sirekli dalgactk donisiminde

kullanilabilmektedir.

2.4.8 Mayer Dalgaciklar ve Ozellikleri

Olgiim fonksiyonu

1 , |X <27
3
__1 T3 2 4
ga(x)_E cos[zw(gM—lﬂ, %S|X|S % (2.71)
0 , diger durumlar

olmak Gzere
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0,x<0
w(x)=<1, x>1 (2.72)
X — 0 iken y, 0'dan 1'e diizglin donlstiim

bicimindeki herhangi v Mayer dalgacik fonksiyonu sonsuz kez tiirevlenebilir negatif

olmayan bir fonksiyondur.

2.4.9 Mexican Hat Dalgaciklari ve Ozellikleri

Mexican Hat dalgaciginin o6lcekleme fonksiyonu olmadigi icin ayrik dalgacik
donitsimiinde kullanilamaz. Bu dalgacik adini Meksikalilarin giydikleri sapkaya
benzerliginden dolayr almaktadir. Mexican Hat dalgaciginin dalgacik fonksiyonun
asagidaki gibidir:

0

Vo Wi dalgacik ailesinin ana dalgacigi olmak lizere Ie‘xz/z (1— Xz)dx =0 kosulunu

—00

saglayan dalgacik fonksiyonu

Ve (X) = 2 g (1-x*) (2.73)

NE

biciminde tanimlanir. Mexican Hat dalgacigi ortogonallik ve biortogonallik 6zelliklerini
saglamadigl gibi ayrica kompakt destege de sahip degildir. Sadece ve sadece strekli

dalgacik dontistiminde kullantlir.

2.5 Kompakt Destekli Dalgaciklar

Simdiye kadar u e /*(Z) 6lgtimlii oklu bir ¢ozinirligin L*(R) icin bir dalgacik sistemi
olusturdugu gosterilmis olup, bu kisimda ise kompakt destekli dalgaciklar ele alinarak
Ozellikleri vurgulanmaya ¢alisilacaktir.
1 .
Teorem 2.8 m,:R — C ve bazi pozitif N tamsayisi igin mo(f):ﬁzlu(k)e*'k§
keZ

biciminde bir trigonometrik polinomun oldugunu kabul edelim. Ayrica
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Her & igin |m0(§)|£1, m,(0)=1 ve g}(f):HTzlmo(QZ/Zj) olsun. Bu takdirde

Q= ((})V olup supp < [0,N] ile kompakt destektir [8].

Lemma 2.11 fel’(R) ve baz ¢€(0,1] isin & dereceli Lipschitz kosulunun

saglandigini kabul edelim. Bunun anlami, tim X,y € R igin

|f(x)—f(y)|£Cl|x—y|g (2.74)

olacak sekilde bir C, <oo sabiti vardir. Bunun yaninda eger g € L'(R)NL*(R) olmak

uzere

[o(x)dx=1 (2.75)
R

ve

_[xg (p(X)|dX:C2<oo (2.76)
R

ozellikleri saglaniyorsa, bu takdirde

2" (1,0, f(27k)| <CC2™ (2.77)

olup, buna denk olarak

(f. 00 )-2"f(27"k)| <CC2 (2.78)

yazilir [8].

Lemma 2.11" deki agiklamalar ¢ &lgim fonksiyonunun (5(0):jgo(x)dx:1 olacak

R
sekilde neden normallestirildigini ifade eder. Herhangi uygun bir 6l¢lim fonksiyonu tim

O0<e&<1 igin (2.76) esitligini saglar. Ornegin ¢ kompakt destek ile sinirlandirilirsa,

(2.76) denklemi aciktir.

Yeterince buyik m degeriigin, vy, (k) =<f,gom'k> ~2 ™2 f (Z’mk) olur. Lemma 2.11’

deki f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglarsa bu yaklasimdaki hata icin bir tahmin
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verir. Herhangi sinirl tdrevlenebilir bir fonksiyonunun &=1 olmak Ulzere (2.74)
denklemini saglamasi icin burada ortalama deger teoremi kullaniimaktadir. Bazi
durumlarda yeterince blylik m degerleri istenmeyebilir. Bdyle durumlarda (2.77)

esitligindeki yaklasim tatmin edici olmayabilirdir. Bu durumda, yeterli dogruluga

ulagmak igin <f ’¢m,k> bazi nimerik metotlarla tahmin edilebilirdir.

Nimerik metotlara gegcmeden Once son olarak da Block pulse fonksiyonlari ve

ozelliklerini ele alalim.

30



BOLUM 3

BLOCK PULSE FONKSIYONLARI

3.1 Block Pulse Fonksiyonlari

Bu kisimda Block pulse fonksiyonlari ele alinarak bunlarin bazi 6zellikleri verilmistir.

Block pulse fonksiyonlarinin bir m—ctimlesi, te[O,T), i=12,...m ve h:l olmak
m

Uzere,

(3.1)

bi(t):{l, (i-1)h<t<ih

0, diger durumlar

biciminde tanimlanir. Block pulse fonksiyonlarinin cimleleri [O,T) araliginda ayriktir ve

o; Kroniker delta fonksiyonu olmak tizere,

b (t)b; (t)=6;b (t),i,j=12,...m (3.2)

iji

biciminde vyazilir. [O,T) araliginda tanimh block pulse fonksiyonlarinin cimleleri

birbirleri ile ortogonaldir. Yani, i, j =1,2,...,m olmak lzere

O ey, —

b, (t)b; (t)dt =hd; (3.3)

dir. Ayrica m — o iken block pulse fonksiyonlarinin ctimleleri L? [O,T) icin bir tam

bazdir.
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Bu nedenle keyfi reel degerli sinirli, [O,T) araliginda karesi integrallenebilir bir f (t)

fonksiyonunun block pulse serileri

f :%LT b, (t) f(t)dt, i=12,..,m (3.4)
olmak Gzere
f(t) =i fib (t) (3.5)

seklinde tanimlanir. Diger yandan (3.5) denklemi vektor formunda yeniden yazilirsa,

B(t)=[bl (t).b,(t),.... b, (t)]T s F=[f, f fm]T olmak tizere,

f(t)=Y b (t)= F"B(t)=B" (t)F (3.6)
i=1

seklinde tanimlanir. Diger yandan K(s,t)e Lz([O,Tl]x[O,TZ]) biciminde iki boyutlu
herhangi bir fonksiyon, B(t) block pulse fonksiyonlarinin m boyutlu bir vektori ve K

ise block pulse fonksiyonlarinin mxm tipinde katsayilar matrisi olmak lGizere

k(s,t)=B"(s)KB(t) (3.7)
I T, T . e
biciminde tanimlanir. Ayrica h1:E1 ve hZ:E2 olmak tizere K matrisinin (i, ).
elemani

1 (nem ..
K; :@ , IO k(s,t)b (t)b;(s)dtds, i,j=1,2,...,.m (3.8)

formild ile hesaplanir. Buna ilaveten BPF' nin herhangi bir vektori B(t) ve

B (t)B(t)=1 ise, bu taktirde
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serw-| © Y 59

oldugu agiktir. Bunun yaninda F mxm tipinde bir vektér ve F =diag(F) igin,

B(t)B' (t)F =FB(t) oldugu gbriilir. Ayni zamanda A, mxm tipinde bir matris ve

A=diag(A) mxm tipinde bir vektéri olmak iizere

B(t)AB (t)=B'®(t) (3.10)
bicimindedir [11].

3.1.1 Block Pulse Fonksiyonlarinin Operasyonel Matrisleri

(3.6) denklemindeki B(t) matrisinin integrali Kiligman ve Al Zahur [12] tarafindan

gosterilmis ve bununla ilgili integral operasyonel matrisi arastirilmistir. Buna gore,

B(t)nin bir kez integrali alinarak elde edilen mxm tipindeki operasyonel bir P

matrisi icin,

B(z)dz = PB(t) (3.11)

o t—

oldugu gorilir. Dahasi B(t)' nin n kez integrali alinarak elde edilen genellestirilmis

operasyonel matrisi P" matrisi igin,

jojo B(r)(dz)" = P"B(t) (3.12)

n—kez

formalu ile ifade edilir.

n+1

Ayrica [13] de gbsterildigi gibi P", & =(i+1)  —2i"" +(i —1)n+1 olmak Uzere,

33



1 g < St
o 01 & Sm-2
P”=(n+1)! 00 1 s (3.13)
00 0 1
0 0 0 1|

formundadir.

Bu boélimde elde etmis oldugumuz P" genellestirilmis operasyonel matrisi, bu tez
calismasinda bahsedilen metottaki matrislerin integrallerinin hesaplamasinda oldukga
etkilidir. Bu hesaplamanin metot icerisinde nasil kullanildig ile ilgili kisimlara Bolim 4’

de metot acgiklanirken detayli olarak yer verilecektir.
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BOLUM 4

CHEBYSHEV DALGACIK SIRALAMA METODU

Siralama metodu, faz uzayinda nokta degerlerine etki eden sayisal operatorleri icerir.
Genellikle dalgacik siralama metotlari secilen bir dalgacik ve hesaplamali olarak
uyarlanacak bir ¢esit grid yapisi ile olusturulur. Dalgacik siralama metodunda dogrusal
olmayan davranislarin giderilmesi, algoritmanin dogasina bagli olarak cok basit bir istir.
Bu kisimda Chebyshev dalgacik siralma metodu ele alinmig ve metodun nasil

kullanilacagi tartisiimistir.

4.1 Otelenmis Chebyshev Polinomlari ve Ozellikleri

Chebyshev polinomlari, [—1,1] araliginda tanimli W(t): agirhk fonksiyonuna

1-12

gore ortogonal olan ve asagida verilen tekrar etme formiliine dayal

To(x)=1
T,(x)=2x-1 (4.1)
T (X)=2XT, (X) =T, (x) , m=123,..

bicimindeki fonksiyonlardir.

[O,l] araliginda tanimh Chebyshev polinomlari igin t =2x—-1 dénisimu yapilarak elde

edilen polinomlara 6telenmis Chebyshev polinomlari denir.
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Simdi, T,(2x-1) bigimindeki &telenmis Chebyshev polinomlarinin T, (x) ile
tanimlandigini kabul edelim. Bu takdirde, 'I:m (X) polinomlari asagidaki gibi elde edilir:
To(x)=1

T,(x)=2x-1 (4.2)
et (X)=2(2x=1)T, (x)-T, 4 (x) . m=123,...

m+1

Bu 6telenmis polinomlarin ortogonallik kosulu ise

2, m=0
Vi = (4.3)
1, m>1
olmak tzere
”ym, m=n
j 4 (4.4)
\/ (2x-1)° m#n
bicimindedir.

4.2 Chebyshev Dalgaciklarinin Ozellikleri ve integralin Operasyonel Matrisi

Dalgaciklar, w(x) ana dalgacik olmak Uzere tek bir fonksiyonun genislemesinden ve

otelenmesinden olusan bir fonksiyon ailesidir. a genlesme parametresi ve b 6teleme

parametresi olmak tizere a ve b’ ler srekli olarak degisirse, bu taktirde

W, (X) = |a|'1/2 y/(x—_b] a,beR,a=0 (4.5)
' a

biciminde silirekli dalgacik ailesi elde edilir [9].

Chebyshev dalgaciklari dért bagimsiz degiskenli olarak y, . (X) :w(k,n,m,x) seklinde

yazilirlar. Burada k=0,1,2,... ve n=12,..2" olmak tzere m birinci mertebe
Chebyshev polinomlarinin derecesini, X ise normallestirilmis zamani gostermektedir.

Diger yandan Chebyshev polinomlari [0,1] araliginda m=0,1,...,M -1 , n=1,2,...,2"

ve
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= V2, m=o0 (4.6)
2, m=12,..
olmak tzere
k
amzé K n-1 n
v ={ T, (2°x-2n+1), S S XS 4.7)
0 , diger durumlar

biciminde ifade edilir.

Burada T, (x), [-11] araliginda agirlik fonksiyonu w(x) = ’ e gbre ortogonal

1—x?

olan ve

(4.8)

bicimindeki tekrar etme formillerini saglayan, m. mertebeden iyi bilinen Chebyshev

polinomlaridir. Diger yandan Tm(2k+1x—2n+1) birinci mertebeden m dereceli

Chebyshev polinomlari oldup, bunlara ait agirhk  fonksiyonu ise

w, (X) = W(2k+1X— 2n +1) bigimindedir.

Bir f(x)e L} [0,1] fonksiyonu Chebyshev dalgaciklari cinsinden

Com = { T (01,0 (X)) (4.9)
olmak tzere
f(x)= iicn,mwn,m (x) (4.10)

seklinde yazilabilirdir. (4.9) denklemindeki <,> operatori, wW,(x) agirlk fonksiyonuna

gore i¢c carpimi tanimlar. Ayrica (4.10) denkleminde toplam sonlu olarak ifade edilmek

istenirse
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T
C= [Cl,o,cn’---’Cl,M_l’Cz,o'Cz,ll---'Cz,M_p---’CZH,O’---’CZH,M_J (4.11)

ve

\P(X) = [‘//1,0 (X)'l//l,l(X)""’Wl,M—l(X)’V/Z,O (X)’V/Z,l(x)""’l/IZ,M—l(X)’""V/ZHVO (X)’---aV/zk—lvM,l(X)T

(4.12)
olmak Gzere
2T M-
f() =D ¢ nlom(X)=CT¥(X) (4.13)
n=1l m=1

seklinde yazilir. Basitlik agisindan (4.11) ve (4.12) denklemleri yeniden diizenlenirse

.
C =[c1,c2,...,c2k,1]

\ (4.14)
#0) =[]

ve

Ci :[Ciyo,civlv"'ci,M—l:r (415)

Vi (X) :I:"//i,O(X)’Wi,l(X)""l//i,M—l(X):IT ,i=12,..,2"

elde edilir. $imdi de u(x,t), [0,1]x[0,1]" de tamimli iki degiskenli keyfi bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde u(x,t) fonksiyonu C:[Cij] ve ¢; =<y/i(x),<u(x,t),t//j (t)>> olmak

Uzere Chebyshev dalgacik bazlari yardimiyla

2kfl M 2k71 M

ux,)= Y. > e (X, (1)=¥(t) CT¥(t) (4.16)

=l j=1

biciminde ifade edilir. Burada siralama noktalari

t.=2|_1

T i=12,..,2'M (4.17)

formulu yardimiyla secilir ve 2*M x2¥*M boyutlu @ matrisi,
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<b={w(jﬁ_JnP(k3 )HHW(ZKY'4}} (4.18)
M) (2Z'M 2M

olarak tanimlanir. Ote yandan yéntemi uygulamak icin operatér matrisinin integralinin
nasil hesaplanacaginin bilinmesi gerekir. Bu nedenle Kilicman ve Al Zhour [12],

genellestirilmis integral operator matrisini detayll olarak arastirmislardir. Bu

arastirmaya gore, W (x) vektériiniin integrali

[¥(r)de=P¥(x) (4.19)

0

olup, burada P, W(x)’ nin bir kez integrali alinarak elde edilen 2*M x2“*M

boyutlu operator matrisidir [13]. Bunun yaninda, Kilicman ve Al Zhour [12] ‘P(x)’ nin

N kez integralini almis ve elde edilen operatdr matrislerini genellestirerek

[ ¥ (c)r.de=PMP(x) (4.20)

n—kez

biciminde ifade etmislerdir. Celik [14], farkh temeldeki karsilik gelen integral operator

matrisini elde etmek igin tek dize bir metot ileri sirmustir. Dolayisiyla ‘P(x)' nin

integral operator matrisi

P=0OP,®™ (4.21)

olarak ifade edilmis ve bu da genellestirilerek,

P"=®P/®™ (4.22)

biciminde ortaya konulmustur. Burada & :(i+1)n+1—2i”*l+(i—1)n+1 olmak uzere P}

1
block pulse fonksiyonunun n kez integrali alinmak suretiyle elde edilen bir operator

matrisidir ve
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l 51 62 . fm—l
. . 01 & ... &,
P} = O 0 1 . 4.23
°m" (n+1)! 5”7‘3 (4.23)
0O 0 0 1
0 0 0 1|

seklinde gosterilir.

Bunun yaninda bu metotda kullanilan tirevler

o""Mu(x,t)

P Y(t) CT¥(x) (4.24)

biciminde gosterilir. Sonucta (4.24) esitliginin her iki yaninin integralleri alinarak

u(x,t) bulunur.

4.3 Yakinsaklik Analizi

Lemma 4.1 Sirekli bir f(x) fonksiyonunun Chebyshev dalgacik acilimi dizgln

yakinsak ise Chebyshev dalgacik agilimi f (X)’ e yakinsaktir.

Teorem 4.1 ikinci mertebeden tiirevi

f"(x)|< K bigiminde sinirh olan f (x) LZ([O,l])

fonksiyonu f (x) :chnm%m (X) sonsuz Chebyshev dalgaciklarinin bir olarak ifade

n=1 m=0

V2K
5

(2n)?(m* -1)

edilsin. Bu takdirde,

Cnm|£ ise Chebyshev dalgacik yaklasimi f(x)’ e

diizglin yakinsar.
ispat: (4.10) dan ¢, =(f(x),¥,,(x)),, oldugunu bilindigine gore,

1

Con = | T 0OV ()W, (X)X

e (4.25)
= [ 20T, (2" x—2n+Dw(2* x—2n+1)dx

(n-1)/2*

olur.
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cosfd+2n-1

Burada m>1ise, 2*x—2n+1=cosé yazalim. Bu takdirde, x = o

olur. Bu

donisim (4.25)' de yerine yazilirsa,

T cose+2n 1) [2
Com 2’2-([f( j\/;cos(me)de

2 cos@+2n-1)(sin(mo) c059+2n 1) . :
=2k/2\/;f( o j - O 23”2me ( jsm(me)smede
(4.26)
B 1 /(cos@+2n-1)(sin(m-1)¢ sin(m+1)6 " 1 * ., (cosf+2n-1
_Zsklzm@f ( ok j( m-1 m+1 j‘o"'zsk/zmm}[f ( ok jhm(ﬁ)de
(4.27)
bulunur. Burada h_(6) =sin 9(3|n(m—1)6?_3|n(m+1)6’j olup,
m-1 m+1
cosd+2n-1
|Cnm| 25k/2m\/__[f (—jhm (9)d9
T cosH+2n 1
(25k/2m /_j,[f ( )hm(ﬁ)‘de (4.28)
(Zsk/zm\/_j,(ﬂhm |d9
elde edilir. Boylece,
,[ (0)|d6- I (sm(m 16 sm(m+1)¢9j‘d9
m+1
Ism&sm(m 10| |sm6’sm(m+1)6’| (4.29)
)| | | m+1 |
2m
a m2 -1
n <2“*' oldugunda,
ol < =y (4.30)
(2n)”*(m’* -1)
elde edilir.
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m =1 ise, (4.26) denkleminden

i

|Cn1| (2n )3/2 0<X<1

f'(x)| (4.31)

elde edilir. Buna gore, ZZCnm serisi mutlak yakinsaktir.

n=1 m=1

m =0 icin w(x) agirhk fonksiyonuna goére Haar 6lgim fonksiyonu ile olusturulmus bir
ortogonal sistemi {1//“0};:1 biciminde oldugu anlagilirdir. Bdylece, ZCnoz//nO(x)
n=1

yakinsaktir [9]. Diger taraftan ise,

2.2 Contm (V)| < nowno<x) + 2 2| Con 7 ()
n=1 m=0 r;—l r:o—l (432)
nOl//nO(X) + Z |Cnm| <0
= n=1 m=1

olur. Boylece Lemma (4.1)" den Zchml//nm (x) serisi f(x)’ e diizglin yakinsaktir.

n=1 m=0

Teorem 4.2 ikinci turevi f”(x), K ile sinirli olan ve [O,l) araliginda tanimh surekli bir

f (x) fonksiyon olsun. Bu takdirde,

n=0 m=0

1 2X-1M-1 2 U
Qi = _[( f(x)- ZCnmv/nm(X)J dx | olmak tzere,

TK2 & & 1 IKZe Mt g V2
QM’kS( 5 > 2_1)2+ 5 > wj (4.33)

n=2¥ m=0 n

dogruluk tahminine sahip olur.

ispat
, 1 2X_1M-1 2
QM K = I[ f (X) - Z Cnml//nm (X)J dX
0 n=0 m=0

[i i Coml i (X) - 221 MZACnml//nm (X)] dx

n=0 m=0 n=0 m=0

Il
O ey
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Qi/l,k = J.|:i i Can/nm (X)+ i Z_lcnmv/nm (X):| dx

n=0 m=M n=2% m=0
o ® 1 1/ o o M- o
=" > o W (dx+2] (Z > cnmwnm(x)j(z > nmwnm<x>)dx+ > e, I W (X)X
n=0 m=M 0 0 \.n=0 m=M 2K m= n=2% m=0
(4.34)

M =

LN

olup, (4.34) esitliginin (2_[(2 i Cnmy/nm(x)j[i

n=2¥ m=0

cnmx//nm(x)jdx kismi n=k, m=I

icin ele alinirsa, <1//nm,¢//k|>= 0 oldugundan

M

zj(z

o \n=0m

I
<

Cnm‘r//nm (X)](i Mz_lcannm (X)jdx =0 (435)

1
elde edilir. Ayrica ortonormallikten dolayi wam (x)dx =1 oldugundan,
0

<

-1

c§m+z cZ. bulunur. (4.30) esitsizliginden

m

[Ms

Qi/l,kzz

n=0m n=2 m=0

I
<

o o o M-1 © © 27Z'K2 o M-1 272.K2
Q. = cm+ cms _— ¢+ S —
LRt L B SR Gy Ay (1) 4.36)
aK2 & & 1 K2 & ud '
v Z;Zh; n°(m?-1% 2° n:Zzlkmzonf’( ~1)
olup, buradan da
TK2 & & 1 PG = B o
< + SR 4.37
k ( 24 gng\:/l n5(m2 _1)2 24 ;mzo nS(mZ _1)2} ( )

elde edilmis olur ki bu ise ispati tamamlar.
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BOLUM 5

CHEBYSHEV DALGACIK METODU

5.1 Chebyshev Dalgacik Operasyonel Matrisin Tiirevi

m, birinci mertebe Chebyshev dalgaciklari, m=0,1,...M =1 , n=1,2,...,2"* ve

={\/§’ m3g (5.1)

m

2 , m=12,..
olmak tzere
k
amZA K n-1 n
v (0= —\/; Tm(2 x—2n+1), =y stF (5.2)
0 , diger durumlar

biciminde ifade edilmis olup, bu bolimde ise Chebyshev bazlari ele alinarak verilen
problem operasyonel matrisin tlrevi kullanilarak cebirsel denklem sistemine
donistirilecek ve bu denklemi ¢ézmek icin ise oldukca 6neme sahip D tirev

operasyonel matrisi ele alinacaktir.

Bunun igin, metodun dncesinde bazi 6nemli teorem ve sonuglari ele alalim.

Teorem 5.1 [0,1] araliginda ételenmis Chebyshev polinomlari T, () ile tanimlansin ve

T, (X) nin x’ e gére tiirevi ise T, () olsun. Buna gbre,
m=0
Vm = . (5.3)
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olmak Uzere

=, m-1 4m.~
Tm(X)zkoz y_Tk(X)
= k

k+m tek

bicimindedir [15].

(5.4)

Teorem 5.2 ‘P(t), (4.12) denklemindeki gibi tanimli Chebyshev dalgacik vektora olsun.

Budurumda F, M xM tipinde bir matris olmak lizere,

F 0 - 0
0 F - 0
D=|. . . .
0 0 - F

biciminde tanimli D matrisi, 2M tiirev operasyonel matrisi ise ve

olacak sekilde

Oiy

2%2m A=2,3..,M, j=12,..,i-1 i+ ] tek

0 , diger durumlarda

ile tanimlanirsa, béylece W (t)” nin bir kez tiirevi

d¥(t)
dt

=DY¥(t)

bicimindedir [15].

ispat
n-1 n
1, te|—,—
Z{n—l n }(t) - - { 2 2“}
0 , digerdurumlarda

karakteristik fonksiyonu olmak Gzere,

45

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)



[0,1] araliginda otelenmis Chebyshev polinomlari icin (4.12) denklemindeki ‘P(t)

vektorinin r. elemani

o 2% k k-1
‘{’r(t)=1//n'm(t)=mTTm(2 t—2n+1);([nl . r=12,..,2m (5.10)

biciminde olup, (5.10) denkleminin t’ ye gbre tirevi alinirsa

d¥, (1) @2

dt N

r=12,..2M (5.11)

T, (2t-2n+1)4

n-1 n |’
ok ok

2kfl ! 2kfl

elde edilir. Bu fonksiyon {n L} araliginin disinda sifirdir. Clinkii Chebyshev

dalgacik acilimi [gk—__ll%} araliginda sifirdan farkli olan ‘P(t)' deki Chebyshev

dalgaciklarinin bazlarina sahiptir. Buna gore, ‘¥, (t), i=nM +1,nM +2,...,(n+1)M igin

Chebyshev dalgaciklari agilimi

dv, (1) = (%) a ¥ (t) (5.12)

i
dt (n-1)M +1

bicimindedir. Burada operasyonel D matrisi (5.5) denkleminde verildigi gibi blok
dv, (t
matristir. Ayrica m=0 icgin dTLt(t)=0 olup, %:o dir. Bunun sonucunda, F
matrisinin ilk satiri sifir olacaktir. Diger yandan (5.4) denklemi (5.11) denkleminde
yerine yazilirsa,
dw, (t % ndoam.
(1) _ y2 2y 4m (2t-2n+1) 4
dt \/; j=0 O .

J n-1 n

] J
J+m tek (513)

r-1 Gr—
=23 4m /a Ly L ()
s=1 s—1

s+rtek

elde edilir. Boylece (5.13) esitliginden,
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ok+2 0 | Gia. i=23...M, j=12..,i-1i+] tek
E - o (5.14)

0 , diger durumlarda
oldugu goralir.

Sonug 5.1 ‘P(t)' nin t’ ye goére n kez tirevi alinirsa D", D operasyonel matrisinin n.

kuvvetini gostermek Uzere,

d"(t)
dt"

=D"¥(t) (5.15)

olarak temsil edilir ve bu sonucta Teorem 5.2’nin bir genellestirilmesidir [15].

Chebyshev dalgacik siralama metoduna benzer olarak, [O,l]x[O,l] bolgesinde tanimh

u(x,t) bigcimindeki keyfi iki degiskenli fonksiyonun

C=[c;]vec, :<1//i(x),<u(x,t),z//j(t)>> (5.16)
olmak lizere
u(x,t):ziﬂ ZZEA e (X (1) = (x)C¥(t) (5.17)

bicimde Chebyshev dalgacik bazlari yardimi ile yazilabilecegi dordiinci bolimden

bilinmektedir.

Bu metodu Chebyshev dalgacik siralama metodundan farkl olarak

u(x,t) :‘P(t)T C¥(x) (5.18)

biciminde tanimlanir ve verilen problemde de kismi tirevler yerine 6ncelikli olarak

(5.18) esitliginin turevleri alinir ve bunlar yerlerine yazilirsa

u(xt) =¥ (x) CD¥(t) (5.19)

u,(x,t)=¥(x)" (D")C¥(t) (5.20)
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b, (xt) =¥ (x)' (D?) C¥(t) (5.21)

elde edilir. Burada (5.19), (5.20) ve (5.21) gibi (5.18)’ in tlirev denklemlerini problemde
yer alan kismi tiirevlere gore elde ederek metoda baslanir. Daha sonra (5.18) denklemi
ve (5.19), (5.20), (5.21) denklemi ile ifade edilen tirevler yerine yazilirsa, problem daha
basit bir cebirsel bir denklem sistemine donistirerek daha kolay bir sekilde

¢Oziilebilirdir. En nihayetinde de bu sistem ¢oziilerek niimerik ¢6ziim bulunur.
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BOLUM 6

LEGENDRE DALGACIK SIRALAMA METODU

6.1 Legendre Dalgaciklari ve Ozellikleri

m dereceli ve w(t)=1 agirlk fonksiyonuna sahip L, (t) ortogonal Legendre

polinomlari

L(H)=1

L (t)=t, (6.1)
2m+1 m

L () =22 (0 -~ Ly (1), m=12,3..

biciminde tekrarlamal formdllerle turetilebilirdir. {//nym(X)Zl/l(k,n,m,X) bigimindeki
Legendre dalgaciklar, k=2,3,... ve n=1,2,..., M herhangi bir pozitif tam say! olmak
Gzere, m=0,1,...,M —1 dereceli Legendre polinomlarindan olusurlar. Bu dalgaciklar

[0,1) araliginda

-1 n
om+1)"2 22 (2%t—2n+1), "< x <
Yo (D) = ( ) ”‘( ) 241 2kt (6.2)
0 , diger durumlar

biciminde tanimlanir [16].
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6.2 Fonksiyon Yaklagimi

Bir g(t)eLz(]R) fonksiyonu ¢, :<g(t),1//n]m(t)> katsayilar olmak Ulzere Legendre

dalgacik bazlariile

g(t) - iicn,my/n,m (t) (6'3)

n=1 m=0

biciminde tanimlanir. (6.3)’ {in kestirilmis serisi

2T m-1

g() = D Conon (t)=C ¥ (1) (6.4)

n=1 m=0

seklindedir. Burada C ve ¥(t)’ler daha 6nce

T
C= [clvo,clyl,...,clval,czvo,czvl,...,cvafl,...,czk,lyo,...,czk,l'MJ (6.5)

biciminde tanimlandigi gibi 2**M x1 tipinde matrislerdir [16].

Teorem 6.1 Legendre dalgacik metodu (LWM) kullanilan (6.3) seri ¢ozimleri u(x)

¢Ozlimine yakinsaktir [17].

ispat: L*(R) bir Hilbert uzayi ve L*(R)’ nin bir bazi ise
Wien (t)=[a] " w (a5t —nb,) (6.7)

biciminde olsun. a, =2 ve b, =1 oldugunda y, , (t) ortonormal baz formundadir.

Simdi ise <> operatori bir i¢ ¢arpimi temsil etsin ve k=1 igin, C, =<U(X),l//li(X)>

olmak Gzere,

u(x)= MZ_:lcliwli(x) (6.8)

i
olarak tanimlansin.
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Bu taktirde

400 = X (000, (9 (9 (69)

7

dir. Diger yandan w; (x) ise w(x) gibi tanimlansin. Ayrica (ajw(xj)) nin kismi
toplamlar diziside {Sn} biciminde gosterilsin. Bunun yaninda S, ve S, n>m igin

keyfi kismi toplamlar olsun. Bu takdirde {Sn}' nin Hilbert uzayinda bir Cauchy dizisi

oldugu ispatlanabilirdir. Bunun igin

(u(x),S,)= <u(x),zn:ajl//(xj)>

=Y, (U.p (%)

n (6.10)
=Z“_10‘j
j=L
n 2
=Z|a,-|
j=1
olup, n>m igin ||Sn —Sm”2 = Zn: |ozj|2 oldugu gosterilmelidir. Bu durumda
j=m+1
n 2 n n
> aw(x) =<Z ay (X)) 2 “JV’(XJ')>
j=m+1 i=m+1 j=m+1
=_Z Z aa, <‘/’(Xi)"//(xi)>
i=m+1 j=m+1 (611)
n
= Z a;a;
j=m+1
n 2
= Z |0‘J|
j=m+1

olur, yani n>m igin ||Sn —Sm”2 = Zn: |ozj|2 elde edilir.
j 1

j=m+
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2 2
Diger yandan, Bessel esitsizliginden Z|aj| bulunur ve bu serinin yakinsak oldugu
j=L

agiktir. Boéylece n,m — oo iken ||Sn —Sm”2 — 0 olur ve {S,} bir Cauchy dizisidir. Bunun

s’ e yakinsadigi kabul edilirse u(x) =s oldugu gorulir. Gergekten de,

(=000 () =(s () ~{u (9w ()
= {lims..v ()2,

=t (S, ()~
=a;—a;=0

(6.12)

olup, (6.12) esitliginden u(x)=s ve ayrica Zajt//(xj) serisinin u(x)’ e yakinsadigl

=1

sonucu elde edilir ki bu ise ispati tamamlar.

Bu metodun uygulanisi Chebyshev dalgacik siralama metodu ile benzer tarzdadir. Yani,
en yuksek tirev degerine operasyonel matrislerle ifade edilmis olan esitligi yazip, ele
alinan problemdeki kismi tlirevlerin durumuna gére integre edilerek, yerine yazilr.
Boylece problemi cebirsel bir denklem sistemi formunda elde etmis oluruz. Burada

sadece baz olarak Legendre bazi kullaniimistir.
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BOLUM 7

NUMERIK METODUN UYGULANMASI

7.1 Ginzburg-Landau Denklemi
Kompleks Ginzburg Landau denklemi, genlik denklemlerinin ilk modeli olarak bilinir ve

2—?=A—(1+ia)|A|2A+(1+i,B)V2A (7.1)

bigiminde ifade edilir. Burada o ve S gercel parametrelerdir. A(X,t) ise kompleks

dizlemde tanimhdir. Esitligin nitel dinamik davranigsal ¢ézimleri « ve S katsayilariyla
degisir. Bu katsayilar belirli bir sistem icin kapsamli hesaplamalar sonucu bulunan

denklemden elde edilir. |a| ve |ﬂ|' nin biylk degerleri icin kompleks Gizburg Landau

denklemi dogrusal olmayan Shrédinger denklemine indirgenir [18]. Son yillarda,
dinamik teoride yogun bir sekilde calisiilmaktadir. Kompleks Ginzburg Landau denklemi
genel olarak gegerli bir davranisi gosterir. Zaman bagimh Ginzburg Landau Teorisi,
stiiper iletkenlerin dengesizlik o6zelliklerini belirlemek icin kullanilir. Bu denkleme
yonelik daha temel ve ayrintili tanimlar Manneville [19], Van Saarloos [20], Van Hecke

ve arkadaslari [21], Nicolis [22] ve Walgraef [23] tarafindan verilmistir.

Son zamanlarda Ginzburg Landau denklemi niimerik olarak Galarkin sonlu elemanlar
metodu [24], Modifiyeli basit denklem metodu [25] ve Ayristirma metodu [26]

kullanilarak ¢ozilmustir.
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7.1.1 Ginzburg Landau Denklemi i¢in Chebyshev Dalgacik Siralama Metodu
Simdi, Ginzburg Landau denklemini Chebyshev dalgacik siralama metodu ile ¢cozelim.

(7.1) denklemindeki o ve g sabitleri sifir kabul edilerek ve asagidaki baslangi¢ ve sinir

kosullu Ginzburg-Landau denklemi

8—u—u—|u| u—8—u_x(1 t+ x°t%)

ot ox’

u(0,t)=0, u,t)=t (7.2)
u(x,0)=0

biciminde gdz dnline alinsin. Bu problemin analitik ¢6zimi u(X,t) = xt dir [26]. Simdi
k =2, M =3 olmak lzere Chebyshev dalgacik siralama metodu kullanilarak problemin

¢6zUminl yapalm. Bunun igin (4.14) ve (4.15) denklemlerinden, k =2, M =3 igin
X) = ['//1,0 (XD, 11 (X), 11,5, (X), 15,6 (X), W21 (X), W (X):l (7.3)

ifade edilir. Burada,

2 1

—T,(4x-1), 0<x<—

l//l,o(x) = \/; O( ) 2
0 , diger durumlarda

ZI T,(4x-1), 0<x< 1

v (=3 Jr * 2
0 , diger durumlarda

N

2\/5 T,(4x-1), 0<x< 1
wi,(X) = 2
0 , diger durumlarda

2 1
—T,(4x-3), —<x<1
o= 3 ")
0 , diger durumlarda
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242

——T,(4x-3), %Sxﬁl

‘//2,1()() = \/;
0 , diger durumlarda
&T2(4x—3), loy<

Wi (X) = \/; 2

0 , diger durumlarda

bicimindedir. Dolayisi ile bu problemin ¢6zimi icin,

o’u

Y =¥ (x) C¥(t) (7.4)

olarak kabul edilsin. Burada C=[cij}mm bulunmasi gereken bilinmeyen katsayilar

matrisidir. Ayrica ‘P(t), (4.13) denklemindeki gibi tanimh vektordir. Simdi (7.4)

esitliginin X’ e gore iki kez integrali alinirsa,

au _ T o\T ou ou?
p =W (x) (P?) C¥(t)+ ot o oron y (7.5)
U (x,t) =¥ (x) (P?) C¥(t)+u, (0,t)+xu, (0) (7.6)
bulunur. (7.6) denkleminde x =1 vazilirsa,
U (L) =¥ (1) (P?) C¥(t)+u, (0,t)+u, (01) (7.7)
olup, buradan da
U, (0,t)=u, (Lt)-u, (0,t) - ¥ (1) (P?) C¥(t) (7.8)
oldugu gorilir. (7.8) denklemi (7.6) denkleminde yerine yazilirsa,
b (xt) =¥ (x)' (P?) C‘I’(t)+ut(0,t)+x(ut (Lt)-u (0,t)—¥ (1) (P?) C‘P(t))

(7.9)

bulunur.
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Simdi de (7.6) esitliginin her iki yaninin t’ ye gore bir kez integrali alinirsa,

u(xt)="¢(x)' (P?) CP¥(t)-x¥(1) (P?) CP¥(t)+G(xt)
(7.10)

G(x,t) =u(x,0)+(u(0.t)-u(0,0))+x{[u(Lt)-u(L0)]+[u(0,t)-u(0,0)]}
olur. Diger yandan (7.4) esitliginin her iki yaninin da t’ ye gore bir kez integrali alinirsa,

Uy, (X,1) = W (x) CPY¥(t)+u,(x,0) (7.11)
=¥ (x)' CP¥(t)

olup, sirasiile (7.9), (7.10) ve (7.11) esitlikleri (7.2) denkleminde yerine yazilirsa

¥ (x)' ( ) CY(t T(PZ)TC )+ X—
¥ ()" (P?) PP (1)~ xP (1) (PF) CPY(t)+xt |-
()" (P2)] CPw (1) x (1) (P?) P (1) x|

—‘I’(x)T CPY(t)= x(l—t + ths)
[0 (P) CP‘I’(t)—x‘P(l)T(Pz) CPY(t)+xt
(7.12)

elde edilir. Bunu takiben k =2,M =3 igin (4.18) ile tanimlanan ® matrisini (4.22)" de

yerine yazarak elde edilen P, P? matrisleri

[ 1.128379167  1.128379167  1.128379167 0 0 0
—-1.063846080 0 1.063846080 0 0 0
O —0.1773076801 -1.595769121 -0.1773076801 0 0 0
0 0 0 1.128379167  1.128379167  1.128379167
0 0 0 —-1.063846080 0 1.063846080
L 0 0 0 -0.1773076801 -1.595769121 -0.1773076801 |

(7.13)

56



0.25 0.176776695459554  —0.277555756156289.10*° 0.5 0 0

—0.0687464925526946 0 0.0624999999603444 0 0 0
P -0.144040270197580 —0.138888888975054 0.138777878078145.10™°  —0.288080540395160 0 0
0 0 0 0.25 0.176776695459554 —0.277555756156289.10*°
0 0 0 —0.0687464925526946 0 0.0624999999603444
0 0 0 -0.144040270197580 —0.138888888975054 0.138777878078145.107*
(7.14)
0.0480324074072850 0.0441941738648884 0.0110485434592119 0.25 0.0883883477297769 —0.277555756156289.101°
—0.0261891400198104 —0.0231481481481482 —0.346944695195361.10 ™"  —0.0523782800396208 —0.693889390390723.10" —0.693889390390723.10"
p2_ —0.0264619435778194 —0.0254629629629786294  —0.01009953703702480 —0.144040270197580 —0.0509259259572588 -0.138777878078145.10°
0 0 0 0.0480324074072850 0.0441941738648884 0.0110485434592119
0 0 0 —0.0261891400198104 —0.0231481481481482 -0.346944695195361.107™
0 0 0 —0.0264619435778194 —0.0254629629786294 —0.0109953703702480
(7.15)

biciminde elde edilir ve de ayrica k =2,M =3 igin,

2 2
Ji, . 2a(4x-1) o 1 2V2(2(4x-1)" -1 oercl [2 texar 22(ax-3) 1_ 2V2(2(4x-3)’' -1) 1o
w(x) =z 72 . Jz 2 o SN P OsXSS W Jr 2 Jz 2 N
10 » diger durumda 0 diger durumda | diger durumda 0, digerdurumda 0 , diger durumda [ diger durumda

ve benzer sekilde

2 1 24/2(4t-1) 1 [2v2(2(4t-1)" 1 2 1 22(4t-3) 1 2V2(2(at-3)" -1
¥ {\/; ostso A ost<s % ogtgé {\/; 5 stsl == SStsL % %gtgl
0, digerdurumda |0 diger durumda o | diger durumda 0, digerdurumda |0 , diger durumda 0 , diger durumda
(7.16)
ve bunu takiben
2 242 22
¥(@1)=|0,0,0, (7.17)

Va' Nz 'Nr

bulunur. Bunun devaminda (4.17) de verilen siralama noktalarina ait formiil
kullanilarak X ve t icin nokta degerleri belirlenir ve daha sonra (7.13), (7.14), (7.15),
(7.16) ve (7.17) esitlikleri (7.12) de yerine yazilarak dogrusal olmayan bir cebirsel

denklem sistemi olusturulur.
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Maple yardimiyla bu denklem sistemindeki bilinmeyen katsayilar matrisi C

-0.1065273762.107"
0.4341787829.10°°
0.5406841624.10°°

-0.1393768707.10°°
0.4640185900.10°°
0.4113450836.10°°

-0.1232692655.10”"
0.5058543407.10°°
0.61616298938.10°°
-0.1719890478.10°°
0.4365267988.10°°
0.5230799114.10°°

-0.1172784646.107
0.4759142213.10°°
0.5810187274.10°°

-0.1759844126.10°°
0.3573874918.10°°
0.5608968817.10°°

0.3028072969.10°°
-0.1484251945.107°
-0.1467726533.10°°
0.2282363347.107
-0.9618105882.10°°
—0.7503668764.107°

0.1944288023.10°°
-0.9844240856.10”7
-0.9316435703.10”"
0.1327706226.10”

-0.5268714833.10°°
-0.4233544560.10°°

0.3379937129.10°°
-0.1645213120.10°°
-0.1643886046.10°°
0.2560193661.10
-0.1138152545.10”"
-0.8531136492.10°°

(7.18)

bulunur. (Bu algoritmanin detayi EK-A da agik olarak ifade edilmistir.) Nimerik ¢ozimi

matris operatorleri ile

u(xt)="¥(x)' (P?) CP¥(t)-x¥ (1) (P?) CP¥(t)+xt

biciminde elde edip, (7.19)

denklemindeki

oldugumuz C bilinmeyen katsayilari yerine yazilirsa,

(7.19)

u(x,t) nidmerik ¢6ziminde bulmus

Unimeri (x,t)=

n i,lgxgl T legxgl
—0.249673290027175.10 \/; 2 +0.151645796047703.10 \/; 2
0 , diger durum 0 , diger durum
2/2(2(4x -3 -1) 1 2 1
| J— 1, Z<x<1 0| | 0sxs <
+0.124025260118713.10 N 2 —0.335284178332784.10 Jr 2
0 |, digerdurum 0 , diger durum
- 242 (2(4x-1)? -1
[[pax o, 1 [y 1
+0.150165537593672.10 T 2 |+0.169812762056453.10 - ! 2
0 , diger durum 0 , diger durum
. ivigxgl ™ M,lﬁxil
—0.148576667619617.10 Jr' 2 +0.923950387814690.10 Jr
0 , diger durum 0 , diger durum
2
1 M lgxgl 10 i,OSXS1
+| +0.716326468628073.10 Jr "2 —0.254732224652389.10™°| { /7 2 |+
0 ,digerdurum 0, diger durum
22(4x-1) 0<x<l 22(2(4x-1)? -1) b<xel
0.121338416121841.10° 7 | 2|+0.127027592805158.10" N UEXES
0 , diger durum 0 , diger durum
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Z..0
N

<t<

1
2

0 , diger durum

2./2(4t -1)

/4

, 0<t<

0 , diger durum

1

N



+

+

+

+

1 N2(4x-3) 1
—, ~<xs<1 AT Zexsd
-0.261839900397994.10 ™| { 7 ' 2 +0.161002704635584.10™ Jr +
0 , diger durum 0 , diger durum
2
- M,Eﬁxﬁl 10 i,oSXS1
0.128397807183757.10 Jr 2 -0.354678451507228.10 Jr 2
0 , diger durum 0, digerdurum
224y 1 22(2(4x-1) —1) 1
+0.157178060448190.10 ™ Jro T T2 0.180634610949008.10* Jr E
0, digerdurum 0 , diger durum
" iylgxgl o Mylgxgl
0.206029733975162.10 | { /z ' 2 -0.130489957977459.10 Jr 2 +
0 , diger durum 0, diger durum
22(2( 4x 3)2 ) 1 2 1
-11 —<x<1 o |7 0<x<
-0.977266913479941.10 ) +0.384823368640625.10°| { /7 ' 2
dlger durum 0, digerdurum
2«/5 4x-1) 1 2\/5(2(4)(71)51) y
~0.10706650084306810° {7 "7 |-084458480401027.00° |\ 0<X<;
, diger durum 0 , diger durum
o iylgxgl o legxgl
0.161557472483781.10 Jr' 2 —0.977502142940620.10 \/; +
0 , diger durum 0 , diger durum
242(2( 4x 3 2 1
" \/_ ) nggl o —, 0<x<=
-0.807218533613466.10 ) +0.241346475562401.10°| /7 2
dlgei durum 0 , digerdurum
Zﬁ &) o 22(2(ax-1) 1) !
0.119131460421123.10°° N X< | -0.116651794763625.10° 5 0<x<2
, diger durum 0 , diger durum
. 214 . 2/2(4x-3) P
0.223817664365752.10 | { /z ' 2 -0.141096156831882.10°| 4 [
0 dlger durum 0, diger durum
4 3y 2 1
10 - ) E3xs1 o | 0<x< -
-0.106643994463293.10 "9 +0.425784039914927.10°| 4 /7 2
dlger durum 0, digerdurum
202(8x-1) (1 242(2(4x-1)" -1) 1
. <X<o o ]——— L o<x<=
-0.219287084552682.10° \/; 2 |-0.203629339540147.10°° Jr 2
0 , diger durum 0, diger durum

59

22(2(4-1)" 1)

A

0 , diger durum

2 1
—, —<t<1
Jr' 2

0 , diger durum

N2(4-3) 1
N

, diger durum

0

2J2(2(4t-3y 1)
Jr

, diger durum

0

,0<t<

, —<t<l
2

,lstsl
2



2 1
[ 0.499346580054349.10™ 0.551342112332831.10“\/5] T’ OstsE
V4

+ +
vz Vr 0 , diger durum
22(4t -1 1
0.297153335239233.10™  0.328055371288553.10 1y/2 M, 0<t<=
v 7 o i
VA VA

0 , diger durum

22 (2041 -1)
N

0 , diger durum

, 0<t<

N |~

0.523679800795989.10 N 0.578801023638682.10 /2
J Iz

<t<1

N |-

2
0.412059467950322.10°  0.456433298650905.10°2 || |
+ - NT

N Jr

0 ,diger durum

, =<t<1

Vo 2 +

0 , diger durum

[0.323114944967563.1010  0.356944135310817.10 ™12

22(4t-3) 1
N N ]

<t<1

N |-

[0.447635328731504.10‘10  0.495480302590350.10 /2

22(2(4-3 1)
Vz Vz ]

T ,

0 , diger durum

+xt
(7.20)

nimerik sonucunu bulunur. Bu sonuglara gore, k =2 M =3 icin Chebyshev dalgacik

siralama metodu kullanilarak Ginzburg Landau denklemi igin edilen niimerik ¢6zimiin
analitik ¢coziime olan yaklasiminin ne kadar iyi oldugunu gozlemleyebilmek icin, analitik

¢OzUmu, nimerik ¢c6zimi ve hata miktarini gosteren grafikler asagidaki gibidir:
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Sekil 7.1 Analitik C6zUm Grafigi Sekil 7.2 Nimerik Cozim Grafigi

Sekil 7.3 Hata Miktari Grafigi

Ayrica, k=2 M =3 igin Chebyshev dalgacik siralama metodu kullanilarak Ginzburg

Landau denkleminin siralama noktalarina gore hesaplanan hata miktarini gosteren

tablo asagidadir:
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Cizelge 7.1 Ginzburg Landau Denkleminin k =2 M =3 icin CWCM uygulanarak

hesaplanan Hata Tablosu

X(i ) t (') U imerik — Yanalitik
0.08333333333  _0.681792296230998574x107*
0.2500000000 0.316179825377016500 x 107X
0.08333333333 0.4166666667 —0.100399584479493598x10°°
0.5833333333 0.184055888585721306x10™°
0.7500000000 —0.433789712483978463x10™°
0.9166666667 0.107897452084060320x10°°
0.08333333333  _0.903849564637404513x107*
0.2500000000 0.368135105732747548 %107
02500000000 0.4166666667 —0.113826004177752793x107°
0.5833333333 0.191916593728080898x10°
0.7500000000  —0.465085248091412496x10°
0.9166666667 0.117287252132669550x107°
0.08333333333  —(.432351376922213149x107
0.2500000000 0.145935763473659108 x10™%°
041660888857 0.4166666667  —0.436417568749902784x107%°
0.5833333333 0.637907782152780100x107°
0.7500000000 —0.165010338726290230x10°°
0.9166666667 0.426662261077126460x107°.
0.08333333333  _(.170033431778904287 x10™*
0.2500000000 0.307129321974741744 %107
05833333333 0.4166666667  —0.879699091349550600x107**
0.5833333333 0.522898391253079354 x 107
0.7500000000  —0.280424017340408227 x107°
0.9166666667 0.819099232884923368 %107
0.08333333333  —0.189202820077838396x107*
0.2500000000 0.322461501944815155x107
07500000000 0.4166666667  —0.939287536638744314x107"
0.5833333333 0.430511182258896952 x107*
0.7500000000  —0.295716784393107446x107%°
0.9166666667 0.868570770862220344x107°
0.08333333333  _0.921290821409570526 x107*
0.2500000000 0.153549395420782276 x107*
09166666067 0.4166666667  —0.450250947636732235x107
0.5833333333 0.182431847406405723x107%
0.7500000000  —0.141059386393749264 x107%°
0.9166666667 0.415226741878882422x107°
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Simdi de Ginzburg Landau denklemine k=2,M =4 icin ayni metodu uygulayalim.
(4.18) ile tanimlanan @ matrisini (4.22) denkleminde yerine yazarak elde edilen P, P?

matrisleri

[ 1.128379167  1.128379167  1.128379167  1.128379167 0 0 0 0
—-1.196826841 -0.3989422802 0.3989422802  1.196826841 0 0 0 0
0.1994711401 -1.396297981 —1.396297981 0.1994711401 0 0 0 0 721
@ 0.8976201306  1.097091271  -1.097091271 -0.8976201306 0 0 0 0 ( : )
0 0 0 0 1.128379167  1.128379167  1.128379167  1.128379167
0 0 0 0 -1.196826841 -0.3989422802 0.3989422802 1.196826841
0 0 0 0 0.1994711401 -1.396297981 -1.396297981 0.1994711401
| 0 0 0 0 0.8976201306  1.097091271  -1.097091271 -0.8976201306 |
025 0.176776695289694  0.277555756156289.10"°  ~0.295408419948018.10™"* 05 0 ~0.555111512312578.10 0
-0.0773398041826230  0.277555756156289.10 " 0.0624000000039166  0.277555756156289.10 0 0 0 0
-0.132582521449991  ~104166666654699 0 0.0416666666710185  -0.265165042899981 0 ~0.277555756156289.10 0
p_| 0.0635201248553056  ~0.277555756156289.10 ™  ~0.0781250000088124  ~0.277555756156289.10 " 0 0 0 0
0 0 0 0 0.25 0.176776695289694  0.277555756156289.10°  ~0.295408419948018.10
0 0 0 0 -0.0773398041826230  0.277555756156289.10"°  0.0625000000039166  0.277555756156289.10"°
0 0 0 0 -0.132582521449991  ~0.104166666654699 0 0.0416666666710185
0 0 0 0 0.0635291248553956  ~0.277555756156289.10™°  ~0.0781250000088124 ~ —0.277555756156289.10
0.0475260416670338  0.0441041738224234  0.0110485434586061  -0.738522437648825.10™" 025 0.0883883476448468 0 -0.147704348751887.10 |
~0.0276213586367994  ~0.0214843749974161 0 0.00260416666938653  ~0.0552427172735989 0 -0.693889390390723.10°*" 0
-0.0224423538918154 -0.0234374999951042  ~0.0110677083337005  0.391660141818573.10 "  -0.13258252144991  0.0468 -0. )390723.10 " 0.783319242803060.10 **
po _| 0.0262402007032978  0.01936848957798995 0.173472347507681.10 7 ~0.00455729166925054  0.0524805814065956 0. 390723107 0 )723.10" 0
0 0 0 0 0.0475260416670338  0.0441941738224234 0.0110485434586061  ~0.738522437648825.10
0 0 0 0 -0.0276213586367994  ~0.0214843749974161 0 0.00260416666938653
0 0 0 0 -0.0224423538918154  ~0.0234374999951042 -0.010677083337005  0.391660141818573.10°*
0 0 0 0 0.0262402907032078  0.0193684895798995  0.173472347507681.10""  ~0.00455729166925054 |

(7.22)
bigiminde elde edilir ve ayrica k =2,M =4 igin,

[2&(2(4%3)(2(4#3)2fl)fo-a)

(2 1 [2f2(4x-1) 1 | 242(2(4x-1) -1) 1 | 242(2x-0)(2(4x-1) -1)-4x41 201, [2(ax-3) 1 w/2(2(4x-3)'-1) ¢
W(x)= n'DSXSZ‘NT'DSXSZ[ 'ﬁ ‘OsxsE‘J ( («/; ) )‘OSXS%‘NH ZSXJ'{TY*SXQ‘[ (ﬁ 'ESXSI‘ e ‘Osxs%
0, 0 .4l o . dd [o dg. 044 o dd o dd }o dd.
ve benzer sekilde
2 1 [22(4-1) 1| 22(2(a-17 -1 1 | 242 (201 (2(at-1) -1)-at+ 21 a3 1, [2Z(2(0-37-1) 4 2/2(2(4-3)(2(4-3)" -1)-4t+3
‘l‘(t):’ ”’OS‘SZ,{T‘ 05‘55‘[ ( e ),ogngiv‘ ( ( N ) )‘0£t£%‘{ AEEEY Y | yre L3EteL ( ( = j ) sts%
0.4 o . dd o . dd. ‘o TR 0 Jdd o dd. ]o dd.

(7.23)

ve bunu takiben

wm=]0000-2 22 232 2\2

NN AN (7.24)

elde edilir. Buradan itibaren (4.17) de verilen siralama noktalarina ait formdil
kullanilarak X ve t icin nokta degerleri belirlenir ve daha sonra (7.22), (7.23) ve (7.24)
esitlikleri (7.12) denkleminde yerine yazilarak dogrusal olmayan bir denklem sistemi

olusturulur.
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Metodun EK-A’ da verilmis olan Maple algoritmasi yardimiyla bilinmeyen katsayilar

matrisi olan C matrisi

[ 0.2035319759.10°°
-0.7592353803.10™
-0.8212061213.10™
0858424755610
0.2206458834.10
0.1118093365.10™
-0.2280143007.10™
| 0.4501637725.107°

C=

0.3182104168.10°°
-0.1163898470.10°°
-0.1256535819.10°°
0.1345119019.10°°
0.3557459812.10
0.1177875711.10™
-0.3080070817.10™
0.6472887507.10™

0.17753159899.10°
-0.6388811046.10™
-0.6895342764.10™
0.7415860872.10™
0.1970200524.10
0.5930844833.10™
-0.1649277378.10™
0.3510383560.10™

0.1297432274.10°
~0.4554282802.10™
-0.4898175572.10™°
0.5497317970.10™

0.1531764958.10™°

0.3317301709.10™

-0.8739357491.10™
0219151844310

-0.4403152922.10°
0.1683907415.10°®
0.2204940546.10°°

-0.1528289467.10°

-0.3743287425.10°
0.1512513183.10°
0.2875552195.10°
-0.3948496008.10°

-0.3432244917.10°°
0.1485873605.10°°
0.2634495618.10°°
0.1229988393.10°°
~0.8033824068.10°°
0.6120185475.10™
0.2782891619.10°
-0.9340475258.10°°

-0.4523499930.10°°
0.1577081542.10°®
0.2366926457.10°
-0.1409616867.10°°
~0.4345375953.10°°
0.1737121645.10°
0.3670269174.10°
~0.4365530548.10°°

elde edilir. u(x,t) Nimerik ¢6zimiinde bulmus oldugumuz C bilinmeyen

yerine yazarak,

unumerik (Xr t) =

0.843217368862189.10"

-0.328234202519069.107

0.376062761256599.10™*

0.667837575412640.10*

—-0.298183257671744.10™2

+0.247630715795519.10 ™

0

2(4x 3)(2(4x-3)* -1) - 4x+3)

-0.473609499725037.10

2 1
,7 <x<1
T 2
, diger durum
24 3P -1
(X ) ),igxél
2
dlgerdurum

<X

&
Iy
y
&

0

, diger durum

2

7[

0<x<

, diger durum

2J2(2(4x-1)* -1)

N
0

2\5(2(4x—1)(2(4x-1)z ~1)-4x +1)

Jr

, 0<x<

, diger durum

N |-

1
2 |-0.266182934454016.10 2

0 , digerduru

N

m
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<

242(4x-3) DN
s ™
0 , diger durum

Ly

242(4x-1) D<x<

NA

0

, 1stl
2

, diger durum

1

2

T

0

-0.8184707138.10™ |
-0.1249678179.10°°
0.1021592684.10°
0.1401951878.10°
-0.5990223161.10°
-0.4615644337.10™
0.1478356246.10°
-0.7026982189.10° |

(7.25)

katsayilar

1

SS

, diger durum



0.122333608199515.102 |
0.477265312743118.101{
0.552124222185415.10°

0.104412408777147.10™

-0.466592121276013.10™ {
0.396901837555100.10 |
0.664597519487277.10°

0.259394445081762.10

0.300639165044011.10™

0.575204393278210.10

-0.257081557824171.10™

0.219610426816694.10™

|
|
|
|
|
|

-0.690406263421830.10
0

, diger durum
22(2(4x-3)°-1)
Jr

, diger durum

,ngsl
2 +

0

2/2(2(4x- 3)(2(4x-3)" -1) - 4x+3)
N

0 , digerdurum

2 geyel

.0
Jr 2

0 , diger durum

<x<
-0.426709924978374.10™

2J2(2(4x-1y 1)
N

, diger durum

,0<x<

1
2|+

0

22 (2(4x-1)(2(4x 1" 1) - 4x+1)
Jr

, diger durum

<x<1

1
)
0

A28
i

0 , diger durum

Esxsl
2 —0.375421903103404.10

2V2(2(4x-3)-1)
—

0 , diger durum

A2 (2(4x—3)(2(4x—3)2 -1)-4x+3)
N

0 , diger durum

1
, S<x<
2

2 1

,0<x<
Jr 2

0 , diger durum

-0.236111958520139.10°

22 (2(4x-1) 1]
——

, diger durum

,0<x<

+

N |-

0

2\/5(2(4x—1)(2(4x—l)2 —1)—4x+1)

N

, diger durum

0
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1sxgl
2

,OSXS1
2

22(4x-3)
Jr

0 , diger durum

,13xsl

22(4t-1)
N7

, diger durum

, OStS1

2
202(4x-1) 0
Jr

0 , diger durum

,ngsE
2

02(4x-3)
N

, diger durum

e

<1

0

L,

22(2(4t-1)"-1)
—

0 , diger durum

, OStS}
2

242(4x-1)

N

, diger durum

,Osxs1
2

0




0.423435825205915.10™

0.166094308105974.10™

0.196616430573146.10™

0.424853196525298.10™

-0.190171639744581.10

0.169122358678041.10™

0.247858884602470.10™

0.169445017521047.107™

0.561631729994650.10™

0.409814039940195.10™

+0.126615906789899.10

0.283005222413664.10™

i,ESXSl » M,ESXS:{
Jr'2 -0.241750169977488.10 Jr
0 , diger durum 0 , diger durum
22(2(4x-37-1) 1
, =<x<1
Jr 2 +
0 , digerdurum
2/2(2(4x-3)(2(4x-3 -1) - 4x+3) 1
7 ESXS1+
0 , digerdurum
L 0sx<t 2 zﬁ([b(*l),ogxg1
pis 2 |-0.181880859743122.10 \/; 2
0 , digerdurum 0 , digerdurum
2
22(2(4x-1)"-1) 1
— > 0<x<=
Jz 2"
0 , diger durum
22 2(ax-1)(2(4x -1 ~1) - 4x+1) 1
,0<x<=
Jr 2
0 , digerdurum
21,4 |peeey 1
N -0.712484002359733.10 Jr 2
0 , diger durum 0 , digerdurum
242(2(4x-3)* -1
JX -3 ),Esxgl
Jr 2 *
0 , diger durum
2&(2(4x—3)(2(4x—3)2-1)-4x+3) 1
—<x<1
N 2 -
0 , digerdurum
Z oex<t _n 2\/5(4)(_1),0931
T 2 |+0.307194717724439.10 \/; 2
0 , diger durum 0 , diger durum

22(2(4x-1)' -1
—

0 , diger durum

,Osxs1
2

02 (2(4x—1)(2(4x-1)z -1)-4x+1)

N

0 , digerdurum

0

1
<X<—
2

66

22 (2(4t-1)(2(4t-1)° 1) - 4t +1)

N

0 , digerdurum

<t<1

|-

2z
T

0 , diger durum

, Oéti1
2



21, 22(4x-3) 1_ _,
~0.472506791906853.10 2| { /7 ' 2 +0.328483097128078.102| [z ' 2
0 , diger durum 0 ,digerdurum
22(2(4x-3) -1) 1
| | ——————%, —<x<1
+0.127202416758060.10 N 2 -
0 , diger durum
2(4>< 3)(2(4x-3)* 1) - 4x+3) 1 .
§ , S<x<
0.270382722491129.10° N 5 -
, diger durum
2 0<x<lt 2/2(4x-1) o<x<l
0.115842657069193.10™°| <z '~~~ 2 |+0.645256363253898.107"| < [y ' X=3
0 , digerdurum 0 , digerdurum
2(4x-1) 1) 1
+0.454904492606351.10 0sx=2
dlgerdurum
2(4x 1)(2(4x-17* 1) - 4x +1) 1
-11 ,0<x<=
0.601195057387041.10 N 5
, diger durum
2 1 220x-3) 1_,
0.230775997496970.102| { /7' 2~~~ |-0.744482534639575.102({ " 7
0 ,digerdurum 0 , digerdurum
V2 (2(4x - 3 ) 1
12 , —<x<1
—0.162248472289644.10" 2 +
dlgerdurum
2(4x 3)(2(4x-3)* 1)~ 4x+3) 1
0.702344407426740.10 5 Sxsl
_ : N 2 -
, diger durum
2 0<x < 242(4x-1) 0<x<l
0.442499367856262.10™ | { /'~ +0.337484527787512.10™ Jr Xs 2
0 dlgerdurum 0 , diger durum
2V2(2(4x-1) —1) 1
+0.132995270391562.10™ 0sx<2
dlgerdurum
V2(2(4x-1)(2(4x-1)* 1) - 4x+1) 1
-11 ,0<x<=
0.310530894260620.10 N 5
, diger durum
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22(4t-3) 1
"2

0

242(2(4t-3) -1

0

N

, diger durum

N

, diger durum

<t<1



+xt

21 g 22(4x-9)
Vo' 27777 |+0.297231856611703.102
0

-0.371653058827171.10™
0

, diger durum
22(2(4x-3)" -1)
Tr ;

, diger durum

<x<1

X

1
+0.674383651364694.10 2

0

22 (2(4x-3)(2(4x -3y 1) -4x+3)
N

, diger durum

<x<1

1
0.252014623787616.10™ )

0

2

T

0

1 2J2(4x-1)
r

, diger dur

0<x S

0.885064200168306.10™ +0.464153178373811.10™

, diger dumm 0
22(2(ax-1)' -1
N

, diger durum

+0.365950075992133.10
0

22 (2(ax-1)(2(4x-17 -1) - 4x+1)

Jr

, diger durum

1
0.435554233872323.10™ » 0< g8

0

2 1

o<t S

/2

0. 168643473772438 10" 0. 851561881975013 1042

, diger durum

212(4t-1) Co<tel

0. 244667216399031 0% 0. 123109470795907 10242 AN

r
, diger durum

, 0<t<

N |-

N

, diger durum

22 (204t -1 (2417 -1)-

Jro 2

, diger durum

Tex

, 0<x<

um

+

4 +1)

0. 846871650411830 10 0. 422456095020633 1082

N

, diger durum
21
Jr'2

, diger durum

<t<1

+

0. 132919503897455 10" 0 668354366282312 1042 ]

|
\f |
|
|

Zﬁ(4t—3)' 1oig
Jr 2
, diger durum

22 (24 -3 1)
—

, diger durum

0. 945013583813705 0% , 0.370605582790017.10° 2.2 } .

i 0

0. 461551994993941 10" _ 0.332924570021855.10 12\/5] , %St <1

Ve 0

2

+

<1

22 (2(4t-3)(2(4t -3y -1)-4t+3)

N

, diger durum

0

L 0<t<

0 743306117654342 10" . 0.225311195921114.10™

N

[0 495717769204940 10" 0 369060489515109 10752

T

0 , diger durum
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niimerik sonucu elde edilir. Bu sonuclara gore, Ginzburg Landau denklemine uygulanan

Chebyshev dalgacik siralama metodunun k =2 M =4 igin elde edilen nimerik ¢6zimu

ve hata miktarini gésteren grafikler ve ayrica hata tablosu asagidaki gibidir:
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Sekil 7.5 Hata Miktari Grafigi
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Cizelge 7.2 Ginzburg Landau Denkleminin k =2 M =4icin CWCM Hata Tablosu

x(i) t(i) Unimerik — Yanaiitik x(i) t(i) Unimerik — Yanaiitik
0.0625 0.0625 0.615826833971767x10*®  0.5625  0.0625 0
0.1875 —0.676542155630955x10*° 0.1875 0
0.3125  -0.221975215985992 x10* 0.3125 0.774380559676047 x10™**
0.4375  0.321239562728337 x10 ™ 0.4375 0.421190859967169x10
0.5625  —0.801352040280534 x10* 0.5625 0.959454737881060x107*2
0.6875 —0.625650226071528x10 ™ 0.6875  —0.627997653879220x10*
0.8125  0.146282014279464x10™" 0.8125 0.437927472063393x10*2
0.9375  —0.27701820004553x10*° 0.9375 0.732747196252603x10 %
0.1875 0.0625 0.780625564189563x10*°  0.6875  0.0625 0
0.1875 —0.624500451351651x10* 0.1875 0
0.3125 —0.257953380877751x10* 0.3125 0.879851747015437x10™**
0.4375  0.401562116891796x10 " 0.4375 0.469235761357822x10 "
0.5625  0.295388713489331x10* 0.5625 0.131422650540003x10 ™
0.6875  —0.829344926067677x10™" 0.6875  —0.565436586441592x10*
0.8125  0.165019664599697 x10™"° 0.8125 0.288657986402541x10*
0.9375  -0.291159596432777 x10 ™" 0.9375 0.315303338993544 x 10
0.3125 0.0625  0.381639164714898x10  0.8125  0.0625 0
0.1875 —0.693889390390723x10™" 0.1875 0
0.3125  —0.918709552877317 x10* 0.3125 0.505151476204446 x107
0.4375  0.203401184784013x10°" 0.4375 0.150712775592865x 10 *
0.5625  0.191097138113605x10 ™ 0.5625 0.747513162480118x10*
0.6875 —0.454117299319989x10 ™ 0.6875 0.772715225139109x10*
0.8125  0.574978953338245x10™" 0.8125  —0.161870516990348x10*
0.9375  —0.738953342960258x10 ™ 0.9375 0.394906329859168x10*
0.4375 0.0625  0.346944695195361x10"  0.9375  0.0625 0
0.1875  0.138777878078145x107*° 0.1875 0
0.3125  0.157374113740616x10 " 0.3125 0.888178419700125x10*°
0.4375  0.362293528510804 x10*2 0.4375  —0.706656955173912x107*
0.5625  0.152178269985370x10 " 0.5625 0.960342916300760x10**
0.6875  —0.923650045336899 x10* 0.6875 0.326849658449646 x10
0.8125  —0.764777130513039x10* 0.8125  —0.272448730243013x107*
0.9375  0.349514861497369x10 ™" 0.9375 0.216160422894518x10*
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Tablo ve grafikler géz o6niinde bulunduruldugunda Chebyshev dalgacik siralama
metodu ile ¢dzilen Ginzburg Landau denkleminin niimerik ¢6zimiiniin analitik ¢6ziime

cok daha iyi yakinsadigi sdylenebilirdir.

7.1.2 Ginzburg Landau Denklemi igin Chebyshev Dalgacik Metodu

Bu kisimda Ginzburg Landau denklemini Bolim 5’ de deginilen Chebyshev dalgacik

metodu yardimiyla ¢ézelim. Bunun igin

u(x,t) =¥ (x)" C¥(t) (7.27)

olarak kabul edelim. (7.2) Ginzburg Landau denklemindeki kismi tiirevler yerine (7.27)

esitligi ile tanimlanan denklemin her iki yaninin X’ se ve t’ ye gore tirevleri alinirsa

u(x,t) =¥ (x) CD¥(t) (7.28)
u, (x,t)=¥(x)" (D")C¥(t) (7.29)
b, (xt)=¥(x)' (D?) C¥(t) (7.30)

bulunur. Bu tiirevler (7.2) denkleminde yerine yazilirsa,
(%) COW (1) -(¥ (x)" C¥ (1))-[¥ (x) e ()] (¥(x) C¥ (1)

(7.31)
(w0 (02) C(t))-[x(2-t+4t)] =0
elde edilir. Buna gore, Ginzburg Landau denkleminin nimerik ¢6zimiini elde etmek
icin bilinmeyen C katsayilar matrisini bulmak i¢cin Chebyshev dalgacik metodunda

k=2 M =2 alinir. Boylece C matrisini

-0.1176574385 - 0.2555097437 0.2315340129- 0.4187558144i 0.1977081518+ 0.2845555049i
| -0.06962123616 -0.1230139382  0.3628561005- 0.5922101523i  0.3554784841+ 0.4024222549i
| 02776761184 - 0.4479582025 - 0.2016656237 - 0.4173520634

-0.04844719940 -0.03336373706 - 0.06124187802 - 0.1038206514

(7.32)
olarak hesaplanir.
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Bunu takiben (7.27) denkleminde C matrisini yerinde yazdigimizda elde edilen

niimerik ¢6zimin hata miktarlarini gosteren tablo ve grafikler asagidaki gibidir:

Cizelge 7.3 Ginzburg Landau Denkleminin k =2 M =2 icin CWM uygulanarak

hesaplanan Hata Tablosu

X ( I) t (I ) unUmerik - uanalitik
0.125 0.125 0.04897651738
0.375 - 0.2857264544
0.625 - 0.06170724976+ 0.0000000004319917409i
0.875 - 0.1895667632- 0.0000000002063159075i
0.375 0.125 0.04899045820
0.375 - 0.6614649346
0.625 -0.0171959777- 1.578732853i
0.875 0.6976630350- 0.5539729971i
0.625 0.125 - 0.00599134660
0.375 - 0.9263694742
0.625 - 0.2826019924
0.875 -1.058161178
0.875 0.125 - 0.0819969254
0.375 -1.149835112
0.625 - 0.4169375573
0.875 - 1.519373860

Sekil 7.6 Nimerik C6zim Grafigi Sekil 7.7 Hata Miktari Grafigi

Chebyshev dalgacik metodunun buradaki tablodan ve grafiklerden de gorildigi tizere

Chebyshev dalgacik siralama metoduna kiyasla nimerik ¢ézimiiniin analitik ¢6zime

olan vyaklasimi olduk¢a hatalidir. Bu sebepten o6turi dogrusal olmayan kismi
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diferansiyel denklemlerin ¢dziimundeki kullanimina uygun degildir. Bu metot yerine
Chebyshev dalgacik siralama metodu dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler

icin daha uygun olmaktadir.

7.1.3 Ginzburg Landau Denklemi i¢in Legendre Dalgacik Siralama Metodu

Bu kissimda ise k =2, M =3 igin Legendre dalgacik siralama metodunu kullanarak ele

alinan problemi ¢ozelim.

Bolim 6’ da vurgulandigi Gzere k =2, M =3 igin Legendre bazlar
\P(X) = [Wl,o (X), l//1,1(x), Wl,z(x), Wz,o(x), WZ,l(X)! Vi, (X)] (7.33)

biciminde ifade edilir. Buna gore,

2,0£x£1
Vio (x) = 2

0, diger durumlarda

1

2J3(4x-1), 0<x<=

l//l,l(x) = ( ) 2
0 , diger durumlarda

0 , diger durumlarda

2, 1ngl
2

0, digerdurumlarda

1
%l(x){z\@mxs), S<x=1

0 , diger durumlarda

2
{2@(5(4’(3) _ZJ’ 1
Wy(X) = 3 3/ 2 (7.34)
0

, diger durumlarda
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yazilir. Boylece (7.33) denklemleri vasitasi ile Ginzburg Landau denklemi igin

o’u

e ¥ (x) C¥(t) (7.35)

formunda oldugu kabul edilir. Burada C:[cij] bulunmasi gereken bilinmeyen

katsayillar matrisidir. CWCM ile elde edilmis olan (7.5) - (7.12) operatdor matris

denklemleri LWCM icin de gecerlidir. CWCM ile benzer tarzda olan ama sadece bazi

Legendre bazi olan LWCM icin P, P? matrisleri

2 2 2 0 0 0
~2.309401077 0 2.309401077 0 0 0 (7.36)
03312693298 -2.981423969 0.3312693298 0 0 0

- 0 0 0 2 2 2

0 0 0 -2.309401077 0 2309401077
0 0 0 0.3312693298 —2.981423969 0.3312693298
0.25 0.144337567282313  -0.277555756156289.107*° 0.5 0 0.555111512312578.10™
-0.105847549360176 0 0.0580947502202252 0 0 0
_| -0.096620221225  -0.0956292183860159 0.138777878078145.10°*° -0.19324044245 0 -0.277555756156289.10
0 0 0 0.25 0.144337567282313  0.277555756156289.10™
0 0 0 -0.105847549360176 0 0.0580947502202252
0 0 0 -0.096620221225  -0.0956292183860159 -0.138777878078145.107*°
(7.37)
0.0449074074077428  0.0360843918205782 0.00838525491866093 0.25 0.0721687836411564 0.555111512312578.10*°
-0.0320750149583333 -0.0231481481481481 -0.346944695195361.10" —0.0641500299166667 -0.346944695195361.10" -0.173472347597681.107°
p?_ —0.0140329368928611 -0.0139459276818954  -0.00787037037070578 -0.096620221225 -0.0278918553637908  —0.693889390390723.10*°
N 0 0 0 0.0449074074077428 0.0360843918205782 0.00838525491866093
0 0 0 -0.032075014958333 -0.0231481481481481  —0.346944695195361.10™"
0 0 0 -0.0140329368928611  —0.0139459276818954 -0.00787037037070578
(7.38)

biciminde elde edilir.

Bunu takiben (4.17) ile verilen siralama noktalarina ait forml kullanilarak x ve t icin

nokta degerleri belirlenir ve daha sonra P,P? matrisleri (7.10) denkelmide yerine

yazilarak dogrusal olmayan bir denklem sistemi elde edilir. Maple algoritmasi
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yardimiyla dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi ¢6zillp, bilinmeyen katsayilar

matrisi olan C matrisi

-0.3743892309.10° -0.3641811054.10° -0.3506323327.10° 0.1850951328.10°°
0.1827023073.10°  0.1762773546.10°  0.1690169037.10° -0.1012649516.10°°
_ 0.1125172980.10°  0.1105718950.10°  0.1047121003.10° -0.5236011714.10°"
-0.5685561379.10° -0.5386258366.10° -0.5800747521.10° 0.1996243671.10
0.1875462387.10°  0.1956775441.10°  0.1630630166.10° -0.8119703633.10°°
0.7606985897.10 "  0.7134859366.10°  0.8338555931.10° -0.2831784460.10°°

0.1598673126.10°  0.2052056107.10°°
-0.8822804750.107 -0.1116562350.10°
-0.4493157936.107 -0.5836207530.10""
0.1687597589.10"  0.2232520291.107
-0.6826167834.10° -0.9235244987.10°°
-0.2372216837.10° -0.3201138442.10°°

(7.39)

biciminde elde edilir. En nihayetinde bulmus oldugumuz bu degerleri u(x,t) nimerik

¢6ziminde yerine yazariz ve buna goére k =2, M =3 igin Legendre dalgacik siralama

metodunu Ginzburg Landau denklemine uygulamak suretiyle elde edilen nimerik

¢6zum grafigi, hata miktar grafigi ve hata tablosu asagidaki gibidir:
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Cizelge 7.4 Ginzburg Landau Denkleminin k =2 M =3 icin LWCM uygulanarak

hesaplanan Hata Tablosu

X(I) t(l) uni]merik _uanalitik
0.08333333333  0.08333333333  _().637588766505547966x10 1
0.2500000000  0.410544445661464863x107%°
0.4166666667  —0.165127064799541756x10°
0.5833333333 0.497317229064542232x107°
0.7500000000  —0.164012051856454733x107°
0.9166666667 0.534264781026916325x10°°
0.2500000000  0.08333333333  _0.733491045679102172 x10 1
0.2500000000  (0.394514421131475502x107%°
0.4166666667  —0.153154086635076681x10°
0.5833333333 0.439893677040004150x10™°
0.7500000000  —0.146679521306758432x10°°
0.9166666667 0.477619133132378692x10°
0.4166666667 0.08333333333  _( 282861234435216602 x 10~
0.2500000000  (0.103624747671560158x107%°
0.4166666667  —0. 373816255727632552x107
0.5833333333  (.942832756312128595x107°
0.7500000000 —0.3292153771816686 x10™°
0.9166666667 0.107240871738412126x10°°.
0.5833333333  0.08333333333  _( 175831571525009168x10
0.2500000000 0.506361619301287648x107
0.4166666667  —0.184023074556449729x107%°
0.5833333333  (.441040537424441936x107%°
0.7500000000  —0.163039248768370726x10™°
0.9166666667 0.534099653393127482x107°
0.7500000000  0.08333333333  _().163381808082618819x10 1
0.2500000000  0.436678471160689696 x10™**
0.4166666667  —0.159684487854860892 x10™%°
0.5833333333  (.368274855055972240x107%°
0.7500000000  —0.140330969067292699x10°
0.9166666667 0.460236071475605968x10™°
0.9166666667 0.08333333333  _(0.737521155258491488 x 102
0.2500000000 0.189842586095778642 x107*
0.4166666667  —0.696520618959084460x107*
0.5833333333  0.157308610582163056 x107%°
0.7500000000  —0.609461370260078184x107%°
0.9166666667 0.200004124373265313x107°
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7.2 Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

1834 yilinda ilk defa bagimsiz dalgalar Scott Russell tarafindan durgun bir teknenin
onltinden kopan diizgun, yuvarlak ve belirgin bir su kiimesinin seklinde veya hizinda en
ufak bir degisiklik olmaksizin G¢ kilometrelik bir kanal boyunca ilerleyisinin
gozlemlenmesiyle bulunmustur. Daha sonra Russell, salinim yapan diger dalgalardan
farkli olan hareketinden dolayi bunlara bagimsiz dalga adini vermistir. S. Russell’ den
sonra teorik ¢alismalarin ilki Korteweg de Vries’ e aittir. Sig bir kanalda tek yonde
ilerleyen dalgalarin olusumu ile ilgili denklem Korteweg de Vries tarafindan

bulunmustur.
Bu problemi kisaca 6zetleyelim;

T yizey gerilimi, p sivi yogunlugu, g yercekimi ivmesi, k kanalin derinligi, = sivinin

dizglin hareketi ile ilgili kiicik sabit, k+#7 ylzeyin dipten itibaren yiksekligi ve

3
o= k——— parametre olmak Uizere dalganin hareketi
3 p9
3 g2 1, 1 0
=—.——|=-mm+—n"+-0— 7.40
g 2\/;6x[377 2" "3%%¢ (7:40)

bicimindeki kismi diferansiyel denklemle ifade edilir. Burada
2 2quz
n=pru, {=- ﬂx, T= £9HT t donlsimauyle (7.40) denklemi
o ok
3
uT+u4+§,8uu§+yum=0 (7.41)

bigimini alir. Burada u bilinen parametredir. (7.41) denkleminde x=¢ —-T donisimu

yaparsak ve ayrica T yerine t yazarsak,

XXX

U, +%/§‘qu +uu,, =0 (7.42)

Korteweg-de Vries denklemi elde edilir. Simdi asagida ifade edilen bir dogrusal

olmayan KdV denklemini Chebyshev dalgacik siralama metodu ile ¢ézelim.
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7.2.1 KdV Denklemi icin Chebyshev Dalgacik Siralama Metodu
Baslangic ve sinir sartlari ile verilen bu tipten bir Korteweg-de Vries denklemi
u, —6uu, +u,, =0

u(x,O)zé(x—l) (7.43)

u(O,t):—6 , u(Lt)=0, t>0

biciminde olsun. Bu problemin analitik ¢6zimi u(x,t):%()l(—_:j dir. Simdi

k =2, M =2 olmak tGzere Chebyshev dalgacik siralama metodunu bu problemi ¢6zmek

icin uygulayalm.
(4.14) ve (4.15) denklemlerinden, k=2, M =2 igin

W (%) =[ 172000522 (X0, 972,5 (X), 972, (0) | (7.44)

yazilir. Burada,

2 1
—T,(4x-1), 0<x<—
l//l,o(x) = \/; 0( ) 2
0 , diger durumlarda
&Tl(4x—1), D<x<i
V/l,l(x) = \/; 2
0 , diger durumlarda
2 1
—T,(4x-3), =<x<1
Wz,o(x) = \/; ’ ( ) 2
0 , diger durumlarda
&Tl(4x—3), lﬁ x<1
'//2,1()() = \/; 2
0 , diger durumlarda

bicimindedir. Dolayisi ile bu problemin ¢6zimii igin,
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o’u

ok =¥(x) C¥(t) (7.45)

olarak kabul edilsin. Burada C:[Cij}mm bulunmasi gereken bilinmeyen katsayilar
matrisidir. Ayrica W(t), (4.14) denklemindeki gibi tanimli vektoérdir. Simdi (7.45)

esitliginin t’ ye gore bir kez integrali alinirsa,

u (x,t):‘P(x)T CPW(t)+Uy,(x,0)

XXX

(7.46)
=¥ (x) CP¥(t)
ve (7.46) denklemininde X’ e gore U¢ kez integrali alinirsa,
=¥(x) P'CP
Uy (X, 1) =¥ (x) PTCPY¥(t)+u,(0,t) 7.47)
=¥ (x) PTCP¥(t)
u, (xt)="¥(x)" (P?) CP¥(t)+u,(0) (7.48)
u(xt)="¥(x)" (P*) CP¥(t)+xu,(0,t)+u(0,t) (7.49)

esitlikleri elde edilir. Ayrica (7.45) denkleminin X’ e gore Ug kez integrali alinirsa,

u (x,t)="¥(x)' (P3)T C¥(t)+xu,(0,t)+u,(0,t) (7.50)

esitligi elde edilir. Simdi de (7.49) denkleminde x =1 yazilirsa,

0, (0,) =u(Lt)-u(,t) —¥ (1) (P*) CP¥(t)

1 T (7.51)
= -¥(1) (P°) CPY(t
be benzer sekilde (7.50) denkleminde de x =1 konulursa,
1 T 3 T
u,(0,t) = -¥Y(1) (P°) CW¥(t (7.52)
OY=g YW (P er)

oldugu gorilir. Daha sonra (7.52) denklemi (7.50) denkleminde yerine yazilirsa sirasi

ile,
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T T 1 T u 1
t)=¥ P*) C¥(t -—W¥(1) (P*) C¥(t) |- - (7.53
ax0) - () (#) vl S Ly (P ev |- b sy
elde edilir ve (7.51) denklemi (7.49) denkleminde yerine yazilirsa,

T 53\" 1 T (53)\T 1
u(x,t)="¥(x) (P*) CP‘P(t)+x(6(1_t) w(1) (P°) CP‘P(t)] Ty (7.54)
olup, benzer sekilde (7.48) denkleminde de (7.51) esitligi yerine yazilirsa,

T T 1 T T
u (xt)="¥(x) (P?) CP‘P(t)+6(1_t)—‘P(1) (P*) CP¥(t) (7.55)

oldugu acikca gorilar. Sonug olarak (7.52), (7.53), (7.54) ve (7.55) denklemleri (7.43) ile

verilen problemde yerine yazilirsa,

1
6(1-t)°

~w (1) (P°) C‘P(t)]_

e ~w () (P°) CP‘P(t)J— 6(11_0}

~w (1) (P°) CPKP(t)}\P(x)T CP¥(t)=0

(7.56)

denklemi elde edilir. Buna ilaveten k =2,M = 2 i¢in (4.18) ile tanimlanan ® matrisinin

(4.22) de yerine yazilmasyla elde edilen P, P?, P® matrisleri

1.128379167  1.128379167 0 0
O —0.7978845605 0.7978845605 0 0 (7.57)
0 0 1.128379167  1.128379167
0 0 —0.7978845605 0.7978845605
0.25 0.176776695348775 0.5 0
P —0.0883883476222492 0 0 0
0 0 0.25 0.176776695348775
0 0 —0.0883883476222492 0
(7.58)
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0.0416666667 0.04419417338371938 0.25 0.0883883476743876

p2 _ —0.0220970869055623 —0.020833333333333 —0.0441941738111246 0
- 0 0 0.0416666667 0.04419417338371938
0 0 —0.0220970869055623 —0.020833333333333

(7.59)

0.005208333333333  0.00644498368459077 0.072916666667 0.0441941738371938

Pt _ —0.00322249184039450 —0.003906250 —0.0220970869055623 —0.00781250
- 0 0 0.005208333333333  0.0064449836849077
0 0 —0.00322249184039450 —0.003906250
(7.60)

biciminde elde edilir ve ayrica k =2,M =2 icin,

SXSl M,nggl i 1<X£1 M’lgxgl

2
_,O 1 A=
Y(x)=| {7 2 , A 23\’ 2 : Jr 2

0 , digerdurumda |0 | diger durumda 0 , digerdurumda |0 | diger durumda

(7.61)
olup, benzer sekilde
2 1 22(4t-1) 1(2 1 2V2(4t-3) 1
—, 0<t<= o<t |—=, o<t T —<t<1
(t)=|{Jrx 2 4 Iz 297" 2 SN

0 , digerdurumda |0 | diger durumda 0 , digerdurumda |0 | diger durumda

(7.62)
bulunur ve bunu takiben
Y1) = O,O,L,& (7.63)
Vo' Nz
elde edilir.
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Buradan itibaren (4.17)’ de verilen siralama noktalarina ait formil kullanilarak x ve t
icin nokta degerleri belirlenmis olur ve daha sonra (7.58), (7.59), (7.60), (7.61), (7.62)
ve (7.63) esitlikleri (7.56)" da yerine yazilarak dogrusal olmayan bir denklem sistemi

elde edilir.

EK-B de daha detayh ifade edilen Maple algoritmasi yardimiyla dogrusal olmayan

cebirsel denklem sistemi ¢ozlillip, bilinmeyen katsayilar matrisi olan C

—0.1324551713.10° -0.2444746101.10° —0.2465599235.10" —0.4197580029.10°"
0.5855075989.10°  0.1523565924.10° —0.2179497744.10° —0.4197580029.10°°
0.3197373702.10°  0.1441300532.10°  0.6438222282.10°  0.8694470201.10°°
0.1525765558.10°  —0.1448932329.10°  0.2874823150.10"  0.4429818922.10'

(7.64)
biciminde elde edilir. En nihayetinde bulmus oldugumuz C bilinmeyen katsayilari
(7.49) denklemi ile verilen u(x,t) niimerik ¢d6zimiinde yerlerine yazilir ve boylece

k=2M =2 igin Chebyshev dalgacik siralama metodunun dogrusal olmayan
Korteweg-de Vries denklemine uygulanmasiyla elde edilen u(x,t) nimerik ¢dzimi

asagidaki gibi elde edilir:
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l"In‘Limerik (Xv t) =

0.269320581578283.10 %

+0.264865221590705.10 "

0.162635323763245.10 ™

+0.957776986489212.10 *°

+0.657293908211856.10**

0.407859001291063.10 "

+0.159749459426179.10°°

+0.218814290697088.10°°

0.133044898067266.10"°

+0.236234045232436.10°°

+0.330784805743356.10°°

0.201057660919901.10°

2 gigel 22(x-1) (1
N 2 |-0.627605076933291.10™ Jr ' 2
0 ,diger durum 0 ,diger durum

2 loxa

Jr' 2 -

0 ,diger durum

22¢4x=3 1_ o |[2 g<r<l

Jr Jr 2

0 ,diger durum 0 ,diger durum

2 geyel L]22exn o 1

Jr 2 |-0.287898197589222.10 Jr 2

0 ,diger durum 0 ,diger durum
2 Loxa

Jr' 2 -

0 ,diger durum

2v2(4x=3) 1_ . |[[22@4-) o 1

Y . 2

0 ,diger durum 0 ,diger durum

2 pex<?t 2V2(4x-1 1
Jr 2 |—0.278894118649227.10°° Jr 2
0 ,diger durum 0 ,diger durum

2 1

—, —<x<1

Jr' 2 -

0 ,diger durum
M, N | )

N 2 Jr

0 ,diger durum 0 , digerdurum

i,OSXSE m OSXSE
Jr 2 |—0.396432486450764.10°° Jr ' 2
0 ,diger durum 0 ,diger durum

2 1

—, —<x<1

Jr' 2 -

0 ,diger durum
@,13x31 @,Egtgl X 1

4 T 6-6t 66t

0 ,diger durum 0 , diger durum

84



i 2 0<t < Zﬁ(t 1 0<t <1
0.269320581578283.107°| { /7=~ +0.957776986489212.10° N
0 ,diger durum 0 ,digerdurum
i —<t<1 2\/5( 4 - 1<
+0.159749459426179.10°| 1z 2~ +0.236234045232436.10°° Jroo 2
0 ,digerdurum 0 ,digerdurum
[ 2 1 22 (4t 1) 1
| |7 0st<— 10 ,0<t<=
—0.627605076933291.10 Jr' 2 —0.287898197589222.10 2
0 ,digerdurum dlgerdurum
2 1_
I i t<1 o |———— =<t<1
-0.278894118649227.10°| 1 /7’ 2 —0.396432486450764.10" 2
2 202 0 , digerdurum Igerdurum
X|0,0,—=,—= 1| - .
Ve 2 ol zﬁ@th;
0.264865221590705.10 ™| { /7’ 2 |+0.657293908211856.10™ N
0 , digerdurum , diger durum
21y 2J—(4t 3) 1<t<1
+0.2188142906697088.10°| {\/z ' 2~ +0.330784805743356.10°°
| 0 , digerdurum dlgerdurum |
- ) ) -
| |7 0t 1 2\/—(4t -1 0<t<
-0.162635323763245.10 Jr' 2 |-0.407859001291063.10" 2
0 ,digerdurum d iger durum
2 1 .4 zf (4t 3 1
£ Z<t< <t<1
—0.133044898067266.10°| 1 \/z ' 2 -0.201057660919901.10°°
0 ,digerdurum dlgerdurum
(7.65)

k=2,M =2 icin Chebyshev dalgacik siralama metodu kullanarak elde edilen

Korteweg-de Vries denkleminin nimerik ¢dzim grafigi, hata miktari grafigi ve ayrica
niimerik ¢c6zimiin analitik c6zime ne kadar iyi yakinsadiginin karsilastiriimasi agisindan

analitik ¢c6zim grafigi ve hata tablosu asagida verilmigtir:
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2.5e+14

2e+141

1.9e+14

1e+i14]

Se+134

Sekil 7.10 Analitik Co6zim Grafigi

Sekil 7.11 Nimerik Cozim Grafigi
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012

0.1
0.08
0.06
0.4
0.2

0.5

Sekil 7.12 Hata Miktari Grafigi

Cizelge 7.5 KdV Denkleminin k=2 M =2 icin CWCM uygulanarak hesaplanan Hata

Tablosu
X(i) t (i ) Unimerik — Yanalitik X (i ) t (') Unimerik — Yanalitik

0125 0125 -0.645818953870503x107° 0.625 0125 _0,735021210562792x10*
0.375  0.443536873895312x10 " 0.375  0.126204463546387 x10*°
0.625 —0.937969146797002x107" 0.625  0.743137218428558x107"°
0.875  0.565420998910326x10°° 0.875  0.107365971668827 x10°°

0375 0.125 -0.139156228207149x10° 0875 0125  (.188326229610958x10 ™
0.375  0.961043744585055x107" 0.375 -0.657931834013858x10 "
0.625 0.946537292989547 x10™" 0.625  0.414379086599581x10 "
0.875  0.392705690188677 x10°® 0.875  0.957886603369928x10°
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Buna gore, KdV denklemine k =2, M =3 igin ayni metot uygulanirsa, buna istinaden

(4.18) ile tanimlanan ® matrisini (4.22) esitliginde yerine yazarak elde edilen P, P?,

P® matrisleri

1.128379167  1.128379167  1.128379167 0 0 0
-1.063846080 0 1.063846080 0 0 0
o -0.1773076801 -1.595769121 -0.1773076801 0 0 0 (7 66)
0 0 0 1.128379167  1.128379167  1.128379167
0 0 0 —1.063846080 0 1.063846080
0 0 0 —0.1773076801 -1.595769121 -0.1773076801
0.25 0.176776695459554  —0.277555756156289.10 0.5 0 0
—0.0687464925526946 0 0.0624999999603444 0 0 0
_| —0.144040270197580 -0.138888888975054 0.138777878078145.10°  —0.288080540395160 0 0
N 0 0 0 0.25 0.176776695459554  —0.277555756156289.107*
0 0 0 —0.0687464925526946 0 0.0624999999603444
0 0 0 -0.144040270197580 -0.138888888975054 0.138777878078145.10*°
0.0480324074072850 0.0441941738648884 0.0110485434592119 0.25 0.0883883477297769 ~0.277555756156289.10*°

-0.0261891400198104  —0.0231481481481482  —0.346944695195361.10"" —0.0523782800396208 —0.693889390390723.10"" -0.693889390390723.10""
| -0.0264619435778194 -0.0254629629629786294  —0.01009953703702480  -0.144040270197580 -0.0509259259572588  —0.138777878078145.10 *°

p?
0 0 0 0.0480324074072850 0.0441941738648884 0.0110485434592119
0 0 0 -0.0261891400198104  -0.0231481481481482 -0.346944695195361.10 ™
0 0 0 -0.0264619435778194  -0.0254629629786294 -0.0109953703702480
0.253025413192953.10°  0.243630278327774.107° 0.102781523604316.10"° 0.283173121999969.10°  0.164450437871247.10°  0.205563047208631.10°
-0.178493016084098.10°  -0.172272621749169.10°  —0.592187136887031.10 °  —0.974521111514863.10° —0.344545243498337.10°° 0
pe -0.109690021009217.10°  -0.105277713355257.10° —0.592187137137251382.10™° -0.155934657117580.10° —0.947499420203390.10° —0.118437427450276.10°°
0 0 0 0.253025413192953.10°  0.243630278327774.10°  0.102781523604316.10°
0 0 0 —0.178493016084098.10°  —0.172272621749169.10° -0.592187136887031.10*
0 0 0 —0.109690021009217.10°  —0.105277713355257.10° —0.592187137251382.10*

bigiminde elde edilir ve ayrica k =2,M =3 igin,

2
W) =|Vr 3 Vz 2, N ' 2437
0 , digerdurumda |0

1
<x<1j__‘* - J =
’ N7 2 ’ Nz "2

: diger durumda 0 , digerdurumda 0 , diger durumda 0

laxa 2V2(4x-3) 1
2 !

N

f diger durumda |Q , diger durumda

2 2
2 gcpel 2Ry 1 (2R g (2 1o (202mey) 1 22208 g
Y(t)=|1Vr 2 . N 2, NS COstsS W 2 . Jr 2 , N P stE
0, digerdurumda |0 diger durumda o | diger durumda 0, digerdurumda |0 , diger durumda 0 , diger durumda
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bulunur ve buradan da

2 22 22

¥(1) =| 0,0,0,

NN

(7.70)

elde edilir. Bunu takiben (4.17)" de verilen siralama noktalarina ait formal kullanilarak

X ve t icin nokta degerleri belirlenir ve daha sonra (7.67), (7.68), (7.69) ve (7.70)

esitlikleri (7.56)" da yerine yazilarak dogrusal olmayan bir denklem sistemi bulunur.

EK-B ile detaylandirilan Maple algoritmasi yardimiyla bilinmeyen katsayilar matrisi C

-0.3755361056.10°°
0.2088043590.10°°
0.4586335522.10°°
0.1066302519.10°°

-0.2795879373.10°°
0.5447727189.10°°

—0.1898650036.107°
—0.5688400584.107°
0.2159476263.10°°
-0.2725821518.107"°
~0.5411716464.107°
0.6371106066.10*°

-0.6170609349.10°°
0.9653010494.10°°
0.6326253962.10°°
0.1657305079.10°°

-0.1442177682.10°°
0.1348047014.10°°

-0.2305146680.1077
-0.3155837408.10”
0.5351108418.10”7
0.1541311119.10”"
0.1054240642.10”7
0.4542053339.10”7

-0.2599355575.1077
-0.3358938239.10"
0.6262121647.10
0.1622717639.10”"
0.1173817577.107
0.4186079709.10”7

-0.1802474203.10”"
-0.1502723745.10”"
0.2436059870.10°
0.1224371688.10”"
0.1979312730.10°°
0.3444181499.10”7

(7.71)

elde edilir. Bulunan C bilinmeyen katsayilari (7.54) denkleminde yerine yazilarak

nimerik ¢6ziim asagidaki gibi bulunur.

Unimerik (X! t) =

—-0.321919520319125.10~

0.361184880041553.10"°

0.602980402561403.107"

0.608700762716612.10™

0.147840156261991.107

0.692480465209653.10 {\/_
0

-0.363691449028613.107

+0.132068837077809.10" 12{

1.4 N 24/2(4x-3) R
2 —0.468741711702899.10 \/; "2
diger durum 0 , diger durum
{ 242 2(4x 2/2(2(4x-37-1) 1
1 , —=<x<1
2 _
2 1
dlgerdurum —, 0<t<=
NI 2
2(4X 1)° —1)’ 0< XSE 0 , diger durum
2 |+
dlgerdurum
2 0<x L " 72\/5(4)(71), Osxgl
Jz' 2 |-0.155886119076330.10" N 2
0 , diger durum 0 , diger durum
S <1 2/2(ax~ 22(x-3 1,
+0.279902492279354.10™ Jr 2
dlger durum 0 , diger durum
2 4x-3)° -1
( ) ) E <x<1
2 +
dlgerdurum M' OSISE
Jz 2
2(4x 12— )’ o< XS% 0 , diger durum
dlgerdurum
2 0<x g 72‘5(“_1),093é
N +0.951924251635985.10 Jr 2
0 dlgerdurum 0 , diger durum
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o jl,lgxgl " gﬁz@i:ﬁylgxgl
0.140485450736003.10 Jr' 2 —0.942740832467353.10 Jr 2
0 , digerdurum 0 , diger durum
22(2(4x-37-1) 1
| J——————>, =<x<1
-0.662269961297391.10 Jr 2 -
0 , diger durum
242(2(4x-1)°-1) 1
0| |————————2, 0<Xx<=
0.646780886139899.10 Jr ' 2|+
0 , diger durum
2 22(4x-1) 1
| |[——=, 0<x s | |7 0sx<<
0.109028900993037.10°| { /7’ -0.270057026988695.10 Jr 2
0 , diger durum 0 , diger durum
1o o 22(4x-3) 1
| |—=, =<x<1 o [SEEETY 2ax<t
0.299287412113723.10 \/— 2 -0.195024816162387.10 Jr 2
0 , diger durum 0 , diger durum
22 ( 2(4x 32— ) 1
9 —<x<1
—0.147545276173520.10" "2 -
dlgerdurum
2(4x —1)? ) 1
0.986828024660566.10° posXs 2 |+
dlger durum
. 2 0<x s o[22 o 2
0.167419751343918.10° | { /7’ —0.329753664979689.10" Jr 2
0 dlgerdumm 0 , diger durum
1 A 22(4x-3) L
0.302819434478276.10°° "27 777 |-0.198800600159774.10° N
0 , diger durum 0 , digerdurum
22 ( 2(4x 32— ) 1
9 —<x<1
—0.147662975247857.10" "9 -
dlgerdumm
2(4x 1)? ) B!
0.104013895966937.10°° » 0<x< 2|+
dlgerdmum
8 2 0<x S 9 2\/7(4)( ) 0<X<7
0.176118889525935.10°| { /7’ -0.353128040359202.10° |z 2
0 dlgerdurum 0 , diger durum
2 Loa 2o(x-3) 1_
0.191346537603818.10°| 1/ ' 2~~~ |-0.122706008438426.10° N
0 , diger durum 0 , diger durum
22(2(4x-37-1) 1 .
-0.965037767000132.10*° Jr LR
0 , diger durum
242(2(4x-1* -1) 1
o | ——————2, 0<x<=
0.616223735489953.10 Jr ' 2 |+
0 , diger durum
1A 0sx sl . 72*5(4)(71),093l
0.105581682531228.10 T -0.221716152120804.10 Jr 2
0 , dlgerdurum 0 , digerdurum
x 1
-6t 6-6t
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2224t -1y -1)
e

0 , digerdurum

, 0<t<

1<t<1

T 2

0 , diger durum

224t - 3 1
I

0 , diger durum

—<t<1

242 (2(4t-3)*-1)
Jr

0 , diger durum

, Estsl
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X.|:0, 0,0,

ok

i
Al

N -

i, ogtgi 10 My ogtgl
0.602980402531228.10°° T 2 —0.147840156261991.10 N 2
0 |, diger durum 0 , diger durum
22 (2(4t —1)%-1) 1
9 , 0st=<—
+0.109028900993037.10 2 |+
dlger durum
2/2(4t-3) 1
<1 N T 2 i<
0.167419751343918.10°° «/ 2 +0.1761188895255935.10°° 2
, diger durum 0 , diger durum
— 2 _
. 2f(2(4t 3) 1) 1.,
+0.105581682531228.10 2
o] dlger durum i
[ 2 gl 2J/2(4t-1)
-0 ) 7= =t= 11 , 0=st=—>
—0.155886119076330.10 NZA 2 +0.951924251635985.10 NS 2
0 , diger durum 0 |, diger durum
22 (2(4t-1)? —1
—10 ( ( ) ) o<t< l
—0.270057026988695.10 2 |—
[o] dlgz'r durum
2 1_,_., 2./2(4t—3) 1_i4
0.329753664979689.10° \/ 2 - —0.353128040359202.10° 2T T
0 |, diger durum 0 |, diger durum
242 (2(4t - 3)?
LfREee ) 1,
—0.221716152120804.10 )
0 dlger durum
[ 2 _1 224t -1) 1
0| ] 7= 0=t @ ,0<t<=
—0.361184880041553.10 N 2 +0.608700762716612.10 N7 2
0 |, diger durum 0 , digerdurum
2(4t—1)2 -1
o [PRCEY o1
—0.646780886139899.10 2 |-
0 g’ er durum
N 2/2(4t—-3) 1
£ Z<t< SN Y Z<t<1
0.986828024660566.10~° Nz 2 —0.104013895966937.10° N/ 2
0 |, diger durum 0 , diger durum
, 2\/*(2(4t73) 71)’ ER,
—0.616223735489953.10 2
(0] dlger durum
[ 2 _1 24/2(4t —1) 1)]
—_— L] | o<t<=
0.692480465209653.10™ | 4/~ ’ 2 —0.363691449028613.10 T 2
0 , diger durum 0 |, diger durum
. 2\/’(2(4t 1)? ) o<t<l
+0.140485450736003.10 2 |+
ger durum
L 3< <1 . 2/2(at-3) 1_, _,
0.299287412113723.10° J— 2 +0.302819434478276.10" J 2
0 |, diger durum 0 , diger durum
2(4t—-3)2 -1
R R U
0.191346537603818.10 [~ 2
, diger durum ]
[ _1 224t —1) 1
<, 0<t Ll 2T o<t<=
—0.468741711702899.10 " \/ 2 +0.279902492279354.10 N 2
, diger durum 0 |, diger durum
22 (2(4t -1)2 -1
L[ [PREE DT o1
—0.942740832467353.10 2
o] rdurum
2 2/2(4t-3) 1
-, g <1 _— = = <t=<1
0.195024816162387.10°° Jr 2 —0.198800600159774.10° NZ2 2
0 , diger durum 0 |, diger durum
2\/2(2(4t -3
—9 ( ( ) ) l <t<1
—0.122706008438426.10 )
[0] dlger durum
[ 2 1 2424t 1) 1
—,0<ts<= o<t<=
—0.321919520319125.10™** NZA 2 +0.132068837077809.10*? NS ! 2
0 , diger durum 0 |, diger durum
2/2(2(4t-1)% -1
11 \/7 ( ) ) o<t< l
—0.662269961297391.10 ! 2
o] rdurum
2 1_,_4 2/2(at 73) 1
Tot< Nel 79 - i<
0.147545276173520.107° \/; 2 —0.147662975247857.10° N3 2
0 , diger durum 0 |, diger durum
22 (2(4t—3)? -1
o M E—
—0.965037767000132.10 2
dlger durum
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Buna gore, k =2 M =3 igin Chebyshev dalgacik siralama metodunu Korteweg-de Vries

(KdV) denklemine uygulamak sureti ile elde edilen niimerik ¢ozim grafigi ve hata

miktari grafigini gosteren grafikler ile k =2 M =3 igin hata tablosu asagidaki gibi elde

edilmistir.

Sekil 7.13 Niimerik Cozim Grafigi

012

0.1
0os
0.06
004
0.2

-1

Sekil 7.14 Hata Miktari Grafigi
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Cizelge 7.6 KdV Denkleminin k =2 M =3 icin CWCM uygulanarak hesaplanan Hata

Tablosu
X ( i) t (i ) U imerik — Yanalitik
0.08333333333  0.08333333333 0.203770306184125616 x10"°
0.2500000000 -0.158600715893797428x10™°
0.4166666667 0.144388834222297647 x10°°
0.5833333333 -0.258579657685942266 x10™°
0.7500000000 0.274884559559041008 %107
0.9166666667 0519892040529157384 x10°®
0.2500000000 0.08333333333 0.130765120953668657 x10-°
0.2500000000 -0.121751192461161395x107°
0.4166666667 0.744723727130747194x107%
0.5833333333 -0.360144858380095911x10°°
0.7500000000 0.443757586232607082x10™°
0.9166666667 0.851211567898246813x107
0.4166666667 0.08333333333 0.563028235145424106 x 10~
0.2500000000 ~0.107718917119470348x10°°
0.4166666667 0.139840528046164536 x10°°
0.5833333333 —0.171513275804002774x10°°
0.7500000000 0.0143361655879914451x10°°
0.9166666667 0.383712595031227010x10°%.
0.5833333333 0.08333333333 0.833744462358509964 x 102
0.2500000000 —0.340104611140645829 x107%°
0.4166666667 0.111511300193711804x107°
0.5833333333 —0.434925151449050418x107°
0.7500000000 0.774315611629106115x107
0.9166666667 0.215133644232423650x107
0.7500000000 0.08333333333 0. 635539468274437524 x 10~
0.2500000000 0.148364168173209522x107°
0.4166666667 0.418381440603354804 x107*°
0.5833333333 —0.425096069456287752 x107%°
0.7500000000 0.730322469166821975x107°
0.9166666667 0.172286901412022076 %107
0.9166666667 0.08333333333 0.463610694972915738 x 10~
0.2500000000 0.335970140596941748x107
0.4166666667 0.558984455945044090x10 7
0.5833333333 0.358754692619811522 x10™*2
0.7500000000 —0.367981478621715042 x107%°
0.9166666667 0.424978718882584872x107°
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7.2.2 KdV Denklemi igin Chebyshev Dalgacik Metodu

Simdi de KdV denklemini daha once verilen ve Bolim 5 de deginilen Chebyshev

Dalgacik metodu ile ¢gézmeye ¢alisalim. Bunun igin,

u(x,t) = ‘I’(x)T C¥(t) (7.72)

biciminde tanimlayip, KdV denklemindeki kismi tlrevler yerine, (7.72) esitligi ile

tanimlanan denklemin her iki yaninin X ve t’ ye gore tiirevleri alinirsa,

u,(x,t) =¥ (x)" CD¥(t) (7.73)

u,(x,t)=¥(x)" (D")C¥(t) (7.74)

U, (x ) =¥ (x)' (D?) C¥(t) (7.75)

U, (x,1) =¥ (x)' (D) C¥(t) (7.76)

oldugu gdriiliir. Bu tirevler (7.43) denkleminde yerine yazilirsa,

w(x)' CD‘P(t)—G(‘P(x)T C‘P(t))(‘I’(X)T DTC‘P(t))+(‘P(x)T (D*) C‘P(t)):O
(7.77)

elde edilir. Buna gore, Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin niimerik ¢6zimiini elde

etmede C bilinmeyen matrisini bulmak icin Chebyshev dalgactk metodunda

k=2 M =3 alinir ve boylece C matrisi

[0.003921904511 -0.1339946103 -0.3092387603 0.02010052974  -0.1209444135  0.2600809905 |
0.07407453101 -0.1358749230 -0.2691661073 0.01895096150 -0.1140274867 0.2452067098
co 0.6416115039  0.4073893177 0.1308528204 0.01421322092 -0.08552061496  0.1839050321
-0.02010052974  0.1209444135 -0.2600809905 -0.1303969363 -0.006957425135 0.08388332150
0.01895096150 -0.1140274867 0.2452067098 0.04702940486  0.2633084970 0.4272598803
-0.01421322092 0.08552061496 -0.1839050321 0.09220455791 -0.004919642492 -0.05931446548 |

(7.78)

seklinde bulunur. Bununla ilgili hata miktarini gésteren tablo ve grafikler asagidaki
gibidir:
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Sekil 7.15 Nimerik Cozim Grafigi

Sekil 7.16 Hata Miktari Grafigi

Cizelge 7.7 Hata KdV Denkleminin k =2 M =3 igin CWM uygulanarak hesaplanan Hata

Tablosu
X(i) t(i) Unimerik ~ Yanalitik X(i) t(i) Unimerik ~ Yanaitig

0.08333333333 0.08333333333 0.0534992216 0.5833333333 0.08333333333 -0.1353404070
0.2500000000 0.1283077502 0.2500000000 0.8796459783
0.4166666667 -0.0190949913 0.4166666667 0.4241604995
0.5833333333 0.3666666664 0.5833333333 0.3635715654
0.7500000000 0.6111111113 0.7500000000 0.9333429000
0.9166666667 1.833333333 0.9166666667 0.4193819916

0.2500000000 0.08333333333 - 0.0626005576 0.7500000000 0.08333333333 0.04545454540
0.2500000000 - 0.0936070477 0.2500000000 0.05555555561
0.4166666667 - 1.689589742 0.4166666667 0.07142857159
0.5833333333  0.3000000000 0.5833333333  0.09999999989
0.7500000000  0.4999999999 0.7500000000 0.1666666665
0.9166666667 1.500000001 0.9166666667 0.5000000001

0.4166666667 0.08333333333 0.5798370008 0.9166666667 0.08333333333 0.01515151546
0.2500000000 1.145976185 0.2500000000 0.01851851841
0.4166666667 - 0.1425050693 0.4166666667 0.02380952412
0.5833333333  0.4444313161 0.5833333333 - 0.4140464648
0.7500000000 - 0.3981644969 0.7500000000 -0.6266468821
0.9166666667 0.8615537866 0.9166666667 0.3004476622
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7.2.3 KdV Denklemi icin Legendre Dalgacik Siralama Metodu

Bu kisimda ise, k=2, M =2 igin Legendre dalgacik siralama metodu kullanilarak

problemin ¢éziimind bulalim.

Bolum 6’ da vurguladigimiz gibi, k =2, M =2 icin Legendre bazlari
W (%) = [ W20 (0,932 (X0, 92,6 (X), 972, (X) | (7.79)

bicimindedir. Buna gore,

2,0£x£1
Vio (x) = 2
0, diger durumlarda
2\/§(4x—1), 0< xsi
l//l,l(x) = 2
0 , diger durumlarda
2, 1 <x<1
V/z,o(x) = 2
0, digerdurumlarda
2\/§(4x—3), lg x<1
l//z,l(x) = 2

0 , diger durumlarda

yazilir. Bdylece bu problem igin,

o'u

oldugu kabul edilir. Burada C:[Cij]mm bulunmasi gereken bilinmeyen katsayilar

matrisidir. CWCM kullanilarak elde edilen (7.46)-(7.56) operatdor matris denklemleri

LWCM icin de kullanilabilirdir. CWCM ile benzer bicimde hesaplanan sadece bazi

Legendre bazi olan LWCM daki P, P?, P® materisleri
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2 2 0 0
o ~1.732050808 1.732050808 0 0 (7.81)
- 0 0 2 2
i 0 0 ~1.732050808 1.732050808
0.25 1.14433756726148 0.5 0
o_ -0.1082531755 0 0 0 (7.82)
0 0 0.25 1.14433756726148
i 0 0 ~0.1082531755 0
0.0416666667  0.0360843918153699 0.25 0.0721687836307398
o7 _ -0.027063293875 —0.020833333333333 -0.5412658775  0.693889390390723.10°"
B 0 0 0.0416666667 0.0360843918153699
0 0 —0.027063293875  —0.020833333333333
(7.83)
0.005208333333333  0.00526230713974144 0.07291666667 0.03608439118153699
ps _| ~0.00394673035677083 ~0.003906250 ~0.027063293875 ~0.00781250
B 0 0 0.005208333333 0.00526230713974144
0 0 ~0.00394673035677083 ~0.003906250
(7.84)

biciminde elde edilir. Buradan itibaren (4.17)’ de verilen siralama noktalarina ait formal

kullanilarak X ve t icin nokta degerleri belirlenir ve daha sonrasinda P,P?, P?
esitlikleri (7.51) de yerine yazilarak dogrusal olmayan bir denklem sistemi bulunur.
Maple algoritmasi yardimiyla dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi ¢ozilip,

bilinmeyen katsayilar matrisi olan C matrisi

-0.3933217273.10° -0.6060078193.10° —0.7014302255.10° -0.9619651506.10°°
0.1479104631.10°  0.3390934332.10° —0.4888611856.10° —0.5612934076.10°°
0.9670407421.10™°  0.3629271041.10°  0.3149686578.10°  0.3556728584.10°°
0.4904953261.10"° —0.1257730436.10™° 0.7397436877.10°  0.9329522675.10°°

(7.85)

bulunur. Bunu takiben bulmus oldugumuz bu degerleri u(x,t) nimerik ¢éziiminde

yerine yazilir. En nihayetinde, k =2, M =2 icin Legendre dalgacik siralama metodunun
KdV denklemine uygulanmak sureti ile elde edilen niimerik ¢6zim grafigi, hata miktari

grafigi ve hata tablosu asagidaki gibidir:
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Sekil 7.18 Hata Miktari Grafigi

Cizelge 7.8 KdV Denkleminin k =2 M =2 icin LWCM uygulanarak hesaplanan Hata

Tablosu
x(i)  t(i) Unimerik ~ Yanaiitik x(i) - t(i) Unimerik — Yanalitik

0.125 0125 —0.642275677087412x107° 0.625 0.125 _0,760956020418035x107%
0.375  0.789021348257535x107*° 0.375  0.173172587381032x107*°
0.625 —0.861342108748886x107*° 0.625 0.765256746859677 x10~*°
0.875  0.490395590801995x10® 0.875  0.113369846843625x10°®

0.375 0.125 -0.106587114134804x10° 0.875 0.125 0,179681235168427 x10™™°
0.375  0.836540559046028 x10°*° 0.375 -0.642275815865290x107*°
0.625  0.416001677550071x10*° 0.625  0.421752424650812x107*°
0.875  0.321498849764623x10°° 0.875  0.977899622389700x10°
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7.3 Sine-Gordon Denklemi

Sine-Gordon denklemi, manyetik akisin yayilimi ve akiskan hareketlerin kararlihg gibi
cesitli dnemli olaylar tanimlayan dogrusal olmayan evrim denklemlerinden biridir.
Matematik, fizik, diferansiyel geometri, goreceli alan teorisi, katihal fizigi ve cok
dogrusal optik gibi bircok alanin genis bir uygulama yelpazesine sahiptir. Son yillarda
Sine-Gordon denklemlerinin analitik veya niimerik ¢ozimlerini bulmak icin bircok
metot denenmistir. Ornegin, Wazwaz [27], Sine-Gordon denklemlerinin analitik
¢Oziminli elde etmek i¢cin Tanh metodunu onermis. Kaya [28], Sine-Gordon
denklemlerinin nimerik ¢c6zimiini elde etmek icin modifiye edilmis ayrisim metodunu
uygulamistir. Batiha ve ark. [29] Sine-Gordon denkleminin yaklasik analitik ¢6zimUnu
bulmak icin varyasyon yineleme metodunu kullanmistir. Yucel [30], homotopi analiz
metodu ile Sine-Gordon denkleminin analitik ¢dézimuinl literatlire sunmustur.
Mohyud-Din ve ark. [31], Sine-Gordon denklemlerini ¢ozmek icin modifiye edilmis
varyasyon yineleme metodunu tatbik etmistir. Biazar ve ark. [32], Sine-Gordon
denklemlerinin yari analitik ¢6zimiini elde etmek icin diferansiyel donisim metodunu
ortaya koymustur. Xinping shao ve ark. [33] Sine-Gordon denklemlerinin analitik
¢6zuiminl elde etmek icin ise Adomian ayrisma ve homotopi perturbasyon metodu ile
birlikte varyasyon yineleme metodunu arastirmislardir. Hasan ve ark. [34] homotopi
analiz metodu ile dogrusal olmayan Sine-Gordon denkleminin ¢6zimi igin bir yeni
teknik ortaya atmistir. Biz ise bu tezde Sine-Gordon denklemini ¢ozmek icin ilk olarak

Chebyshev dalgacik siralama metodunu uyguladik.

Bunun icin dnce dogrusal olmayan Sine-Gordon denklemi C? ve x sabitler olmak

Uzere,
u(x,0)=f(x), u(x0)=g(x) (7.86)
baslangig kosullari ile

u,-C% +xsinu=0 ,xeR,t>0 (7.87)

ile ifade edilir. Eger (7.87) denkleminde C =0, x =-1 alnir.
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Buna ilaveten (7.76) baslangi¢ kosullari ise,

u(x,0)=7z, u(x0)=-2 (7.88)

biciminde tanimlanirsa, bu taktirde (7.88) baslangi¢c kosullu (7.87) kismi diferansiyel

denkleminin analitik ¢éziimii u(x,t) = 2arcsin(sech(t)) olarak bulunur.

7.3.1 Sine-Gordon Denklemi icin Chebyshev Dalgacik Siralama Metodu

Bu kisimda (7.87) ve (7.86) baslangic ve sinir degerli problemini Chebyshev dalgacik
siralama metodu uygulamak suretiyle ¢ozelim. Buna gore oncelikle (4.14) ve (4.15)

denklemlerinden k =3, M =2 igin
v (X) = [Wl,o (x), ‘//1,1()()' Vo (X), W2,1(X)a Vs (x), ‘//3,1()()’ Vio (x), V/4,1(X):| (7.89)

yazilir. Burada,

2 1
—T,(8x-1), 0<x<=
l//l,o(x) = \/; O( ) 4
0 , diger durumlarda
&Tl(8x—l), 0<x<t
V/l,l(x) = \/; 4
0 , diger durumlarda
iT0(8x—3), 1oyl
V/z,o(x) =\V7 4 2
0 , diger durumlarda
&Tl(Sx 3), 1oyl
Wz,l(x) = \/; 4 2
0 , diger durumlarda
2 1 3
—T,(8x=5), —=<x<—
Wao(X) = Jr ° ( ) 2 4
0 , diger durumlarda

100



&TI(SX—S), 1oyl
‘//3,1()() = \/; 2 4
0 , diger durumlarda
2 3
—T,(8x-7), —<x<1
Wao(X)= \/; ’ ( ) 4
0 , diger durumlarda
&Tl(Sx—U, 3cx<t
V/4,1(X) = \/; 4
0 , diger durumlarda

bicimindedir. Béylece,

o%u T
¥=‘P(x) C¥(t) (7.90)
oldugu kabul edilir. Burada C:[Cij]mm bulunmasi gereken bilinmeyen katsayilar
matrisidir. Ayrica W(t), (4.13) denklemindeki gibi tanimli vektordir. Simdi (7.90)

esitliginin t’ ye gore iki kez integrali alinirsa,

U, (x,t)="¥(x)' CP¥(t)+u,(x,0)

; (7.91)
=¥ (x) CP¥(t)-2

u(x.t)="¥(x)' C(P?)¥(t)+u(x,0) -2t (7.92)
=¥ (x)' C(P*)¥(t)-2t+x |

bulunur. Simdi de (7.92) ve (7.91) denklemleri (7.87) denkleminde yerine yazilirsa,

¥ (x)' C¥(t)-sin| ¥ (x) C(P?)¥(t)-2t+7|=0 (7.93)

biciminde cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Bunu takiben k =3, M =2 i¢in (4.18) ile tanimlanan ® matrisi (4.22) esitliginde yerine

yazilarak elde edilen P,P? matrisleri
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[ 1595769121 1.595769121 0 0 0 0 0 0
—1.128379167 1.128379167 0 0 0 0 0 0
0 0 1.595769121 1.595769121 0 0 0 0 7 94
oo 0 0 —1.128379167 1.128379167 0 0 0 0 ( . )
0 0 0 0 1595769121 1.595769121 0 0
0 0 0 0 —1.128379167 1.128379167 0 0
0 0 0 0 0 0 1.595769121 1.595769121
L 0 0 0 0 0 0 —1.128379167 1.128379167_
0.125 0.0883883476222492 0.25 0 0.25 0 0.25 0
—0.0441941738371938 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.125 0.0883883476222492 0.25 0 0.25 0
P 0 0 —0.0441941738371938 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0.125 0.0883883476222492 0.25 0
0 0 0 0 —0.0441941738371938 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.125 0.0883883476222492
0 0 0 0 0 0 —0.0441941738371938 0
0.0104166666666667 0.0110485434527812 0.0625 0.0220970869055623 0.125 0.0220970869055623 0.1875 0.0220970869055623
—0.00552427172964923 —-0.0052083333333333 -0.0110485434592985 0.173472347597681.10"  —0.0110485434592985 0 —0.0110485434592985  0.607153216591882.10
0 0 0.0104166666666667 0.0110485434527812 0.0625 0.0220970869055623 0.125 0.0220970869055623
pr_ 0 —0.00552427172964923  —0.0052083333333333 -0.0110485434592985  0.173472347597681.10 7  —0.0110485434592985 0
0 0 0 0 0.0104166666666667 0.0110485434527812 0.0625 0.0220970869055623
0 0 0 0 -0.00552427172964923  -0.0052083333333333 —0.0110485434592985  0.173472347597681.10™
0 0 0 0 0 0 0.0104166666666667 0.0110485434527812
0 0 0 0 0 0 —0.00552427172964923 —0.00552427172964923
(7.95)
biciminde olur ve ayrica k =3,M = 2igin,
4(8x-1 48x-3 1 1 4(8x=5 48x-7) 3
&,OsxsE ( ),Osxs1 &,lsxs1 ( )y*SXS* &,lsxs§ ( ),Esxsg &,ﬁsxsl { )rSXSl
Y(x)=|4Jz 49 Jr R N I B A R I R N S IR N 4 Jr 4
0 ,dd 0 , dd 0 , dd |0 dd. o ,dd. 0 ,dd 0 ,dd. [0 dd
ve benzer sekilde
22 O<t<1 4(8t_1) 0<t<1 202 1<t<1 alti) 1<t<1 202 l<t<3 4(&_5) E<t<§ 22 3<t<1 4@-T) §<t<1
YU =117 4s x| Az 4 2 N AT T2 r T T 2 a4 T 4
0 ,dd 0 ,dd. {0, dd [0 , dd. 0, dd. 0 dd 0 ,dd. 0 , dd

elde edilir. Bunu takiben

22 4
NN

¥(1)=|0,0,0,0,0,0, (7.97)
elde edilir. Bunu takiben (4.17)" de verilen siralama noktalarina ait formil kullanilarak
X ve t icin nokta degerleri belirlenmis olur ve (7.95), (7.96) ve (7.97) esitlikleri (7.93)
de yerine yazilarak dogrusal olmayan cebirsel bir denklem sistemi olusturulur. Daha

sonra Maple bilgisayar programi yardimiyla sonuglara ulasilir.
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EK-C ile detayli olarak anlatilan Maple algoritmasi yardimiyla bilinmeyen katsayilar

matrisi C
[0.09580589030 0.06642903032 0.2602198096 0.04807077227 0.3599443686 0.02235818807 0.3911200370  0.0006483072811 ]
0 0 0 0 0 0 0 0
0.09580589030 0.06642903032 0.2602198096 0.04807077227 0.3599443686 0.02235818807 0.3911200370  0.0006483072811
.. 0 0 0 0 0 0 0 -0.9033854892.10°*
0.09580589030 0.06642903032 0.2602198096 0.04807077227 0.3599443686 0.02235818807 0.3911200370  0.0006483072811
0 0 0 0 0 0 0 0
0.09580589030 0.06642903032 0.2602198096 0.04807077227 0.3599443686 0.02235818807 0.3911200370  0.0006483072811
0 0 0 0 0 0 0 0 ]
(7.98)

bulunur. En nihayetinde bulmus oldugumuz C bilinmeyen katsayilari u(x,t) nimerik

¢Ozlimde yerine yazilarak asagidaki bicimde niimerik sonug bulunur.

unumerik (Xv t) =

22, 1 22 1 vl
0.000631006009733546 7z~ 4 |+0.000631006009733546| 1 [z ' 4~ "~
0 , digerdurum 0 , digerdurum &y 0o<t< 1
N
& 1<X§ 3 i 3. x<1 0 , digerdurum
+0.000631006009733546| < /7 ' 2 4 |+0.000631006009733546 f 4
0 , diger durum , diger durum
72\/5 0<x< 1 72\5 E <
0.000712531009095267 '~ " 4 |+0.000712531009095267 z 47T
0 , diger durum 0 |, diger durum M| Ogtg1
+ N3 4
& £<X<§ & § x<1 0 , digerdurum
+0.000712531009095267| 3 \/z ' 2~~~ 4 |+0.000712531009095267 T 4
0 , digerdurum 0 , diger durum
7\/7 0<x . 22 1. < 1
0.00769899112369352| 1 ./ '~~~ 4 |+0.00769899112369352 47
0 , digerdurum 0 ,diger durum &’ 1 <t< 1
+ Jr 4 2
i 1 <x S d 2\/5 E x<1 0 , diger durum
+0.00769899112369352 \/— 2 +0.00769899112369352 T 4
, diger durum 0 , digerdurum
& 0<x 1 2 1 <X <
0.00474171235209099 ~ 4 |+0.00474171235209099 T 4"
0 , digerdurum 0 , diger durum A8t - 3) 1 Z<t< E
+ N 2
& 1 <x < 2\/5 § x<1 0 , diger durum
+0.00474171235209099 7z 27~ 4 |+0.00474171235209099 47
0 , digerdurum 0 , digerdurum
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22 1 22 1
0.0306003261424720 {\/_ 4~ =X S +0.0306003261424720 [ﬂ— S 4
0 , diger durum 0 , diger durum i 1 S
+ N
|\/— 1 <x g {\/— § 0 , diger durum
+0.0306003261424720| /7 ' 2 4 |+0.0306003261424720| 3 /7 " 4~
[ diger durum diger durum
{NE 1ng !2\/5 ngsl
0.0117275429321670 r 4 +0.0117275429321670 \/; ' 4
0 , diger durum 0 , diger durum At 5) L —<t< 3
+ Jr 2 4
|2\/§ 1 XS {2\/5 §SXS1 0 , diger durum
+0.0117275429321670 T 2 +0.0117275429321670 \/; "4
0 , diger durum 0 , diger durum
{2*/5 1 x< { 4Bx=3) 1, 1
0.0755461078376889 T 4 - +0.499054691896290.10™% Jro 4T T2
0 ,diger durum 0 , diger durum
{zﬁ p<x<l 223 40 22 3 g
+| +0.0755461078376890 \/; +0.0755461078376890 \/; "4 \/; "4
[ 0 ,diger durum 0 , diger durum 0 , digerdurum
22 1,3
+0.0755461078376890 \/; 2° T4
{0 , diger durum
{m 1 x<1 4Bx-39) 1, 1
0.0201387829490514 4T +0.470513275625.10* Jr 4 2
0 ,diger durum 0 , digerdurum
{2\/5 ngl i §<X<l 4(8t 7) 3<t<]_
+| +0.0201387829490514 \/; 4 |+0.0201387829490514 \/— 4 Jr 4
diger durum 0 , diger durum 0 , diger durum
21_,..3
+0.0201387829490514 ' 27 4
‘0 , diger durum

—2t+7m

(7.99)

elde edilir. Buna gore k=3 M =2 icin Chebyshev dalgacik siralama metodu

kullanilarak Sine-Gordon denkleminin nimerik ¢o6zimiinin grafigi ve ayrica nimerik
¢6zimiln analitik ¢6zime ne kadar iyi yakinsadiginin kiyaslanmasi amaciyla analitik

¢Ozim grafigi, hata miktari grafigi ve hata tablosu asagidaki gibidir:
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Cizelge 7.9 Sine-Gordon Denkleminin k =3 M = 2 icin CWCM uygulanarak hesaplanan

Hata Tablosu

X(i) t(i) U imerik — Yanalitik X(i) t(i) U imerik — Yanalitik
0.0625  0.000242535023068590761 0.0625  0.000242535023068590761
01875 0.000711702194881258521 0.1875  0.000711702194881258521
03125  0.00113622991296624676 03125  0.00113622991296624676
0.4375  0.00149564389084444472 04375  0.00149564389084444472
00625 = 5625 0.00178036814536897126 U °P2° T 05625  0.00178036814536897126
0.6875  0.00199152212028663734 0.6875  0.00199152212028663734
0.8125 0.00213854511875211096 08125  0.00213854511875211096
0.9375  0.00223591558018587656 09375  0.00223591558018587656
0.0625 0.000242535023068590761 0.0625  0.000242535023068590761
01875  0.000711702194881258521 0.1875  0.000711702194881258521
03125  0.00113622991296624676 03125  0.00113622991296624676
0.4375  0.00149564389084444472 04375 0.00149564389084444472
01875 ™5 5605 0.00178036814536897126  °087° 05625  0.00178036814536897126
0.6875  0.00199152212028663734 0.6875  0.00199152212028663734
0.8125 0.00213854511875211096 08125  0.00213854511875211096
0.9375  0.00223591558018587656 0.9375  0.00223591558018587656
0.0625 0.000242535023068590761 0.0625  0.000242535023068590761
0.1875  0.000711702194881258521 0.1875  0.000711702194881258521
0.3125  0.00113622991296624676 03125  0.00113622991296624676
0.4375  0.00149564389084444472 04375  0.00149564389084444472
03125 05625 0.00178036814536897126 0.8125 05625  0.00178036814536897126
0.6875  0.00199152212028663734 0.6875  0.00199152212028663734
0.8125 0.00213854502372812228 08125  0.00213854502372812228
0.9375  0.00223591549637136567 0.9375  0.00223591549637136567
0.0625 0.000242535023068590761 0.0625  0.000242535023068590761
01875 0.000711702194881258521 0.1875  0.000711702194881258521
03125  0.00113622991296624676 03125  0.00113622991296624676
0.4375  0.00149564389084444472 04375 0.00149564389084444472
04375 55625  0.00178036814536897126 057 T 05625  0.00178036814536897126
0.6875 0.00199152212028663734 0.6875  0.00199152212028663734
0.8125 0.00213854502372812228 08125  0.00213854502372812228
0.9375  0.00223591549637136567 09375 0.00223591549637136567
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7.3.2 Sine-Gordon Denkleminin Chebyshev Dalgacik Metodu

Bu kisimda Sine-Gordon denklemini daha o©nce verilen Bolim 5 de deginilen

Chebyshev Dalgacik metodu ile ¢ézelim. Bunun igin,

u(x,t) =¥ (x) C¥(t) (7.100)

biciminde tanimlayip, Sine-Gordon denklemindeki kismi tiirevler yerine (7.100) esitligi

ile tanimlanan denklemin her iki yaninin X ve t’ ye gore tirevleri alinirsa,

u(x,t) =¥ (x) C(D)¥(t) (7.101)
u, (x,t) =¥ (x)' C(D?*)¥(t) (7.102)

oldugu gorilir. Bu tirevler (7.87) denkleminde yerine yazilirsa,

¥ (x)' CDW (t)-sin| ¥ (x)' C¥(t)]|=0 (7.103)

elde edilir. Boylece Sine-Gordon denkleminin nimerik ¢6zimini bulmak igin
Chebyshev dalgacik metodunda k =2, M =2 alinir ve boylece C bilinmeyen katsayilar

matrisi

- 7.402203299 -8.723580254 5.551652474  2.617074076
1.744716051 -4.934802204 -6.106506177 3.701101653
-2.467401100 -6.978864203 -11.10330495 -8.723580254
3.489432101  4.934802204  5.234148152  22.20660992

(7.104)

biciminde bulunur. Bunu takiben elde edilen bu katsayilar matrisi (7.100) denkleminde
yerine yazilarak nimerik ¢6ziim bulunur. Bununla ilgili nimerik ¢o6ziim grafigi, hata

miktari grafigi ve hata tablosu asagidaki gibidir:
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Sekil 7.23 Hata Miktar Grafigi

Cizelge 7.10 Sine-Gordon Denkleminin k =2 M =2 i¢cin CWM uygulanarak hesaplanan

Hata Tablosu

X ( I) t (I) unl'.lmerik - uanatlitik X ( I) t (I) un[]merik - uanalitik

0.125 0.125  -9.175426472 0.625 0.125 0.249351495
0.375 - 18.11654024 0.375 - 18.11654024
0.625 10.60054166 0.625 1.175763714
0.875 10.98654036 0.875  -42.42053475

0.375 0.125 0.249351494 0.875 0.125 0.249351491
0.375  -21.25813289 0.375  -5.550169627
0.625 - 5.107421601 0.625 -17.67379222
0.875 4.703355054 0.875 - 4721422897

108



7.3.3 Sine-Gordon Denkleminin Legendre Dalgacik Siralama Metodu

Simdi ise k=3, M =2 icin Legendre dalgacik siralama metodu kullanilarak Sine-

Gordon denkleminin ¢6zimini yapalim. Bolim 6’ da vurguladigimiz gibi Legendre

bazlari

b4 (X) = [Wl,o (X), ‘//1,1()()’ Vo (X), W2,1(X)a Vio (X), ‘//3,1()()1 Vao (%), W4,1(X)] (7.105)

bicimindedir. Buna gore,

1
242, 0<x<=
l//l,o(x) = 4
0 , digerdurumlarda
1
243/2(8x-1), 0<x<=
l//l,l(x) = ( ) 4
0 , diger durumlarda
1 1
22, Z<x<=
Wyo(X) = 4 2
0 , digerdurumlarda
2J342(8x-3), T<x<
W, (X) = 4 2
0 , diger durumlarda
1 3
22, —<x<=
Vao (X) = 2 4
0 , digerdurumlarda
2\/5\/5(8x—5), ig xgE
l//3,1(x) = 2 4
0 , diger durumlarda
22, 3ox<1
V’A,O(X) = 4

0 , digerdurumlarda
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24342 (8x~7), %SXS1

0 , diger durumlarda

V/A,l(x) =

yazilir. Boylece bu problem igin ise,

‘;—‘jzw(x)T C¥(t) (7.106)

oldugu kabul edilir. Burada C:[Cij]mm bulunmasi gereken bilinmeyen katsayilar

matrisidir. CWCM kullanilarak elde edilen (7.90)-(7.93) operator matris denklemleri
LWCM igin de kullanilabilirdir. Bulunan dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi

Maple algoritmasi yardimiyla ¢ézilip, bilinmeyen katsayilar matrisi olan C matrisi

[ 2.828427124 2.828427124 0 0 0 0 0 0 1
—2.449489743 2.449489743 0 0 0 0 0 0
0 0 2.828427124 2.828427124 0 0 0 0
co 0 0 —2.449489743 2.449489743 0 0 0 0
0 0 0 0 2.828427124 2.828427124 0 0
0 0 0 0 —2.449489743 2.449489743 0 0
0 0 0 0 0 0 2.828427124 2.828427124
| 0 0 0 0 0 0 —2.449489743  2.449489743 |
(7.107)

bulunur. Bunu takiben bulmus oldugumuz C matrisi, u(x,t) nimerik ¢d6ziminde

yerine yazilir. Boylece k =3, M =2 igin Legendre dalgacik siralama metodunun Sine-

Gordon denklemine uygulanmak sureti ile elde edilen nimerik ¢6zimin analitik
¢6zime olan yaklasiminin dogrulugunu gostermek igin nimerik ¢d6zim grafigi, hata

miktari grafigi ve hata tablosu asagidaki gibidir:
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Sekil 7.24 Nimerik Cozim Grafigi

Sekil 7.25 Hata Miktar Grafigi
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Cizelge 7.11 Sine-Gordon Denklemine k =3 M = 2 i¢in LWCM uygulanarak hesaplanan

Hata Tablosu

X(I) t(l) unUmerik _uanalitik X(I) t(l) unUmerik - uanalitik
00625 0.000242535022369594344 00625 0.000242535022369594344
00625 ™0 1675 0.000711702195634433821 0> 04875 0.000711702195634433821
03125  0.00113622990849648887 03125  0.00113622990849648887
04375  0.00149564389558287658 04375  0.00149564389558287658
05625 0.00178036813373028126 05625 0.00178036813373028126
06875  0.00199152213458297922 06875  0.00199152213458297922
08125 0.00213854510877942162 08125 0.00213854510877942162
09375  0.00223591562493830055 09375  0.00223591562493830055
oigs 00625  0000242535022369504344 | 00625  (0.000242535022369504344
01875 0.000711702195634433821 01875  0.000711702195634433821
03125 0.00113622990849648887 03125  0.00113622990849648887
04375 0.00149564389558287658 04375 0.00149564389558287658
05625 0.00178036813373028126 05625 0.00178036813373028126
06875 0.00199152213458297922 06875 0.00199152213458297922
08125 0.00213854510877942162 08125 0.00213854510877942162
09375 0.00223591562493830055 09375  0.00223591562493830055
00625 0.000242535022369594344 00625 0.000242535022369594344
0-3125 0.1875 0.000711702195634433821 0.8125 0.1875 0.000711702195634433821
03125  0.00113622990849648887 03125 0.00113622990849648887
04375 0.00149564389558287658 04375 0.00149564389558287658
05625 0.00178036813373028126 05625 0.00178036813373028126
06875 0.00199152213458297922 06875 0.00199152213458297922
08125 0.00213854510877942162 08125 0.00213854510877942162
09375 0.00223591562493830055 09375 0.00223591562493830055
ous7s 00625 0.000242535022360504344 . 00625  0.000242535022369594344
01875  0.000711702195634433821 01875  0.000711702195634433821
03125 0.00113622990849648887 03125  0.00113622990849648887
0.4375 0.00149564389558287658 0.4375 0.00149564389558287658
05625  0.00178036813373028126 05625  0.00178036813373028126
06875 0.00199152213458297922 06875  0.00199152213458297922
08125 0.00213854510877942162 08125  0.00213854510877942162
0.9375 0.00223591562493830055 0.9375 0.00223591562493830055
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu tezde Chebyshev dalgacik siralama metodu dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlere ilk defa bu tez ¢alismasinda ele alinarak uygulanmistir. Calismanin birinci
boéliminde, dalgaciklarin genel literatiir Ozeti ile tezin amag ve hipotezinden olusan
Giris bolimiuine yer verilmistir. Tezin ikinci boliminde ise, bu metodun uygulanmasi ve
metodun temelinde 6nemli rol oynayan, dalgaciklar icin gerekli olan temel tanimlar ve
onunla ilgili teoremler, dalgacik aileleri ve bunlarin 6zellikleri ele alinmistir. Buna ek
olarak Uglinci boélimde block pulse fonksiyonlari ve o6zellikleri sunulmus ve
uygulanacak metot icin 6n hazirlik yapilmistir. Tezin dérdinci bélimiinde Chebyshev
dalgacik siralama metodu tanitilmis ve bu metodun nasil uygulanacagina dair temel
kavramlar ortaya konulmustur. Besinci bolimde, Chebyshev dalgaclk metodu
aciklanarak, bu metot ile Chebyshev dalgacik siralama metodu birbirleri ile
karsilastirilmistir. Altinci bélimde Legendre dalgacik siralama metodu literatirde yine
ilk defa dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Tezin asil
literatlire katkisi olacak bolimui olan yedinci bolimde, literatiirde ¢ok 6nemli yere
sahip olan, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerden; Ginzburg-Landau
denklemi, Korteweg-de Vries denklemi ve Sine-Gordon denklemlerine sirasi ile
Chebyshev dalgacik siralama metodu, Chebyshev dalgacik ve Legendre dalgacik
siralama metotlari tatbik edilmis ve bu metotlarin uygulanmasi neticesinde elde edilen
sonuclarin analitik ¢6ziime ne kadar ¢ok yakinsadigi gosterilmis ve ortaya cikan hatalar
ise tablolar ve grafiklerle desteklenmistir. Bunun yaninda elde edilen sonuglar birbirleri
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ile karsilastirilarak Chebyshev Dalgacik siralama metodunun dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin nimerik ¢6zimini elde etmekte diger metotlardan cok
daha kullanigh bir metot oldugu gorilmistir. Sonugta ele alinan Chebyshev dalgacik
siralama ve Legendre dalgacik siralama metotlarinin kullanilmasi ile gozle gorilir

derecede iyi sonuglar verdigi saptanmistir.

Gelecekte, Chebyshev dalgacik siralama metodu kesirli mertebeden dogrusal olmayan
kismi diferansiyel denklemlere uygulanarak elde edilecek nimerik ¢6zlimlerin analizleri
yaninda farkli metotlarla bulunan ¢o6ziimlerle de karsilastirma yapilarak literatire

blyuk katki saglayacagi diisiiniilmektedir.
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EK-A

GiINZBURG LANDAU DENKLEMI iCIN CWCM MAPLE KODLARI

restart:

with(LinearAlgebra):

k:=2: M:=4:.Tm:=(t,m)-> 2*t*Tm(t,m-1)-Tm(t,m-2):
Tm(t,0):=1: Tm(t,1):=t:

Tm2:=(tt,m)->subs(t=tt, Tm(t,m)):
alpha:=(m)->piecewise(m=0,1/sqrt(Pi),sqrt(2)/sqrt(Pi)):
Phi:=(n,m,x)->piecewise((n-1)/(2”(k-1)) <= x and x <= n/(27(k-1)),
> alpha(m)*(27(k/2))*Tm2(2Ak*x-2*n+1,m),

> 0):

Phi(1,0,x):

Phi2:=(t)->Array([seq(seq(Phi(i,j t),j=0..M-1),i=1...27(k-1))] ):
Phi2 := t -> Array([seq(seq(Phi(i,j,t),j = 0 .. M-1),i = 1 .. 2A(k-1))]):
Phi_mxm:=Matrix([seq([r[i]],i=1...(27(k-1))*M)])*+:
Phi_mxm_Inv:=MatrixInverse(Phi_mxm):

m:=M*(27(k-1)):

PB_nn:=Matrix(m,m):
xi:=(i,n)->((i+1)*(n+1)-2*i*(n+1)+(i-1)*(n+1)):

nn:=1:#xi indisi

forifrom 1tomdo

p:=0:

forjfrom1to do

if i=j then
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PB_nnli,j]:=1:

fi:

if i<j then

p:=p+1:

B_nnl[i,j]:= xi(p,nn):

fi:zend do: p:=1:

end do:

PB_nn:=(1/(m”nn))*(1/((nn+1)!))* PB_nn:
P_nn1:=Phi_mxm.PB_nn.MatrixInverse(Phi_mxm):
forifrom 1 to (27(k-1))*M do
t[i]:=evalf((2*i-1)/((27k)*M)):

end:

for j from 1 to (2”*(k-1))*M do
x[jl:=evalf((2*j-1)/((22k)*M)):

end:

#ginzburg-landau denk u>0 kosulu igin

# C bilinmeyen katsayilar matrisi

C:=Matrix( (27(k-1))*M,(2”(k-1))*M,symbol=c):
forifrom 1 to (2”*(k-1))*M do

forjfrom 1 to (2*(k-1))*M do

PDE(i,j):=simplify((evalf(((Phi2(x[i]))).((P_nn2)).C.(Phi2(t[j])*+)))-
x[i]1*((Phi2(1)).((P_nn2)).C.(Phi2(t[j]) +))+x[i]-
(((((Phi2(x[i1)).((P_nn2)).C.(P_nn1).(Phi2(t[j])*+))-
x[i]*((Phi2(1)).((P_nn2)).C.((P_nn1)).(Phi2(t[j1)+))+x[i]*t[j1)*3))-
((Phi2(x[i])).((P_nn2)).C.(P_nn1).(Phi2(t[j]) +))+x[i]*((Phi2(1)).((P_nn2)).C.((P_nn1)).(Phi
2(t[j1)~+))-x[i1*t[j1-((Phi2(x[i])).C.((P_nn1)).(Phi2(t[j])*+))-
x[i]+x[i]*t[j]+(x[i]73)*(t[j]1*3))=0;

end;

end do;

coz:=fsolve({seq(seq(PDE(i,j),i=1..(27(k-1))*M ),j=1..(27(k-1))*M )}):
C:=subs(op(coz),C):

U:=(x,t)->evalf(((Phi2(x)).((P_nn2)).C.(P_nn1).(Phi2(t) +))-
x*((Phi2(1)).((P_nn2)).C.((P_nn1)).(Phi2(t) +))+x*t):

U(x[1],t[1]):

u:=(x,t)->x*t:
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U_ERR:=(x,t)->abs(U(x,t)-u(x,t)):

u(x[1],t[1]):

xbas:=1:

tbas:=1:

with(plots):
gl:=plot3d(U(x,t),x=-xbas..xbas,t=-tbas..tbas,color=gray):
g2:=plot3d(u(x,t),x=-xbas..xbas,t=-tbas..tbas):
display(gl,g2):
plot3d(u(x,t),x=-xbas..xbas,t=-tbas..tbas):
plot3d(U(x,t),x=-xbas..xbas,t=-tbas..tbas,color="grey"):
plot3d(U_ERR(x,t),x=-1..1,t=-1..1):

forifrom 1to (27(k-1))*M do

for j from 1 to (27(k-1))*M do
HIX[],t(1]:=(U(x[i],t[j])-u(x[il, t[1));

print(H[x[il,t[j1]);

end;

end do:
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EK-B

KDV DENKLEMI iCiN CWCM MAPLE KODLARI

restart:

with(LinearAlgebra):

k:=2:M:=2:Tm:=(t,m)-> 2*t*Tm(t,m-1)-Tm(t,m-2):
Tm(t,0):=1:Tm(t,1):=t:Tm2:=(tt,m)->subs(t=tt, Tm(t,m)):

Tm2(2,0):alpha:=(m)->piecewise(m=0,1/sqrt(Pi),sqrt(2)/sqrt(Pi)):Phi:=(n,m,x)-
piecewise((n-1)/(27(k-1)) <= x and x <= n/(27(k-1)),

alpha(m)*(2/(k/2))*Tm2(27k*x-2*n+1,m),> 0)

Phi(1,0,X): Phi2:=(t)->Array([seq(seq(Phi(i,j,t),j=0..M-1),i=1...2A(k-1))] ):
Phi2 := t -> Array([seq(seq(Phi(i,j,t),j = 0 .. M-1),i = 1 .. 2A(k-1))]):
for i from 1 to ((2(k-1))*M) do
rlil:=evalf(Phi2((2*i-1)/((27k)*M)));

end do:

Phi_mxm:=Matrix([seq([r[i]],i=1...(27(k-1))*M)])A+:
Phi_mxm_Inv:=Matrixinverse(Phi_mxm): m:=M*(2A(k-1)):
_nn:=Matrix(m,m):i:=(i,n)->((i+1)A(n+1)-2%iA(n+1)+(i-1)A(n+1)):
nn:=1:#xi indisi

for i from 1to m do p:=0:
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for jfrom 1 to m do if i=j then PB_nnl[i,j]:=1: fi:
if i<j then p:=p+1:

PB_nnl[i,j]:= xi(p,nn): fi: end do:

p:=1: end do:
PB_nn:=(1/(m”nn))*(1/((nn+1)!))* PB_nn:
P_nnl1:=Phi_mxm.PB_nn.MatrixInverse(Phi_mxm):
if i<j then p:=p+1:

PB_nnl[i,j]:= xi(p,nn): fi: end do:

p:=1: end do:
PB_nn:=(1/(m”nn))*(1/((nn+1)!))* PB_nn:
P_nn2:=Phi_mxm.PB_nn.MatrixInverse(Phi_mxm): nn:=3:#xi indisi
forifrom1ltomdo p:=0:

for jfrom 1to mdo

if i=j then

PB_nnl[i,j]:=1: fi; if i<j then p:=p+1:

B_nnl[i,j]:= xi(p,nn): fi:

end do: p:=1: end do:
PB_nn:=(1/(m”nn))*(1/((nn+1)!))* PB_nn:
for j from 1 to (27(k-1))*M do
x[j]:=evalf((2*j-1)/((2"k)*M)):

end:

#Phi2(x[i]).(P_nn3).C.(Phi2(t[j])"+)+x[il/(6*((1-t[j])"2))-
x[i1*Phi2(1).(P_nn3).C.(Phi2(t[j]) +)-(1/(6*((1-t[j1)*2)))-
6*(Phi2(x[i]).(P_nn3).C.(Phi2(t[j])M+)+x[il/(6*((1-t[j])))-

x[i1*Phi2(1).(P_nn3).C.(Phi2(t[j]) +)-(1/(6*((1-
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t[i1)))).(Phi2(x[i]).(P_nn2).C.(Phi2(t[j])"+)+(1/(6*(1-t)))-
Phi2(1).(P_nn3).C.(Phi2(t[j]1)*+))+Phi2(x[i]).C.(P_nn1).(Phi2(t[j]1)+);

#C bilinmeyen katsayilar matrisi
C:=Matrix( (27(k-1))*M,(27(k-1))*M,symbol=c): for i from 1 to (2”*(k-1))*M do
for j from 1 to (27(k-1))*M do

PDE(i,j):=simplify(evalf(Phi2(x[i]).(P_nn3).C.(Phi2(t[j1)A+)+x[i]/(6*((1-t[j1)*2))-
x[i]*Phi2(1).(P_nn3).C.(Phi2(t[j]1)"+)-(1/(6*((1-t[j]1)*2)))-
6*(Phi2(x[i]).(P_nn3).C.(Phi2(t[j])*+)+x[il/(6*((1-t[j1)))-
x[i1*Phi2(1).(P_nn3).C.(Phi2(t[j]) +)-(1/(6*((1-
t[j))))-(Phi2(x[i]).(P_nn2).C.(Phi2(t[j])*+)+(1/(6*(1-t[j]))-
Phi2(1).(P_nn3).C.(Phi2(t[j])*+))+Phi2(x[i]).C.(P_nn1).(Phi2(t[j])+)))=0 end;

end do;

sys:=[seq(seq(PDE(i,j),i=1..(27(k-1))*M ),j=1..(27(k-1))*M )]:
var:=[seq(seq(c[i,j],j=1..(2*(k-1))*M ),i=1..(2*(k-1))*M )]:
A,b:=GenerateMatrix(sys,var);
G:=Matrix((27(k-1))*M*(27(k-1))*M,1,symbol=g);

A.G=b;

coz:=fsolve({seq(seq(PDE(i,j),i=1..(24(k-1))*M ),j=1..(24(k-1))*M )}):
C:=subs(op(coz),C); u:=(x,t)->(1/6)*((x-1)/(1-t)):
U_ERR:=(x,t)->abs(U(x,t)-u(x,t)):

xbas:=1:

thas:=1:

with(plots):
gl:=plot3d(U(x,t),x=0..xbas,t=0..tbas,color=red):
g2:=plot3d(u(x,t),x=0..xbas,t=0..tbas):

display(g1,82);
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restart:

with(LinearAlgebra):

k:=3:M:=2: Tm:=(t,m)-> 2*t*Tm(t,m-1)-Tm(t,m-2):

Tm(t,0):=1: Tm(t,1):=t:

Tm2:=(tt,m)->subs(t=tt,Tm(t,m)): Tm2(2,0):
alpha:=(m)->piecewise(m=0,1/sqrt(Pi),sqrt(2)/sqrt(Pi)):
Phi:=(n,m,x)->piecewise((n-1)/(24(k-1)) <= x and x <= n/(27(k-1)),
alpha(m)*(2/(k/2))*Tm2(27k*x-2*n+1,m),

Phi(1,0,x):
Phi2:=(t)->Array([seq(seq(Phi(i,j,t),j=0..M-1),i=1...2A(k-1))] ):
Phi2 := t -> Array([seq(seq(Phi(i,j,t),j = 0 .. M-1),i = 1 .. 2A(k-1))]):
for i from 1 to ((2(k-1))*M) do
rlil:=evalf(Phi2((2*i-1)/((2°k)*M)));

end do:

Phi_mxm:=Matrix([seq([r[i]],i=1...(27(k-1))*M)])A+:
Phi_mxm_Inv:=Matrixinverse(Phi_mxm): m:=M*(2A(k-1)):
PB_nn:=Matrix(m,m):
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xi:=(i,n)->((i+1)M(n+1)-2*ir(n+1)+(i-1)A(n+1)):n:=1:#xi indisi
forifrom 1 to m do p:=0:

for jfrom 1 to mdo

if i=j then PB_nn[i,j]:=1:

fi: if i<j then p:=p+1: _nnli,j]:= xi(p,nn): fi: end do:
p:=1: end do:PB_nn:=(1/(m”nn))*(1/((nn+1)!))* PB_nn:
P_nn1:=Phi_mxm.PB_nn.MatrixInverse(Phi_mxm):
nn:=2:#xi indisi

forifrom 1tomdo

p:=0:

for jfrom 1to mdo

if i=j then PB_nnl[i,jl:=1:

if i<j then p:=p+1:

PB_nnl[i,j]:= xi(p,nn):

fi: end do:

p:=1:end do: PB_nn:=(1/(m”nn))*(1/((nn+1)!))* PB_nn:
P_nn2:=Phi_mxm.PB_nn.MatrixInverse(Phi_mxm):
forifrom 1to (27(k-1))*M do
t[i]:=evalf((2*i-1)/((22k)*M));

end;

for j from 1 to (27(k-1))*M do
x[jl:=evalf((2*j-1)/((27k)*M));

end;#sine gordon denk # C bilinmeyen katsayilar matrisi
C:=Matrix( (27(k-1))*M,(2*(k-1))*M,symbol=c);

forifrom 1 to (27(k-1))*M do
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for jfrom 1 to (27 (k-1))*M

PDE(i,j):=simplify(evalf(((Phi2(x[i])).C.(Phi2(t[j])*+))-
sin(((Phi2(x[i])).C.((P_nn2)).(Phi2(t[j])"+))-2*t[j]+Pi)))=0;

end;

end do;

C:=subs(op(coz),C); U:=(x,t)->evalf(((Phi2(x)).C.((P_nn2)).(Phi2(t)"+))-2*t+Pi):
U(x[1],t[1]);

u:=(x,t)->(2*arcsin(sech(t))):

U_ERR:=(x,t)->abs(U(x,t)-u(x,t)):

xbas:=1:

tbas:=1:

with(plots):
gl:=plot3d(U(x,t),x=0..1,t=0..1,color=gray):g2:=plot3d(u(x,t),x=0..xbas,t=0..tbas):
display(gl,g2):
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