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OZET

Kismi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri
icin Gegenbauer Dalgacik Galerkin Yontemi

Neslihan OZDEMIR

Matematik Miithendisligi Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Doc. Dr. Aydin SECER

Bu tez calismasinda, kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimleri Gegenbauer
dalgacik Galerkin yontemiyle, zaman kesirli mertebeden tiirevli kismi diferansiyel
denklem sistemlerinin niimerik coziimleri ise hem Gegenbauer dalgacik Galerkin
yontemi hem de Gegenbauer dalgacik siralama yontemiyle ele alinmistir.  Bu
tez calismasinin asil amaci, bu yontemleri kullanarak bir boyutlu 1s1 denkleminin,
KdV-Burgers-Kuramoto denkleminin, dogrusal ve dogrusal olmayan Klein-Gordon
denklemlerinin ve zaman kesirli ikili Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimlerini elde
etmektir. Elde edilen niimerik sonuglar tablolastirilip grafikleri cizildikten sonra hem
analitik ¢6ziim hem de elde edilen niimerik ¢oziimler birbiri ile karsilastirilmistir.
Bulunan sonucglar degerlendirildiginde, Gegenbauer dalgacik Galerkin yonteminin
hem kismi diferansiyel denklemlerin hem de kesirli mertebeden tiirevli dogrusal
olmayan kismi diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik ¢6ziimlerini elde etmede

cok etkili ve pratik bir yontem oldugu gosterilmistir.

Bu tez, yedi boliimden olusmaktadir. Boliim 1’de konu ile ilgili literatiir taramasi

yapilip tezin amacindan ve hipotezden bahsedilmistir.

Boliim 2’de, ortogonal polinomlar ve dalgaciklar ile ilgili temel bilgiler verildikten
sonra tezin alt yapisini olusturan Gegenbauer dalgaciklari, Gegenbauer dalgaciklariyla
fonksiyonlara yaklasim ve Gegenbauer dalgaciklarinin yakinsaklik analizi ile ilgili

bilgiler sunulmustur.

Bolim 3’te bir boyutlu 1s1 denklemi Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemiyle

xiii



niimerik olarak ¢oziilmiistiir. Elde edilen niimerik sonugclar, tablolar halinde verilip
grafikleri cizilerek analitik ¢oziimlerle ve literatiirde mevcut olan bazi sonuglarla

karsilastirilmistir.

Boliim 4’te KdV- Burgers- Kuramoto denklemi ele alinmistir. Bu denklemin niimerik
¢oziimleri Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemiyle elde edilmistir. Elde edilen
niimerik ¢c6ziimler hem analitik ¢6ziimlerle hem de literatiirde mevcut olan Legendre
dalgacik yontemiyle elde edilen niimerik sonuclarla karsilastirilmistir. Ayrica niimerik

sonuglarin grafikleri ¢izilmistir.

Boliim 5’te dogrusal ve dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemleri ele alinmistir. Bu
denklemler, Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemiyle niimerik olarak ¢oziilmiistiir.
Elde edilen niimerik sonuclar tablolar halinde verilip grafikleri ¢izilerek tam ¢oziimler

ile karsilastirilmisgtir.

Boliim 6’da, zaman kesirli ikili Burgers denklemi hakkinda bilgi verilmistir. Ele alinan
problem hem Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi hem de Gegenbauer dalgacik
siralama yontemiyle c¢oziilmiistiir ~ Elde edilen niimerik sonuclar tablolastirilip
grafikleri cizildikten sonra elde edilen niimerik coziimler analitik coziimler ile

karsilastirilmistir.
Boliim 7’de elde edilen tiim sonuclarin detayli olarak degerlendirmesi yapilmistir.

Bu tez calismasinda, Maple 15 programlama dili kullanilmis ve tiim hesaplamalar bu

program ile yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi; integralin operasyonel

matrisi; kismi diferansiyel denklemler; kismi diferansiyel denklem sistemleri

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

Gegenbauer Wavelets Galerkin Method for Numerical
Solutions of Partial Differential Equations

Neslihan OZDEMIR

Department of Mathematical Engineering

Doctor of Philosophy Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Aydin SECER

In this thesis, Gegenbauer wavelet Galerkin method is applied to obtain the numerical
solutions of partial differential equations, and both Gegenbauer wavelet Galerkin
method and Gegenbauer wavelet collocation methods are applied to obtain the
numerical solutions of time-fractional partial differential equation systems. The
main purpose of this thesis is to obtain numerical solutions of one dimensional heat
equation, Kdv-Burgers-Kuramoto equation, Klein-Gordon equation and the coupled
system of Burgers’ equations with time-fractional derivative. After the obtained
numerical results were tabulated and plotted, both analytical and numerical solutions
were compared with each other. When the results were evaluated, it was shown
that Gegenbauer wavelet Galerkin method is a very effective and practical method
in numerical solutions of both partial differential equations and fractional nonlinear

partial differential systems.

This thesis consists of seven chapters. In Chapter 1, literature review is made and
the aim of the thesis and the hypothesis are mentioned. In Chapter 2, after giving
basic information about orthogonal polynomials and wavelets, the approximation of
a function by using Gegenbauer wavelets, followed by Block Pulse functions and
nonlinear term approximation by Gegenbauer wavelets that used in the thesis are

introduced and the convergence analysis of Gegenbauer wavelets are presented.

In Chapter 3, the one-dimensional heat equation is solved numerically by the
Gegenbauer wavelet Galerkin method. The obtained numerical results are given in
tables and are plotted. Moreover they are compared with the exact solutions and

XV



some results available in the literature.

In Chapter 4, the Kdv-Burger-Kuramoto equation is considered. Numerical solutions
of this equation are obtained by Gegenbauer wavelet Galerkin method. The obtained
numerical solutions are compared to the analytical solution and the numerical results
obtained by Legendre wavelet method which is available in the literature. In addition,

numerical results are plotted.

Chapter 5 deals with the linear and nonlinear Klein-Gordon equations. These
equations are solved numerically by Gegenbauer wavelet Galerkin method. The
obtained numerical results are given in tables and are plotted. Also they are compared
with the exact solutions.

Chapter 6 provides information about the time-fractional-order coupled Burgers
equation. Moreover, the problem is solved by both Gegenbauer wavelet Galerkin
method and Gegenbauer wavelet collocation method. Then the numerical results are
given in tables and are plotted. Also both analytical and numerical solutions were

compared with each other.
In Chapter 7, conclusions are discussed in detail.

In this thesis, Maple 15 computer program was used and all calculations were

calculated with this program.

Keywords: Gegenbauer wavelet Galerkin method; operational matrix of integration;

partial differential equations; systems of partial differential equations

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Dalgacik analizi uygulamali matematik alaninda daha yeni olmasina ragmen, ilk kez
Joseph Baptiste Fourier tarafindan 1805 yilinda ortaya atilmistir. Joseph Fourier,
karmasik fonksiyonun temel trigonometrik fonksiyonlarin agirlikli toplami olarak
gosterilebilecegini ve yaklasilabilecegini kesfetti. Bu tiir yaklasimlarin ve temsillerin,
karmasik fonksiyonlarin analizine degerli bir bakis acis1 saglamasi nedeniyle bircok
avantaji vardir. Fourier, temel fonksiyonlar olarak degisen frekanslarda siniizoidleri
kullandi.  Bu gosterim, baz fonksiyonlari olarak siniizoidleri kullanildig1 icin
dezavantajlara sahiptir. Siniizoidler, frekans alaninda miikemmel bir kompakt destege
sahip olmasina ragmen zaman alaninda miikemmel bir kompakt destege degildir.
Fourier'in calismasinin temelini olusturan frekans analizi konusunun 6nemli ve etkili
bir yontem oldugu ispatlanmistir. Fakat frekans analizi tek basina yeterli olmadigi
icin frekans analizinden olcek analizine gecis yapilmistir. Ciinkii Olciilen ortalama
dalgalanmalarin farkli 6lceklerdeki analizlerinin giiriiltiiye daha az duyarli oldugu
acitkca goriilmiistiir. Yani zaman dizilerinin geneline iliskin kararlar vermek yerine
bolgesel oOlgekte olusan kiiciik dalgalanmalarin 6nemli oldugu ortaya atilmistir.

Bundan dolay: dalgacik analizi arastirmacilar icin bir secenek olmustur.

Dalgacik analizi, hem uzun zaman araliginda al¢ak frekans bilgisini hem de kisa zaman
araliginda yiiksek frekans bilgilerini belirlememizi saglar. Dalgacik analizi, Fourier
analizinin aksine zaman-frekans alanini degil, zaman-6l¢cek alanimi kullanir. Analiz
sonucu tek boyutlu cizgi degil, alanlar olusur. Dalgacik analizinin en 6nemli avantaji
yerel analizi yapabilmesidir. Ornegin kiiciik bir siireksizlik noktas1 olan siniis sinyalini
diisiinelim. Bu sinyalin Fourier analizi sonucunda elde edilen spektral bilesenlerin
cizimi bir sey ifade etmez. Ciinkii karsimiza sinyali temsil eden diiz bir spektrum (2
zirve) cikar. Buna karsilik dalgacik analizi sonucunda elde edilen spektral bilesenlerin
cizimi zaman icerisindeki stireksizligin kesin yerini gosterir. Yani dalgacik analizi
bosluklu, egilimli, kirilma noktali, siireksizlik noktas: bulunan sinyallerin analizinde

kullanilan bir yontemdir. Bunlarin yani sira geleneksel yontemlerle karsilastirildiginda



dalgacik analizi yardimiyla bir sinyali sikistirma islemi sinyalin orjinalini bozmadan

kolayca yapilabilir.

Dalgacik analizinin calisma ve uygulama alani ¢ok hizli bir sekilde biiyiimektedir.
Genellikle veri ve sinyal isleme alanlarina uygulama yapilmistir. Dalgaciklarin diger
uygulama alanlar1 astronomi, niikleer miihendislik, sinyal ve goriintii isleme, miizik,
optik, insan goriiniisii, radar, deprem tahmini, DNA analizi, protein analizi, kismi

diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ztimleri ve piir matematik uygulamalaridir.

Suanki kullanimiyla “dalgacik” sozii ilk kez Haar dalgaciklar1 olarak adlandirilan
fonksiyonlar: tanitan Alfred Haarin (1909) yiiksek lisans tezinde kullanilmistir.
Dalgacik teorisinin yontemleri Yves Meyer ve arkadaslar tarafindan gelistirilmistir.
Meyer’in calismalarindan ilham alan, Grossman’in eski mezunlarindan biri olan
Ingrid Daubechies, Free’de Briiksel Universitesi, dalgacik déniisiimiiniin zaman ve
Olcek parametrelerinin ayriklastirilmasi icin dalgacik cercevelerini gelistirdi. 1986’da
Upenn’de lisanstistii 6grencisi olan Mallat, Meyer ile ayrik dalgacik doniistimii (DWT)
icin coklu ¢oziiniirliik analizini (MRA) kesfetti. 1988’de Ingrid Daubechies, bir
dereceye kadar kompakt destekli ortonormal dalgacik aileleri insa etti. Daubechies
dalgacik ailesi farkli problemlerin ¢ézlimiinde siklikla kullanilmaktadir [1]. Ancak
Daubechies dalgacik ailesini analitik olarak yazmak miimkiin degildir. Dolayisiyla
bu dalgaciklarin tiirevlerini ve integrallerini analitik olarak ifade etmek imkansizdir
[2]. Bu dezavantajdan dolay1r Daubechies ailesini diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin kullanmak her zaman kolay degildir. Ozellikle dogrusal olmayan denklemleri
¢ozmek daha da karmasik bir hal alir. Daubechies dalgacik ailesinin 6zel bir hali
olan Haar dalgaciklarinda ise yukarida bahsedilen dezavantajlar yoktur. Haar dalgacik
ailesi parcali sabit fonksiyonlardan olusur. Bu aileyi analitik olarak ifade etmek
miimkiindiir. Fakat Haar dalgacik ailesi siireksiz fonksiyonlardan olusur. Dolayisiyla
bu fonksiyonlarin siireksiz oldugu noktalarda tiirevleri mevcut degildir. Bu durum
Haar dalgaciklarini diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde dogrudan kullanmaya
imkan vermez [3]. Benzer sekilde, literatiirde var olan Symlet ve Coiflet dalgacik
aileleri de Daubechies dalgacik ailesiyle ayni1 dezavantajlara sahiptir. Fakat cogu yazar
Chebyshev, Hermite, Bessel, Laguerre ve Legendre gibi ortogonal polinomlara dayal
dalgaciklar1 kullanmaktadir. Son zamanlarda daha cok polinom bazli dalgaciklar
kullanilmaktadir. Literatiirde biyolojik ve fiziksel olaylar1 modellemek icin kullanilan
bazi kismi ve kesir tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik c¢oziimleri sonlu
elemanlar metodu, sonlu farklar metodu ve spektral metotlari ile sunulmustur. Sonlu
elemanlar metodu diferansiyel denkleme yaklasim iken diger metotlar denklemin
coziimiine yaklagimdir. Spektral baz fonksiyonlari sonsuz kere tiirevlenebilirdir fakat
bolgenin tamaminda sifirdan farklidir. Diger taraftan sonlu farklar ve sonlu elemanlar

metodunda kullanilan baz fonksiyonlar1 kompakt destege sahip olmalarina ragmen
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stireklilik yonleri giiclii degildir. Fakat dalgacik fonksiyonlari, diger metotlarinda
kullanilan bazlara gore hem kompakt destege sahip hem de diizgiin fonksiyonlardir.
Bu ozelliklerinin yan1 sira ortogonallik gibi bircok o0zellige sahiptir.  Dalgacik
metodunda kullanilan baz fonksiyonlar tiirevlenebilir ve kompakt destege sahip
oldugu aralikta sifirdan farklidir. Bundan dolayi, dalgacik tabanli niimerik metotlar
literatlirde var olan diger metotlara gore daha avantajlidir. Bu yiizden dalgacik analizi
uluslararasi bir yén kazanmustir. Ozellikle Daubechies, Wickherhouser ve Coifman

onemli calismalariyla konuya ivme kazandirmislardir.

Ortogonal polinomlar ve ortogonal seriler miithendisligin, fizigin ve matematigin pek
cok alaninda kullanilan 6nemli bir materyaldir. Ortogonal polinomlar ve seriler
pek cok niimerik metodun arka planinda bulunmaktadir. Ciinkii iyi yakinsama
ozellikleri oldugundan ortogonal polinomlar1 kullanmak kolaydir. Bu yiizden
ortogonal polinomlar temel bilimlerde, miihendislikte ve fizikte karsimiza ¢ikan cesitli
problemlerin sayisal coziimlerini elde etmek icin kullanilmistir. Bahsedilen bu tip
problemler ¢ogu zaman elemanter yontemlerle ¢oziilebilir; fakat cogu zaman bu
problemlerin tam ¢o6ziimlerini bulmak zor oldugundan seri ¢oziimlerine basvurulur.
Ortogonal serilerin en Onemli ozelliklerinden biri de ele alinan problemi kolay
¢oziilebilir cebirsel bir denklem sistemine doniistiirmesidir. Bu tez calismasinda,
Gegenbauer diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan Gegenbauer polinomlarina dayal

Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi kullanilmistir.

Literatiirde Gegenbauer dalgaciklarina dayali ¢ok az calisma bulunmaktadir.
Bu calismalar1 su sekilde siralayabiliriz. Srivastava vd. [4] kesirli mertebeden
Bagley-Torvik denklemlerinin sayisal sonuclarini Gegenbauer dalgaciklarini
kullanarak elde etmislerdir. Rehman ve Saeed [5] kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerinin Gegenbauer dalgaciklariyla sayisal ¢oziimlerini vermislerdir. Usman
vd. [6] dogrusal ve dogrusal olmayan degisken mertebeden kesirli diferansiyel
denklemlerinin niimerik coziimlerini Gegenbauer dalgaciklariyla elde etmislerdir.
Asad Igbal vd. [7] dogrusal olmayan kesirli mertebeden gecikmeli diferansiyel
denklemlerinin sayisal coziimlerini Gegenbauer dalgaciklarina dayali yontemle
bulmuslardir. Genellestirlmis Kuramoto- Sivashinsky denklemi Celik [8] tarafindan
Gegenbauer dalgaciklariyla ¢oziilmiistiir. Abd-Elhameed ve Youssri [9] tarafindan
kesirli Riccati diferansiyel denklemleri Gegenbauer dalgaciklarina dayali Tau ve
siralama teknikleriyle ¢oziilmiistiir. Pathak ve Singh [10] Gegenbauer dalgaciklariyla
genellestirilmis Abel integral denklem sisteminin sayisal ¢oziimiinii elde etmislerdir.
Youssri vd. [11] astrofizikte ortaya ¢ikan Lane-Emden denklemlerinin, Gegenbauer

dalgaciklariyla sayisal sonuclarini bulmuslardir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak ele alinan probleme t zaman degiskenine gore



integralin operasyonel matrisi uygulanir. Daha sonra da x konum degiskenine gore
problemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevli bilinmeyen fonksiyon Gegenbauer
dalgaciklarn serisine agilarak ardisik integral alma yontemiyle bilinmeyen fonksiyonun
kendisine ulasir. Daha sonra elde edilen degerler t zaman degiskenine gore integralin
operasyonel matrisi uygulanarak elde edilen ifadede yerine yazilir. En son elde edilen
bu ifadeye baz fonksiyonlari olarak Gegenbauer dalgaciklar1 kullanilarak Galerkin
yontemi uygulanir daha sonra ele alinan problem kolay ¢oziilebilir cebirsel bir
denklem sistemine doniismektedir. Elde edilen bu cebirsel sistem Maple programi
ile ¢oziilerek problemin niimerik ¢6ziimii elde edilir. Elde edilen niimerik sonuclar
birbiri ile karsilastirilmistir. Farkli derecelerdeki dalgacik fonksiyonlarinin kullanimi
ile elde edilen niimerik yontemler farkli problemler {izerinde test edilecektir. Niimerik
sonuclar1 gostermede L, ve L., hata normlar1 kullanilmistir.

Bu tez calismasinda, Gegenbauer dalgaciklar ile asagidaki denklemler niimerik olarak
cozilmiistiir.

Bir boyutlu Is1 denklemi:

u,(x,t) = ku, (x,t)—cu(x, t) + g(x, t).

Kdv- Burgers-Kuramoto(KBK) denklemi:

u (o, t) +ulo, u,(x, t) — A, (0, ) + Aot (06, £) + Astly o (X, ) = f(, £).

Dogrusal ve dogrusal olmayan Klein- Gordon(KG) denklemi:
U (X, 1) + i (X, 0) +u(x, ) = f (x, )

ve
u, (o, t) +au, (x,t)+ Bulx, t) +u?(x,t) = f(x, t).

Kesirli mertebeden tiirevli ikili Burgers denklemi 0 < a < 1 olmak {izere:

uf(x, t) =y, (o, t) + 2ulx, Ou,(x, t) — au, (x, t)v(x, t) — aulx, t)v(x, t) + q;(x, t),

VI, t) = v (o, ) + 2v (o, t)v, (x, t) — agu, (x, £)v(x, t) — asu(x, t)v,(x, t) + g, (x, t).



1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin temel amaci, Gegenbauer Dalgaciklarinin yakinsalik analizini
incelemek ve Gegenbauer Dalgacik Galerkin yontemini kullanarak kismi diferansiyel
denklemlerin ve dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem sistemlerinin
sayisal ¢oziim analizini yapmaktir. Bu yontemin temel amaci, kismi diferansiyel
denklemlerinin ¢6ziimiine Gegenbauer dalgacik serileri ile yaklasimi saglamaktir.
Bu amactan hareketle, Gegenbauer Dalgacik Galerkin yontemi, Is1 denklemi,
Kdv-Burgers-Kuramoto denklemi, Klein-Gordon denklemi ve zaman kesirli
mertebeden ikili Burgers denklemine uygulanmis ve bu denklemlerin sayisal
coziimleri elde edilmistir  Elde edilen sayisal sonuclar denklemlerin analitik
¢ozlimleri ile karsilastirilmis ve yorumlanmistir. Gegenbauer Dalgacik Galerkin

yonteminin avantajlari1 ve dezavantajlarindan bahsedilmistir.

1.3 Hipotez

"Kismi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Cozlimleri icin Gegenbauer Dalgacik
Galerkin Yontemi" adli calismamizda hipotezimiz; ilk olarak literatiir taramasi
yaptiktan sonra Gegenbauer Dalgacik Galerkin yonteminin, kismi diferansiyel
denklemlere ve kismi diferansiyel denklem sistemlerine uygulamasini gostermek
ve Gegenbauer Dalgaciklarinin seri ¢oziimiinii kullanarak yakinsalik analizini
incelemektir. Daha sonra paket programlar yardimiyla elde edilen sonuglari, diger
yontemler ve analitik ¢coziimler ile karsilastirmak ve elde edilen cizelgeler ve grafiklerle

¢oziimleri yorumlamaktir.



2

GEGENBAUER POLINOMLARI VE GEGENBAUER
DALGACIKLARI

2.1 Ortogonal Polinomlar

Ortogonal polinomlar, 19. yiizyilda sonsuza giden kesir ve moment problemlerinde
kullanilmaya baslandi. Ortogonal teorisi de tellerin titresimi ile ilgili tartismalarla
ortaya cikti.  Bu polinomlarin kullanim alanlari zamanla genisledi; o0zellikle
gliniimiizde bilgisayarlarin gelisi ile arastirma alanlari hizla artti.  Ortogonal
polinomlarin kullanim alani, matematiksel fizik, miihendislik, bilgisayar bilimleri
olup matematigin de aktif bir arastirma alani haline gelmistir Bu alanlardaki
problemlerin matematiksel modelleri adi ve kismi diferansiyel denklemler ile olur.
Bu tip denklemlerin bazilar1 elementer yontemlerle coziilebilir; fakat ¢ogunun tam
¢ozlimlerinin bulunmasi ya ¢ok zor ya da miimkiin degildir. Bu durumlarda genellikle
seri ¢ozlimler kullanilir. Bu seriler, klasik ortogonal polinomlar veya 6zel fonksiyonlar
olarak bilinen Chebyshev, Legendre, Hermite, Bessel, Gegenbauer ve Bernstein
polinomlarina veya fonksiyonlarina dayali serilerdir.

Bu tez calismasinda, ortogonal polinomlar olan Gegenbauer polinomlarindan ve
Block- Pulse fonksiyonlarindan bahsedildi.

Tanim 2.1 (Ortogonal Polinomlarin Tanimi). w(x), (a, b) araliginda taniml negatif

olmayan bir reel degerli fonksiyon olmak tizere n =0,1,2,3,... i¢in

b
f x"w(x)dx
integrali mevcut ve
b
f w(x)dx
integrali pozitif olsun. Bu durumda, asagidaki kosullar1 saglayan bir tek

Py(x), P;(x),...,P,(x) polinomlar dizisi vardir.



e P (x), n. dereceden bir polinomdur ve bu polinomdaki x" in katsayis1 pozitiftir.

e Py(x),P;(x),...,P,(x) ortonormaldir.

Bu durumda, P,(x) polinomlarina, w(x) agirlik fonksiyonuna gore, (a, b) araliginda

bir ortogonal polinom sistemi denir.

2.1.1 Gegenbauer Polinomlar: ve Ozellikleri

Leopold Gegenbauer tarafindan adlandirilan Gegenbauer polinomlari ultrakiiresel
harmonik polinomlar olarakta bilinmektedir. S > —%, m € Z* olmak tlizere m.
dereceden Gegenbauer polinomlar1 [—1,1] araliginda Gﬁ (x) seklinde tanimlidir.
Gegenbauer polinomlar1 Legendre, birinci tip Chebyshev ve ikinci tip Chebyshev
polinomlarinin genel bir hali olup, Jacobi polinomlarinin 6zel bir halidir. Gegenbauer
polinomlari

(1—x¥)u”"—@2B+1)xu/ +m(m+2B)u=0

1
Gegenbauer diferansiyel denkleminin 6zel bir ¢6ziimiidiir. = = olmas1 durumunda
bu denklem Legendre denklemine doniismektedir. Gegenbauer polinomlari, tireten

fonksiyonu G?(x, t) olmak {izere

1

By 1) —
GO = T s oy

=D, Ghe™, (e <1, x| < 1)
m=0

seklinde tanimlidir. Gegenbauer polinomlar: asagidaki tekrar etme bagintisiyla elde
edilebilir.
GP(x)=1, GP(x) =2px,

baslangic degerleri olmak tizere
1
Gl ()= — (2(m+B)xGP(x)—(m+2—-1)G"_ (x)), m=1,2,3,...
m

dir [12]. GP(x,t) iireten fonksiyonunun t nin kuvvetleri cinsinden seriye acarak ve

t™ e gore katsayilar karsilastirarak, Gegenbauer polinomlarinin acik hali

[m/2

]
Gh(x) = Z (—1)* G
k=0

K (n— 2k)! (2"

seklinde tanimlidir. GP(x,t) iireten fonksiyonu kullanarak Gegenbauer polinomlari
icin asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

dd—; (Gh)) = 284G, 75 (x)
7

m—1

C{ix (GP(x)) =2BG 1 (x),



(m+B)GP(x) =B (6P (x)- G2 (x)), m>2

(60— Gh () = 2B (657 () — GAr ) = 2(m+ B G )

2(m+p) Grffl (x) nin —1 den x gore integrali alinirsa, asagidaki esitlik elde edilir.

" s _ 1 p _ P _P Bo(_
J_le(x)dx_2(m+m(cm+l(x) G ()-G' (—1D+6) (1)), m=>1

Rodrigues formiiliinden,

2B(1—x3Pt:
m(m+2p)

GPHl(x), m=1

J(1 —x2)P2GP (x)dx =

esitligi elde edilir. Gegenbauer polinomlari,

(=1)"T(m+2p)
m!T'(2p)

r(m+2pB)
mrepg) o

Ghl(-1)= ,GP (1) =

esitliklerini saglar. Gegenbauer polinomlari1 [—1, 1]araliginda w(x) = (1 — xz)ﬁ_%

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani,

f(1 —x2)P~2GP (x)GP(x)dx =KL &,y B> —%.
Burada, oy
n2PT(m+2p)
, 0
o | M P o7
m - ﬁ’ [3 =0
T, p=0m=0

ve 6 Kronecker delta fonksiyonudur.
Teorem 2.1 (Bernstein-type esitsizligi). Gegenbauer polinomlart i¢cin

21PT(m+3p/2)
r(BYr(m+1+p/2)

(sin@)ﬂ|Gﬁ(c039)|< 0<0<nm0<p<l1

dir [13].

Gegenbauer polinomlari, Legendre polinomlarina ve Chebyshev polinomlarina
1
genellestirilebilir. # =0, =1ve f = > icin sirasiyla, birinci dereceden Chebyshev

polinomlari

GP(x
T,.(x)= ™ Jim n{ ),m >
2 [5—>O /3




ikinci dereceden Chebyshev polinomlari
Un(x) = G, (x)

ve Legendre polinomlari
Ly(x) = Ga(x)

elde edilir.

2.1.2 Block Pulse Fonksiyonlari(BPFs)

Block pulse fonksiyonlar1 pek cok yazar tarafindan calisilmis ve farkli problemlere
uygulanmistir. Bu boliimde, Block pulse fonksiyonlari ve Block pulse fonksiyonlarinin

ozellikleri verilmistir.

Block pulse fonksiyonlarinin bir m- ctimlesi, t € [0, b) araliginda,

i—1 i,
1 b<t<—b,i=1,2,....m
bi(t) = m m (2.1)
0 diger durumlarda
seklinde tanimlanan ortogonal fonksiyonlarin tam cilimlesidir. Block pulse

fonksiyonlarinin ciimlesi [0, b) araliginda ayriktir. f(t), [0, b) araliginda herhangi bir

mutlak integrallenebilir fonksiyon olmak {izere block- pulse fonksiyonlar1 yardimiyla

FO) = fu(t) = fib(t) =E"B(t) 2.2)
i=1
seklinde ifade edilir. Burada,

E' =[fifar-- s frm)s  BE)=[b1(t), by(t),..., bu(6)]" (2.3)

ve f; Block pulse fonksiyonu katsayidir.

b (i/m)b
fi= EJ f(t)b;(t)dt = Ef f(t)b;(t)dt (2.4)
b 0 b ((i-1)/m)

formiilii ile hesaplanir.
Block pulse fonksiyonlarinin temel 6zellikleri asagidaki gibidir:

o Block-pulse fonksiyonlarinin ciimlesi ¢t € [0, b) araliginda birbiriyle ayriktir. Ve



i,j=1,2,...,migin

muwxw=5gmur:{bﬁ” i;; @5

e Ortogonallik: Block pulse fonksiyonlarinin ciimlesi t € [0, b) araliginda birbiri

ile ortogonaldir. Yanii,j=1,2,...,micin

b b
J b;(t)b;(t)dt = —6;; (2.6)
0

m Y
Burada 6;; Kronecker delta fonksiyonudur.

e Tamlik: m sonsuza yaklastiginda Block pulse fonksiyonlarinin m- ciimlesi

L2[0, T) icin tam bir bazdir. Parseval esitliginden,

b (%)
J FADE =" F21Iby(0)I” 2.7)
0 i=1
elde edilir. Burada, \
ﬁ=%qummw 2.8)
0

dir.

Block pulse fonksiyonlar1 vektor seklinde ifade edilebilir. Yani,

B(t) = [by(t), by(0),..., b ()] (2.9)

biciminde ifade edilebilir. (2.9) ifadesinden ve Block pulse fonksiyonlarinin ayriklik

ozelliginden,
b,(t) 0 ... 0
b,(t) ... 0
B(0)BT(t) = AD e €
0 0 ... b,(t)

B(t)B"(t)=1, B,(t)BL(t)V =VB,(¢).
Burada V, m boyutlu bir vektér ve V = diag(V). Eger A, m x m tipinde bir matris ise,
BT (1)AB(t) = A"B,(t)
dir.
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Benzer sekilde, herhangibir iki boyutlu g(x,t) € L?([0, b] x [0, b]) fonksiyonu Block

pulse fonksiyonlari cinsinden,
g(x,t) ~B"(x)GB(t)

seklinde tanimlanir. Burada B(t), Block pulse fonksiyonlarinin m boyutlu bir vektorii
ve G, Block pulse fonksiyonlarinin m x m boyutlu katsayilar matrisidir. G matrisinin

(i,j). elemanm

3|

G = J J g(x, t)b;(x)b;(t)dtds, i,j=1,2,...,m, h=

formiilii ile hesaplanir [14].
Tanim 2.2. Ave B m x m tipinde iki matris olmak iizere A® B = (aij X bij)mm dir.

Teorem 2.2. Kabul edelim ki f (t) ve g(t) fonksiyonlart, mutlak integrallenebilir fonksiy-
onlar ve f(t) = FB(t) ve g(t) = GB(t) olsun. Bu durumda, H = F ® G olmak tizere,

f(t)g(t)=FB(t)B"(t)G" = HB(t).

Teorem 2.3. f(x,t) ve g(x,t) fonksiyonlari, mutlak integrallenebilir fonksiyonlar ve
f(x,t) =BT (x)FB(t) ve g(x,t) = BT (x)GB(t) olsun. Bu durumda, H = F ® G olmak
ligere,

f(x,t)g(x, t) = BT (x)HB(t).

Burada, H=F Q G dir.

2.1.2.1 Block Pulse Fonksiyonlarinin (BPFs) Operasyonel Matrisi

Genellestirilmis integral operasyonel matrisi, Kilicman ve Al Zhour [15] tarafindan
calisilmis ve (2.9) ifadesindeki B(t) matrisinin integrali gosterilmistir. B(t) matrisinin

bir kez integrali alinarak elde edilen m x m tipindeki operasyonel bir P matrisi,

J B(n)dn = PB(1), (2.10)
0

seklinde tanimlidir. Benzer sekilde, B(t) nin n- kez integrali alinarak elde edilen P"

genellestirilmis operasyonel matrisi,

J f B(n)(dn)" = P"B(t) (2.11)
0 0

n—kez

11



formiilii ile hesaplanir. Burada, &; = (i + 1)""! —2i"*! + (i — 1)"*! olmak {izere

1.& & ... &

- 0 1 & ... &na

pr = 00 1 ... &, _
B (m+1 | 5_3
0 0 0 1

dir.

2.2 Dalgaciklar

Dalgacik aileleri baba dalgacik ve ana dalgacik olarak adlandirilan dalgaciklardan
olusmaktadir. Genellikle baba dalgacik ve ana dalgacik sirasiyla ¢ ve 1 sembolleriyle
gosterilmektedir. Literatiirde baba dalgacik icin 6lcek fonksiyonu (Scaling function)

ifadesi de kullanilmaktadir.

Bu bolimde amacimiz, L?(R) uzayinda p(x) ana dalgacik fonksiyonunun
genislemesinden ve oOtelemesinden olusan tam ortonormal kiime olan dalgacik
sistemini insa etmektir. Oncelikle dalgacik sisteminin yapisimi coklu ¢éziiniirlitk

analizinin yapisina indirgemeliyiz.

Tanim 2.3. ¢, € L*(R) ve j,k € Z icin ¢, € L*(R),
¢j,k(x) = 2j/2¢(2jx —k) and 7~.bj,k(x) = 2j/2¢(2jx —k)
seklinde tanimlanir.

®; k> P x tammlarindaki 2//2 carpani L? normlarimin tiim j, k ’ lar icin ayn1 olmas: icin

vardir. Yani,
vl = f |2//24p(27x — k)| dx
R
= [ 2 px -l ax= [ 2woaray =[],
R R

Burada y = 2/x — k degisken déniisiimii yapilmistir.

,l)bj,k:
P () = 2124 (2 (x — 277k))

seklinde de yazilabilir.

Y, nin tamimi, bir genlesme, bir 6teleme ve bir normallestirme icerir. Genlegsme
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durumunu anlamak i¢in, j > 0 i¢in ¢;;’ nin grafigi x ekseni boyunca sikisir, j < 0
icin 7, nin grafigi x ekseni boyunca genisler. 1) kompakt destege sahip oldugunu
kabul edelim ve |x| > r ve her x icin ¢(x) = 0 olacak sekilde en kiiciik r > 0 sayis1
alalm. Bu durumda, v(2'x), [—r/2/,r/2/] arahginda kompakt destege sahiptir. Yani,
|2jx| > 0yada |x|>r/2/ icin y(2/x) =0 dir.

YP(2'x — k) = Y(2/(x — 277k))nin grafigi k > 0 icin ¢ (2/x)'nin grafiginin x ekseni
boyunca saga tarafa 277k ile 6telenmesiyle, k < 0 icin (2’ x)'nin grafiginin x ekseni
boyunca sol tarafa dogru 27k ile 6telenmesiyle elde edilir. Eger v, [—r, r] araliginda
kompakt destege sahip ise y)(2/x — k), [27k — 27,277k + 27/ | araliginda kompakt

destege sahiptir. Benzer ozellikler ¢, icin de gecerlidir.

Tanim 2.4. L%(R) icin dalgacik sistemi herhangi bir v € L?(R) i¢in

{ij,k}j,kez

climlesi ortonormal ciimledir. Burda, 1, fonksiyonlan dalgacik, v ise ana dalgacik

olarak adlandirilir.

Tamim 2.5 (Goklu Goziiniirliik Analizi). Olcek fonksiyonu veya 1 baba dalgacik
fonkisiyonu ile iiretilen Goklu Coziiniirliik Analizi, L*(R)nin alt uzay1 olan ve

asagidaki ozelliklere sahip {Vj}jez dizisidir.

(Monotonluk) {Vf}jeZ dizisi artandir; yani Vj € Z i¢in V; C V4 dir.

(Olgek fonksiyonunun varhigl) {4 }rez climlesi ortonormal ciimle ve

Vo= {Zz(k)wo,k 2= (2(k)ez € 12(2)}

keZ

olacak sekilde v €V, fonksiyonu vardir.

(Olgekleme 6zelligi) Her j icin, f(x) € V, & f(2/x) € V,.

mjez‘/j =0.

(Yogunluk) U;c;V; L%(R).

Dalgaciklarin hepsi ayni Ozelliklere sahip degildir ~ Farkhi tiplerde dalgaciklar
bulunmaktadir. Bu farklar ayni aile icerisindeki dalgaciklarin degisen derecelerine
bagl olarak sahip olduklar1 birlesme sayisi, genisligi gibi farklar olabilecegi gibi,
daha temel farklar olan ortogonal olup olmama, o6lcek fonksiyonu bulundurup
bulundurmama, kompleks olma gibi farklardir. Bu boliimde sadece, tezde kullanilan

Gegenbauer dalgaciklar: tanitilacaktir.
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2.2.1 Gegenbauer Dalgaciklar1 ve Gegenbauer Dalgaciklarinin Ozellikleri

[0,1] araliginda Gegenbauer dalgaciklari,

1 A—1 A+1
28GH (26— ), o <x<
Yum()=1{ VK 2 2 (2.12)
0, diger durumlarda
seklinde tanimlanir. Burada, k = 1,2,3,... coziniirlik seviyesi, n =

1,2,3,...,251 A =2n—1 kaydirma parametresi, m=0,1,2,..., M — 1 Gegenbauer
polinomlarinin derecesidir. k 6lgek parametresi arttikca dalgaciklar yatay eksende

1
sikisir yani gittikce lokalize olur. Her 3 > 3 degeri icin,farkli dalgacik aileleri elde
1
edilir. f = — icin Legendre dalgaciklar1 [16], B = 0 ve 8 = 1 i¢in sirasiyla birinci ve
ikinci dereceden Chebyshev dalgaciklar elde edilir[17],[18] .

Gegenbauer dalgaciklarinin ortogonalligini elde etmek icin, Gegenbauer
polinomlarinin agirlik fonksiyonunu Gtelememiz ve genisletmemiz gerekmektedir.

Yani Gegenbauer agirlik fonksiyonu,

1
2

/5_
wo(x) = w(2x —2n+1) = (1 (2'x —2n+1)") (2.13)
seklindedir. Sabit bir k = p ¢6ziiniirliik seviyesinde
( 1
Cz)l,p(X), O0<x< 2p_—§
w4, (x), —<x<—
Oup)={ " 201 201 (2.14)
2011
\ Wap-1_7 (), <x<1

olarak elde edilir.

2.2.2 Gegenbauer Dalgaciklariyla Fonksiyon Yaklasim

[0,1] araliginda karesi integrallenebilir herhangi bir u(x) fonksiyonu Gegenbauer

dalgaciklar yardimiyla,
U(x) =D Comth () (2.15)

n=0 m=0
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seklinde ifade edilebilir. Burada, c,,, = (u(x), 3 1y, (X)), () dit. u(x) sonsuz seri acilim

sonlu sayida terim icin

2k-1 11

()= D > Canthm(x) = CT(x) (2.16)

n=1 m=0

seklinde yazilabilir. Burada

T
C |:C1’0, Cl,l’ ceey Cl,M—l’ C2,07 C2,1, ceey CZ,M—IJ ceey Czk—l,o, Czk—l,l, ceey Czk—l,M_l]

T
\I/(X) = I:lpl,oz ¢1,1: cees “¢’1,M—1, ¢2,01 11[)2,17 cees "‘/JZ,M—IJ ) ¢2k—1,0’ 1/Jzk—1,1> ) l/)2’<—1,M—1:|

dir. Daha kompakt bir gésterim icin, (2.16) ifadesi i = (257'M) olmak iizere asagidaki
gibi ifade edilebilir.

C=[c1,coscnl’, W)= [(x),.., ()] (2.17)
olmak iizere A
u(x) = Zciwi(x) =CTw(x) (2.18)

i=1

selinde ifade edilir. Burada i indeksi i = M(n— 1) + m + 1 bagintisindan elde edilir.

Tek degiskenli durumda oldugu gibi, [0,1] x [0, 1] bolgesinde karesi integrallenebilir
u(x, t) fonksiyonu Gegenbauer dalgaciklari1 yardimiyla,

ux, £) = > > uyp,(;(6) = ¥ ()UP(t) (2.19)
i=1 1

j=

seklinde ifade edilir. u;; dalgacik katsayilari olmak iizere,

gy = (100, (uCe, 0,95(0),, ), (2.20)
seklinde hesaplanir.
2i—1 . .
X; = —, i=1,2,...,m (2.21)
2m

siralama noktalar1 olmak iizere bu siramala noktalar1 (2.17) ifadesinde yerine yazilirsa

<I>,ﬁx,ﬁ:[\1/( 1)\1/( 3)\1/(2m_1)] (2.22)
2m 2m 2m
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2.2.3 Gegenbauer Dalgaciklarinin Yakinsaklik Analizi

d%u(x, t)
dx20t2
karesi integrallenebilir u(x,t) fonksiyonunun sonsuz Gegenbauer dalgacik seri acilimi

Teorem 2.4 (Yakinsaklik teoremi). Eger < M ise[0,1]x[0,1] bélgesinde

u(x, t) fonksiyonuna yakinsar.

Ispat. Kabul edelim ki u(x,t), [0,1] x [0, 1] bélgesinde tanimh bir fonksiyon ve M
*u(x, t)
dx20t?

Gegenbauer dalgacik katsayilari asagidaki gibi tanimlhidir.

pozitif bir sabit olmak iizere < M olsun. Siirekli u(x,t) fonksiyonunun

fo fo u(x O (Y (D (e Ddxdt
k1+k2 fizzl fr2111<11 u(x, t)Gfll(zklx_znl _1) (2.23)

w(2bx —2n; — 125 x — 2n; — Dw(2Mx —2n; — 1)dxdt

2k x —2n; — 1 = x, degisken degisimi yapilirsa,

k1+k2

2

Y;(2Mx —2n; — Dw(2x —2n, —1)dt

% 1 x1+2n—1
([ (1 uC=, 0GP, (x))e(x;)dx, ) 2.20

ifadesi elde edilir. Simdi, asagidaki integral kismi integrasyon yontemi kullanirak

hesaplanirsa

1 2 1 au(LZ”*)

2k1

1 x1+2n—1 B —_
f—1u( S t) Gml(xl)w(xl)dxl © 2kimy (my +2B) 7 ) o (2.25)
/3+1 2
Gh () (1—x2) " dx

ifadesi elde edilir. Simdi, (2.25) ifadesine tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

2°B(B+1)
22"1m1 (my +2f)(m; — 1)(2m1 +1 +2p)
f ) gxu Gﬁ+2 (xl)(l . ) B+3/ dx,

f—ll u (X1+2n_1’ t) Gﬁll(xl)w(xl)dxl =

2k1

(2.26)

ifadesi elde edilir ve bu ifade de x; = cos 6; alinirsa

2°B (B +1)
2’<1m1 (my+2B)(m;—1)(m;+1+2pB)

N jgg Gh*2, (cos 0,) (sin 6,)*** d6,

f—11 u(w’ t) G,Ell(x1)w(x1)dx1 =

2k

(2.27)
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esitligi elde edilir. (2.27) ifadesi (2.25) ifadesinde yerine yazilirsa

kq+ko

1 1 275 22B(B+1)
uij:
B B 231 m.(m, +2B)m,—1)(m,+1+2
1/Km1 :2/sz v my(my +28)(m; —1)(m, B)
a1 2
fo“(faz_i{ g—enggz(szt—an—n

22~

w(2k2t —2n, —1)dt)GE ', (cos 6,) (sin 6,)*** d6,

(2.28)

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde asagidaki integralide kismi integrasyon kullanilarak

hesaplanirsa,
a y 1 1 azu(C0591+2n71’t1+2n71)
k2 ] . B Ky B _ 1 3 ko
[ SgCh. 2t =2m = Dbt —2m —de = oo [, —— 5
xGE (t)o(t)dt,

(2.29)
elde edilir. Burada 2k —2n,—1 = t,; dir. Eger (2.28) ifadesinin iki kez integrali alinir
ve elde edilen ifade de t; = cos 6, alinirsa

cosf1+2n1—1 cosbOy+2n9—1
1 82 ( 1+2n1 2 +2n9

f_1 2kl > ok )ng(fl)w(ﬁ)dfl —

262

202226 (B +1)
23kam, (my + 28) (my — 1) (my + 1+ 28)
X On —5‘2)12222 G,ﬁ:ﬁz (cos 6,) (sin 6,)*P** d6,.
(2.30)

ifadesi elde edilir. (2.31) ifadesi (2.28) ifadesinde yerine yazilirsa

po=—r 1 BB +1)°
Y 1/Kﬁ Kﬁ 2M (my—1),(my —14+2p),(my—1),(my —1+2p),

<[ ([ 2 92 Qsz:zz(cos@l)(51n91)2ﬂ+4Gﬁ (cos 6,) (sin 6,)*°** d6,)do,
(2.31)
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d%u(x, t)

ifadesi elde edilir. < M ve teorem 2.1 den,

0x20t2
1 1 B*(f +1)*
/ b /K MWte® (m; —1),(m; —1+2p), (my—1),(my—1+2p),
fnfon 592592 GﬁJr 2 (cosB,)|(sin 6;)*** Gﬁ (cos 6,)| (sin 6,)*F**d6,d6,
2p+4
<AM fo fo G/Hz (cos 6;)|(sin 91)2ﬁ+4 Gflz_z (cos6,)(sin6,) do,do,
3
F(m1+1+%)r‘(m2+1+7ﬁ)
2
<AMm YT, B B
1“(m1 + E)F(mz + E) (B +2)2
(2.32)
burada
1 1 1 B*(B +1)*
| /Kﬁl 1/Kr/1512 92522 (my — 1), (my — 1+ 2B), (my — 1), (m, — 1+ 26),
(2.33)
elde edilir. Yani u(x, t) sinirhdir. Sonug olarak Z Z u;; serisi yakinsakur. |
2.2.4 Gegenbauer Dalgaciklariyla Dogrusal Olmayan Terime Yaklasim
Gegenbauer dalgaciklar: block pulse fonksiyonlarinin m-ciimlesi yardimiyla,

seklinde ifade edilir [19]. Gegenbauer dalgaciklarin ¢arpiminin operasyonel matrisi,
block pulse fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilarak hesaplanabilir. Dogrusal olmayan
kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii elde edebilmek icin carpimin

operasyonel matrisi biliyliik 6neme sahiptir.

Mutlak integrallenebilir f;(x,t) ve f,(x,t) fonksiyonlari, Gegenbauer dalgaciklari
yardimiyla
frle, £) = W7 () Fy® (t) (2.35)

ve
folx, t) =TT (x) F,W (t) (2.36)

olarak ifade edilebilir. (2.34) ifadesi kullamilarak, (2.35) ve (2.36) ifadelerinden
sirasiyla,

file, ) =0T () Fy¥ (£) = BT (x) @

mxrm

folx, £) =0T (X) F¥ (t) = BT (x) @

mXx1m

3 F1® B (t) = BT (x) FoB(t)

B (O=B (ORE0)
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ifadeleri yazilabilir. Burada, F, = ®. _F &, . ve F, =&’ dir. F;=F,Q®F,

mxm mxh

)ngnv(<1>,ﬁx,ﬁ) olmak iizere

F,®

mxm

alinirsa, F, = inv (¢!

mxm

f1(e, t)f5(x, t) = BT (x) F3B(t)
=BT (x)(®% . )inv(® ) Fsinv (@] ) ®..:B(t)

m X1 X1

=U(x) F,u(t)

olarak elde edilir.

2.2.5 Integralin Operasyonel Matrisi

Gegenbauer dalgactk Galerkin metodunu uygulamak icin operatér matrisinin
integralinin nasil hesaplanacaginin bilinmesi gerekir. Bu nedenle Kiligman ve Al Zhour

[15], genellestirilmis integral operatér matrisini detayli olarak arastirmislardir.

Kiligman ve Al Zhour’a gore ( 2.17) ifadesinde tanimlanan ¥(x) vektoriiniin a.

mertebeden integrali,
(I9)()=P*¥(.) (2.38)

seklinde ifade edilir =~ Burada, P® Gegenbauer dalgaciklarinin o mertebeden
integralinin operator matrisidir. [15] de gosterildigi gibi, P* matrisine asagidaki gibi
yaklasilabilir:

p*=p¢

mxm

=oPio". (2.39)

Burada, Py matrisi block pulse fonksiyonlarinin a mertebeden integralinin matrisidir

ve Pg‘ matrisi

1.& & ... &

) ) &1 oo Eha
pr=—— " |0 O 1 ... &4
B e T(a+2) | g_*”’
00 0 ... 1 |

ifadesinden elde edilir ve burada &, = (i + 1)*"' — 2i**! + (i — 1)**" dir [15].
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3

ISI DENKLEMININ GEGENBAUER DALGACIK GALERKIN
YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

Bu boliimde, L uzunlugundaki bir cubugun 1s1 iletiminin fiziksel problemi ele
alinmistir. Bu problem ilk olarak Fourier tarafindan 19. yiizyilin basinda incelenmistir.
Bir cubugun lizerinde 1sinin belli bir konumda ve zamanda nasil dagilacagini gosteren

diferansiyel denklem,

u =ku,,, 0<x<L, t=0 (3.1)
seklinde tanimlanir [20]. Burada, u = u(x,t), x konumunda ve t zamanindaki
cubugun sicakligini, k ise 1s1 iletimi icin cubuk yetenegi 6lcen malzemenin termal
yayillimini belirtir. Siiresiz olarak devam eden L uzunlugundaki bir cubugun ¢6ziim
bolgesi, L genislikte bir serittir. Pratik bir hesaplamada, ¢6ziim sadece T = t,,,, gibi
sinirh bir stire icin elde edilir. Denklem ¢6ziimii icin, t = 0 baslangi¢ kosulunun ve

x =0 ve x = 1 sinir kosullarinin belirtilmesi gerekir. Basit baslangic ve sinir kosullari

u(x,0)=f(x), 0<x<IL, (3.2)
u(0,t)=hy(t), t=0 (3.3)
u(L,t) =hy(t), t=0 (3.4

seklindedir. Cannon tarafindan [20] bu problemin varlik ve tekligi izerine calismistir.

Homojen 1s1 denklemi,
0<x<L, t=0 (3.5)
seklindedir. Ayrica yanal 1s1 kaybina sahip 1s1 denklemi ¢ pozitif sabit olmak iizere,

u, =ku,, —cu, 0<x<L, t=0 (3.6)
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seklinde tanimlidir. Homojen olmayan 1s1 denklemi ise,

u =ku,, +g(x,t), 0<x<L, t=0 (3.7)

seklidedir. Burada g(x, t) 1s1 kaynagidir.

Literatiirde bir boyutlu 1s1 denklemi bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir  Bu
caligmalardan bazilar1 sunlardir: Secer [21]'de sinc-Galerkin yontemini ve Mebrate
[22]'de sonlu farklar yontemini ve sonlu elemanlar yontemini kullanarak bir boyutlu
1s1 denkleminin niimerik c¢éziimlerini elde etmislerdir. Gorguis ve Chan [23], 1s1
denklemini geleneksel degiskenlerine ayrisim yontemi ve Adomian yontemi ile ¢oziip
karsilastirmasin1 yapmiglardir. Dehghan [24], iki boyutlu 1s1 denkleminin ¢éz{iimiinii
iki boyutlu sonlu fark semasini kullanarak elde etmistir. Mohebbi ve Dehghan [25],
kompakt sonlu farklar yaklasimi ve kiibik Cl-spline siralama yontemini kullanarak
dordiincii dereceden dogrulukla 1s1 denkleminin ¢6ziimiini elde etmislerdir. Dabral
vd. [26]da bir boyutlu 1s1 denkleminin niimerik ¢6ziimlerini bulmak icin B-spline
sonlu elemanlar yontemini kullanmislardir. Hooshmandashl vd. [27]de Chebyshev
dalgacik yontemini ve Caglar vd. [28]de 3. dereceden B-spline fonksiyonlarini

kullanarak bir boyutlu 1s1 denkleminin niimerik ¢6ziimlerini elde etmislerdir.

3.1 Bir Boyutlu Is1 Denklemine Gegenbauer Dalgacik Galerkin

Yonteminin Uygulanmasi

Bu boliimde,
2
du(x,t) _ 7(3 u(x, t) —cu(x,t)+g(x,t), 0<x<1, 0<t<1 (3.8)
ot dx2

yansal 1s1 kaybina sahip homojen olmayan bir boyutlu 1s1 denklemi

u(x,0)=f(x), 0<x<1, (3.9)
u(0,t)=hy(t), t=0 (3.10)
u(1,t)=hy(t), t=0 (3.11)

baslangic ve Dirichlet sinir kosullari ile birlikte g6z 6niine alinmistir. Burada, f(x),
h,(t) ve h,(t) siirekli olarak tiirevlenebilir fonksiyonlar ve u(x,t) € L2(R) dir.
(3.8)-(3.11) problemini ¢6zmek icin, (3.8) denkleminin t zaman degiskenine gore

0’dan t’ye integrali alinirsa,
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" 0%u(x, 1)
Jdx2

u(x, t)=u(x,0)+l_<f dn—cf u(x,n)dn+f g(x,m)dn (3.12)
0 0

0
seklinde bir boyutlu 1s1 denkleminin integral formu elde edilir.
Simdi, Gegenbauer dalgacik serisiyle bu denklemi ¢cozmek icin denklemde goriilen en

yliksek mertebeden tiirev terimi

2%u(x,t)
ox2

DU up;(6) = 9T ()U(r) (3.13)

i=1 j=1

bi¢iminde Gegenbauer dalgacik serisine agili. Burada, U = [u;;]x5 bulunmasi
gereken bilinmeyen katsayr matrisidir.  (3.13) denkleminin iki kez x konum
degiskenine gore 0’dan x’e gore integrali alinirsa ve (3.10) ve (3.11) ifadesindeki sinir

kosullar1 g6z ontine alinirsa sirasiyla,

du(x,t) _ du(x,t)

lieo + T (x)PTUW(L), (3.14)
Jx Jdx

du(x,t)
dx

ifadeleri elde edilir. (3.15) ifadesinde x = 1 alinirsa

u(x,t)=u(0,t)+x ( Ixzo) + 0T (x)(PHTUW(t) (3.15)

du(x,t)
dx

|0 = hy(8) = hy (6) = ¥T (1)(PH) UR(1) (3.16)
bulunur. H; ve H, Gegenbauer dalgacik katsay: vektorleri olmak tizere,
h(t)=H]¥(t), hy(t)=H,¥(t) (3.17)

ifadeleri yazabilir. (3.17) ifadesindeki denklemler (3.16) ifadesinde yerine yazilirsa,

le—o = (H —HT =0T (1)(PH)'U) ¥(t) = UTw(t) (3.18)

ifadesi bulunur. (3.18) ifadesinin (3.14) —(3.15) denklemlerinde yerine yazilmasiyla

GO0 _ g7 oa,ue), (3.19)
ax
u(x, t) =0T (x)A,¥(t) (3.20)
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ifadeleri bulunur. Burada,

A, =EU" +P"U,

A,=EHT +X0" +(P*)' U
ve X ve E sirasiyla x = ¢(x)"X ve 1 = ¢(x)"E icin Gegenbauer dalgacik katsayi
vektorleridir.  g(x,t) integrali ve u(x,0) = f(x) fonksiyonu Gegenbauer dalgacik

serisine acilirsa
g(x,t) =TT (x)GY¥(t) (3.21)

f(x)=V"(x)F (3.22)

seklinde elde edilir. Burada G ve F, Gegenbauer dalgacik katsay1 vektorleridir.

(3.13) ve (3.20)- (3.22) denklemlerini (3.12) denkleminde yerine yazip integralin
operasyonel matrisi kullanilirsa, (3.12) denklemi igin R(x,t) kalan terim

fonksiyonunu,
R(x,t) =" (x)[A, — FET —kUP + cA,P — GP | ¥(¢)

seklinde elde edilir.
R(x, t) kalan terim fonksiyonuna Galerkin metodu uyguladiginda,

1,1
J J R(x, )Y, () () w,(x)w,(t)dxdt =0, i,j =1,2,..,m
0o Jo

dogrusal cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ¢oziilmesiyle, u;;,i,j =
1,2,...,m Gegenbauer dalgacik katsayilari elde edilir. Bu dalgacik katsayilar1 (3.20)

denkleminde yerine yazilarak problemin u(x, t) yaklasik ¢coziimii elde edilir.

3.2 Bir Boyutlu Is1 Denklemi icin Niimerik Sonuclar
Problem 3.1 k=1,c =2 ve g(x,t) =0 olmak iizere (3.8) denklemi

u(x,0) = sinh(x)

baslangi¢ kosulu ve
u(0,t)=0, 0<t<1
u(l,t) =sinh(1)e™, 0<t<1
sinir kosullari ile goz 6niine alinmistir. Problemin tam ¢6ziimii u(x,t) = e~ * sinh(x)

dir [29].
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Tablo 3.1 M =6,k =1 ve 8 = 1/2 i¢in Problem 3.1’ in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile elde edilen mutlak hatalarin

karsilastirmasi

|utam(x’ t) - unum(x7 t)l

t=0.1

t=0.3

t=0.5

t=0.7

t=0.9

x=20.1

2.09351137156547 x 10~*

4.25819686198370 x 107>

5.50916239448265 x 107>

2.36207498582885 x 10>

4.51101943601123 x 107>

x=0.2

4.06611915207716 x 10~*

8.76604768249856 x 10~

1.04374676955621 x 10~

4.83185269853220 x 10

8.50096919486898 x 107>

x=0.3

5.79146081665316 x 10~

1.36531114012683 x 10~

1.42446516886496 x 10~

7.47282856198572 x 10™°

1.14904210797004 x 10~*

x=0.4

7.19100827411445 x 10~*

1.90852051937418 x 10~*

1.63022202597340 x 10~*

1.02800966954197 x 10~*

1.31373636997084 x 10~*

x=0.5

8.04673496161257 x 10~*

2.43420588595611 x 10~*

1.63610794091440 x 10~*

1.33132207597919 x 10~*

1.26550628248512 x 10~*

x=0.6

8.10817375729966 x 107*

2.81010824830674 x 10™*

1.44971917685144 x 10~

1.63809870368126 x 10~*

9.42929897638778 x 10>

x=0.7

7.19574559887803 x 10~*

2.87516542158750 x 10~

1.10821784106818 x 10~*

1.87465729146574 x 10~

3.65241855362908 x 10~°

x=0.8

5.29937409789905 x 10™*

2.47481080844159 x 107*

6.78564067911891 x 10~

1.88586723954609 x 107

3.02142303413855 x 107>

x=0.9

2.67130798413451 x 107

1.50100032382472 x 107°

2.61613318202070 x 107>

1.41142825601070 x 10~

6.79503744661081 x 107

x=1.0

8.79132561437679 x 107°

6.21348433427205 x 10~

8.30546148522515 x 1078

6.59298944749587 x 107°

1.01610038439892 x 10~
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Tablo 3.2 M = 6,k = 1 ve 3 = 3/2 icin Problem 3.1’in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(x’ t) - unum(x: t)l

t=0.1

t=0.3

t=0.5

t=0.7

t=0.9

x=0.1

2.12821265858643 x 10™*

4.06135586618062 x 10~°

5.64862973277958 x 10~

2.09311761856512 x 10~

4.62423023853964 x 107°

x=0.2

4.12792805475654 x 10~*

8.37543197322044 x 107>

1.06754842384552 x 10~

4.36843703655460 x 10~

8.58181716047873 x 107>

x=0.3

5.91365321504611 x 10™*

1.32454441058139 x 10~*

1.45692091268523 x 10~*

6.63672270674043 x 107>

1.19702276107886 x 10~*

x=04

7.39640081017789 x 10~*

1.88357030355690 x 10~*

1.66417846536621 x 10~*

9.00414936275407 x 10>

1.42446792069650 x 10~*

x=0.5

8.36094380743335 x 1074

2.45179085714864 x 10~*

1.65216116455313 x 10~

1.16536352382901 x 10~*

1.44902979443556 x 10~*

x=0.6

8.55988330562441 x 1074

2.90806862148996 x 10™*

1.41263460016416 x 10~

1.45562980529312 x 10~

1.19374195980848 x 10~*

x=0.7

7.80398697004858 x 10~*

3.09696448143715 x 10~

9.66067919525027 x 10~

1.72033269978278 x 10~*

6.49370512480485 x 10~

x=0.8

6.04781346746908 x 10™*

2.85661342206422 x 10~

3.64583877521252 x 10~

1.83638117215001 x 10~*

7.02551935383156 x 107°

x=0.9

3.46954490106577 x 10~

2.05132829414589 x 10~

3.01226113245123 x 107>

1.58742313155491 x 10~

6.70313805711809 x 10~

x=1.0

5.43962245407315 x 107>

6.09829579648613 x 107>

8.90869932307359 x 107>

6.46575330034427 x 107>

6.13975232801600 x 107>




Tablo 3.3 Problem 3.1’ in L., hatalarin karsilastirmasi

t | Leo([27])

Loo(B=3)

Lo(B=12)

0.1|8.44x1073

8.10817375729966 x 10~

8.55988330562441 x 10~

0.3 8.10x 1073

2.87516542158750 x 10™*

3.09696448143715 x 10~*

0.5|7.43x107°

1.63610794091440 x 10~*

1.66417846536621 x 10~*

0.7 | 9.18 x 1073

1.88586723954609 x 10~*

1.83638117215001 x 10~

0.9 1.07x1072

1.31373636997084 x 10~*

1.44902979443556 x 10~*

Tablo 3.3’ten, M = 6,k = 1 ve farkli 3 degerleri icin Gegenbauer dalgacik Galerkin
metodu ile elde edilen niimerik sonuglarin, [27]'de elde edilen niimerik sonuclardan

daha iyi oldugu gortilmektedir.

0.8 %,
u(x, ) 0.6

0.4

0.6
i

0.4 Oll o2

Sekil 3.1 M =6,k =1 ve  =1/2 olmasi
durumunda Problem 3.1’ nin yaklasik
¢Oziim grafigi
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Sekil 3.2 M =6,k =1 ve = 3/2 olmasi
durumunda Problem 3.1’ nin yaklasik
¢Oziim grafigi



Sekil 3.3 Problem 3.1’ in tam ¢6ziim grafigi

Problem 3.2 k =1,c =0 ve g(x,t) = 0 olmak iizere (3.8) denklemi
u(x,0) = sin(x)
baslangic kosulu ve

u(0,t)=0, 0<t<1
u(l,t)=sin(1)e™, 0<t<1

sinir kosullar ile géz 6niine alinmistir. Problemin tam ¢6zimii,
u(x,t) =e "sin(x)

dir [29].
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Sekil 3.5 M =7,k =1 ve 3 = 3/2 olmasi
durumunda Problem 3.2’ nin yaklasik
¢Oziim grafigi

Sekil 3.4 M =7,k =1ve 3 =1/2 olmasi
durumunda Problem 3.2’ nin yaklasik
¢Oziim grafigi

Sekil 3.6 Problem 3.2’ nin tam ¢6ziim grafigi
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Tablo 3.4 M =7,k =1 ve f = 1/2 igin Problem 3.2’nin Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile elde edilen mutlak hatalarin

karsilastirmasi

|utam(x’ t) - unum(x7 t)l

t=0.1

t=0.3

t=0.5

t=0.7

t=0.9

x=20.1

1.66265337126728 x 1074

2.88583218519267 x 107>

3.30255353695949 x 107>

3.26341285369139 x 10>

1.61430881363278 x 107

x=0.2

3.23753166426299 x 1074

5.96373402677874 x 10~

6.17329122104271 x 107°

6.56521889200318 x 107>

2.67237492897338 x 10~°

x=0.3

4.57536536064007 x 10~*

9.05395319868718 x 10~

8.44240238122018 x 10~

9.60293355039554 x 10~

3.29794958834340 x 107>

x=0.4

5.53012286556520 x 10~*

1.18755582494967 x 10~*

9.97156614612471 x 10~

1.20940987972690 x 10~*

3.56987940626219 x 107>

x=0.5

5.92577385078674 x 10~*

1.38179527603421 x 10~*

1.08221364453487 x 10~*

1.35682126759074 x 10~*

3.94968623531056 x 107>

x=0.6

5.50667560378026 x 104

1.36243394016133 x 10~

1.15258505903215 x 10~*

1.29799775393957 x 10~

6.06519853154908 x 10>

x=0.7

4.06537368696003 x 10~*

9.95349860122841 x 107>

1.27015370849248 x 10~*

9.19524825497287 x 10>

1.17115703549941 x 10~*

x=0.8

1.74863947522641 x 1074

2.81332220405384 x 10~

1.40126261907347 x 10~

2.34532895554418 x 10~

2.00659087195465 x 1074

x=0.9

4.57487274156954 x 107>

4.14028903918950 x 107>

1.24600322477131 x 10~

3.95477143203538 x 107>

2.31120665797002 x 10~

x=1.0

6.29481354252892 x 107°

4.44901658924746 x 107°

5.93983086050187 x 1078

4.72066784168446 x 107°

7.27567120650807 x 10~°
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Tablo 3.5 M =7,k =1 ve f = 3/2 i¢in Problem 3.2’nin Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile elde edilen mutlak hatalarin

karsilastirmasi

|utam(x’ t) - unum(x7 t)l

t=0.1

t=0.3

t=0.5

t=0.7

t=0.9

x=20.1

1.74369789141121 x 10~*

2.93994853371587 x 107>

3.27834432300791 x 107>

3.15461424079955 x 10>

1.44381615703321 x 10

x=0.2

3.22125614613200 x 10™*

5.23964699173374 x 10~

6.76488602754655 x 10~

5.46384163063601 x 10~°

4.22011550265111 x 107°

x=0.3

4.59225914128725 x 10~

8.23451302751355 x 10

9.16351395976178 x 107>

8.06418809385367 x 107>

5.48299156355597 x 10~

x=0.4

5.70442702248541 x 10™*

1.16513393962459 x 10~

1.03260885103040 x 10~*

1.06481317351276 x 10~*

5.42547634957979 x 107>

x=0.5

6.27135979631765 x 10~*

1.43936879582029 x 10~*

1.06491603984626 x 10~*

1.22819722597756 x 10~*

5.56365644930334 x 107>

x=0.6

5.99140323240266 x 1074

1.50383051813363 x 10~*

1.07289684780854 x 10~

1.18392783220178 x 10~*

7.79254857935785 x 10~°

x=0.7

4.71256462087788 x 10~*

1.25704130245596 x 10~

1.08450070741228 x 10~

8.67819206730180 x 10~

1.29637575534414 x 1074

x=0.8

2.64430088533274 x 10™*

7.35131620123175 x 10~

1.02669668495370 x 10~*

3.55823986869508 x 10~°

1.89811376709592 x 10~

x=0.9

6.16947051185202 x 10™°

2.31193582305167 x 10

6.37961920269547 x 107>

2.07739742619228 x 107°

1.84110155251827 x 10~

x=1.0

3.89488069522104 x 10~

4.36652942454874 x 107°

6.37882580450944 x 107>

4.62963904728220 x 107°

4.39619576866890 x 107>
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KdV- BURGERS- KURAMOTO DENKLEMININ
GEGENBAUER DALGACIK GALERKIN YONTEMIYLE
NUMERIK COZUMLERI

Tiirblilansin hareketindeki bazi fiziksel siirecleri ve diger kararsiz sistemlerin
siireclerini tanimlamak icin bircok farkl fiziksel durumda ortaya ¢ikan 6nemli bir

matematiksel model olan dogrusal olmayan KdV-Burgers-Kuramoto denklemi,

du(x,t)
ot

8u(x,t)_a azu(x,t)+a 83u(x,t)+a d%u(x,t)
dx T ox2 2 9x3 > 9x4

+u(x,t) =f(x,t) (4.1)

seklinde tanimlanir [30]. Bu denklemde, a,,a,,a; = 0 olmak iizere sirasiyla
kararsizlik, yayilim ve enerji kaybimi ifade eden reel degerli parametrelerdir [31].
Ayrica, KdV-Burgers-Kuramoto denklemi egimli bir diizlem boyunca akan viskoz bir
siv1 lizerindeki uzun dalgalar1 [32], bir plazmadaki kararsiz siiriiklenme dalgalarini
[33] ve barotropik atmosferdeki tiirbiilansli kaskad modeli [34] tanimlamak icin de
kullanilabilir.

Kdv-Burgers-Kuramoto denkleminin sinirli sayida analitik baslangic ve sinir degerleri
icin tam ¢oziimleri bilinmektedir. Bu yilizden, bu denklem i¢in niimerik ¢oziimler
biiyiitk 6neme sahiptir. ~Hesaplama teknikleri gelistikce, sayisal sonuclar1 tam
¢ozlimlerle karsilastirmak icin bircok arastirmaci KdV-Burgers-Kuramoto denklemini
¢ozmek icin farkli sayisal ve yari analitik yontemlere basvurmuslardir. Fu ve
arkadaslar1 [35]'te trigonometrik fonksiyon seri yontemini, Xie ve arkadaslari
[36]'da kombinasyon metodunu kullanarak KdV-Burgers-Kuramoto denkleminin tam
cozlimlerini, Sayed ve arkadaslar1 [37]'da sech-tanh metodunu ve Wu eliminasyon
metodunu kullanarak denklemin travelling dalga ¢6ziimlerini bulmuslardir. Lakestani
ve Dehghan tarafindan [38]te B- spline fonksiyonlar1 kullanilarak sonlu farklar
ve siralama yontemleriyle denklemin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir.  Celik
[8]de Gegenbauer dalgacik siralama metodunu kullanarak denklemin niimerik
¢oziimlerini,Lai ve Changfeng [39]'da Lattice Boltzmann metodu ile denklemin

niimerik ¢c6ziimlerini elde etmislerdir.
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4.1 KdV- Burgers- Kuramoto Denklemine Gegenbauer Dalgacik
Galerkin Yonteminin Uygulanmasi

Bu boliimde, (4.1) ile verilen Kdv- Burgers- Kuramoto denklemi

u(x,0)=0, 0<x<1 (4.2)
baslangic kosulu ve
U(O, t) = hl(t)) U(l, t) = hZ(t)
u,(0,t) =hs(t), u,(0,t)=h,(t) 0<t<1 4.3)

sinir kosullar ile birlikte g6z 6niine alinmistir.

(4.2)-(4.3) baslangic ve sinir kosullar: altinda (4.1) KBK denklemini ¢6zmek i¢in, (4.1)
denkleminin ¢t zaman degiskenine gore 0’ dan t’ye integrali alinirsa ve (4.2) baslangic

kosulu da goz ontine alinirsa,

t t ¢
ou X, 3211 X, 33u X,
0 0 0

4
—agj T g+ J Fx,mdn (4.4
0

ifadesi elde edilir.

Gegenbauer dalgacik serisiyle bu denklemi ¢6zmek icin denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden tiirev terimi,

a4U(X 2 iiuij%(x)%(t) =V (x)Ue(t) (4.5)

i=1 j=1

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine agili. Burada U = [u;;];xys bilinmeyen
katsay1 matrisidir. (4.5) denkleminin x konum degiskenine gore O’dan x’e gore

dort kez integrali alinirsa ve (4.3) ifadesindeki sinir kosullar1 da géz oniine alinirsa

sirasiyla,
332(;3’ 0 _ 33;‘(:3’ 0 oo + U7 (x)PTUW(t) (4.6)
32;(;‘2’ 0 _ azg(xxz, D) 4x (%bzo) + 0T () (PY) UU()  (47)
3”;2’ 0 _ 3“;2’ D) _tx (%L{_O)ﬂ; (%|x:0)+\lﬂ(}c) (P?) Uw(r)

(4.8)
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u(x,t) =u(0,t)+ x (3ug;, 2 |x:0) + %2 (M|Fo) + %3 (M|x=o)

dx2 Jx3
+0" (P4 (x)Uw(t)
(4.9)

denklemleri elde edilir. (4.9) denkleminde x = 1 alinirsa,

23u(x, t)

330 lezo = 6h(t) — 6h (£) — 6h3(t) — 3hy(£) —6FT ((PH) UL(t)  (4.10)

ifadesi elde edilir.
hi(t),hy(t), hs(t) ve hy(t) sirastyla,

hy(t) ~ H]¥(t),
hy(t) ~ Hy W(t),
hy(t) ~ HIW(t),
hy(t) ~ H; ¥(t) (4.11)

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine agilir. Burada H,,H,, H; ve H, Gegenbauer
dalgacik katsay1 vektorleridir. (4.11) denklemindeki ifadeler (4.10) ifadesinde yerine
yazilirsa,

3u(x, t)

7o l—o = (6HI (t)— 6H (t) — 6H1 () — 3H! (t) — 6% (1)(PH)U) ¥(t) ~ T ¥(t)

4.12)
ifadesi elde edilir. (4.12) ifadesi (4.6)-(4.9) denklemlerinde yerine yazilirsa,

% =Wl (x)A,¥(t), (4.13)
_322(;2, D T, u(0), (4.14)
% = Ul (x)A¥(t), (4.15)
u(x, t) =0 (x)A,¥(t) (4.16)
esitlikleri bulunur. Burada,
A, =EUT+PTU, (4.17)
A, =EH! +X0" +(P?)' U, (4.18)
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As=EH! +XH! +HIO" +(P?)" U, (4.19)

A,=EHT +XH! + HH! + H'OT +(P*)' U (4.20)

2 .3
dir. Burada X,Hs,Hg ve E, x, PRy fonksiyonlarinin Gegenbauer dalgacik serisine

acilarak elde edilen katsay1 vektorleridir.

J f(x,n)dn =¥ (x)F¥(t) 4.21)
0

seklinde Gegenbauer dalgacik serisine agilir.

(4.5), (4.13)- (4.16) ve (4.21) denklemleri (4.4) denkleminde yerine yazilirsa KBK

denklemi icin
R(x,t) = W"(x)[A4 + kP — 0, A,P + ayA, P + azsUP — F | ¥(¢) (4.22)
kalan terim fonksiyonu elde edilir. Burada

[97 (A () ][ 97 ()AL ()] = W7 (x)x®(t)
dir.

R(x, t) kalan terim fonksiyonuna Galerkin metodunu uyguladigimizda,

1 1
f f R(x, )y, () ;(H)w,(x)w,(t)dxdt =0 i,j =1,2,...,m (4.23)
0 0

dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle,
Upj, L,j = 1,2,...,m Gegenbauer dalgacik katsayilar1 elde edilir Bu dalgacik
katsayilari, (4.16) denkleminde yerine yazilarak problemin yaklasik ¢coziimii elde

edilir.

4.2 KdV- Burgers- Kuramoto Denklemi i¢cin Niimerik Sonuclar

Bu boliimde Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemiyle elde edilen sonuclar, tam
¢oziim ve literatiirde mevcut olan bagka yontemler ile elde edilen sonuclarla
karsilastirilmistir. Niimerik ¢6ziimiin tam ¢oziime ne kadar iyi yaklastigini gormek
icin

tam __

— numerik
L= ml_ax u; ;

u
i
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numerik
i

tam

L, hata normu kullanilmigtir. Burada, u;*™ tam ¢6zlimii ve u niimerik ¢6zimi

gostermektedir.

Problem 4.1 Birinci problem olarak a; = a, = a3 = 1 ve f(x,t) = tcos(t) +
t* cos(x) sin(x) N t2sin(x)

t2 cos(x) — 2 olmak iizere

du(x,t) du(x,t) 22%u(x, t) 23u(x, t) o%u(x,t)

T—l—u(x, t) I —a, 52 +a, 33 +a, FPvan flx,t) (4.24)
KBK denklemi

u(x,t)=0 (4.25)
baslangic kosulu ve
t2 t2 cos(1 t2
u(©0,0)= >, u(l,6)= %() 1 (0,)=0, u,(0,)=—7 0<t<1 (4.26)

sinir kosullariyla goz 6ntine alinmstir.

Problemin tam ¢oziimii,

bicimindedir [40]. B = 1/2,k = 1 and M = 3 olmak iizere KBK problemini
Gegenbauer Galerkin metodu ile ¢6zelim. f =3/2,k =1 ve M = 3 icin,

ﬁﬁ, 0<x<1
1/11,0(3( )= 2
0, diger durumlarda
mﬁ(Zx—l), 0<x<1
1/11,1(35 )= 2
0, diger durumlarda

V21(5x2—5x+1), 0<x<1
wl,z(x)z

diger durumlarda

5

olmak tizere

U(x) = [1/)1,0(3(),¢1,1(x):¢1,2(x)] (4.27)
seklindedir. Benzer sekilde

U(t)= [wl,o(t):¢1,1(t):1/11,2(t):| (4.28)
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seklindedir. B =3/2,k =1 ve M = 3 i¢in (3.23) ile tanimlanan ¢ matrisi,

1.224744872  1.224744872  1.224744872
¢ = | —1.825741857 0 —1.825741857
1.400231462 —1.145643923 1.400231462

olmak {iizere (3.40) ifadesinde yerine yazilirsa P, P2, P3 ) P* matrisleri asagidaki
gibidir:

0.500000000000000 0.223606798004107 0
P = [ —-.385100595634677 0.499999902592307e — 10 0.119522860884085 )
0.225192342594069 0.0232405563432054 .499999971981246e — 10

[ 0.154629629612045 0.111803399002053 0.0267261242132531
P? = | —0.165634664778615 —0.0925925925800000 0 ,
0.103646219205490  0.0503545386675390 —0.00648148147204455

[ 0.0356481481452723  0.0331269330413722  0.0133630621090319 ]
P® = | —0.0435941235786603 —0.0370370370380000 —0.0121736247230618 |,
0.0288868524896300  0.0228101756360202 0.00601851852372772

[ 0.00666152263321730  0.00724651660317751  0.00371196169703349
P*=|-0.00874182953037906 —0.00915637860160000 —0.00442677262637234
0.00605485109082146  0.00613292458121095  0.00280349794358270

p = 3/2,k = 1,M = 3, verilen baslangic ve smr kosullar1 igin
H,,H,,H;,H,,H;,H¢,E,X , F ve Q matrisleri,

H=[% @ %)

HZZ[gcos(l) %cos(l) %cos(l)],

Hy=[0 0 0],
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H,= [_‘z/_g —2 g]

H5=[‘2/—§ = @]

&F
|
85
5
il

210 420

T
F, [0.004981250176 —0.00001082520000 0.1000000000><10_7] ,

ve
0.1326533304 0.1085123355 0.0335340340

F = -0.01132833 —0.00872763331 —0.002369068
—0.0034699 —0.0027895 —0.00081050727

seklindedir. Elde edilen bu matrisler (4.17)- (4.20) ifadelerinde yerine yazildiginda
elde edilen A, A,, A; ve A, matrisleri, (4.22) ifadesinde yerine yazilip elde edilen
R,(x,t) kalan terim fonsiyonunun, (4.23) ifadesinde yerine yazilmasiyla dogrusal
olmayan denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin c6ziilmesiyle elde edilen

U katsayilar matrisi

0.08861384446 0.07131214879 0.01539184310
U= | —0.01579705559 —0.01379217189 —0.004307862888
—0.001352386001 —0.0003781431227 0.0005382387923

seklindedir.
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Tablo 4.1 f =1/2,M =3 ve k =1 i¢in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(xz t) - unum(x: t)'

t=0.1

t=20.3

0.1

8.44023426375259 x 107>

7.98318705742124 x 10>

0.2

1.01453889005130 x 10~°

1.51016496490672 x 107>

0.3

4.82189427856213 x 10>

4.75138226363261 x 107>

0.4

8.94551794209612 x 107>

2.85239083874927 x 10>

0.5

1.11850972005547 x 10~*

2.64569730974301 x 107>

0.6

1.13234212539333 x 10~*

9.78798118184132 x 107>

0.7

9.09947270223226 x 107>

1.62253077775489 x 10~

0.8

4.21103654545561 x 107>

1.92377410968662 x 10~

0.9

3.68228101639981 x 10~

1.57617371397915 x 10~*

1.0

1.49556505833364 x 107>

2.42076090632183 x 107>

|utam(x: t) - unum(x: t)'

t=0.5

t=0.7

0.1

2.35791132905200 x 10~*

3.83475250355397 x 10™*

0.2

3.99512711054678 x 107>

8.46943642697218 x 107>

0.3

1.38721985462470 x 10~*

2.25405329692785 x 10~

0.4

9.14076101657668 x 10>

9.91961459138602 x 107>

0.5

5.91828547846091 x 107°

2.10028587067118 x 10™*

0.6

2.58746809388685 x 10™*

5.95835069250122 x 10™*

0.7

4.42029853646470 x 10~*

9.30325000635251 x 10~*

0.8

5.33478337557944 x 1074

1.06541308122240 x 1073

0.9

4.47993761123103 x 10~

8.34306411011593 x 10~

1.0

9.17834743419388 x 10>

5.31710900027738 x 107>

|utam(x> t) - unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

5.22884362924914 x 10~

5.89485917379340 x 10~

0.2

1.49330729141750 x 10~*

1.89108963468243 x 10~*

0.3

3.07564145327399 x 10~*

3.46946817421312 x 1074

0.4

5.18891856318149 x 107>

7.57494447939377 x 10°

0.5

4.78994049944947 x 10~*

6.57771755357084 x 10~

0.6

1.10914466140272 x 1072

1.43188248208831 x 1073

0.7

1.62713864874187 x 1073

2.05373983571433 x 1073

0.8

1.78818181196200 x 103

2.22112881623499 x 1073

0.9

1.31655515106338 x 1072

1.59365562365044 x 1072

1.0

9.16294339541879 x 107>

2.03850342039347 x 107*
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Tablo 4.2 3 =3/2,M = 3 ve k = 1 i¢in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(xz t) - unum(x: t)'

t=0.1

t=20.3

0.1

1.16323454320191 x 10°°

5.87312912886107 x 107>

0.2

4.37862738458718 x 107°

1.17538622877236 x 10>

0.3

1.18903522953583 x 10~°

2.68520048517379 x 10~°

0.4

2.01364671892027 x 107>

2.31760359661881 x 107°

0.5

2.74046230660501 x 10~

6.03438430572881 x 107>

0.6

3.15227119258325 x 107>

1.27677703530248 x 10~

0.7

2.98805597686801 x 10>

1.80827655015550 x 10~

0.8

1.94560165945315 x 10>

1.92594337513209 x 10~

0.9

3.15485559659271 x 10~°

1.32342311023180 x 107

1.0

4.17037628047444 x 107>

3.36937744545157 x 107>

|utam(x: t) - unum(x: t)'

t=0.5

t=0.7

0.1

1.76905460395921 x 10~*

3.53359078778731 x 107*

0.2

4.30337140525372 x 107>

8.94610389098049 x 10>

0.3

1.01306983091479 x 10~*

2.11474366423881 x 1074

0.4

2.88009467209749 x 107>

7.32194037635914 x 10>

0.5

1.31675395058969 x 10~*

2.41399249071100 x 10~*

0.6

3.25819442248382 x 1074

6.25947792080250 x 10™*

0.7

4.88376794847256 x 10~*

9.52527925263763 x 10~

0.8

5.43793802855616 x 10~

1.07305434862176 x 1072

0.9

4.06971966273401 x 10~*

8.20734162154058 x 10™*

1.0

1.58813648993145 x 10>

1.17334658608637 x 10~*

|utam(x> t) - unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

5.88092286436970 x 10~

7.27313861244472 x 10~

0.2

1.51035636859587 x 10~*

1.87503238244180 x 10~*

0.3

3.57354444848912 x 10~

4.43686707221280 x 107*

0.4

1.30937437531231 x 10~*

1.64783845686911 x 10~*

0.5

3.89515285093733 x 10~

4.77970446358944 x 10~

0.6

1.02806282302581 x 1072

1.26736536891631 x 1072

0.7

1.57328117626515 x 1073

1.94238352198511 x 1073

0.8

1.78037614481158 x 1073

2.20080990556537 x 1073

0.9

1.37362872866520 x 1072

1.70225071965713 x 1072

1.0

4.91508278260000 x 107>

7.15353642604666 x 10>
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Tablo 4.3 Problem 4.1’ in L, hatalarin karsilastirmasi

L ([40])

Loo(B=3)

Lo(B=12)

0.1

2.50855 x 1073

5.89485917379340 x 10~

7.27313861244472 x 10~

0.2

2.64995 x 1073

1.89108963468243 x 10~*

1.87503238244180 x 10~*

0.3

2.83828 x 1073

3.46946817421312 x 1074

4.43686707221280 x 10~*

0.4

3.09695 x 1073

1.02188765043587 x 10~*

1.64783845686911 x 10~*

0.5

3.44474 x 1073

6.57771755357084 x 10~

4.77970446358944 x 10~*

0.6

3.89591 x 1073

1.43188248208831 x 1072

1.26736536891631 x 1072

0.7

4.46022 x 1072

2.05373983571433 x 1073

1.94238352198511 x 1073

0.8

5.14289 x 1073

2.22112881623499 x 1073

2.20080990556537 x 1073

0.9

5.94439 x 1073

1.59365562365044 x 102

1.70225071965713 x 1072

1.0

6.86019 x 1073

2.03850342039347 x 10~

7.15353642604666 x 107>

Tablo 4.3'ten k = 1,M = 3 ve farkli # degerleri icin Gegenbauer dalgacik Galerkin
yontemi ile elde edilen sonuclarin [40] calismasinda Legendre dalgacik yontemi ile

elde edilen sonuclardan daha iyi oldugu goriilmektedir.

Sekil 4.1 M =3,k =1 ve 3 = 3/2 olmasi
durumunda Problem 4.1’ in yaklasik
¢oziim grafigi

Sekil 4.2 M =3,k =1 ve 3 =1/2 olmast
durumunda Problem 4.1’ in yaklasik
¢coziim grafigi
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Sekil 4.3 Problem 4.1’ in tam ¢6ziim grafigi

Problem 4.2 ikinci problem olarak a; = a, = a; = 1 ve f(x, t) = t sin(t)+t2sin(x)—

t*cos(x)sin(x)  t%cos(x) 4
— olmak tiizere

4
%xt’t)+u(x, t)aug;’ t)—al 822(;2, t)+a2 asg(;; D +aty 842(;4’ 0 _ fx,t) (4.29)
KBK denklemi
u(x,t)=0 (4.30)
baslangic kosulu ve
t2sin(1) t2

u(0,t) =0, u(1,t)= , u,(0,t)= PR U, (0,t)=0 0<t<1 (4.31)

sinir kosullariyla goz 6ntine alinmistir.

Problemin tam ¢6ziimii,
t2sin(x
u(x,t) = %

bicimindedir [40].
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Tablo 4.4 3 =1/2,M = 3 ve k = 1 i¢in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen Problem 4.2 nin mutlak hatalarinin karsilastirmasi

|utam(xz t) - unum(x: t)'

t=0.1

t=20.3

0.1

1.64448492039189 x 10>

2.25988426999788 x 10>

0.2

1.87731045064128 x 10>

1.30555104564375 x 10~

0.3

1.15879083329642 x 10~

1.60605435236950 x 10~*

0.4

2.72228116434108 x 1077

1.11098743317741 x 10~*

0.5

1.21163098417837 x 10>

2.42539738067593 x 107>

0.6

1.94477268430655 x 10>

5.94593532960083 x 10>

0.7

1.80091811202948 x 10>

1.01725577990534 x 10~*

0.8

3.82522667346499 x 107°

6.67656902768529 x 107>

0.9

2.67580094974375 x 10>

7.83051898450571 x 10~

1.0

7.70363213923580 x 10~

3.63149182375185 x 1074

|utam(x: t) - unum(x: t)'

t=0.5

t=0.7

0.1

5.89961635651670 x 10~

9.27471171916459 x 107>

0.2

3.61763131543378 x 107*

7.12397194443416 x 10~*

0.3

4.41724140853646 x 1074

8.54944029183041 x 107*

0.4

3.01849624365656 x 10~

5.71980447027304 x 10~

0.5

5.94144820793979 x 107>

9.33650879761383 x 107>

0.6

1.73166116005138 x 10~*

3.60567947970458 x 10~*

0.7

2.89459579887921 x 10~*

5.81211210812393 x 10™*

0.8

1.90079859568967 x 10~*

3.73767700549782 x 10~

0.9

2.16319894951716 x 10~

4.40802182817390 x 10™*

1.0

1.01213453367412 x 1073

2.02399233928921 x 1073

|utam(x> t) - unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

1.23851694579409 x 10~*

1.38411594683779 x 10~*

0.2

1.18245729826449 x 1073

1.46227207802041 x 10732

0.3

1.40026513022516 x 1073

1.72246355051348 x 1072

0.4

9.21491191302665 x 10™*

1.12601394279546 x 1073

0.5

1.26105931496923 x 10~*

1.42022754866383 x 10~

0.6

6.21664949191969 x 10*

7.79849013273770 x 10~*

0.7

9.76980350764045 x 1074

1.21387156162517 x 1073

0.8

6.17829373219358 x 10™*

7.62500290187429 x 10~*

0.9

7.51751883442064 x 10~*

9.39652101039024 x 10~*

1.0

3.39872271922037 x 1073

4.22216501205447 x 1073
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Tablo 4.5 3 =3/2,M = 3 ve k = 1 i¢in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen Problem 4.2 nin mutlak hatalarinin karsilastirmasi

|utam(xz t) - unum(x: t)'

t=0.1

t=20.3

0.1

1.28974727966296 x 10>

1.45775835758149 x 10~*

0.2

1.54800573070029 x 10~°

3.60282480863332 x 107>

0.3

4.24271959892299 x 107°

9.57015464695572 x 10>

0.4

2.51800080738364 x 1078

7.67906533915459 x 10~

0.5

6.41361804184018 x 10~°

2.15145138523082 x 107>

0.6

1.05770645508711 x 10~

2.96573521481984 x 107>

0.7

8.20786151897344 x 107°

3.84092846099499 x 10>

0.8

4.66943705380385 x 107°

3.10377264670508 x 107>

0.9

3.17087041675577 x 107>

2.11568561082842 x 107*

1.0

7.62057338221985 x 10>

5.32845339237378 x 1074

|utam(x: t) - unum(x: t)'

t=0.5

t=0.7

0.1

4.03570606124785 x 10™*

7.86281787696533 x 10~*

0.2

9.93416519246351 x 107>

1.91488226245602 x 10~*

0.3

2.63326777122097 x 1074

5.07118415556534 x 10~

0.4

2.09347529467621 x 10~

3.97695840236287 x 10~

0.5

5.46788089611991 x 107>

9.30791402848352 x 107>

0.6

8.82642143971712 x 107>

1.86397584297809 x 10~*

0.7

1.13048950607528 x 10~

2.32126883511680 x 10™*

0.8

7.97106503302308 x 10~

1.50688242643332 x 10~*

0.9

5.81361438416028 x 10™*

1.14108739416710 x 1072

1.0

1.47429826364986 x 1073

2.90056447105969 x 1073

|utam(x> t) - unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

1.29390937147340 x 1072

1.59456681668875 x 1072

0.2

3.12467976049252 x 10~*

3.83770254257065 x 1074

0.3

8.27076491772896 x 10~*

1.01561785904927 x 1072

0.4

6.41835565697552 x 10~

7.84827117687903 x 10™*

0.5

1.36715647823221 x 10~*

1.60497530172943 x 10~

0.6

3.24057561850083 x 10™*

4.07709903495590 x 10~*

0.7

3.95642963322396 x 1074

4.94065383317810 x 1074

0.8

2.43970343406341 x 10~*

2.98975690706527 x 1074

0.9

1.89074625833607 x 1072

2.33680061857722 x 1073

1.0

4.81164408146678 x 1073

5.94898880029426 x 10~*
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Tablo 4.6 Problem 4.2’ in L., hatalarin karsilastirmasi

X Lo ([21]) Loo(B=3) Loo(B=3)

0.2 | 2.80724 x 10™* | 1.74733689594274 x 10~* | 2.43923870655135 x 10~*
0.3 | 1.03017 x 1072 | 3.63149182375185 x 10~* | 5.32845339237378 x 10~*
0.4 | 2.54254 x 1072 | 6.42282783735154 x 10™* | 9.42970123568948 x 10~*
0.5 | 5.29182 x 1073 | 1.01213453367412 x 1072 | 1.47429826364986 x 1072
0.6 | 9.52067 x 1073 | 1.47270445219214 x 107 | 2.12682977948012 x 102

Sekil 4.4 M =3,k =1 ve f = 3/2 olmasi Sekil 4.5 M =3,k =1 ve § =1/2 olmasi
durumunda Problem 4.2’ nin yaklasik durumunda Problem 4.2’ nin yaklasik
¢Ozlim grafigi ¢Oziim grafigi

Sekil 4.6 Problem 4.2’ nin tam ¢6ziim grafigi
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5)

DOGRUSAL VE DOGRUSAL OLMAYAN KLEIN-GORDON
DENKLEMLERININ GEGENBAUER DALGACIK
GALERKIN YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

Bu béliimde, uygulamali matematigin ve fizigin cesitli alanlarinda ilgili problemlerin
modellenmesinde biiyiik 6neme sahip olan Klein-Gordon denklemlerini inceleyecegiz.
Klein-Gordon denklemi relavistik dalga denklemi olarak da bilinmektedir. ~Bu
denklemler sadece matematikte degil, aym1 zamanda fizikte de biiyiik 6neme
sahiptir. Gercekten, bircok dogrusal olmayan olay1 modellemek icin dogrusal olmayan
Klein-Gordon denklemi kullanilir ve hareket denklemini temsil eder. Bdyle bir
problem radyasyon teorisi ve genel matematiksel fizigin bazi dogrusal olmayan
dinamik problemlerinin ¢alismasinda dogal olarak gorelilik, kivrimlar, girdaplar ve
diger tutarli yapilarin sacilmasi olarak ortaya cikar [41]. Ilk olarak relativistik
elektronlar1 tanimlayan bu denklem 1926 yilinda iki fizik¢i Oskar Klein ve Walter
Gordon tarafindan ortaya atilmistir. Klein-Gordon denklemi, Dirac denkleminin
egirme elektronunu acikladig1 kompozit bir parcacik olan spinsiz piyonu dogru bir
sekilde tanimlar. Klein, Fock, Schrodinger ve Broglie'nin aralarinda bulundugu birkag
fizik¢i bu denklemi, Schrodinger denkleminin genellestirilmis haline getirmislerdir.
Schrodinger, 1927’de de Broglie dalgalarini tanimlayacak bir denklem icin kuantum
dalga denklemi olarak Klein-Gordon denklemini 6nerdi. Hidrojen atomunun ince
yapisi bu denklem tarafindan yanlis olarak tahmin edilir. Goreceli olmayan ince yapiya
sahip olmayan Bohr enerji diizeylerini 6ngoren yaklasim, Klein-gordon denklemi
yerine Schrodinger tarafindan sunulmustur. ikinci dereceden Klein-Gordon denklemi

genel olarak a ve f3 reel parametreler olmak {izere

22%u(x, t) N d%u(x, t)

32 a 2 + Bu?(x,t) = f(x,t)

formunda ifade edilir.
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Bu denklem iizerine litaratiirde yapilan bazi calismalar sunlardir: Wazwaz
tarafindan [42]'de denklemin analitik ¢oziimii i¢in Modifiye Ayristirma Yontemi
kullanilmistir. Ducan tarafindan [43]’de dogrusal olmayan Klein- Gordon denkleminin
niimerik co6ziimi icin belirleyici sonlu fark yaklasimlari yontemi kullanilmistir.
Abbasbandy [44]'te dogrusal olmayan Klein-Gordon denkleminin niimerik ¢ozimii
icin varyasyonlu iterasyon yontemini, Yusufoglu [45]'de Klein-Gordon denkleminin
niimerik ¢6ziimi i¢in varyasyonel iterasyon yontemini kullanmistir. Dogrusal olmayan
Klein-Gordon denkleminin nlimerik ¢6ziimi icin Wang ve Cheng [46]’te varyasyonel
ve sonlu eleman yontemini, Rashidinia vd [47] kiibik B-spline kolokasyonu yontemini
kullanmislardir. [48]'de Han ve Zang sonlu farklar yontemini kullanarak bir boyutlu
Klein Gordon denkleminin niimerik ¢6ziimlerini bulmuslardir. Kaya ve El-Sayed
[49]de Klein-Gordon denklemini ayristirma yontemi kullanarak ¢ozmiistiir. [50]'de
Klein-Gordon denklemi Exp-fonksiyon yontemi ve bir doniisiimiin araciligiyla tam
coziimleri elde edilip Adomian yontemiyle karsilastirmas: yapilmistir. ~Wang ve
Zhu [51]’de varyasyonel iterasyon yontemi ve Exp-fonksiyon yontemi kullanilarak
Klein-Gordon denkleminin acik coziimleri elde etmislerdir. Odibat ve Momani
[52]de homotopi pertiirbasyon yontemi, Wazwaz [53]'de Tanh yontemi, [54]te
Jacobi eliptik fonksiyonu yontemi ile Klein-Gordon denklemini ¢c6zmiislerdir. [55],
[56], [57] ve [58]calismalarinda Klein-Gordon denkleminin soliton c¢oziimleri elde
edilmistir. Khalique ve Biswas Lie Simetri kullanarak dogrusal olmayan Klein-Gordon
denkleminin sabit ¢6ziimlerini bulmuslardir [59]. Dehghan ve Shokri Klein-Gordon
denklemini radyal bazli fonksiyonlar1 kullanarak sayisal kolokasyon yontemi ile
cozmiislerdir [60]. Biswas vd Klein-Gordon denkleminin dalga c¢oziimleri iizerine

calismiglardir [61].

Bu calismada, dogrusal ve dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemlerinin niimerik

coziimlerini elde etmek icin Gegenbauer dalgacik Galerkin metodu uygulanmistir.

5.1 Dogrusal Klein-Gordon Denklemine Gegenbauer Dalgacik

Galerkin Yonteminin Uygulamasi

Bu boliimde Sulx.t)  S%u(x.0)
u(x,t u(x,t .
32 ax2 +u(x,t)=f(x,t) (5.1)
dogrusal Klein-Gordon denklemi
u(x,0)=0, u,(x,00=0, x<[0,1] (5.2)
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baslangic kosullar: ve
u(OJ t) = hl(t)) u(]-: t) = hZ(t)J te [O) 1] (53)
sinir kosullar ile g6z 6niine alinmistir.

(5.2)-(5.3) baslangic ve sinir kosullar1 altinda (5.1) dogrusal Klein Gordon denklemini
¢cozmek i¢in, (5.1) dogrusal Klein- Gordon denkleminin ¢t zaman degiskenine gore iki

kez integrali alinirsa ve (5.2) baslangic kosulllar1 da goz 6niine alinirsa,

Jdu(x,t)  du(x,t) O+J d%u(x,n) dn— f u(x, n)dn+J f(x,n)dn, (5.4)
t= 0

ot Ot

u(x, £) = J f 82”(" ulx,n) f f u(x, n)dn+J J famdn (5.5

ifadeleri elde edilir.

0 x2

Gegenbauer dalgaciklariyla bu denklemi ¢6zmek i¢in denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden tirev terimi

Bzu(x t)

IZ

ZZuUwi(x)wj(t) =07 (x)UP(t) (5.6)

i=1 j=1

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine acilir. Burada, U = [ui;j]rﬁxrﬁ bilinmeyen
matrisidir. (5.6) denkleminin x konum degiskenine gore iki kez integrali alinirsa ve

(5.3) ifadesindeki sinir kosullar1 da goz oniine alinirsa sirasiyla,

Jdu(x,t) Jdu(x,t)

= + 0T (x)PTUW(t), (5.7)
Jdx dx lx=0
u(x, t) :u(o,t)+x(w )+\IJT(X)(P2)T Uw(t) (5.8)
X x=0
ifadeleri elde edilir.

(5.8) ifadesinde x = 1 alinirsa,
U Ol 1 ) —u(0, ) — ()P U(0), (5.9)

8x x=0
aug;, 2 = hy(0)—hy () — ¥ (DPTUY(e) (5.10)

ifadeleri elde edilir. H, ve H, Gegenbauer dalgacik katsay1 vektorleri olmak iizere,
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h,(t) ve h,(t) fonksiyonlar1 Gegenbauer dalgaciklar1 yardimiyla
hy(t) ~H]¥(t) hy(t)~H]¥(t) (5.11)

seklinde yazilabilir. (5.11) ifadesindeki denklemler (5.10) ifadesinde yerine yazilirsa,

du(x,t)
dx

=0 = (Hg _H1T _"PT(l)(Pz)TU) U(t)~UTw(t) (5.12)

ifadeleri bulunur. (5.12) denklemini, (5.7) ve (5.8) denklemlerinde yerine yazarsak

du(x,t)

=wTAU(t), (5.13)
dx

u(x,t) =w'A,¥(t) (5.14)
esitlikleri elde edilir. Burada, 1 = ¥'(x)E ve x = ¥T(x)X olmak iizere
A, =EU+PTU,
A,=EHT +X0+(P?)' U
seklindedir.
f (x, t) fonksiyonu Gegenbauer dalgacik serisine acilirsa asagidaki gibi yazilabilir:
Flx,t) =T (x)F¥(t). (5.15)
Burada F, Gegenbauer dalgacik katsay1 matrisidir.

(5.6) ve (5.13)- (5.15) denklemleri (5.5) denkleminde yerine yazilip integralin

operasyonel matrisi kullanilirsa R(x, t) kalan terim fonksiyonu,
R(x,t) =" (x)[A, — UP*+A,P? — FP?]¥(¢). (5.16)
bi¢cimindedir

R(x, t) kalan terim fonksiyonuna Galerkin metodu uygulandiginda,

J J R(x, )y, () ;(t)w,(x)w,(t)dxdt =0 i,j=1,2,...,1h (5.17)

dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢Oziilmesiyle,

u;;, 1,j=1,2,...,m Gegenbauer dalgacik katsayilari elde edilir. Bu dalgacik katsay1

i.j>

matrisi (5.14) denkleminde yerine yazilarak problemin yaklasik ¢6ziimii elde edilir.
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5.1.1 Dogrusal Klein Gordon Denklemi icin Niimerik Sonuclar

Problem 5.1 (5.1) denklemi ile verilen Klein-Gordon deklemini

flx,6)=6x3t +(x*—6x) 3 (5.18)
olmak iizere
u(x,0)=0, u,(x,0)=0, xe<[0,1] (5.19)
baslangic kosulu ve
u(0,t)=0, u(1,t)=t>, xe€[0,1] (5.20)

sinir kosullari ile ele alinmistir. (5.1) denkleminin (5.18)-(5.20) kosullar1 altinda tam

¢oziimii u(x, t) = x3t3 olarak verilmistir [62].

Bu problem f =1/2, =3/2, k =1 ve M = 10 parametreleri altinda ele alinmustir.
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Tablo 5.1 f =1/2,M =10 ve k = 1 icin Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(x; t) - unum(x: t)l

t=0.1

t=20.3

0.1

3.91257122448327e —7

1.37693069554825e — 5

0.2

1.24152730682512e — 6

2.71213602721263e — 5

0.3

1.91130477512716e —6

4.03940390231403e — 5

0.4

2.27618142558287e¢ —6

5.31780375417289%9¢ — 5

0.5

2.40584697087942¢ — 6

6.54328556653930e — 5

0.6

3.63299540702210e — 6

7.70639168365837e — 5

0.7

5.27044033043068e — 6

8.76281688467102¢ — 5

0.8

3.94447277349643e — 6

9.23922794005202¢ — 5

0.9

5.93488188728279¢ —7

7.37286297965746e¢ — 5

1.0

1.13353812230751e — 10

3.4387159786319%¢ — 11

|utam(x> t) — unum(x; t)l

t=0.5

t=0.7

0.1

6.07476987105213e — 5

1.64695285331964e — 4

0.2

1.21938120532834e — 4

3.24711282496403e — 4

0.3

1.81185546107707e — 4

4.83087695144838e — 4

0.4

2.38725614850980e — 4

6.31384153030705¢ — 4

0.5

2.93440091529318e — 4

7.51239377210965e — 4

0.6

3.40590503375090e — 4

8.09072279227732e — 4

0.7

3.61761604742127e — 4

7.80649978712467e — 4

0.8

3.24472994885153e — 4

6.63163463415190e — 4

0.9

2.04536702798644e — 4

4.31830604846029¢ — 4

1.0

1.12190895462660e — 10

6.86666279392512e¢ — 11

|utam(xs t) B unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

3.31335557981961e — 4

4.46402838178790e — 4

0.2

6.63159687806118e — 4

8.63315974880270e — 4

0.3

9.60420196771179¢ — 4

1.22386005505523e — 3

0.4

1.19515868373889%¢ — 3

1.50048325552413e —3

0.5

1.34099151446715e — 3

1.66704324087086e — 3

0.6

1.39601736134223e — 3

1.69858711081633e — 3

0.7

1.32862725355937e — 3

1.57126958286508e — 3

0.8

1.05571398626464e — 3

1.26152670711299¢ — 3

0.9

5.63384785369325¢ — 4

7.44485408183615e — 4

1.0

3.15243386950215e — 11

8.39341929292914e — 11
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Tablo 5.2 f =3/2,M =10 ve k = 1 icin Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(x; t) - unum(x: t)l

t=0.1

t=20.3

0.1

4.73644590538997¢ — 4

1.5880812689793%¢ — 4

0.2

2.43231645315028¢ — 4

2.96074505268997¢ — 4

0.3

6.43405110858573e — 5

1.44138344344434e —7

0.4

2.79794015174178e — 4

1.54804463332868e — 4

0.5

2.64251169972628e — 4

3.04120113382922e — 4

0.6

5.46925186479613e — 4

1.88409151107776e — 4

0.7

5.19715096584389%¢ — 4

3.12130814672790e — 4

0.8

1.50581329156008e — 3

1.46351513472112e —3

0.9

1.1873753622255%e — 3

8.80973533749624¢ — 3

1.0

2.76655182053151e — 10

1.55238460974871e — 10

|utam(x> t) — unum(x; t)l

t=0.5

t=0.7

0.1

6.12538308007032¢ — 4

2.02044257292451e — 4

0.2

5.76113778628698e — 4

1.01801395442292¢ — 3

0.3

4.01838193554922¢ — 4

7.34890069680461e — 4

0.4

2.92693734610643e — 5

1.07632126163090e — 3

0.5

5.98350532921694¢ — 4

6.71681702250694e — 3

0.6

1.33033605504923e — 3

1.33339580381319¢ — 2

0.7

8.11900879556066¢ — 3

1.07737555560637e — 2

0.8

1.39680139181060e — 2

3.31246410840944e — 3

0.9

1.13599737069063e — 2

2.31377148602625e — 2

1.0

2.49077980463142¢ — 11

6.78086475858208e — 11

|utam(xs t) B unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

2.16789487424933¢ — 3

3.28681701987494e — 3

0.2

8.26472862747734e — 4

5.80524070415778e — 3

0.3

6.61416480356487¢ — 3

8.52396191262382e —3

0.4

1.28942068457376e — 2

1.08229276000175e — 2

0.5

8.04619061435678e — 3

1.22139999702214e — 2

0.6

2.72704715493605e — 3

1.30302702929171e — 2

0.7

2.08116462483448e — 2

1.31014180299889¢ — 2

0.8

4.22561033455710e — 2

1.22812362456455e — 2

0.9

5.42959117653197e — 3

1.15660298296351e — 2

1.0

3.02111557992646e — 10

3.10840131412249e — 10
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Sekil 5.1 M =10,k =1ve 3 = 1/2 olmast
durumunda dogrusal Klein- Gordon
denkleminin yaklasik ¢oztim grafigi

Sekil 5.3 M =10,k=1ve f =1/2
olmasi durumunda dogrusal Klein-
Gordon denkleminin hata grafigi
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Sekil 5.2 M =10,k = 1ve 3 = 3/2 olmas!
durumunda dogrusal Klein- Gordon
denkleminin yaklasik ¢6ziim grafigi

Sekil 5.4 M =10,k = 1 olmasi
durumunda dogrusal Klein- Gordon
denkleminin tam ¢6ziim grafigi



5.2 Dogrusal Olmayan Klein-Gordon Denklemine Gegenbauer
Dalgacik Galerkin Yonteminin Uygulamasi

Bu boliimde, a, f and y reel parametreler olmak iizere

2%u(x, t) N 22%u(x, t)

at2 Y ox2 + Bulx, t) +yu®(x,t) = f(x,t) (5.21)

ikinci dereceden dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemi
u(x,0)=0, u/(x,0)=0, xe<[0,1] (5.22)
baslangic kosullar1 ve
u(0,t) =hy(t), u(l,t)=hy(t), t<[0,1] (5.23)
sinir kosullar ile goz 6niine alinmistir [63].

(5.22)-(5.23) baslangic ve sinir kosullar1 altinda (5.21) dogrusal olmayan Klein
Gordon denklemini ¢c6zmek icin, (5.21) dogrusal olmayan Klein- Gordon denkleminin

t zaman degiskenine gore iki kez integralini alinirsa ve (5.22) baslangic kosulllar1 da

" 0%u(x,n) f f
—a | ——==dn—p | ulx,n)dn—y | u?(x,n)dn,
t=0 0 axz 0 0

+J f(x,m)dn,
0
(5.24)

u(x, t)——aJ J 82”(" grulx,n) 4 —ﬂJ J u(x,m)dn —y f J W2, n)d
0 0 0 0
+f f f(x,m)dn (5.25)
0 0

Gegenbauer dalgaciklariyla bu denklemi ¢6zmek i¢in denklemde goriilen en yiiksek

g6z oniline alinirsa,

Jdu(x,t) Ju(x,t)
at Ot

ifadesi elde edilir.

mertebeden tiirev terimi,

82”(’“ k iiumxmm =¥ ()Ue(e) (5.26)

i=1 j=1
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. bilinmeyen

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine acilir. Burada, U = |:ui,j:|ﬁ1X

matrisidir.

(5.26) denkleminin x konum degiskenine gore iki kez integrali alinirsa ve (5.23)

ifadesindeki sinir kosullar1 da g6z 6niine alinirsa sirasiyla,

du(x,t) _ du(x,t)

T T
Ep T | +¥ (x)P'UP(t) (5.27)
du(x,t) T o\ T
u(x,t) =u(0,t)+x (T _O) +97(x) (P?) UW(t) (5.28)
ifadeleri elde edilir.

(5.28) ifadesinde x = 1 alinirsa,

% = u(1,t)—u(0,t) — ¥ (1)(PY)TUW(t), (5.29)
x=0

P = (0= ()~ ¥ ()P VRO (5.30)

ifadeleri elde edilir. H, ve H, Gegenbauer dalgacik katsayi vektorleri olmak tizere,
h,(t) ve h,(t) fonksiyonlar1 Gegenbauer dalgaciklar1 yardimiyla

hy(t) ~H]W(t), hy(t)~H, ¥(t) (5.31)

seklinde yazilabilir. (5.31) ifadesindeki denklemler (5.30) ifadesinde yerine yazilirsa,

du(x,t)
dx

=0 =~ (Hg _H{ _‘“IJT(l)(Pz)TU) ¥U(t)= ﬁT\II(t) (5.32)

ifadeleri bulunur. (5.32) denklemini, (5.27) ve (5.28) denklemlerinde yerine yazarsak

du(x,t) = WA W(1), (5.33)
Jdx
u(x,t) =wTA,W(t) (5.34)

esitlikleri elde edilir. Burada, 1 = ¥'(x)E ve x = ¥T(x)X olmak iizere
A, =EU"+P"U,

A,=EHT +X0"+(P?)' U

seklindedir.
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f(x,t) fonksiyonu Gegenbauer dalgacik serisine acilirsa asagidaki gibi yazilabilir.
Flx,t) =TT (x)F¥(t). (5.35)
Burada F, Gegenbauer dalgacik katsay1 matrisidir.

(5.26), (5.34) ve (5.35) denklemlerini (5.25) denkleminde yerine yazilip integralin
operasyonel matrisi kullanilirsa R(x, t) kalan terim fonksiyonu,

R(x,t) =" (x)[A, + aUP? + BA,P? + yA;P* — FP? ] ¥(t) (5.36)
bicimindedir.

R(x, t) kalan terim fonksiyonuna Galerkin metodu uyguladiginda,

1 1
J J R(x, )y, () ;(H)w,(x)w,(t)dxdt =0 i,j=1,2,...,h (5.37)
0 0

dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir Bu sistemin ¢Oziilmesiyle,

u;;, 1,j=1,2,...,m Gegenbauer dalgacik katsayilari elde edilir. Elde edilen katsay1

i.j>

matrisi (5.34) denkleminde yerine yazilarak problemin yaklasik ¢o6ziimii elde edilir.

5.2.1 Dogrusal Olmayan Klein Gordon Denklemi i¢in Niimerik Sonuclar

Problem 5.2 Bu boliimde,
u(x,0)=0, u,(x,0)=0, xe<[0,1] (5.38)

baslangic kosulu ve
u(0,t)=0, u(1,t)=1¢% xe<[0,1] (5.39)

sinir kosullari ile verilen

2%u(x,t)  2%u(x,t)
+a

32 FRCEE Bu(x, t) +u’(x,t) = 6xt(x*—t2) + x°t° (5.40)
X

seklinde verilen KG denklemini g6z oniine alalim. (5.38)-(5.40) probleminin tam

¢oziimii u(x, t) = x3t> olarak verilmistir [63]. Burada a = —1,3 =0 ve y = 1 olsun.

Bu problem f =1/2,8 =3/2, k=1 ve M =5 parametreleri altinda ele alinmistir.

55



Tablo 5.3 B =1/2,M =5 ve k = 1 i¢in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(xz t) - unum(x: t)'

t=0.1

t=20.3

0.1

5.15210321495812e — 5

2.38004930600071e — 5

0.2

1.07138685923903e — 4

2.99126409915192¢ — 5

0.3

1.52672693216575e —4

7.01936225233186e — 5

0.4

1.99384425764234e — 4

9.94926110675983e — 5

0.5

2.49527128449775e — 4

9.23713329026490e — 5

0.6

2.96345919346600e — 4

4.31040663031535e¢ — 5

0.7

3.24077789674533e — 4

3.43223575899974e — 5

0.8

3.07951603800025¢ — 4

1.06208553997785e — 4

0.9

2.14188099211155e — 4

1.19142586380280e — 4

1.0

1.13432921042267e¢ — 10

3.46138638585014e — 11

|utam(x: t) - unum(x: t)'

t=0.5

t=0.7

0.1

2.44806975958855e — 4

6.31617310484274e — 4

0.2

5.18348627295045e — 4

1.12568832797047e — 3

0.3

6.85863661953602¢ — 4

1.63411833414124e —3

0.4

8.04243761634444e — 4

2.03195503436058e — 3

0.5

9.01264539172070e — 4

2.23314147585747e — 3

0.6

9.75585534922968e — 4

2.19051603749766e — 3

0.7

9.96750220378116e — 4

1.89581244001211e—3

0.8

9.05186001920383¢ — 4

1.37965975603266e — 3

0.9

6.12204211353495e — 4

7.11582385107046e — 4

1.0

1.11696679683249¢ — 10

6.85402845590488e — 11

|utam(x> t) - unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

9.09126609982683¢ — 4

8.68373406692129¢ — 4

0.2

1.80251576718189%e — 3

2.26019319243323e — 3

0.3

2.45882558979958e — 3

2.65754309907344e — 3

0.4

2.70167210537889¢e — 3

2.27093378944596e — 3

0.5

2.46896881272034e — 3

1.34836219096665e — 3

0.6

1.81292665923868¢ — 3

1.75311464039207e — 4

0.7

9.00054063606548¢ — 4

9.25248966349712¢ — 4

0.8

1.11569378308807e — 5

1.59286337922093e — 3

0.9

4.58661367632618¢ — 4

1.42958983602559¢ — 3

1.0

3.13875592183877e —11

1.33736577367927e — 10
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Tablo 5.4 3 =3/2,M =4 ve k = 1 i¢in Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile

elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

|utam(xz t) - unum(x: t)'

t=0.1

t=20.3

0.1

2.41458877189035e — 5

1.3492686680568%¢ — 4

0.2

1.94397865900091e — 5

1.09056063030921e — 4

0.3

2.92459222296294e — 5

1.84576025220513e — 4

0.4

1.53670250493796e — 5

3.19199169335062¢ — 4

0.5

1.21023991013538e — 5

4.70637911335142¢ — 4

0.6

4.30678443731806e — 5

5.96604667181333e — 4

0.7

6.74348049166371e — 5

6.54811852834248¢e — 4

0.8

7.51087748824157e — 5

6.02971884254429¢ — 4

0.9

5.59952484211214e — 5

3.98797177402446e — 4

1.0

2.80316715152440e — 10

1.48238938485479¢ — 10

|utam(x: t) - unum(x: t)'

t=0.5

0.1

4.69496275782574e — 4

1.03449885566897e — 3

0.2

9.06555378255357e — 4

2.18078373166291e — 3

0.3

1.39456109740350e — 3

3.14006466825533e — 3

0.4

1.85926216690751e — 3

3.85735451047411e —3

0.5

2.22640732044785e — 3

4.27766610334711e — 3

0.6

2.42174529170503e — 3

4.34601229190221e — 3

0.7

2.37102481435954e — 3

4.00740592116726e — 3

0.8

1.99999462209186e — 3

3.20685983617014e — 3

0.9

1.23440344858249¢ — 3

1.88938688193874e — 3

1.0

2.75119094172993e — 11

9.64991420104866e — 11

|utam(x> t) - unum(x; t)l

t=0.9

t=1.0

0.1

1.88487112292208e — 3

2.43423855070404e — 3

0.2

3.70058712265314e — 3

4.48034383205415e — 3

0.3

4.90195026725271e — 3

5.62680618026747e — 3

0.4

5.53527469274227e — 3

6.01098225236049¢ — 3

0.5

5.64687453514327¢ — 3

5.77022870534966e — 3

0.6

5.28306393047717e — 3

5.04190219625139¢ — 3

0.7

4.49015701476541e — 3

3.96335938208214e — 3

0.8

3.31446792402951e — 3

2.67195691985844e — 3

0.9

1.80231079429083e — 3

1.30505146659676e — 3

1.0

2.38428721210937e — 10

3.20686588395347¢ — 10
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Sekil 5.6 M =4,k =1 ve = 3/2 olmast

Sekil 5.5 M =5,k =1 ve § = 1/2 olmasi durumunda dogrusal olmayan Klein-
durumunda dogrusal Klein- Gordon Gordon denkleminin yaklasik ¢6ztim
denkleminin yaklasik ¢6ziim grafigi grafigi

Sekil 5.7 M =5,k = 1 olmas1 durumunda dogrusal olmayan Klein- Gordon
denkleminin tam ¢6ziim grafigi
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6

ZAMAN KESIRLI MERTEBEDEN IKILI BURGERS
DENKLEMININ GEGENBAUER DALGACIK GALERKIN
YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

Kesirli analiz, klasik analizin temel kavramlari olan tamsay: mertebeli tiirevlerin ve
katli integrallerin reel ya da kompleks mertebeye genislemesi olarak ortaya cikmis
bir teoridir. Klasik analiz kavramlarinin dogadaki pek ¢ok olayin gercegine en uygun
halde matematiksel olarak modellenmesinde tam olarak yeterli olamadig1 gerceginin
fark edilmesi Leibniz (1646-1716) ve Newton’un (1643-1727) diferansiyel hesaplama

teknigini bulduklar tarihe dayanir.

Biyoloji ve biyomiihendislik, fizik, elektromanyetik teori, termodinamik, mekanik,
sinyal ve sistem teorisi, kaos teorisi ve fraktallar, jeoloji, akiskanlar mekanigi ve
kompleks sistemler icerisindeki madde iletimi teorisi, olasilik ve istatistik teorileri,
elektrik-elektronik ve kontrol teori kesirli analizin en yaygin olarak kullanildig: baslica
uygulama alanlaridir [64-66]. Bundan dolayi, bu denklemlerin hem analitik hem de

sayisal ¢cozlimlerini elde etmek cok 6nemlidir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin klasik diferansiyel denklemlerden
en onemli farki, klasik diferansiyel denklemlerdeki gibi tek bir tiirev taniminin
olmamasidir.  Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerde birden fazla tiirev
tanimi vardir. Farkl tiirev tanimlarinin varli§1 problemin tiiriine en uygun olaninin
kullanilmasi ve boylece problemin en iyi ¢6ziimiiniin elde edilmesini saglar. Baslica
tlirev tanimlar1 Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Riesz ve Marchaud
kesirli tiirevleridir. Bu tiirev tanimlar arasinda gegisler olmasina ragmen tanimlari
ve tanimlarinin fiziksel yorumlari birbirlerinden farklidir. Bu boliimde ele alinan
kismi tiirevli denklemlerdeki kesirli mertebeden tiirevler Caputo anlaminda oldugu

icin Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev tanimi kullanilmistir.
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Tanim 6.1 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali). a > 0 ve u(t), [a, b] C R araliginda

integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integrali

1 ¢ "
7% — T'(a) fo(t_p) 1u(P)dP, a>0,aeR"
u(t), a:O

seklinde tanimlhidir [67, 68].
I* operatorii asagidaki ozelliklere sahiptir [67, 68].

o [*[M =] (a>0,u>0)
o JHH =TH]

o (I*I"u)(t) = (I"I*u)(t)

o [(t—a) = M+ 1)

= m(t —a)*7, (y>-1)

Tanim 6.2 (Caputo Kesirli Tiirev Tamimi). a > 0 ve u(t), [a,b] C R araliginda

integrallenebilen bir fonksiyon olmak tizere Caputo kesirli tiirevi

1 1 dm
I'( )fot(t Ya—m+1) du(rf)dp’ m—1l<asmmeN
D* =I""“D™u(t) dm’Z(pf‘ P P
> a=im.
dpm

seklinde tanimhidir.
Caputo kesirli tiirevinin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir [67, 68].

e I1*D%(t) = u(t) —Z;:Ol u(k)(0+);{—k!, m—l<a<mmeN

e DI%u(t) =u(t)

_ T(u+1) _
o D*th = F(uﬁa+1)tu ¢ u>a—1

Bu tezin konusu kismi diferansiyel denklemler olmasina ragmen Gegenbauer Dalgacik
Galerkin yonteminin zaman kesirli kismi diferansiyel denklem sistemlerindeki

basarisini gormek icin bu boliimde,

9%u(x,t)  d%u(x,t) du(x,t)  3(ulx, )v(x, 1))

3ta = 32 +2u(x, t) ox aq dx +q1(X: t):
a 2

2% (x,t) _0 v(x,t) v, t)av(x,t) _aza(U(x, t)v(x,t)) +q,(x,t)  (6.1)
ote O0x2 Jx dx
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dogrusal olmayan zaman kesirli mertebeden ikili Burgers denklemi

u(x,0) = f1(x), v(x,0)=fo(x) (6.2)
baslangic kosullar1 ve

u(0,t) = g1(x), u(l,t) = gy(t),

v(0,t) =hy(x), v(1,t)=hy(t) (6.3)
sinir  kosullar1 ile birlikte ele alindi. Burada u(x,t) ve v(x,t) yeterince

diferansiyellenebilen x konum, t zaman degiskenlerine bagl fonksiyonlardir. a; ve

a, sistem parametrelerine bagh sabitlerdir [69].

Bu sistem ilk olarak Esipov tarafindan ortaya atilmistir [70]. Bu sistem, iki tiir
madde iceren siv1 siispansiyonlarinda ya da koloitlerde ki yer cekiminin etkisiyle
meydana gelen cokelme veya yayilimlarin incelenmesi sonucu ortaya atilmistir
[70]. Ikili Burgers denkleminin niimerik coziimleri, hem miihendisler hem de
bilim insanlari tarafindan calisilmistir. Dehghan vd. [71] ¢alismalarinda Adomian-
Padé yontemiyle ikili Burgers denkleminin yaklasik ¢6z{iimiini bulmuslardir. Khater
vd. [72] caligmalarinda Chebyshev spectral siralama yontemini, Ghotbi vd. [73]
calismasinda homotopi pertiirbasyon yontemini kullanarak ikili Burgers denkleminin
yaklasik ¢oziimlerini bulmuslardir. Abazari ve Borhanifar [74] calismasinda Burgers
ve ikili Burgers denklemlerinin hem analitik hemde niimerik c¢oéziimlerini bulmak
icin diferansiyel doniisiim yontemini kullanmiglardir.  Yildirim ve Kelleci [75]
calismalarinda Padé ve homotopy pertiirbasyon tekniklerini birlikte kullanarak
ikili Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimlerini elde etmislerdir. Mittal ve Arora
[75] calismalarinda zaman integrasyonunu Crank- Nicolson formiillerine ve konum
integrasyonu icin de kiibik B-spline fonksiyonlarina dayali diizgiin dagiliml digiim
noktalar1 iizerinde kiibik B-spline siralama yontemi ile ikili Burgers denkleminin
yaklasik ¢ozlimiinii bulmuslardir. Jima vd. [76] Fourier seri agilimini kullanarak
diferansiyel kuadratiir yontemini ile ikili viskoz Burgers denkleminin niimerik
¢ozlimiinii elde etmislerdir. Srivastava vd. [77] calismalarinda bir boyutlu ikili
Burgers denkleminin niimerik ¢oziimleri icin kapali formda logaritmik sonlu farklar

yontemini kullanmislardir.

ikili Burgers denkleminin tam céziimlerini bulmak icin, Abdou ve Soliman [78]
caligmalarinda Adomian ayrisim yontemini, Soliman [79] calismasinda modifiye
edilmis tanh- fonksiyon yontemini calismiglardir. Kaya [80] homojen ve homojen
olmayan ikili viskoz Burgers denklemlerinin yakinsak seri formunda ¢6éziimlerini elde

etmek icin ayrisim yontemini kullanmistir.

61



Albuohimad ve Adibi [81] ve [82] calismalarinda sirasiyla zaman kesirli mertebeden
ikili Burgers denkleminin yaklasik coziimiinii bulmak igin Chebyshev siralama
yontemini ve hibrit spektral iistel Chebyshev yontemi kullanmislardir. Alam vd.
[83] zaman kesirli mertebeden ikili Burgers denklemini genellestirilmis diferansiyel
doniisim yontemi ve Homotopy pertiirbasyon yontemi ile ¢cézmiislerdir. Kaplan vd.
[84] modifiye edilmis basit denklem yontemini, Zhao vd. [85] genisletilmis kesirli alt
denklem yontemini, Chen ve An [86] Adomian ayrisim yontemini, Liu ve Hou [87]
genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemini kullanarak zaman-konum
kesirli mertebeden ikili Burgers denkleminin yaklasik ¢6ziimiinti bulmuslardir. Sihng
vd. [88] zaman-konum kesirli mertebeden ikili Burgers denklemini q-homotopi analizi

doniistim yontemi ile ¢cozmiislerdir.

Bu boliimde zaman kesirli mertebeden ikili Burgers denklemine, Gegenbauer dalgacik
Galerkin yontemi ve Gegenbauer Dalgacik Siralama yontemi uygulanarak niimerik

coziimleri elde edilecektir.

6.1 Zaman Kesirli ikili Burgers Denklemine Gegenbauer Dalgacik
Galerkin Yonteminin Uygulanmasi

Bu boliimde (6.1)-(6.3) problemi g6z oniine alinsin. (6.1)-(6.3) problemi ¢6zmek

icin Gegenbauer seri acilimi ve kesirli integralin operasyonel matrisi kullanilmistir.

(6.1)-(6.3) problemi c¢ézmek icin (6.1) denkleminin t zaman degiskenine gore

a mertebeden integrali alinip ve (6.2) baslangi¢c kosullar1 géz 6niine alinirsa,

Mxﬁ):fﬁx}+J Ohulx, )d +2f Mxnjiﬂiﬂgdf—alj égiJ&;CZiJ&IDdTﬁ-J q:(x,7)dr,
0 0 9x 0 0

Jx2 Ix

2%v(x, T)d +2J V(X’T)av(x,f)d,r_azf M J q,(x,T)dT
0 x2 o dx 0 dx 0

(6.4)
seklinde zaman kesirli mertebeden ikili Burgers denkleminin integral formu elde

v(x, t) = fo(x) +J

edilir.

Gegenbauer dalgacik serisiyle (6.1) c¢ozmek icin denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden tiirev terimi

fulrs) S (0 = ¥ CON0) (6.5)

i=1 j=1

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine agilir. Burada U = [u;;];xs bilinmeyen

katsay1 matrisidir. (6.5) denkleminin x konum degiskenine gore 0’dan x’e gore iki kez
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integrali alinirsa ve (6.3) ifadesindeki sinir kosullar1 da g6z 6niine alinirsa sirasiyla,

du(x,t) N du(x,t)
dx  Ox

t U(x)'PTUW(t) (6.6)

x=
ve

du(x,t)

u(x,t) ~u(0,t)+x (

) +9(x)" (P2 Uw(t) 6.7)

x=0

ifadeleri elde edilir.  (6.3) simir kosullar1 goz kosullar1 g6z oniine alinarak (6.7)

ifadesinde x = 1 alimirsa

du(x,t) ‘
X x=0

: ~ g,(t) — g, (D) —¥(1)" (P2) UW(t) (6.8)

esitligi elde edilir. g,(t) ve g,(t) fonksiyonlari sirasiyla,

g1(t) >~ G ¥(¢)
gx(t) ~ Gy (t) (6.9)

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine acilir. Burada G, ve G, Gegenbauer dalgacik

katsay1 vektorleridir. (6.9) daki ifadeler (6.8) ifadesinde yerine yazilirsa,

du(x,t)

— ~ (GZT—GlT—\IJ(l)T (P>’ U)\I/(t) =U"¥(t) (6.10)

x=0

ifadesi elde edilir.

Simdi (6.10) ifadesi (6.6) ve (6.7) ifadelerinde yerine yazilirsa sirasiyla,

8u§;, t) ~ q;(x)T (E[“]T + PTU) U(t) = \IJ(X)TAl\IJ(t) (6.11)
ve
u(x, ) = ¥(x)" (EGT + XU +(P2)" U)w(t) = ¥(x)"Ap¥(t) (6.12)

ifadeleri elde edilir. Burada x = ¥(x)"X ve 1 = ¥(x)"E dir. Benzer sekilde, (6.4)

ifadesindeki f; ve q;(x, t) fonksiyonlar1 Gegenbauer dalgacik serisine acilirsa,
frl) = W) Fy, qi(ox, £) 2 W (x0) Q¥ () (6.13)
ifadeleri elde edilir. Burada, F; ve Q; Gegenbauer dalgacik katsay1 matrisleridir.

Benzer sekilde, Gegenbauer dalgacik serisiyle (6.4) sistemindeki ikinci denklemi
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¢cozmek icin denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirev terimi

aZV(X 2 ii"zﬂ/)i(x)"i/)j(t)Z‘I’T(X)V‘I’(t) (6.14)

i=1 j=1

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine agilir. Burada V = [v;; ] ;x5 bilinmeyen katsay1
matrisidir.  (6.14) denkleminin x konum degiskenine gore 0’dan x’e gore iki kez

integrali alinirsa ve (6.3) ifadesindeki sinir kosullar1 da goz 6niine alinirsa sirasiyla,

ov(x,t) N av(x,t)

TpT
e +0(x)"PTVI(t) (6.15)

xX=

ve

v(ix,t)~v(0,t)+x

)+‘If(x)T (P2) vi(t) (6.16)

x=0

ifadeleri elde edilir. (6.3) sinir kosullar1 géz kosullar1 géz 6niine alinarak (6.16)

ifadesinde x = 1 alimirsa

av(x,t)
Jx

~ hy(£) =y (£) — ()" (P2)" U¥(r) (6.17)

x=0

ifadesi elde edilir. Burada h,(t) ve h,(t) fonksiyonlar1 sirasiyla,

hy(t) ~ HT(t)
hy(t) ~ HI(t) (6.18)

biciminde Gegenbauer dalgacik serisine acilir. Burada H, ve H, Gegenbauer dalgacik

katsay1 vektorleridir. (6.18) daki ifadeler (6.17) ifadesinde yerine yazilirsa,

ov(x,t)
dx

~ (H] —HT —w(1)" (P?)" V) (1) = VT o(1) (6.19)

x=0

Simdi (6.19) ifadesi (6.15) ve (6.16) ifadelerinde yerine yazilirsa sirasiyla,

avg;, t) W) (EVT +PTV)(6) = W(x) AU (¢) 6.20)
ve
v(x, t) ~W(x)" (EHIT +XVT + (pz)T V) W(6) > W(x)TA,(t) 6.21)

ifadeleri elde edilir. Burada x = ¥(x)"X ve 1 = ¥(x)"E dir. Benzer sekilde, (6.4)
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ifadesindeki f,(x) ve q,(x, t) fonksiyonlar1 Gegenbauer dalgacik serisine acilirsa,

fo(x) 2 W(x)'F,, go(x,t) = ¥(x)"Qu¥(t) (6.22)

ifadeleri elde edilir. Burada, F, ve Q, Gegenbauer dalgacik katsayr matrisleridir.
(6.5), (6.11)- (6.14) ve (6.20)- (6.21) ifadeleri (6.4) ifadesinde denklemlerde yerine
yazilirsa, (6.1)- (6.3) problemi icin R,(x, t) ve R,(x, t) kalan terim fonksiyonlari,

[90) A () ][ @) AW ()] = W(x) K, W(t)
[90) A () ][ 9 (x) AW ()] = W(x) K, ¥(t)
[P0 A T(0) ][ P(x) AP (t)] = w(x) K0(t)
[20) A () ] [P () Az ¥ ()] = (x) K, ¥(t) (6.23)

olmak tizere

Ry(x,t) =¥(x)" [A,— F,E"T —UP®*—2K,P* + a,K;P* + a,K,P* — Q. P* | W(t)
Ry(x, t) =¥(x)" [Ay— F,ET —VP* — 2K,P* + a,K5P* + a,K,P* — Q,P* | W(t)
(6.24)

biciminde elde edilir R;(x,t) ve R,(x,t) kalan terim fonksiyonlarina Galerkin

yontemini uyguladiginda,

1 1
f J R]_(X, t)qﬁbl(x)lp](t)wn(x)wn(t)dth:0 17]: 1129"'7ﬁ1:
0 0
1 1
J f Ry(x, )Y, () () w,(x)w,(t)dxdt =0 i,j=1,2,...,1h (6.25)
0 0

2m? denklemden olusan dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu

sistemin ¢oziilmesiyle, u; ;,v;;, i,j =1,2,...,m Gegenbauer dalgacik katsayilari elde

SERSNE
edilir. Bu dalgacik katsayilar1 (6.12) ve (6.21) denklemlerinde yerine yazilarak

problemin u(x, t) ve v(x, t) yaklasik ¢oziimleri elde edilir.

6.2 Zaman Kesirli ikili Burgers Denklemine Gegenbauer Dalgacik
Siralama Yonteminin Uygulanmasi
(6.1)-(6.3) problemini ¢6zmek icin,

2°2u(x, t)

Frangr = U(x)TUw(t), (6.26)

65



22y (x, t)

Trae U(x)Tve(t) (6.27)

olsun. Burada U = [u;;]5x,n V€ V = [v;j ]« Dilinmeyen katsayr matrisleridir. (6.26)
ifadesinin (6.2) baslangic kosullar1 goz 6niine alinarak t zaman parametresine gore

a mertebeden integrali alinirsa,

2%u(x,t)

o () TUP*(t) + f"(x) (6.28)

ifadesi bulunur. Benzer sekilde (6.27) ifadesinin x konum degiskenine gore iki kez

+xi (aau(x, t))
x=0 Jx ote

integrali alinirsa,

2%u(x,t)
ot

2%u(x,t)

~ T(p2\T
~ W) (P (D) +

(6.29)

x=0
ifadesi elde edilir.
(6.29) ifadesinde x = 1 alinirsa,

d%u(x,t)
ote

~ Tp2\T _ Trp2\T
> T() (P UW(0) = xT(D) (P V() + — 2 3ta ata

(6.30)

9%g,(t) (3agz(t) aagl(t))
+ —

ifadesi elde edilir. Simdi, (6.30) ifadesinin t zaman degiskenine gore a mertebeden
integrali alinirsa,

u(x, t) ~ ()" (PHTUP*W(t) — xW (1) (PH)TUP*U(t) + G,(x, t) (6.31)
ifadesi bulunur. Burada

Gi(x,t) = f1(x) + g1(t) — g1(0) + x (g2(t) — g,(0) — g, (¢t) + £,(0)),
du(x,t) 2G;(x,t)

=w(x) PTUP*W(t) —w(1)"(PH)TUP*¥I(t) +
Jx Jx

(6.32)
dir. Benzer sekilde, (6.27) ifadesinin (6.2) baslangi¢ kosullar1 goz 6niine alinarak t

zaman parametresine gore o mertebeden integrali alinirsa,

22%v(x, t)

P T(x) ' VPU(t) + £, (x) (6.33)

ifadesi bulunur. Benzer sekilde (6.27) ifadesinin x konum degiskenine gore iki kez

integrali alinirsa,

d%(x,t)
ate

d%(x,t)

~w(x)'(PHTVw(t)+ Fra

(6.34)

x=0 dx Jdte x=0

xi (aav(x, t))
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ifadesi elde edilir.

(6.34) ifadesinde x = 1 alinirsa,

2%(x,t)

FyPR UO)T(PHTVE(t) — xT (DT (PHTVW(t) +

0%h,(t) N (8“h2(t) _ a“hl(t))
Jte Jdte ote
(6.35)

ifadesi elde edilir. Simdi, (6.35) ifadesinin t zaman degiskenine gore a mertebeden

integrali alinirsa,
v(x,t) 2~ U(x)T(PHTVP*(t) — xT(1)T(P)TVPWU(t) + Gy(x, t) (6.36)
ifadesi bulunur. Burada

Gy(x, t) = fo(x) + hy(t) —hy(0) + x (hy(t) — hy(0) — by () + hy(0))
av(x,t) 9G,(x,t)

=0(x)"PTVP*U(t)—w(1)"(PH)TVP*W(t)+ (6.37)
Jx dx
dir. (6.28), (6.30)- (6.34) ve (6.36)- (6.37) ifadeleri (6.3) denklemlerinde
2i—1
yerine yazildiginda elde edilen sonuclar x; = l—A,i = 1,2,...,m noktalarinda

ayriklastirilirsa zaman kesirli mertebeden ikili Burgers denklemi i¢in dogrusal olmayan
lineer denklem sistemi bulunur. Bu dogrusal olmayan cebirsel sistemin ¢oziilmesiyle
u;;,v;; dalgacik katsayilan elde edilin.  Bu dalgacik katsayilari (6.31) ve (6.36)
ifadelerinde yerine yazilirsa u(x, t) ve v(x, t) yaklasik ¢coziimleri elde edilir.

6.3 Niimerik Sonuclar

Bu boéliimde yukarida tanimlanan niimerik semalar cercevesinde zaman kesirli ikili
Burgers Denklemi icin elde edilen niimerik sonuclar verilmistir. Elde edilen niimerik

sonuglarin tam ¢6ziime ne kadar iyi yaklastigini 6l¢gmek icin

E(x;, t;) = [tyqm(x;, t;) = Uy (3, )

Loo = max |utam(x’ ti) _unum(x> ti)|

seklinde tanimlanan E ve L., hata normlar1 kullanilmistir. Burada u,,,, tam ¢oziimii

ve U,,,, nimerik ¢coziimi gostermektedir.

67



S5
Problem. Bu boliimde a; = a, = > ve q;(x, t) =0,q5(x, t) = 0 olmak iizere

d%u(x,t)  d%u(x,t) du(x,t) 53 (ulx, t)v(x,t))

= 2 <1
T axz TR ax  c oses
% (x,t) 2%v(x,t) dv(x,t) 53u(x,t)v(x,t))
= 2 — = <1 .
a 2 +2v(x, t) Ix 2 Ep O<a< (6.38)

problemi g6z 6niine alinsin. a = 1 icin bu problemin tam ¢6ziimii A keyfi sabit olmak

uzere

u(x,t)=v(x,t)=2A [1 —tanh (%A(x — BAt))}

dir [74]. Bu problem [0, 1] araliginda tam ¢6ziimden alinan baslangic ve sinir kosullari

ile coziilmustiir.

Tablo 6.1 ve Tablo 6.2 sirasiyla k = 2,M = 3 ve 3 ve a nin farkli degerleri i¢in
Gegenbauer dalgacik siralama yontemi ile elde edilen sonuclari gostermektedir. Tablo
6.2 den a = 0.90 icin Gegenbauer dalgacik siralama yontemiyle elde edilen sonuclarin
daha iyi oldugu goriilmektedir. Yani a = 1’e yaklasiktikca elde edilen hatalar daha
iyidir. Tablo 6.3, Tablo 6.4 ve Tablo 6.5 sirasiyla k =1,M = 3, 3 = 1/2 ve a nin farkli
degerleri (x;, t;) noktalarinda Gegenbauer dalgacik siralama yontemi ve Gegenbauer
dalgacik Galerkin yontemi ile elde edilen sonuclar1 gostermektedir. Tablo 6.3, Tablo
6.4 ve Tablo 5.5’ ten Gegenbauer dalgacik siralama yontemiyle elde edilen sonuglarin
Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi ile elde edilen sonuclardan daha iyi oldugu

goriilmektedir

k = 1,M = 3,a = 1ve 3 = 1/2 i¢in zaman kesirli mertebeden ikili Burgers
denklemine Gegenbauer Dalgacik Galerkin yontemini uygulayallm. k = 1,M = 3
ve 3 =1/2icin,

W) = [0 11 (Dp1.(0)] (6.39)
olmak tizere

1, 0.<1
1/)1,0(-):

0, diger durumlarda

68



V3(@2x—1), 0<.<1
1/)1,1(-):

0, diger durumlarda

V5(6x2—6x+1), 0<.<1

1/)1,0(-) = N
0, diger durumlarda
bicimindedir.
T
6v2 41042
2 2
bulunur. Bu durumda,x; = Z;ﬁl,i = 1,2,...,m siralama noktalarin1 (6.39) da yerine
yazilarak,
1 1 1
$® =] -1.154700538 0 1.154700538 (6.40)

0.3726779962 -1.118033988 0.3726779962

matrisi elde edilir. (6.40) matrisini (2.22) ifadesinde yazilarak elde edilen P ve P2

matrisleri
0.500000000000000 0.288675134660758 —0.555111512312578 x 1071¢
P =] —0.240562612078642 0.500000318925942 x 10~ 1° 0.129099444887539
—0.0621129992604554 —0.107582870651534 0.500000110759125 x 1071°
0.171296296276910 0.144337567330379 0.0372677996412662
P2=| —0.128300059764948 —0.0925925925800000 —0.138777878078145 x 1071°
—0.00517608324878795 —0.0179304784274886 —0.0231481481369098

bicimindedir. (6.9)- (6.13) ifadelerindeki G,, G,, E, X, F;,A; ve A, matrisleri,

G, =H, [0.005000281250 0.4000000000 x 10~ 0]
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G, =H,[0.004962781920 0 —0.01000000000]

E=[1 0 O]T

o]

T
F,=F,= [0.004981250176 —0.00001082520000 0.1000000000 x 10_7]

b
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—0.00003749933000 — 0.004629629700u, , + 0.04811252250u, , + 0.02588041642u;, —0.4000000000 x 10~° — 0.004629629700u, , + 0.04811252250u, , + 0.02588041642115, —0.01000000000 — 0.004629629700u, 5 + 0.04811252250u, 5 + 0.02588041642u; 5

A=A, 0.2886751347u, , +0.5000003189 x 107° % u, , —0.1075828707u; , 0.2886751347u;, +0.5000003189 x 107"°u, , —.1075828707u; , 0.2886751347u, 5 +0.5000003189 x 10~"°u, ; —0.1075828707us 5
—0.5551115123 x 107%uy ; +0.1290994449u; , +0.5000001108 x 10 us —0.5551115123 x 107"®uy , +0.1290994449u, , +.5000001108 x 10 °u; , —.5551115123 x 107%6uy 5 +.1290994449u, 5 +.5000001108¢ — 10u; 5
0.004981531585 — 0.08101851863u; , +0.01603750752u; , +0.03882062459us 0.2000000000 x 10~ —0.08101851863u, , + 0.01603750752u, , + 0.0388206245%; , —0.005000000000 — 0.08101851863u; 5 +0.01603750752u; ; + 0.03882062459u; 5

Ay =A, = | —0.00001082512414 — 0.001336458940u, , —0.009259259270u, , +0.007471032686u;, —0.1154700539 x 10~ — 0.001336458940u; , — 0.009259259270u, , + 0.007471032686u;, —0.002886751347 —0.001336458940u, ; —0.009259259270u, ; +0.0074710326861; 5

0.03726779964u; ; —0.1387778781 x 10~ 6u, ; —0.02314814814u; 0.03726779964u; , —0.1387778781 x 10 '6u, , —0.02314814814u; , 0.03726779964u; ; —0.1387778781 x 10~ 6u, ; —0.02314814814u; 5



seklindedir. Elde edilen bu matrislerin (6.24) de yerine yazilmasiyla elde edilen
R,(x,t) ve Ry(x, t) kalan terim fonksiyonlar1 (6.25) yerine yazilirsa dogrusal olmayan
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin coziilmesiyle U ve V
katsayilar matrisi,

—0.01388640185
—0.01427402708
—0.007638356213

—0.01962440014 —0.04618364216
—0.01992066841 —0.03986284231
—0.01039420691 —0.01605779633

U=V=

seklindedir.

Tablo 6.1 Zaman kesirli ikili Burgers denkleminin k =2, M = 3, A = 0.005,a = 0.75
ve farkli B degerleri icin Gegenbauer dalgacik siralama yontemi ile elde edilen
maksimum hatalar1

X

B =—0.49

B=0.5

0.08333333333

5.56091888323387 x 107°

5.56091887990606 x 10~°

0.2500000000

1.38776963054663 x 10°°

1.38776962940260 x 10~°

0.4166666667

1.81658498433006 x 108

1.81658498265648 x 108

0.5833333333

1.82082635178889 x 10~

1.82082634993186 x 1078

0.7500000000

1.40062564340391 x 1078

1.40062564027202 x 1078

0.9166666667

5.69678491962975 x 1077

5.69678489380017 x 10~°

X

B=15

=25

0.08333333333

5.56091888573703 x 107~°

5.56091888078351 x 107°

0.2500000000

1.38776963109158 x 1078

1.38776962990505 x 1078

0.4166666667

1.81658498502864 x 1078

1.81658498408983 x 1078

0.5833333333

1.82082635154496 x 108

1.82082634759442 x 1078

0.7500000000

1.40062564202905 x 1078

1.40062564107182 x 1078

0.9166666667

5.69678490879393 x 10~°

5.69678493132917 x 10~°
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Tablo 6.2 Zaman kesirli ikili Burgers denkleminin k =2, M = 3, A = 0.005, a = 0.90

ve farkli B degerleri icin Gegenbauer dalgacik siralama yontemi ile elde edilen

maksimum hatalar

X

B =—0.49

B=0.5

0.08333333333

2.48736492703210 x 10~°

2.48736492339469 x 1077

0.2500000000

6.33715105072939 x 10~°

6.33715104907696 x 10~°

0.4166666667

8.31540044959192 x 1077

8.31540045263156 x 1077

0.5833333333

8.33164878981551 x 10~

8.33164879335693 x 10~

0.7500000000

6.39224777036601 x 10~°

6.39224776493989 x 107

0.9166666667

2.59610208919879 x 1077

2.59610208092303 x 1077

X

B=15

=25

0.08333333333

2.48736492649088 x 10~

2.48736492450080 x 10~

0.2500000000

6.33715105527478 x 10~°

6.33715105248488 x 10~°

0.4166666667

8.31540046084903 x 1077

8.31540046005840 x 1077

0.5833333333

8.33164879823062 x 107

8.33164878389264 x 107

0.7500000000

6.39224777102112 x 10~°

6.39224776947591 x 10~°

0.9166666667

2.59610208695513 x 10~°

2.59610209831542 x 10~°

Tablo 6.3 Zaman kesirli ikili Burgers denklemine k =1,M =3, =1/2 ve a = 0.75
icin GWGM ve GWCM uygulanarak elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

a=0.755=1/2

|utamcoz - uGWGMl

|utamcoz - uGWCM|

(0.1,0.1)

6.13025693527975 x 10~

6.66661856928545 x 10~°

(0.2,0.2)

1.96106407883844 x 10~*

1.23238756518206 x 1078

(0.3,0.3)

5.76008412287644 x 10~*

4.19958608311320 x 108

(0.4,0.4)

1.80785975016607 x 1072

1.05634171814097 x 108

(0.5,0.5)

3.23042755391540 x 1072

7.21275298414753 x 1070

(0.6,0.6)

4.20113073168401 x 1072

4.01824477114943 x 10~°

(0.7,0.7)

3.70382715260461 x 1073

1.19582281105710 x 10~?

(0.8,0.8)

3.48813645794342 x 10~*

6.88844784126224 x 107 1°

(0.9,0.9)

7.62717399664530 x 1073

1.18956826178091 x 10~°
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Tablo 6.4 Zaman kesirli ikili Burgers denklemine k =1,M =3, =1/2 ve a = 0.90
icin GWGM ve GWCM uygulanarak elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

a=0.90,8=1/2

t

|utamcoz - uGWGMl

|utamcoz - uGWCMl

(0.1,0.1)

5.29045965455882 x 10™*

2.62846240061929 x 1077

(0.2,0.2)

2.20293920176328 x 1074

5.47257522501428 x 10~°

(0.3,0.3)

2.27882222894827 x 10~

6.55618936267295 x 1077

(0.4,0.4)

1.20101728292158 x 1072

4.61118750103048 x 10~°

(0.5,0.5)

2.59246452767595 x 1073

1.32748682069936 x 10~*°

(0.6,0.6)

3.80339566853798 x 1073

1.25973539069898 x 10~?

(0.7,0.7)

3.74280086149575 x 1073

7.03441479770895 x 107!

(0.8,0.8)

8.27488706145341 x 10~

6.44803361647952 x 10710

(0.9,0.9)

7.01791375130911 x 1072

6.98040561718981 x 1071°

Tablo 6.5 Zaman Kkesirli ikili Burgers denklemine k =1,M =3, =1/2ve a =1 icin
GWGM ve GWCM uygulanarak elde edilen mutlak hatalarin karsilastirmasi

a=1,6=1/2

t

|utamcoz - uGWGMl

|utamcoz - uGWCM'

(0.1,0.1)

4.41008546402439 x 10~

2.79364047818072 x 10713

(0.2,0.2)

2.36885253966561 x 10~

3.67973403970119 x 10~

(0.3,0.3)

2.97862564205458 x 107>

1.78829812543299 x 1074

(0.4,0.4)

7.46813081452347 x 10~*

2.42305348966039 x 1074

(0.5,0.5)

2.11220965345779 x 1073

4.11579218934484 x 10712

(0.6,0.6)

3.50273601972239 x 1073

5.42193099334388 x 10713

(0.7,0.7)

3.77176040769366 x 1073

6.38553105209211 x 1073

(0.8,0.8)

1.18968671114004 x 102

4.01833606504698 x 10~

(0.9,0.9)

6.55604550684911 x 1073

4.42734126124196 x 10713
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0.010 16310784
1410784
0.008
12x 1078
5 5
= = 1x107%
50005 g M
£ 5
S 3 "
L E] 8% 107% 4
00049 6% 109
4.x 107
0.002
2.3 10°%
— /—\
0 T T T T T D’\ T T T T T
0 02 0.4 06 03 1 0 02 04 0.6 08 1
x

=07 =0.9]

[— =0 — =05 —— =05

[— =01 — =03 — =035 — =07 =0.9]

Sekil 6.1 M =3,k =1 ve a = 0.75 i¢in farkh t zamanlarinda mutlak hatalarin

AbsoluteBrror

karsilastirilmasi
0.0104
x 10"
0.008 6. 107 4
5% 1074
1]
0.006
E 4% 10°°H
:
4
0.004 dr
2.%10°°
0.002+
Lx10°% 4
" e
S -
~ 0 T T T T T
0 02 04 06 08 1 ¢ 02 o x 08 of !

0.7 =0.9]

¥ -
[—1— 03— 03

=07 =09]

[— =l — =03 — =05

Sekil 6.2 M =3,k =1 ve a = 0.90 icin farkl t zamanlarinda mutlak hatalarin

karsilastirilmasi
0.010 4 4210712
0.008 -
3.x 107124
5 5
5 0.006 5
3 ‘§2.x 1012
4 4
0.004
1x 10712+
0.0024 /
o, /
- - —
v T T T T ’ 6 I'l" DI4 I)‘ﬁ D‘S 1
0 02 04 08 08 1 B ¥
z — 0 — 03— =05 —— =07 =05
[—rt— =03 — =05 =07 =05]

Sekil 6.3 M =3,k =1 ve a = 1 icin farkli t zamanlarinda mutlak hatalarin
karsilastirilmasi
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alpha=0 75

alpha=0.90 alpha=1

3000

&(4)

2000

0 R R I

= GWGM GWCM

Sekil 6.4 M = 3,k =1 icin GWGM ve GWCM icin yazilan Maple kodlarinin ¢alisma
stireleri
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7

SONUC VE ONERILER

Matematiksel, fiziksel, kimya ve miihendislik bilimlerindeki bircok 6nemli problem,
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler veya kesirli kismi diferansiyel
denklemlerle iyi modellenebilir. Fiziksel ve miihendislik problemlerinin ¢cogunun
dogrusal olmadig1 bilinmektedir ve bazi durumlar i¢in bu tip denklemlerin kesin
coziimlerini bulmak cok zor olabilir. Bu nedenle dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemler ve dogrusal olmayan kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oziimleri cok 6nemlidir. Bunun i¢in dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin ve kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimii

icin glivenilir ve verimli bir teknige ihtiyac vardir.

Bu tez calismasinda, dalgaciklarla ilgili temel bilgiler verilmis olup Gegenbauer
dalgacik Galerkin yonteminin kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oéziimlerini
ve Gegenbauer dalgacik Galerkin yonteminin ve Gegenbauer dalgacik siralama
yonteminin zaman-kesirli diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimlerini
elde etmede nasil kullanildigi detayli olarak ilk defa bu tezde gosterilmistir.
Literatiir taramasindan da anlasilacagi iizere, Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemi
kullanarak dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini ele
alan calisma yoktur. Benzer sekilde, hem Gegenbauer dalgacik Galerkin yontemini
hem de Gegenbauer dalgacik siralama yontemini kullanarak kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerini de ele alan ¢alismaya rastlanmamistir.
Bu tezde, bir boyutlu 1s1 denklemi, KBK ve KG denklemleri gibi kismi diferansiyel
denklemler ve zaman-kesirli ikili Burgers denklemi model problemler olarak ele
alinmistir. Bu problemler icin Gegenbuer dalgaciklarina dayali niimerik yontem ile
elde edilen sonuclar, niimerik yontemin gecerliligini test etmek icin tam ¢oziimlerle ve
literatlirde mevcut olan baska yontemlerle elde edilen sonuclarla karsilastirildiginda

iyi sonuclar elde edildigi goriilmiistiir.

Sonuc¢ olarak bu calisma, literatiirde ¢ok o6nemli yere sahip olan problemlerin
niimerik c¢ozlimlerini elde etmek icin niimerik yontemlerle ilgili literatiiri

zenginlestirmektedir.
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