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OZET

Hemen Hemen L-zayif ve Hemen Hemen M-zayif
Kompakt Operatorlerin Sira Ozellikleri

Baris AKAY

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Omer GOK

L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler ilk olarak Meyer-Nieberg [1] tarafindan
tanimlanmistir. Bu operatorlerin modiiliiniin varligi [2, |[3] c¢alismalarinda
incelenmistir. Bayram ve Wickstead [[4], pozitif L-zayif ve pozitif M-zayif kompakt
operatorlerin lineer olarak gerdigi uzaylarin Banach latis 6zelliklerini ¢calismislardir
ve bu uzaylarla ilgili giiclii sonuclar elde etmislerdir. Burada yazarlar, L-zayif ve
M-zayif kompakt operatorlerin baskinlik 6zelligini kullanmiglardir. Hemen hemen
L-zayif ve hemen hemen M-zayif kompakt operatorler ise Bouras, Lhaimer ve Moussa
[5] tarafindan tanimlanmistir. X bir Banach uzayi, F bir Banach latisve T : X — F
sinirl bir operator olsun. Her W C X relatif zayif kompakt kiimesi icin T (W) kiimesi
L-zayif kompakt ise, T ye hemen hemen L-zayif kompakt operator denir. E bir Banach
latis, Y bir Banach uzayi ve T : E — Y sinirh bir operator olsun. Her (x,) € By dik
dizisi ve her (f,) C Y’ zayif yakinsak dizisi i¢in f, (T (x,)) — 0 ise, T ye hemen hemen
M-zayif kompakt operator adi verilir.

Bu tez calismasinda, oncelikle hemen hemen L-zayif ve hemen hemen M-zayif
kompakt operatorlerin baskinlik 6zelligini ve bazi yaklasim 6zelliklerini inceledik.
Baskinlik 6zelligini kullanarak, pozitif hemen hemen L-zayif ve pozitif hemen hemen
M-zayif kompakt operatorlerin lineer olarak gerdigi uzayin Banach latis olma ve sira
siirekli norma sahip olma durumlarini arastirdik. Ayrica, regiiler hemen hemen L-zayif
ve regiiler hemen hemen M-zayif kompakt operatorlerin Banach latis olusturmasini
saglayan bazi ek kosullar verdik.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen L-zayif kompakt operator, hemen hemen M-zayif
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L-weakly and M-weakly compact operators were first introduced by Meyer-Nieberg
[1]]. The existence of the modulus of these operators was examined in [2,|3]]. Bayram
and Wickstead [4] studied Banach lattice properties of the linear span of positive
L-weakly and positive M-weakly compact operators and obtained strong results. Here,
the authors made use of the domination property of L-weakly and M-weakly compact
operators. Almost L-weakly and almost M-weakly compact operators were defined by
Bouras, Lhaimer and Moussa [5]. Let X be a Banach space and F be a Banach lattice.
A bounded operator T : X — F is called almost L-weakly compact if for any relatively
weakly compact set W C X, the set T (W) is an L-weakly compact subset of F. Let E
be a Banach lattice and Y be a Banach space. A bounded operator T : E — Y is called
almost M-weakly compact if for each disjoint sequence (x,) in By and for each weakly

convergent sequence (f,) in Y’, we have f,(Tx,) — O.

In this thesis, we first study the domination property and some approximation
properties of almost L-weakly and almost M-weakly compact operators. By using
the domination property, we investigate when the linear span of positive L-weakly
and positive M-weakly compact operators forms a Banach lattice and has an order
continuous norm. We also give some conditions under which regular almost L-weakly

and regular almost M-weakly compact operators form a Banach lattice.

Keywords: Almost L-weakly compact operator, almost M-weakly compact operator,

Banach lattice, domination property, order continuous norm

xi



YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING

xii



GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Banach latisleri arasinda tanimli kompakt ve kompakt tipi operatorler (6rnegin,
zayif kompakt, Dunford-Pettis, AM-kompakt, yari-kompakt operatorler) Banach latis
teorisinde 6nemli bir yer tutar. Bu kapsamda, ilk olarak Krengel [6, 7|] iki Banach latis
arasinda taniml bir kompakt operatoriin hangi kosullar altinda kompakt bir modiile
sahip oldugunu incelemistir. Krengel [[7], iki Banach latis arasinda tanimli bir kompakt
operatoriin modiliiniin olmayabilecegini ve modiilii olsa dahi bu modiiliin kompakt
olmak zorunda olmadigini gostermistir. Bunun yaninda [[6] calismasinda, bazi ek
kosullar altinda kompakt operatorlerin kompakt bir modiilii oldugunu ispatlamistur.
Buna bagh olarak, bu ek kosullar altinda kompakt operatorler bir Riesz uzayi, ve 6zel
olarak regiiler norm ile bir Banach latis olusturur [|8, Teorem 5.7, Teorem 5.9] . Benzer
calismalar daha sonra Dunford-Pettis, AM-kompakt ve zayif kompakt operatorler icin
de yapilmstir [9-13]].

Banach latisleri arasinda tanimli operatorler ile ilgili bir diger 6nemli problem
baskinlik (domination) problemidir. Bu problem su sekilde ifade edilir: “E ve F
Banach latis ve S,T : E — F pozitif operatorler olmak iizere, 0 < S < T sarti
saglansin. Eger T operatorti bir (p) ozelligine sahip ise, S operatortii de (p) 6zelligine
sahip midir?” Eger yanit olumlu ise, (p) Ozelligini saglayan operatorler baskinlik
Ozelligini (domination property) saglar, denir. Genel olarak, kompakt operatorlerin
baskinlik 6zelligini saglamadig1 bilinmektedir [[14]. Diger bir deyisle, 0 < S < T
sartin1 saglayan pozitif S,T : E — F operatorleri icin, T kompakt ise, S kompakt
olmak zorunda degildir. Dodds ve Fremlin [9], kompakt operatorlerde baskinlik
ozelliginin saglanmasi icin bir yeter kosul vermiglerdir. Daha sonra Wickstead [|15]],
gerek ve yeter kosul verip kompakt operatorler icin problemin karakterizasyonunu
elde etmistir. Benzer sekilde, zayif kompakt, Dunford-Pettis ve AM-kompakt operator
siniflar1 da baskinlik 6zelligini saglamaz [8, |16, (17] . Bu operator siniflari igin
baskinlik 6zelliginin hangi kosullar altinda saglandig: literatiirde calisilmistir [[10, 11,
15,/18-21]]. Yari-kompakt operatorler ise baskinlik 6zelligini saglayan operatorlere bir



ornektir [|8].

L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler ilk olarak Meyer-Nieberg [|1]] tarafindan,
zayif kompakt ve kompakt operatorleri calisirken karsilasilan bazi zorluklar sebebiyle
tanimlanmistir. Bu operator siniflar1 zayif kompakt operatorlerin bir alt sinifidir ve
baskinlik 6zelligini saglarlar [8, [16]. Ayrica L-zayif (M-zayif) kompakt operatorlerin
eslenigi M-zayif (L-zayif) kompakttir ve bunun tersi de dogrudur [8, 16]. Bu
operatorlerin modiiliintin varhigi [2, 3]] makalelerinde incelenmistir. L-zayif ve
M-zayif kompakt operatorlerin latis 6zellikleriyle ilgili diger bir calisma Bayram ve
Wickstead’in [4] makalesidir. Burada yazarlar, sirasiyla pozitif L-zayif ve pozitif
M-zayif kompakt operatorlerin gerdigi W/ (E, F) ve Wy (E, F) uzaylarim ¢aligmislardir.
Genel olarak, W/ (E,F) C W,(E,F)N %, (E,F) ve W, (E,F) C Wy(E,F)N %, (E,F)
oldugu goriiliir [4, s.1]. So6z konusu calismada [[4], her E ve F Banach latisi icin,
W/ (E,F) nin Dedekind tam bir Banach latis ve F Dedekind tam ise, W,,(E, F) nin
Dedekind tam bir Banach latis oldugu gosterilmistir. Ayrica bu uzaylarin hangi kosullar
altinda sira siirekli norma sahip oldugu incelenmistir. Bu uzaylar i¢in elde edilen
sonuclarda, L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin baskinlik 6zelligini saglamasi

kritik bir rol oynar.

Hemen hemen L-zayif ve hemen hemen M-zayif kompakt operatorler Bouras,
Lhaimer ve Moussa [5] tarafindan, sirasiyla L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin
genellemeleri olarak tanimlanmistir. Bu operatorlerin bazi 6zellikleri ve diger bazi

operatorlerle olan iliskileri [|5, 22, 23[] makalelerinde incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada amacimiz, hemen hemen L-zayif ve hemen hemen M-zayif kompakt
operatdrlerin latis 6zelliklerini arastirmaktir. Oncelikle, her iki operatér sinifinin da
baskinlik 6zelligini sagladigini gosterecegiz. Bu oOzelligi kullanarak, AW/ (E,F) ve
AW, (E, F) uzaylarinin Banach latis olma ve sira siirekli norma sahip olma 6zelliklerini
inceleyecegiz. Daha sonra da, regiiler hemen hemen L-zayif kompakt ve regiiler
hemen hemen M-zayif kompakt operatorlerin hangi ek kosullar altinda Banach latis

olusturduklarini ele alacagiz.

1.3 Hipotez

E ve F Banach latis ve S, T : E — F pozitif operatorler olsun. Eger 0 < S < T ve T
operatorii hemen hemen L-zayif (M-zayif) kompakt ise, S operatorii de hemen hemen
L-zayif (M-zayif) kompakttir.



Her E ve F Banach latisi icin, AW (E, F) uzay1 regiiler norm ile Dedekind tam bir
Banach latis olur.

Her E ve F Banach latisi i¢in, F Dedekind tam ise, AW, (E, F) uzay regiiler norm ile

Dedekind tam bir Banach latis olur.

E ve F Banach latis ve F* # {0} olsun. AW/ (E, F) nin regiiler normunun sira siirekli

olmasi icin gerek ve yeter sart E’ nin normunun sira siirekli olmasidir.

Bazi ek kosullar altinda, regiiler hemen hemen L-zayif ve regiiler hemen hemen

M-zayif kompakt operatorlerin uzayi Banach latistir.



2

ON BILGILER

2.1 Riesz Uzaylan

Bu kisimda Riesz uzaylari ve bu uzaylar iizerinde tanimlanan operatorler ile ilgili temel
bilgiler verilecektir. Referans olarak [8, 16, 24-26[] kaynaklar1 kullanilacaktir.

Tanim 2.1. E bir reel vektor uzayi olsun. E iizerinde

(i) Eger x < y ise, herz € E icin x + 2 < y + z dir.
(ii) Eger x <y ise, her a > 0 (¢ € R) i¢in ax < ay dir.

kosullarini saglayan bir (<) siralama bagintisi varsa, E ye bir sirali vektor uzay denir.

Tamim 2.2. E bir sirali vektor uzay: olmak iizere, x > 0 sartin1 saglayan her x € E
elemanina E nin bir pozitif elemani denir. E deki tiim pozitif elemanlardan olusan

E, = {x € E : x > 0} kiimesine E nin pozitif konisi denir.

Simdi Riesz uzay1 (vektor latis) tanimini verelim.

Tanim 2.3. Bir E sirali vektOr uzayinda, her x, y € E icin x ve y nin supremumu (veya

infimumu) mevcut ise, E ye bir Riesz uzay: denir.

Bir E Riesz uzayinda, herhangi iki x,y € E elemaninin supremumu ve infimumu

sirasiyla asagidaki notasyonlar ile gosterilir.
xVy=sup{x,y} xAy=inf{x,y} 2.1

Tanim 2.4. E bir Riesz uzay1 olsun. Bir x € E vektOriiniin pozitif kismi, negatif kismi

ve modiilii sirasiyla
xt=xVv0, x =(—x)VO0, |x|=xV(-x), (2.2)

seklinde tanimlanir.



Bir sirali vektor uzayimnin vektor latis oldugunu gostermek icin asagidaki onerme

oldukca kullanighdir.
Onerme 2.1. [25, Sonug 2.6] E bir sirali vektor uzayt olmak iizere, asagidaki ifadeler
denktir.
(i) E bir vektér latistir.
(ii) Her x € E i¢in x* € E dir.
(iii) Her x € E i¢in |x| € E dir.

Onerme 2.2. E bir Riesz uzay1 olsun. Her x,y,z € E icin asagidaki ifadeler saglanr.

D x=x"—x7, |x|=x"+x", x*Ax"=0.

2) x+y=xVy+xAy.

3) |[x—yl=xVy—xAyYy.

4 y=yAx+(y—x)".

5) lx+yl<lxl+1yl llxl=Iyll < lx =yl

6) xVy—zVy|<|x—z|,|xAy—2zAy|<|x—2z|
Analizde kullanilan bir¢cok dizi ve fonksiyon uzayi, iizerinde tanimlanan alisilmis
siralama ile bir Riesz uzay: olusturur. Simdi bazi Riesz uzay: 6rnekleri verelim.

Ornek 2.1. a) C(Q), bir Q topolojik uzay: iizerinde tamimlanan tiim reel degerli

stirekli fonksiyonlarin uzayt,

b) €..(£2), bir Q kiimesi iizerinde tanmimlanan tiim reel degerli stnirlt fonksiyonlarin

uzayt,
o {,(1<p<o0), Zzl |x,|P < oo sartini saglayan tiim (x,) dizilerinin uzayu,

d) £,(u), bir X kiimesi tizerinde tanimli ve fx |f P du < oo sartimt saglayan tiim reel

degerli u-olciilebilir fonksiyonlarin uzayz,

e) L..(u), bir X kiimesi iizerinde tamumli ve esssup |f| < oo sartint saglayan tiim

reel degerli u-olgiilebilir fonksiyonlarin uzayi.

Bir Riesz uzayinda sira yapisi kullanilarak araliklar tanimlanabilir.



Tanim 2.5. E bir Riesz uzayi ve x,y € E (x < y) olmak {izere, [x, y] sira araligi
[x,y]={2 €E:x <z <y} seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6. E bir Riesz uzay1 ve A C E olsun. Bir x € E elemani, her y € A i¢gin
y < x kosulunu saglhyor ise, x elemanina A kiimesinin bir {ist sinir1 ve bu durumda
A kiimesine stten sinirl bir kiime denir. Alt sinir ve alttan sinirli kiimenin tanimlari

benzerdir. Hem alttan hem de iistten sinirli bir kiimeye sira sinirl kiime denir.

Acikea, bir kiimenin sira sinirli olmasi icin gerek ve yeter sart kiimenin bir sira aralig:

tarafindan kapsanmasidir.

Tanim 2.7. Bir Riesz uzayinda (x,) ag1 alahm. Eger a <X 3 iken x, < xj oluyorsa,
(x,) ag1 artandir denir ve x, T yazilir. Eger sup (x,) = x ve x, T ise, bu durum x, T x

ile gosterilir. Azalan ag, x, | ve x, | x ifadelerinin tanimlar1 benzerdir.

Simdi, reel sayilar kiimesinin sagladig1 ancak her Riesz uzayinda saglanmayan Arsimet

ozelligi ve Dedekind tam olma tanimlarini verelim.

Tamim 2.8. E bir Riesz uzayi ve x,y € E, olsun. Her n € N icin 0 < nx < y iken
x = 0 oluyorsa, E ye Arsimet 6zelligine sahiptir, denir. E uzayinin Arsimet ozelligine

sahip olmasi icin gerek ve yeter sart her x € E icin %x | 0 olmasidir.

Ornek 2.1 de verilen uzaylar ve tanimini ileride verecegimiz normlu Riesz uzaylar

Arsimet 6zelligini saglar [16, s. 7].

Tanmim 2.9. Bir Riesz uzayinda bostan farkli ve iistten sinirli her kiimenin supremumu
varsa, bu uzaya Dedekind tam denir. Bir E Riesz uzayinin Dedekind tam olmasi icin
gerek ve yeter sart E, lizerinde artan ve istten sinirhh her agin supremuma sahip
olmasidir. Benzer sekilde, alttan sinirli kiime ve azalan ag kavrami kullanilarak denk

tanimlar verilebilir.

Ornek 2.2. %2,[0,1] (1 < p < 00), ¢, ve L, Dedekind tam Riesz uzaylaridir [16; s.
8] C[0,1] ise Dedekind tam degildir [26| Ornek 1.5].

Onerme 2.3. Her Dedekind tam Riesz uzayt Arsimet ozelligini saglar.
Yukaridaki 6nermenin tersi dogru degildir. Ornegin, C [0, 1] uzay1 Arsimet 6zelligini
saglar, ancak Dedekind tam degildir.

Riesz uzaylarinda latis yapisi kullanilarak farkli tiirde alt uzaylar tamimlamak

miimkiindiir. Bunun icin 6ncelikle kat1 (solid) kiimenin tanimini verelim.



Tanim 2.10. E bir Riesz uzay1 ve A C E olsun. Her x, y € E icin, |x| < |y| ve y € Aiken
Xx € A oluyorsa, A ya kat1 (solid) kiime denir. Bir A C E kiimesini kapsayan en kiiciik
kat1 kiimeye A nin kat1 zarfi (solid hull) denir ve sol(A) ile gosterilir. Bir kiimenin kati
zarfi,

sol(A)={x €E:Ja €A, |x| <|a|} (2.3)

ile verilir.
Tamim 2.11. E bir Riesz uzay:1 ve A C E bir alt vektor uzay: olsun.
a) Her x,y € Aicin x Vy € A (veya x Ay € A) oluyorsa, A ya E nin bir Riesz alt
uzay1 veya alt vektor latisi denir.
b) Abir kat1 (solid) alt vektor uzayi ise, A ya E nin bir sira ideali (veya ideali) denir.

c) A bir ideal olmak iizere, her B C A icin, supB = x € E iken x € A oluyorsa, A
ya E nin bir bandi denir. Denk olarak, A idealinin bir band olmasi i¢in gerek ve

yeter sart 0 < x, T x kosulunu saglayan her (x,) € A ag1 icin x € A olmasidir.

Tanim 2.12. E bir Riesz uzayi ve A C E olsun.
a) A kiimesini kapsayan en kiiciik ideale, A nin {irettigi ideal denir ve I(A) ile

gosterilir. Ozel olarak, bir x € E vektorii tarafindan iiretilen ideale esas ideal
denir ve I, ile gosterilir. Bu ideal,

I,={y€E:IA>0, |y| < Alx|} (2.4)

ile verilir. Eger bir x € E icin I, = E saglaniyorsa, x elemanina giiclii sira birim

(strong order unit) denir.

b) A kiimesini kapsayan en kii¢lik banda, A nin {iirettigi band denir ve B(A) ile
gosterilir. Ozel olarak, bir x € E vektorii tarafindan iiretilen banda esas band
denir ve B, ile gosterilir. Bu band,

B, ={y €E:|ylAn|x|[T|yl} (2.5)

ile verilir. Eger bir x € E i¢in B, = E saglaniyorsa, x elemanina zayif sira birim

(weak order unit) denir.

Riesz uzaylarinda diklik asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.13. E bir Riesz uzayive x, y € E olsun. Eger |x|A|y| = O ise, x ve y elemanlari

diktir (disjoint veya orthogonal) denir ve bu durum x_Ly ile gosterilir.
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Tanim 2.14. Bir Riesz uzayinda tanimli (x,) dizisi, her n,m € N (n# m) icin

|x,| A |x,,| = 0 kosulunu sagliyorsa, bu diziye dik dizi denir.

Diklik ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir.

Onerme 2.4. E bir Riesz uzay1 olsun. Her x, y,z € E i¢in asagidaki ifadeler saglanr.

1) xLlyve|z| <|x|ise, zLly dir.
2) xLlyvexlzise hera,f €Ricin x L (ay+ Bz) dir.
3) xlys|x+y|l=|x—yl

4) x Ly ise,
lx+yl=lx—yl=Ix|+|yl=llx|—lyll=Ix| V ]yl (2.6)

esitlikleri saglanir.

Tamim 2.15. E bir Riesz uzay1 olsun. Bostan farkli bir A C E kiimesinin dik tiimleyeni
(disjoint complement),
Al={x€E:Vye€A xLly} (2.7)

seklinde tanimlanir. A% kiimesinin dik tiimleyeni A% ile gosterilir.

Bostan farkli bir A C E kiimesi icin, A? N A%? = {0} ve A C A% saglanir.

Onerme 2.5. Bir Riesz uzayinda, bostan farkli her alt kiimenin dik tiimleyeni bir
banddir.

Onerme 2.6. Bir Arsimet Riesz uzayinda, her B bandi icin B = B¢ saglanr:

Ayrik (discrete) vektor ve ayrik uzay asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.16. E bir Riesz uzayi olmak {izere, E de bir x > 0 elemani tarafindan {iretilen
ideal, x tarafindan iiretilen vektor uzayina esit ise, yani I, = {Ax : A € R} oluyorsa, x
elemanina E nin bir ayrik elemani denir. Eger E nin tiim ayrik elemanlar1 tarafindan

iretilen band E ye esit ise, E ye bir ayrik uzay denir.
Ornek 2.3. c,, c ve , (1 < p < 00) ayrik Riesz uzaylaridir [16,s. 113].

Tamim 2.17. E ve F vektor uzayi olsun. Bir T : E — F lineer dontistimiine, E den F

ye tanimli bir operator denir.

Simdi Riesz uzaylarinda tanimli operatorlerden bahsedelim. E ve F Riesz uzay1 olsun.
E den F ye taniml tiim operatorlerin uzay: L (E, F) ile gosterilir. Asagida sirasiyla Riesz

uzaylarinda tamimli pozitif, regiiler ve sira sinirli operatérlerin tanimlarini verelim.
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Tamim 2.18. E ve F Riesz uzayi, T : E — F bir operator olsun.

(i) Her x > 0 icin Tx > O saglaniyorsa, T ye pozitif operator denir. Bu ise
T (E.) CF, olmasina denktir. Bir T operatoriiniin pozitif olmast T > 0 ile

gosterilir.

(i) T operatorii iki pozitif operatoriin farki olarak yazilabiliyorsa, T ye regiiler

operator denir.

(iii) E nin sira sinirh alt kiimelerinin T altindaki goriintiisii F de sira sinirli ise, T ye

sira sinirl operator denir.

Her pozitif operator regiiler ve her regiiler operator sira sinirhidir [16} s. 24]. Ancak

her sira sinirli operatér regiiler olmak zorunda degildir [8, Ornek 1.16].

L(E,F)uzayl, S < T & T—S > 0ile tamimlanan siralama ile bir sirali vektor uzayidir.

Bu siralama bagintis1 kullanilarak bir operatoriin modiilii tanimlanir.

Tanim 2.19. T : E — F, iki Riesz uzay1 arasinda taniml bir operator olsun. Eger
L(E,F) tizerinde {—T, T} kiimesinin supremumu, yani |T| = T V (—T) varsa, T

operatoriiniin modiilii vardir denir.
Onerme 2.7. Eger bir T : E — F operatériiniin modiilii varsa, her x € E icin

|Tx| < |T|(|x|) saglanr.

E den F ye tiim regiiler operatorlerin sinifin1 %, (E, F) ve tiim sira sinirli operatorlerin
siifim %, (E,F) ile gosterecegiz. L (E,F) {lizerindeki siralama ile, ¥, (E,F) ve
%, (E, F) sirali vektor uzaylaridir. Ayrica yukaridaki gozlemden,

%,(E,F)C %, (E,F)C L(E,F) (2.8)
oldugu goriliir.

E ve F Riesz uzay1 olmak iizere, genel olarak L (E,F), %, (E,F) ve %, (E,F) siral
vektor uzaylar1 Riesz uzayr olmak zorunda degildir. Ancak F Dedekind tam ise,

asagidaki teorem saglanir.

Teorem 2.1 (Riesz-Kantorovich). E ve F Riesz uzayi ve F Dedekind tam olsun. Bu
durumda, ¥, (E,F) bir Dedekind tam Riesz ugzayidir ve ¥, (E,F) = %, (E,F) olur.
Ayrica, her T € ¥.(E,F) ve her x € E, igin

1) T'(x)=sup{Ty:0<y <x}



2) T-(x)=—inf{Ty:0<y <x}

3) |T|(x) =sup {|Ty|: |yl < x}

esitlikleri saglanir.

Tanim 2.20. E bir Riesz uzay1 ve f : E — R bir lineer fonksiyonel olsun. Her x > 0
icin f(x) = 0 oluyorsa, f ye pozitif fonksiyonel denir. Ayrica, E nin sira sinirli alt

kiimelerinin f altindaki goriintiisii R de sinirli ise, f ye sira sinirli fonksiyonel denir.

Tanim 2.21. E bir Riesz uzayi olsun. E {izerinde tanimli tiim sira sinirli lineer

fonksiyonellerin uzayina E nin sira duali (order dual) denir ve E~ ile gosterilir.

E~ uzayy,, f > g & Vx € E,, f (x) = g(x) ile taniml siralama ile bir sirali vektor
uzayidir. Ayrica R Dedekind tam oldugundan, Teorem 2.1 geregince, E~ bir Dedekind

tam Riesz uzayidir.

2.2 Banach Latisleri

Bu kisimda Banach latisleri ile ilgili bazi temel tanimlar ve Ozellikler verilecektir.
Kaynak olarak [8,|16, 17,24, 27] kullanilacaktir.

Tamim 2.22. X bir vektor uzayi olsun. Eger bir p : X — R fonksiyonu, her x,y € X ve
her a € R i¢in

() p(ax)=la|lp(x)
(i p(x+y)<p(x)+p(y)

sartlarini sagliyorsa, p ye X iizerinde bir yar1 norm denir. Eger p yari normu icin,
p(x) =0 iken x = 0 oluyorsa, p ye bir norm denir.

Riesz uzaylarinda latis normu, sira yapisi ile uyumlu olacak sekilde tanimlanir.

Tanim 2.23. Bir Riesz uzayi iizerinde tanimli bir ||.|| normu, her x, y € E icin, |x| < |y]|
iken ||x|| < ||y || kosulunu sagliyorsa, ||.|| normuna latis normu denir. Bir latis normuna

sahip Riesz uzayina ise normlu Riesz uzayi denir.
Onerme 2.8. Bir normlu Riesz uzayinda her x icin ||x|| = |||x||| esitligi saglanr:

Onerme 2.9. Bir Riesz uzayinin normlu Riesz uzay olmast icin gerek ve yeter sart kapalt

birim yuvarinin kati olmasidir.
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Asagida her normlu Riesz uzayinda saglanan bazi 6nemli 6zellikleri verelim.

Onerme 2.10. E bir normlu Riesz uzayt olsun. Asagidakiler saglanur.

1) E, Arsimet ozelligine sahiptir.

2) E nin latis islemleri x —» x*, x > x7, x = |x|, (x,y) > xVyve(x,y) > xAYy

diizgtin siireklidir.

3) E nin pogzitif konisi kapalidir.

4) E deki her sira araligt kapalt ve stnirlidr:

5) E nin her stmirlt alt kiimenisinin katt zarft da sinurlidir.

6) E nin her kati alt kiimesinin kapanist da katidir.

7) E deki her band kapalidir.
Tanim 2.24. E normlu Riesz uzay1 ayni zamanda bir Banach uzayi ise, E ye bir Banach
latis denir.
Simdi bazi Banach latis 6rnekleri verelim.

Ornek 2.4. a) Her n € N icin Riesz uzay1 R, iizerinde tanimli Oklid normu ile bir

Banach latistir.

b) K kompakt bir Hausdorff uzayr olmak iizere, K dan R ye tamumli tiim siirekli
fonksiyonlarin Riesz uzayt C (K),

1f lloo = sup {lf (x)| : x € K} (2.9)

normu ile bir Banach latistir.

¢) Riesz uzay1 £,(u) (1 <p < 00),

1

IFll = ( J Iflpdu)p (2.10)

normu ile bir Banach latistir.

d) Riesz uzayt L..(u),
If oo =inf {M > 0 : hemen hemen her x icin |f (x)| < M} (2.11)

normu ile bir Banach latistir.
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e) Sifira yakinsak dizilerin Riesz uzay1 c,,
11, %, )l oo = sup {|x,| : n €N} (2.12)

normu ile bir Banach latistir.

E bir normlu Riesz uzay1 olmak iizere, E nin norm dualini E’ ile gosterecegiz.

Teorem 2.2. E bir normlu Riesz uzay1 olsun. Asagidakiler saglanir.

1) E’, E™ nin bir idealidir.
2) E’, Dedekind tam bir Banach latistir.
3) E bir Banach latis ise, E' = E~ dir.

Teorem 2.3. E bir Banach latis ve F bir normlu Riesz uzayi olsun. Her pogzitif T : E — F

operatortii stireklidir.

Sonuc 2.1. Bir Riesz uzayinin Banach latis olmasini saglayan tiim latis normlar: denktir.

Simdi, sira siireklilik kavramini verelim.

Tanim 2.25. E bir normlu Riesz uzayi olsun. E iizerinde x, | O sartin1 saglayan her
(x,) agticin ||x,|| — O oluyorsa, E nin normu sira siireklidir, denir.

Ornek 2.5. %£,(u) (1 < p < 09) ve ¢, stra siirekli norma sahip Banach latisleridir
[27, s. 356] C[0,1], £.,[0,1] ve £, ise sira siirekli norma sahip olmayan Banach
latisleridir [8, s. 187].

Onerme 2.11. Her yansimali Banach latis sira siirekli norma sahiptir.

Onerme 2.12. Her sira siirekli norma sahip Banach latis Dedekind tamdur.

Asagida, sira siirekli norma sahip Banach latisleri icin bazi karakterizasyonlar
verecegiz.

Teorem 2.4. E bir Banach latis olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) E nin swra stirekli normu vardir.
2) E, E” de bir idealdir.
3) E nin araliklart zayif kompakttur.
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4) E iizerinde her sira sinirli dik dizi sifira normda yakinsar.

5) E nin her kapali ideali bir banddur.

E bir Banach latis olsun. E uzayinda, E den elde edilen norm ile sira siirekli norma
sahip maksimal ideal E“ ile gosterilir. E® ideali, E de kapalidir. Acikca, E nin sira

siirekli normu varsa, E = E® olur.

Banach latislerinde iki 6nemli sinif AM- ve AL-uzaylarnidir. Simdi bu uzaylardan
bahsedelim.

Tanim 2.26. E bir Banach latis olsun.

a) Her x,y € E* icin ||x V y|| = max {||x||, ||y ||} ise, E ye bir AM-uzay1 denir.
b) Her x,y € E* icin ||x + y|| = ||x|| + ||y|| ise, E ye bir AL-uzay1 denir.

Onerme 2.13. Her AL-uzay1 stra siirekli norma sahiptir.

Asagidaki teorem AM-uzaylarinin 6nemini gostermektedir.

Teorem 2.5. [8, Teorem 4.21 ] E bir Banach latis ve x € E olsun. Bu durumda, E, esas
ideali,
[I¥llo =inf {A>0:|y[ < Alx]} (2.13)

normu ile bir AM-ugayidir ve kapali birim yuvart [—|x|, |x|] araligidr.

Yukaridaki teoremde gecen ||.|| ., normuna, sira birim (order unit) normu denir.

AM- ve AL-uzaylar1 asagida verilen duallik 6zelligini saglar.

Teorem 2.6. E bir Banach latis olsun. E nin AL-uzayr (AM-uzayt) olmast igin gerek ve

yeter sart E’' nin AM-uzayt (AL-uzayt) olmasidir.

Calismamizda faydalandigimiz diger bir kiime tipi yaklasik sira sinirli (approximately

order bounded) kiimelerdir.

Tanmim 2.27. [[16, s. 73] E bir Banach latis ve A € E olsun. Her ¢ > 0 icin
AC[—u,,u, ]+ eBg olacak sekilde bir u, € E, varsa, A kiimesine yaklasik sira sinirl

kiime denir.

Onerme 2.14. E bir Banach latis ve A C E olsun. A min yaklasik sira stnirli olmast
icin gerek ve yeter sart her ¢ > 0 icin bir u, € E, vardwu; oOyle ki her x € A igin

||(|x| —u€)+|| < ¢ olmasidir:
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Onerme 2.15. Her sira stnirlt ve her relatif kompakt kiime yaklasik sira stnurlidir.

Onerme 2.16. Her yaklasik sira stnirl kiime norm topolojisine gore stnurlidir:

L-zayif kompakt kiimeler Meyer-Nieberg tarafindan tanimlanmaistir.

Tanim 2.28. [|16, Tanim 3.6.1] E bir Banach latis ve A C E kiimesi bostan farkli ve
sinirli olsun. Eger A kiimesinin kati zarfindaki her dik dizi sifira yakinsak ise, A ya

L-zayif kompakt kiime denir.

E bir Banach latis olsun. E nin her L-zayif kompakt alt kiimesi E* tarafindan kapsanir
[16, s. 212]. Her L-zayif kompakt kiime relatif zayif kompakktir. Ifadenin tersi
Al-uzaylarinda dogrudur []16, s. 212]. L-zayif kompakt kiimelerin asagida verilen

karakterizasyonundan yararlanacagiz.

Onerme 2.17. [16, Onerme 3.6.2] E bir Banach latis ve A C E kiimesi bostan farkli
ve sinirlt olsun. A kiimesinin L-zayif kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart A nin E¢

iizerinde yaklasik sira stnirlt olmasidr.

Tanim 2.29. [3, s. 328] E bir Banach latis olmak iizere, sifira zayif yakinsak her
(x,) € E, dizisi i¢in ||x, || = 0 oluyorsa, E nin pozitif Schur 6zelligi vardir, denir.

Her AL-uzay1 pozitif Schur 6zelligine sahiptir [3, s. 328]. Pozitif Schur 6zelliginin

bazi karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 2.7. [3, Teorem 3.1 ] E bir Banach latis olmak tizere, asagidaki ifadeler denktir.

1) E nin pozitif Schur ozelligi vardir.
2) E, deki her sifira zayif yakinsak dik dizi, sifira normda yakinsar.
3) E nin her relatif zayif kompakt alt kiimesi L-zayif kompakttr.

4) E nin bostan farkli ve sinirlt bir alt kiimesinin relatif zayif kompakt olmast igin

gerek ve yeter sart yaklasik sira sinirli olmasidir:

E ve F Banach latis olsun. E den F ye tanimli tiim sinirli operatérlerin uzaymi £ (E, F)
ile gosterelim. Bilindigi tizere, £ (E, F) uzay1 operator normu ile bir Banach uzayidir.
%.(E,F) uzay1 ise operator normu ile genel olarak bir Banach uzay1 degildir. Bu

sebeple, r-normu (regiiler norm) denilen kavram tanimlanmistir.
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Tanim 2.30. [[16, s. 27] E ve F Banach latis, T € %, (E,F) olsun. T operatoriiniin
r-normu,
|IT||, =inf {l|S]|: S € £(E,F),,|Tx| <Sx,Vx € E.} (2.149)

olarak tanimlanir.

Yukaridaki tanimdan, ||T|| < ||T||, oldugu goriliir ve T operatoriiniin modiilii varsa,
IT|l, = |lIT||| esitligi saglanir. Ayrica, £, (E, F) uzay1 r-normu ile bir Banach uzayidir
[[16, Onerme 1.3.6].

Eger F Dedekind tam ise, %, (E, F) uzay1 r-normu ile bir Banach latis olusturur. Bu

onemli teoremi ispati ile birlikte verelim.

Teorem 2.8. [8} Teorem 4.74 ] E ve F Banach latis ve F Dedekind tam olsun. <%, (E,F)

uzayi, r-normu ile Dedekind tam bir Banach latistir.

ispat. £ (E,F) uzayinda r-normuna gore bir (T,) Cauchy dizisi alalim. Bir alt diziye
gecerek, her n igin
1
1 Tnir = Tall, = 1 Toa = Tulll < o2 (2.15)

oldugunu kabul edebiliriz. ||T 1 — Tyl < ||Tppr — Tl esitsizliginden, (T,) dizisinin
% (E,F) uzayinda operator normuna gore Cauchy dizisi oldugu goriiliir  Yani, bir
T e %(E,F)igin||T,—T|| — 0 olur. Keyfi bir x € E, alaim. |y| < |x| kosulunu
saglayan her y € E icin

(e ] (e ]
(T_Tn)y:Z(TiH_Ti)ySZ|T1+1_Ti|x (2.16)
i=n i=n
elde edilir. Dolayistyla, T — T, operatériiniin modiilii vardir ve her x € E_ igin

T —T,lx=sup{(T—T,)y : |yl <x} < > |T,y — Tl x (2.17)

i=n

saglani. T = (T —T;) + T, ifadesinden T bir regiiler operatér, yani T € ¥, (E,F) dir.
Diger yandan, ifadesinden

o
IT =Tl < D ITea = Till, <27 (2.18)
i=n

elde edilir; ve boylece lim,,_, o ||T — T,||, = O bulunur. Yani, %, (E,F) uzayt r-normu ile

Dedekind tam bir Banach latistir.
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2.3 Kompakt ve Kompakt tipi Operatorler

Bu kisimda kompakt ve kompakt tipi (6rnegin zayif kompakt, Dunford-Pettis, L- ve
M-zayif kompakt) operatorlerin tanimlarini ve bazi 6zelliklerini verecegiz. Bu operator
siniflar1 icin baskinlik probleminden bahsedecegiz. Ayrica, bu operatorlerin hangi
durumda vektor latis ve 6zel olarak Banach latis olusturduklarim gérecegiz. ilk olarak

kompakt operatérleri ele alalim.

Tanim 2.31. [8,s. 273] X, Y normlu uzaylar ve T : X — Y bir operator olsun. Eger
T (By), Y nin relatif kompakt bir alt kiimesi ise, T ye kompakt operator denir. Denk
olarak, her sinirli (x,,) € X dizisi icin (T x,,) dizisinin Y de yakinsak bir alt dizisi varsa,

T operatoriine kompakttir, denir.

Her kompakt operator sinirlidir. Ancak tersi dogru degildir, ctlinkii sonsuz boyutlu bir

normlu uzay iizerinde taniml birim operator sinirlidir, ancak kompakt degildir.

Teorem 2.9. [8, Teorem 5.1] X ve Y Banach uzayt olmak iizere, X den Y ye tiim
kompakt operatorlerin kiimesi K (X,Y), £ (X,Y) nin (operator normuna gore) kapali

bir alt vektor uzayidir.

Kompakt operatorlerin diger bir 6zelligi duallik 6zelligini saglamalaridir. Bu 6zellik

Schauder tarafindan verilmistir.

Teorem 2.10. [8, Teorem 5.2] X ve Y Banach ugaylari arasinda tamimli stirl
bir T : X — Y operatériiniin kompakt olmast icin gerek ve yeter sart T' : Y — X’

operatoriiniin kompakt olmasidir.

Zayif kompakt operatorler asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.32. [8,s. 291] T : X — Y operatorii iki Banach uzay: arasinda tanimlansin.
Eger T (By), Y nin relatif zayif kompakt bir alt kiimesi ise, T ye zayif kompakt operator
denir. Eberlein-Smulian Teoremi geregince, T nin zayif kompakt olmasi icin gerek ve
yeter kosul her sinirh (x,) € X dizisi igin (T x,,) dizisinin Y de zayif yakinsak bir alt

diziye sahip olmasidir.

Her kompakt operator zayif kompakt ve her zayif kompakt operatér sinirhidir. Ancak
tersi dogru degildir.

Teorem 2.11. [8, Teorem 5.24] X ve Y Banach uzaylart olmak iizere, bu uzaylardan

biri yansimali ise, her T : X — Y sinirlt operatérii zayif kompakttir.

Zayif kompakt operatorler de kompakt operatorler gibi duallik 6zelligine sahiptir. Bu
0zellik Gantmacher Teoremi olarak bilinir.
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Teorem 2.12. [8} Teorem 5.23] X ve Y Banach uzaylart olsun. Stnirli bir T : X —» Y
operatoriiniin zayif kompakt olmast icin gerek ve yeter kosul T' : Y’ — X’ operatériiniin

zayif kompakt olmasidir.

Dunford-Pettis operatorleri ilk olarak Grothendieck tarafindan tanimlanmistir.

Tamim 2.33. [18,s. 340] X ve Y Banach uzaylar1 olmak iizere, bir T : X — Y operatorii
alalim. Eger X de x, 50 sartin1 saglayan her (x,,) dizisi icin ||Tx,|| — 0 ise, T ye

Dunford-Pettis operatorii denir.

Tanimdan her kompakt operatoriin Dunford-Pettis ve her Dunford-Pettis operatoriiniin

sinirh oldugu goriiliir.

Ornek 2.6. [8, s. 340] {, uzay iizerinde tamumli birim operatér Dunford-Pettis
operatortidiir, ancak zayif kompakt ( dolayistyla kompakt) degildir. £ ., tizerinde tanimli

birim operator ise stnirlidir; ancak Dunford-Pettis operatorii degildir.

Teorem 2.13. [\8, Teorem 5.23] X ve Y Banach uzaylart arasinda tanimlt sinirli bir
T : X — Y operatoriiniin Dunford-Pettis olmast i¢in gerek ve yeter sart her relatif zayif

kompakt W C X kiimesi icin, T (W) kiimesinin tiimden stnurli olmasidur.

Simdi, ilk olarak Meyer-Nieberg [/1] tarafindan tanimlanmis olan L-zayif ve M-zayif

kompakt operatorlerden bahsedelim.

Tanmim 2.34. [|8, Tanim 5.59] X bir Banach uzayi, F bir Banach latisve T : X — F
siirli bir operator olsun. T (By) in kat1 zarfindaki her dik (y,,) dizisi igin ||y,|| — O
oluyorsa, T operatoriine L-zayif kompakt operator denir. Denk olarak, T (By) kiimesi

L-zayif kompakt ise, T operatoriine L-zayif kompakt operatér denir.

Tamim 2.35. [|8, Tanim 5.59] E bir Banach latis, Y bir Banach uzayive T : E > Y
sinirh bir operator olsun. Her sinirli ve dik (x,,) € E dizisi i¢in || T x,|| — O oluyorsa, T

operatoriine M-zayif kompakt operator denir.

Teorem 2.14. [8, Teorem 5.61] Her L-zayif (M-zayif) kompakt operator zayif
kompakttir.

Banach latisleri arasinda tanimli kompakt (dolayisiyla zayif kompakt) operatorler
L-zayif veya M-zayif kompakt olmak zorunda degildir [8, s. 322]. Benzer sekilde,
L-zayif (M-zayif) kompakt operatorler de kompakt olmak zorunda degildir [16, s.
215].

Asagidaki teorem, L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin neden bu sekilde

adlandirildigini bize soyler.
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Teorem 2.15. [|8) Teorem 5.62]

1) E bir AM-uzayi, Y bir Banach uzayive T : E — Y bir stnirli operatér olsun. T nin

M-zayif kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart zayif kompakt olmasidir.

2) X bir Banach uzayi, F bir AL-uzayive T : X — F bir sturlt operatér olsun. T nin

L-zayif kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart zayif kompakt olmasidir.

L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler birbirlerinin eslenigidir.

Teorem 2.16. [8, Teorem 5.64 ] E bir Banach latis ve X bir Banach uzayt olmak tizere

asagidaki ifadeler dogrudur.

1) Bir T : E — X operatoriiniin M-zayif kompakt olmast icin gerek ve yeter kosul
T’ : X’ — E’ nin L-zayif kompakt olmasidir.

2) Bir T : X — E operatoriiniin L-zayif kompakt olmast igin gerek ve yeter kosul
T’ : E' = X' nin M-zayif kompakt olmasidur.

Calismamizda kullanacagimiz bir diger sonug, pozitif M-zayif kompakt operatorlerin
asagidaki karakterizasyonudur.

Teorem 2.17. [16, Onerme 3.6.19] E ve F iki Banach latis olmak iizere, F nin normu
stra stirekli olsun. Bu durumda, her pozitif T : E — F operatérii i¢in asagidaki ifadeler
denktir.

1) T operatérii M-zayif kompakttur.

2) [0,T] C &7 (E,F) iizerinde operatér normu sira siireklidir.

Yari-kompakt operatorler ilk olarak Zaanen [17]] tarafindan tanimlanmustir.

Tanim 2.36. [|16, Tanim 3.6.9] X bir Banach uzayi, F bir Banach latisve T : X — F
bir sinirli operator olsun. Eger T (By), F nin yaklasik sira sinirl bir alt kiimesi ise, T ye
yari-kompakt operator denir. Diger bir ifadeyle, T operatoriiniin yari-kompakt olmasi
icin gerek ve yeter kosul her € > 0 i¢in T (By) C [—u,u] + €By olmasini saglayan bir
u € F, elemaninin bulunmasidir.

Her kompakt operator yari-kompakttir [|8, Teorem 5.71]. Buna ek olarak, asagidaki
teorem saglanir.
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Teorem 2.18. 1) Bir Banach uzayindan bir Banach latise tamimli her L-zayif
kompakt operatér yari-kompakttir [16, Onerme 3.6.10].

2) Iki Banach latis arasinda tamimli her M-zayif kompakt operatér yari-kompakttir
[16} Sonug 3.6.14].

Ornek 2.7. [8, s. 333] Yari-kompakt bir operatér kompakt, L-zayif kompakt veya
M-zayif kompakt olmak zorunda degildir. (., uzay1 iizerinde tanimlt birim operatér

yari-kompakttir; ancak yukarida sézii edilen hicbir operator sinifina ait degildir.

Bir diger operator tiirii, Dodds ve Fremlin [9] tarafindan tanimlanan AM-kompakt

operatorlerdir.

Tanim 2.37. [|17, Tamim 123.1] E, F Banach latis ve T : E — F bir regiiler operator
olsun. Her x € E, icin T [—x,x] kiimesi relatif kompakt ise, T ye AM-kompakt

operator denir.

iki Banach latis arasinda tanimli her T : E — F regiiler kompakt operatorii

AM-kompakttir. E nin sira birimi varsa, ifadenin tersi de dogrudur [[16, s. 218].
Ornek 2.8. {, uzay: iizerinde tamimli birim operatér AM-kompakttir, ancak kompakt
degildir.

Teorem 2.19. [17, Teorem 123.2]Iki Banach latis arasinda tanmimli T : E — F regiiler
operatériiniin AM-kompakt olmast igin gerek ve yeter sart E nin yaklasik sira stnirly alt

kiimelerinin T altindaki goriintiisiiniin relatif kompakt olmasiduir.

Dunford-Pettis operatorleri ile AM-kompakt operatorleri arasinda asagidaki iligki

vardir.

Teorem 2.20. [16, Onerme 3.7.11] E ve F iki Banach latis olsun. Eger E nin normu
stra siirekli ise, her T : E — F regiiler Dunford-Pettis operatorii AM-kompakttir

Son olarak, Sanchez []28] tarafindan tanimi verilen hemen hemen Dunford-Pettis

operatorlerini ele alalim.

Tanmim 2.38. [29, 30]] E bir Banach latis, Y bir Banach uzayi ve T : E — Y bir
sinirl operator olsun. Her dik ve sifira zayif yakinsak (x,) € E dizisi icin ||Tx,|| — O
oluyorsa, T ye hemen hemen Dunford-Pettis operatorii denir.

Bir Banach latisten bir Banach uzayina tanimli her Dunford-Pettis operatorii hemen

hemen Dunford-Pettis operatoriidiir. Ancak tersi dogru degildir.
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Ornek 2.9. [130, s. 375] %,[0,1] uzay iizerinde tanimli birim operatér hemen hemen
Dunford-Pettis operatoriidiir, ancak Dunford-Pettis degildir.

Hemen hemen Dunford-Pettis operatorlerinin asagidaki karakterizasyonu 6nemlidir.

Teorem 2.21. [30, Teorem 2.2-3 ] E bir Banach latis, Y bir Banach uzayive T : E - Y
bir stnirlt operatér olsun. T nin hemen hemen Dunford-Pettis olmast icin gerek ve yeter

kosul sifira zayif yakinsak her (x,) € E, dizisi i¢in || Tx,|| — 0 olmasidir.

Yukarida soziinii etti§imiz operator siniflariyla ilgili olarak 6nemli 6zelliklerden
biri, giris boliimiinde bahsettigimiz baskinlik 6zelligidir. Bu 6zelligin saglanmadig:
durumlarda, hangi ek kosullar altinda 6zelligin saglandig1 problemi ortaya cikar.
Kompakt operatorler sinifinda baskinlik 6zelliginin saglanmadig1 bilinmektedir [8,
16]]. Dodds ve Fremlin [9], kompakt operatorlerde bu 6zelligin gerceklenmesini
saglayan bir yeter kosul vermislerdir. Daha sonra, Wickstead [15]] tarafindan gerek

ve yeter kosul elde edilmistir.

Teorem 2.22. [15, Teorem 1] E ve F iki Banach latis olmak iigere, K(E,F) sinifinin
baskinlik 6zelligini saglamast icin gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden en az birinin

saglanmasidir.

1. E’ve F nin sira siirekli normu vardur.
2. F ayriktir ve swra siirekli bir norma sahiptir.

3. E’ ayriktir ve sira stirekli bir norma sahiptir.

Benzer sekilde zayif kompakt, Dunford-Pettis ve AM-kompakt operatorler de baskinlik
ozelligini saglamaz [8, |16, [17]]. Literatiirde bu operatér siniflarinda baskinlik

ozelligini inceleyen calismalar mevcuttur [[10, 15,18, 19, 21]].

Simdi baskinlik 6zelligini saglayan bazi operator siniflarin1 ele alalim. L-zayif ve

M-zayif kompakt operatorler baskinlik 6zelligini saglar [4,(16].

Teorem 2.23. [4, Onerme 2.1] E, F iki Banach latis, S, T : E — F pogzitif operatorler
ve 0 < S < T olsun.

1. Eger T € W,(E,F) ise, S € W,(E, F) dir.

2. Eger T € Wy, (E,F) ise, S € Wy (E, F) dir.
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Ispat. T € W,(E, F) olsun. S (Bj) kiimesinin kati zarfinda dik bir (y,) dizisi alalim. Bu
durumda, |y,| < |Sx,| olacak sekilde bir (x,) C By dizisi vardir. |y,| < |Sx,| < S|x,| <
T |x,| oldugundan, (y,) dik dizisi T (Bg) kiimesinin kati zarfindadiwr. T operatorii L-zayif
kompakt oldugundan ||y, || — O du; ve boylece S € W, (E, F) saglanur.

T € Wy(E,F) olsun. (x,) dizisi B; kiimesinde dik bir dizi ise, (|x,|) dizisi de dyledir.
Boylece, ||T |x,||l = 0 olur. |Sx,| < S|x,| < T |x,| esitsizliginden, ||Sx,|| = |||Sx,||| <
IT |x,||| elde edilir; ve ||Sx,|| — O oldugu goriiliir. Yani S € Wy,(E, F) dir.

Benzer sekilde, hemen hemen Dunford-Pettis operatorleri de baskinlik 6zelligini

saglar.

Teorem 2.24. [30, Sonug¢ 2.3] E,F iki Banach latis ve S, T : E — F pogzitif operatorler
olsun. Eger 0 < S < T ve T operatérii hemen hemen Dunford-Pettis ise, S de hemen

hemen Dunford-Pettis operatoriidiir.

ISx, || = 0 oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun igin, sifira zayif yakinsak bir (x,) C E,
digzisi alalim. T operatorii hemen hemen Dunford-Pettis oldugundan, [30, Teorem 2.2-3 ]
den ||Tx,|| = 0 olur. Her n i¢in 0 < Sx,, < Tx,, ve buradan ||Sx,|| < ||Tx,]|| elde edilir.

Sonug olarak, ||Sx,|| — 0 dir:

Ele alacagimiz diger bir problem, Banach latisleri arasinda tanimli kompakt ve benzeri
operatorlerin hangi durumda Riesz uzay: ve 6zel olarak Banach latis olusturacaklari
problemidir. ~Kompakt operatorler i¢in bu problem ilk olarak Krengel [6, 7]
tarafindan ele alinmistir. Krengel, iki Banach latis arasinda tanimli bir kompakt
operatoriin modiliiniin olmayabilecegini ve modiilii olsa dahi modiiliiniin kompakt
olmayabilecegini gostermistir. Bunun yaninda, bazi ek kosullar altinda asagidaki

olumlu sonuclar elde etmistir.

Teorem 2.25. [6|] E bir Banach latis ve F bir AM-uzayt ise, her T : E — F kompakt
operatériiniin modiilii vardir ve kompakttir. Bu durumda, K(E, F) uzay1 regiiler norm

ile bir Banach latistir.

Teorem 2.26. [6] E bir AL-uzay1 ve F sira siirekli norma sahip bir Banach latis ise, her
stra stnirli T : E — F kompakt operatoriiniin modiilii vardir ve kompakttir. Bu durumda,

%, (E, F) nin kompakt operatorleri regiiler norm ile bir Banach latis olusturur.

Ayni1 problem, zayif kompakt operatorler icin de literatiirde ¢alisilmistir . AM-kompakt

operatorler icin ise Fremlin [[20] asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 2.27. [20]E ve F iki Banach latis olsun. Eger F nin normu sira siirekli ise, E

den F ye tiim AM-kompakt operatorler %, (E, F) uzayinda bir band olusturur.
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Yukaridaki teoremden regiiler Dunford-Pettis operatorleri icin asagidaki sonug elde

edilir.

Teorem 2.28. [9] E sira siirekli norma sahip bir Banach latis ve F bir AL-uzayt ise, E

den F ye tiim regiiler Dunford-Pettis operatérleri <. (E, F) uzaywnda bir band olusturur.

L- ve M-zayif kompakt operatorlerin modiiliiniin varlig1 ve ayni cinsten olmasi, yani
buna denk olarak bu operatorlerin hangi durumda Riesz uzayi olusturacaklari Chen

ve Wickstead [3]] tarafindan ¢alisilmistir.

Teorem 2.29. [3, Teorem 2.1 ] E = %,[0,1]ve F = c,(%,[0, 1]) olsun. Bu durumda,
hem M-zayif hem de L-zayif kompakt olan ancak regiiler olmayan bir T : E — F kompakt

operatorti vardir.

Teorem 2.30. [3] Teorem 2.2]E = ¥,[0,1] ve F = c(%,[0, 1]) olsun. Bu durumda,
hem M-zayif hem de L-zayif kompakt olan ancak modiilii olmayan bir regiiler T : E — F

kompakt operatorii vardir.

Teorem 2.31. [3, Teorem 2.4 ] E bir Banach latis olmak iizere, asagidaki ifadeler denktir.

1) E bir AL-uzayina latis izomorftur.

2) Her F Banach latisi icin, her T : E — F L-zayif kompakt operatoriiniin L-zayif

kompakt modiilii vardur.
3) Her L-zayif kompakt T : E — {, opeatériiniin L-zayif kompakt modiilii vardir.

Teorem 2.32. [3, Teorem 2.9 ] Bir Banach latisten bir AM-uzayina tantmlt her L-zayif

kompakt operatoriin L-zayif kompakt modiilii vardur.

L- ve M-zayif kompakt operatorler ile ilgili bagka bir calisma Bayram ve Wickstead’in
[4] calismasidir. Burada yazarlar, pozitif L-zayif (M-zayif) kompakt operatorlerin

lineer olarak gerdigi uzayi incelemislerdir.

Teorem 2.33. [4, Teorem 2.2 ] Her E ve F Banach latisi icin, W/ (E, F) uzay regiiler

norm ile Dedekind tam bir Banach latistir.

Teorem 2.34. [4, Teorem 2.3] Her E ve F Banach latisi icin, F Dedekind tam ise,

W, (E, F) uzay regiiler norm ile Dedekind tam bir Banach latistir.

Aym calismada [4], W] (E,F) ve W, (E,F) uzaylarinin hangi kosullar altinda sira

siirekli norma sahip olacagi incelenmistir.
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Teorem 2.35. [4, Teorem 3.1] E ve F Banach latis ve F* # {0} olsun. W/ (E,F)
ugayinn regiiler normunun stra siirekli olmast icin gerek ve yeter sart E' nin normunun

stra stirekli olmasidir:

Teorem 2.36. [4, Teorem 3.2] E ve F Banach latis ve (E')" # {0} olsun. W, (E,F)
uzaytnn regiiler normunun sira stirekli olmast igin gerek ve yeter sart F nin normunun
stra stirekli olmasidir.

2.4 Hemen Hemen L-zayif ve Hemen Hemen M-zayif Kompakt
Operatorler

Bu kisimda, [5] makalesinde tanimlanan hemen hemen L-zayif ve hemen hemen
M-zayif kompakt operatorlerden s6z edecegiz. Tanimlayacagimiz tiim operatorlerin

siirekli oldugu kabul edilecektir.

Hemen hemen L-zayif kompakt operatorler asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.39. [5, Tanim 2.1] X bir Banach uzayi, F bir Banach latis ve T : X — F bir
operatOr olsun. Her W C X relatif zayif kompakt kiimesi icin T (W) kiimesi L-zayif
kompakt ise, T ye hemen hemen L-zayif kompakt operator denir.

Her L-zayif kompakt operatoriin hemen hemen L-zayif kompakt oldugu aciktir. Ancak
bu ifadenin tersi dogru degildir.

Ornek 2.10. [55 5. 1435] ¢, uzayinda I : £, — £, birim operatériinii alalim. £, uzayt
Schur 6zelligine sahip oldugundan, [16, Sonug 3.6.8] geregince, £, uzayinin her relatif
zayif kompakt alt kiimesi L-zayif kompakttir. Boylece, I operatérii hemen hemen L-zayif
kompakt olur. Diger yandan, B, kiimesi relatif zayif kompakt degildir, yani L-zayif
kompakt degildir. Buna gére, I operatorii L-zayif kompakt degildir.

Hemen hemen M-zayif kompakt operatorler asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.40. [5, Tamim 2.2] E bir Banach latis, Y bir Banach uzayive T : E —» Y
bir operator olsun. Her (x,) € B dik dizisi ve her (f,) C Y’ zayif yakinsak dizisi i¢in
fa(T(x,)) — 0ise, T ye hemen hemen M-zayif kompakt operatér denir

Her M-zayif kompakt operator hemen hemen M-zayif kompakttir. Ancak ifadenin tersi

dogru degildir.
Ornek 2.11. [5, s. 1435] €., uzayinda I : {o — Lo birim operatériinii

diistinelim. £ Banach uzayt pozitif Schur oOzelligine sahip oldugundan, I operatorii
hemen hemen M-zayif kompakttir. Ancak (, iizerinde tanimli birim operator L-zayif

kompakt olmadigindan ve ¢ = { o, oldugundan, I operatérii M-zayif kompakt degildir.
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Simdi, hemen hemen L-zayif kompakt operatorlerin dizisel karakterizasyonlarini

verelim.

Teorem 2.37. [5| Teorem 2.2 ] X bir Banach uzayt ve F bir Banach latis olmak iizere,
bir T : X — F operatériiniin hemen hemen L-zayif kompakt olmast icin gerek ve yeter
sart X kiimesindeki her zayif yakinsak (x,) dizisi ve B, den alinan her ayrik (f,) dizisi
icin f, (T (x,)) — 0 olmasudr.

Teorem 2.38. [5, Teorem 2.3 ] X bir Banach uzay1 ve F bir Banach latis olmak iizere,
bir S : X' — F’ operatoriiniin hemen hemen L-zayif kompakt olmast icin gerek ve yeter
sart X’ kiimesindeki her zayif yakinsak (f,) dizisi ve B den alinan her dik (y,) dizisi
icin (S (f,,)) (y,,) — 0 olmasidr.

Onerme 2.18. [5, Onerme 2.1 (1)] X bir Banach uzayi ve F bir Banach latis olsun.
X den F ye tanumli tiim hemen hemen L-zayif kompakt operatorlerin kiimesi AW, (X, F),

operator normuna gore ¥ (X, F) nin kapali bir alt vektor uzayidir

ispat. T, T, € AW,(X,F) ve a € R olsun. (x,) C X zayif yakinsak bir dizi ve (f,) C By
dik bir dizi olsun. T,, T, € AW, (X, F) oldugundan, [5, Teorem 2.2 ] geregince

fr((aTy + T,) (x,)) = af, (T; (x,)) + £, (T5 (x,)) = O (2.19)

saglanir. Yani aT, + T, € AW, (X, F) olur. Dolayistyla AW, (X,F), ¥ (X,F) nin bir alt
vektor uzayidir. AW, (X, F) nin kapali oldugunu géstermek icin, AW, (X, F) nin operator
normuna gore kapanisinda bir T operatérii alalim. (x,) € X zayif yakinsak bir dizi ve
(f.) C By dik bir dizi olsun. Amacumz f, (T (x,)) — 0 oldugunu gostermektir. € > 0
alalim. Bu durumda, ||T —S|| < € olacak sekilde bir S : X — F hemen hemen L-zayif

kompakt operatorii vardwr. Buradan,

fo (T eI < 1 ((T = 8) Gep DI+ 1 (S ()
< AT = ST Ce)I + 17 (S ()]

(2.20)

esitsizglikleri kullanilarak limsup |f, (T (x,))| < el|(x,)| elde edilir & > 0 keyfi

oldugundan f, (T (x,)) — 0 saglanir ve istenen elde edilir.

Simdi yukaridaki 6nermenin hemen hemen M-zayif kompakt operatodrler icin olan

versiyonunu verelim. Ispat benzer sekildedir.

Onerme 2.19. [55 Onerme 2.1 (2) ] E bir Banach latis ve Y bir Banach uzayt olsun. E
den Y ye taruml tiim hemen hemen M-zayif kompakt operatérlerin kiimesi AW,,(E,Y),

operator normuna gore < (E,Y) nin kapali bir alt vektor uzayidir.
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Bir Banach latis iizerinde tanimli birim operatoriin hangi kosullar altinda hemen
hemen L-zayif kompakt ve hemen hemen M-zayif kompakt oldugunu gosteren

sonuglar1 sirasiyla verelim.

Onerme 2.20. [5, Onerme 2.2] E bir Banach latis olmak iizere asagidaki ifadeler
denktir.

1) I:E — E birim operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.

2) Her (x,) € E zayif yakinsak dizisi ve her (f,,) € Bg, dik dizisi i¢in f, (T (x,)) — 0

saglanr.
3) E nin pozitif Schur ozelligi vardir.

Onerme 2.21. [5, Sonuc 2.1 ] E bir Banach latis olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

1) E’ nin pogitif Schur éozelligi vardur.

2) I:E’ — E’ birim operatérii hemen hemen L-zayif kompakttir:

saglanir.

4) I:E — E birim operatérii hemen hemen M-zayif kompakttir.

L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorlerin birbirlerinin eslenigi oldugunu
biliyoruz. Bu baglamda, hemen hemen L-zayif ve hemen hemen M-zayif kompakt

operatorlerin sinifi icin asagidaki sonug saglanir.

Teorem 2.39. [5, Teorem 2.5] E bir Banach latis ve X bir Banach uzayt olmak iizere,

asagidakiler saglanir.

1) Bir T : E — X operatoriiniin hemen hemen M-zayif kompakt olmast i¢in gerek ve

yeter sart T' operatériiniin hemen hemen L-zayif kompakt olmasidir:

2) Bir T : X — E operatoriiniin eslenigi T’ hemen hemen M-zayif kompakt ise, T

operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.

Ispat. (1) T : E — X bir operator olsun. [5, Teorem 2.3] geregince, T’ operatériiniin
hemen hemen L-zayif kompakt olmast icin gerek ve yeter sart her (f,) € X’ zayif yakinsak
dizisi ve her (x,) C By dik dizisi icin T’ (f,,) (x,,) — 0 olmasidir: Bu ise her (f,) € X’ zayif
yakinsak dizisi ve her (x,) C By dik dizisi i¢in f, (T (x,)) — 0 olmasina denktir. Diger

bir deyisle, T : X’ — E’ operatériiniin hemen hemen L-zayif kompakt olmast T : E — X
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operatériiniin hemen hemen M-zayif kompakt olmasina denktir.

(2) T : X — E bir operator ve eslenigi T’ hemen hemen M-zayif kompakt olsun. (x,) € X
gayif yakinsak bir dizi ve (f,) € Bg, dik bir dizi olsun. J : X — X" kanonik déniisiimiinii
tanumlayalim. T’ operatorii hemen hemen M-zayif kompakt ve (J (x,)) C X" dizisi zayif
yakinsak oldugundan, J (x,) (T'(f,)) = f, (T x,) — 0saglamr. Yani, T operatorii hemen
hemen L-zayif kompakttir.

X bir Banach uzay1 ve E bir Banach latis olsun. T : X — E operatOrii hemen hemen
L-zayif kompakt ise, T’ operatérii hemen hemen M-zayif kompakt olmak zorunda
degildir [5, Yorum 2.1].

Simdi hemen hemen L-zayif ve hemen hemen M-zayif kompakt operatorlerin diger

bazi operator siniflari ile olan iliskisinden s6z edelim.

Teorem geregince, bir Banach latis tizerinde tanimli birim operatoriin hemen
hemen L-zayif kompakt olmasi ile hemen hemen Dunford-Pettis olmasi denktir.

Buradan hareketle, ilk olarak bu iki operator sinifi arasindaki iliskiden bahsedelim.

Onerme 2.22. [5, Onerme 2.3] Iki Banach latis arasinda tanimli her pogitif hemen

hemen L-zayif kompakt operator hemen hemen Dunford-Pettis operatoriidiir.

Onerme 2.23. [5, Onerme 2.4] E ve F Banach latis ve F nin stra siirekli normu olsun.
Bu durumda, her T : E — F pozitif hemen hemen Dunford-Pettis operatorii hemen hemen

L-zayif kompakttir.

Banach latisleri arasinda tanimlanan kompakt operatorler (dolayisiyla Dunford-Pettis
operatorleri) hemen hemen L-zayif veya hemen hemen M-zayif olmak zorunda
degildir.

Ornek 2.12. [22,s. 142] T : £, — £, operatorii, e = (1,1,1,...) olmak iizere,

T (A, Ay, .) = (ixix) - (ikn)e (2.21)
n=1 n=1

n=1

seklinde tamimlansin. Agikca, T operatorii kompakttir. Simdi T nin hemen hemen L-zayif
kompakt olmadigini gosterelim. Bunun i¢in, £, uzayinin standart birim vektorlerinden
olusan (e,) dizisini alalim. Burada tek nokta kiimesi {e,} nin {; uzayinda kompakt
(dolayistyla zayif kompakt) oldugu goriiliir. Ancak {T (e,)} = {e} kiimesi { o, uzayinda
L-zayif kompakt degildir, ¢iinkii e ¢ (£°°)* dir. Dolaywstyla T operatorii hemen
hemen L-zayif kompakt degildir. Diger taraftan (e,)dizisi, £; uzaymun T (e,) = e
sartint saglayan norm stnurl dik bir dizisidir. £, uzayinda & siirekli fonksiyonelini

6 (A, Ay, ...) = Aq seklinde tarumlayalim. Her n € N igcin 6, = & ile taumlanan
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(8,) sabit dizisi, (£°°) uzayinda zayif yakinsaktir. 5,(T (e,)) = 1 -+ 0 oldugundan,
T operatorii hemen hemen M-zayif kompakt degildir.

Teorem 2.40. [22, Teorem 1] X sifirdan farkli bir Banach uzayt ve F bir Banach latis
olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) Her T : X — F Dunford-Pettis operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.
2) Her T : X — F kompakt operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.
3) F nin swra stirekli normu vardur.

Teorem 2.41. [22, Teorem 2] E bir Banach latis ve X sifirdan farkli bir Banach uzayt
olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) Her T : E — X kompakt operatorii hemen hemen M-zayif kompakttir.

2) E’ nin sira siirekli normu vardir.

Onceden gordiigiimiiz iizere, her hemen hemen L-zayif kompakt operatérii L-zayif
veya M-zayif kompakt olmak zorunda degildir. Asagidaki sonuglar hangi kosullar

altinda bu durumun saglanacagini ifade eder.

Teorem 2.42. [22, Sonu¢ 4] E ve F iki Banach latis olsun. Eger F nin sira stirekli

normu varsa asagidaki ifadeler denktir.

1) Her T : X — F Dunford-Pettis operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.
2) Her T : X — F kompakt operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.
3) F nin swra siirekli normu vardir.

Onerme 2.24. [22, Teorem 4] E, F Banach latis ve T : E — F bir stra stnurlt hemen
hemen L-zayif kompakt operator olsun. Eger E’ nin sira siirekli normu varsa, T operatorii

M-zayif kompakttir.

Benzer sekilde, hemen hemen M-zayif kompakt operatorlerin L-zayif kompakt

olmasini saglayan bir yeterli kosuldan s6z edelim.

Onerme 2.25. [22, Sonu¢ 5]E, F Banach latisve T : E — F bir sira stnirlt hemen hemen
M-zayif kompakt operatér olsun. Eger F” nin sira siirekli normu varsa, T operatorii

L-zayif kompakttir.
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3

BULGULAR

Bu bolimde X ve Y Banach uzaylarini, E ve F Banach latislerini gosterecektir.

Tanimlanan tiim operatorlerin lineer ve siirekli oldugu kabul edilecektir.

3.1 Baskinlik ve Yaklasim Ozellikleri

ilk olarak, hemen hemen L-zayif kompakt operatérlerin baskinlik 6zelligini sagladigini
gosterelim.  Teoremin ispatinda, hemen hemen Dunford-Pettis operatorlerinin

baskinlik 6zelligini saglamasindan yararlanacagiz.

Teorem 3.1. E ve F Banach latis ve S,T : E — F pogzitif operatorler olsun. Eger
0<S<T ve T operatorii hemen hemen L-zayif kompakt ise, S operatérii de hemen

hemen L-zayif kompakttir.

Ispat. T : E — F operatorii pozitif hemen hemen L-zayif kompakt olsun. Buradan,
T operatdriiniin hemen hemen Dunford-Pettis operatorii oldugu goriiliir [5, Onerme
2.3] Hemen hemen Dunford-Pettis operatorlerin sinifimin baskinlik 6zelligini sagladigt
bilinmektedir [30, Sonu¢ 2.3]. Yani, S bir hemen hemen Dunford-Pettis operatoriidiir.
W C X bir relatif zayif kompakt kiime ve € > 0 olsun. S operatérii hemen hemen
Dunford-Pettis oldugundan, W kiimesi qg yart normuna gére yaklastk sira stnurlidur [30,

Onerme 2.1]. Buna gére, bir u € E. vardir; 6yle ki her x € W igin
IS (x| —w)*|| < qs (x| —w)*) < e (3.1)

saglamir. Ayrica, T operatorii hemen hemen L-zayif kompakt oldugundan T (E) € F¢
dir [22, Onerme 1]. Buradan, 0 < S < T esitsizligi ve F* min kati olmast kullanilarak,
S (E) € F* oldugunu gormek kolaydir. z = Su € F{ olsun. Boylece, her x € W igin

(ISx]| —2)" = (|Sx| —Su)" < (S|x|—Su)*

(3.2)
< (S (x| =w)" < S (x| —u)"
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oldugu goriiliir. ve esitsizliklerinden, her x € W icin
[(Sx]—2)| < e (3.3)
elde edilir. |Sx| = |Sx| Az + (|Sx|—2)" esitliginden,
S(W)C[—2,z]+¢Bg (3.4

saglamir.  Boylece, z € F{ oldugundan, S(W) kiimesi F® iizerinde yaklasik sira
sturlidir: Bu ise, S (W) kiimesinin L-zayif kompakt olmast demektir [16, Onerme 3.6.2].

Dolayistyla, S operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir.

Hemen hemen M-zayif kompakt operatorlerin baskinlik 6zelligini sagladig: yukaridaki
teoremden kolayca cikar.

Teorem 3.2. E ve F Banach latis ve S,T : E — F pozitif operatorler olsun. Eger
0<S<TveT operatorii hemen hemen M-zayif kompakt ise, S operatérii de hemen
hemen M-zayif kompakttir.

Ispat. Acikca, 0 < S’ < T’ oldugu gériiliir. T operatorii hemen hemen M-zayif kompakt
oldugundan, T’ operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir [[5, Teorem 2.5]. Teorem|3.1]
den, S’ operatorii de hemen hemen L-zayif kompakttir. Dolayistyla, S operatorii hemen
hemen M-zayif kompakttir [\5, Teorem 2.5 ].

Hemen hemen L-zayif kompakt operatorlerin sinifi asagida verilen yaklasim 6zelligini

saglar.

Onerme 3.1. X bir Banach uzayi, F bir Banach latis ve T : X — F bir hemen hemen
L-zayif kompakt operator olsun. Eger W C X kiimesi relatif zayif kompakt ise, her € > 0
icin T (W) kiimesinin tirettigi idealde bir u, € F. vardir; 6yle ki her x € W igin

|0Tx|—w)| <& (3.5)

saglanir.

Ispat. W C X kiimesi relatif zayif kompakt olsun. T (W) kiimesinin kati zarfini A ile
gosterelim. A kiimesinin sinirli ve kati oldugu agiktir. T operatérii hemen hemen L-zayif
kompakt oldugundan, A kiimesindeki her dik dizi sifira normda yakinsar. Simdi I : F —
F birim operatoriinii ve F iizgerinde p (x) = ||x|| normunu tamimlayalim. A kiimesindeki
her (x,) dik dizisi icin, p (I (x,))) = ||x,|| = 0 oldugu goriiliir. € > 0 olsun. [8, Teorem
4.36 ] geregince, A tarafindan iiretilen idealde bir u, € F, varduw;, dyle ki her y € A i¢in

[Tyl —u)t|| <e (3.6)
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olur. Ayrica T (W) € A oldugundan, her x € W igin
|0Tx—u)*|| <& (3.7)

saglami. T (W) tarafindan iiretilen ideal ile A tarafindan tiretilen ideal esit oldugundan,

istenen sonug elde edilir.

Pozitif hemen hemen M-zayif kompakt operatorler icin asagidaki karakterizasyonu

verelim.

Onerme 3.2. E ve F Banach latis, T : E — F bir pozitif operator olsun. T operatériiniin
hemen hemen M-zayif kompakt olmast icin gerek ve yeter sart her V. C F' relatif zayif
kompakt kiimesi ve her dik (x,) € By dizisi i¢in, (Tx,) dizisinin V kiimesinin kat

zarfinda sifira diizgiin yakinsamasidir.

Ispat. Yeter kosul icin, [8, Teorem 5.100] deki ispata bengzer bir ispat verecegiz. T
operatorii hemen hemen M-zayif kompakt olsun. V C F’ bir relatif zayif kompakt kiime
ve (x,) C By pozitif terimlerden olusan bir dik dizi olsun. & > 0 alalim. Oncelikle, bir
g€ (F'),vekeNigin

(f1=g)" (Tx,)<e (3.8

ifadesinin her f € V ve her n > k icin saglandigint gosterelim. Aksine, ifadesi
dogru olmasin. Yani, her g € (F’), ve her k € Nicin (|f| —g)" (Tx,,) = € olacak sekilde
bir f € V ve bir m > k olsun. Bir (f,) C V dizisi ve (x,,) dizisinin bir (z,) alt dizisi igin

(|fn+1| 4> |fi|) (T2,) > (3.9)
i=1

ifadesinin her n € N icin saglandigt tiimevarim ile goriilebilir f = Z:il 27 f,| ve
h, = (|fn+1| —4n3 |fl-|)Jr tanimini yapalim. Her n i¢in, h,(Tz,) > € oldugu goriiliir.
F’ tizerinde (g,) dizisini

n +
gn:(lfn+1|_4n2|fi|_2_nf) (3.10)
i=1

olarak tamimlayalim. [8, Lemma 4.35 ] kullanilarak, (g,) dizisinin V nin kati zarfinda
bir dik dizi oldugu goriiliir ve F’ iizerinde g, 5 0 olur [8, Teorem 4.34]. Diger yandan,
(2,) € By pogzitif terimli bir dik dizidir. T operatorii hemen hemen M-zayif kompakt
oldugundan, g,(Tz,) — 0yazili. F'iizerinde i,, = f sabit dizisini tamumlayalim. Agtkga,
(i,) dizisi zayif yakinsaktir ve T operatorii hemen hemen M-zayif kompakt oldugundan,
i,(Tz,) = f(Tz,) — 0 saglanmir. Buradan, 0 < h,, < g, +27"f esitsizliginden

0<e<h,(Tz,)<g.Tz,)+27"f(Tz,)—0 (3.11)
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celiskisi elde edilir. Yani, ifadesi dogrudur. Buna gore, ifadesini saglayan bir
g € (F'), ve k € N alalum. F' iigerinde j, = g sabit dizisini taumlayalim. (j,) dizisi
zgayif yakinsak ve T operatorii hemen hemen M-zayif kompakt oldugundan, j,(Tx,) =
g(Tx,) — 0 elde edilir. Dolaystyla bir m > k vardwr, 6yle ki her n > m icin g(Tx,) < €
olur. Keyfi bir h € Sol(V) alalim. Buna gére, |h| < |f| olacak sekilde bir f € V vardir.

Buradan, her n > m igin
[h(Tx)l < R (Tx,) < f[(Tx,) < (f|—8)"(Tx,) +8(Tx,) < e+e=2¢ (3.12)

bulunur. Béylece, (T x,,) dizisinin V kiimesinin kati zarfinda diizgiin yakinsadig goriiliir.
Karsit olarak, (x,) € By bir dik dizi ve (f,,) dizisi F' uzayinda zayif yakinsak bir dizi
olsun. V = {f, : n € N} tamununt yapalim. Bu durumda, V C F’ kiimesi relatif zayif
kompakttir. Hipotezden, (Tx,) dizisi V kiimesinin katt zarfinda diizgiin yakinsaktr,

yani sup |f(Tx,)| — O olur. Her n i¢in
feSol(V)

|fa(Tx )l <sup|f(Tx )l < sup |f(Tx,)l (3.13)
fev feSol(V)

saglanir. Buradan, |f,(Tx,)| — 0 elde edilir, ve boylece T operatériiniin hemen hemen
M-zayif kompakt oldugu goriiliir.
Verilen karakterizasyon kullanilarak asagidaki yaklasim 6zelligi elde edilir.

Sonuc 3.1. E ve F Banach latis, T : E — F bir pozitif hemen hemen M-zayif kompakt
operator ve V C F’ bir relatif zayif kompakt kiime olsun. Bu durumda, her € > 0 icin bir
u, € E, vardir, dyle ki her x € Bg ve her f €V igin

FIT(x|—u)) <e (3.14)

saglanir.

Ispat. E iizerinde p(x) = sup {|f|(|x|) : f € V}yart normunu tamimlayalim [8, Teorem
5.100 (2)] Burada, p yart normu E tizgerinde siireklidir. Onerme 3.2 den, her dik
(x,) € Bg dizisi i¢cin p(Tx,) — 0 olur. Bg kiimesi kati oldugundan, her € > 0 igin bir
u, € E, vardir; 6yle ki her f € V ve her x € Bg i¢cin

IFI(T(x|—u)) <e (3.15)

saglanir [8, Teorem 4.36 ].

Onerme kullanilarak, hemen hemen M-zayif kompakt operatorlerin baskinlik
ozelligini sagladiginin farkl bir ispatin1 verelim.
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Teorem 3.3. E ve F Banach latis ve S,T : E — F pozitif operatorler olsun. Eger
0<S <T ve T operatérii hemen hemen M-zayif kompakt ise, S operatérii de hemen

hemen M-zayif kompakttir.

Ispat. (x,) C B bir dik dizi ve (f,) C F’ bir zayif yakinsak dizi olsun. Amacumiz
f.(8x,) — 0 oldugunu gostermektir. V = {f,, : n € N} olsun. Burada V C F' bir relatif
gayif kompakt kiimedir. Ayrica, (|f,|) dizisi V nin katt zarfindadir. Her n € N i¢in

1o (Sx )l < £l (ISx,) S ful (S 13 ]) < 1fol (T [, ]) Sf Sull(Jv)f (Tlx,)  (3.16)

saglamr.  Ayrica, (|x,|) € By dizisi dik oldugundan, Onerme geregince
supsesovy f (T x,]) — 0, ve buradan |f, (Sx,)| — 0 oldugu goriilii=  Dolayistyla, S

operatorii hemen hemen M-zayif kompakttur.

3.2 AW/ (E,F) ve AWy (E, F) uzaylari

Bu kisimda, AW/ (E, F) ve AW, (E, F) uzaylarinin Banach latis olma ve sira siirekli
norma sahip olma durumlarini inceleyecegiz. Bayram ve Wickstead [4{], her E
ve F Banach latisi i¢in W] (E, F) uzaymnin Dedekind tam bir Banach latis oldugunu
gostermiglerdir. Biz de benzer sekilde, AW, (E, F) uzayinin Dedekind tam bir Banach

latis oldugunu gosterelim.

Teorem 3.4. Her E ve F Banach latisi icin, AW/ (E, F) uzay1 regiiler norm ile Dedekind

tam bir Banach latistir

Ispat. T € AW/ (E, F) olsun. Tarumdan, T = T;—T, olacak sekilde T;, T, € AW/ (E,F),
operatorleri vard:. U = T, + T, operatoriinii tamimlayalim. Buradan, £T < U
oldugu goriilim T(E) € F% U(E) C F9 ve F® Dedekind tam oldugundan, T
operatoriiniin £" (E,F?®) uzayinda, ve dolayisiyla £" (E,F) uzayinda modiilii vardur.
Ayrica, |T| < U esitsizligi ve hemen hemen L-zayif kompakt operatérler icin baskinlik
ozelligi (Teorem kullamilarak, |T| € AW] (E,F) elde edilir. Yani, AW] (E,F) bir
Riesz uzayidir.  §imdi, AW] (E,F) nin £" (E,F) uzayinda regiiler norma gore kapali
oldugunu gosterelim. Bu amagla, AW/ (E,F) uzaytmin kapanisinda bir T operatérii
alalim. Bdylece, AW (E, F) uzayinda ||T,, — T||, — O olacak sekilde bir (T,) dizisi vardir.
Her n icin T, operatériiniin modiilii oldugundan, T operatoriiniin £" (E,F) uzayinda
modiilii vardir ve |||T,| —|T|||, = 0 olur [31, Teorem 2.1]. Buradan, |||T,|—I|T||| = 0
elde edilir Her n i¢in |T,| € AW, (E,F), ve AW, (E,F) operatér normu ile < (E,F)
uzayinda kapali oldugundan [5, Onerme 2.1 (1)], |T| € AW, (E,F) olur. Teorem
den, T" ve T~ operatorlerinin de AW, (E, F) uzayinda oldugu goriiliir. Dolayistyla,
T € AW, (E, F) dir ve AW, (E, F) Dedekind tam bir Banach latistir.
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Deger uzay1 F nin Dedekind tam bir Banach latis oldugu kabul edilerek, AW/, (E, F)
icin asagidaki teorem elde edilir. Yukaridaki teoremin ispatinda ilgili degisiklikler
yapilarak (Teoremve [5, Onerme 2.1 (2)]) teorem ispatlanir.

Teorem 3.5. Her E ve F Banach latisi i¢in, F Dedekind tam ise, AW, (E, F) uzay regiiler
norm ile Dedekind tam bir Banach latistir.

Ispat. T € AW, (E,F) olsun. Tamimdan, £T < U olacak sekilde bir pozitif U €
AW, (E, F) operatorii vardir. F Dedekind tam oldugundan, T operatériiniin £" (E,F)
uzaywnda modiilii vardir. Buradan, |T| < U esitsizligi ve hemen hemen M-zayif kompakt
operatérler i¢cin baskinlik 6zelligi (Teorem kullamilarak, |T| € AW/ (E, F) oldugu
goriiliir. Boylece, AW, (E, F) bir Riesz uzayidir. Simdi, AW, (E, F) uzaytmin kapanisinda
bir T operatdérii alalim. Buna gore, AW, (E, F) uzayinda ||T, — T||, — O olacak sekilde
bir (T,) dizisi vardw. Her n i¢in T, operatoriiniin modiilii oldugundan, T operatériiniin
X" (E, F) uzayinda modiilii vardwr ve ||| T,| — | T |||, — O olur [31} Teorem 2.1 ]. Buradan,
IIT,| —|T]||| — O elde edilir. Her n icin |T,| € AW,, (E, F) ve AW,, (E, F) operatér normu
ile % (E,F) uzayinda kapali oldugundan [5, Onerme 2.1 (2)], |T| € AW, (E, F) elde
edilir. Teorem geregince, T € AWy, (E, F) olur,ve boylece AW, (E, F) Dedekind tam
bir Banach latistir.

Simdi, AW (E, F) ve AW, (E, F) uzaylarinin hangi kosullar altinda sira stirekli regiiler
norma sahip oldugunu inceleyelim. AW/ (E,F) uzay1 i¢in [4, Teorem 3.1] ile ayni

gerek ve yeter sart elde edilir.

Teorem 3.6. E ve F Banach latis ve F # {0} olsun. AW] (E, F) nin regiiler normunun

stra stirekli olmast icin gerek ve yeter sart E' nin normunun sira siirekli olmasidir:

Ispat. E’ nin normu swra siirekli olsun. Teorem geregince, her T € AW/ (E,F),
icin [0, T] araligimin AW/ (E,F) ve £" (E,F) uzaylarinda esit oldugu goriilii. T €
AW/ (E,F), alalim. E’ sira siirekli norma sahip oldugundan, T operatérii M-zayif
kompakttir [22, Teorem 4]. T (E) C F® bagintisindan ve F® nin normu sira siirekli
oldugundan, [0,T] araliginda norm siwra siireklidir [16, Teorem 3.6.19]. Karsit olarak,
AW/ (E,F) uzay1 sira siirekli norma sahip olsun. Bir 0 # y € FZ ve E’ iizerinde
fa 1 0 sartint saglayan keyfi bir (f,) agt alaim. Her a i¢in, T, : E — F, T, (x) =
f.(x)y, operatériinii tanimlayalim. Buradan, T, | O oldugu goriiliir, ve hipotezden

T = lIf |l ly]l = O elde edilir. Yani, E’ nin normu swra siireklidir.

AWy (E,F) uzayinn sira siirekli regiiler norma sahip olmasi i¢in oncelikle bir gerek

sart verelim.

Teorem 3.7. E ve F Banach latis ve (E')* # {0} olsun. Eger AW, (E,F) nin regiiler

normu sira siirekli ise, F nin stra siirekli normu vardir.
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Ispat. Bir 0 # f € (E')" ve F iizerinde y, | 0 sartin1 saglayan bir (y,) ag1 alalim. Her o
icin T,:E—F, T,(x)=f(x)y, operatoriinii tantmlayalim. T, operatdriiniin M-zayif
kompakt, dolayistyla hemen hemen M-zayif kompakt oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica,
her x € E, icin T,(x) | 0 saglanir: Yani, T, | O olur. AWy, (E, F) uzayt sira siirekli norma
sahip oldugundan, ||T,|| = |If || |ly.]l — O elde edilir. Sonu¢ olarak, F nin sira siirekli

normu vardir.

Yukarida verilen gerekli sartin yeterli olmadigini bir 6rnek ile gosterelim.

Ornek 3.1. AW} (¢, ¢o) uzayim goz oniine alabm. Burada, c, n sira siirekli norma
sahip oldugunu biliyoruz. AW, (cy,c,) uzaymn stra siirekli norma sahip olmadigint
gosterelim. Aksine, sira siirekli normu oldugunu kabul edelim. 1 : ¢, — ¢, birim
operatériinii tanimlayalim. [ operatorii bir pogzitif hemen hemen M-zayif kompakt
operatoriidiir [22, s. 143] Teorem geregince, [0,I] araligimin AW, (E,F)
ve £ (E,F) uzaywinda esit oldugu goriiliir Dolayistyla, [0,I] araliginda norm sira
siireklidir. Béylece, I operatirii M-zayif kompakt olur [16, Onerme 3.6.19]. Bu ise
bir celiskidir [22, s. 143].

AW, (E, F) nin regiiler normunun sira siirekli olmasi icin baz1 yeter kosullar verelim.

Teorem 3.8. E ve F Banach latis olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa,

AW, (E, F) nin regiiler normu sira stireklidir.

(i) E’ ve F” nin swra siirekli normu vardir.
(ii) F uzayr yanstmalidir.
(iii) E bir birimli AM-uzayidir ve F nin swra stirekli normu vardir.

Ispat. T € AW, (E,F), olsun. Yukaridaki her bir (i-iii) sartinda F sira siirekli norma
sahiptir. Dolayistyla, T operatoriiniin M-zayif kompakt oldugunu gostermek yeterlidir
[16, Onerme 3.6.19]. Oncelikle (i) ifadesi saglansin. T operatorii hemen hemen M-zayif
kompakt oldugundan, T’ operatorii hemen hemen L-zayif kompakttir [5, Teorem 2.5 ].
Boylece, T' operatorii L-zayif kompakttir [22, Sonu¢ 4], ve dolayisiyla T operatorii
M-gzayif kompakttir. Simdi (ii) ifadesi saglansin. Benzer sekilde, T’ operatorii hemen
hemen L-zayif kompakttir F’ yansimali oldugundan ( ¢iinkii F yanstmalidir), T’
operatorii L-zayif kompakttir, ve dolayistyla T operatorii M-zayif kompakttir. Son olarak
(iii) saglansin. E bir birimli AM-uzay1 oldugundan, T operatérii yari-kompakttir [8, s.
339, Ex. 15]. F sira siirekli norma sahip oldugundan, T operatérii L-zayif kompakttir
[16] Sonu¢ 3.6.14], ve dolayistyla zayif kompakttir. [8, Teorem 5.62] geregince, T
operatorii M-zayif kompakttir.
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3.3 AW, (E,F)N%.(E,F)ve AW,,(E,F)n %, (E,F) uzaylar

Bu kisimda regiiler hemen hemen L-zayif kompakt ve regiiler hemen hemen M-zayif
kompakt operatorlerin uzaylarinin Banach latis olma durumlarini inceleyecegiz. Genel
olarak, AW/(E,F)CAW,(E,F)N%,(E,F) ve AW, (E,F)CAWy(E,F)N%,(E,F)
bagintilar1 saglanir. Teorem dan, AW, (E,F)N%.(E,F) ve AWy (E,F)N %, (E,F)
uzaylarinin genel olarak Riesz uzayr olmadiklarn gorilir. Oncelikle,
AW, (E,F)N %, (E, F) uzaymi ele alalim.

Onerme 3.3. X bir Banach uzayi, F bir Banach latis ve T : X — F operatirii hemen

hemen L-zayif kompakt olsun. F uzayt ayrik ise, T bir Dunford-Pettis operatoriidiir.

Ispat. W C X herhangi bir relatif zayif kompakt kiime olsun. & > 0 alalim. Onerme
geregince,
T (W) C[—u,u] + €Bg 3.17)

olacak sekilde bir u € F{ vardwr. F ayrik oldugundan, F® ideali de ayrikar. F® ayrik
ve stra stirekli norma sahip oldugundan, [—u,u] araligt kompakttir [32, Teorem 6.1 ].
Dolayistyla, T (W) kiimesi tiimden stnirlidir [8, Teorem 3.1 |. Yani, T bir Dunford-Pettis

operatoridiir.

Onerme 3.4. X bir Banach uzayi, F bir Banach latis olsun. F uzay1 ayrik ve sira siirekli
norma sahipse, bir T : X — F operatériiniin hemen hemen L-zayif kompakt olmast igin

gerek ve yeter sart Dunford-Pettis operatérii olmasidur.

Ispat. F nin sira siirekli normu oldugundan, her T : X — F Dunford-Pettis operatorii
hemen hemen L-zayif kompakttir [22, Teorem 1]. Gerek sart ise Onerme den saglanr.

Sonuc¢ 3.1. E swra siirekli norma sahip bir Banach latis ve F ayrik bir AL-uzayi
ise, AW,(E,F) N %, (E,F) uzay1t ¥, (E,F) icinde bir band olusturur. Bu durumda,
AW, (E,F)N %.(E, F) uzayt r-normu ile bir Banach latistir.

Ispat. Onerme ve Teorem geregince, AW, (E,F)N <%. (E, F) uzay1 bir band olur.
AW, (E,F)N%, (E,F) nin r-normu ile bir Banach latis oldugu ise Teorem[2.8|den gériiliir:

Onerme 3.5. E pozitif Schur ézelligine sahip bir Banach latis ve F sira siirekli norma
sahip ayrik bir Banach latis olsun. Bu durumda, regiiler bir T : E — F operatériiniin

hemen hemen L-zayif kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart AM-kompakt olmasidir.

Ispat. F ayrik ve sira siirekli norma sahipse, her regiiler T : E — F operatorii
AM-kompakt olur [33, Onerme 2 (2)]. Tersine, T operatorii AM-kompakt olsun. Keyfi
bir W C E relatif zayif kompakt kiime alalim. E nin pogitif Schur ozelligi oldugundan, W
kiimesi yaklasik sira stmirlidir |3, Teorem 3.1]. T operatorii AM-kompakt oldugundan,
[17, Teorem 123.2 ] geregince T (W) kiimesi relatif kompakttir. Ayrica, F nin swra siirekli
normu oldugundan, T (W) kiimesi L-zayif kompaktti. Yani, T operatorii hemen hemen

L-zayif kompakttir.
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Sonugc 3.2. E pozitif Schur 6zelligine sahip bir Banach latis ve F sira siirekli norma sahip
ayrik bir Banach latis ise, AW, (E,F)N%, (E, F) uzayt %. (E, F) iginde bir band olusturur.
Bu durumda, AW, (E,F)N %, (E, F) uzayi r-normu ile bir Banach latistir.

Ispat. Onerme ve Teorem den, AW,(E,F) N %.(E,F) ugayuun bir band ve

dolaysiyla r-normu ile bir Banach latis oldugu gériiliir.

Onerme 3.6. E’ nin sira siirekli normu varsa ve F bir AM-uzay1 ise, AW, (E, F)N%. (E, F)
uzayt r-normu ile bir Banach latistir.

Ispat. T : E — F operatorii regiiler ve hemen hemen L-zayif kompakt olsun. E’
nin normu swra stirekli oldugundan, T operatorii M-zayif kompakttir [22, Teorem
4] Ayrica T (E) € F® ve F® min normu swra stirekli oldugundan, T operatérii L-zayif
kompakttir [16} Sonug 3.6.14]. Teorem [2.32|geregince, T nin modiilii vardir ve L-zayif
kompakttir (dolayistyla hemen hemen L-zayif kompakttir). Yani, AW, (E,F)N %, (E,F)
uzayt bir Riesz uzayidir. Simdi bu uzayin ¥, (E,F) icinde kapalt oldugunu gosterelim.
(T,) CAW,(E,F)N %, (E,F) dizisi, bir T € ¥, (E, F) elemanina r-normunda yakinsak
olsun. Her n € N icin T, nin modiilii oldugundan, T nin ¥" (E, F) uzayinda modiilii
vardwr ve |||T,| —|T||l, — 0 saglanur [31] Teorem 2.1]. Dolayistyla, |||T,|—I|T||| — O
olur. Her n igin |T,| € AW, (E, F), ve AW, (E, F) uzayt operator normuna gore £ (E,F)
uzayinda kapali oldugundan [5, Onerme 2.1 (1)], |T| € AW, (E, F) elde edilir. Teorem
geregince, T € AW, (E, F) dir. Yani, AW, (E,F)N %.(E,F) bir Banach latistir.

Son olarak, AW,,(E,F) N %. (E, F) uzay icin bir sonug verelim.

Onerme 3.7. E bir birimli AM-uzayi ve F sira siirekli norma sahip ayrik bir Banach
latis ise, regiiler bir T : E — F operatoriiniin hemen hemen M-zayif kompakt olmast igin
gerek ve yeter sart AM-kompakt olmasidir. Bu durumda, AW,,(E,F) N %.(E,F) uzay
r-normu ile bir Banach latistir.

Ispat. F ayrik ve sira siirekli norma sahip oldugundan, T hemen hemen M-zayif kompakt
operatirii AM-kompakttir [33, Onerme 2 (2) ]. Tersine, T operatirii AM-kompakt ise, E
bir birimli AM-uzay oldugundan, T kompakttw. E’ nin normu stra siirekli oldugundan,
T operatérii M-zayif kompakt [16, Teorem 3.7.10], dolayistyla hemen hemen M-zayif
kompakttir. Teorem geregince, AW,,(E,F)N %, (E,F) uzay1 %, (E,F) icinde bir
band ve dolayistyla r-normu ile bir Banach latistir.
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4

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, hemen hemen L-zayif ve hemen hemen M-zayif kompakt
operatoOrlerin baskinlik 6zelligini sagladigini gosterdik. Bu o6zelligi kullanarak,
AW/ (E,F) uzaymin Dedekind tam bir Banach latis oldugunu ve F Dedekind tam
ise, AW,, (E, F) uzaymn da Dedekind tam bir Banach latis oldugunu elde ettik. Bu
uzaylarin sira siirekli norma sahip olmasi icin gerek ve yeter kosullar verdik. Son
olarak da, AW, (E,F)N %, (E,F) ve AW,,(E,F)N <. (E, F) uzaylarinin bazi ek kosullar
altinda Banach latis olusturdugunu gozlemledik.

Ilerisi icin, calistigimiz uzaylarin AL- veya AM-uzay1 olma durumlari incelenebilir.
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