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DOYUMLU EYLEYICILERE SAHIP DPD SISTEMLER ICIN DAYANIKLI
KONTROLCU TASARIMI

OZET

Kazang planlamali kontrol dogrusal kontroliin basit yapisi ile dogrusal olmayan kontroliin
global etkisini bir araya toplayan en popiiler dogrusal olmayan kontrol tekniklerinden
birisidir. Bundan dolay1, bu teknik kimyasal iglemlerin kontroliinden havacilik sistemlerine
kadar iglemlerde siklikla ve bagaril ile uygulanmaktadir. Aym zamanda kazang planlamal
kontrol, dogrusal parametreleri degisen (DPD) sistemlerde ¢ok giiglii bir tekniktir. Sistem
icin dogrusal parametreleri degisen modelin hesaplanabilmesi i¢in iki temel metot vardir.
Tarihsel olarak en yaygin yaklagim dogrusal olmayan yapinin denge noktalarinda veya
bir bagka degisle calisma noktalarinda Jacobian dogrusallagtirma temelinde kuruludur.
Bir bagka yaklagimsa s6zde-DPD planlama olarak bilinen sistem dinamiklerinin, dogrusal
olmayan terimlerin Olgiilebilen planlama parametreleri olarak sekil degistirip tekrar
yazilmasidir. Bundan dolay1 s6zde-DPD yaklagimi dogrusal olmayan sistemlerde hi¢ bir
ihmal yapmadan dogrusal kontrol tekniklerini uygulanabilmesi gibi ¢ok giizel bir imkan
saglamaktadir.

Dogrusal matris egitsizlikleri DPD sistemler i¢in uygun kontrolciiniin bulunmasinda
siklikla kullanilmaktadir. Ancak, trettikleri ¢oziimlerin tutucu olmasi beklenilmektedir.
Clinki bu gesit araglarin gevsetmelerinin genellikle siki oldugu gézlenmektedir. Bu tezde,
tutuculugun sistematik azaltilmasi i¢in gerekli olan Polya gevsetme teknigi kullanilmigtir.

Bu tezin temel amaci doyumlu eyleyicilere ve % sinirli bozuculara sahip, dogrusal
parametreleri degigen (DPD) sistemler i¢in %5, % karigik kazang planlamali dogrusal
olmayan durum geribesleme kontrolciisiinii tasarlamaktir. Oncelikle, Parametrelerine
Bagimh Homojen Cokterimli (PBHC) gosterimi {izerine kurulu yeni bir %% kontrolcii
formalizasyonu gosterilmistir. Sonra doyumlu eyleyicili ve % simirli bozuculu DPD
sistemler i¢in alt optimal %5, 7% durum geribesleme kontrolciisiiniin kesinligini arttirici
ardigil DME kosullarinin iiretilmesi i¢in sistematik bir prosediir ortaya koyulmustur.
Ortaya konulan metotda eyleyici doyumu i¢in modifiye edilmis sektor durumlarindan ve
PBHC matris gosteriminden faydalanmaktadir.

Son olarak, ters sarkacin s6zde-DPD modeli hareket denklemlerinden elde edilmig ve bu
model 6nerilen yaklagimin faydalarinin gosterilmesi i¢in kullanilmistar.

Anahtar Kelimeler: Parametrelerine Bagli Homojen Cokterimli Lyapunov Fonksiyonu,
Girig Cikig arasindaki kararlilik: DMEler, Doyumlu Eyleyiciler
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ROBUST CONTROLLER DESIGN FOR LPV SYSTEMS WITH SATURATING
ACTUATORS

ABSTRACT

Gain-scheduling control is one of the most popular nonlinear control method which gathers
the simple structure of linear controllers together with the global effectiveness of the
nonlinear controllers. Hence, this method has been widely and successfully applied in
fields ranging from chemical process control to aerospace systems. Gain-scheduling is also
a very powerful method for control of linear parameter varying (LPV) systems. There are
two main methods to compute a linear parameter varying model for the plant. Historically,
the most common approach is based on Jacobian linearization of the nonlinear plant
about a family of equilibrium points, also called operating points or set points. Another
approach is quasi-LPV scheduling, in which the plant dynamics are rewritten to disguise
nonlinearities. In this approach, time-varying parameters are mostly used as scheduling
variables. Therefore, quasi-LPV approach gives us very good opportunity to use efficient
and well-known linear control techniques over nonlinear plants without any negligences.

Linear Matrix Inequalities are generally used to find adequate controllers for LPV systems.
However, their solutions are expected to be conservative since they mostly provide
sufficient conditions. It is well known that the provided solutions are mostly tight.
To overcome this problem, in this work, an extended Polya relaxation technique has
been developed. This extended Poélya relaxation is necessary for systematic reduction of
conservatism that can be actually shown to be asymptotically exact.

Main purpose of this thesis is to solve the design problem of mixed %%, .74 gain-scheduling
nonlinear state feedback controller for Linear Parameter Varying (LPV) systems subjected
to actuator saturations and .45 bounded disturbances. First, a new formulation of
6 controllers has been presented based on the Homogeneous Polynomial Parameter
Dependent (HPPD) representation. Then a systematic procedure has been presented to
generate a sequence of LMI conditions of increasing precision for obtaining a sub-optimal
2, 76 state-feedback controller for LPV systems subject to actuator saturations and
2-bounded disturbances. The presented method utilizes the modified sector condition
for actuator saturation formalization and HPPD matrix representation.

Finally, the efficiency of the proposed approach has been presented through the control of
an inverted pendulum system which has been modeled by quasi-LPV modeling technique.

Key words: Homogeneous-Polynomial-Parameter-Dependent Lyapunov Functions,
Input to State Stability:LMIs, Actuator Saturations



1. GIRIS

Kazang planlamal kontrol, dogrusal kontroliin basit yapisi ile dogrusal olmayan kontroliin
global etkisini bir araya toplayan en popiiler dogrusal olmayan kontrol tekniklerinden
birisidir.  Bundan dolay1, bu teknik; kimyasal islemlerin kontroliinden, havacilik
sistemlerine kadar oldukca fazla alanda bagarili ile uygulanmaktadir. Rugh ve Shamma
(2000) ve Leith ve Leihead (2000)’in yayinlari, kazang planlamali kontroliin tarih boyunca
gelisgimini ve geldigi noktayi ozetlemek acisindan faydali kaynaklar olmugtur. Kazang
planlamali kontrol, dogrusal parametreleri degigsen (DPD) sistemler igin oldukga giiglii bir
kontrol teknigidir. Kontrol tekniginin sistemdeki parametre degigimleri ile iligkili olmasi,
sistemin farkli modlara gectigi durumda, bazi1 kabullenmeler yapilmadan ayni performans
ile galigmasim saglamaktadir. Bu etkin 6zellikleri nedeni ile, gok karmagik (ileri derecede

dogrusal olmayan) kontrol problemlerinde rahatlikla uygulanabilmektedirler.

Rugh ve Shamma (2000) galismasinda, kazang planlamal kontrol tekniginin iyi ve kotii
yonleri derlemis ve tasarim icin gerekli adimlar alternatifleriyle vurgulanmistir. Ozellikle
bu yaymnda, sézde-DPD sistemlerin hesaplanmasina yonelik dikkat edilmesi gereken
noktalarin vurgulanmasi ve basit dogrusal olmayan ifadelerden havacilik modellerindeki
karmagik ifadelere kadar genig bir alanda Ornekler sunulmasi, konu iizerinde ¢aligan

aragtirmacilarin ufkunu a¢gmigtar.

Son yillarda DPD kontrol tekniklerinde belirgin ilerlemeler kaydedilmistir. Ozellikle,
onceki donemlerde kullanilan sabit Lyapunov fonksiyonu yaklagimindan, parametrelerine
bagimh Lyapunov fonksiyonlarina gecilmesi, bu ¢alisma konusundaki en biiyiik sicrama
olmusgtur (Feron vd., 1996), (de Souza vd., 2000), (Montagner ve Peres, 2004). Geligimin

en biiyiik sebebi ortaya ¢ikarilan bu yeni yaklagimin daha az tutucu ¢oziimler tiretmesidir.

Feron vd. (1996) yayimnlarinda, parametrik belirsizlikler igeren sistemler i¢in dayanikli
kararhilik problemini incelemiglerdir. Popov’'un kararhlik kriterini hatirlatan ancak ondan
daha az tutucu bir kriterle, parametrelerine bagiml Lyapunov fonksiyonlarinin varlig:
icin gerek kosgullar verilmigtir. Ayrica bu calismada, esdeger frekans tanim bolgesi
kriterleri gosterilmistir. Dayanikli kontrol sentezi i¢in parametrelerine bagimli Lyapunov
fonksiyonlari incelenmistir. Yayinda, iiretilen dayanikli kontrolciiniin derecesinin, sistemin

kendi derecesi ile sinirli olabilecegi gosterilmigtir.



de Souza vd. (2000) c¢ahsmalarinda ger¢ek zamanda degigen belirsiz parametreler
iceren dogrusal sistemler i¢in dayanikhi 7, performans analizi yapilmigtir. Belirsiz
parametreler, sistem matrisi icersinde ilgin bir gekilde bulunmakta ve sistem bir politop
olugturmaktadir. Feron vd. (1996) calismasindan farklh olarak, parametrelerine bagimh
Lyapunov fonksiyonlariyla, temel dayanikli kontrol problemlerinden 572, performans

analizini yapmiglardir.

(Montagner ve Peres, 2004) Dogrusal parametreleri degigen sistemler i¢in aym yaklagimi
kullanarak durum geri-besleme mantiginda kazang planlamali kontrol gelistirerek sistemin

dayanikli kararliligini ispatlamiglardir.

Lyapunov fonksiyonu temelli tasarimin esas amaci dayanikli kararliliktir. Bu yaklagim
zamanla dayanikli performans sentezi i¢inde kullanilmig ve temel performans problemleri
tizerinde galigilmaya baglanmigtir (43, #%, ...v.b.). Performans probleminin agilmas igin,
ilgin parametrelerine bagimh Lyapunov fonksiyonu yaklagimi ortaya gikmigtir (Oliveira
ve Peres, 2005), (Gahinet vd., 1996), (de Oliveira vd., 2002), (de Oliveira vd., 2004a),
(de Oliveira vd., 2004b). Daha sonra bu yaklagimi, parametrelerine bagimli ¢okterimli
Lyapunov fonksiyonu tabanl yaklagim takip etmigtir (Oliviera vd., 2006), (Sato, 2005).
Cokterimli egitsizliklerin yaklagim icersinde yer almasi, DMEler iizerinde yeni agilimlarin

olugmasina zemin hazirlamigtir.

Scherer (2006) caliymasinda dayanikli kontrolde DME gevsetmelerine deginmis ve son
boéliimiinde tutuculugun nasil azaltilabilecegine dair iki yeni gevsetme yontemi sunmustur.
Bunlardan Polya gevsetmesi, Poélya teoreminin bir kolu olarak ortaya cikarilmig ve

tutuculugun asimtotik olarak azaltabildigi gosterilmistir.

Bu yeni gevsgetme yaklagimi ile birlikte Lyapunov tabanh yaklagimlarda, Parametrelerine
Bagimlh Homojen Cokterimli Lyapunov Fonksiyonu (PBHCLF) tabanh yaklagim tiretilmis
ve tutuculugun sistematik bir gekilde azaltilabildigi ispatlanmigtir (Montagner vd., 2007),
(Oliveira ve Peres, 2007), (Montagner vd., 2006), (Chesi vd., 2007).

Kontrol tasarimlarimin oniindeki bir bagka engel ise sistem eyleyicilerinin doyumlu
olmasidir. Eyleyici doyumu kapali ¢evrim sistemin kararhiligini etkiliyebilecek kadar
onemli dogrusal olmayan bir yapidir. Son yillarda enerjisi sinirli bozucu etkisi altindaki
sistemin girigi ile gikig1 arasindaki %, kararliligini saglayan ve ayni zamanda girig sinyalinin

eyleyici doyum simirlar1 arasinda kalmasi sartini gercekleyen kontrolcii arayisi ortaya



¢gikmigtir (Montagner vd., 2007), (Lin, 1997), (Hu vd., 1998), (Hu vd., 2000b), (Liu vd.,
1996), (Castelan vd., 2006)

Bu caligmada, sistemin %% norm hesab1 i¢in Xie (2005)’nin yaklagimi kullanilacaktir.
Ancak, Xie (2005)'nin g¢alismasindaki yaklagim, parametrelerine bagimh Lyapunov
fonksiyonlari olmasina kargin; bu tezde parametrelerine bagimli homojen ¢okterimli

Lyapunov fonksiyonlar1 yaklagimi secilerek daha az tutucu bir ¢oziim ortaya ¢ikarilmigtir.

Ortaya cikarilacak DME tabanli optimizasyon problemleri, ¢okterimli algoritmalarin
(Gahinet ve Nemirovski, 1997), (Sturm, 1999), (Toh vd., 1999), (Boyd, 1998) kullanildig:
kolay galigilabilinir arabirimler (Lofberg, 2004), (Gahinet vd., 1995), (Labit vd., 2002) ile

gliniimiizde efektif olarak ¢ozlimlenebilmektedir.

Ozetle, bu tezde yapilmasi planlanan yenilikleri soyle siralayabiliriz: birincisi PBCH
gosterimi ile yeni bir % norm hesabi ortaya gikarilacak, ikincisi PBHCLF ile DPD
sistemler i¢in % kazang¢ minimizasyonu yapilacak ve son olarak enerjisi simirli bozucu
etkisi altinda doyumlu eyleyicilere sahip DPD sistemlerde, karigik %5, 7% kontrol tasarimi

i¢in sistematik olarak tutuculugun azaltildigi bir yontem ortaya atilacaktir.
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2. DISBUKEY OPTIiMiZASYON VE DOGRUSAL MATRIS ESITSIZLiGi

2.1 Giris

Optimizasyon kelimesini, giinliik hayattaki problemlerde elde edebilecegimiz ¢o6ziim
kiimelerinden veya ihtimallerinden bizim i¢in en iyisini se¢gmek olarak tanimlayabiliriz.
Teknik bilim dallar1 olan elektrik, makina ve kimya miihendisliginde, biyolojik ve ekolojik
sistemler ile ekonomide bu konunun bir ¢ok 6rnegine rastlamak miimkiindiir. Ornegin
giliniimiizde endiistriideki tiretim islemi daha fazla bir sekilde pazar odakli hale gelmis ve
tiretim maliyetlerini, 6zelliklerini dogrudan tiiketicilerin istekleri belirler olmustur. Bu
dogrultuda fireticiler artik iirtinlerinden maksimum ekonomik fayda elde ederken, bazi
kati tiriin ozellikleri icersinde kalip, ¢ok cesitlilikte, kaliteli, rekabetci fiyatlarla iirtinlerini
{iretmeli bunu yaparken de en az enerji ve kaynak tiiketmelidir. Ureticilerin yukarida
belirtildigi gibi problemleri formalize edilip agirliklar1 belirlendiginde, onlar i¢in en iyi

¢oziim analitik olarak hesaplanabilmektedir.

Matematiksel problemlerde ise aday kararlarin ozellikleri ve en 6nemlisi en iyi kararin
analitik olarak belirlenmesi dogrudan optimizasyon teorisinin ilgi alanina girmektedir.
Bir optimizasyon problemi igersindeki biitiin kararlarin olugturdugu kiimeyi 2~ ile ifade
edelim. Ayrica, aday karar1 da 2 kiimesinin alt kiimesi olan bir .# ile tanimlayalim. Aday
kararin performansini nicelemek iizere, aday kararlar icersinden alinan x ler kullanilarak
olugturulan f: . — R geklinde bir f(x) fonksiyonu atayalim. Bu fonksiyon maliyet veya
amag fonksiyonu olarak isimlendirilmektedir. Bu durunda, maliyet fonksiyonun yorumuna
gore . kiimesi igersindeki tiim aday ¢Ozlimler lizerinde f’i minimize veya maksimize
edebiliriz. Sonug olarak optimum karar, f’i makul tiim alternatifler icersinde minumum

veya maksimum yapan .#’nin bir elemani olarak tanimlanir (Scherer ve Weiland, 2004).

Amac fonksiyonun minimizasyonuna dayali optimizasyon problemi bir kag¢ 6zel soru

icermektedir. Bunlar;

e Optimum degeri belirleyen en diigitk miimkiin maliyet nedir? Yani bagka bir degisle

Vopt = leng;,f(x) = inf{f(x)‘x < ’y} (2.1

degerinin belirlenmesi. Bu durumda, kural olarak .’ kiimesi bog oldugunda Vj,,; = oo,

problem smirsiz oldugunda ise V,,; = —oo olarak ifade edilir.



e Rastgele segilen bir € > 0 degeri kullanilarak,
Vopt < f()Cg) < Vopt +é& 2.2)
egitsizligini saglayan yari-optimal x¢ € . ¢dzlimii nasil tanimlanir?

e (Varhk problemi) f(xop) = Vopr kosulunu saglayan optimal bir x,, € . ¢dztiimi
mevcutmudur? Eger boyle bir ¢oziim mevcut ise, bu ifadenin minimum degerine

ulagilabilinir. Biz bu degeri f(xp) = min,¢ & f(x) seklinde gosterebiliriz.

e (Teklik problemi) Eger optimizasyon probleminin x,, gibi bir ¢éziimii varsa bu

¢Oziim tekmidir?

2.2 Disbiikey Analiz Olgusu

Bu alt boliimdeki tanimlamalar oldukca temel ve basittir. Ancak optimizasyon teorisinde

oldukca 6nemli bir yere sahiptirler.

Oncelikle, dogrusal cebir ve fonksiyonel analizden baz temel 6zellikleri ve tanimlamalar

ozetliyelim.

Siireklilik:
2 ve % normlu dogrusal uzaylar olsun. Ayrica . C 2 olacak sekilde bir .¢ kiimesi
tamimlansin. 2 ’den %’e tamimh bir f fonksiyonu xg noktasinda ancak ve ancak gegilen

her € > 0 sayist igin ||x —xp|| < 0 alindiginda

1f(x) = f(xo)l| < € (2.3)

olacak gekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa stireklidir. Genellikle 8 = §(€;xp) seklinde
verilecegi aciktir. Bu 0 sayilari, x noktalarina bagh olmadan belirlenebiliyorsa, yani 6 =

0(€) bulunabiliyor ise f fonksiyonu .# tizerinde dizgiin sireklidir.

Aslinda siireklilik normlu 2" ve % uzaylarindaki norm tanimina baghdir. Normlu

dogrusal uzay olan Z7in alt kiimesi olarak bir . tamimladigimizda, eger alt kiime

(o)

igersindeki her bir ardigil {x, };_; icin xg € . elemanina yakinsayan bir alt ardisil {x,,, }r_,

dizisi var ise, bu alt kiime kompakttir. Sonlu vektér uzaylarindaki kompakt kiimeler
kolaylikla karakterize edilebilinir. Bu baglamda . alt kiimesi eger kapali, sinirli ve ayni

zamanda 2~ kiimesi sonlu boyutlu ise . kompakttir.

Weierstrass teoremi bizlere optimizasyon problemimizin kabul edilebilinir bir sonuca ulasip

ulasmadigina dair kullanabilecegimiz bir ara¢ saglamaktadir.



Weierstrass Teoremi
Eger normlu dogrusal uzay olan 2" kiimesi igersinde kompakt bir kiime olan . kiimesinde

tanimh stirekli bir f: . — R fonksiyonu tanmimlanirsa, xuin, Xmax € %

S (xmin) = inf f(x) < f(x) < sup f(x) = f(xmax) VXE7 2.4)
xes xS

seklinde elde edilebilir.
Digbiikey Kiime
Dogrusal vektor uzayinda . kiimesi
{xymedt={x=ax+(1-a)xnec” Vac(0,1)} (2.5)
sartin1 sagliyorsa, bu kiimeye digbiikey kiime denir.

Geometrik olarak burada iki noktanin olusturdugu bir ¢izgi digbiikey kiime olarak
gosterilmigtir. Genelde sadece bir nokta igeren kiimeler de digbiikey kiime olarak kabul
edilir. ax;+(1—a)x, a € (0,1)ile gosterilen nokta x; ve x; gibi iki noktanin digbiikey

kombinasyonu olarak tanimlanir.

Disbiikey Kombinasyon

& vektor uzayim bir alt uzay olarak ele aldigimizda

n

X:= Z oix; (2.6)
i=1

ile tanimli nokta o >0,i=1,...,nve ¥! | o4 = 1 kosulunu sagladig: siirece, xi,...,x, € .

noktalarinin digbiikey kombinasyonu olarak tanimlanir.

Normlu 2" uzaymin alt uzayi olarak .#y1 ele alalim. Eger pozitif tanimh bir € igin
|lx —y|| < € esitsizligini saglayan tiim y € 2  noktalar1 . alt kiimesine ait ise, burada
secilen x € . noktasi . alt kiimesinin bir i¢ noktasidir. . kiimesinin i¢i ise tiim ig
noktalarin toplamindan olugur. . kiimesi eger i¢ine egit ise ayni zamanda agik olarak
da adlandirilir. Eger pozitif tamimh bir € i¢in ||x —y|| < € kosulunu saglayan bir y € .
noktasi var ise burada segilen x € 2" noktasi . kiimesinin kapanma noktasidir. Kapanig
ise kapanma noktalarinin toplanmasiyla olusturulur. Eger, .% kiimesi kapanigina esit ise

kapali bir kiime olarak adlandirilir.
Digbiikey kiimeler ile ilgili baz1 temel 6zellikleri agagidaki gibi siralayabiliriz:
Z" normlu vektor uzayina ait . ve 7 gibi iki digbtikey kiime ele alalim.

o 0. = {xlx = as, s € ¥} geklinde tammh kiime her hangi bir skaler o igin

digbtikeydir.



S+ T ={xlx=s+t, s€. t€ T} toplamlar digbiikeydir.

Herhangi bir oy >0 ve 0p > 0 igin (0 + @) = 1. + .7 esitligi saglanir.

Bu kiimelerin kapaniglari ve igleri digbiikeydir.

Herhangi bir dogrusal egleme olarak tamimh T : 2" — 27 i¢in goriintiisi 7. := {x|x =

Ts, s€ .7} ve ters goriintiisii T~ := {x|Tx € .} digbiikeydir.
e Iki dighiikey kiimenin kesisimi . N.7 := {x|x € L vex € 7} de dighiikeydir.

Belirtilen bu ézellikler 1s1gida a € R” ve b € R igin {x € R*|a’x = b} seklinde gosterilen
hiper diizlem ve {x € R"|a’x < b} seklindeki gosterilen yari-uzay da digbiikeydir. Sonlu
sayida hiper diizlem ve yari-uzaylarin kesigiminden olusan sekle polihedron denir ve
bu kiime yukaridaki son o0zellik sayesinde digbiikeydir.  Bir Politop ise kompakt
polihedrondur.

Digbiikey Kabuk

< C Z kiimesinin digbiikey kabugu conv . ile gosterilir ve . € 2 alt kiimesini
kapsayan tiim Digbilikey kiimelerin kesigimidir. Eger . kiimesini kapsayan sonlu sayida
digbiikey kiime varsa, bu kiimelerin kesisim noktalarina conv . kiimesinin kdse noktalar:
adi verilir. Agiktir ki, sonlu bir kiimenin (sonlu sayida eleman igeren) digbiikey kabugu

bir politopdur. Bu 6nermenin tersi de aynen gecerlidir.

Eger her x € . ve a > 0 i¢in oax € . saglaniyorsa bu kiime bir koniktir. Digbiikey olan
her konik kiimeye digbiikey konik denir. Digbiikey kiimeler i¢in verilen tiim onermeler
disbiikey konikler icinde gecerlidir. Ornegin rastgele secilen disbiikey konik kiimelerin
kesigimi de yine bir digbiikey kiime olusturur. Eger 2" Hilbert uzay1 i¢ ¢arpim iglemiyle
techiz edilmigse

S ={xe Z|<x,ki><0, ic€A} (2.7)
bu kiime her hangi A dizin kiimesi ve her hangi k; € 2  elemanlarinin koleksiyonunda

kapali konik digbiikey bir kiimedir. Bu baglamda, dogrusal esitsizlik sistemlerinin ¢6ziim

kiimesi konik digbiikey kiimeyi tanimlar.

Digbiikey Fonksiyon
- bog olmayan dis biikey bir kiime, f : . — R seklinde taniml bir fonksiyon olmak tizere,

her x1,x € . ve a € (0,1) kogulunda

floxi+(1—a)x) <of(x))+(1—oa)f(x) (2.8)



esitsizligi saghyorsa, f digbiikey bir fonksiyondur.

Eger bu esitsizlik kesin ise (<) o zaman fonksiyon kesin digbiikey bir fonksiyon olarak

amlir.

Ornek olarak R de tammli f(x) = x? fonksiyonu, [,27] araliginda tanimh f(x) = sinx
fonksiyonu ya da x > 0 bolgesinde tanimli f(x) = —logx fonksiyounu verilebilir. Sayet,

— f fonksiyonu digbiikeyse f fonksiyonu i¢biikeydir.

Bu baglamda, f:.¥ — R fonksiyonunun minimumunu bulma problemini, f fonksiyonunun
garanti edilmis bir st smirindan daha kii¢iik kalmasini temin edecek tim x € .
degerlerini bulma problemine indirgeyebiliriz. Bunun igin ¥y € R gibi bir eleman tanimlayip

f fonksiyonuyla olusan alt seviye kiimeyi
Sy={xeZ|f(x) <y} (2.9)

seklinde tamimlayabiliriz. Aqktir ki, ¥y <inf.e o f(x) oldugu durumda .#y = 0 olacaktur.
Bununla birlikte y = infy¢ & f(x) oldugu durumda ise f fonksiyonunun global minimizor
kiimesi olacaktir. Burada enmli bir nokta ¥ <" oldugunda . C . dir. Bir bagka
degisle, bu kiimeler azalmayan kiimelerdir. Tahmin edilecegi gibi, digbiikey fonksiyonlarla,
digbiikey alt seviye kiimeler birbirleriyle ¢ok yakindan iligkilidirler. Eger f:.% — R
digbiikey ise, .y alt seviye kiimesi de her y € R i¢in digbiikeydir.

Alt seviye kiimeler daha ziyade ¢oklu amag 6lciitleri iceren kontrol problemlerinde istenen

davranmigin belirlenilmesinde kullanilir.

So6zde Digbiikey Fonksiyonlar

f, ancak ve ancak her a € (0,1) ve her xj, x; € .7 igin

floxy + (1= a)xz) <max[f(x1), f(x2)] (2.10)

kosulu sagliyorsa sézde digbiikey bir fonksiyondur. Ozel olarak, her digbiikey fonksiyon
ayni zamanda sozde digbiikey bir fonksiyondur.

Ilgin (Affine) Kiime

Her x; € &, xp € ¥ ve o € R igin x := ax; + (1 — ot)xy ile tamimlanan nokta, dogrusal
vektor uzaymda taniml alt kiime olan .7 icersinde ise bu kiimeye 1lgin kiime denir. Ilgin
kiimelerde, ilgili kiime igersinden secilen iki nokta arasindaki dogru parcasi her zaman

ilgili kiime igersinde kalir. Agiktir ki, her 1lgin kiime digbiikeydir.



ilgin Fonksiyon

Her x; € ¥, x, € .¥ ve o € R igin,

flaxp+ (1 —a)xy) = af(x;)+ (1 —a)f(x) (2.11)

ise, f fonksiyonu ilgin bir fonksiyondur.

2.3 Disbiikey Optimizasyon

2.3.1 Yerel ve Global En Kiiciikliik

Niimerik optimizasyon yontemlerinde yerel en kiigiikliik ve yerel en biiyiikliik, tehlikeli
durumlar ortaya ¢ikartabilir. Digbiikey fonksiyonlarla ¢aligmanin en 6nemli ve giizel yan

yerel en kii¢iiglin her zaman i¢in global en kiiciige esit olmasidir.

Yerel ve Global En Iyilik

Normlu £ uzaymm bir alt kiimesi olarak .# kiimesini ele alalim. Eger € >0, ||x—xo|| < €
kogulu altindaki her x € .7 i¢in f(xg) < f(x) esitsizligi saglamyorsa, xg € .7, f: . — R
fonksiyonunun yerel optimum c¢oziimiidiir. Eger bu esitsizlik bir kosul gerektirmeksizin

her x € . i¢in saglaniyorsa ¢oziim artik global optimum olur.

Onerme: f:.7 — R fonksiyonunu digbiikey kabul ettigimizde, f fonksiyonunun her
yerel optimum ¢ozlimii ayni zamanda global optimum ¢ozlimii olacaktir. Dahasi, eger f

fonksiyonu kesin digbiikey ise global optimum ¢oziim tektir.
Ispat: f fonksiyonu digbiikey ise ve xy € .% noktasi bu fonksiyonun yerel optimum ¢éziimi

ise her x € ¥ ve o € (0,1) igin

f(x0) < flxo+a(x—xo)) = f((1—0)xo+ax) < (1 — ) f(xo) + o f(x) (2.12)
esitsizligi ve bu esitsizlikten de egitsizligi elde edilir,

0 < a(f(x) = f(x0)) (2.13)

elde edilir. Bir bagka gosterimle f(xg) < f(x) sonucuna ulagihr. Bundan dolay1 xg
fonksiyonu global optimum c¢oziimdiir. Eger fonksiyon kesin digbiikey ise bu durumda
(2.12) esitsizligindeki ikinci kisim kesin olacak, bunun dogal bir sonucu olarak (2.13)

esitsizligi de kesin olacak ve xg tek olacaktir. O

Bu ispat higbir sekilde ¢oziimiin varligi hakkinda bilgi sunmamaktadir. Burada amag,

digbtikey fonksiyonlarda eger bir yerel optimum ¢6ziim varsa bunun ayni zamanda
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global optimum oldugunu gostermektir. Bu yiizden digbiikey fonksiyonlarda sadece yerel
optimum ¢oziimii bulmak, global optimum ¢6ziimii bulmak anlamina gelmektedir. Ancak

bu 6nerme sézde digbilikey fonksiyonlar i¢in gecerli degildir.

2.3.2 Disbiikey Programlar
Bircok optimizasyon problemi,
gilx) <0, i=1,...,k (2.14)
hi(x)=0, i=1,...,1 (2.15)
gibi egitsizlikleri veya esitlikleri saglayacak, gercek degerli sonlu vektor uzayr 2 = R™"den
secilen x € 2 lerin olusturdugu olasi kararlar uzaymi bulmak tizerine kuruludur.

Gergekte, doyum siirlamalari, giivenlik kistaslari, fiziksel olarak anlamli degigkenler ve
denge denklemleri gibi ifadeler bu yolla yazilabilir. Bu durumda, olasi kararlar uzayi
S X

S ={xe Zgx) <0, h(x)=0} (2.16)

seklinde ifade edilebilir. Bu gosterimde, g : 2 — R* ve h: 2 — R! vektor degerli
fonksiyonlar temsil etmektedir. g; ile h; bu fonksiyonun bilegenleri olmak iizere g(x) <0
egitsizligi bilegen bazda degerlendirilmektedir. Bundan dolayi olasi . kiimesi k adet

esitsizlik ve [ adet egitlik sinirlamasi ile tamimlanmaktadir.

Optimizasyon problemi
Popr 1= xien;f(x) (2.17)

seklinde tanimlanan optimum degeri bulma problemidir. Miimkiin olan optimum sonuglar,
f(Xopt) = Popr esitligini saglayan x,, € . elemanlaridir. Burada, f: 2 — R amag
fonksiyonunu gostermektedir.

Elipsoid Algoritmasi

Optimum degeri belirlemek i¢in niimerik olarak dayanikli ve apagik bir iteratif algoritma

olan elipsoid algoritmasini inceleyelim.
Amacimiz, f: . — R digbiikey fonksiyonunun optimum degerini hesaplamaktir.

Giris: f:.Y — R . C R" digbiikey fonksiyonu ve xy € R" merkezli optimum ¢oziimii

iceren

& = {x eR"|(x—x0) Py ' (x —x0) < 1} (2.18)
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tanimli bir elipsoid ele alalim.

Dogruluk seviyesini € > 0 olarak secip ve k = 0 kabul ederek algoritmanin adimlarina

gecersek.

Adim 1: Alt gradyan olan g € d f(x;) degerini hesapla ve
Ly := max (f (x7) — \/ngPlgz) (2.19)

Uy = min f (x) (2.20)

atamalarimi yap. Eger g, = 0 veya U, — L; < € saglaniyorsa x* = x; atanir ve algoritma

durdurulur. Aksi takdirde ikinci adima gegilir.

Adim 2:
=6 N{x e R < gp,x—x >< 0} (2.21)

ifadesi hesaplanir.

Adim 3:
P8k
Xpr1 = Xp — & (2.22)
(n+1)\/gi Prgx
2
n 2 T
Py =———|(Ph—————P P 2.23
k1= 3 ( T el Pig k8k8k k) (2.23)
ifadeleri hesaplanarak, merkezi x; 1, yonelimi P, olan
Eer1 = {x € R"|(x —x41) P (x —xi0) < 1} (2.24)

elipsoidi olugturulur.
Adim 4: k parametresi, k+ 1 olarak ayarlayip birinci adima doniiliir.
Cikis: |f(x*) —infiec o f(x)| < € Ozelligini saglayan x* noktasidir.

Algoritmanin temel galigma prensibi su sekilde agiklanabilir: Rastgele segilen x¢ merkezli,
Py yonelimli, x,, ¢ozlimiinii iceren & elipsoidi ile algoritmaya baglamir. Bu elipsoid

once gp € df(x;) gibi bir alt gradyan ile ikiye boliinerek optimal ¢oziimi igeren yari
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uzayda olusturulan yeni elipsoid ile algoritma devam ettirilir. Her adimda olusturulan

elipsoidlerin hacimleri

|~

vol(&t) = det(Pesy) < e % det(B,) = e~ i vol(&}) (2.25)
oranda azalmaktadir. Ardisil olarak olusturulan elipsoidlerin merkez noktalar:
olan xg,x1,x2,... lerin iirettigi f(x;x) fonksiyonlar1 da optimum deger olan f(x,,)’e

yakinsamaktadir.  Algoritmadaki L; ve Ui, optimum sonucun alt ve iist simirlarini

gostermektedir.
2.4 Dogrusal Matris Esitsizlikleri (DME)
Bir dogrusal matris esitsizligi
F(x) =F+x1Fi+...+x,F, <0 (2.26)

seklinde tanimlanabilir.

Burada;
e x=(x1,...,X,) n tane karar degigkeni igeren vektorii gostermektedir.
o Fy,...,F, gercek simetrik matrisleri gostermektedir.

e < 0 ifadesi kesin negatifligi gostermektedir. Bu baglamda ifade tiim 6zdegerlerin
sifirdan kesin kiigiik olmasini séylemekte bir bagka gosterim ile en biiyiik 6zdegerinin

sifirdan kiigiik olmast Ay (F(x)) < 0 gerektigini belirtmektedir.

Dogrusal matris egitsizligi aracini kullanirken gerekli olacak bazi notasyonlarida burada
belirtmemizde fayda vardir. A matrisi kare ve A = A* = A7 esitligini saghyorsa Hermityen
bir matristir. Burada bar sembolii A matrisi reel ise A = AT dur ve simetriktir. Notasyon
olarak m x m boyutlu bir Hermityen ve simetrik matris i¢in sirasiyla H" ve S" gosterimleri

kullanilacaktar.

Dogrusal matris esgitsizlikleri (DME), x gibi bir degisken itizerinden digbiikey bir
kistas belirlemek igin kullanilabilinir. Bu da, DME aracinin giiniimiiz optimizasyon

problemlerinin ¢éziimiinde ilgi ¢ekici olmasini saglamaktadir.

7 = {x|F(x) < 0} (2.27)
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F(x) < 0 DMEsinin ¢oziim kiimesi digbiikeydir. Gergekte, x1, x, € .7 ve o € (0,1) oldugu

durumda,
Flaxi+(l—a)x)=aF(x;)+(l—a)F(x) <0 (2.28)

seklindeki F fonksiyonu o > 0, (1 — ) > 0 kogulu altinda ilgindir. F(x) <0 DMEnin x
tizerinden digbiikey kistas olmasi 6zel bir durum olsada bir ¢ok digbiikey kiime bu gekilde
kolaylikla tanimlanabilir. Bu sayede DMEler genel digbiikey kiime 06zelliklerine ilaveten
daha bir ¢ok cazip 6zelligi de barindirirlar. Sonraki kisimda, birden ¢ok kisitlamanin ayni

DME icgersinde gosterilmesi durumunu inceleyecegiz.

DME Sistemleri: Dogrusal Matris Egitsizligi sistemleri sonlu sayida DMEden

olugmaktadir. Digbiikey fonksiyon ve kiime tanimlarindan da bilindigi gibi
Fi(x) <0,...,F(x) <0 (2.29)

seklindeki DMElerin her birinin olugturdugu olas1 kiimenin kesigimi de digbiikeydir. Bir
bagka ifadeyle, (2.29) DMElerini saglayan tiim x lerin kiimesi digbiikeydir. Gercekte, tek
tek DME leri yazmak yerine tamamini tek bir DME de

F(x) 0 - 0
0 Fkx -~ 0

F)=| N Y (2.30)
0 0 - FE

yazabiliriz. Bu son esitsizlik ashnda her hangi bir x i¢gin F(x) matrisinin simetrik (veya
Hermityen) oldugunu belirtmektedir. F(x) matrisinin 6zdegerlerinin olugturdugu kiime
Fi(x),...,Fr(x) matrislerinin tek tek 6zdegerlerinin birlesiminden olugan kiime ile aynidir.
F(x) < 0 DME sini saglayan x ifadesi (2.29) ile belirtilen tiim DMEleri saglamaktadir.
Sonug olarak ¢coklu DME kisitlamalar: tek bir DME kisitlamasina indirgenebilir.

Yine DMEler iizerinde yapacagimiz bazi cebrik uygulamalarla, dogrusal olmayan
esitsizlikleri, dogrusal olan esitsizliklere cevirebiliriz. Ornegin M € R™" seklinde bir matris

ele alalim

My My
M = 2.31
{ My M ] (231

bu matris icersinde Mj;’in r x r boyutunda tekil olmayan bir matris oldugunu kabul

edersek,

S 1= My, — My M ' My, (2.32)
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seklinde tanimli § matrisi, M matrisi igersinde M;1’in Schur tiimleyeni olmaktadir. Eger

M simetrikse

(2.33)

M<O<:>[M“ O}<0 {M11<0

0o S S=<0
Schur Tiimleyen

F : X — S tanimlanmig ve

| Fu(x) Fix)
F(x) = { Pl e } (2.34)

seklinde pargalanmig olsun. Bu ayrigtirmada Fjj(x) karedir ve agagidaki onermeler

birbirine egdegerdir.

a) F(x)=<0.
b)
Fii(x) <0
{ P (x) — Fo1 (%) [Fi1 (x)] ' Fia(x) < 0. (2.35)

c)

{ F(x) <0 (2.36)

Fii (x) — Flz(x) [Fzz(X)]lezl(X) < 0.

2.4.1 DMElerin Kullanim Alanlar:

Kontrol konusu icersindeki bir ¢ok optimizasyon probleminde, sistem tanilamada ve
isaret iglemede, kistaslar Dogrusal Matris Esitsizlikleri ile formalize edilebilinir. Burada
akla gelen soru gudur; "Acaba tliim optimizasyon problemleri DME formalizasyonuna
indirgenerek, verimli ve gercek¢i bir ¢oziime ulagilabilinir mi?" f: . — R tanimh
bir performans fonksiyonunun minimizasyonu veya maksimasyonu problemi dogrusal
matris esitsizligi olan F(x) < 0 gibi x degigkeni tizerinden tanimh digbiikey kisitlamalar
gosteriyorsa, bu tip problemler bir ¢egit digbiikey optimizasyon problemidir. Cok aciktirki
F(x) performans fonksiyonu, digbiikey oldugu siirece ¢oziime iligkin algoritmalar ve

gelistirmeler digbiikey optimizasyon teorisi ile iligkilidir.
Aslinda DMEler igin F : X — S 1lgin ise genelde iki temel ¢aligma alani vardir.

a)Varlik (Feasibility): Bu calisma alaninda belirtilen F(x) < 0 DME kisitlamasim

saglayan en az bir x € X’in var olup olmadigini irdelemektir.

b)Optimizasyon: DME kisitlamalarini saglayan elemanlar ile olugturulmus kiime .% :=
{x|F(x) < 0} seklinde ifade edilmis olsun. Burada, V,,; = inf,c » f(x) belirleme problemine

DME kisitlamalariyla optimizasyon problemi denir.
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Bazi temel 6rnekler vermek gerekirse;

Ornek 1 Kararlilik: x: R — R” olmak iizere, zamanla degismeyen dogrusal otonom bir

sistem
Xx=Ax AecR™ (2.37)

seklinde tanimlanmig olsun. Bu tiirden bir sistem ancak ve ancak limy_.x(t) = 0
saglaniyorsa asimtotik kararlidir. Aciktir ki X = 0 ve ATX + XA < 0 esitsizliklerini
saglayan oyle bir X = X7 bulabilirsek bu sistem asimtotik olarak kararhdir. Aslnda
bu énerme V(x) := x' Xx Lyapunov fonksiyonuyla gosterilmektedir. Oyleyse sistemin
asimtotik kararlilik problemini

-X 0

0 aTx+xa |30 (2.38)

gibi bir DMEnin ¢oziimiine ait varlik problemine indirgeyebiliriz.

Ornek 2 p Analizi: Cogu zaman p analizinde, bir M matrisine karsin ||[DMD™'|| < 1

esitsizligini saglayan kosegen bir D matrisinin aranmasi problemi ile karsilagilir.

IDMD™ Y| <1< D TM"D"DMD™! <1 (2.39)
~— M"'D"DM < DD (2.40)
e MIXM—-X <0 (2.41)

Burada, X := DT D > 0 dir. Bu 6rnekteki problemde belirtilen kistaslar altinda bir matrisin

varliginin incelenmesi bir DME varlik problemidir.

Ornek 3 Tekil Deger Minimizasyonu: F : X — S tanimh 1lgm bir fonksiyon, Guax(-)
ifadesinin de gergek simetrik bir matrisin en biiyiik tekil degerini gosterdigini kabul edelim.
Bu durumda tekil deger minimizasyon problemini x tizerinden f(x) := Gqar(F (x)) gibi bir

fonksiyonun minimizasyonu olarak tanimlayabiliriz.

f(xX) <7 = Anax (FT(0)F (x)) < 7 = %/ (FT(x)F(x)) —yI <0 (2.42)
— { F;/fx) F )E;‘) ] =0 (2.43)
Simdi
|7 __| 7 F(x _
yi= {x} G(y) == [Fr(x) v } gy)=v (2.44)

tanmimalamalarini yapmis olalim. Bu durumda x {izerinden f gibi bir fonksiyonu minimize
etme problemi, G(y) < 0 kistasini saglayan her y tizerinden g’yi minimize etme problemine

doniigiir. Bundan dolay1, bu problem de bir ¢esit DME ile optimizasyon problemidir.
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Ornek 4 Durum Geribesleme Problemi: Zamandan bagimsiz
X=Ax+Bu i=1,2,...,k (2.45)

gibi k tane dogrusal zamanla degismeyen sistem tanimlayalim. Burada, A; € R™" ve
B; € R™" geklindedir. Problem, k adet otonom x = (A; 4+ B;F)x, i = 1,...,k sistemi
u = Fx durum geri besleme kurali ile asimtotik kararli kilan F statik kazan¢ matrisinin
belirlenmesidir. Ornek 1 den yola cikarak gibi tiim iler icin

X; =0
{ (A; +B;F) X; + X;(A;+B;F) <0 (2.46)

matris esitsizliklerini saglayan F ve X; matrislerini buldugunuzda problem ¢6ziilmiisg
olacaktir. Ancak X; ve F matrisleri bilinmeyen oldugu siirece, tanimlanan bu esitsizlikler
DME degildir. DME sistemlerine déniistiirebilmek icin bir yol ¥ = X! ve K = FY gibi
yeni degiskenler tamimlayip yukaridaki esitsizlikleri tekrar yazmaktir. Bu durumda elde

edilen esitsizlikler bilinmeyenler {izerinden dogrusal olacaktir.

Y>>0
{ AY +YAl +BK+K'BI <0 - (2.47)

Goriildiigii gibi ¥ ve K degiskenlerine sahip DMEler elde etmis olmaktayiz. Durum
geribesleme problemimiz, (2.47) DMElerinde Y ve K matrislerinin varliginin incelenmesi
problemine déniismiistiir. Bu durumda kontrol problemin ¢oziimiiniin F = KY ! olacag

aciktir.
2.5 DMElerin Coziim Yontemleri

2.5.1 Elipsoid Yontemi

Elipsoid algoritmasi diger algoritmalar ile karsilagtirildiginda, numerik olarak daha
dayanikli ve uygulanabilirligi ile 6n plana ¢ikmaktadir. Ancak bu yontemin dezavantaji

biiyiik 6lgekli optimizasyon problemlerinde oldukga yavag caligmasidir.

Bu boliimde, DMElerin kullanim alanlarindan ¢éziimiin varligi probleminin bu algoritma

ile nasil ¢ozlimlenebildigine dair temel noktalar: inceleyecegiz.

F :R" — S tamimh ve 1lgin bir fonksiyon olsun. Ayrica optimum degerini V,, =
infycrn f(x) olarak tammladigimiz f(x) := Apgx(F (x)) fonksiyonunu ele alalim. Bu noktada

F(x) < 0 sartinin saglanmasimin ancak A, (F(x)) < 0 durumunda gergeklenebilecegini
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hatirlatmakta fayda vardir. Aciktir ki DME F(x) < 0 ancak ve ancak V,, < 0 iken

gerceklenebilir. V,,; > 0 oldugu durumda ise olas1 degildir.

Tekil deger minimizasyonu oOrneginde tammlanan y = col(y,x) € R vektoriinii ve
dogrusal maliyet fonksiyonu olan g(y) := v y1, digbiikey kiitmemiz . := {y € RxX|G(y) < 0}

iistiinde tamimlayalim. Burada

G(y) = - { Fgléx) F;f) } (2.48)

seklinde 1lgin bir fonksiyondur. F(x) < 0 DMEsinin ¢6ziimiiniin varligi, optimizasyon
probleminde digbiikey . kiimesi {izerinde minimize edilen g maliyet fonksiyonun optimum

degerinin isaretiyle belirlenmektedir.

Algoritmadaki birinci adima g digbiikey fonksiyonunu uygulayip, gmnin y;, € &
noktasindaki g; altgradyanmi belirlenir. g fonksiyonu dogrusal oldugu siirece, yi
noktasindaki g'nin altgradyani k ve y; dan bagimsiz olarak tektir ve gk = col(1,0,...,0)

seklindedir. Elipsoid algoritmasinin geri kalan adimlar1 artik kolaylikla uygulanabilir.

2.5.2 i¢ Nokta Yontemi

Digbiikey optimizasyon konusundaki en biiylik ve 6nemli bulug, i¢ nokta yonteminin
bulunmasidir. Nesterov ve Nemirovskii (1994)’nin ¢alismast DME problemlerinin gergekgi

ve uygulanabilir bir anlam kazanmasini saglamigtir.

Algoritmanin ana fikri su sekilde 6zetlenebilir: F 1lgin bir fonksiyon ve minimize etmek
istedigimiz f: . — R, . := {x|F(x) < 0} uzayinda tamimh bir digbiikey fonksiyon olsun.
Optimize etmek istedigimiz digbiikey problem ise

Vop = Inf f(x) (2.49)

olsun. Bu problemi ¢ozebilmek i¢in (optimum veya optimuma ¢ok yakin ¢oziim) 6ncelikle
bir bariyer fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon agagidaki ozelliklere haiz olmalidir:

e “’nin iginde kesin digbhiikey olmali,

e “’nin icindeki birbirini takip eden {x,}7 , noktalar: boyunca 4o yaklagildiginda,

fonksiyon da .¥’nin sinirina yakinsamalidir.

Yukarida belirtildigi gibi @ gibi bir bariyer fonksiyonu verildiginde, x € . kogsulundaki

f(x) fonksiyonunun minimizasyonu geklindeki kisitlamali optimizasyon problemi,

fi(x) :=tf(x)+0(x) (2.50)
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seklindeki kisitlamasiz bir optimizasyon problemine doéniismiis olur. Buradar > 0 dir ve
ceza parametresini simgelemektedir. Ayrica f; fonksiyonu R” de kesin digbiikeydir. Temel
fikir f; fonksiyonunun x(7)’sini herhangi r > 0 aninda minimize edebilecek t — x(t) ye uygun
eslemeyi belirlemektir. Kisitlamasiz optimizasyon problemi ¢éziimii i¢in kullanilan hemen

hemen tiim i¢ nokta yontemlerinde Newton-Raphson iterasyon teknigi kullanilir.
Eger F(x) <0 gibi bir DMEnin ¢oziimiiniin varhgr problemi ile kargi karsiyaysak, burada
f fonksiyonun bir roli yoktur.

Olas1 bariyer fonksiyonlarindan biri logaritmik fonksiyondur. Bir bariyer fonksiyonu

logaritmik fonksiyon olarak

_F(x-! Es
0(x) = {logdet F(x) Egerx € .7 2.51)

oo tiim diger durumlarda

. kiimesinin bos olmadigi ve siirh oldugu kabul edilirse, @ kesin digbiikey olur ve .%
tizerinde bir bariyer fonksiyonu olur. Bu durumda @ fonksiyonunun minimumunu tegkil
eden x,); ¢Ozlimiiniin tek olarak var oldugu gosterilebilir. Aciktir ki bu nokta . kiimesinin

icindedir ve .#’in ¢oziim kiimesinin analitik merkezi olarak adlandirilir.

Xopr noktast genellikle klasik Newton iterasyonunundan kolayca

Xpa1 =X — (0" (x)) 710 (e (2.52)

seklinde hesaplanabilir. Buradaki @ ve 0" ifadeleri sirasiyla @’nin gradyam ve Hesiyanim

gostermektedir.

Eger F(x) < 0 gibi bir DME ye bagh f(x) fonksiyonun minimizasyonu problemi bagka bir

degisle
. 1 0
Fi(x) = { f(x()) ! P ] <0 (2.53)

DMEnin ¢Ozlimiiniin varhigi problemi geklinde de ifade edilebilir. Burada ¢t > g :=
inf,c o f(x) ceza parametresidir. Aym bariyer fonksiyonunu kullandigimizda, kisitlamasiz

optimizasyon problemimiz

g:(x) :=logdet —ﬁt(x)_l =log % +logdet —F(x)_l (2.54)
—— 0)6)

0o (1—f(x))

fonksiyonunun minimizasyonu olarak sekillenmektedir.
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3. KAZANC PLANLAMALI KONTROL VE SOZDE DPD SISTEMLER

Bu béliimde Kazang Planlamali Kontrol teknigi, Dogrusal Parametreleri Degigen (DPD)
sistemlerin olusturulmasi, DPD sistemlerin Lyapunov fonksiyonu tabanh kararlilik analizi
ve dogrusal olmayan sistemlerin sézde DPD modelleme ile olusturulmasi konularina

deginilecektir.

Gegmis yillardan giintimiize dogru ilerledikge, kazang planlamali kontrol ve DPD sistemler
tizerine yapilan akademik caligmalarin hizla arttigi goriilmektedir. Bu hizh ilgi artigindaki
en 6nemli etken, konu ile ilgili yeni teorik formiilasyonlarin gelistirilmesidir. Ote yandan,
Dogrusal kontrol teorisinde gelistirilen etkin analiz ve tasarim yontemlerinin, dogrusal
olmayan problemlere sézde-DPD sistemler iizerinden c¢o6ziim getirebilmesi de, ayrica

konunun ilgi ¢gekmesine yol agmaktadir.

3.1 Kazan¢ Planlamali Kontrol

Bir cok sisteme ait kontrol problemi kazanc planlamali olarak gosterilebilir. Ornegin,
dogrusal olmayan kazancin, ters kazang fonksiyonu ile kompanzasyonunu i¢inde bulunulan
calisma noktalasina ait kazancin anahtarlanmasiyla olusturulan yapiyi, kazang planlamal
kontrol olarak tanimlayabiliriz. Bundan bagka, bir ¢ok kontrolciiniin anahtarlanmasi
veya birlegtirilmesi ile olugsan yeni kontrolciiyli de kazang¢ planlamali kontrolor olarak
gosterebiliriz. Ancak, bizim ilgilendigimiz kazang¢ planlama teknigi ise sistemin degisken
parametrelerinin o anki durumuna gore kontrollor katsayilarinin siirekli olarak degistigi
tipdir.

Temel olarak dogrusal olmayan bir problemin kazang¢ planlamali tipte ¢6zimiini
gergekleyebilmek icin dort asama gerekir. Elbette her asamanin teknik olarak alt dallar:

mevcuttur, ancak burada genel bir tanimi verilecektir.

[Ik asama, dogrusal olmayan yapmin Dogrusal Parametreleri Degigen tipte
modellenmesinden olugur.  Tarihsel olarak bu modellemeye baktigimizda siklikla
kullanilan teknigin, sistemin denge noktalarinda bir bagka ifadeyle ¢aligma noktalarinda
veya tespit noktalarinda Jakobiyen dogrusallagtirmasi tizerine kurulu olan yaklagim oldugu
goriilmektedir. Bu da dogrusallagtirilmig planlama olarak tanimlanan, dogrusallagtirilmig
yapinin parametriklestirilmig halini vermektedir. Belirttigimiz bu parametrizasyon, sistem

icindeki degiskenler, fonksiyonlar veya harici sinyaller gibi planlama degiskenlerinin sabit
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degerleri ile iligkilidir. Modelleme i¢in dogrusallagtirmadan bagka bir yol ise sézde-DPD
modelleme teknigidir. S6zde-DPD model, dogrusal olmayan ifadelerin zamanla degisen
parametrelere doniistiiriilerek, sistem dinamiklerinin tekrar yazilmasiyla elde edilir.
Bu parametrelere, planlama parametreleri de denir. Dogrusal olmayan genel yapilarin
durumuna gore, sézde-DPD tipinde modellemede, sistem dinamiklerinin Jakobiyen

dogrusallagtirlmasina ihtiyac yoktur.

Ikinci adim, bir énceki adimda dogrusallagtirma yolu ile veya sézde-DPD modelleme
teknigi ile elde edilmis dogrusal parametreleri degisen sistem i¢in, dogrusal denetleyici
tasarimini icermektedir.  Tasarim islemi dogrudan dogrusal parametreleri degigen
sistem icin olabilecegi gibi, planlama parametresinin ¢aligma bolgelerinde elde edilecek
kontrolciilerin birlesimiyle de yapilabilinir. Geg¢migte ¢ogunlukla sabit degerler igin,
istenilen kapali cevrim performansini saglayabilecek kontrolciilerin birlegimi teknigi
kullanilmigtir.  Yeni teknikler ise zamanla degisen parametrenin yoriingesi boyunca

istenilen performansin gergeklenmesi mantigi tizerine kuruludur.

Gergek kazang planlamasi {i¢lincii adimda yapilmaktadir. Bu adimda sistemden ol¢iilerek
elde edilen degigsken parametrenin durumuna gore elde edilen dogrusal kontrolciiniin

katsayilar1 veya kontrolcii kazanglar: iligkilendirilir.

Son asama, performans degerlendirmesidir. Kazan¢ planlamali kontrolciiniin yerel
kararlilik ve performans 6zelliklerine analitik olarak tetkik yapilarak ulagilabilinir. Yerel

olmayan performans hakkindaki bilgiye ise benzetim sonuglariyla ulagilir.

3.1.1 Kazanc Planlamanin Ozellikleri

Kazang planlama tekniginin bir c¢ok oOnemli 06zelligi vardir. Bunlar1 su sekilde

siralayabiliriz:

e Kazan¢ planlamali yaklagim zor dogrusal olmayan problemlerde giiclii dogrusal
tasarim araclarinin kullanilmasina imkan saglamaktadir.  Belirtilen bu kolaylik,
hem dogrusallagtirma kullanildiginda, hem de s6zde-DPD modelleme yapildiginda
gecerlidir.

e Zaman calisma bdlgesinin ve frekans calisma bdélgesinin 6zelliklerinin karigimi gibi
en oOnemli performans oOzelliklerini, en azindan, yerel olarak dogrusal ifadelerle

gosterilebilmektedir.
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e Kazan¢ planlamali teknik, sistem modeli iizerinde kati sekilde kabullere gereksinim
duymamaktadir.  Ozellikle, sistem bilgilerinin sl oldugu ve sadece birkag
denge noktasi hakkinda bilgi edinebildigimiz durumlarda, dogrusal planlama

kullanilabilmektedir.

e Kazan¢ planlamali tasarim yaklagimi, tiim kontrol probleminin ayrigtirilmasi igin
dogal olarak uyumludur. Buradaki ayrisim tipik bir hiyerarjik ayrigim degildir ve

alt problemlerin birbirleri ile olan iligkisi planlama degiskenleri ile saglanmaktadir.

e Kazang¢ planlamali yaklagim, calisma durumundaki degisimlere ¢ok ¢abuk bir gekilde

cevap verebilir.

e Planlama yaklagiminin dogrusallagtirmasinin hesaplama yiikii, genelde dogrusal
olmayan diger tasarim yaklagimlarindan cok azdir. Diger tarafdan sézde-DPD
yaklagiminin hesaplamasi yogun olmasina kargin, kararliligi ve performans ozelliklerini

garanti eder.

Bu ozellikler, kullanicilar1 genig bir yayilimla uygulamaya tegvik etmigtir. Yaklagimin
sinirlarinin - kolay anlagilabilir hale gelmesi, son zamandaki arastirmalar1 motive

etmektedir..

3.2 Dogrusal Parametreleri Degisen (DPD) Sistemler

Belirsizlik iceren sistemlerden farkl olarak, parametreye bagiml sistemler, kesin degerleri
bilinmeyen zamanla degisen parametrelerin, c¢alisma siiresince gergek zamanli olarak
oOlglilmesi ve/veya hesaplanmasi ile olugturulan sistemlerdir. Dogrusal parametreleri

degigen bir sistemi, kompakt bir kiimeden gelen p(¢) gibi degisken parametrelere sahip,

X A(p) | Bi(p) Ba(p) x
z | =| Ci(p) | Dui(p) Dri2(p) w (3.1
y G(p) | Dau(p) O u

bir yapi ile ifade edebiliriz.

3.1 nolu boliimiin ikinci adiminda belirtildigi gibi, yeni tekniklerin, degisen parametrelerin
yoriingesi boyunca istenilen performansin gerceklenmesi mantigi iizerine kurulu oldugu
diigiiniildiigiinde; tasarlanacak kontrolciiniin de performans ¢ikigi diginda harici bir girig
olarak olciilen parametre bilgilerine gergek-zamanli olarak ihtiya¢ duyacagi agikardir.
Oyleyse, kontrol edilmek istenen yapi ve kontrolciiden olusan genel sistem sekil3.1de

goriildiigii gibidir.
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K(p) [~ 77

Sekil 3.1: DPD Yap1 ve DPD Kontrolciiniin olusturdugu sistem.

Sekil 3.1 deki sisteme ait Olgiilebilen parametreler, sistem igersinde ilgin bir sekilde
bulunduklarinda, bu sisteme ait kararlilik analizi i¢in parametrelere bagh Lyapunov

fonksiyonunu

V() :=x"X(p)x (3.2)
seklinde segilmis olsun. Ayrica kapali ¢evrim sistemi de

x=Au(p)x (3.3)

seklinde gosterilsin. Bu durumda kapali ¢evrim sistem ancak ve ancak

_dX
X(p)Au(p) +AuX(p)+p 5 <0 (34)

X(p)Akl(p) +A,7;1X(p) +Ba)§—i)p)

matris esitsizliklerini birlikte saglayacak pozitif tamimh X (p) bulunabiliyorsa, tistel kararl

<0 (3.5)

olur.
Burada sirasiyla p ve P parametre degigiminin iist ve alt siirim géstermektedir.

Parametre degisimlerinin simirlarinin da bilinmesi durumunda, sistem igin iiretilen
¢Ozlimiin tutuculugu azalacaktir. Ancak pratikte bu smirlarin bilinmesi o kadarda
miimkiin olmayabilir. Iste bu durumlarda parametre degisimine ait ifadeler, sanki

parametreler sabitmis gibi diistiniilerek, sifir kabul edilir.



23

3.2.1 Sozde-DPD Sistemler

Bu yaklagim, sistem icersindeki dogrusal olmayan ifadelerin tekrar yazilarak sistemin
zamanla degisen planlama parametreleri haline getirilmesi temel mantig: {izerine dayanir.
Dogrusal olmayan bu ifadeler sistem durumlarimi da igerebilirler. Bahsi gegen durum
veya durumlarin olusturdugu dogrusal olmayan ifade yeniden isimlendirilerek, icereginde

barindirdigi durum veya durumlar ile birlikte kullanilirlar.

Sozde-DPD yaklagimi, dogrusallagtirma yaklagimindan farkli olarak bir denge veya
calisma noktasina ihtiya¢ duymaz.  Bu bakimdan, sistemde dogrusallagtirmadan

kaynaklanan bilgi kayiplari, bu yaklagim ile modellenmis sistemlerde bulunmaz.

Bu alt boliimiin devaminda, S6zde-DPD yaklagimi ile dogrusal olmayan baz sistemlerin
dogrusal parametreleri degisen tipte modellenmesine iligkin 6rneklere yer verilmigtir.
Ancak, yapilan tez g¢aligmasinda kullanmilan ters sarkaga ait Soézde-DPD tipteki

modellemeye 5nci boliimde yer verilmigtir.
Ornek 1: Bir dogrusal olmayan sistem
X1 = sinx +xp, Xo=x1x2+Uu (3.6)

seklinde tanimlanmis olsun. Bu modelde goriildiigii gibi sinx; ve x;x, ifadeleri hem sistem

durumlari olan x; ve x,’yi igermekte, hem de dogrusal olmayan kisimlar: olugturmaktadir.

Sozde DPD model gosterimi i¢in bir alternatif

sinxg 0
x=A(x)x+Bu=| % x+ u, 3.7)
X2 0 1

seklindedir. Sistem durumlarinin hepsine ulagilabilsede, bu gosterim kazang planlamali
kontrol i¢in ¢ok ta uygun degildir. Ciinkii, sistem matrisi olan A matrisi, Ol¢iilebilen
parametre olarak her iki durumu da igermektedir. Buna karsin sadece x; durumunu

iceren

. [ s 0
x-[g xllx—’—[l}u’ (3.8)

bir gosterim kontrolcii tasarimi i¢in daha uygun olacaktir. Sonugta (3.6) nolu ifadede
gosterilen dogrusal olmayan sistem, olgiilebilen x; gibi bir parametre ile (3.8) S6zde-DPD

model olusturulmug olur.

Bu 6rnekte oldugu gibi, S6zde-DPD model icin birden cok secenek olabilir. Iste bu

durumda iglem yiikiinii hafifletecek tipte olan yapinin secilmesi uygun olacaktir.
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Ornek 2: Fiizenin boylamsal dinamigine ait dogrusal olmayan modeli ele alalim.
& =MCy(at,8,M)coso+q,  §=MCplo,8,M), (3.9)

Burada o(r) saldir1 agisii ve g(7) yunuslama oranini gostermektedir. M(z) harici degisken
olan mach numarasimi ve §(¢) de kuyruk sapmasini sembolize etmektedir. Ayrodinamik
sabitler olan C,(a,6,M) ve Cy(a,8,M) ifadeleri ampirik olarak kuyruk sapmasi ile
dogrusal iligkili olup

Co(at,0,M) =c,(a,M)+d,6 Cp(a,6,M)=cp(a,M)+d,d (3.10)
seklinde ele alimmigtir. Ayni zamanda kontrolcii ¢ikiginin yapisinin
n =KM*C,(a,8,M), (3.11)

seklinde oldugu varsayilmigtir. Ifadedeki K sabittir.

Sisteme ait sozde DPD modeli elde edebilmek igin sistem degiskenlerini

A

é:q_Qe(a,M), 6:5_5€<a7M)7 ﬁ:n_ne<a7M)7 (312)

seklinde degistirilerek o anki degerler ile denge noktalari arasindaki sapma sembolize

edilmistir. Bu degisiklikten sonra sistem durumlarina ait dinamik

a = é+Mdncosa3,

A 3 e 5 A 8 e ) N a e ) y

§ = —2eEM Gt (MPd, — Mdy cos a2 M) ) § — 20l yy, (3.13)
i = KM?d,o,

seklini almaktadir. M yeni bir bozucu girisi gibi goriilmektedir. Sistemde gercek-zamanl

olarak olgiilebilen parametreleri de o ve M olarak belirledigimizde, sézde DPD gosterimi

& 0 1 0 bra(G1,52) ‘;
g | =10 ax(o),02) bip(01,02) by(01,02) IYAE (3.14)
f) 0 0 0 dy(07) 5

seklini alir.
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4. EYLEYICI DOYUMU

Bu boliimde doyumlu eyleyicilere sahip sistemler iizerinde yapilan ¢aligmalara ait 6rnekler

verilmig ve bu sistemlerin %, kazang kararliligi, DME araci kullanilarak incelenmigtir.

4.1 Giris

Gergek diinyadaki eyleyici iceren geri-beslemeli kontrol uygulamalarinda, eyleyiciler
iizerinde ¢ok kati genlik ve degisim sinirlamalari bulunmaktadir. Pratikte, herhangi
fiziksel elektromekanik bir aygit kullaniciya sinirli kuvvet, tork, strok, akis kapasitesi veya
dogrusal /agisal oran saglayabilmektedir. Eyleyici limitlerini gz ardi eden denetleyici
tasarimlari, beklenilmeyen gecici hal cevaplar ile kargilagilmasini miimkiin kilmakta,
kapali ¢evrim performansini diigiirmekte ve hatta kapali ¢evrim kararsizligina dahi yol
acabilmektedir. Ornegin, yiiksek manevra kabiliyeti gerekli olan ileri taktik muharebe
ucaklarinda, eyleyici tizerindeki genlik ve degisimindeki doyum, ugus performansini
diislirmekte ve hatta oltimciil arizalara yol agabilmektedir. Bu bakimdan, eyleyici
doyumlari, bir¢ok dogrusal ve dogrusal olmayan kontrol tasarim tekniginde temel
sinirlamalar olusturur. Bu nedenle, bu konu ile ilgili olarak arastirma sayisi giderek

artmaktadar.

Konuyla ilgili ilk arastirmalar, kontrol doyum probleminin optimal kontrol teorisi ile
¢oziimii (Hsia, 1967), anti-windup kompansasyonu (Astrom ve Rundqwist, 1989), hata
yonetimi yaklagimi (Kapasouris vd., 1988), Ricati ve Lyapunov tabanl yar1 veya global
kararli kilicilar, sinirli reel, pozitif reel ve mutlak kararlilik gibi teori ve yaklagimlarin
uzantilarini birer ¢alisma alani olarak ele alinmigtir. Literatiirdeki bu oncii caligmalar ve
su anki gelisimlerin yonelimi doyumlu eyleyiciler hakkinda zengin cesitlilikte tekniklerin
olugsmasini saglamigtir. Giliniimiizdeki ¢aligmalarda ise, doyumlu eyleyicili ileri kontrol
tasarim teknikleri adi altinda performans kaybi, bozucu bastirma, belirsizliklere ve zaman
gecikmelerine kargin dayaniklilik, c¢ekim bolgesinin kestirimi ve degisim doyumu gibi

sorunlara deginilmektedir.

Biz bu boliimde, konu hakkindaki giintimiizdeki ileri geligmeleri inceleyecegiz. Burada,
daha ziyade tutucu ¢oziimler icermeyen, matematiksel olarak formalize edilebilmig ve

etkin algoritmalara sahip tekniklere deginilecektir.
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Barbu vd. (2000) eksponansiyel kararsiz modlar igeren dogrusal sistemler igin giriglerde
genlik ve degisim doyumu oldugu durumda anti-windup kontrolcii tasarimini ele
almiglardir. Bu caligmada yazarlarin konuyla ilgili 6ncii caligmalarindaki yerel ve global
kontrolciilerden bahsedilmistir. Ozellikle bu yayinda doyumlu ve eksponansiyel modlar
iceren dogrusal sistemler i¢in yapilan anti-windup tasarimi, genis bir ¢aligma bolgesinde
tatmin edici sonuclar vermistir. Ayrica bu calismada bu tipte bir sistem igin yerel
performans ve global kararliligin saglanabilmesi icin gerek kogullar gosterilmigtir. Son
olarakda doyumlu eyleyiciler igeren kararsiz bir uc¢agin manuel ugus kontrol ornegi
verilmigtir. Bu Ornekte agresif manevralar altinda sistemin kararhiliginin devamlilig

gosterilerek onerilen kontrolciiniin faydasi belirtilmigtir.

Eun vd. (2001) ise dogrusal tasarimda kiigiik olabilecek performans kayiplari igin
eyleyici doyumunun seviyesi iizerine yogunlasmiglardir. Genel stokastik dogrusallastirma
metodolojisinin yeni bir uygulamasi olarak dogrusal olmayan eyleyici doyumuna
sozde dogrusal kazanc yaklasimi yapilmustir.  Ozellikle, kabul edilebilinir doyumlu
eyleyici seviyesi, performansdaki azalmanin stokastik dogrusallagtirma kullanilarak elde
edilmesiyle belirlenmigir. Sonug ifadesinde kabul edilebilinir doyumlu eyleyici seviyesi
performans kayiplari cinsinden bir fonksiyon olarak gosterilmektedir. Bu fonksiyonu
pozitif reel sayilar ile sistemin dogrusal kisminin Nyquist grafigi ve kontrolcii ¢ikiginin

standart sapmasiyla olusturmuslardir.

Hu vd. (2000a) asimetrik eyleyicilerin pratik problemleri tizerine motive olmuslardir.
Yazarlarin, bu ¢alismadan 6nce, dogrusal eyleyici doyumuna sahip iistel olarak kararsiz
sistemlerin kararliligi ve bog kontrol edilebilinir bolge iizerine yayimlar:t bulunmaktadir.
Ancak onceki ¢aligmalar: simetrik doyumlu egleyiciler ile sinirli oldugundan dolay: gercek
diinyada rastladigimiz asimetrik doyumlu egleyicileri diglamaktadir. Aragtirmacilar bu
caligmalarinda ise asimetrik doyumlu eyleyiciler igeren, iistel olarak karasiz dogrusal
sistemler i¢in bog kontrol edilebilinir boge karakterizasyonunu ve bu bolge iizerinde
kararhihigi gostermislerdir. Oncelikle, kesin erisilebilinir simirlar iceren diisiik dereceli
dogrusal sistemlerin harici kontrol girigleri ile olusturulan yoriingeler gosterilmigtir.
Daha sonra, kesin kogullar altinda kapali yoriingenin ¢ekim bolgesinin sinir1 oldugu
gosterilmigtir.  Son olarak da, dogrusal karesel kontrol etkisi altinda kararsiz ikinci
dereceden bir sistemin ¢ekim bolgesinin yiiksek kazang geribeslemesi kullanilip keyfi olarak

genigletilip bog kontrol edilebilinir bélgeye yaklagtirilabilinecegi ispatlanmigtir.
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Iwasaki ve Fu (2002) kontrol giriglerinin genlikleri sinirh olan zamandan bagimsiz dogrusal
sistemler i¢in dinamik c¢ikis geribesleme kontrolciisiiniin bolgesel 745 performans sentezi
ile ilgilenmiglerdir. Kapali ¢evrim kararliligini ve 5% performansini saglayabilmek igin
aragtirmacilar daire ve dogrusal analiz tekniklerini kullanmiglardir. Daire teknigi, durum
uzayinda eyleyicilerin doyumlu oldugu bélgelerde uygunken; dogrusal analiz teknikleri,
doyumun aktif olmadigr bolgelerde kullanilmigtir. Sonug olarak ileri siiriilen yontemin

dogrusal analiz metoduna gore performansi geligtirdigi gézlenmigtir.

Jabbari (2001) ¢aligsmasinda Dogrusal Parametreleri Degisen (DPD) sistem yaklagimi
igersinde bozucu bastirma probleminde olugan eyleyici kapasitelerinin sinirlamalar {izerine
yogunlagmistir. Yayin, doyumlu eyleci kontrol probleminin, kisitlamasiz DPD problemine
doniigtiiriilmesiyle baglamaktadir. Daha sonra, sabit Lyapunov fonksiyonu yaklagimiyla
politopik DPD sistemler icin ¢ikis geri besleme problemi ele alinmigtir. Sabit Lyapunov
fonksiyonu iizerine kurulu DPD tasarimdan kaynaklanan tutuculuk sorununu asabilmek
icin parametrelere baglh DPD kontrol metodolojisi c¢alismanin 6nemli bir yoniidiir.
Caligma, DPD kontrol tasariminin, giris genlik ve degisim doyumu probleminin iistesinden
gelebildigi gostermektedir. Ayni zamanda, planlamali kontrol tasarim yaklasiminin da
ayni problemin iistesinden gelebildigi gosterilmistir. Iki numerik 6rnekle énerilen kontrol

metodolojisinin etkinligi belirtilmistir.

Pan ve Kapila (2001) doyumlu eyleyicilere sahip ayrik zamanli sistemler iizerinde
calismuglardir. Onceki caligmalarin esas katkisinin siirekli zamanh sistemler icin oldugu
belirtilmis ve bununla birlikte gercek pratik uygulamalarin giintimiizde dijitallegtigi
vurgulanmigtir. Bu c¢aligmalarinda, doyumlu eyleyici genligi ve degisimi iceren ayrik
zamandaki sistemler icin DME formiilasyonuyla durum geri besleme ve ¢ikis geri besleme
kontrolciisii tasarimina deginmiglerdir. Bundan bagka, tutuculugu azatacak kararlilik
carpanlarinin belirlenmesi igin direk bir metodoloji belirtmiglerdir. Yayinlarini, 6énerilen

kontrolciiniin verimini gostermek iizere iki numerik 6rnek ile sonlandirmiglardir.

Pare vd. (1999) doyumlu geribesleme sistemleri igin yerel kararhlik ve yerel performans
sentezi tizerinde durmuglardir. Caligmalarinda 6zellikle {i¢ farkli performans 6lgiitii igin
doyumlu geri besleme sistemleri i¢in optimal kontrolcii tasarimini formalize etmislerdir.
Bu ¢ performans oOlgiitiinii; ¢ekim bolgesi, bozucu bastirma ve % kazang olarak
siralayabiliriz. Ortaya ¢ikarilan optimal kontrolcii tasariminin temelleri Popov kriterlerine

ve doyumlu yapinin sektor sinirlamali dogrusal olmayan yapisina dayandigi goriilmektedir.
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Sonucta, elde edilen optimal kontrolciiniin karakterizasyonunda, DME ler ve Dogrusal

Olmayan Matris Esitsizlikleri kullanilmigtir.

Tarbouriech ve Garcia (2002) Ricati ve DME tabanl yaklagimla, pozisyonu ve degigimi
doyumlu eyleyicili, belirsizlikler igeren sistemler igin dayanikli c¢ikis geri besleme
kontrolciisii tasarlamiglardir.  Onerilen kontrolcii; normu sinirli, zamanla degisen
parametrik belirsizlikler iceren sistemler i¢in dayanikli kararlilik ve dayanikli performans
saglamaktadir.  Buna ilaveten, Onerilen kontrol metodolojisi, acik c¢evrim kararsiz
sistemlerin yerel kararliligini da saglayabilmektedir. Bu c¢aligmalarinda ayrica eyleyici
doyum problemine iligkin yeni bir yaklagim yaparak, dogrusal olmayan doyum ifadesini
politopik bir sekilde gostermislerdir. Onerilen teknigin etkinligi iki numerik 6rnek ile

pekistirilmigtir.

Wu vd. (1998) genligi doyumlu eyleyicili sistemler i¢in geribesleme problemini
incelemislerdir.  Ozellikle, calismada DPD tasarim aracimi kullanarak sistematik bir
anti-windup kontrol tasarim metodolojisi ortaya cikarmiglardir. Geleneksel iki adimlh
tasarimdan tstiin olarak; onerilen teknik, indirgenmis .5 kazang kontrolciisiinii igermekte
ve doyum gosterge parametresini kullanarak DPD kontrolciiyii planlamaktadir. DPD
kontrol kurali gelistirilirken DME araci se¢ilmig ve tiretilen egitsizlikler kolaylikla i¢ nokta
algoritmasiyla ¢oziimlenmigtir. Etkinligini gostermek tizere iki adet dogrusal olmayan

doyumlu girig igeren muharebe ugag (F-8) tizerinde boylamsal kontrol yapilmigtir.

da Silva Jr ve Tarbouriech (2005) doyumlu eyleyicilere sahip dogrusal sistemlerde daha
genig bir kararlilik bolgesi elde edebilmek amaciyla bu galismay1 gergeklegtirmisglerdir.
Caligmalarinda, doyumsuz dogrusal sistemi kararhh kilan, dogrusal dinamik c¢ikis geri
besleme kontrolciisinlin tasarimi gz Oniinde tutularak, kapali g¢evrim sisteminin
¢ekim havuzunun kestirimini maksimize etmek amaci ile anti-windup kazanc tasarimi
onerilmigtir. Gorilmistiir ki, kapali ¢evrim sistem igersindeki kontrolcii ve anti-windup
yapisi, Olii bolge gibi modellenebilmektedir.  Daha sonra modifiye edilen sektor
kogullar1, kararlilik kogullarimin karesel Lyapunov fonksiyonu tabaninda elde edilmesi
icin kullanilmistir. Onceki calismalardan farklh olarak ortaya cikarilan kosullar, DME
bigiminde verilmigtir. Son olarak da, oOnceki caligmalar ile olan farklarimin ortaya
gikartilmasi ve Onerilen yontemin etkisinin gozlenmesi agisindan bazi niimerik 6rnekler

verilmigtir.
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Hu vd. (2006) genel geri besleme konfigiirasyonu igersinde, doyumlu sistemler igin, bolgesel
kararlilik ve performans analizini, sistematik Lyapunov yaklagimiyla gelistirmislerdir.
Sistem hakkindaki tek kabullenmeleri tiim cebirsel dongiilerin ve yerel kararliligin iyi
konumlandirilmig olmasidir. Enerjisi sinirli bozucular altinda erigebilir kiimeler, dogrusal

olmayan % kazanci ve ¢ekim bolgesinin kestirimi problemleri iizerinde durulmustur.

Castelan vd. (2006) enerjisi smirh bozucu etksi altinda eyleyicleri doyumlu dogrusal
sistemlerin kontrol problemini ele almiglardir. Giristen duruma kapali ¢evrim kararlhiligini
ve kapali ¢evrim sinirh kazang % kararlihigimi saglayacak durum geri besleme kazancinin
belirlenmesinde DME kistaslarini ortaya g¢ikarmiglardir. Karasel Lyapunov fonksiyonu
kullanilarak elde edilen bu kistaslar icin temelde iki ara¢ kullanilmigtir. Bunlardan
birincisi; dogrusal olmayan sektor kistaslarini gozoniinde tutan modifiye edilmis sektor
kistaslar; ikincisi ise, ¢oklu amag Olgiitleri altinda olabildigince en az tutucu calisma

bolgesini ortaya ¢ikarabilecek Finsler yardimec: teoremidir.

4.2 Doyumlu Eyleyicilere Sahip Sistemlerde > Kazan¢ Kararhih@

Amag, genel olarak, doyumlu eyleyicilere sahip sistemlerde, smirli enerjiye sahip
bozucularin bastirilmasina iligkin durum geribesleme kontrolciisiinii, DME kistaslar:

kullanarak, ¢coklu amag olgiitleriyle hesaplamaktir. Bu dogrultuda,

x=A(a)x+ By(o)w+ Byu

z=C(at)x 4.1)
sistemini ele alalim. Burada x € R" durum vektoriini, u € R™ kontrol vektoriini, z € RP'nin

sozde performans qikiglarim (kontrol edilen ¢ikig) gostersin. Ayrica w € £5/[0,00) smirh

enerjiye sahip bozucu girigleri sembolize etsin. Bu durumda aciktir ki

o 1
||w||§=/ W@ w(Dde <z 0<1/5 < 4.2)
0
kosulunu saglayan & sabiti her zaman bulunabilic.  Diger taraftan o € R¥'nin

gercek-zamanl olarak olgiilebilen ve

N
@z{aeRN:Zocjzl,ajzo,jzl,...,N}. 4.3)
j=1

politopu igersinde zamanla degigsen parametrelerin sahipteliklerini gésteren vektor olsun.

Bu durumda,bu sistemi gosteren politopu

N
P = {(A,BM,BW,C)(OC) : (A,By,B,,,C)(a) = Y j(A,By,B,,C)j 0 € @} . (4.4)
j=1
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seklinde gosterebiliriz.

Durum geri besleme kontrol isaretinin doyumlu olmasina iligkin yapiy1 ise, doyum

fonksiyonu olan sat(-) kullanarak
u = sat (K (a)x) , Ksr (@) € R™" 4.5)

seklinde belirtebiliriz.  Bu durumda, iiretilen bu kontrol vektorii igersindeki, u; =

sat (Ksar; (00)x) seklinde tanimlanmig herbir kontrol isareti, her i=1,...,m ve o0 € ® igin

pi eger Ky, (a)x > p;
Ui = Ksat;(a)x eger —p; < Ksati(a)x < pi 4.6)
—pi eger Ky, (Q)x < —pj

ifadesinde oldugu gibi gosterilebilir. Buradaki p; ifadeleri i. eyleyiciye ait doyum genligini
gostermektedir.
Oyleyse, kapali-cevrim sistemimizi
Y (Ksqr (00)x) := Ky (a)x — sat (Kgr (00)x)
Koo, (0)x —p;i eger Ky, (0)x > p;
V(Ksar(00)x) :=q 0 eger —p; < K, (@)x < pi 4.7)
Ksati(a)x‘l‘pi eger Ksat[(a)x < —Pi
tamimlamalart altinda; dagitilmig, dogrusal olmayan o©li bolge mantig1 ile iligkili

tanimlamay1 kullanarak
x=Aq(a)x — B,y (K (a)x) + By (0)w (4.8)

formunda elde ederiz. Burada A, (o) = A(¢t) + B, K (X).

Bu tanmimlamalar 1siginda, kontrol problemimizi, agagida siralanan ozelliklere sahip,
Kt (@) seklinde tanimlanmig durum geri-beslemeli bir kontrolcii ile %, ] seklinde

tanimlanmus iki kiimeyi verilen & i¢in bulmak geklinde ifade edebiliriz.

K (@) kontrolciisiintin 6zellikleri:

e Ilgili kontol mekanizmasi, w = 0 ve x(0) € .% seklinde herhangi bir ilk kosulda, sistem

yoriingesini asimtotik olarak orjine yakinsamasini saglayacaktir.

e Ilgili kontrol mekanizmasi, w # 0, x(0) € . seklinde herhangi bir ilk kosulda ve (4.2)
koguluna uyan her w bozucusu altinda, kapali ¢cevrim yoriingesinin .7 kiimesi icersinde

siirh kalmasi kogulunu saglayacak; ayrica n > 0 ve b > 0 sabitler olmak {izere (buradaki
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b, ilk kogullar goz ontinde tutuldugunda bias ifadesini gostermektedir) kapali gevrim

sistem performansinin
Iw(e)|3+b V>0 (4.9)

seklinde tanimlanmig garanti edilen bir maliyetten az olmasini temin edecektir.

Tamimlanan bu kontrol problemin ¢6ziimii olan durum geri besleme kazancinin
hesaplanabilmesi i¢in 6ncelikle modifiye edilmig sektér kogulunu kullanabilecegimiz bir

yardimci teorem gereklidir.

Yardimci Teorem 4.1: (da Silva Jr ve Tarbouriech, 2005) i = 1,...,m ve her o € ®
olacak gekilde G(or) € R™ " gibi bir matris ve

(@) = {x € R |[Kyur, (@) — Gi(00)]x| < pi} (4.10)

gibi bir kiime ele alindiginda. Bu kiimeden segilen her x € .7, (a) ile (4.7)’de tanimlanan

V(Ksq (0)x) kullamlarak her o € ® igin
W (Ksar (00)x)" T () (y(Koar (@)x) = G(@)x) <0 (4.11)

esitsizligi herhangi pozitif tanimli diyagonal matris olan T'(a) € R™*™ i¢in gergeklenir.
ispat:(4.7)’deki tanimlamada bulunan {i¢ durumu ayr1 ayri inceleyecek olursak

a) —pi < Kyar,(a)x < p; durumunda tanimlamada goriildiigi gibi y(Kia, (a)x) = 0 olacaktir

ve dolayisiyla
W (Ksar, (0)2)" T 1(00) (W (Ksar,(00)x) = Gi(@)x) = 0 (4.12)

esitligi elde edilecektir.

b) Ky, (0)x > p; durumunda tanimlamadan

W (Kyar, (00)x) = Kgar,(0)x — pi (4.13)
olacaktir. x € .7, () kosulu altinda

Ko, (00)x — Gi(0t)x < p; (4.14)
esitsizligi saglanir. (4.13) ve (4.14) kullanilarak

W (Kyar, (00)x) — Gi(00)x = Kygr;()x — pi — Gi(a)x <0 (4.15)
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esitsizligi elde edilir. y(Kyq;(a)x) > 0 durumunda

W (Ksar,(00)x) " Tii(00) (W (Ksar,(@0)x) — Gi(0)x) <0, VTi; >0
¢) Ksu;()x < —p; durumunda tanmimlamadan

W (Kyar; (00)x) = Kyar; (00)x + pj
olacaktir. x € . (a) kosulu altinda

Ky, ()x — Gi(00)x > —p;
esitsizligi saglanir. (4.17) ve (4.18) kullanilarak

V(Ksar,(a)x) — Gi(0t)x = Kyqr,(0t)x+ pi — Gi(0t)x > 0
esitsizligi elde edilir. y(Kq,(@)x) < 0 durumunda

W (Ko (005)T T (@) (W (Kaa (@0)3) — Gi(0)x) <0, ¥Ti; >0

Bu ii¢ durum incelendiginde goriilmustiirki x € ., (o) kosulu altinda

l[/(Ksati(OC)X)TE"[(OC)(W(Ksati(a)x) —Gi(a)x) <0, VT;; >0, Vi=1,...

esitsizlikleri elde edilir. Olusan yapiy1 (4.11)’deki gibi gosterebiliriz.

Takip eden teorem Castelan vd. (2006) yayiminda faydalamlarak geligtirilmigtir.

,m

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Teorem 4.1: Eger simetrik pozitif tamimh W (a) € R™" matrisi, M(a) € R™*" Y (a) €

R™*" gibi iki matris ve S(a) € R™*™ gibi diyagonal bir matris

W(a) Mi(a)" —Yi(a)" Mi(a)" —Yi(a)"

Ni(o) := * 5P} 0 >0, i=1,...

* ndp;

V(a) —BuS(a)+Y(a)" nBy(a) W(a) Cla)"
—25(ax) 0 0

*
* * -nl 0 <0,
*

(4.23)

(4.24)



33

esitsizlikleri saglayacak gekilde o € ® bolgesinde bulunabiliniyorsa kontrol kazancini
Ko () = M)W () (4.25)
esitligi ile belirlenebilir.
e (4.2) nolu denklemdeki enerjisi sinirh her w(z) bozucu sinyali ve
x(0) € S =E(P(a),B) = {x e R";x" P(a)x < B} (4.26)
kiimesinden secilen her baglangi¢ durumu icin

203 < ZlIw@®) 3+ B, V>0 (4.27)

S| =

ile kapali ¢cevrim sistemi %, kararl kilar.

e Sifirdan farkh her (4.2)nolu denklemi saglayan bozucu sinyali ve x(0) € %) = & (P(«), B)
kiimesinden secilen her baglangic durumu icin, kapal ¢evrim yoriingesi

1 1

A :@@(P(a),—> = {x:xTP(oc)xg ﬁ} %:[pri

7o (4.28)

u

kiimesi icersinde kalir.

e w =0 oldugu durumda, .#} = &(P(a),1/u) biiziilir ve kapali ¢evrim sistemin ¢ekim
bélgesinde kalir.

Ispat: Lyapunov aday fonksiyonu olarak
V(x)=x"P(a)x (4.29)

ifadesini ele alalim. Burada her o € ® igin P(«)” = P() dir. (4.22) nolu DMEler 6nden
ve arkadan diag{W~!(«), 1,1} ifadesi ile carpildiginda,

Wl (@) 0 0 Wia) Mi(a)' ~¥i(a)" Mi(e)" ~Yi(e)" 7 [ W' (a) 0 0
* 10 5P? 0 " 10

| * * 1 * nép? * *x 1

"Wl () 0 0] I Mi(a)" —vi(a)" Mi(a)" —Yi(a)"
x 10 (Mi(a) —Yi(a))W () 5P? 0

| ox x 1] (Mi(a) = Yi(a))W () * ndp?
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ve daha sonra M(o) = Ky (o)W (), Y(a) = G(a)W(a) ve W~ (a) = P(a) degisken
doniigtimlerini yapildiginda,

P(OC) Kyati(a)T_Gi(a)T Ksali(a)T_Gi(a)T

* %p,? 0 >0, i=1,....m (4.31)
x 0 nédp}
matris egitsizlikleri elde edilir. Esitsizlikler schur birlegtirmesi ile tek satira
indirgendiginde,

Pla) — (nélpl? + %) [Ksar, ()T — Gi(@)T|[Kyar, (@) = Gi(@)] >0, i=1,....m (4.32)

esitsizliklerine ulagilir.
1 1
1_py L (4.33)
u né

kogulu altinda .71 (P(ax),1/u) kiimesi igersinden her hangi bir x alimip, (4.32) esitsizlikleri

onden ve arkadan bu durum ile ¢arpildiginda

xTP(a)x —xT (7151;)2 + l%) [Ksar; ()T — Gi(@)T|[Kgar, (@) — Gi(@)]x >0, i=1,...,m

i > (7]61[)12 + Pﬁlz) XT[Ksat,-<a)T - Gi(a)T”Ksati(a) —Gi(a)lx, i=1,....m

1 1 B .
ﬁ+% > (175/3,-2 +P_,-2> T [Kyar, ()T = Gi(@)T|[Ksar, (@) — Gi(@)]x, i=1,...,m (4.34)

ifadesi elde edilir. Denklemin her iki tarafi pi2 ile carpildiginda
25, T T _ (o T o .
pi > x' Ko, ()" —Gi(0)" |[Kyar, () — Gi(@)]x, i=1,....m (4.35)

elde edilir ve bu bize 1/u = +1/nd kosulu altinda .#(P(a),1/u) C .7 (o), Vo €
O ifadesini gostermektedir. Dahasi, g tammindan %y = &(P(a),B) C &(P(a),1/u)
ifadesinide belirtmektedir.

(4.23) nolu DMEnin Schur tiimleyenini aldigimizda, (4.23) nolu esitsizlik,

V(a)+W(a) Cla)'Cla)W(a) —B,S(a)+Y ()T nB, ()

" —25(a) 0 <0, (4.36)
* * —-nl
seklini almaktadir. Simdi, harici & := [xI y(Ks(a)x) w]T gibi bir durum vektérii

belirleyip, W(a) = P(a)™!, S(a) = T(a)™', Y(at) = G(a)P(a)~! tanimlamalarmi

yaptiktan sonra temel cebrik iglemler kullanilarak

V(x)+z'z— %WTW — 29 (K (00)x) T T () (W (K (0)x) — G(00)x) <0, T(ct)>0 (4.37)
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esitsizligi elde edilir. Yardimer teorem 4.1°e gore, eger x € .7, () ise (4.37) nolu ifade
y / 1 /
V(x)+zz—ﬁww< 0 (4.38)

haline gelecektir. Baglangig durumunun x(0) € . seklinde se¢ilmesiyle

d T 1 2 1 1
V(T (@))) < —/0 w(t) w(t)dr +V(x(0)) < E||W||2+B < ——<+p VT (a) >0

< 5 T

(4.39)
ifadesi ortaya ¢ikar. Bundan dolay1 sistem yoriingesi . yoriingesi digina asla ¢ikamaz.
Oyleyse ( 4.22) nolu DMElerin VT (&) > 0, x(T (&) € .%,(@) kosulu altinda saglanmast
teoremin ikinci énermesini ispatlamaktadir. T sonsuza yakmsadigl zaman ise ||z]|3 <
(1/n)|w||3 + B denklemi gergeklenmekte ve teoremin ilk énermesi ispatlanmaktadir. Son
olarak w(t) = 0 oldugunda, her x(t) € .7 igin ifade V(x) < 0 halini alacak ve bu .#

kiimesinin biiziilen bir kiime oldugunu gosterecektir. U
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5. DPD SISTEMLER ICIN YENI ./ NORM HESABI

Bu béliimde, 4. boliimde giriglerden durumlara kararhiligi incelenmis ve %5 kazanci garanti
edilebilinir bir seviyede tutulabilmis (4.1) sistemi i¢in geleneksel yontemlere nazaran daha

az tutucu bir 47 kontrolciisii, durum geri besleme mantigi ile ortaya ¢ikarilacaktir.

% norm hesabi icin sistem ¢ikigi kullanildiginda (4.1) sistemi i¢in .74 normu
2 _ 1 1 h T
163 = Jim E{;, [ ric(e(@c(a)ar}, 5.1
seklinde hesaplanabilir. Buradaki Q(c)
O(a) =Au(a)Q(at) + Q(a)Au ()" + By (a)By ()",  0(0) =0. (5.2)

Riccati esitligini saglamaktadir. Bilindigi gibi geleneksel olarak y > 0 gibi skaler bir say1
belirleyip, bunu sistemin % normunu iisten sinirladigini kabul ederek olusturdugumuz

optimizasyon problemi

{Ad(a)W(aHW(a)Acz(a)T Bw(;x) } <0, (5.3)
{ W(*Oc) W(OLC)&()OC)T } -0, (5.4)
TrL(a) <7y (3.5)

esitsizliklerini o € ® olmak iizere saglayan bir simetrik pozitif tamimhi W(a) € R™" >0
bulmak ve w € L1[0,) bozucu etkisi altinda y degerini minimize etmek mantig: iizerine

kuruludur.

Xie (2005) yaptigr cahigmada parametrelere bagh Lyapunov fonksiyonu kullanarak daha

az tutucu bir hesaplama ve kontrolcii tasarim metodu ortaya atmigtir.

Teorem 5.1: (Xie, 2005) (5.3)-(5.5) DMElerini saglayan simetrik pozitif tanimh W (o) €

R™" > (0 matrisinin bulunmasimin yegane kosulu

Aq(0)0(a) + 0(a) Ay () W(a) = O(a)" +rAq(a)0(ar) By ()
Ri(a) := * —r(Q(a) +0(a)") 0 | <0
* 0 —1I
(5.6)

>0, (5.7)

R3(o) :=TrL(a) <y (5.8)
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matris esitsizliklerini saglayan simetrik pozitif tanimli W(a) matrisi, Q(o) matrisi ve

yeteri kadar kii¢iik pozitif skaler r > 0 bulunmasina esdegerdir.

Ispat: Eger (5.3)-(5.5) DMElerini saglayan simetrik pozitif taniml W (o) matrisi var ise

her zaman
i< <_ [ Ag(o)W(a) ‘I;W((X)ACI(OC)T BW_(;X) D (5.9)
o s ([ A @a ) 0

esitsizliklerini saglayan 2A;/A, > r > 0 olacak seklinde r skaleri bulunabilir. (5.6) nolu

DMEye Q(a) = W(cx) segerek Schur birlegimi uygulandiginda

+

lACl(a)W(Oc)-I-W(a)Acl(OC)T By () <0 (5.11)

* -1

£|:ACZ(OC>W((X)ACI(OC)T 0
2 * 0

esitsizligi elde edilir. Skaler r her zaman (5.11) esitsizligini saglar. Q(a) =W (o) ve skaler
r (5.6)-(5.8) esitsizliklerini saglar.

(5.6) matrisi soldan

T(a):{(l) A(OO‘) (I)} (5.12)

ile carpilip, sagdan da T7 (@) ile carpildiginda (5.3) elde edilir. Q(a)+ Q7 (&) > W () >0

olmasmdan dolay ( buradaki Q(ct) tekil degildir), W (ct) pozitif tammh oldugu siirece
(W () — ()W () x (W(a) - Q(e)) > 0 (5.13)
esitsiligi saglanir. (5.4) denklemine
0T ()W 1 (@)0(a) > O(a) + 0" () — W (ax) (5.14)

esitsiligi uygulandiginda

0" ()W~ (a)Q(a) Q(a)"C(a)"

> 0, 5.15
Cle)0(a) L(a) -1
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik soldan
ol 0 0
T(a)= 0 W) 0 (5.16)
0 0 I

ile carpilip sagdan da T7T () ile carpildiginda (5.4) nolu esitsizlik (5.7) nolu esitsizlikden
elde edilmig olur. O
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6. PBHCLF TABANLI KONTROLCU TASARIMI

Bu boliimde (Sézde-)DPD sistemler i¢in durum geri-besleme kontrolciisiiniin tasarimi
yapilacaktir.  Tasarimi amacglanan kontrolciiniin, sisteme etki eden enerjisi sinirh
bozucular1 bastirmasi ve giris doyum smirlari igersinde c¢alismasi beklenmektedir.
Kontrolcii, Parametrelerine Bagimli  Homojen Cokterimli (PBHC) Lyapunov
Fonksiyonlar1 yaklagimiyla gerceklenecek ve tasarim icgin sistematik bir yol ortaya
konulacaktir. Ayrica bu boliim icersinde tek ¢ubuklu ters sarkag sistemi {izerinde 6nerilen

kontrolciiniin iistiin yanlar1 vurgulanacaktir.

6.1 Parametrelerine Bagimli DMElerin Cokterimli Coziimlerinin Varhg:
Tek Terimli (Monomial): N adet degisken ile her K € Zﬂ\’r icin
mg (o) = X == o o2 (6.1)

seklinde tanmimlanan fonksiyona tek terimli (monomial) denir. Tek terimlinin derecesi

N
degmg := Y k; (6.2)
i=1

ifadesi ile tammlanir.

Cokterimli (Polynomial): N adet degisken ile cx € R nin olugturdugu mg tek

terimlisinin sonlu sayida dogrusal kombinasyonuna
f = ZC[(WLK = ZC[(OCK (63)
K K
gokterimli (Polynomial) denir. f gokterimlisinin derecesi
degf:= mI?X(deg mg) (6.4)
seklinde tanimlanir.

Yardimci Teorem 6.1 (Bliman vd., 2006) Politopik bir kiimeden segilen 6 igin
Z(8,0)=4(0)+6L(0)+-+ Cusu(6) >0 (6.5)

ifadesinde gosterildigi gibi parametrelerine bagli DME ele alimip, 6’'nin fonksiyonu
olan %4(0), i = 0,...,M ifadesinin siirekli bir fonksiyon oldugu varsayildiginda, her
6 icin Z(£(0),0) > 0 esitsizligini saglayan parametrelerine bagh {(8) € RM coziimii
bulunabiliyorsa. Her 0 i¢in Z(£*(0),0) > 0 esitsizligini saglayan homojen ¢okterimli
£*(6) > 0 ¢oziimii bulunabilir. O
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6.2 Parametrelerine Bagimh Homojen Cokterimli Matris Gosterimi

(Cokterimli matris olusturulmak tizere, derecesi g olan ¢cokterimli parametreye bagl matris

Mg(8)= Y af'add> oMy,  k=kikp--ky (6.6)
ket (g)

seklinde elde edilir. Bu gosterimdeki Oc{<1 agz---a{i}v, ae®, keZ, i=1,....N
tek terimlileri ve My € R, Vk € J# (g) matris formundaki katsayilari belirtmektedir.
Ifadedeki k sembolii, genelde anlagildig1 gibi k; x ky X ... X ky sonucunu belirtmemektedir.
Belirtilen, sadece ilgili derecelerin yan yana gelerek olusturdugu sayiy1 gostermektedir.
Ornegin N = 2 oldugunda k; = 2, ky = 0 olacak ve bu durumda k = 20 olarak ifade
edilecektir. Kisacasi k ifadesinin icerigi bir matematiksel degil sadece bir niimerik
notasyondur. Diger taraftan, k elemanlarimin igerisinden segildigi #"(g) kiimesi, miimkiin
olan tiim negatif olmayan k;, i = 1,...,N, N-lisinden olusur. Parametreye baglh matrise
homojen kavraminin eklenmeside iste tam bu noktada ortaya ¢ikmaktadir. Dikkat edilecek
nokta ihtimallerin ki 4+ ky + --- + ky = g esitligi ile sinirhi olmasidir. Yani, tek terimligi
olugturan ifadedeki derecelerin toplami, daima c¢okterimli matrisimizin derecesine esit
olmalidir. Bu da homojenligi saglamaktadir. (Montagner vd., 2007) & politopunun

kose sayist N'e egit oldugu siirece, £ (g) kiimesi igersindeki eleman sayisi

(N+g—1)!

SN =1)! ©.7)

J(g) =

denklemiyle elde edilebilinir.

Ornegin, cokterimlinin derecesi g = 1 ve degisken sayis1 N = 4 oldugunda, miimkiin olan

tiim derece dortliilerinin olusturugu kiime
2 (1) ={0001,0010,0100, 1000} (6.8)

seklinde olur. Bu kiimenin eleman sayisin1 bulmak {izere (6.7) formiilii kullanildiginda
J(1) =4 sonucu elde edilir ve bu 6ngoriilen eleman sayisi ile aynidir. Homojen parametreye

bagl ¢okterimli matris
M;(6) = ay Moo + 02Mo100 + a3 Moo10 + 0aMooor (6.9)

seklinde olugturulur. Gosterimi daha iyi anlayabilmek ig¢in ikinci bir 6rnek vermek
gerekirse g =2 ve N =2 secildiginde miimkiin olan tiim derece ikililerinin olugturugu

kiime

A (2) = {02,11,20} (6.10)
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seklinde olacaktir. (6.7) formiilii kullamldiginda J(2) = 3 sonucu elde edilir. Homojen

parametreye bagl cokterimli matris
M>(60) = a3 Mo + 0 oM 1 + 0 Moy (6.11)

seklinde olugturulur. g =0 oldugu durumda sabit matrisler (6.6) denkleminden elde edilir.

(Oliveira, ve Peres, 2007), esitsiliklerin olugturulmasinda kullamlacak sistematik igin
gerekli olan k' N-lilerinin, k N-lileriyle k > k' seklinde karsilagtirmasi eleman eleman
karsilastirmaya dayalidir. Yani k& N-lisi icersindeki elemanlarmn her birinin kendine &’
N-lisinde karsihk gelen elemandan biiyiik olmasi gerekmektedir k; > k., i = 1,...,N.
Ornegin k =20 ve k' = 01 gibi ikilileri i¢in, k # k' ifadesi ortaya cikar, ¢iinkii k; > k]
saglanirken ky > k) ifadesi saglanmaz. Bununla birlikte N-liler arasindaki toplama k + &’
ve cikarma k — k' islemi ancak k > k' oldugu durumda gegerlilik kazanmaktadir. Ayrica
gosterim i¢in kullanilacak e; N-lisi ve m(k) katsayis

=001 00, m(k) = (ki!)(ka!) -+ (k) (6.12)

l.

seklinde belirtilir.

6.3 Tutuculugun Azaltilmasi: Pdlya Gevsetmesi (Relaxation)

Dogrusal matris esitsizliklerinin kullanim alanlarindan biri olan, belirli kisitlamalar
altinda optimum degerin hesaplanmasi problemine bakildiginda, DMEler ile ifade edilen
kisitlamalari, genelde gercek kisitlamalar: igine alan daha biiyiik digbiikey yapilar olarak
gormekteyiz. Iste, gercek optimum deger ile hesaplanan optimum deger arasindaki bosluk
bu tutucu gosterimlerden kaynaklanmaktadir (Scherer, 2005). Giiniimiizdeki galigmalar
bu tutuculugun giderilmesine yoneliktir. Bunlardan biride Poélya gevsetmesidir. Poélya
teoremi ilk olarak 1928 yilinda ortaya ¢ikmistir (Almanca) (Polya, 1928). Ingilizce olarak
ise esitsizlikler adl kitap ile literatiire girmistir (Littlewood vd., 1952).

Scherer (2006)’'in yayminin 7.boliimiinde gosterildigi gibi homojen gokterimli eleman
kullanilarak olusturulan optimizasyon problemlerinde, hesaplanan optimum deger ile
gercek optimum deger arasindaki fark konveks cekirdek gevsetmesinden genelde daha
kiiglik ¢ikmaktadir. Gevsetmenin kalitesini artirmak amaciyla Polya Gevsetmesinin
seviyesini belirleyen, negatif olmayan bir d tam sayisi belirleyip, (o 4+ ap + ... + ay)?
seklinde egitsizlik i¢inde kullanildigimizda, d parametresinin artigiyla iistel olarak orantili

bir gekilde, DME kistaslar da artmaktadir. Ancak goriilmiigtiirki Polya Gevgetme
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seviyemizi yiikseltmek, bizi optimum degere asimtotik olarak yaklagtirmaktadir Yani

1im pe, = Popr- (6.13)

6.4 PBHCLF Tabanlh, Garanti Edilmis .75 Performansi Saglayan Kontrol

Bu kisimda (4.1) nolu sistem i¢in Parametrelerine Bagli Homojen Cokterimli Lyapunov
Fonksiyonu kullanilarak karesel yaklagima gore daha az tutucu, sistemin .7 normunu
garanti edilmis maliyettin altinda tutan, durum geri-beslemeli kontrol kuralinin

belirlenmesi iizerinde durulacaktir.
Asgagidaki teorem Delibasi vd. (2008) ¢aligmasindan geligtirilmigtir.

Teorem 6.1: (5.6), (5.7) ve (5.8) DMElerini saglayan Wy(), Q () ve Lo(ar) € R™",

M,(a) € R™" PBHC matrisleri ve degeri keyfi belirlenmis g ancak ve ancak

- d!
Kex (d)
k=k'
_ d!
Kex (d)
k=k'
o | P LBy,

ZACIEED Y ) ) *x XY 0 <0, Vke X (g+d+1), (6.16)

Kex (d)ie{l,..N} * * =Gl
k=k' ki=k! - ’

d [v of , cT
@)= Y Y | GeweC

]>o, Vke #(g+d+1), (6.17)

Ket (d)ie{l,..N} (k') [ *  Liw—e
k=k k=K
d gy
P (@) = — = Tr [kaf — —} <0, Vke.#(g+d) (6.18)
‘ kfe;f'(d) (k) m(k—k')
k=K

esitsizliklerini yeterince biiyiikk bir d € Z, i¢in saglayan k € J# (g)de simetrik QO ve
Wi € R matrisleri, Ly € R™" ve My € R™" matrisleri bulundugunda ve pozitif skaler r

verildiginde saglanir. Esitsizlikler de

Q=AiQk—t—e;+Of oAl +BuMi_r_e; + M, Bl
DP=Wy p¢— Q;{_k/_ei + 1A Qk—t—e; + TBuMy_to .,
Y= —r(Qkt—e;+ Ot pre,):

Y= pe;+ e, — Wiki—er>

Cri = gl/nlk—k —e;),
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seklindedir. Bu probleme gecerli bir ¢6ziim bulundugunda ,durum geri-besleme kazanci

Ku (@)=Y o0 oKy, k=kiky--ky (6.19)
kA (s)

seklinde K 5, = Mka_1 tanimlanmasiyla hesaplanir.

Ispat: W (&) = Wy(a), Q(a) = Q) ve M(at) = M,(a) ile birlikte (o +---+ay)? = 1
oldugu siirece, d € Z, sabitinin herhangi bir degeri icin (6.16) esitsizligindeki %,
kullanilarak Ry (a),

N
Y a)Ri(a)= Y  of'as o %, (6.20)
i=1 ke A (g+d)

seklinde yazilabilinir.  Buradan da cok aciktir ki, Voo € ® igin eger %, > 0 ise
Ri(a) > 0dir. Matris degerli ¢okterimliler ile ilgili Polya teoreminin uzantisini kullanarak
(Scherer, 2006), (Oliveira ve Peres, 2005), sunu soyleyebiliriz: Eger R;(a) > 0 ise (6.20)
denklemindeki %, matris degerli katsayilarini pozitif taniml yapabilecek, yeterince biiyiik
bir d € Z bulunabilir. Benzer adimlar1 uygulayarak (6.17) esitsizligi yeterince biiyiik bir
d € 74 degeri icin, (5.7) esitsizliginin verilen bir g degerinde saglanabilmesinde gerek ve
yeter oldugu goriilmektedir. Yine benzer adimlar uygulanip diger esitsizlikler arasindaki

iligki gosterilebilinir. U

6.5 PBHCLF Tabanh, ., Kararh Kilic1 Kontrol

Bu boéliimde, 4. boliimde incelenen doyumlu eyleyicilere sahip sistemlerdeki, enerjisi
sinirli bozucularin durum geri-besleme kontrol mantigi ile bastirilmasina yonelik olarak; bu
kisimda, Parametrelerine Bagimli Homojen Cokterimli Lyapunov Fonksiyonu kullanilarak

tasarlanmasi ele alinacaktir.

Teorem 6.2: (4.22) ve (4.23) DMElerini saglayan Wg(a), Mg(@) ve Y (o) PBHC

matrisleri, S,(or) kosegen PBHC matrisi ve degeri keyfi belirlenmis g ancak ve ancak

d!

We= ) W (Wi_w) >0, Vke . #(g+d) (6.21)
Kex (d)
k=K
g | Wew (M) {5y = Vi) () (Miie )y — Vi)
Ji/lk = Z m * Ck%p(zl) O 5 Z 07
k ifk@ * * Gn 69(1)

I=1,....m, Vke#(g+d) (6.22)
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Z v Ck7inBWi WkT—k’—eiCiT

d! * 28, 0 0
M=), ) kke <0,
‘ Kex (d)ic{l,...N} m(k) | * * nul 0
ek kiek! * * * — Gl
ke A (g+d+1) (6.23)

k € # (g) durumunda esitsizliklerini yeterince biiytik bir d € Z. igin saglayan simetrik
Wy € R matrisleri, ¥, ve My € R™*" matrisleri ve kosegen S; and Ly € R9*? matrisleri

bulundugunda saglanir. Egitsizlikler de

X =AW + WAl +BuMy e +M{_o_o,By
Y = —BuSk—k’—e,- + YkT_k'_eia Ck = g!/ﬂ?(k - kl)

Gei = 8!/ m(k—K —e;)
seklindedir. Bu durumda PBHC kontrol kazanci,

ky Lk k
Ksatg<a) = Z allazz"'aNNKsatka k=kiky---ky
ket (g)

Ksatk = Mkail (6.24)

Yo € 0O igin ¥ elipsoid bolgesi i¢inde olan kapali ¢evrim sistem igin asimtotik kararlilig:

saglar.

Ispat: W(a)=W,(a), M(a) = My(a) ve Y(a) = Y,(e) ile birlikte (o + -+ ay)? = 1
oldugu siirece d € Z4 herhangi bir degeri igin (6.22) esitsizligindeki .47, kullanilarak Ny (o),

N
Y a)yNve) = Y  of'eg?- o A, (6.25)
i=1 ket (g+d)

seklinde yazilabilinir. Buradan ¢ok aciktir ki, Yo € © icin eger .47, > 0 ise Ni(a) >
Odir. Matris degerli gokterimliler ile ilgili Polya teoreminin uzantisini kullanarak (Scherer,
2006), (Oliveira ve Peres, 2005), sunu soyleyebiliriz: Nj(a) > 0 kogulu saglandiginda (6.25)
denklemindeki .41, matris degerli katsayilarii pozitif taniml yapabilecek, yeterince biiytik
bir d € Z4 bulunabilir. Benzer adimlar uygulanirsa, yeterince biiyiik bir d € Z, degeri
i¢in, (6.23) esitsizliginin ¢oziimiiniin varliginin; verilen bir g degerinde, (4.23) esitsizliginin

saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart oldugu goriiliir. Il
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6.6 Optimizasyon Problemi

Eger baz1 g =8 ve d =d degerleri icin Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 deki kisitlamalar

saglanirsa,
i —Oon+oy5;+0o
woMLYSnpy 1 2g TR
d! L1 &l
S.t Z 7 [ Ckﬁ Ck :| Z 07
Kerx (d) 7'[(]{) * Wk—k’
k=K
I=1,....m, Yke#(g+d) (6.26)

optimizasyon problemi ¢oziilerek .7 elipsoid bolgesinin maksimize edilebilmesi, kapali
¢evrim sistemin .74 normunun minimize edilebilmesi ve kabul edilebilinir bozucu sinyalinin
maksimize edilebilmesi gibi coklu amag Olgiitleri bir arada gerceklenebilir. Buradaki o7, 0>
and o3 ifadeleri negatif olmayan skalerlerdir ve tasarimin ihtiya¢ duydugu orandaki agirlik
faktorlerini sembolize ederler. Bu amag Olciitlerini birlikte belirtilen agirhik oranlarinda

gerceklestirecek durum geri besleme kazanci ise

K =MW, !
=Y oc1 o2 oV Ky, k=kiky--ky (6.27)
ke (g

seklinde belirlenir. g (Homojen ¢okterimli matrisin derecesi) ve d (Polya gevsetme
seviyesi) parametreleri keyfi belirlenebilir. Ancak, tasarlanan kontrolciiniin tutuculugu bu
parametrelerin se¢imi ile dogrudan iligkilidir. Uygulamalarda, parametrelerin degerinin

arttirilmasi durumunda, kontrol kuralina ait tutuculugun azaldigi gézlenmektedir.

6.7 Sayisal Ornek

Onerilen kontrolciiniin faydasimi gosterebilmek icin, dogrusal olmayan ters sarkacin
sozde-DPD modeli kullanilarak olugturulmusg bir test sistemi iizerinden sayisal bir érnek

verilecektir.

6.7.1 Ters Sarkacin Sozde DPD Modeli

Modelini ¢ikaracagimiz Sekil 6.1deki ters sarkag sistemi DC servo motor ile siiriilen

tekerlekli bir araba iizerine monte edilmis bir aliiminyum c¢ubuktan olusmaktadir. Araba,
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Sekil 6.1: Ters Sarkag

sadece dogrusal olarak, yatay eksende, bir ray iizerinde, servo motor yardimiyla hareket
etmektedir. Sistemin kontrol amaci, bozucu etkileri altinda, aliiminyum cubuk dik
pozisyonda tutulurken, aracin da baglangi¢c noktasinda kalmasini saglamaktir. Ters sarkag
sistemleri ¢ogunlukla yiiriyen robotlar i¢in denge algoritmalar1 geligtirilmesinde yada
yiiksek binalarin riizgar ve deprem dayanikliklarinin arttirilmasi i¢in kullanilmaktadir.
Sekil 6.1deki ¢ sarkacin diigey eksenle yapmig oldugu aciyi, x. arabanin pozisyonunu, m,
arabanin kiitlesini, m, sarkacin kiitlesini, w, ve w, sistemin bozucu giriglerini ve Fde
sistemin kontrol girigini gostermektedir. Cizelge 6.1 de sistem parametrelerinin fiziksel

degerleri belirtilmigtir.

Calismamizda ters sarkac sisteminin matematiksel modeli Euler - Lagrange denklemleri
kullanilarak elde edilmistir. Sistemimize ait Euler - Lagrange denklemine bakildiginda

d [JL] JL

= == 6.28
dr {aq} 9~ % (6.28)
L:=T —V Lagrange operatériinii, ¢ = [x. ¢|T sistemin genellestirilmis koordinatlarini,
T sistemin kinetik enerjisini, V sistemin potansiyel enerjisini, Q, sisteme etki eden

genellestirilmis kuvveti sembolize ettigi goriilmektedir.
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Cizelge 6.1: Ters sarkag sisteminin parametre degerleri.

Parametre || Ac¢iklama Deger
me Arabanin kiitlesi 0.7031kg
my Sarkacin kiitlesi 0.23kg
L, Sarkacin uzunlugu 0.6413m
I, Sarkacin atalet momenti 0.0078838kgm? /sn”
K Motorun ters EMK sabiti 0.0077V.s/rad
K; Motorun tork sabiti 0.0077V.s/rad
K, Disli takimi orani 3.71
R, Araba motorun armatiir direnci 2.6Q
r Arabanin tekerlek yaricapi 0.0063m
Bg Motorun esdeger viskoz soniim sabiti || 4.3
B, Sarkacin esdeger viskoz soniim sabiti || 0.0024

Lagrange operatoriinii elde etmek amaciyla, oncelikle sistemin kinetik enerjisi

1 1
T = SmeiZ (1) + 5mp (5

; Smp(2(0) ~ 2ie()p(6) cos(6(0)) + B (0) + 51,6 (0) (6.29)

seklinde elde edilir. Kinetik enerji ifadesi icersindeki /,,, sarkacin agirlik merkezinin, sarkac
dik konumda iken araba ile olan uzakligim (I, := L,/2) sembolize etmektedir. Diger

taraftan, sistemin potansiyel enerjisi ise
P =mpgl,cos(g(1)) (6.30)

seklinde ifade edilebilir. Elde edilen bu enerji ifadeleri (6.28) nolu denklemde yerine

yazildiginda; oncelikle x. koordinati i¢in,

df JL ] JL _F e Bogie1)
dt |0xc(t) | Oxe(r) e Pt
Ly Sin(S(0)E(1) + (mp + me )5 (1) — Ly cos(S()E(r) = F —we — Begiclt)  (631)
esitligi elde edilir. ¢ koordinat1 igin ise
d[dL ] JL _ _Be)
ar [a¢0)] ~ a5ty "
—glpmysin(g (1)) — Lpmyp cos(g(1))xe(r) + (I + l[%mp);(;) =wp—Bpg(r) (6.32)

esitligi elde edilir. (6.31) ve (6.32) egitlikleri kullanilarak %.(z) ve &(z) ifadeleri

gl,%m%a cos(g(t))sin(g(1)) + (I, + l;%mp)(F — We — Begie(1))
—lpmy (I, + l,%mp) sin(g(r))¢2(1) + Lympcos(g(t))(wp —Bpé(t))
(Ip +Zmy) (mp +me) — Zm3 cos(g(t))?)

(6.33)

xC:
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(mp +me)(wp +glpmpsin(g(t)) — Bpg(t)) — [pmpcos(g(2))
- X (—F +We + Bege (1) + Lmy sin(g(£)) &2 (7)) 6.34)
—(Ip +Zmy) (mp +me) — Zm2 cos(g(t))?) '

seklinde elde edilir ve sonuc¢ olarak dogrusal olmayan sistem modeli ortaya cikar.

Sozde-DPD modeli elde etmek igin ise sistemimizdeki dogrusalligi bozan ifadeler incelenir.

DPD sistemimizdeki gercek-zamanli olarak olgiiliip ve hesaplanan, zamanla degisen

parametreleri
. cos(g (1)) sin(¢ (1))
Uy + By (myy + me) — B cos(g(1)2)g (1)
1
22 =, 5 By (my +me) — B cos(s (1) )
X3 = COS(G(ID (6.35)

(Ip"’_lzzamp)(mp+mc)_lz 2005(@0))2)
sin(g(1))¢ (1)
)

%4:( I, +my) (my +m.) — [Zm2 cos(g(t))?)
L sin(g(r)

(Iy + 22mp) (mp +me) — 12m2 cos(g(1))?)g (1)
o cos(g(r))sing(#)¢(r)

(Ip +BZmy) (mp +me) — [Zm2 cos(g(t))?)

seklinde belirlendiginde, s6zde-DPD sistemimizi

X =A(x)x+Bw(x)w+Bu(x)u, (6.36)
0 0 1 0
0 0 0 1
0 glp pXI (=Beglp —Beqllz,mp))& —Bpl,mpxz — (Il ,my, + l3mf,)x4 ’
0 (glpm + glpmpmc)XS _BeqlpmeS' (_Bpmp - Bpmc)XZ - lpm‘%?%
AQ)
i 0 0 X
0 0 S We
B, (x) = Cox=| |, w= : 6.37
w(2) (—I, —llz,mp))@ Lympx3 o Xe W [ Wy } (6.37)
L —pmpX3 (mp+me)xa S
i 0
Bu(y) = 0 W=F
“ (Ip+ l;%mp)XZ 7
lmeX3

seklinde kurabiliriz. Ancak, ters sarkag diizeneginde arabay: hareketlendirmek i¢in gerekli

kuvveti servo motordan sagladigimiz i¢in

KK, K2K2
k= R.r V- R, r2 (39)
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esitliginin de sistem denklemleri icersinde ifade edilmesi gerekmektedir.  Burada,
kuvvet-gerilim esitligindeki V sembolii, motor armatiir uclarina uygulanan gerilimi
gostermektedir. Sistemin eyleyicisi olan bu motorun, doyum simirlar1 —13V ile +13V
seklindedir. Kuvvet-gerilim doniigiim ifadesi ve parametrelerin fiziksel degerleri yerine

yazildiginda sézde - DPD sistem matrislerimiz

0 0 1 0
0 0 0 1
A =10 005658217 —03969957, —0.00018227x; — 000250327y, |* (&3

0 0.69521xs —0.914718x3 —0.00223951x> —0.00576779 %6

0 0 0
0 0 0
Bu(X)=1 _0.03206125, 007594615 |* B = 005690631, | (6.40)
—0.075%46)3  0.933131 0.131118)3

halini alir.

6.7.1.1 Sozde-DPD Modelin Kose Noktalar:

Bu calismada, Ters sarka¢ modelimiz iizerinde elde ettigimiz 6 adet Ol¢iiliip hesaplanabilir
parametreden, iglem kolayliginin saglanmasi ve onerilen kontrolciiniin faydalarimin daha
kolay anlagilabilmesi i¢in, sadece ), paremetresi 6lgiiliip hesaplanan parametre olarak
kabul edilecek; diger parametrelerin ise nominal degerlerinde sabit oldugu varsayilacaktir.

Bununla birlikte B, () matrisinin de sabit oldugu kabul edilecektir.

Sarkacimizin —30° ile +30° araliginda hareket ettigi diisiiniildiigiinde, olugsan politopik

sisteme ait kdse noktalari

0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
A=l 2 15048 of T {0 2 —16.6640 0 (641)
025 -33 0 0 25 -33 0
0 0
0 0
By, = 25 By, = )5 (6.42)
5.2 5.2
0 0
0 0
Buw = —1.249 Bw, = —1.3748 (6.43)
-2 -2
seklinde hesaplanir. Ayrica, sistemimizin performans ¢ikigini
1 00O
7=2=Cx, cC=101200 (6.44)
1100
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gosterildigi gibi belirleyebiliriz.

6.7.2 Doyumlu Eyleyicilere Sahip DPD Sistemler icin .75, .74 Karisik Kontrol

Amacimiz doyumlu eyleyicilere sahip DPD sistemlerin kapali ¢evrim karaliligini saglarken,
ayni zamanda sistemin % normunu ve .25 kazancini da minimize eden bir durum
geribesleme kontrolciisii tasarlamaktir. Bu amag dogrultusunda Teorem 6.1 ve Teorem 6.2
de verilen esitsizlikleri saglayan, parametrelerine bagiml homojen ¢okterimli W, matrisi,

optimizasyon problemi de g6z oniinde tutularak bulunmalidir.

Sayisal ornegimizde, r = 0.8 ve 6 = 0.1 olarak alinmigtir. Elbette, r ve 6 parametrelerinin
se¢imi tutuculugu dogrudan etkilemektedir. Ancak bu parametrelerin de amag Slgiitleri
arasina alinarak optimizasyon yapilmasi, olugacak olan i¢biikey yapidan dolay1, miimkiin
degildir.

Oncelikle, 6nerilen kontrolcii tasarimmdaki Pélya seviyesini gosteren d parametresinin
sonuca olan etkisi incelenmek iizere, optimizasyon problemindeki agirliklar o3 = 0.02,
o, = 30 ve 03 = 3 olacak gekilde secilmig, cokterimlilerin derecesi g = 2 degerinde
sabitlenirken, d ifadesine sifirdan sonsuza dogru artan degerler verilmistir. Sekil 6.2de
¢oklu amag oSlgiitiiniin —o N + 0'2% + 037, Polya gevsetme seviyesine ait d parametresine
gore degisimi goriilmektedir. Sekil 6.2den de acikca goriilmektedir ki; gevsetmenin
seviyesini arttirmak, tutuculugu azaltmakta ve tasarim sonucunu tutuculuk yoniinden
iyilegtirmektedir. Ashnda bu sonug, Littlewood vd. (1952)’un esitsizliker kitabinda
ongoriilmektedir.  Ayrica, Sekil 6.2 bize 6.3. kisimda belirtigimiz tutuculugun Poélya

gevsetmesiyle asimtotik olarak giderildigini de gostermektedir.

ikinci agamada c¢ok terimlerinin g derecesinin kararlillk bolgesi {tizerindeki etki
incelenmigtir. Burada, 1 = 20, y = 4 secilmis; optimizasyon agirliklar ise 6y = 03 =0
ve 07 = | seklinde belirlenmigtir. Sekil 6.3de (6.14), (6.15), (6.16), (6.17), (6.18), (6.22),
(6.23), (6.26) esitsizliklerini saglayan ortak W,(a) matrisi icin ./ = &(P(a),B) =x € R":
xTW (o)~ 'x < B elipsoidinin miimkiin olan tiim projeksiyonlar1 cizilmistir. Bu cizimlerde

a; = 0.5 ve o = 0.5 olarak alinmustir. Ornegin g =4 ve N = 2 degeri icin Wy ()
_ 4 3 2.2 3 4
We(a) = af Wao + af 0o W31 + o ot; Wan + ot 0 Wiz + 05 W (6.45)

seklinde belirlenir. Sekil 6.3den goriildiigii gibi g degerinin arttirilmasi sistemin kararhlik
sinirlari igersindeki baglangi¢ durumlarinin olusturdugu kiimeyi genisletmektedir. Bundan

dolay1 PBHCM derecesinin (g) arttirilmasinin, tutuculugu azaltacagini sdylenebilir.
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0.25
0.2

0.15

0.1

0.05

= 0
-0.05
-0.1
-0.15
-0.2

-0.25

0.5

-0.5

-0.5 0 0.5 -0.4 -02 ] 0.2 0.4

Sekil 6.3: Farkli g degerleri icin .# elipsoidinin miimkiin olan tiim projeksiyonlar:: g =
1(noktal1 ¢izgi), g = 2(kesik ¢izgi), g = 4(kesik-noktali ¢izgi), g = 10(diiz ¢izgi).
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Cizelge 6.2: g ve d’nin farkli degerleri i¢in olusan 1/ degeri.

d

g o | 1 | 2 | 3 4 5

1 Coziimsiiz

2 Coziimsiiz 398.78
3 Coziimsiiz 390.51 | 373.46
4 Coziimsiiz 389.64 | 373.06 | 364.90
5 Coziimsiiz 389.19 | 372.96 | 364.88 | 360.66
6 | Coziimsiiz | 389.14 | 372.94 | 364.85 | 360.65 | 358.77
7| 389.11 372.91 | 364.84 | 360.64 | 358.77 | 358.40
8| 37290 | 364.84 | 360.64 | 358.76 | 358.40 | 358.40

Sayisal Ornegimizin son bélmiinde Polya gevsetme seviyesinin (d) ve homojen ¢okterimli
Lyapunov matrisinin derecesinin (g), ayn anda tutuculuga olan etkisini gostermek iizere;
Y=1 ve n =30 degerleri belirlenerek, farkli kombinasyonlarda g ve d degerleri igin,
1/B minimizasyon problemi ele alinmigtir. Cizelge 6.2de bu farkli kombinasyonlar igin
elde edilen 1/B degerleri goriilmektedir.

baz1 degerleri i¢in olasi bir ¢oziim elde edilemezken, degerler arttirildiginda ¢oziim elde

edilebilmig ve amag 6lgiitiiniin minimize edildigi goriilmiigtiir.

Gorildiigi gibi, g ve d ifadelerinin kiigiik
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7. SONUCLAR ve ONERILER

Bu boliimde tez igersinde elde edilen sonuglardan, ¢aligmanin kisim kisim kapsadigi temel

konulardan ve ilereye doniik yapilabilecek ¢alismalardan bahsedilecektir.

Ana mantik cercevesinde, bu tezde Dogrusal Parametreleri Degisen sistemler i¢in kontrol
problemlerine deginilmistir. Kontrol problemlerinin ¢6ziimi i¢in, durum geri-besleme
mantiginda g¢alisan, kazang planlamali kontrol platformu baz alinmigtir. Tasarimin en

onemli arac1 digbiikey optimizasyon temelindeki Dogrusal Matris Esitsizlikleri olmustur.

Tezin ilk kisminda belirsizlikler veya parametreleri belli bir digbiikey kiime igersinde
degisen yapilarda optimizasyon mantig1 anlatilmistir. Yine optimizasyon i¢in gerekli arag
olarak matris egitliksizlikleri secilmis ve matris egitsizliklerinin kullanim alanlar1 kisaca
ozetlenmistir. DMEler kullanilarak olusturulan optmizasyon problemlerinde ¢6ziim igin
kullanilan temel iki teknige bu kisimda yer verilmigtir. Bunlar elipsoid ve i¢ nokta yontemi
olarak yiizeysel olarak anlatilmigtir. DME aracinin popiilerlik kazanmasinda en 6nemli

etkinin i¢ nokta algoritmasinin gelistirilmesi oldugu da bu boliimde vurgulanmigtir.

Ikinci kisimda kazang planlamali kontrol tekniginin nasil uygulanacagma dair bir
yol ¢izilmig ve tasarim adim adim dilsel bir algoritmaya dokiilmeye calisilmigtir.
Boliimiin ilerleyen kisimlarinda, tasarimda kullanilacak matematiksel model olan
dogrusal parametreleri degigen sistemlerin olusturulmasina yonelik iki metotdan
bahsedilmigtir. ~ Bunlar; denge veya c¢alisma noktalar1 etrafinda dogrusallagtirma
prensibine dayali Jacobian dogrusallagtirmasi teknigi ve sézde-DPD modelleme teknigidir.
Dogrusallagtirma yaklagimiyla olusabilecek kayiplari ortadan kaldirabilme ve dogrusal
kontrol tekniklerinin dogrusal olmayan yapilara uygulanabilme kolayligi bakimindan,

s0zde-DPD modelleme tercih edilmigtir.

Sistemin belirsizlikleri ve dogrusal olmayan kisimlarima iligkin yapilan bu yaklagim,
sistemlerin en az kabullenme ile modellenmesini saglamaktadir.  Ancak; fiziksel,
gercek sistemlerin istenilen amag¢ Olgiitlerine yoneltilmesinde bagka engellerle de
karsilagilmaktadir. Bunlarin en énemlilerinden birisi de, fiziksel sistemlere ait eyleyicilerin
doyumlu olmasidir. Elbette, tasarim yapilirken bu kisitlamanin da matematiksel olarak
probleme dahil edilmesi gerekmektedir. Tez igersinde bu konu ile ilgili giiniimiizde yapilan
popiiler caligmalara deginilmis ve bir ¢ok farkli yontem igersinden, kullanilacak arag

olan DME tabanina en uygun ve en az tutucu olan modifiye edilmis sektér durumlar:
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kullanilmigtir. Literatiirde hali hazirda mevcut bulunan bu yaklagim, sistemin enerjisi
sinirh bozucu giriglerine kargilik kontrollii performans ¢ikiglart arasindaki % kazancin

minimize edecek gekilde geligtirilmigtir.

Coklu amag olgiitleri dikkate alinarak, sistemim % normu literatiirde hali hazirda

bulunan daha az tutucu bir teknik ile minimize edilmistir.

Calismanin literatiire yapmig oldugu en biiyiik katki; Poélya teoreminin bir kolu olan
DME gevsetmesi yardimiyla, tasarimda Parametrelerine Bagimli Homojen Cokterimli
Lyapunov Fonksiyon tabanimi kullanmasidir. Bu yaklagim ile sistematik bir sekilde
cokterimli matris esitsizliklerinin ortaya cikarilmasi anlatilmistir.  Onerilen tasarim
tekniginin en onemli katkisi, tutuculuk kriterini belirleyen optimum deger ile, elde
edilen deger arasindaki bosglugu asimtotik olarak azaltabilmesidir. Calismada ele alinan
sayisal ornekler, literatiirde yer alan diger DME gevsetmelerinin, onerilen yaklagima
gore oldukga siki oldugunu gostermektedir. Literaturde benzer sistematik gosterimlerle
kargilagilabilmektedir. Ancak; %, karaliligi, % norm minimizasyonu, kararli kilinan
baglangic durum kiimesinin genisletilmesi ve doyumlu eyleyici barindirma problemleri
gibi kistaslar1 ayni anda i¢ine alan ¢oklu bir optimizasyon probleminin ¢oziimii ilk kez bu

calismada sunulmus ve dogrusal parametrelerine bagiml sistemler i¢in genellegtirilmigtir.

Tez icersinde Onerilen tasarim yontemini bir ¢ok sisteme uygulamak miimkiindiir. Ancak
ilgili tasarimin faydalar1 daha ziyade; kazang planlamali kontrol tekniginin en etkili oldugu
ucak, fiize, arag¢ yol tutusu gibi bir ¢ok belirsizlik ve bir ¢ok ¢aligma noktasi barindiran

sistemlerin denetim problemlerinin ¢oziimiinde ortaya ¢ikacaktir.

Yapilan bu c¢aligmada sistem parametrelerinin degigiminin simir1 bilinmemesinden
veya Ol¢imi bazi durumlarda miimkiin olmamasindan dolayr olusturulan Lyapunov
fonksiyonundaki degisime ait ifade sifir olarak kabul edilmistir. Ancak sinirlarin bilindigi
sistemlerle de, ender de olsa kargilagilabilinir. Iste bu tiirden sistemler icin, sistematik bir
¢Oziim iiretmek veya doyumlu eyleyicilerde 6lii bolge ve doyum bélgesi kullanilarak yapilan
modifiye edilmis sektér durumlarindan farkli, daha az tutuculu bir yontem gelistirmek,

ileriye doniik ¢aligmalar olabilir.
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Ek 1. ONERILEN YONTEMIN m. DOSYASI

function [Q, W, Y, S, L, beta, gergam, eta, kuc| = HPPD(gama, beta t,...

et _a, agl, ag2, ag3d, gg,dd)
% delibasi, kucukdemiral, cansever
%20.03.2008
%clear all
%% Sistem modeli
upr2=41.66;
apr2=37.87,
npr2=40.5;
%Dalt =—6;
%Dust =6;
An=[0 0 1 0;
Bu=[0; 0; 2.5;
Al=[0 0 1 0; 0
A2=[0 0 1 0; 0
A={A1l; A2};
Bwl=[0; 0; —0.033xapr2; -2J;
Bw2=[0; 0; —0.033xupr2; -2J;
Bw={Bwl; Bw2};
C=[1 0 0 0

0100

110 0J;
gam = gama;
kuc=sdpvar (1,1);
eta=—et_a;
delta=0.1;
beta ters=beta t;
ro=13;
r = 0.8;

1; 0 2 —0.4xnpr2 0; 0 25 —33 0];

2 —0.4«xapr2 0; 0 25 —33 0];
2 —0.4xupr2 0; 0 25 =33 0];

)

%% HPPD matrislerinin boyut taini
[k,l]=size (An);
[m,n]=size (Bu);
[o,p]=size (Bwl);
[s,t]=size (C);
g-88;
d=dd;
N=2;
%% \matcal K icersindeki ihtimallerin olugturulmasi
jd=(factorial (N+d—1))/(factorial (d)*factorial (N—1));
jgd=(factorial (Ntgtd—1))/(factorial (g+d)*factorial (N—1));
jgdl=(factorial (N+g+d))/(factorial (gtd+1)xfactorial (N—1));
jg=(factorial (N+g—1))/(factorial (g)*factorial (N—1));
jg_1=(factorial (N+g—2))/(factorial (g—1)xfactorial (N—1));
for i=1:jgd
Kumgd(i,1)=g+d+1-1i;
end
for i=1:jgd
Kumgd(i,2)=i-1;
end
for i=1:jgdl
Kumgd1(i,1)=g+d+2—1i;
end
for i=1:jgdl
Kumgdl (i,2)=1—1;
end
for i=1:jd
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Kumd(i,1)=d+1-1i;
end
for i=1:jd
Kumd(i,2)=1i-1;
end
for i=1:jg
Kumg(i,l)=g+1-1i;
end
for i=1:jg
Kumg(i,2)=1i-1;
end
E=[1 0;0 1];
%% HPPD matrislerinin olugturulmas:
for i=1:jg
M{i} = sdpvar(
L{i (
v{i (
S{i} = sdpvar(
(
(

—
I
v w»n
[oPeR
koo
< <
e
= =
=

Qli
end
0O = sdpvar(1,1);

%% LMI larin olusturlmasi K kumesi g+d olanlar
F=set (OO > 0);
LM1a=0;
LM1b=0;
LM1c=0;
LM1d=0;
LM1e=0;
out=0;
for i=1:jgd
for f=1:jd %k > k> k’ ifadeleri icin
carp= (factorial(d));
zeta= factorial(g);
for h=1:N Y%matrisin genel carpanin hesab:
carp= carpx* 1/(factorial (Kumd(f,h)));
if (Kumgd(i,h)—Kumd(f,h)>=0)
zeta= zetax 1/(factorial (Kumgd(i,h)—Kumd(f,h)));
else
zeta=factorial (g);

symmetric ’);

——
Il
)]
o
ke}
<
<
—

end
end
if ((Kumgd(i,:) —Kumd(f,:))>=0)
ji=1
while ((Kumgd(i,:)—Kumd(f,:))” =Kumg(jj ,:))
Ji=ii+1L
end

LMa=carp+W{jj };

LMb=carp *(L{jj}—zetaxgam);

LMo—carp W35} M{jj 1 —Y{jj 1" M{jj}—Y{jj}’
M{jj}-Y{jj} zetaxbeta tersxro~2 zeros(n,n)
M{jj}-Y{jj} zeros(n,n) zetaxetaxdeltaxro 2]

LMd=carp+Q{jj };

LMe=carp x| zetaxbeta tersxeye(k) zetaxeye(k)
setaxeye (k) W(jj }|;

LMla=LMIla+LMa;

LM1b=LM1b+LMb;

LM1c=LMlc+LMc;

LM1d=LM1d+LMd;

LMle=LMle+LMe;
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else
sond 1(i,:)=[out (Kumgd(i,:)—Kumd(f,:))];
out=out—+1;
end
end
F=F+set (LMla>0);
F=F+tset (trace (LMlb) <0);
F=F+4set (LMlc >= 0);
F=F+tset (LM1d > 0);
F=F+set (LMle >= 0);
LM1a=0;
LM1b=0;
LM1c=0;
LM1d=0;
LM1e=0;
end

9% LMI larin olusturlmasi K kumesi g+d+1 olanlar

in=1;
out=1;
LM1a=0;
LM1b=0;
LMl1c=0;
ad=0;
for j=1:jgd1 %genel k tane lmi
for f=1:jd %k > k> k’ ifadeleri icin
carp= (factorial(d));
for h=1:N Y%matrisin genel carpanin hesabi
carp= carpx* (1/(factorial (Kumd(f,h))));
end
for 1=1:N YN tane kose icin
zeta i= factorial (g);
if ((Kumgdl(j,:) —Kumd(f,:)—-E(1,:)) >= 0)
son(j,:)=[in (Kumgdl(j,:)—-Kund(f,:)—E(1,:))];
for h=1:N
zeta i= zeta ix (1/(factorial (Kumgdl(j,h)—Kumd(f,h)—E(1,h))))
end
in=in+1;
ji=1 %sdpvarlardan hangisi secilecek burda belirleniyor
while (son(j,:) " =[in Kumegd(jj ,:)])
Ji=3i+ L
end
LMa=(carp * [A{1}*Q{jj}+Q{jj } *A{1} +BwsM{jj HM{jj} *Bu’ ...
WEJJ1-Q7j QL AL+ Bu’ —re(QL i 1+Qdii 1)
zeta 1xBw{l}’ zeros(p,k) —zeta ixeye(p,p)]);
IMb—(carp «[Q{ i }-Q{jj }'-W{ij} Q{jj} +C’
CQjj} L{jj});
LMc=(carp *|[A{1}+W{jj}+W{jj } ' *A{1} +BwM{jj HM{jj } *Bu’
—S{jj} *Bu'+Y{jj} —2%S{jj} zeros(n,p) zeros(m,s)
zeta ixetaxBw{l}’ zeros(p,n) —zeta ixetaxeye(p,p) zeros(n,s)
CsW{jj} zeros(s,n) zeros(s,n) —zeta ixeye(s,s)]);
LM1la=LMla+LMa;
LM1b=LM1b{IMb;
LM1c=LMIctLMe;
ad=ad+1;
else
sond (j,:)=[out (Kumgdl(j,:)—Kumd(f,:)—-E(1,:))];
out=out+1;
end

end

)
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end

F=F+set (LMla<0);
F=F+tset (LM1b>0);
181 | F=F+set (LMlc<0);
LMla=0;

LM1b=0;

LM1c=0;

ad=0;

186 | end

F = Ftset (aglxgamtag2xbeta ters—ag3xeta—r—kuc<=0);

sol = solvesdp (F,kuc,sdpsettings (’solver ', ’sedumi’))
191 | beta ters=double(beta ters);
for i=1:jg
Q{i}=double (Q{
W{i}=double (W{
M{i}=double (M{
196 |L{i}=double (L{
Y{i}=double (Y{
S{i}=double (S{
end
gam—double (gam ) ;
201 | beta=1/beta ters;
eta=double (eta);
gergam=sqrt (gam);
kuc=double (kuc);

)
)
b
)

)

)

i})
i})
i})
i1)
i})
i})
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