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OZET

Mekanik sistemlerin denetimi, uzun zamandir aktif bir arastirma konusu olmasi ile beraber,
giiniimiizde halen popiiler bir ¢calisma alani olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bununla beraber
mekanik sistemlerin 6zel bir alt siifi olusturan YEMS’in genel anlamda kararli kilinmasi
lizerine yapilan calismalar son birka¢ senedir hizli bir bigcimde devam etmektedir. YEMS,
sistemdeki serbestlik sayisinin bagimsiz denetim girisi sayisindan fazla olan sistemler olarak
tanimlanmaktadir. Uygulamada cok farkli big¢imlerde karsimiza ¢ikan YEMS’in kararli
kilinmasi problemi, bu tip sistemlerin fazlaca dogrusal olmayan dinamikler icermesi ve alt
sistemleri arasindaki karmagik ara baglanti yapilar1 sebebi ile oldukg¢a zor bir denetim
problemidir.

Bu doktora g¢alismasinda, iki serbestlikli bir kisim yetersiz eyleyicili mekanik sistemin,
dogrusal olmayan denetleyici tasarimi yapilarak asimptotik kararli kilinmasi saglanmigtir.
Sistem geri besleme ile kismi dogrusallastirildiktan sonra yapiyr daha da sadelestiren
koordinat doniisiimleri uygulanmis ve kararli kilan denetleyici dogrudan Lyapunov yaklasimi
ile olusturulmustur. Asimptotik kararlilik La Salle degismez kiime teorisi yardimiyla verilen
ornekler icin ayri ayri elde edilmistir. Onerilen yontemin etkinligi 6rnek sistemler igin
benzetim ¢aligsmalar1 yapilarak desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yetersiz eyleyicili mekanik sistemler, dogrusal olmayan denetim,
Lyapunov temelli denetim.
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ABSTRACT

STABILIiZATION OF A CLASS OF 2-DOF UNDERACTUATED MECHANICAL
SYSTEMS VIA DIRECT LYAPUNOV APPROACH

Control of mechanical systems, which has been attracting the attention of many researchers
for a few decades, is still a popular research area. On the other hand, ongoing studies on the
general stabilization of UAMS, that constitute a particular class of mechanical systems, have
become an active research area since the beginning of 1990s. UAMS are defined as the
systems having less independent actuators that the degree of freedom of the system. The
stabilization of UAMS arising in many different practical applications areas is quite hard
control problem since such systems have high degree nonlinear terms and complicated
interconnection structure in their dynamics.

This dissertation proposes a novel nonlinear control design for a class of two degree of
freedom underactuated mechanical systems. After partial feedback linearization procedure,
the structure of the system has been simplified with a set of coordinate transformations.
Following, the control structure has been designed via Lyapunov’s direct method. Asymptotic
stability has been proved for the given examples by means of La Salle invariance principle. In
order to illustrate the effectiveness of the proposed method, simulation studies have been
performed for each example.

Keywords: Underactuated mechanical systems, nonlinear control, Lyapunov based control.
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1. GIRIS

Uzun zamandir iizerine ¢aligmalar yapiliyor olmast ile beraber, mekanik sistemlerin kararlt
kilinmasi ve denetimi giiniimiizde halen agik problemler barindiran oldukga aktif bir konu
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Teknolojik gelismelerle birlikte, mekanik sistemlerin ve
ozellikle mekanik sistemlerin 6nemli bir alt sinifin1 olusturan robotlarin, sanayi, aragtirma ve
bunlarla beraber pek ¢ok alanda genis kullanim sahasi elde etmis olmasi; ayrica, bir alt sinif
olarak robotlarin genel mekanik sistemler i¢in 6nemli bir uygulama alani olmasi bir¢ok
arastirmaciyr robotlarin  denetimi  konusunda c¢alismalar yapmaya itmistir. Yapisal
ozelliklerinden dolay1 robotlarin dogrusal olmayan dinamikleri ve ¢alisma bolgelerinin genis
olmasi, robotlarin denetimi konusu uygulamali dogrusal olmayan kontrol teorisi i¢in etkin bir
uygulama alan1 olmus ve yapilan arastirmalarla beraber robotlarin dogrusal olmayan denetimi
iyi bilinen bir konu haline gelmistir. Ozellikle sistem belirsizlikleri ile bas etme ve ¢alisma
kosullarina uyum saglama konularinda uyarlamali kontrol, dayanikli kontrol, pasiflik temelli
kontrol gibi yontemler genel olarak dogrusal olmayan kontrol konusunda gelistirilmis, basari
ile robotlar iizerinde uygulanmis ve bu konularda ¢ok fazla sayida calisma literatiire

kazandirilmustir.

Bununla beraber, mekanik sistemlerinin 6zel bir alt sinifi sayilabilecek yetersiz eyleyicili
mekanik sistemler (YEMS) iizerine yapilan ¢alismalar son yillarda biiyiik bir artis gostermis
olup halen bir¢ok arastirmacinin ilgi alanini olusturmaktadir. Yetersiz eyleyicili mekanik
sistemler, bagimsiz kontrol eyleyicilerinin sayisinin, kontrol edilen serbestlik sayisindan az
olan sistemler olarak tanimlanabilir. YEMS’in denetimi konusundaki ilgi 6zellikle gemiler, su
alt1 araglari, hava araclari, uzay araglari, gezgin robotlar gibi sistemlerin kontrol edilmesi
amacindan kaynaklanmaktadir. YEMS, agirlik ve fiyat dezavantajlar1 olan bazi eyleyicilerin
kullanilmak istenilmemesi gibi sebeplerle yetersiz eyleyicili olabilecekleri gibi, tasarimi

acisindan dogrudan veya bir sistemdeki eyleyici arizasi ile de yetersiz eyleyicili olabilirler.

YEMS’e bir ornek olarak, ¢alisan bir manipiilatoriin eyleyicilerinden bir veya birkacinin
arizalanmasi ile olusan sistem gosterilebilir. Bununla beraber, ¢esitli alanlarda kullanilan
gezgin robotlar bazi durumlarda tzerlerinde belirli bir amaca yonelik kullanilan bir
manipiilatore sahiptirler. Bu manipiilatorler kullanilirken genellikle gezgin robot durdurulur
ve boylece manipiilator hareket ettik¢ce bosta hareket eden bir serbestlik olusur. Bu durumda
olusan sistem biitiini YEMS igin giizel bir 6rnek olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica
gilinlimiizde popiiler bir hava araci olan, dikey olarak inig kalkis yapabilme kabiliyetine sahip

dort pervaneli helikopter sistemi, alt1 serbestlik ile bir yetersiz eyleyicili mekanik sistemdir.



Goriildigl iizere, YEMS genellikle tasarim acisindan oldukca maliyetli sistemler olup,
tizerlerinde gelistirilen bir teorinin dogrudan uygulanmasi oldukg¢a risklidir. Ayrica bu tip
sistemlerin egitimde uygulamali olarak kullanilmasi da pek miimkiin olmamaktadir. Bu
sebeplerle arastirma ve egitimde kullanilmak amaci ile matematiksel modeli kullanimda olan
YEMS ile ¢ok yakin, tasarim1 basit ve maliyeti diisiikk olan YEMS tasarlanmistir. Bunlardan
en ¢ok bilinen bazilar1 ise atalet diskli sarkag¢ sistemi (inertia wheel pendulum), ters sarkag
sistemi (pendulum on a cart), top-cubuk sistemi (ball and beam), doner sarkag sistemi (rotary

pendulum), pendubot ve acrobot olarak gdsterilebilir.

YEMS’in kararli kilinmasi problemi genellikle sistemin kararsiz denge noktasi etrafinda
kararli kilinmasi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ornek olarak ters sarkag sistemini ele alalim.
Bu sistem yatay olarak tek yonde hareket eden bir ara¢ ve bu aracin hareket yoniine dik
olacak sekilde araca akuple edilmis ve serbest sekilde hareket edebilen bir sarkagtan
olugsmaktadir. Sarkacin lizerinde dogrudan etki eden bir giris bulunmayip, sarka¢ ancak aracin
ivmelenmesi ile hareket edebilmektedir. Sistemin denge noktalar1 sarkagin yere dikey
dogrultuda oldugu iki farkli konum, sarkacin yere dogru durdugu (kararli) ve sarkacin yere
ters dogrultuda durdugu (kararsiz), olarak gdsterilebilir, arag ise herhangi bir konumda
bulunabilir. Bu durumda ters sarka¢ sisteminin kararli kilinmasi problemi su sekilde
Ozetlenebilir. Arag iizerine kuvvet uygulanarak aracin hareket etmesi saglanir ve bu sarkag
tizerinde bir kuvvet olusturur. Bu kuvvet ayarlanarak sarka¢ yere dik olacak sekilde ters
bicimde durdurulmaya calisilir ve bununla birlikte ara¢ onceden belirlenmis bir konuma
gotiiriilebilmelidir. Ayrica, bu sistemde sarkacin ters olmayacak sekilde kararli denge noktasi
etrafindaki denetimi de karsimiza ving problemini ¢ikarmaktadir. Fakat ters sarka¢ problemi
ving problemine gore ¢ok daha zor bir problemdir. Bunun sebebi ise sistemin dogasi geregi

ving probleminde denge noktasinin kararli olmasidir.

Yogun bir bicimde devam eden arastirmalar dogrusal olmayan sistemlerin denetimi
konusundaki ilerlemeleri hizlandirmaktadir. Giiniimiizde mekanik sistemlerin denetimi igin
yapilan ¢aligmalarin bir¢ogu genel yapida denetleyiciler bulmaya yonelik olup, elde edilen
yontemlerin ¢ogu mekanik sistemlerin ¢ok 6zel bir alt sinifin1 olusturan YEMS’in denetimi
icin kullanilamamaktadir. Bunun en temel sebepleri ise YEMS’in kontrol girisindeki
yetersizliklerden dolay:1 sistemin derecesinin artmasi ve sistemin serbestlikleri arasindaki
baglanti yapisinin  karmagikli§i  olarak  gosterilebilir. YEMS geri besleme ile
dogrusallagtirilamaz, dolayis1 ile dogrusal olmayan denetimin en temel tasarimi olarak

karsimiza ¢ikan geri besleme ile dogrusallastirma (feedback linearization) temelli yontemler
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YEMS iizerinde kullanilabilir degildirler. Bununla beraber denetleyici tasarimini
kolaylagtirmak tizere YEMS ic¢in geri besleme ile kismi dogrusallagtirma (partial feedback
linearization) bir yontem olarak sunulmustur (Spong, 1996). Bu yontem ile dogrusal olmayan
sistem dinamikleri tamamen yok edilemese de geri besleme sayesinde bir kismi yok edilebilir
ve sonucta olusan sistem yap1 olarak daha basit bir hal alir. Bagka bir deyisle, denetleyici

tasarimi yapilan sistem sadelestirilmis olur.

YEMS smifindan 6zel bazi sistemler ayri ele alinarak kararli kilma c¢alismalari literatiirde
oldukca fazla sayida mevcuttur. Bununla birlikte YEMS i¢in genel denetleyici gelistirme
calismalar1 son zamanlarda popiiler bir konu haline gelmistir. Ozellikle YEMS icin gelistirilen
denetleyicilerin tamaminin genel olarak mekanik sistemlerin denetimini saglayabilmesi
konuyu fazlasiyla ¢arpici bir hale getirmektedir. Fakat YEMS’in denetimi 6nemli bir ¢calisma
sahas1 olmasina ve bu konuda pek cok calismalar yapilmis olmasina ragmen halen bu
sistemlerin kararli kilinmas1 konusu fazlaca agik problem barindirmaktadir. Gilinlimiizde
gelinen noktada dahi genel ¢oziimlerin tamaminda sistem modelinin tam olarak bilindigi

kabulii yapilmaktadir.

YEMS i¢in gelistirilmis genel denetim yontemlerinin ¢ikis noktasi sistemin enerji fonksiyonu
tizerinde degisimler yaparak, geri besleme yolu ile sistemi istenilen noktaya tagimaktir.
Sistemin potansiyel enerji fonksiyonunun degistirilmesi ile dogrudan ilintili olan pasiflik
temelli denetim YEMS denetimi i¢in yetersiz kalmaktadir ve YEMS’in denetimi i¢in kinetik
enerji fonksiyonu iizerinde degisimler yapilmasi sarttir (Gomez-Estern vd., 2001). YEMS’in
kararl1 kilinmasi amaci ile kinetik enerji bi¢imlendirme fikri ilk olarak Bloch vd. (1997,2000)
tarafindan ortaya atilmig ve olusturulan yonteme denetlenen Lagrangian (Controlled
Lagrangians, CL) adi verilmistir. Bu yOntemin ana fikri sistemin Lagrangian’i ile birlikte
Euler-Lagrange denklemleri g6z oniine alinarak, geri besleme sonucunda yine Euler-Lagrange
denklemleri ile ifade edilebilen bir sistem olusturmaktir. Bu, kapali ¢gevrim sistem i¢in olasi
Lagrangian fonksiyonlar1 arasindan hangilerinin agik ¢evrim sistem i¢in uygun bir geri
besleme secilerek elde edilebilecegini hesaplayarak saglanir. Bu sekilde bir geri besleme elde
edilebilmesi i¢in gerekli sartlara eslesme kosullar1 (matching conditions) adi verilir ve olasi
bir bagsar1 durumunda Euler-Lagrange sistem eslesti denir. Genellikle, eslesme kosullar1 birkag
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem ile ifade edilir. Ayrica, 6nerilen bu yonteme ek
olarak potansiyel enerji fonksiyonunun da degistirilmesi Bloch vd. (2001) tarafindan
saglanmistir. Bazi 6zel durumlarda, 6zel bir smif olast kapali ¢evrim basitlestirilmis CL

fonksiyonlart i¢in basitlestirilmis eslesme kosullari olarak adlandirilan kismi diferansiyel
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denklemler genellestirilerek c¢oziilebilir(Bloch vd., 2000).

Ozel yapidaki bazi sistemler i¢in bu sekilde ¢dziim elde edilebilmesine ragmen daha karmasik
yapida olan YEMS igin eslesme kosullarinin ¢6zliimii ¢ok daha zordur. Eslesme kosullari
vasitasi ile elde edilen dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin Auckly vd.
(2000) bir basitlestirme prosediirii tanitmiglardir. A yontemi olarak adlandirilan bu prosediir
sayesinde eslesme kosullar1 birkag dogrusal kismi diferansiyel denklem haline
donistiiriilmiislerdir. Bununla beraber, Auckly vd. (2000), Auckly ve Kapitanski (2003)
tarafindan Onerilen yontem igerisinde CL fonksiyonlarinin degistirilmesinde sadece kinetik
enerji degil, potansiyel enerji fonksiyonu da doniistiiriilerek tiim sistem serbestliklerinin

asimptotik kararli kilinmas1 saglanmaistir.

CL yoOntemini temel alan diger bir yaklasim Li (2009) tarafindan iki serbestlikli YEMS i¢in
Onerilmistir. Bu yaklasimda jiroskopik kuvvetlerden bagimsiz olan bir kinetik enerji
fonksiyonu bulunmus ve kinetik enerji fonksiyonunu, potansiyel enerji fonksiyonunu ve kati
jiroskopik kuvvetleri icerisine alan gerekli ve yeterli eslesme kosullar1 olusturularak ¢éziime
ulasilmistir. Sonrasinda, Li ve Hou (2009) 6nerilen bu yontemi birinci dereceden yetersiz

eyleyicili mekanik sistemlere uyarlamistir.

Diger taraftan Ortega vd. (2002a, 2002b) YEMS’in kararli kilinmasi ig¢in sistemin
Hamiltonian’in1 (toplam enerji fonksiyonu) degistirerek ve sistemin pasiflik 6zelliklerinden
faydalanarak ¢oziime ulasilan IDAPBC yontemini gelistirmislerdir. Bu yontemde sistem ig¢in
ulagilmak istenilen bir Hamiltonian fonksiyonu Onerilerek sistemin orijinal Hamiltonian’1 ile
eslestirilmek sureti ile eslesme kosullarina denk olan birkag dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklem elde edilir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimii geri besleme ile
birlikte sistemin Hamiltonian fonksiyonunu istenilen yapiya kavusturur. Ayrica, geri besleme
yolu ile soniim atanarak sistemin istenilen noktada asimptotik kararli kilinmasi saglanir.
IDAPBC yontemi ile sadece (yetersiz eyleyicili) mekanik sistemlerin degil bunun yani sira
kimyasal siire¢lerin (Ramirez vd., 2009), elektro-mekanik sistemlerin (Battle vd., 2009),
elektronik devrelerin (Jayawardhana vd., 2007) ve anahtarlamali gii¢ elektronigi devrelerine
(Perez vd., 2004) denetimi i¢in basar ile uygulanmistir. Bu yontem ile olusturulan eslesme
kosullarinin bir kisim YEMS i¢in genel anlamda ¢oziilmesini saglayan bir yaklagim Acosta
vd. (2005) tarafindan Snerilmistir. Onerilen bu ydéntem ile eslesme kosullarmin kati olarak
coOziildiigli gosterilmistir. Buna benzer bir c¢alisma olarak, Viola vd. (2007) koordinat

doniigiimleri ile eslesme kosullarinin basitlestirilerek ¢oziime gidilebilecegini 6ne siirmiistiir.



Yapilan bu ¢alismalara alternatif olarak White vd. (2006, 2007, 2008, 2009) dogrudan
Lyapunov yontemi ile YEMS’in kararli kilinmasi yaklagimini ortaya atmistir. Bu yontemde
sistemin kararli kilinmasi yapist belirlenmis olan bir Lyapunov fonksiyonu secilerek bu
fonksiyonun tiirevinin negatif yar1 tanimli olmasi saglanarak elde edilmistir. Bu amacla
¢Oziim esnasinda ortaya ¢ikan ve eslesme kosullari ile denk olan birkag lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem c¢oOziilmiistiir. La Salle degismez kiime teorisi (bkz. Khalil, (1998))
yardimiyla asimptotik kararliligin gosterilebildigi bu yontemde olusturulan geri besleme
sinyalinin dinamik olmas1 yontemin zayifligin1 ortaya ¢ikarmaktadir. Ibanez (2009) dogrudan
Lyapunov yaklasimini ek bir doniisiim vasitasi ile gelistirerek, sonucta, statik bir geri besleme
ile top-cubuk sisteminin asimptotik kararli kilinmasini saglamistir. Belirtildigi iizere bu
yontem sadece atalet matrisi diyagonal olan top-cubuk sistemi icin ¢oziilebilmis, bagka bir

sisteme uyarlanamamustir.

Literatiire aktarilan bu ¢alismalar 1s181nda, bu doktora tezinde, dogrudan Lyapunov yaklagimi
genellestirilerek geri besleme ile kismi dogrusallastirma ve ek olarak koordinat doniisiimleri
sayesinde bir kisim iki serbestlikli YEMS’in kararli kilinmasina uygun hale getirilmistir. Bu

stire¢ asagidaki gibi listelenebilir;

1. Geri besleme ile kismi dogrusallastirma: Spong (1996) tarafindan YEMS i¢in Onerilen

bu yontem sayesinde sistemin dinamik yapisi geri besleme yoluyla basitlestirilir.

2. Koordinat doniisiimleri: Sistemin yetersiz eyleyicili olmasindan kaynaklanan

zorluklarin Online gegmek amaci ile atalet matrisini diyagonal hale getiren bir
doniigim yapilmigtir. Bununla birlikte sistemin iki adet ikinci derece diferansiyel
denklemle ifade etmek yerine dort adet birinci derece diferansiyel denklemle ifade
edilmesini saglayan ve ayni zamanda IDAPBC yontemindeki kinetik enerji
bicimlendirmeye benzer bir yapiya sahip ek bir doniisiim daha yapilmistir. Boylece
olusan dinamik yap1 oldukga basit hale getirilmis, ve sistemi asimptotik kararli kilan

geri beslemenin daha kolay bicimde elde edilmesi saglanmaistir.

3. Dogrudan Lyapunov yaklasimi: Sistem i¢in olusturulan dinamik denklemleri

asimptotik kararli kilmak amaci ile yapisi belirli olan bir Lyapunov fonksiyonu
secilerek, geri besleme vasitasiyla bu fonksiyonun tiirevinin negatif yari tanimh
olmasi saglanmistir ve boylece sistem kararli kilinmigtir. Bunu elde etmek {iizere
eslesme kosullarina benzer birkag dogrusal olmayan diferansiyel denklem geri

beslemenin sagladigi serbestliklerden faydalanilarak ¢6ziilmiistiir. Diferansiyel
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denklem  ¢oziimiinde,  Lyapunov fonksiyonu i¢in verilmis olan kisitlar
ve La Salle degismez kiime teorisi sayesinde sistemlerin asimptotik kararli kilindigi

gosterilmistir.

Yapilan bu tez calismasinda, diger yontemlerde elde edilen denetleyici yapisinin gelistirilerek
daha basit bir halde elde edilmesinin saglanmasi karsimiza bir avantaj olarak ¢ikmaktadir. Altt
cizilmesi gereken bir diger gelistirilen nokta ise bazi sistemler i¢in (6rn. doner sarkag) diger
yontemlerle elde edilen ¢ekim bolgesinin genisletilmesi olmustur. Bununla beraber dogrudan
Lyapunov yaklasimi ile elde edilmis olan dinamik geri besleme yapis1 Onerilen yontem ile

statik geri besleme haline doniistiirilmiistiir.

Bu tezin geri kalan kismi su sekilde olusmaktadir: Boliim 2’de mekanik sistemlerin dinamik
denklemlerinin genel yapist ile birlikte, YEMS i¢in bu yapinin olusumu ve ayrica dinamik
modelleri ile birlikte 6rnek YEMS verilmistir. Boliim 3, yukarida anlatilan kararli kilma
stirecini, Bolim 2’de verilen Orneklerin asimptotik kararli kilinmasini ve her bir 6rnek
benzetim c¢alismalarini igerir. Bolim 4’te ise, bu tezi sonuglandirilarak gelecekte

yapilabilecek ¢aligmalar i¢in Oneriler getirilmistir.



2. MEKANIK SISTEMLER

Bu boliimde genel olarak mekanik sistemlerin dinamik modellerinin elde edilmesi ve bu
modellerin 6zellikleri ile birlikte YEMS’in dinamik yapilari iizerinde durulacaktir. Bunun
devaminda iki serbestlikli bir kissm YEMS i¢in 6rnekler dinamik denklemleri ile birlikte

verilecektir.

2.1 Mekanik Sistemlerin Euler-Lagrange Dinamik Denklemleri

Mekanik sistemlerin dinamik modellerinin elde edilmesi i¢in siklikla kullanilan yontemlerden
bir tanesi de sistemlerin enerjisi lizerinden hareket ile modellerinin elde edildigi Euler-
Lagrange denklemleridir. Euler-Lagrange denklemleri, Newton un ikinci yasasi kullanilarak
elde edilen dinamik hareket denklemlerine esit olan daha basit bir diizenleme saglar. Mekanik
sistemlerin modellerinin elde edilmesi i¢in Oncelikle tiim olast konuslanimlar
(configurations) iceren c¢ok katli (manifold) tanimlanir. Sonrasinda ise konuslanim ¢ok
kathisinda  genellestirilmis  koordinatlar ~ olarak  adlandirilan  yerel  koordinatlar
(¢ =(q1,92,---,qn)) belirlenir. Burada ‘n’ sistemdeki serbestlik sayisini gostermektedir. Bu
durumda sistemin kinetik enerjisi ile potansiyel enerjisi arasindaki fark olarak tanimlanan

Lagrangian,

L(q,q) = K(g.4) — V(q) (2.1)

seklinde ifade edilir. Burada g ve ¢ siras1 ile genellestirilmis koordinatlar1 ve zamana gore
tirevlerini, K(q,q) sistemin toplam kinetik enerjisini ve V(q) sistemin toplam potansiyel

enerjisini gostermektedir. Bu durumda mekanik sistem modeli Euler-Lagrange denklemi ile

olarak verilebilir. Burada 7 € R™ harici kuvvetleri (denetim girisleri) gostermektedir ve
genellestirilmis kuvvet vektorii olarak adlandirilir. Ayrica elde edilen bu model matris

formunda asagidaki gibi ifade edilebilir,
M(q)G+C(q.¢)q+ G(q) = Fr . (2.3)

Burada, M (g) € R™*" atalet matrisini, C(q,q) € R"™*"™ merkezcil ve coriolis kuvvetlerini,
G(q) € R™ yercekimi etkilerini barindiran vektorii ifade eder. Ayrica 7 € R™ denetim
girigleri , F' € R™™ (m <n) giris matrisi, m ise denetim giriglerinin boyutu olarak

tanimlanmaktadir.



Mekanik sistemlerin (2.3) esitligi ile verilen dinamik denklemleri asagidaki oOzelliklere
sahiptir.

e M(q) >0, VgeR"

o M(q)=MT"(q),

e M(q) — 2C(q, ¢) matrisi ters-simetriktir,

e Sistemin atalet matrisi, A\ (q) ve A2(q) sirasi ile atalet matrisinin en kiigiik ve en biiyiik 6z

degerlerini  ve [,., mnxn boyutlu birim matrisi  gostermek {izere,
M) Inxn < M(q) < Xa(q)Luxn sartt her ¢ € R™ igin saglanir.

2.2 Tam Eyleyicili Mekanik Sistemler

Esitlik (2.3) ile verilen mekanik sistemlerin dinamik denklemleri géz Oniine alindiginda, giris
matrisi F' € R™*™ olarak tanmimlanmaktadir. Eger bir mekanik sistem i¢in F' matrisi tersi
alinabilir bir matris ise, bu sisteme tam eyleyicili mekanik sistem denir. Baska bir deyisle,
sistemdeki her serbestlige karsilik gelen bir kontrol girisi mevcut ise sistem tam eyleyicilidir.
TEMS geri-besleme yolu ile dogrusallagtirilabilirler, bu 6zellik denetim agisindan biiyiik
kolayliklar getirmektedir. Bununla beraber TEMS’de dayanikli kilma kosulunu da saglayan
uyarlamali denetim, dayanikli denetim yontemleri gibi bir¢ok yontem basar1 ile

uygulanmustir.

2.3 Yetersiz Eyleyicili Mekanik Sistemler

YEMS, sistemin serbestlik derecesinden daha az sayida bagimsiz denetim girisine sahip olan
sistemler olarak tanimlanir. YEMS’de sistemin serbestlik derecesi (n), sistemin kontrol
giriglerinin boyutundan (m) biiyiiktiir. YEMS’in denetimi, denetim girislerinin az sayida
olmasi sebebi ile TEMS’e gore oldukca zordur. YEMS, mekanik sistemlerin 6zel bir alt
sinifin1  olusturmasinda ragmen, TEMS i¢in gelistirilen denetim yapilar1 YEMS’e
uygulanabilir degildirler. YEMS geri-besleme yolu ile dogrusallastirilamaz ve geleneksel

dogrusal olmayan denetim yontemleri YEMS’in kararli kilinmast i¢in yeterli olmamaktadir.

2.4 IKki Serbestlikli Yetersiz Eyleyicili Mekanik Sistem Ornekleri

YEMS icin ornekler; hava aracglari, gemiler, uydular, su alt1 araglari, insansi robotlar gibi
bir¢ok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Fakat bu tiir 6rneklerin laboratuar ortaminda deneysel
amacli kullanilmalar1 olduk¢a zordur ya da miimkiin degildir. Bu sebepten dolay1, birgogu iki
serbestlikli olmak iizere, gerek deneysel gerekse egitim amaglhi kullanilmak iizere bir¢ok
YEMS olusturulmustur. Olusturulan bu sistemlerin dinamik modelleri gergekte kullanimda

olan sistemlerin dinamik modellerine ¢ok yakindir, dolayisi bu sistemler ile gelistirilen



teorilerin deneysel anlamda gergeklestirilmesi agisindan elveriglidirler. Alt boliimlerde YEMS

i¢in 6rnekler matematiksel modelleri ile birlikte verilecektir.

2.4.1 Atalet Diskli Sarkac Sistemi

Atalet diskli sarka¢ sistemi, bir ucundan sabit bir noktaya serbestce donebilecek sekilde
tutturulmus diger ucuna ise bir moment uygulanarak dondiiriilebilen disk baglanmis bir
sarkactan olusmaktadir (Sekil 2.1). Bu sistem ilk olarak Spong vd. (2001) tarafindan
tanitilmistir. Dinamik yapisi, diger iki serbestlikli YEMS ile karsilastirildiginda, atalet
matrisinin sabit olmasindan Otilirii oldukca basittir. Atalet diskli sarkag¢ sistemi, sarkacin

tizerinde dogrudan bir denetim girisi olmadig: i¢in yetersiz eyleyicili bir sistemdir.

Sekil 2.1 Atalet diskli sarkag sistemi

Atalet diskli sarkag sistemi tiim durum uzay: i¢in denetlenebilirdir. Spong vd. (2001) enerji
temelli bir denetim yapisiyla atalet diskli sarka¢ sisteminin kiiresel asimptotik kararl
oldugunu teorik ve pratik anlamda goOstermiglerdir. Srinivas ve Behara (2008) IDAPBC
yontemi ve sarkac osilasyonlarin1 temel alan bir diger denetim yapisi ile sistemin kiiresel
asimptotik kararliligin1 deneysel anlamda sonuclandirmiglardir. Yakin zamanda yapilan bir

calismada Bobtsov vd. (2009) sistemi uyarlamali denetim yapisi ile kararli kilmiglardir.

Atalet diskli sarkag sisteminin Lagrangian’1 agagidaki gibi verilebilir,

DN | =

Burada, ¢, ve ¢ sirasi ile sarkag¢ agisini ve disk agisini, ¢; ve ¢, sarkacin ve diskin agisal
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hizlarii, m ve [ sarkag ile diskin esdeger kiitlesini ve agirlik merkezinin baglant1 noktasina
olan mesafesini, /; ve [, sarkacin ve diskin atalet momentlerini, v denetim girigini ve g ise
yergekimi ivmesini gostermektedir. Buradan hareket ile atalet diskli sarkac¢ sistemine ait

dinamik denklemler, Euler-Lagrange denklemleri uygulanarak asagidaki gibi elde edilebilir,
(Il + IQ)le + Igdg - mgl Sin(ql) =0 (25)

Iy, + LG = u. (2.6)

2.4.2 Ters Sarkag Sistemi

Ters sarka¢ sistemi gelistirilen denetim tekniklerinin calisirh@inin test edilmesi amaci ile
kullanilan laboratuar sistemlerinden bir tanesi olup denetleyici tasarimi ile ugragan bir ¢ok
mithendis ve bilim insani tarafindan iyi bilinmektedir. Sistem, {izerine uygulanan kuvvet ile
cizgisel olarak hareket edebilen bir ara¢ ve bu araca monte edilmis serbestge donebilen bir
sarkacgtan olusmaktadir (Sekil 2.2). Sadece arag iizerine bir kuvvet uygulandig1 ve sistem iki

serbestlikli oldugu i¢in, ters sarkag sistemi yetersiz eyleyicili bir mekanik sistemdir.

O—0O

Sekil 2.2 Ters sarkag sistemi

Ters sarkag sisteminin denetim problemi iki ayr1 ana baglikta incelenebilir. Bunlardan ilki
kiiresel bir ¢oziim olan sarkacin kararli denge noktasindan kararsiz denge noktasi civarina
getirmek; ikincisi ise yerel bir ¢oziim olan sarkaci kararsiz denge noktasinda asimptotik
kararli kilmaktir. Bununla beraber sarka¢ yere yatay konumda iken sistemin denetlenebilirlik
ozelligi kaybolmaktadir. Bu tespitle ilintili olarak, Shiriaev ve Fradkov (2001) sarkaci, sifir

ara¢ konumu degisimi ile, en alt noktasindan en {ist noktasina sarkag¢ agisina gore periyodik
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olan kiiresel, stirekli, statik bir geri besleme ile getirmenin miimkiin olmadigini

belirtmislerdir.

Sistemin kiiresel anlamda denetimi i¢in yapilan c¢aligmalar genellikle enerji temelli
caligmalardir. Bu ¢aligmalarda sisteme gerekli enerji verilerek sarkag kararsiz denge noktasina
gotiiriilmeye calisilmaktadir. Astrom ve Furuta (2000), enerji temelli ¢alismalarin 6zelliklerini
vererek sarkaci en alt noktadan en iist noktaya gotiirmek olan birka¢ farkli denetleyiciyi
karsilagtirmiglardir. Lozano vd. (2000), ters sarkac sistemi ig¢in pasiflik temelli stirekli bir
denetleyici yapisi gelistirmisler ve sarkaci en alt noktasindan en iist noktasi civarina getirmeyi
saglamiglardir. Yakin zamanda, Gordillo ve Aracil (2008), denetim yapisi anahtarlama
barindirmasina ragmen, kiiresel kararli kilma problemi igin geri besleme ile kisnu

dogrusallagtirilmig sistem i¢in bir ¢éziim dnermislerdir.

Diger taraftan, YEMS i¢in gelistirilmis olan genel denetleyici yapilar: sistemi yerel asimptotik
kararli kilmaktadir. Ortega vd. (2002) ve Viola vd. (2007), IDAPBC ve IDAPBC igin
gelistirilen ¢6ziim tekniklerinin ¢alisirhigini stnamak amaci ile ters sarkag 6rnekleri lizerinde
durmuslardir. Bloch vd. (2000), CL tekniginin tanitildig1 yayininda ters sarkag sistemini 6rnek
olarak se¢mislerdir. White vd. (2006) dogrudan Lyapunov yaklasimini ters sarkag iizerinde
uygulamistir, fakat yapilan bu ¢aligmada denetleyici dinamiktir. Bu genel ¢oziim yontemleri
ile birlikte Olfati-Saber (1999) ters sarkag¢ sistemi i¢in sabit nokta ters adimlama yontemini
uygulamis ve basarili sonuglar elde etmistir. Denetleyici yapisinin Lyapunov temelli oldugu
bir diger ¢alisma Ibanez vd. (2005) ile verilmistir. Bu ¢alismalarin tiimiinde yerel denetleyici,

ancak sarkacin baslangi¢ durumu tist yar1 diizleminde ise ¢aligmaktadir.

Ters sarkag sisteminin Lagrangian’1 agagidaki gibi elde edilebilir,

1/1 . . . 1
L= 5 <§m1l2q% —mylcos(q1)q1Ge + (mq + mg)qg) — §mlgl cos(qy). (2.7)

Burada, ¢; ve ¢, sirasi ile sarka¢ agisini1 ve ara¢ konumunu, ¢; ve ¢», sarkacin agisal hizi ve
aracin dogrusal hizini, m; ve [ sarkacin kiitlesi ve uzunlugunu, ms aracin kiitlesini, v denetim
girisini ve g ise yer¢ekimi ivmesini gostermektedir. Buradan hareket ile ters sarkag sistemine
ait dinamik denklemler, Euler-Lagrange denklemleri uygulanarak asagidaki gibi elde
edilebilir,

1

.. 1 . 1 .
§m1l2q1 — §m1l cos(q1)ga — §mlgl sin(q;) =0 (2.8)
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1 ; .o 1 . 9
—§mllcos(q1)q1 + (my + me)da + Emll sin(q1)4; = u. (2.9)

2.4.3 Doner Sarkac Sistemi

Ik olarak Furuta vd. (1991) tarafindan tanitilmis olan doner sarkac sistemi (ayrica Furuta
sarkaci olarak bilinmektedir), izerine uygulanan moment ile dairesel hareket edebilen bir kol
ve bu kolun ucuna monte edilmis serbest¢ce donebilen bir sarkagtan olugsmaktadir (Sekil 2.3).
Doner sarkag sistemi, sarkacin lizerinde dogrudan bir denetim girisi olmadig1 i¢in yetersiz
eyleyicili bir sistemdir. Bu 6zel ters sarkag sistemi denetleyici tasarimi ¢aligmalari i¢in harika
bir drnek olusturmakta olup, iki serbestlikli YEMS arasinda matematiksel yapisi en karmagsik

olandir (Acosta, 2010).

Doner sarkag sisteminde de sarkag yere yatay konumda iken sistemin denetlenebilirlik 6zelligi
kayip olmasindan dolay1r denetim problemi ters sarkagta oldugu gibi iki ayr1 ana baslikta
incelenebilir. Bunlardan ilki kiiresel bir ¢6ziim olan sarkacin kararli denge noktasindan
kararsiz denge noktasi civarma getirmek; ikincisi ise yerel bir ¢oziim olan sarkaci kararsiz

denge noktasinda asimptotik kararli kilmaktir.

Furuta vd. (1991) tiim durum uzayimnin izdiisimii olan bir alt uzay kullanarak sarkacin en alt
konumundan en {ist konumu civarina getirilmesini saglamislardir ve yontemin dayanikliligin
deneysel anlamda gostermislerdir. Astrom ve Furuta (2000), enerji temelli calismalarin
ozelliklerini vermisler ve amaclar1 sarkaci en alt noktadan en {ist noktaya gotiirmek olan
birka¢ farkli denetleyiciyi karsilagtirmiglardir. Diger bir kiiresel ¢oziim getirme yontemi
(speed-gradient) Gordillo vd. (2003) tarafindan verilmistir, ve bu c¢alisma benzetim ve
deneysel calismalarla desteklenmistir. Fantoni vd. (2002) sistemi 6zel bir yoriingeye sokan

kiiresel bir denetleyici tasarlamiglardir.

Ote yandan, Viola vd. (2007) IDAPBC yontemi i¢in koordinat déniisiimii yolu ile
sadelestirmeler yapmis, doner sarkac sistemine uygulamis, ve ¢ekim bolgesi sistem
dinamiklerine bagli olan yerel bir ¢éziim elde etmislerdir. Tasarimin Lyapunov temelli
yapildig1 bir diger ¢alismada c¢ekim bdlgesi yine sistem dinamiklerine baglidir (Ibanez ve
Azuela, 2007). Olfati-Saber (2002) YEMS i¢in normal form elde etmek iizere bir yontem
Onermis ve sabit nokta geri adimlama yontemi ile doner sarkag sistemi i¢in bir ¢6ziim elde
etmigtir. White vd. (2006) dogrudan Lyapunov yaklasimini doner sarka¢ problemine

uygulamistir, fakat bu calismada elde edilen denetleyici dinamiktir.
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Doner sarkag sisteminin Lagrangian’1 agagidaki gibi elde edilebilir,
1 : . : .
L= 3 (quf + 265 cos(q1)G1d2 + (05 + 05 st(ql))qg) — 049 cos(qy). (2.10)

Burada, 91 = Il + mll%, 92 = mllng, 93 = mll%, 04 = m1l1,95 = 12 -+ m2l§ -+ mng olup;
ayrica, q; ve ¢o sirasi ile ¢gubugun konumuna gore sarkag¢ agisini ve ¢ubuk acisini, ¢, ve ¢,
sarkacin ve ¢ubugun agisal hizini, L1, [, ve m; sarkacin uzunlugu, agirlik merkezinin mesafesi

ve kiitlesini, Lo, Iy ve mo c¢ubugun uzunlugu, agirllk merkezinin mesafesi

mi, L1l

~_

Sekil 2.3 Doner sarkag sistemi

ve kiitlesini,/; ve I, sarkacin ve ¢ubugun atalet momentlerini, u denetim girigini ve g ise
yercekimi ivmesini gostermektedir. Buradan hareket ile doner sarkag sistemine ait dinamik

denklemler, Euler-Lagrange denklemleri uygulanarak asagidaki gibi elde edilebilir,
016y + 05 cos(q1)dr — O3 sin(q) cos(q1)gs — Oagsin(qy) =0 (2.11)

05 cos(q1)d1 + (05 + O3 sin®(q1)) Gy — B2 sin(q1) gt + 203 sin(qy) cos(q1)dige = u. (2.12)

2.4.4 Top Cubuk Sistemi

Bir eyleyici sayesinde dondiiriilebilen bir ¢gubuk ve ¢ubuk {izerinde serbestce hareket edebilen
bir toptan olusan top-cubuk sisteminin denetiminde amac¢ topu ¢ubuk iizeinde istenilen bir
noktaya gotlirmektir. Sistemde top lizerinde dogrudan bir kuvvet uygulanmadigi i¢in top-

cubuk sistemi yetersiz eyleyicilidir.

Bu boéliimde top-¢ubuk sisteminin asimptotik kararli kilinmasini saglayan denetleyici tasarimi

Ibanez (2009) yayimindan alinmigtir. Bununla beraber yakin zamanda top-¢ubuk sistemi ile
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ilgili yapilan ¢alismalardan bir tanesi olarak, Muralidharan vd. (2010) ile verilen ¢alismada
IDAPBC yaklasimi ile sistemi asimptotik kararli kilinmis ve elde edilen denetleyici deneysel
calismalarla desteklenmistir. Aoustin ve Formalskii (2009) iki farkli top-cubuk sistemini
denge noktasi etrafinda dogrusallastirarak sistemin dogrusal denetim yontemleri ile kararh
kilinmasini saglamiglardir. Bir bagka ¢alismada Li vd. (2009) sistemin toplam enerjisinden
yola c¢ikarak pasiflik temelli denetim yapisi ile sistemin orijinde asimptotik kararli olmasi

sonucunu elde etmislerdir.
Top-Cubuk sisteminin Lagrangian’1 asagidaki gibi elde edilebilir,

1

I . . .
L= 3 (('rm + T—;)qf + (I + m1£]f)qg> — m1gqi sin(ga). (2.13)

Burada ¢, ve ¢ sirasi ile topun konumunu ve ¢ubugun agisini, ¢; ve ¢, topun dogrusal ve
c¢ubugun agisal hizini, r, m; ve I; topun yaricapi, kiitlesi ve atalet momentini, my ve I
cubugun kiitlesi ve atalet momentini, g ise yercekimi ivmesini gostermektedir. Top-cubuk
sistemine ait dinamik denklemler, Euler-Lagrange denklemleri uygulanarak asagidaki gibi

elde edilebilir,

L. . .
(m + )i — muds + mgsin(g) = 0 (2.14)

(Is + m1q})da + 2m1qiGide + migq cos(qa) = u. (2.15)

Sekil 2.4 Top-Cubuk sistemi

2.4.5 TORA Sistemi

TORA (Translational Oscillator with Rotational Actuator) sistemi (Sekil 2.5) yan tarafindan
bir yay vasitasiyla sabit bir zemine baglanmis, ¢izgisel olarak hareket edebilen ara¢ ve aracin

icerisinde bulunan bir motor tarafindan déndiiriilebilen bir sarkactan olusmaktadir. {1k olarak
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Wan vd. (1996) tarafindan tanitilan bu sistemde amag sarkaca verilen hareket ile aracin

konumu istenilen bir noktaya ayarlamaktir.

TORA sisteminin Lagrangian’1 asagidaki gibi elde edilebilir,

1, . . . 1
L= 5 (0167 + 205 cos(g2)G1Go + 05d3) + 5&6]? + malg cos(qz). (2.16)
n;
u

Sekil 2.5 TORA sistemi

Burada, 6, = m; + ma, 03 = myl, 03 = myl* + I, olup; ayrica, ¢, ve ¢y sirasi ile ara¢ konumu
ve sarkag¢ agisini, ¢; ve ¢, aracin dogrusal hizi ve ¢ubugun agisal hizini, I, [ ve ms sarkacin
atalet momentini, sarkacin uzunlugunu, sarkacin u¢ noktasinda bulunan kiitleyi, m, aracin
kiitlesini, 3; yay sabitini, g ise yer¢ekimi ivmesini gostermektedir. Buradan hareket ile TORA

sistemine ait dinamik denklemler, Euler-Lagrange denklemleri uygulanarak asagidaki gibi

elde edilebilir,
0161 + 02 cos(q2)da — B2 sin(q2)ds + Frqr =0 (2.17)

05 cos(q2)G1 + O3Go + O2gsin(qs) = u. (2.18)
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3. DOGRUDAN LYAPUNOV YAKLASIMI ile BiR KISIM YETERSIiZ
EYLEYICIiLi MEKANIK SISTEMIN KARARLI KILINMASI

3.1 Giris

Dogrusal olmayan sistemlerin kararliliklarinin gosterilmesinde en ¢ok kullanilan ydntem
Lyapunov kararlilik analizi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bununla birlikte Lyapunov teorisi
kararli kilan denetleyici tasariminda da dogrudan kullanilabilmektedir. Bu sekilde yapilan bir
tasarimda, sistemi (asimptotik) kararli kilmak amaciyla; aday bir Lyapunov fonksiyonu
secilerek baslanilir ve Lyapunov fonksiyonunun tiirevi, uygun bir denetleyici yapisi

olusturularak negatif (yar1) tanimli yapilmaya calisilir.

Bu boliimde YEMS i¢in geri besleme ile kismi dogrusallastirma yontemi ve sistem yapisinin
daha da sadelestirilmesine imkan tantyan birkag¢ koordinat doniisiimiine yer verilecektir. Geri
besleme ile kismi dogrusallastirilan ve koordinat doniisiimleri ile olusturulan sistem dogrudan
Lyapunov yaklasimi ile kararli kilinacak ve Onerilen bu denetim yapisi bir kisim iki

serbestlikli yetersiz eyleyicili mekanik sistemlere uygulanacaktir.

Tasarim asamasina gegcmeden Once bir iki serbestlikli bir kisstm YEMS i¢in genel ¢6ziim elde

edebilmek tizere gerekli olan asagidaki varsayimlar: tanimlamak yerinde olacaktir;
Varsayim 3.1

S6z konusu sistemlerin atalet matrisleri eyleyicisi bulunmayan koordinata baglidir. Ortega vd.

(2002a) yayminda belirtildigi lizere bir cok YEMS, yapis1 geregi bu 6zelligi tasimaktadir.
Varsayim 3.2

Serbestliklerden sadece bir tanesinin potansiyel enerjisi degisken olmalidir. Yine bir¢ok

YEMS bu 6zelligi tagimaktadir.

3.2 Problem Formulasyonu

Iki serbestlik derecesine sahip YEMS’in dinamik hareket denklemleri asagidaki gibi ifade
edilebilir,

mi1(q)Gi + ma2(q)Ga + di1(q, Q)dr + di2(q, 4)d2 + g1(q) =0 (3.1)

ma2(q)G1 + maa(q)Ga + da1(q, §)d1 + da2(q, §)do + g2(q) = u. (3.2)
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Burada, ¢ = [ql qg]T genellestirilmis koordinatlari, ¢; ve ¢o sirasi ile eylenmemis ve
eylenmis koordinatlari, m;;(q) (4,7 = 1,2) atalet matrisi bilesenlerini, d;;(¢) (i,j = 1,2)
merkezcil ve coriolis kuvvetlerinin olusturdugu matrisin bilesenlerini, ¢;(¢) (i =1,2)

yergekimi etkilerini ve u denetim girisini gostermektedir.

Sistem dinamikleri (3.1) ve (3.2) esitliklerindeki gibi olusturulduktan sonra, bu denklemler,
daha basit yapida olan bir sistem elde etmek iizere geri besleme ile kismi dogrusallastirma ve
koordinat doniistimleri sayesinde sadelestirileceklerdir. Burada amag, sistem koordinatlarini

Isidori(1995) ile tanimlanan normal yapiya dontistiirmektir.

3.2.1 Geri Besleme ile Kismi Dogrusallastirma

Yetersiz eyleyicili mekanik sistemler i¢in geri besleme ile kismi dogrusallastirma ilk olarak
Spong(1996) tarafindan tanimlanmistir. Bu yontem sayesinde sistem daha basit bir yapiya
getirilip denetim tasarimi goreli kolay bir hal almaktadir. Geri-besleme ile kismi

dogrusallagtirma prosediiriinii uygulamak iizere, ¢», (3.1) esitligi kullanilarak

1

G2 = m—u(—mnéﬁ —di1(q,9)d1 — di2(q, )42 — 91(q)) (3.3)

olarak elde edilebilir. Bu sonug (3.2) esitliginde kullanilarak ¢, (3.2)’den elemine edilebilir.
Bununla birlikte (3.1)’in her iki tarafi m;, ile boliniip, (3.1) ve (3.2)’nin diizenlenip tekrar

yazilmasi ile

—= i1 + G+ hi(q,4) = 0 (3:4)

mi2

(M2 — ——2)jy + ha(q. 4) = u (3.5)
mio

esitlikleri olugturulabilir. Burada h(q, §) ve ha(q, ¢) asagidaki gibi tamimlanmustir,

(0. 0)in + (g6 + 01(0)) 6.6
12

hl (Q7 Q) é

ha(q, §) £ da1(q, )G + daz(q, 4)da + ga(q) — m—jz(du(q, Q)i + di2(q,4)g2 + 91(q)).  (3.7)

Bu noktada geri besleme ile kismi dogrusallastirma islemini ger¢eklestirmek {izere denetim
girisi

mi1Mmag

)f1 + ha(q, q) (3.8)

u = (m12 —
mi2
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olarak secilerek (3.4) ve (3.5) esitlikleri asagidaki gibi diizenlenebilir,

iy o+ o+ ha(g.4) = 0 (3-9)
mi2

G = fi. (3.10)
Burada f; yeni denetim girisini gostermektedir.

Aciklama 3.1

Esitlik (3.3)’te oldugu gibi, ¢, terimini elde edebilmek igin my # 0 sartinin saglanmasi
gerektigi gozden kagirilmamasi gereken bir noktadir. Bu kisit bir zayiflik gibi goriilebilir,
fakat, bir ¢ok iki serbestlikli yetersiz eyleyicili mekanik sistemde, m> = 0 oldugu noktalarda
sistemin kontrol edilebilme 6zelligi kaybolmaktadir. Bununla birlikte, m, = 0 esitligi her ¢
icin saglanabilir ki bunun anlami (3.1)’de ¢, teriminin, (3.2)’de ise ¢; teriminin
bulunmamasidir ve Top-Cubuk sistemi bu 6zelligi barindiran sistemlere 6rnek tegkil edebilir.
Bu durumda sistemin atalet matrisi kdsegendir ve (3.2)’den ¢, terimini elemine etmeye lizum

yoktur.

3.2.2 Koordinat Doniisiimleri

Sistemi denetim tasarimi ag¢isindan daha da basitlestirmek {izere bir dizi koordinat
doniisiimiiniin yapilmas1 gerekmektedir. ilk olarak, g, yeni koordinat ve ~(qi), v(0) =0
ozelligini saglayan, ¢cekim bolgesinde sinirli ve siirekli bir fonksiyon olmak {izere asagidaki

doniisiim tanimlanabilir (Olfati,2001),

¢ =v(q1) + G- (3.11)

Bu ifadenin birinci ve ikinci zaman tiirevleri, 7'(¢1) = 07(q1)/0q: olmak iizere, agagidaki gibi

hesaplanabilir,

G =7 (q1)d + ¢ (3.12)
.. / .. . d / .

Gr =7 (@)1 + G2 + — (' (@1))éa- (3.13)

dt

s = q1, 4 = [QT QS}T ve

q1 m11(6)>

V(Ch) = o m12(0>

do (3.14)



19

tanimlamalar1 yapilarak ve Varsayim 3.1 gbéz oOniinde bulundurularak, (3.9) ve (3.10)

esitlikleri asagidaki gibi diizenlenebilir,

(:jT - %(7%@9))@9 + hl(@v (D =0 (315)
4s = fi- (3.16)

Bu doniistim prosediirii ile birlikte ¢» terimi (3.9) esitliginde de yok edilmistir. Bununla
beraber, (0) = 0 saglandig1 i¢in eger ¢, = 0 ve g; = 0 saglanirsa g2 = 0 olacaktir. Bagka bir
deyisle, baslangicta ele aldigimiz sistem modelinde orijinin (¢ = 0) asimptotik kararli
kilinmasi ile doniisiim sonucunda elde edilen sistemde orijinin (¢ = 0) asimptotik kararl

kilinmasi esdegerdir.

Daha sonraki analizi basitlestirmek {izere bir koordinat doniisiimii daha asagidaki gibi

tanimlanabilir,
p=¥(q)q. (3.17)

Burada, p = [p, ps}T, U (q) = diag[v,(3); ¥s(q)] olarak tammlanmustir ve v, ile 1, sifir

olmayan fonksiyonlar olup daha sonra tanimlanacaklardir. (3.17) esitliginde her iki tarafin

zamana gore tiirevi alinip ifade diizenlenirse,
q=9"'(q) (p - ¢((I)é) (3.18)

elde edilebilir. (3.18) esitligi (3.15) ve (3.16) esitliklerinde kullanilip, c3, ¢4, p2 ve fo yeni

denetim girisleri olmak iizere

fi= % <03pr + (ca — %)ps + p2 + f2> (3.19)

(3.16) esitliginde yerine yazilirsa, olusan yeni sistemin dinamikleri asagidaki gibi elde

edilebilir,

q=9"'(qp (3.20)

Pl _ |1 €2 r 1 0

[ps] B Lg 04] [pj * [,02] + M Fa (3.21)
— —~ =~
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Ue(@)  d2(qp)

“a- Ve(q)  maa(gs) (3:22)
_ d(’7,<QS)) o dll((ja p) - d12(q_7 p)VI(QS) ¢r<q_)
2= ( dt ml2(Qs> ) ws((ﬂ (323)
_ _9(@)¥(@) (3.24)
m12(QS> .

olarak tanimlanabilir.

Genel dinamik denklemleri (3.1) ve (3.2) esitlikleri ile verilen iki serbestlik dereceli YEMS
icin yukaridaki alt boliimlerde verilen geri besleme ile kismi dogrusallastirma ve koordinat
doniisiimii prosediirleri sonucu olusan sistem (3.20) ve (3.21) esitlikleri ile verilmistir. Bu

noktadan sonra sistemi kararli kilmak i¢in denetleyici tasarimi yapilacaktir.

3.3 Dogrudan Lyapunov Yaklasimi

Sistemi kararli kilacak olan denetleyici yapisini olusturmak iizere asagida verilen bir aday
Lyapunov fonksiyonu segelim,

Vi(g,p) = %pTK (@)p + ¢(q)- (3.25)

Burada K(q) € R?*? (en azindan ¢ekim bolgesinde) pozitif tanimli ve simetrik bir matris, ¢
ise (en azindan ¢ekim bdlgesinde) pozitif tanimli, siirekli ve sistemin kararli kilinacagi
noktada (yerel) minimuma sahip skaler bir fonksiyondur. Bu aday Lyapunov fonksiyonunun
zamana gore tiirevi alinarak

V =p K@+ " K@+ ) (326

ifadesi elde edilebilir. 2p" K (q)p = 147Vq (K(9)p)" p ve ¢(q) = §"V4(6()) esitliklerinden

faydalanarak (3.26) diizenlenip tekrar yazilirsa asagidaki esitlik elde edilebilir,

V = 0K @+ " @ (K@) p+ 5 @) V4(0(@) (.27

Burada V gradyan operatorii olarak kullanilmaktadir. (3.21) esitligi (3.27)’da yerine

konularak, aday Lyapunov fonksiyonunun tiirevinin son ifadesi su sekilde elde edilir,
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. 1
V=p" <KU + 5‘1’_1% (KP)T) p+p (KP+V"V(0)) +p' KFfo. (3.28)
. . y >

Elde edilen bu ifadede denetim girisleri, W ters simetrik bir matris ve Z = 0 olacak sekilde

tasarlanirsa aday Lyapunov fonksiyonunun tiirevi
V =p'KFf, (3.29)

olarak elde edilir ki uygun bir denetim girisi f> segilerek bu ifade kolayca negatif yari tanimli
yapilabilir ve bu durumda sistem en azindan kararli kilinmis olur. Bu noktadan sonra ki

oncelikli ama¢ VW matrisinin ters simetrik ve Z = 0 olmasini saglamak olarak 6zetlenebilir.

K matrisi,

— kl(Qs) kg(qs)
t {k‘z(qs) kS(Qs):| (3.30)

olarak tanimlanirsa W matrisi,

k' pr | kbps kbypr | k4ps
]{7161 + ]{7263 + 211fr + 2212 /{Zlcz + ]{7264 —+ 22121 + %

kocy + k303 koco + ]{3304

W = (3.31)

seklinde olusturulabilir. Burada c3 ve ¢4, (3.19) esitligi ile verilen geri besleme sinyalinin
bilesenleridir, dolayisi ile bu ifadelerin uygun bir bigimde olusturulmasiyla (3.31) esitligi ile
verilen W matrisinin ters simetrik olmasi saglanabilir. Bu amacgla W matrisinin kdsegen

elemanlar1 ((W1;;, ¢ = 1, 2) ayr ayr sifira esitlenerek ¢ ve ¢4 asagidaki gibi elde edilebilir,

ky kipr  kaps
= ¢ — — 3.32
O TR 2ty 2k, 32
k
c1 = —k—zcz. (3.33)
Bu esitliklerde (3.22) ve (3.23) ile verilen ¢; ve ¢, yerlerine yazilarak
kl %(67) d12((ja p) kipr képs
3= ——t - - - 3.34
Tk (wr(q) mis(gs) ) 2kt 2kt (-39
/ = o = / =
.. (d(v (¢5))  dii(q,p) — d12(q. p)v (qs)> Ur(@) (3.35)
ks dt mi2(gs) ¥s(q)

olarak hesaplanabilir. WW matrisinin ters simetrik olabilmesi i¢in, ayrica, ters kosegen



22

bilesenlerinin toplamlarinin sifira esit olmasi gerekmektedir. Bu ifade elde edilip, (3.32) ve
(3.33) yardimu ile asagidaki esitlik olusturulabilir,

r s = 0. 3.36
BT ke, T ke, P (3.36)

(kaks = k)7 -
Hesaplanan bu son esitlik bir diferansiyel denklem takimi olup her p, ve p, icin
saglanmalidir. Ayrica bu diferansiyel denklemler icerisinde tasarim fonksiyonlar1 olan K ve
U matrislerinin bilesenleri ile birlikte sistemin fiziksel yapisi ile alakali terimler
bulunmaktadir. Bu diferansiyel denklemler saglandiginda (3.28) esitligi ile verilen aday

Lyapunov fonksiyonunun tiirevi ifadesinin sag tarafindaki ilk terim yok edilmis olur.

Tasarimin diger asamasinda ayni ifadenin ikinci terimi (Z vektoril) yok edilmelidir. Bu vektor

(3.28) esitliginden agagidaki gibi hesaplanabilir,

ki kol |p1 = 0 gd)
7 = Ur r 3.37
o el 5 2 | o

7 vektorilinii sifira esitlemek tlizere, bir tasarim fonksiyonu olan p-

1 10
PQZ——(Plkl 0, 89 e

) (3.38)

olarak (3.37) esitliginin ilk satirindan hesaplanabilir. Bu ifade (3.37) esitliginin ikinci

satirinda kullanilarak,

Ckiks—K ks 09 199
ke ' kythy 0qr | 1, 04,

=0 (3.39)

kismi diferansiyel denklemi elde edilebilir. Bu kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii (3.28)
esitligi ile verilen aday Lyapunov fonksiyonunun tiirevi ifadesinin sag tarafindaki ikinci
terimi sifira gotiirlir. Bununla birlikte, bu kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii aday
Lyapunov fonksiyonu (3.25) ifadesinin ikinci terimini olusturmaktadir. Bu nedenle, ¢6ziimiin
sistemin gotiiriilmek istendigi noktada (yerel) minimuma sahip olmasi gerekmektedir. (3.36)
ve (3.39) esitlikleri ile verilen diferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri ,.(q),vs(q) # 0,
K(q) > 0 ve istenilen denge noktasinda (yerel) minimuma sahip ¢(g) > 0 kisitlar1 altinda

elde edildikten sonra, denetim girisi (3.8) ve (3.19) esitliklerinden hesaplanabilir.
Teorem 3.1

k1(qs), k2(qs), k3(qs), ¥r(q), vs(q) ve ¢(q), (3.36) ve (3.39) ile verilen diferansiyel
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denklemleri saglamasi durumunda; (3.8) ve (3.19) esitlikleri ile verilen kontrol girisleri,
dinamik denklemleri (3.1) ve (3.2) ile verilmis olan YEMS’in sifirda bulunan denge
noktasinin kararliliginm garantiler. Tahmini cekim bolgesi Qg ise
c=sup{V(q,p) <c|—0B<Q.<pB,6>0} ve r={qlma(gs)#0} olmak iizere
Q.= {(g,p) € (r x R3|V(q, p) < c)} ifadesi ile tanimlanabilir.

ispat

Cekim bolgesinde, K (gs) > 0 ve ¢(q) > 0 sartlar1 altinda (3.25) esitligi ile verilen Lyapunov

fonksiyonunun pozitif tanimli olacag agiktir. £ > 0 bir sabit olmak tizere, denetim girisi,
fo=—kFTKp (3.40)
olarak segilirse, (3.29) esitligi ile verilen Lyapunov fonksiyonunun tiirevi ifadesi
V=—kp'KFFTKp (3.41)

seklinde elde edilebilir ki bu ifade negatif yari tanimlidir. Dolayist ile V (g, p) artmayan bir
fonksiyondur ve bu ¢ekim bdlgesinde ¢ ve p’nin sinirlt olduklarini gosterir. Ayrica g, ve

7(q1) smurl olduklarindan g ile verilen ifadede sinirhdir.

3.4 Ornekler

3.4.1 Atalet Diskli Sarkag¢

Atalet diskli sarkag sisteminin dinamik denklemleri (2.5) ve (2.6) esitliklerinde asagidaki gibi

verilmisti,
(It + I2)G1 + I2go — mglsin(gr) =0 (3.42)
[le + [2&2 = U. (343)

Bu denklemler {izerinden yola c¢ikilacak olursa, (3.1) ve (3.2) esitlikleri ile verilen genel

sistem yapisina gore,

mi1 = [1 + ]2 (344)
Mmiz = Moy = Moz = Iy (3.45)
diy =dyp=dy =dyp =0 (3.46)

g1 = —mgl sin(qy) (3.47)
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g2 =0 (3.48)

ifadeleri kolaylikla elde edilebilir. Ayrica ilk olarak (3.12) esitligi ile tanimlanmus olan ~/(¢;)

L+ 1
V(@) == (3.49)
2
ve (3.14) esitliginden de
L+ 1
M) ==——n (3.50)
2
seklinde hesaplanabilir. Bu durumda (3.22) ve (3.23) ile verilmis olan ¢; ve ¢, ifadeleri
V(@)
= — (3.51)
C ()
co =0 (3.52)

olarak elde edilir. K matrisi sabit olmak tizere, (3.36) esitliginde verilen diferansiyel denklem
ise sadelestirilip,
¥ (@)

AR VA (3.53)
kar<Q>

haline getirilebilir. Burada agikc¢a goriilmektedir ki bu diferansiyel denklemin saglanabilmesi
icin ,(q) sabit bir deger olmalidir. Bu noktada 6nemli bir ¢kt da 1,(G) tasarim
parametresinin heniiz kullanilmamis olmasidir ki, gerekli goriildiigiinde bu ifade, asagida
diizenlenmis hali verilen, (3.39) esitligindeki kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in

serbestce kullanilabilecektir. Oncelikle (3.24) ve (3.47) esitliklerinden

l i S T
=9 s?(q )Y (3.54)
2

seklinde hesaplanabilir. Bu esitlik (3.39) ile verilen kismi diferansiyel denklemde

kullanilarak,

kQIZ kar aQT % 8QS B

_mgl(/ﬁkg —k%) Sin(Qs)qvbr k3 a¢ 4 1 a¢ =0 (355)

kismi diferansiyel denklemi olusturulabilir ki, ¢, = 1), = 1 ve K matrisinin kazanclar1 sabit

secilerek bu diferansiyel denklemin bir ¢oziimii



25

mgl (ki ks — k2) cos(qs k .
gl(ky 3k2122) (¢5) +d2(—2(Qr — @) +q)? (3.56)

¢(q) = di — s

olarak hesaplanabilir. Burada ¢ diskin acisal olarak konumlandirilmak istendigi noktay1

gostermektedir ve d; ile d, integrasyon sabitleri olup,

o mgl(k‘lk‘g — k’%)

d 3.57
1 kol (3.57)
seklinde secilirse (3.56) esitliginde verilmis olan sonug asagidaki gibi diizenlenebilir,
o mgl(kiks — k2 k .
o) = "I =8 () _ o)) + a2, — 47) + 0. (3.5

]{7212 k3

Elde edilen bu ifade, ds > 0 ve ky > 0 olmak iizere, § vektoriine gore pozitif tanimli olup
q=10,q’]" denge noktasinda kiiresel bir minimuma sahiptir. Sonug¢ olarak elde edilen

denetim girisi ise (3.8) ve (3.19) esitlikleri kullanilarak

Ik,

u=—Lfo+ | ——+1)mglsin(q) +
Lk,

2do 14 (@

o\ T (¢ —q;) + q1> (3.59)

olarak hesaplanabilir.
Teorem 3.2

(3.42) ve (3.43) esitlikleri ile verilmis olan atalet diskli sarkag¢ sistemi i¢in tasarlanmis olan ve
(3.59) ile verilen denetim girisi, cekim bolgesi ¢o’nin bazi baslangi¢ degerleri haricinde tiim

durum uzay1 igin ¢ = [0, ¢*]” denge noktasinda sistemi asimptotik kararli kilar.
Ispat 3.2
Denetim girislerinden olan f5, k pozitif bir sabit olmak {izere,

fo=—kFT"Kp = —k(kag, + k3qs) (3.60)

seklinde secilsin. Esitlik (3.12)’ye gore ¢, = hI_J;Iqu + ¢y esitligi gz Oniinde bulundurulup

(3.41) ile verilen Lyapunov fonksiyonunun tiirevi tekrar hesaplanirsa

ko (I + 1)

V=R

+ k)1 + kago)? (3.61)

elde edilir ki, Lyapunov fonksiyonunun tiirevi negatif yar1 tanimli olur. Bu da Lyapunov

fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon oldugunu, ¢ ile p vektdrlerinin ve sonucunda da g
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vektoriiniin bilesenlerinin sinirh oldugunu garanti eder. Q; € (R*) kiimesini asagidaki gibi

tanimlayalim,
c=sup{c>0:V(q,p) <c|—-0<Q.<p,5>0} (3.62)

olmak tlizere

Qe = {(¢,p) € R|V(g,p) < o)} (3.63)

Asimptotik kararliligi gostermek iizere, bu kiime igerisindeki en biiyiik degismez kiimenin

q = [0,q*]" oldugu gosterilmelidir.

Tekrar (3.61) esitligine donecek olursak; bu fonksiyon ancak ¢, = —é(%;b) + k3)gu

saglandig1 zaman sifira esit olur.

1 (k2(11+12

Bu durumda, ™ 5 ) 4 k3) > 0 oldugu unutulmadan,

+ k3) 1 (3.64)

G2 = _k:_2< I + k3)da (3.65)
Ve
1 ko(l; + I
oty =ttt (3.66)
ko I

esitlikleri dogrudur. (3.65) esitliginden faydalanarak (3.42) ve (3.43) esitlikleri ile verilen

sistem dinamikleri tekrar yazilirsa,

k
k—?’c'jl + mglsin(q) =0 (3.67)
2
Lk
(11 + %) G 4u=0 (3.68)
2

elde edilir. ilk esitlikten ¢, ifadesi cekilip ikinci esitlikte yerine konur ve (3.59) ile verilen
denetim girisi de yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa, (3.64) esitliginin saglanmasi

durumunda
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(Ilkg + Ioks n Liky + Ioks

i — 3.69
e T )mg sin(qy) +x =0 (3.69)

esitligi saglanmalidir. Bu ifadenin ilk temrindeki parantez igerisinde verilen ifade her zaman
pozitif olacagindan esitligin saglanabilmesi igin sin(q;) ifadesinin sabit olmasi gerektigi
goriilmektedir. Buda (3.64) esitliginin yalmz ¢; = 0 olmasi durumunda saglanabilecegini
gostermektedir ki bu sonu¢ ¢, = 0 olmas1 gerektigini gostermektedir. Bagka bir deyisle

sistem denge noktasindadir.

Atalet diskli sarkag sistemi ¢ = [0 *]7 ve ¢ =[r x]|7 oldugunda dengededir. Asimptotik
kararlilig1 gostermek lizere ¢ = [0 *]7 durumunun kapali g¢evrim sisteminin tek denge
noktasi oldugu gosterilmelidir. ¢ = ¢ = 0 ve ¢ = 7 oldugunda sistem dinamikleri (3.42),

(3.43), ve denetim giriginden (3.59),

_@<k2([1 + 1) + ksls
ko ksl

Q@2 = )T+ q; (3.70)

sartinin saglanmasi gerektigi goriilebilir. Bu ger¢ek dogrultusunda, sistemin duragan oldugu
kosullardan bahsettigimiz i¢in, herhangi bir ¢2(0) € R igin (yukaridaki esitligi saglayan bazi
degerler disinda), ¢; = 7 tasarlanan kapali ¢evrim sistem i¢in bir denge noktasi olamaz.
Dolayisiyla sistemin tek denge noktasi ¢ = [0 *]” olarak karsimiza ¢ikmaktadir ve sistem bu

noktaya asimptotik olarak yakinsar.
Benzetim Calismalart

Tasarlanan denetleyicinin ¢alisirligini test etmek iizere, kapali ¢evrim atalet diskli sarkag
sistemi lizerinde benzetim ¢alismalart yapilmistir. Sistem dinamigindeki degiskenler /; = 1
ve [, =2 olarak alinmistir. Tasarim parametreleri £ = d; = 10 olarak secilmis ve pozitif
tanimli ve sabit K matrisinin bilesenleri k1 = 10, k; = 1 ve k3 = 2 olarak ayarlanmstir.
¢ =0 olarak secilmis ve baslangigta sistem (q,¢)(0)=[r —27 0 0]7 noktasindan
baslatilmistir. Sarkag¢ acist ve disk agisinin zamana gore degisimleri Sekil 3.1°de, denetim
girisinin zamana gore degisimi ise Sekil 3.2°de verilmistir. Goriildiigl tlizere, kararli denge
noktasindan baslatilan sistem oldukca kisa bir siirede kararsiz denge noktasina disk i¢in

amaglanan agi ile birlikte ulagmustir.
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3.4.2 Ters Sarkac

Ters sarkac¢ sisteminin dinamik denklemleri (2.8) ve (2.9) esitliklerinde asagidaki gibi

verilmisti,

1 9. 1 . 1 )

§m1l q1 — §m1l COS(Ql)Q2 - 5771119 Sln(%) =0 (3.71)
1 . .. 1 ) .9

—§m1l cos(q1)Gy + (M1 + ma)da + Emll sin(q1)q; = w. (3.72)

Bu denklemler iizerinden yola ¢ikilacak olursa, (3.1) ve (3.2) esitlikleri ile verilen genel

sistem yapisina gore a = %mlﬂ, b= %mll ve ¢ = my + my pozitif sabitler olmak iizere,

my = a, (3.73)
mig = Mgy = —bcos(q1), (3.74)
Moy = C, (3.75)
diy = diz = dy2 =0, (3.76)
dy = bsin(q1)di, (3.77)
g1 = —bg sin(q1), (3.78)
g2 =0 (3.79)

ifadeleri kolaylikla elde edilebilir. Ayrica ilk olarak (3.12) esitligi ile tanimlanmis olan ~/(q1)

Y(q) = —@ (3.80)

ve (3.14) esitliginden de

) = 2a arctan?(tan(%l)) (3.81)

seklinde hesaplanabilir. Bu durumda (3.22) ve (3.23) ile verilmis olan ¢; ve ¢, ifadeleri

-4
_ asin(gs)¥rgs (3.83)

“ 7 heos?(q.)t
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olarak elde edilir. K’ matrisi sabit olmak tizere, (3.36) esitliginde verilen diferansiyel denklem

ise sadelestirilip,

a Sin((]1>'¢7~QS ¢r<(.7> _
<k1k3 N k%) (b/{ig COSZ<QS)¢S B kz%(@) =0 (384)

haline getirilebilir. Bu diferansiyel denklem ), ve s olmak iizere iki tasarim fonksiyonu
icermektedir ve bu fonksiyonlardan bir tanesi serbestce secilerek digeri diferansiyel
denklemin ¢oziimiinden elde edilebilir.

ws_ !

- cos’(qs)

(3.85)

olarak secilirse (3.84) esitligi ile verilen diferansiyel denklem asagidaki gibi elde edilebilir,

Uy | asin(g)vnds

o e =0 (3.86)

Bu diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii,

bks

vr =  aks cos(gs)

(3.87)

olarak elde edilebilir. Bu ifade (3.85) ile birlikte ¥ matrisinin ters simetrik olacagini garanti

eder.

(3.39) ile verilen kismi diferansiyel denklemi olusturmak iizere oncelikle (3.24) ve (3.78)

esitliklerinden

__gsin(g) i

os(0) (3.88)

seklinde hesaplanabilir. Bu esitlik (3.39) ile verilen kismi diferansiyel denklemde

kullanilarak,

glkiks — k3)sin(g,)v, ks 06 1 06 _
k2 COS(QS) kar aQT ws aq$

0 (3.89)

kismi diferansiyel denklemi olusturulabilir ki, bu diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii

bg(kiks — k3)
3aks cos?(qs)

6(q) = dy + (3.90)

2ak3 arctanh(tan(%)) ) ?
b

+d2 (QT_Q:_
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olarak hesaplanabilir. Burada ¢ aracin konumlandirilmak istendigi noktay1 gostermektedir ve

d; ile ds integrasyon sabitleri olup,

_ bgkg(klkg — k%)

d pumy
! 3ak3

(3.91)

seklinde secilirse (3.90) esitliginde verilmis olan sonug asagidaki gibi diizenlenebilir,

SN 2
ol = ) () (g g - DY G

3ak? cos? " b

Elde edilen bu ifade, d; > 0 olmak iizere, ¢ vektdriine gore ¢ekim bolgesinde pozitif tanimli
olup ¢ = [0,¢*]" denge noktasinda yerel bir minimuma sahiptir. Sonug olarak elde edilen

denetim girisi ise

k
3 = —— tan(qs)ds (3.93)
ka
¢ = — tan(q,)d, (3.94)
k1ksbg sin(qs 2doa cos(qs . 2aarctanh(tan(%
92:_1:;92@) 2 (¢s) =g — (tan(%)) (3.95)
aks cos?(qs) bks b
olmak tizere, (3.8) ve (3.19) esitlikleri kullanilarak
U = bsin(q >q2 o cg Sin(Qs)
T cos(gs)
a 2 2sin(gs) .o
+ | —bcos(gs) + cos(qs) | ———=—=4q; + c3pr + caps + g2 + u2 (3.96)
cos(gs) cos?(gs)

olarak hesaplanabilir.
Teorem 3.3

(3.71) ve (3.72) esitlikleri ile verilmis olan ters sarkag sistemi i¢in tasarlanmis olan ve (3.96)
ile verilen denetim girisi, ¢ekim bolgesi (q,p) € ((—7/2,7/2)xR?) kiimesini igerecek

bigimde, ¢ = [0, ¢*]7 denge noktasinda sistemi asimptotik kararh kilar.
Ispat 3.3

Denetim girislerinden olan f5, £ pozitif bir sabit olmak iizere,
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bk k
fo= —kFTKp=—k ( ————d + —5—; (3.97)
a cos(qs) cos?(qs)
seklinde segilsin. Esitlik (3.12)’ye gore ¢, = —m“(ql)ql + o esitligi goz Oniinde

bulundurulup (3.41) ile verilen Lyapunov fonksiyonunun tiirevi tekrar hesaplanirsa

. ks by .\ 2
v:—k( ' g 3qg (3.98)
Q1)

cos?(q1) " acos(

elde edilir ki, Lyapunov fonksiyonunun tiirevi negatif yar1 tanimli olur. Bu da Lyapunov
fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon oldugunu, g ile p vektorlerinin ve sonucunda da ¢
vektoriiniin bilesenlerinin simirli oldugunu garanti eder. Q; € ((—7/2,7/2) x R?) kiimesini

asagidaki gibi tanimlayalim,
c=sup{c>0:V(q,p) <c|—0<Q.<p,6>0} (3.99)

olmak tlizere

Q.= {(¢;p) € ((—7/2,7/2) x R*|V(q,p) < )} (3.100)

Asimptotik kararliligi gostermek iizere, bu kiime icerisindeki en biiylik degismez kiimenin

q = [0,¢]" oldugu gésterilmelidir.

2a

Tekrar (3.98) esitligine donecek olursak; bu fonksiyon ancak ¢, = Beos(a)

¢1 saglandig1 zaman

sifira esit olur.

G2 = %ﬂqu)% (3.101)
ifadesinin saglandigini varsayalim. Bu durumda, y sabit bir say1 olmak {izere,

. 2 . 2asin(q) .

G2 = bcos(ql)ch + beos?(q1) qi (3.102)
ve

bty = 4a arctan[l;l(tan(%)) (3.103)

esitlikleri dogrudur. (3.102) esitliginden faydalanarak (3.71) ve (3.72) esitlikleri ile verilen

kapali ¢evrim sistem dinamikleri tekrar yazilirsa,

agy + 2atan(q;)¢i + bgsin(q;) =0 (3.104)
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2ac — b* cos?(q1) .. 2ac N
_ Qe in(q)) @ = 1
S (o 40 ) sin(ant = (3.105)

elde edilir. ilk esitlikten ¢, ifadesi ¢ekilip ikinci esitlikte yerine yazilip gerekli sadelestirmeler

yapilirsa, (3.101) esitliginin saglanmas1 durumunda

2ac — b* cos?(qy)
bcos(qr)

2acq o+ b) sin(g)@ =u  (3.106)
1

(—2atan(q;)¢® — bgsin(q1)) + <W

esitliginin saglanmasi1 gerektigi goriilebilir. (3.96) ile verilen denetim girisi de yerine
yazildiginda, atalet diskli sarkac sistemi i¢in yapilan analize benzer olarak, trigonometrik
ifadelerin sabit olmasi gerektigi goriilebilir. Buda (3.101) esitliginin yalniz ¢; = 0 olmasi
durumunda saglanabilecegini gostermektedir ki bu sonu¢ ¢, =0 olmasi gerektigini

gostermektedir. Bagka bir deyisle sistem denge noktasindadir.

Ters sarkag sisteminin ¢; € (—m/2,7/2) aralifindaki tek denge noktasi ¢=[0 ¢]7

noktasidir. Dolayisi ile sistem bu noktaya asimptotik olarak yakinsar.
Benzetim Calismalart

Tasarlanan denetleyicinin ¢alisirhgini test etmek lizere, kapali ¢evrim ters sarkag¢ sistemi
tizerinde benzetim c¢aligmalar1i yapilmistir. Basitlik acisindan sistem dinamigindeki
degiskenler @ = b =c =1 olarak alinmistir. Tasarim parametreleri k& = dy = 100 olarak
secilmis ve pozitif tanimli ve sabit K matrisinin bilesenleri k1 = 10, ks = 1 ve k3 = 2 olarak
ayarlanmistir. ¢& = 0 olarak se¢ilmis ve baslangigta sistem sarkacin yataya cok yakin bir
noktasindan olmak iizere (q,¢)(0) =[r/2—7/36 0 0 0] noktasindan baslatilmistir.
Sarka¢ acis1 ve arag konumunun zamana gore degisimleri Sekil 3.3’de, denetim giriginin
zamana gore degisimi ise Sekil 3.4’de verilmistir. Gergeklestirilen benzetim ¢alismasi sonucu,
baslangicta sarkacin neredeyse yatay konumda oldugu da hesaba katildiginda, uygulanan
denetim sinyalinin sistemi istenilen ara¢ konumu ile beraber kararsiz denge noktasina hizlica
ulastirdig1r sOylenebilir. Bununla birlikte, denetim girisi baslangigta ¢ok biiylik degerler
almistir. Bunun sebebi ise benzetim g¢aligmalar1 i¢in kullanilan sisteme ait parametrelerin

normalize edilmis olmasidir.
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3.4.3 Doner Sarkag

Doner sarkag¢ sisteminin dinamik denklemleri (2.11) ve (2.12) esitliklerinde asagidaki gibi

verilmisti,
01G1 + 62 cos(q1)do — O3 sin(qy) cos(ql)qg — 04gsin(q;) =0 (3.107)
05 cos(q1)d1 + (05 + O3 sin®(q1)) Gz — Oa sin(q1) gt + 203 sin(qy) cos(q1)dige = u. (3.108)

Bu denklemler {izerinden yola ¢ikilacak olursa, (3.1) ve (3.2) esitlikleri ile verilen genel

sistem yapisina gore,

my = 01, (3.109)
mia = Mg = b cos(qr), (3.110)
Moy = 05 + O3 sin?(qy), (3.111)
dyy =0, (3.112)
dyo = —03sin(qy) cos(q1)qo, (3.113)
do1 = —0ssin(q1)¢1 + 03 sin(q1) cos(q1)do, (3.114)
das = 05sin(qy) cos(q1)qa, (3.115)
g1 = —bagsin(q), (3.116)
g2 =10 (3.117)

ifadeleri kolaylikla elde edilebilir. Ayrica ilk olarak (3.12) esitligi ile tanimlanmis olan +/(¢;)

01
! = 3.118
V(@) 0y cos(q) ( )
ve (3.14) esitliginden de
260 arctanh(tan(L4
(@) = — (tan(5)) (3.119)

02
seklinde hesaplanabilir. Bu durumda (3.22) ve (3.23) ile verilmis olan c; ve ¢, ifadeleri

by

_ 05 sin(gs) 0165 Siﬂ(Qs)p + D
2tps

“a 02¢r br 0% COS(Qs)ws °

(3.120)
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0193 Sin(QS) + 9%93 Sin(Qs)¢r + 91 Sin(Qs)wr wan

_ 121
B cos(q) il T Breco ()2 P T By cos (g )en? T 2l (3.121)

Cy =

olarak elde edilir. (3.36) esitliginde verilen diferansiyel denklem ise sadelestirilip,

l(klk?; ) (_93 sin(g))  Ofasin(g) vy ) | Hgka = k;k3]
2 T

02k2¢r B 9§k3 COS(CISWS 2k3¢7’¢s 2k2¢r

6,05 sin(qs) 0, sin(qs ), 02603 sin(qs ), !
1.2 1 T
+ l (klk?) kQ) («93/@2 cos(qs)s + 02 k3 cos?(qs )12 + 03ks cos?(qs)?  2kathbs

kiko — kbks
——|ps =0 3.122
2k 1), ( )
haline getirilebilir. Bu diferansiyel denklem her p, ve p, degeri i¢in saglanmalidir. Bunun
anlami (3.122) esitliginde, koseli parantezler icerisindeki her iki teriminde sifira esit olmasi
gerektigidir. Dolayisiyla, ki, ks, k3, ¥, ve 1, serbest segilebilecek fonksiyonlar olan iki farkl

diferansiyel denklem ¢oOziilmelidir. z; #0 ve a >0 olmak iizere; = %,

ki = a + cos?(qs) ve kg = ks = cos®(qs) olacak sekilde segimler yapilirsa bu iki diferansiyel

denklem asagidaki hali alir,

a sin(g,) — % ~0 (3.123)
az sin(gs) + % = 0. (3.124)

Burada,

_ 00, 6 B,

_ 12
M= 20, 26 (3.125)
0; 0.0,
_ 05 _0is 12
Ty, T e (3.126)

seklinde tanimlanabilir. Esitlik (3.123) ve (3.124) ile verilen denklemler taraf tarafa toplanip

sadelestirilirse,
o) +ay =0 (3127)

esitligi elde edilir. (3.125) ve (3.126) esitliklerinde faydalanilarak, (3.127) esitliginin

saglanabilmesi i¢in,
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0. n2 2
21 = w (3.128)

olarak olusturulabilir. Bu noktada a; > 0, as < 0 ve z; > 0 olacag1 gdzden kagirilmamalidir.

Elde edilen tiim bu sonuglar (3.123) esitliginde yerine yazilarak asagidaki diferansiyel denklem olusturula

cos(g, )l
m

221 sin(gs) —

0. (3.129)

Bu diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii,
Wy = di[cos(q,)] (3.130)

olarak elde edilebilir. Burada d; integrasyon sabitini gostermektedir. Bu ifade daha onceki

secimler ile birlikte W matrisinin ters simetrik olacagini garanti eder.

(3.39) ile verilen kismi diferansiyel denklemi olusturmak iizere oncelikle (3.24) ve (3.116)

esitliklerinden
. Bugsin(g)u, .
62 COS ( ds )

seklinde hesaplanabilir. Bu esitlik (3.39) ile verilen kismi diferansiyel denklemde

kullanilarak,

ks — k2 1,049 sin(qs) 109 N 109
k? 02 COS(QS) wr aQT‘ ws aq$

0 (3.132)

kismi diferansiyel denklemi olusturulabilir ki, bu diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii

ad3z10,9

— d _——
¢ 2 92(421(11 + 4)

2
[cos(gs)] 41173 + ds (Zl(qr — ) + 2arctanh (tan (%))) (3.133)

1

olarak hesaplanabilir. Burada ¢’ kol agis1 i¢in istenilen noktay1 gostermektedir ve ds ile ds

integrasyon sabitleri olup,

ad?z10,9

dy=-—-—""
2 92<421041 + 4)

(3.134)

seklinde secilirse (3.133) esitliginde verilmis olan sonug asagidaki gibi diizenlenebilir,

ad?z1049

o(q) = FEE— ([cos(gs)] #1172 — 1)
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+dy (l(% — ¢*) + 2arctanh (tan (%)))2 (3.135)

21

Elde edilen bu ifade, d35 > 0 olmak iizere, ¢ vektdriine gore ¢ekim bolgesinde pozitif tanimli
olup ¢ = [0,¢*]" denge noktasinda yerel bir minimuma sahiptir. Sonug olarak elde edilen

denetim girisi ise

ki [ 65sin(qs) 6163 sin(gs) {14 ) Kipr  kyps
c3=—— | ——p, — . ' pe ) — — 3.136
" ( b, T Beosia) s T 2 tn") T Skaty | ket (3.136)
ko 0,05 sin(qs) 0203 sin(q ), 0 sin(qs ), !
= -~ r 3.137
“="h ( 0 cos(a) s T B o (q)i2 P T Breot(q)e2” T g gntr) G
k11,049 sin(qs) 1 0¢
= — — 3.138
= T hbycoslq) | kat, 04, (3.138)
olmak iizere, (3.8) ve (3.19) esitlikleri kullanilarak
u= —b sin(ql)q'% + 203 sin(q1) cos(q1)qd142
03(05 + 03sin®(q1)) sin(q1) ., 04(05 + O3 sin*(q1)) g sin(qy)
+ q5 +
0, 05 cos(qr)
1 61(05 + 05 Sin2<(h)>) < (U >
+— [ 65 cos + ——=p% + c3pr + Cups + g2 + 3.139
" ( 2 (Ch) 0, cos(ql) ¢§p RYY 4P g2+ fo ( )

olarak hesaplanabilir.
Teorem 3.3

(3.107) ve (3.108) esitlikleri ile verilmis olan doner sarkag¢ sistemi i¢in tasarlanmis olan ve
(3.139) ile verilen denetim girisi, gekim bolgesi (¢, p) € ((—n/2, 7/2)xR?) kiimesini igerecek

bigimde, ¢ = [0, ¢*]* denge noktasinda sistemi asimptotik kararli kilar.

Ispat 3.3

Denetim girislerinden olan f5, k£ pozitif bir sabit olmak iizere,

fo = —kFTKp = —k(kopr + ksps) (3.140)

seklinde segilsin. Esitlik (3.12)’ye gore ¢, = 1+ ¢ esitligi géz oniinde bulundurulup

01 .
02 cos(q1) q

(3.41) ile verilen Lyapunov fonksiyonunun tiirevi tekrar hesaplanirsa



39

. 0 2
V=—k <d1 <9—1 + 21) [cos(q1)] 2 gy + dy [cos(ql)]z'zlm”(b) (3.141)
2

elde edilir ki, Lyapunov fonksiyonunun tiirevi negatif yar1 tanimli olur. Bu da Lyapunov
fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon oldugunu, g ile p vektorlerinin ve sonucunda da ¢
vektoriiniin bilegenlerinin simirli oldugunu garanti eder. Q; € ((—7/2,7/2) x R?) kiimesini

asagidaki gibi tanimlayalim,

c=sup{c>0:V(q,p) <c|—0<Q.<p,6>0} (3.142)
olmak iizere

Q. = {(¢;p) € ((—7/2,7/2) x R*|V(q,p) < )} (3.143)

Asimptotik kararliligi gostermek iizere, bu kiime icerisindeki en biiylik degismez kiimenin

q = [0,¢’]" oldugu gésterilmelidir.

Tekrar (3.141) esitligine donecek olursak; bu fonksiyon ancak ¢, = _90;:0—%41 saglandigi

zaman sifira esit olur.

0 0
Go = —&6]1 (3.144)
0 cos(q1)
ifadesinin saglandigini varsayalim. Bu durumda, x sabit bir say1 olmak iizere,
. 01 + 2102 .. ((91 -+ 21(92) sin(ql) .2
=—— T 2h — 3.145
q2 02 COS(ql) q1 92 COS2 <q1) aq ( )
ve
2(0 0
G2+ Xx= —# arctanh(tan(%)) (3.146)
2

esitlikleri dogrudur. (3.145) esitliginden faydalanarak (3.107) ve (3.108) esitlikleri ile verilen

kapali ¢cevrim sistem dinamikleri tekrar yazilirsa,

210561 + (01 + 2105) tan(q1)¢e + 03 sin(q) cos(q1)ds + Oagsin(q) = 0 (3.147)
.2
(92 COS(ql) _ (91 -+ z102)(95 + 93 Sin <q1>)> (jl
03 cos(q1)

_ <<91 + 2102) (05 + b3 5i0°(q1))

65 cos?(q1) + 92) sin(g1)¢; + 203 in(q) cos(q1)dige = u (3.148)
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elde edilir. Ik esitlikten ¢, ifadesi ¢ekilip ikinci esitlikte yerine yazilip gerekli sadelestirmeler

yapilirsa, (3.144) esitliginin saglanmasi durumunda

<e2 cos(qy) — Lt 2182) (65 + b sin2<q1>>)

65 cos(q1)
0y + 210 , 0; . 0 .
(_ﬁ tan(%)cﬁ - Tzz sin(qy) COS(CI1)Q§ - ﬁ sm(q1)>
01 + 2109) (05 + 03 sin? ' . ' N
(B4 2165) (65 . 38in°(q1)) + 0y ) sin(qy)g; + 205 sin(q1) cos(q1)G1Gz = u (3.149)
05 cos?(q1)

esitliginin saglanmas1 gerektigi goriilebilir. (3.139) ile verilen denetim girisi de yerine
yazildiginda, atalet diskli sarka¢ sistemi i¢in yapilan analize benzer olarak, trigonometrik
ifadelerin sabit olmasi gerektigi goriilebilir. Buda (3.144) esitliginin yalniz ¢; = 0 olmasi
durumunda saglanabilecegini gostermektedir ki bu sonu¢ ¢, =0 olmasi gerektigini

gostermektedir. Bagka bir deyisle sistem denge noktasindadir.

Déoner sarkag sisteminin ¢, € (—7/2,7/2) araligindaki tek denge noktast ¢= [0 ¢']7

noktasidir. Dolayis1 ile sistem bu noktaya asimptotik olarak yakinsar.
Benzetim Calismalart

Tasarlanan denetleyicinin ¢alisirh@ini test etmek iizere, kapali ¢evrim doner sarkag sistemi
tizerinde benzetim ¢alismalart yapilmigtir. Test edilen sistem dinamigine ait sabitler Acosta
vd.(2010) igerisinde kullanilan ile aynidir. Tasarim parametreleri £ = 10, dy = 1, d3 = 5, ve
a =3 olarak secilmistir. ¢ =0 olarak sec¢ilmis ve baslangicta sistem sarkacin denge
noktasina olduk¢a uzak bir noktasindan olmak iizere (q,¢)(0)=[x/3 0 0 O0]F
noktasindan baglatilmistir. Sarkac agis1 ve kol acgisinin zamana gore degisimleri Sekil 3.5°de,
denetim giriginin zamana gore degisimi ise Sekil 3.6’de verilmistir. Gergeklestirilen benzetim
calismasi sonucu, tasarlanan denetim sinyalinin sistemi olduk¢a hizli bir bi¢imde kararsiz
denge noktasina tagidigi ortaya ¢ikmaktadir. Ayrica, denetim sinyalinin uygulama agisindan

kabul edilebilir bir aralikta kaldig1 sdylenebilir.
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Sekil 3.5 Sarkag agis1 ve kol acisinin zamana gore degisimi
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Sekil 3.6 Doner sarkag sistemi i¢in denetim girisinin zamana gore degisimi
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3.44 Top-Cubuk

Bu boéliimde top-¢ubuk sistemi i¢in yapilacak ¢oziim Ibanez (2009) ile verilen ¢6ziimiin
aynisidir. Top-cubuk sisteminin dinamik denklemleri (2.14) ve (2.15) esitliklerinde asagidaki

gibi verilmisti,

I .. . .
(my + —5)d = maqrd3 + g sin(gz) = 0 (3.150)
(Iy + m1q?)da + 2miqidige + migq cos(qz) = . (3.151)

Goriildiigii lizere mqo = mo; = 0 oldugu icin geri besleme ile kismi dogrusallagtirma
prosediiriic Boliim 3.2.1°de anlatildig1 sekilde gergeklestirilememektedir. Bunun yerine
2

I = gmlrz oldugu g6z oniine alinip

u= (I + mq}) fi + 2m1qiGiGe + migq cos(qo) (3.152)

olarak se¢ilip ¢; = ¢, ve g2 = q; donlistimleri yapildiktan sonra dinamik denklemler tekrar

yazilirsa,
Gr = M1GrG2 — mygsin(gs) (3.153)
gs = f1 (3.154)

denklemleri elde edilir. Bu noktada

fi= wi <C3pr +(ca — %)ps + p2 + f2> (3.155)

olarak belirlenip, p = Wq doniisiimii ile sistem denklemleri

. 1/:'7" 59y 59%r
lp,ﬂ] |l g, l] N l—gTsm(qs)l N M 5 (3.156)
Ds C3 Cy s P2 1
N -~ =
c’ P r

haline getirilebilir. Genel ¢oziimde olusturulan Lyapunov fonksiyonu (3.25) ve tiirevi (3.28)
bu sistem i¢in de degistirilmeksizin kullanilabilir. Bu durumda W ve Z matrisleri agsagidaki

gibi olusur

e Kipr | kyps . 5y Ropr | Kyps
Fgy hats + 500 + 550 Raggeps + kaca o+ 55+ 500 (3.157)

W =
k2% + kscs kz%g%ps + ksca
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— 59k sin(qs) + kops + 122
7 k1 sin(gs) + kzps oo | (3.158)

_57gk2 Sin(QS) + k3/02 + ta(h

7 —

W matrisini ters simetrik ve Z vektoriinii sifir kilmak iizere tasarim fonksiyonlarini asagidaki

gibi segebiliriz,
€y = i—zz—% rPs (3.160)
p2 = 579—:215111((]5) — lekQ gz (3.161)

Bu durumda, (3.36) ve (3.39) ile verilmis olan kismi diferansiyel denklemler top-cubuk

sistemi icin bazi sadelestirmeler yapilarak uyarlandiginda,

khky — Kiks =0 (3.162)
khky — kbks | B(kiks — k3)i,
p— .1
2t Thad L G169

29 sin(q,) — - 99 _ 3.164
k2 7 Sln(q ) kar aQT * djs aCIs 0 ( )

diferansiyel denklemleri elde edilebilir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢ézlimleri ise asagidaki

gibi hesaplanabilir,

by =/ + 2d, (3.165)
ks = —1/ @2 + dy (3.166)
ks =/ + 2d; (3.167)

Y =1 (3.168)

Ys = \/1—70 (g +dv) (3.169)
2

$(q) = div2(1 — cos(g,)) + da <qs - % arcsinh(\/%)) : (3.170)
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Burada d;, (i =1,2) integrasyon sabitleri olup K > 0 ve V > 0 saglanmasi i¢in pozitif

sec¢ilmelidirler.

Sonug olarak, elde edilen tiim veriler 15181nda (3.152) ve (3.155) esitlikleri ile verilen denetim

girisi, k > 0 ve

q1 . 10 q; .
Co = — = +,/—— , 3.171
3 5 q%+2d1Q1 7 26]2 ( )
/10 1
€y = —\| ————=q1 s, 3.172
4 79 q%+2d1q1(b ( )
59 |q?+2d; . 1 ds/2 ( 1 _ ( ¢ ))
=2/ =——sin(q) — ¢» — —= arcsinh , (3.173
e= g M) T e e\ T vaa ) ) G

/ ) 110 .
f2 = —k(- q% + d1q1 + \/q% + 2d1\/q% + dl 7Q2) (3174)

olmak tizere, asagidaki gibi verilebilir,

u = (I +miq7) ( m (03(11 + (s — q%qudl(h)\/ l—fﬁfh(]g +p2+ f2))
+2m1q1G1G2 + M1gq1 cos(qz) (3.175)
Teorem 3.4 (Ibanez, 2009)

(3.150) ve (3.151) esitlikleri ile verilmis olan top-¢ubuk sistemi i¢in tasarlanmig olan ve
(3.175) ile verilen denetim girisi, ¢ekim bélgesi (¢.p) € ((R x (—7/2,7/2) x R?) kiimesini

igerecek bigimde, ¢ = [0, 0]” denge noktasinda sistemi asimptotik kararlilig1 kilar.
Ispat 3.4

Teoremin ispatina Ibanez (2009) ile verilen yayindan ulasilabilir.

Benzetim Calismalart

Top-cubuk i¢in tasarlanmis denetleyiciyi test etmek iizere yapilan benzetim c¢aligmalarinda
fiziksel sistem yapisindaki sabitler m; =1, [ =2, r =0.01, I, = 1/12 olarak alinmustr.
Tasarim parametreleri £ =5, dy = 0.5 ve dy = 2 olarak secilmistir. Sistemin baslangi¢
kosullart ise (¢,¢)(0)=[1 0 0 0]7 noktasma ayarlanmistir. Top konumu ve gubuk

acisinin zamana gore degisimleri Sekil 3.7°de, denetim girisinin zamana gore degisimi ise
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Sekil 3.8’de verilmistir. Verilen sonuglarda goriilebilecegi lizere, sistem oldukg¢a hizli bir

bicimde denge noktasin yakinsamistir.

0.8 —

0.6 =

Top Konumu (m)
)
»
T
1

0.2 —

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

0.04

0.03

0.02

0.01

Cubuk Agsi(rad)

-0.01

-0.02
0 12 14 16 18 20

Zaman (s)

Sekil 3.7 Top konumu ve ¢ubuk agisinin zamana gore degisimi

12

Denetim Girigi (Nm)

12 14 16 18 20

Zaman (s)

Sekil 3.8 Top-gubuk sistemi i¢in denetim girisinin zamana gore degisimi
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3.45 TORA

TORA sisteminin dinamik denklemleri (2.17) ve (2.18) esitliklerinde asagidaki gibi

verilmisti,
81(.].1 + 02 COS((]Q)Q.Q — 82 Sin((h)qg + ﬁlql =0 (3176)
05 cos(q2)G1 + O3do + malgsin(ge) = u. (3.177)

TORA sisteminin atalet matrisi eyleyicili koordinata bagli oldugundan Varsayim 3.1 bu
sistem i¢in gecerli degildir. Dolayisi ile elde edilen genel ¢6ziim TORA’ya dogrudan
uygulanamaz. Fakat, ayn1 prosediir uygulanarak genel yapiya uymayan bu sistem i¢in kararl
kilan denetleyici tasarimi yapilacaktir. Bu amacla ¢y, (3.176) esitliginden elde edilip (3.177)
esitliginde yerine konur, ve (3.176) esitliginin her iki tarafi ¢, ile boliiniirse sistemin dinamik

denklemleri asagidaki hali alir,

Oacos(q2) ..  Oasin(qz) ., g
+ - + =0
¢ o, 9, 27T 7g (3.178)

03 . 02sin(qm) cos(qz) . 0 ,
(—0—2 cos?(qa) + 93) Go + =2 (q;) (qg)qg — 5102(]1 cos(qa) + bagsin(qx) = u.  (3.179)
1 1 1

Bu noktada koordinat doniistimii

& =q +7(q2) (3.180)
yapilip birinci ve ikinci zaman tiirevleri alinirsa

G =G+ (3.181)

/

. . d
%zm+#%+%— (3.182)

denklemleri hesaplanabilir.

, B>cos(q
v (¢2)

1
i (3.183)

olarak belirlenip, kismi dogrusallastiran geri besleme

cos(qa) + b2gsin(gz)  (3.184)

2 2 .
u = _% cos*(qo) + 03 ) f1 + 03 sin(g2) COS((D)QS _ b
91 91 (91

olarak se¢ildikten sonra ¢; = ¢, ve g2 = ¢s doniisiimleri yapilarak dinamik denklemler tekrar
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yazilirsa,

. Oy .

qr = _&Qr + ﬁ1_22 Sln(Qs) (3185)
gs=f (3.186)

denklemleri elde edilir. Bu noktada

1
f1=¢—(ﬂ2+f2) (3.187)
olarak belirlenip, ¥ bu 6rnek i¢in sabit bir matris olmak tizere, p = Vg doniisiimii ile sistem
denklemleri
: _ Br BirBa -
[Pr] _ [ A sm(Qs)] + m 3 (3.188)
s P2

haline getirilebilir. Genel ¢6ziimde olusturulan ve Lyapunov fonksiyonu (3.25) ve tiirevi
(3.28) bu sistem i¢in de ayni sekilde kullanilabilir. Fakat (3.188) esitliginden fark
edilebilecegi lizere C’ matrisi sadeleserek sifir olmustur. Dolayisiyla W matriside sifir olacak
ve Lyapunov fonksiyonu igerisinde kullanilan K matrisinin de sabit seg¢ilmesi uygun

olacaktir. Bu durumda Z matrisi asagidaki gibi olusur

klwr _%QT + %?2 Sin(qs) + k2p2 T ig—‘i

Z = ' . (3.189)
kathr —%QT + %?2 sin(qs) ) + kspa + tg—i
Z vektoriniin ilk bilesenini sifir kilmak {izere p, asagidaki gibi hesaplanabilir,
ki, (B b6 1 9¢
= — ——qr s) | — . 3.190
7= ( 6, g ) ) g G190
Bu sonug¢ Z vektoriiniin ikinci satirinda kullanildiginda,
(krks — k), ( b Bib . ) ks 0¢p 1 0¢
————— [ ——¢ + ——sin(qs) | — +— =0 3.191
k2 01 ¢ 8% <q ) k2¢r aQT ¢s aq$ ( )

kismi diferansiyel denklemi elde edilebilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise asagidaki

gibi hesaplanabilir,
o (kiks = B3P , (krks — k3)4,3102
= - dy — s)- 3.192
¢(q) o, b th "0, cos(gs) (3.192)
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Burada d; integrasyon sabiti olup ¢(g) fonksiyonunun minimumu sistemin kararli kilinmak

istendigi noktada olacak sekilde se¢ilmelidir.

Sonug olarak, elde edilen tiim veriler 15181nda (3.152) ve (3.155) esitlikleri ile verilen denetim

girisi, k£ > 0 ve

ki, (B 02 sin(qz) prbs . (kiks — k3), 01
_ S - 1
B . Bycos(qa) . .
fo= =k kot [ 1 + v —C + k3o (3.194)
1

olmak tizere, asagidaki gibi verilebilir,

03 1 02 i cos(as) 9 |

U= (__2 cos®(qz) + 93) (— (p2 + f2)> 422 in(g2) (Q2)q§_ﬁ1 2q1 c0s(ga)-+02 5in(ga)
01 ws 01 91

(3.195)

Teorem 3.5

Dinamik denklemleri (3.176) ve (3.177) esitlikleri ile verilmis olan TORA sistemi i¢in
tasarlanmis olan ve (3.195) ile verilen geri besleme sinyali, ¢ekim bdlgesi tim durum uzayin

igerecek bigimde, ¢ = [0,0]7 denge noktasinda sistemi asimptotik kararlilig1 kilar.
Ispat 3.4

Denetim girislerinden olan f; (3.194) esitliginde verildigi gibi olmak iizere, esitlik (3.181)’e

gore ¢, = 11?;12 G1 + G2 esitligi de goz Oniinde bulundurulup (3.41) ile verilen Lyapunov

fonksiyonunun tiirevi tekrar hesaplanirsa

. . 05 cos . . 2
V=-k (k2¢r (Ch + 29—(612)612) + k3¢sqz) (3.196)
1

elde edilir ki, Lyapunov fonksiyonunun tiirevi negatif yar1 tanimli olur. Bu da Lyapunov
fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon oldugunu, ¢ ile p vektorlerinin ve sonucunda da ¢
vektoriiniin bilesenlerinin sinirh oldugunu garanti eder. Q; € (R*) kiimesini asagidaki gibi

tanimlayalim,
c=sup{c>0:V(qg,p) <c|—0<Q.<p,6>0} (3.197)

olmak tlizere

Q. = {(¢;p) € RV (g,p) <)} (3.198)
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Asimptotik kararliligi gostermek iizere, bu kiime igerisindeki en biiylik degismez kiimenin

q = [0,¢’]" oldugu gosterilmelidir.
Tekrar (3.196) esitligine donecek olursak; bu fonksiyon ancak

katpy. 02 COS(C]z)

k2w7”Q1 + ( 91

+ km) G2 =0 (3.199)

ifadesi saglandig1 zaman sifira esit olur.

Bu durumun, atalet diskli sarka¢ sistemindekine benzer olarak yalmz ¢; = 0 olmasi
durumunda saglanabilecegini gosterilebilir ki bu sonu¢ ¢, =0 olmas1 gerektigini

gostermektedir. Baska bir deyisle sistem denge noktasindadir.

Tora sistemi ¢ =1[0 |7

oldugunda dengededir. Asimptotik kararliligi gostermek iizere
q =10 0]7 durumunun kapali ¢evrim sisteminin tek denge noktasi oldugu gosterilmelidir.
G1=¢2 =0 ve ¢ =0 oldugunda sistem dinamikleri ve denetleyici girisine bakildiginda
T

denge noktasi ¢ = [0 *]' olarak karsimiza ¢ikmaktadir ve sistem bu noktaya asimptotik

olarak yakinsar.
Benzetim Calismalart

TORA sistemi i¢in tasarlanmis denetleyiciyi test etmek iizere yapilan benzetim ¢aligmalarinda
fiziksel sistem yapisindaki sabitler m; = 10, mo =1, [ =5, (5, = 100 olarak alinmistir.
Tasarim parametreleri £ =5, ky =5, ko =1, k3 =1, ¥, =1 ve 1, = 1 olarak se¢ilmistir.
Sistemin baglangig¢ kosullar1 ise (q,¢)(0)=[1 0 0 0]7 noktasina ayarlanmistir. Arag
konumu ve sarka¢ agisinin zamana gore degisimleri Sekil 3.9°da, denetim girisinin zamana
gore degisimi ise Sekil 3.10°da verilmistir. Gergeklestirilen benzetim g¢aligmalart sonucu,
uygulanan denetim sinyalinin sistemi hizlica denge noktasina getirdigi ¢ikarimi yapilabilir.
Denetim sinyalinin yiliksek degerler almis olmasi ise benzetim caligsmalarinda kullanilan

sistem parametrelerinin normalize edilmis olmasidir.
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Sekil 3.10 TORA sistemi i¢in denetim girisinin zamana gore degisimi
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4. SONUCLAR ve ONERILER

Yetersiz eyleyicili mekanik sistemlerin kararli kilinmasi1 amaci ile gelistirilen genel denetim
yapilart olan CL (Bloch vd., 2000) ve IDAPBC (Ortega vd., 2002) yontemlerine ek olarak
yakin zamanda ortaya atilip halen gelistirilmekte olan YEMS’in kararli kilinmasi i¢in
dogrudan Lyapunov yaklagimi (White vd., 2006) konuya iyi bir alternatif olarak karsimiza
cikmaktadir. Bu yontemde denetleyici, yapist Onceden belirlenmis bir Lyapunov
fonksiyonunun tiirevinin negatif yar1 tanimli olmasini saglayacak bigimde olusturulur. Fakat
glinlimiize dek bu yaklasimla ancak dinamik geri besleme yapisi iiretilebilmistir. Bu tez
calismasinda dogrudan Lyapunov yaklasimi ile birlikte sistem sadelestirilip dinamiklerinin
basitlestirilmesi amaciyla geri besleme ile kismi dogrusallagtirma ve koordinat doniisiimleri
kullanilmig olup; bunun sonucunda, bir kisim iki serbestlikli YEMS’in asimptotik kararli
kilinmas1 i¢in denetleyici yapist olusturulmustur. Cekim bolgesi tanimlamalar1 ve kararlilik

analizleri ile birlikte, olusturulan geri besleme sinyali benzetim ¢alismalari ile desteklenmistir.

Dogrudan Lyapunov yaklasimi konusunda daha once yapilmig genel kararli kilan
denetleyicilere gore bu tez calismasi sonucunda elde edilen geri besleme sinyalinin statik
olmasi1 6nemli bir avantaj olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Boylece uygulamali bir sistemde geri

besleme sinyalinin daha basit donanim ve yapilarla elde edilebilecegi asikardir.

Bununla birlikte olusturulan kararli kilma prosediiriiniin diger yontemlerle karsilastirildiginda
daha basit oldugunun ortaya ¢ikmasi dnerilen yontemin bir diger avantajidir. Ozellikle 6rnek
olmasi agisindan ters sarkag sisteminin kararli kilinmasi igin ¢6ziilen diferansiyel denklemler,
bu konudaki diger Bloch vd. (2000), Acosta vd. (2005) ve White vd. (2006) calismalar ile
karsilastirildiginda bu fark acik¢a goriilmektedir. Bu avantaj da Onerilen teorik ¢aligmanin

uygulamasinin daha kolaylikla yapilabilecegini gostermektedir.

Ayrica, Ornekler ile verilen bazi sistemler i¢in elde edilen ¢ekim bolgesinin diger esdeger
caligmalara nazaran daha genis olmasi, Onerilen denetleyici yapisinin iyi yonde baska bir
ozelligini ortaya koymaktadir. Ornegin; doner sarkag sistemi i¢in Viola vd. (2007) ve Ibanez
ve Azuela, (2007) calismalarinda elde edilen sonuglarda ¢ekim bolgesi en fazla (—7/2,7/2)
araliginda olmak {izere sistemin fiziksel parametrelerine bagli olarak degismekte iken, bu
calismada ¢ekim bolgesi sistemin fiziksel parametrelerine bagl kalmaksizin (—7/2,7/2)
araliginda elde edilmistir. Elde edilen bu sonug, bu iyilestirmenin baska sistemler icin de
gegerliliginin  miimkiin olabilecegini gostermektedir ve Onerilen denetleyici yapisinin

digerlerine gore iistiinliigiinii ortaya koymaktadir.
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Onerilen iki serbestlikli bir kistm YEMS’in asimptotik kararli kilinmasi yénteminin, bu tez
calismasinda yer almamasina ragmen sinifin disinda kalan diger iki serbestlikli yetersiz
eyleyicili sistemlere de uygulanabilecegi Ongoriilmektedir. Bununla beraber tasarimin
gelistirilmesi ile onerilen yontemin daha fazla serbestlige sahip YEMS’e uygulanabilir hale
getirilmesi Onemli gelecek calismalardan bir tanesi olabilir. Bunun saglanmasi ancak

koordinat doniisiimlerinin daha fazla serbestlikli sistemler i¢in gelistirilmesi ile yapilabilir.

Bununla birlikte, glinlimiize dek YEMS i¢in yapilmis genel denetleyici yapilarini dogrudan
elde etmek i¢in kullanilan dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemleri, dogrusal adi
diferansiyel denklemlere doniistiirme yontemleri, bu tez calismasinda onerilen yonteme ilave

edilerek ¢alisma gelistirilebilir.

Son olarak hicbir genel yontemde bulunmayan geri besleme sinyalinin belirsizliklere kars1 bag
edebilmesi bir diger onemli gelistirme olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Onerilen bu ydntem
sayesinde uyarlamali denetim, dayanikli denetim gibi iyi bilinen yontemlerin en azindan bir

kistm YEMS i¢in uygulanabilir oldugunu diistiniilmektedir.
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