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OZET

f-CEBIRLERININ iKiNCi SIRALI DUALiI VE BANACH A-MODULLERI
UZERINDEKI A-LINEER OPERATORLER

Esra ULUOCAK

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Omer GOK

Bu c¢alismada, A f —cebirlerinin ikinci sirali dualleri ve Banach A-— modiilleri
Uzerindeki lineer operatorler incelenmistir. X bir Archimedean f —cebiri olmak
uzere, X in ikinci duali X" de tanimh Arens carpimlari verilmistir. Bu ¢arpimlardan
faydalanarak, T eOrth(X)", x'e X' i¢in a:0rth(X)" —Orth(X)", a(T)x'=Tx’
dontsimu ve FeX, feOrth(X)" igin ¢: X" —>O0rth(X)", #(F)(f)=F(f,)
olmak tzere f=ao@ donusiminin bir cebir homomorfizmasi oldugu gosterilmistir.

A, Banach f —cebiri olmak tizere Banach f —modiil Gizerindeki A—lineer operator

tanimi verilmistir. X ve Y Banach A—modil oldugunda X' ve X" nin birer Banach
A" —modul oldugu gosterilmistir. Ayrica, lineer T: X —Y operatori A—lineer ise

onun sirekli adjoint operatéri T':Y'— X' nin de A" -—lineer operatér oldugu
gosterilmistir. Son olarak, T € OrthA(X) ise T'e OrthN(X ') oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler:Arens carpimlar, f —cebiri, ortomorfizma, sirali dual, Banach A—
modyilleri, ayrikhgi koruyan operatoér.
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ABSTRACT

ORDER BIDUAL OF f-ALGEBRAS AND A-LINEAR OPERATORS ON
BANACH A-MODULES

Esra ULUOCAK
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In this thesis, order bidual of f —algebra A and A-—linear operators on Banach A—
modules are investigated. Let X be an Archimedean f — algebra. The Arens
multiplication in the order bidual X" is given. With this multiplication it is shown that
the mapping «a: Orth(X )" — Orth(X )', a(T)X' =Tx' for T e Orth(X )” , X'eX’ and
the mapping f=ao¢ are algebra homomorphism, where ¢: X”—)Orth(X)”,
#(F)f =F(f,). Let A be a Banach f— algebra. The definition of A— linear
operator on Banach f —modul is given. Let X and Y be a Banach A— modul. It is
shown that X' and X" are Banach A"— modul. Also, it is shown that if a linear
operatér T:X —Y is anA— linear, then its continuous adjoint operator
T':Y'—> X' isan A"— linear operator. And also, it is shown that if T e Orth,(X),

then T’ €Orth,. (X").

Keywords: Arens multiplication, f-algebra, orthomorphism, order dual, Banach A-—
modules, disjointness preserving operator .
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Pozitif operatorlerin baslangici 19. vyizyillin baslarina dayanir. Baglarda pozitif
operatorler, integral operatorlerle ( calismalari fonksiyonel analizi baslatan ) baglanti
kurularak galisilmistir. Ancak g¢ok sonralar pozitif operatorler sistematik bir bigcimde
arastiriimistir. Ozellikle pozitif operatérlerin gelisimi, Riesz uzaylarinin gelismesiyle hiz
kazanmistir.

f —halka teori ve f —cebir teori, bir ¢ok yazar tarafindan calisilmistir. Ornegin
[1], 2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] bazi yazarlar [3] bir f-halkay;, u Av=0, w>0 ise
(uw)Av=(wu)Av=0 ozelligiyle birlikte bir latis sirali halkasi olarak tanimlar.
Digerleri ( 9.11 [2] A. Bigard, K. Keimel ve S. Wolfenstein ve Bolim IX, [4] L. Fuchs ) bir
f —halkayi, tamamiyla sirali halkalarin bir altdirekt izomorfik olan bir latis sirali halkasi
olarak tanimlar. Bu iki tanim esdeger olarak da gorilebilir. Ancak, herhangi bilinen
esdeger kanit Zorn Onermesi’ ndeki iddialara dayanir. Eger ikinci tanim kullanilirsa, *
her tamamiyla sirali halkada saglanan bir 6zdeslik, her f —halkada saglanir’
matematiksel yorumu araciligiyla f —halkalar Gzerindeki belli sayidaki standart
teoremleri kanitlamak mimkdinddr.

1928 yilinda F. Riesz, ‘Dogrusal Fonksiyonlarin Ayrismasi Uzerine’ [10] ( pozitif ve
negatif kisimlar ) konulu galismayi, Riesz uzaylari ve pozitif operatorlerin baslangicini,
Bologna’da Uluslararasi Matematikciler Konferansi’'nda sunmustur. 1930 larin
ortalarinda, Riesz uzaylarinin teorisi H. Freudenthal ve L.V. Kantorovic tarafindan
aksiyomatik olarak gelistirilmistir. Ayrica, pozitif operatorler 1930 larin ortalarinda yine
L. Kantorovich tarafindan sunulmus ve calisilmistir. Yaptiklari ¢alismayi ilk olarak G.
Birkhoff’un Latis Teorisi [11] kitabinin baskisiyla ders kitabi olarak sunmuslaridir.

Slphesiz ki, pozitif operatorlerin en kapsamh c¢alismasi 1930 larda F. Riesz, L. V.
Kantorovich, ve G. Birkhoff tarafindan yapilmistir.

1940 larda ve 1950 lerin baslarinda pozitif operatérler Uzerine ¢ok az calisma
yapilmistir. Bu periyotta dnemli katkilar Sovyet okulundan ( L. V. Kantorovich, M. G.
Krein, A. G. Pinsker, M. A. Rutman, B. Z. Vulik ) ve Japon okulundan ( H. Nakano, K.
Yosida, T. Ogasuwara ve 6grencileri ) gelmistir. 1954 yilinda, Kismi Sirali Uzaylarda



Fonksiyonel Analiz kitabi [12] L. V. Kantorovich, B. Z. Vulikh ve A. G. Pinsker tarafindan
Sovyet Literatlirline girmistir. Bu kitap pozitif operatérler ve onlarin uygulamalarinin
mikemmel islemlerini igerir.

1950 lerin ortalarindan beri pozitif operatorlerin arastiriimasi kaydadeger bir ivme
kazanmistir. 1955 ten 1970 yilina kadar 6nemli katkilar T. Ando, C. Goffman, S. Kaplan,
S. Karlin, P. P. Korovkin, M. A. Krasnoseskii, P. P. Zabreiko, E. I. Pustylnik ve P. E.
Sobolevskii, U. Krengel, G. Y. Lozanorskii, W.A, J. Luxemburg ve A. C. Zaanen, H.
Nakano, L. Namiska, A. Pressini, H. H. Shaefer ve B. Z. Vulikh’ ten gelmistir. Boylece
1960 larin sonuna kadar pozitif operatorlerin “ alt yapisi ” iyi kurulmustur.

1970 li yillar, pozitif operatorler teorisi icin “ olgunluk periyodu ‘ olarak ifade edilebilir.

1974 yilinda, ilk monografi tamamen, literatiirde ¢ikan konuya adanmistir. Bu pozitif
operatorlerin gelismesinde biylik etkisi olan H. H. Schaefer in ‘Banach Lattices and
Positive Operators’ [13] kitabidir. Bu donemde, bu alanda calisan matematikgi sayisi
artmistir ve arastirmalar daha sistematik sekilde yuratilmustir. Konunun gelisimi ¢ok
hizlanmistir; ve buna ek olarak diger disiplinlere olan uygulamalari gelismeye
baslamistir. 1970 lerin kilometre tasi P. G. Dodds ve D. H. Fremlin’ in pozitif kompakt
operatorlerle ilgili makalesidir [14]. 1970 lerde pozitif operatodr teorisiyle ilgili
calisanlarin listesi Ju. A. A Abromovich, C.D. Aliprantis, S. J. Bernau, A.V. Buhvalov, O.
Burkinshaw, D. I. Cartwright, P. G. Dodds, M. Dohoux, P. Van Elik, J. J. Grobler, D. H.
Fremlin, H.P. Lotz, W. A. J. Luxemburg, M. Meyer, P. Meyer-Nieberg, R.J. Nagel, U.
Schlotterback, H. H. Schaefer, A. R. Schep, C. T. Tucker, A.l. Veksler, A. W. Wickstead,
M. Wolff ve A. C. Zaanen' i igerir.

1980 ler pozitif operatorler teorisi icin ¢ok iyi basladi. Pozitif kompakt operatoérler
Uzerine 6nemli makalelerin bir serisi C. D. Aliprantis ve O. Burkinshaw tarafindan
yazilmistir [15] ,[16] ,[17],[18]. Pozitif operatorler lizerine bir diger seckin kitap, pozitif
operatorler literatliriine eklenmistir. Bu A. C. Zaanen’ in Riesz Uzaylari Il [19] kitabidir.
Banach uzaylari teorisini ¢alisan pek ¢ok matematikgi pozitif operatérleri calismaktadir;
ve bu durum konuya ekstra bir destek vermistir. Buna ek olarak, pozitif operatorler
teorisi, matematiksel fizikten ekonomiye kadar pek ¢ok disiplinde bazi 6nemli
uygulama alanlari bulmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci, X bir Archimedean f —cebiri ve X', X in duali oldugunda

orth(X) den Orth(X) e tanmladigimz a(T)X'=TX  dénisiminin  ve

X" den Orth(X)" e tanimlanan ¢:X"—>Orth(X) olmak Uzere p=ao¢

doénisimiinin lineer, birebir bir cebir homorfizmasi olduklarini géstermektir. Diger
bélimde Banach A—modil tanimini verip, X' ve X" niin birer Banach A" —modiil

oldugunu ispatlamaktir. Ayrica, X ve Y Banach A—modili oldugunda, lineer
T:X =Y operatori  A—lineer ise onun stirekli adjoint operatérti T:Y'— X' nin
de A" —lineer operatdr oldugunu ispatlamaktir.



1.3 Hipotez

X Archimedean f —cebiri ve X in duali de X' oldugunda

Teorth(X) , xeX' igin, aorth(X) —orth(X) , aT)X=TX donisimi
lineer, birebir bir cebir homomorfizmadir. xe X ve f e X’ alindiginda 7 € Orth(X)

icin, f.x:0rth(X) =R, (f.xXz)=(for)x doniisimiile fox <Orth(X) olur.

Ayrica herFeX, f eOrth(X), icin  ¢: X" — Orth(X )” , #(F)f =F(f,)
déntsimani aldigimizda a:Orth(X) —>Orth(X) olmak tzere, S=co ¢ bir cebir
homomorfizmadir. g(f):{g eOrth(X)I: 0<g ve g,= f} olmak Uzere X in

sirall duali X' den g(f);tO olacak sekilde bir f elemani alindiginda xe X igin,
f.x=0 oldugunda f(x)=0 olur.

X, bir Banach A—modiil oldugunda her ae A icin m': A”—)L(X') ,m*(a)f =a.f

tanimlandiginda m”(a)=(m(a)) olur. Ayrica , X’ ve X" birer Banach A’
moddllerdir.

Wot zayif * operatér topoloji olmak izere her aeA” igin m'(a) , A"[o(A", A)]
den L(X')[W*ot] ye sureklidir. Ve, X ve' Y Banach A— modilu oldugunda, lineer
T:X =Y operatori  A—lineer ise onun strekli adjoint operatéri T":Y' - X' de
A" —lineer operatérdiir.

X, bir Banach A—-modil ve T:X —> X operatori bir A-—lineer operator
oldugunda, T": X'— X' operatéri T operatdriiniin adjointi olmak lizere her
xeX,X e X', icin TxX"=xTX olur. Ayrica Eger, TeOrthA(X), ise 0 zaman
T'eOrth,. (X') olur.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu bollimde calismamizin icinde yer alan temel tanim ve teoremleri verecegiz.
Tanim 2.1 E bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun.

+ ExE—>E,(Xy)>x+y

KxE—>E , (ax)—>ax,

dontsumleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim.

Asagidaki kosullar saglansin.

a) Her x,y,ze€E igin X+ (y + z)= (X+ y)+ Z (toplamada birlesme 6zelligi )
b) Her X,y€E icin x+y=y+x (toplamada degisme ozelligi)

c) Her xeE igin x+0=Xx esitligini saglayan E iginde bir tek 0 ( sifir ) elemani
vardir. ( Burada O elemani, etkisiz elemandir.)

d) Her xeE igin X+(— X):O esitligini saglayan bir tek —xeE vardir.
(— X toplamada ters elemandir. )

e) Her xeE i¢in 1.x=Xx ( 1 ¢carpmada birim ya da etkisiz elemandir. )
f) Her xeE ve a,beK icin (ab)x =a(bx) .

g) Her xeE ve a,beK igin a(x+y)=ax+ay.

h) Her xeE ve a,beK igin (a+b)x=ax+bx.

Budurumda E ye K uzerinde bir vektor uzayi ( lineer uzay ) ve elemanlarina da

vektor denir. K = R alinirsa E ye bir reel vektor uzayi, K = C alinirsa E ye bir
kompleks vektor uzayi adi verilir [22].



Ornekler 2.2

1) Reel sayilar kiimesi R ve kompleks sayilar kiimesi C bildigimiz ¢arpma ve toplama
islemlerine gore birer vektoér uzayidir.

2) E=R",K =R olsun.

X=(X1, ) SY Xn), y :(yl,yz,..., yn)e E i¢in toplama islemini su sekilde tanimlayalim:
X+Y=(X + Y0 X, +Y, )

Bir a e R sayisiile X =(Xl,..., Xn)e E vektdriiniin carpimini da su sekilde tanimlayalim:
ax=(ax,..ax,) .

Bu ¢arpma ve toplama tanimlari ile R™ bir vektor uzayidir.

3) K, RveyaC ve X bogolmayan bir kiime olsun. X kiimesinden K kimesine
tanimh tim fonksiyonlarin kiimesi E olsun. Yani ;

E={f| f:X—>K}.
f,geE igin (f +g)x)= f(x)+g(x), xe X olarak toplam tanimlansin.

Bir acK ve f eE igin carpimi (af (x)=af (x) olarak tanimlansin. Bu garpma ve
toplama islemlerinin tanimlariile E bir vektor uzayidir. Clnkd,

a) Her f,geEigin,

[f +(g+h)[x)=f(x)+(g+h)x)= f(x)+(g(x)+h(x))=[f(x)+ g(x)]+ h(x), vx € X.
O halde f +(g+h)=(f +g)+h saglanir.

b) Her f,geE icin,

(f +9)x)=fF(X)+g(x)=g(x)+ f(x)=(g + F)x),¥xe X. O halde f+g=g+f

saglanir.

c) O(X)z 0, ¥x € X. O halde sifir fonksiyonu O, E nin sifiridir.

d) VfeE igin — f €E fonksiyonu (- f \x)=—T(x) esitligini saglar.

e) Her feE igin (Lf)x)=1f(x)=f(x), xe X oldugundan 1.f =f o&zellii
saglanir.

f) abeKve feE, xeX igin,

[(@b)f (x)=(ab)f (x)=a(bf (x))=a(bf }x) oldugundan (ab)f =a(bf ) saglanir.

g) f,geE, aeKve xeX igin,

[a(f + g)lx)=a(f + g)x)=a(f(x)+ g(x))=af (x)+ag(x)=(af +ag)x) oldugundan



a(f + g)=af +ag saglanir.

h) abeK,feE vexeX igin

[(@a+Db)f}x)=(a+b)f(x)=af (x)+bf (x)=(af +bf }x) oldugundan
(a+b)f =af +Dbf saglanir.

O halde E bir vektor uzayidir [22].

Tanim 2.3 Bogstan farkh bir kiime Gizerinde yansima, ters simetri ve gegisme 6zellikleri

varsa [ bagintisina bu kiime tizerinde siralama bagintisi denir. Bostan farkli E kiimesi

Uzerindeki < siralama bagintisi su 6zellikleri saglar :

i) Her xeE icin Xx<x olur. (yansima)
i) Her X,y e E icin X<y ve y <X saglaniyorsa x=y olur. ( ters simetri)
iii) Her x,y € E igin X<y ve Y<Z saglaniyorsa X<z olur. ( gegisme )

Herhangi bir kiime siralama bagintisi 6zelliklerini sagliyor ise bu kiimeye kismi sirali
kime denir. Uzerinde siralama tanimlanmis reel vektér uzayina da kismi sirali reel
vektor uzayi denir [20].

Tanim 2.4 E, bir reel vektor uzayi ve < E l(izerinde bir siralama bagintisi olsun. Her

X,¥,zeE ve a>0 reelsayisiigin,

i) X<y = X+z<y+z
i) X<y = ax<ay

aksiyomlari saglaniyorsa E ye sirali vektor uzayi denir [20].

Tanim 2.5 E bir K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.

|| . || E—>R, x —>||X , tanimli donlsimiine asagidaki kosullari saglarsa E (izerinde bir

norm adi verilir.
(i) Her x e E icin |x]|>0
(i) Her xeE icin [x|=0 ise x=0.
(iii) Her xeE ve aeK igin ax| = ||
(iv) Her x,yeE icin |x+y|<|X|+]y| (tcgen esitsizligi)

Bu durumda (E,||. ||) ciftine bir normlu vektér uzayi denir. Uzerinde norm tanimlanmis

bir uzaya normlu bir uzay adi verilir [22].



Ornek 2.6

1) E = Rolsun. xe R igin ||X|| :|X|tan|m| iIe||. || E = R lizerinde bir norm belirtir.
2) E = Colsun. xeCicin ||X|| =|X| tanimi ile || || C uzerinde bir norm belirtir.

3) E = Rolsun. X=(X1 ....... Xn)eE icin,

1
n 2
=] S|
i=1
tanimiile || || E Uzerinde bir normdur.

4) 1<p<oigin E=I olsun. X=(Xn)e|p igin

-S|

tanimiile || || |, Gzerinde bir normdur.

5) X bos olmayan bir kiime ve B(X), X izerinde tanimli sinirl reel degerli
fonksiyonlarin vektor uzayi olsun.

f e B(X) iin [ ]| = sup,

f(t)] tanimiile |.| B(X) tzerinde bir normdur.

Ispat:

Reel sayilarin ozelliginden Ustten sinirh bir kiimenin en kiglk Gst sinir
oldugundan norm iyi tanimhdir. Simdi sira ile norm aksiyomlarini sagladigini
gorelim:

i) Mutlak degerin tanimindan dolayi her f € B(X) icin || f || >0.

i) feB(X) igin O0=|f|=|f(t] oldugundan her te X icin f(t)=0 dir. O
halde f =0 ( sifir ) fonksiyonudur.

iii) f eB(X),aeKigin

af (t)] =[al] ]

Jaf | =supx

iv) f,geB(X) igin
|f(t)+ g(t) S|f(t] +|g(t) oldugundan dolay!

If + g <|/f|+ 9| tecgen esitsizligi elde edilir [22].



Tanim 2.7 (E,||||) normlu bir uzay ve (Xn) E icinde bir dizi olsun. Verilen her £ >0
icin bir N, bulundugunda her n,mz=n, icin ||Xn—xm||<5 oluyorsa (x,) dizisine E

icinde bir Cauchy dizisi denir. Eger E igindeki her Cauchy dizisi E deki norma gore
yakinsak ise E uzayina bir Banach uzayi ( veya Tam uzay ) adi verilir. O halde bir

normlu E uzayinin Banach uzayi olmasi igin gerek ve yeter kosul X, € E ve verilen her
>0 igin bir n, sayisi bulunabilir ki her n,m=n, igin ||Xn —Xm|| < ¢ esitsizligi

saglandiginda bir xe E ve bir n, sayisi bulunabilir ki her n>n,icin

|<e
esitsizliginin saglanmasidir [22].

Ornek 2.8

1) 1< p<ooigin |p uzay! bir Banach uzayidir.

Ispat:

(x,), |, icinde bir Cauchy dizisi olsun, yani (Xn)=(yjn) (n=12..). £>0 verilsin.

j=1’

Bu durumda n, sayisi bulunabilir ki n,m>n, igin,
Xy =Xn| < &

saglanir. O halde n,m=n, i¢in

Z‘ylm ~Yin

olur. Dolayisiyla her k > 0 icin

|ykm _ykn|p Sz‘y]m _yjn '
]

P ce?

<g?

olur. (ykn)n reel sayillarda bir Cauchy dizisi oldugundan yakinsar, vyani,
limy,, =y, €R, (k=12.....) olsun. Serinin kismi toplamlar dizisini digiinelim.
n

Bunun igin keyfi bir0 < K sayisi igin,

K 0 p

P
Z‘yim_ Z‘yjm_ Yim| <€
i=1 =

yazalim. Her n=n, igin

K

p
Z‘yjm_ Z‘yjm_ Yin Sg
j=1

olur. 0< K keyfi oldugundan her n>n, igin zj‘yj _y ® serisi yakinsar. O halde her

jn

n=n,igin

<gp

Z‘yj _yjn



(j=12...) elde edilir. Ayni zamanda
(yjn0 )elp, (J =12..... ) ve l, bir vektor uzayl oldugundan
(yj ):(yj ~Yin )+(yjno )e |, olur. x= (yj ) olsun. O zaman n=n, igin

1
p |P
oA =| Ty | =
J
oldugundan lim x, = x elde edilir. O halde |, uzayi bir Banach uzayidir.
n
2) Sinirli dizilerin uzayr | Uzerindeki supremum normuna gore bir Banach uzayidir,
yani, x=(x,)el_ icin,
[ =supaxa|
3) Yakinsak dizilerin uzayi ¢ Uzerinde tanimlanan supremum normuna goére bir Banach
uzayidir, yani, X = (Xn)e C igin,
[ =supq |, .

Tanm 2.9 @ # A c R ve A sirali bir vektor uzayi olsun. Her x € A igin x<y olacak

sekilde biry € R varsay € Rye A igin bir Gst sinir denir. A kiimesine de Ustten sinirh
kiime denir. Her xe A icin X<z, ze R oldugunda y<z ise y ye A nin en kiiglk Ust

siniri ( supremumu ) denir ve sup A ile gosterilir [22].

Tanim 2.10 @ # B c R ve B sirali bir vektor uzayi olsun. Her x € B i¢in y < x olacak

sekilde bir y € R varsa y € R ye B igin bir alt sinir denir. B kiimesine de alttan sinirh
kiime denir. Her xe B igin z<X, Zze R oldugunda z<y oluyorsa y ye B kimesinin

en biydk alt sinirnt (infimumu ) denir ve inf B ile gosterilir [22].

Tanim 2.11 E , toplamsal 6zelliklere sahip bir sirali vektor uzayi olsun. Her x,y e E
cifti igin {X, y} kiimesinin supremumu ve infimumu yine E nin elemani ise E ye bir

Riesz uzayi ( vektor latis ) denir.

XV y:=sup{x,y}
XAy =inf {X, y} seklinde gosterilir [21].

Tanim 2.12 E, bir sirali vektdr uzay ise; E” ={Xe E: XZO} kiimesine, E nin pozitif

konisi denir. Her x e E icin X in pozitif kismi, X in negatif kismi ve mutlak degeri su

sekildedir:
X" =xv0
X =(=x)v0



IX|=xv (=x) [21].

Tamim 2.13 E, bir Riesz uzayi olsun. { nx:ne N } kimesi Gstten sinirli oldugunda

X <0 oluyorsa, E ye Archimedean Riesz uzayi denir [21] .

Tanim 2.14 E bir Riesz uzayi olsun. G, E nin bir vektor alt uzayi olsun. Eger G, E
deki latis islemleri altinda kapali ( yani her X,y e Gigin XxvyeG ve xAyeG ) ise
G ye E nin bir Riesz alt uzayi denir [21].

Tanim 2.15 E bir Riesz uzayi olsun. X,y € E alalim. Eger, X|/\|y|=0 ise X,y ye

diktir denir ve x L y seklinde gosterilir [21].

Tanim 2.16 E bir Riesz uzayi olsun. E nin bostan farkl bir alt kiimesi A olsun. A nin
ayrik timleyeni A ile gosterilir ve Ad:{XeE:her yeAigin xLy} seklinde
tanimlanir [20].

Tanim 2.17 E bir Riesz uzayi ve X,y € E olsun. E nin bostan farkli bir alt kimesi A

olsun. |X| §|y| ve ye Aiken xe A oluyorsa A ya solid ( kati ) denir [20].

E nin bir solid vektor alt uzayina E de bir ideal denir.
Tanim 2.18 E bir Riesz uzayi olsun. A, E igerisinde bir ideal olsun.

{xa}g Ave 0<x, T X iken xe A oluyorsa A ya E de band denir [20].

Ornek 2.19 E= Lp[O,l] , 0<p<1l ve G=L_[01] olsun. O zaman G c E c L,[0/1]
esitsizligi ile G, E nin idealidir, E de Ll[O,l] in idealidir. ( Burada f > g esitsizligi ile
Lebesgue olglimiine gore her Xigin f(x)z g(x) oldugu gosterilmektedir.)

Tanim 2.20 Bir Riesz uzayr E Uzerinde tanimh || . || norma; X,y €E icin |X|S|y|

oldugunda ||x||£||y|| oluyorsa; latis norm denir. Latis normu iceren Riesz uzaya da

normlu Riesz uzayi denir [21].

Tanim 2.21 Normlu Riesz uzayina tam ise Banach latis denir [21].

Tanim 2.22 Bir Riesz uzayina, uzayin Ustten sinirli her bostan farkh alt kiimesi bir
supremuma ( ya da alttan sinirh her bostan farkli alt kiimesi bir infimuma )

sahipse Dedekind tam Riesz uzayi denir [21].

Tanim 2.23 Bir Riesz uzayina, uzayin Ustten sinirli her sayilabilir alt kiimesi bir

supremuma sahipse o-Dedekind tam Riesz uzayi denir [21].
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Tanim 2.24 Bir Y sirali vektor uzayina eger her n igin nx <y ifadesi x<0 olmasini

gerektiriyorsa Archimedean sirali vektor uzayi denir [21].

Tanim 2.25 E, bir vektor uzayr ve K reel veya kompleks sayilarin cismi olsun.

f :E — K lineer operatoriine bir lineer fonksiyonel denir [20].

Tanim 2.26 f:E — R bir lineer fonksiyonel olsun. Her Xe E* igin f(x)>0 oluyorsa
f fonksiyoneline pozitiftir denir [20].

f : E — R bir lineer fonksiyonel olsun. f, E nin sirali sinirli alt uzaylarini R nin sinirli
alt uzaylarina orterek esliyorsa f ye sirali sinirli fonksiyonel denir [20].

Tanim 2.27 E, bir Riesz uzayi olsun.

(i) E Gzerindeki tim sirali sinirli lineer fonksiyonellerin vektér uzayina E nin sirali
duali denir. E’ ile gosterilir.

(ii) E (zerindeki sirali siirekli lineer fonksiyonellerin vektér uzayl E; ile gésterilir.

E, E lzerinde bandtir. E| bandina, E nin sirali siirekli duali denir.

(iii) E bir Riesz uzayl ise onun sirali duali E’de yine bir Riesz uzayidir. E’
Uzerindeki tim siral sinirh lineer fonksiyonellerin Riesz uzayina E nin ikinci sirali
duali denirve E" ile gosterilir. E” , E' nin sirah dualidir [20].

Ornekler 2.28

a) Cy=Il, oldugunu gésterelim.

Ispat:

N

fec) olsun. f(e,)=y, ve y=(y,)yazalm. x, =Z(sgn y,)e., e, =(0,..10,..)

n=1
olsun. O zaman,

f(XN):i|yn|S||f||||xN | esitsizliginden y=(y, )el, ve|y| <| f| elde edilir.
n=1

X:(Xn)eco, X:Z:Xnyn icin f nin lineer ve surekliliginden

n=1

f(x)= i x,f(e,)= i X,Y, Yazlabilir. Buradan da
n=1

n=1

|F () <[XD|ya] =|Xly] esitsizliginde [x|<1 tzerinden supremum alinirsa | f|<]y]
n=1

elde edilir. Bu nedenle |[f|=|y|, yani [Tf||=]y|=]f].
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Tic, 1, fTf=(f(e,)=(y,)

donltisimi lineer izometri oldugundan T nin 6rten oldugunu géstermek yeterlidir.
Bununigin y = (yn)e |, alalim. O zaman,

9,(x)=>_%¥, . X=X, €l tanimiyla g, siirekli lineer bir fonksiyoneldir.
=1

n

Bu nedenle T(gy): gy(en):(yn): y ile T értendir. O halde ¢, =1, dir.
b) c’=I, oldugunu goésterelim.
ispat :

X=(Xn)ec, limx, =x, ve e=(:L1,:L ...... ) olmak uzere,
n

N
X=X,e+ Iinm Z:(xn_XO )en yazalim. Bir f ec’ igin,

n=1

N

f(X):XOf(e)+Iim (Xn_xo)f(en), f(en)=bn, f(e)=b0 olsun. ¢, c¢C
A

Xo, Sl” kabul edelim. O zaman, f(xnO )=i|bn| ve buradan

n=1

oldugundan (Xno )e Co,

da ‘f(xno ] <|x, [IIf|| esitsiztigi (b,)el, olmasini gerektirir.

Xno

b, —Z . =8, olsun.

n=1

Bu durumda f(x):xoao+§:xnbn , x=(x,)ec veburadanda [a,|+ > |b,|<|f]
n=1
olur.

y=(y,)el, ve |y|=[a|+> |b,|]< ise b, lim x, +> Xy, =f,(x), f, ec’
oldugundan ortendir [22] .

c) I, =I_ dir.
Ispat :

| uzayinin Schauder tabani (en) olsun. O halde x el vektori x = Z:anen olacak
n

sekilde tek bir bicimde (an) sayi dizisi bulunabilir. Boylece,

T :I1, —1,, Tf=(f(e,)) ve f(e,)=b, olarak tanimlansin.
f lineer ve sinirh oldugundan,

|bn| S||f||||en ||, (“en =ZIJ|) ve bundan dolayi,
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suplo, | <[ f| elde edilir. O halde (b, )€1, dir.
|7 ()= 2 anb, <[x]suplb|

||X|| <1 uzerinden supremum alinirsa sup| f (XX < || f || elde edilir.

X<t

O halde [TF| =|(b, )| =|f

,vanibir y=(y,)el, icin g,(x)=>a,y,, x=(a,)el,

olacak bicimde bir g lineer ve sinirl fonksiyoneli vardir. g nin lineerliligi agik
oldugundan g nin sinirhiligini verelim:

90} < X[aqya| <[X[v]

Ohalde g el, dir.

Teorem 2.29 E, bir reel vektér uzayi ve F, E nin bir 6zalt uzayi ve p:E — R bir
altlineer fonksiyonel ve f:F — R bir lineer fonksiyonel ve her x e F igin f(x)< p(x)
olsun.

0 zaman, bir f:E — R lineer fonksiyoneli bulunabilir ki her x & E icin f(X)S p(x)
saglanir ve her x e F igin f(x): f(x) dir [22].

Ispat:

Bu teoremi ispat etmek i¢in 6nce su iddiayi ispat edelim.

zeE—F olsun. {z} ve F ile Uretilen altuzay M olsun, yani, M =span({z}UF).
f : F — R bir lineer fonksiyonel ve p:E — R bir altlineer fonksiyonel , ve her xe F

icin f(x)g p(x) olsun. O zaman f fonksiyonelini M altuzayina genisletebiliriz, yani;

f:M >R lineer fonksiyoneli bulunabilir ki, her xe M igin f(X)S p(X) esitsizligi

saglanir ve f(x)= f(X) dir.

f(x)< p(x) olsun. y—ueF igin

f(y—u)=f(y)-f(u)< p(y—u)< p(y+z)+ p(-u—z) esitsizligi elde edilir. O halde,
—p(~u—2)—f(u)< p(y+z)- f(y) esitsizligi dogrudur.

y € F elemanini sabit tutup u e F Uzerinden supremum alalim. Sol tarafin bir st siniri
oldugundan en kiiglik Ust siniri vardir, bu a olsun.

a=sup{- p(~u—z)-f(u)ueF}.

Simdi ue F elemanini sabit tutup Y € F Uzerinden infimum alalim. Sag tarafin bir alt
sinirt oldugundan en buytk alt siniri vardir, bu b olsun.

b=inf{p(y+z)-f(y):yeF}.
O halde bir ¢ € R bulunabilir ki a<c<b esitsizligi saglanir. Bir t e F icin,

13



—p(-t—z)-f(t)<c< p(t+z)-f(t) olur.
z € E — F oldugundan bir ae K igin,

X=y+az, YyeM yazlabilir.

f:M >R dénisami f(y+az)=f(y)+ac olarak tanimlansin. f, M uzerinde iyi
tanimli, lineer fonksiyoneldir. a=0 alinirsa f(y):f(y) oldugundan f, f

fonksiyonelinin bir geniglemesidir, yani , her ye M igin f(y)z f(y) esitligi saglanir.
Bir xeM alalm. O halde x=y+az bicimindedir. Burada a sayisi
O<a,a<0 veya a=0 drr.

(1) a=0 olsun. 0 zaman f(y+az)= f(y): f(y) oldugundan
f(y)<p(y)

esitsizligi saglanir.

(2) a>0 olsun. Bu durumda
c<ply+2)-f(y)

esitsizliginde Y € F vyazilirsa
a

At

olmasi gerekir. Boylece,

f(y)+ac< p(y+az)

yani,
f(x)s p(x) elde edilir.
(3) a<0 olsun. Budurumda

-pl-y-2)-f(y)<c

esitsizliginde y e F yazilirsa
a

A2l

bulunur. —a>0 oldugundan,

f(y)=ac+ f(y)< ply+az)
elde edilir. f fonksiyonelinin genislemesi olan lineer fonksiyonellerin kiimesi

S={f,acl}
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olsun ve her X icin fa(X)S p(X) saglansin. f € S oldugundan S kimesi bos degildir.
f, fﬁ €S igin,

fo<f,oT T T, =1,
bagintisini tanimlayahim. Burada T, ile f, nin tanim kiimesi belirtilmektedir. <, S

Gzerinde bir kismi siralama bagintisi tanimlar. f €S ve T.=U,T, bir altuzaydir.

XEUTa olsun. O zaman, bir aicin XeT; ve f(x): fa(x) dir. S lineer olarak sirali

a

oldugundan,

T, CTfﬁ veya Tfﬂ Ty

saglanir. T, T, olsun.

X, yeUTfll

alalim. Bu durumda X, yeTfﬂ ve X+yeTfﬂ oldugundan
x+yeUTfa

elde edilir. a bir skaler ve XEUTf ise
a

ax e UTfu
oldugu da benzer bicimde gosterilir. Boylece UTfa bir altuzaydir. f iyi tanimhdir.

Bunun icin xeT; ve xeT; alalim. O zaman f(x)z f_(x) ve f(x)z fﬁ(x) olur.

Budurumda ya f,, f, ningenislemesiveya f,, f, ningenislemesi oldugundan,

o (x)=f,(x)

bulunur. O halde her X eT; igin

f(a)< p(x)
Ve f lineer bir fonksiyoneldir. Her a el i¢in
f <f

sagladigindan S Ustten sinirlidir. Bu nedenle Zorn Yardimcr Ozelliginden dolayi bir
GeS oldugundan G, f nin bir genislemesi ve G(X)S p(X) ve Tg,=E dir.
E-Ts #¢ olsaydi bir y,€E, y, €T, vektoéri bulunabilirdi. O zaman f nin
genislemesi bir baska H lineer fonksiyoneli olacakti ve her X e(TG U{yl}) icin

H(x)< p(x)
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esitsizligi saglanacaktl. Bu durumda H €S olmasi gerekirdi ki bu G nin maksimal
eleman olmasi ile gelisir. O halde T; = E dir.

Teorem 2.30 (Hanh-Banach Teoremi) E , bir kompleks vektor uzay, F de E nin
bir alt uzayive p , E Uzerinde bir semi-norm olsun. f :F — K lineer fonksiyonel ve

her xeF igin |f(x)|£ p(x) olsun. O zaman bir H:E — K lineer fonksiyoneli
bulunabilir ki, H|F =f ve her xeE igin |H(X)|S p(x) saglanir. Buradaki H
fonksiyoneline f nin genislemesi adi verilir [22].
ispat :
f = f, +if, olarak yazalim. Burada f, ve f, reel degerli lineer fonksiyonellerdir.
aeR igin,

f(ax)= f,(ax)+if, (ax) = af, (x)+iaf ,(x) = af (x) elde edilir.
X,y € E igin,

saglandigindan  f  lineer fonksiyoneldir. Burada f, ile f, reel lineer
fonksiyonellerdir.

f(ix)= f,(ix)+if, (ix) = if (x)=if,(x)— f,(X) esitliginden
f,(ix)=—f,(x),
f,(ix)=if,(x) bulunur. Hipotezden,
f,(x)< p(x), xeF elde edilir.

Hanh-Banach in reel drumundan f, lineer fonksiyonelinin genislemesi bir G lineer

fonksiyoneli bulunabilir ki her x € E igin
G(x)< p(x) saglanir.
simdi, H(x)=G,(x)—iG, (ix) tanimlayalim. x € F olsun. O zaman,
G,(x)= f,(x) ve
G,(ix)= f,(ix)=—",(x) elde edilir. Bu ytzden,

H(x)= f,(x)+if,(x)= f(X) esitsizligi bize H nin f nin bir genislemesi
oldugunu gosterir.

H(ix) =G, (ix)—iG, (ix) = G, (ix)+iG, (x)=iH(x) esitsizligi bize H nin bir lineer
fonksiyonel  oldugunu  verir. H(X);tO olsun. H(x):rem yazalim.
H(e‘mx): r =|H(X] oldugundan H(e_igx)z Gl(e_mx) olur. O halde her x € E igin,
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|Gl(x] < p(x):>|H (xl =G, (e*m )S p(e*m ): p(x) esitsizligi saglanr.
Eger, H(X): 0 ise agiktir.

Onerme 2.31 f normlu bir E uzayinin bir F alt uzayinda sinirli lineer bir
fonksiyonel olsun. O zaman f fonksiyonelini E uzayina normlari korumak lzere

genigletebiliriz. O halde, bir f:E — K lineer fonksiyoneli bulunabilir ki her x e F igin
f(x)=f(x) ve Hf”z”f” saglanir [22].

Tanim 2.32 T: X — Y operatori iki vektor uzayi arasinda tanimlansin. Her X,y € X
ve her a, B skaleriigin; T (ax+ SY)=aT (x)+ BT (y) oluyorsa; T vye lineer operatér
denir [20].

Tanim 2.33 X ve Y normlu uzaylarve T:X —Y operatori bir lineer operatér olsun

T nin normu;

|T|| =sup|Tx|=sup|Tx| ile tanimlanr.
e =

Eger; T||<oo ise T ye sinirh operatér denir [20].

Tanim 2.34 iki sirali vektdr uzayi arasinda tanimlanmis T : E — F operatériine; Vx>0
icin T(X) > 0 oluyorsa pozitif operator denir.
Eger; x ) 0 igin T(X) »0 oluyorsa, T operatériine tam pozitif operator denir [20].

Tanim 2.35 T : X —Y iki sirali vektor uzayi arasinda tanimh bir operator olmak lzere;
T, X in sirali sinirhi alt kiimelerini, Y nin sirali sinirh alt kiimelerine tasiyorsa, T ye

sirali sinirh operatér denir [20].

Tanim 2.36 E, F normlu uzaylar ve T :E — F lineer sinirli bir operatér olsun. O
zaman T operatorinin adjointi, T, T"F'—>E’,geF' icin Tg=gT ile

tanimlanir [22].

g,.heF’ igcin T'(g+h)x)=(g+h)Tx)=g(Tx)+h(Tx)=(T'g +Th)x), xeE

oldugundan T’ toplamayi korur. ae K, f e F’ icin
T'(af x)=(af X\Tx)=af (Tx)=aTf(x), xeE

olmasi T' nin ¢carpmayi korudugunu gosterir. Boylece T' lineer bir operatordiir.
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la(™) <[g]T|
esitsizliginden T'g € E' oldugu gorilir.

Tanim 2.37 {x,} E de bir net olsun. Eger |, — X<y, Y0 olacak sekilde ayni indeksli

0
kimede bir {ya} neti varsa {Xa } X e sirali yakinsar denir ve X, —y X ile gosterilir.
. [0}
Iki Riesz uzayi arasinda tanimli T : E — F operatorine; E de x, -0 oldugu surece F

o
de Tx, —0 oluyorsa, sirali siirekli operatér denir [22].

Ornek 2.38

1) TiL—>l, T(lexz’----):(xl+X2,X1+X3. ------ ) ile tanimli T operatori

lineer ve sinirhdir.

1
2) T:C[ol]->R,T(f )=I f(x)dx tamimiyla T sinirli lineer bir operatérdiir.
0

3) E= {p| p:R>R polinom} uzayi veriliyor. T:E—R, T(p)=p(t)teR
tanimiyla T bir lineer operatordir.

4) T:cfo]igin T:C[01] - C[01] operatsri

Tf (X)= f(sin X)— f(COS X) tanimiyla sureklidir.

Tanim 2.39 iki Riesz uzayi arasinda tanimh T : E — F operatériine, her X, y € E igin;

T(Xv y)zTXva oluyorsa, latis homomorfizma ( Riesz homomorfizma ) denir [20].

Tanim 2.40 {Xi:lSiSn} ve {yj:1£j£m}bir Riesz uzayinda tanimli pozitif

n m
elemanlarin iki sinirli altkimeleri olsun. Eger; in :Zyj saglaniyorsa; o zaman bu
i=1 j=1

pozitif elemanlarin {Zij 1<i<nml< < m} olacak sekilde,

sinirli alt kimeleri vardir [22].
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Tanim 2.41 L , bir Archimedean Riesz uzayi olsun. L de tanimli 7 operatori L deki
her B bandiigin n(B)c B vyisagliyorsa 7 ye band genisleyen denir.

7 nin band genisleyen operatdér olmasi icin gerek ve yeter kosul L deki f ve g igin
f L g oldugunda zf L g olmasidir [19].

Teorem 2.42 L, bir Archimedean Riesz uzayi olsun. L de tanimli 7 operatoru igin
asagidaki durumlar denktir:

(i) 7, band genisleyendir.
(ii) L nin bostan farkh her D alt kiimesi igin 7z(Dd )c D¢ saglanir.
(iii) L de uav=0ise zu Lv olur.

(iv) L de f Lgise #f L g olur.

(v) L dekiher f elemaniigin zf {f}™ saglanr.
Eger bu kosullar saglaniyorsa, her f e L igin |f| =‘7z(| f|)‘ saglanir [19].

Ispat :
(i)—>(ii) D band oldugundan bu durum asikardir.

(ii) — (iii) Eger uAv=0 ise UE{V}d olur. Bundan dolayr 7ue {V}d elde edilir. Yani;
zulv dir.

(iii)—) (iv) f L g oldugu igin f+A| g|=0 ve f_A| g|=0 esitlikleri saglanir. O
zaman 7f "1 g ve 7 f L g olur. Bundan dolayi 7 f =(7r f"—nf _)J_ g oldugu
gorulir.

(iv)—>(v) {f}" den herhangibir g elemani alalim. O zaman f Lg oldugundan

7 f Lgsaglanir. Budurum 7z fe{f}" oldugunu gosterir.
(V)= (i) L den bir B bandialalim. feL olsun. f* 1 f oldugu igin
7f"L f ve n#f" L xf elde edilir. Fakat o zaman, 7Z'f++7Z'f_‘:‘7Z'f+ —xf-

olur. Yani, 7rf|:‘7z(|f|)‘ dir.

Tanim 2.43 E ve F vektor uzaylarive T:E — F lineer operatoér olsun.

CekT :{Xe E: Tx=0 } kiimesine T nin sifir uzayi ( ¢ekirdegi ) adi verilir [20].
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Tanim 2.44 L, bir Archimedean Riesz uzayi olsun. L deki sirali sinirli band genisleyen
operatore ortomorfizma denir [19].

Ozellikler :

* L , bir Archimedean Riesz uzayi olsun. Eger 7, L de bir pozitif operator ise; o zaman
7 nin ortomofizma olmasi icin gerek ve yeter kosul, L de uav=0oldugunda
AV =0 olmasidir.

* Orth(L) ile L deki biitin ortomorfizmalar kiimesi gosterilir. Orth(L) , L deki tim

sirali sinirl operatorlerin kimesi olan L, (L) vektor uzayinin lineer alt uzayidir.

* L, (L) den 7, , 7, operatérlerini alalim.

Eger ; her uel® igin 7,u<,u iken 7, <z, oluyorsa, Orth(L) vektor uzayi sirali
vektor uzayi olur.

* L, (L) den alinan 7,7, operatoérleriicin, 0< 7z, <7, ve m, ortomorfizma ise

7, operatdru de ortomorfizmadir.

* Ozel olarak eger L Dedekind tamise, L, (L) uzayl Dedekind tam Riesz uzayidir. Bu
durumda L deki sirali sinirll 7 operatoriiniin ortomorfizma olmasi icin gerek ve yeter
kosul 7°ve 7~ operatérlerinin ortomorfizma olmalaridir. Diger bir ifadeyle ; 7 nin

ortomorfizma olmasi icin gerek ve yeter kosul |7Z'| nin ortomorfizma olmasidir. Bu
durumu L, (L) de tammli Orth(L) nin ideal (ve band ) olmasi takip eder. Aslinda

orth(L), L, (L) nin birim operatérii tarafindan tiretilen band genislemesidir.

* N, ve R_ ile sifir uzayi ve ortomorfizma 7 nin goruntisu ifade edilmek Uzere ;
N.=N_ ve N, L de birbandtir. Ayni zamanda Orth(L) de N_ =R! ve

K

7, L, olmasi R, LR olmasini gerektirir.

* Orth(L) , bir Riesz uzayidr.

Tanim 2.45 E bir kompleks vektor uzayi ve E nin elemanlarinin carpimi su
aksiyomlari saglasin. X,y € E icin xy € E olsun.

1) x(yz)=(xy)z,

2) x(y+z=xy+xz ,

3)  (x+y)z=xz+yz,

4) aeKigin a(xy)=x(ay).

O zaman E ye bir cebir denir. Her x e E icin ex = xe = X esitligini saglayan 0 zec E
varsa E ye birimli cebir denir. Her X,y € E igin xy = yx ise E ye degismeli cebir denir
[19].
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Tanim 2.46 Normlu bir E uzayi cebir aksiyomlarini saglasin. Her X,y € E igin
Ixy| <[x|[ly| ise E ye normiu cebir denir. Tam normlu cebire bir Banach cebiri denir
[19].

Tanim 2.47 Eger A Riesz uzayinda c¢arpmanin birlesme oOzelligi ( genel cebir
kurallarina goére ) var ve U,v € A" icin uv>0 saglaniyorsa Riesz uzayi A ya Riesz

cebiri denir. Her 0<u,ve A icin 0<uv olmasi |u.v| s|x|.|y| olmasina denktir [19].
Ornek 2.48 Riesz cebirine drnekler verelim:

1) Dedekind tam Riesz uzayr L deki tim sirali sinirli operatérler cebiri L, (L) bir

Riesz cebiridir.

2) X topolojik uzayr uzerindeki tim reel degerli fonksiyonlarin uzayr C(X) bir

Riesz cebiridir.

Tanim 2.49 Riesz cebiri A ya her f,ge Aicin fg=gf sagliyorsa degismelidir
denir [19].

Tanim 2.50 A, bir Riesz cebiri olsun. Eger alinan her we A" igin uAv =0 oldugunda
(uw)Av=(wu)Av=0 oluyorsa A ya f —cebiri denir. Archimedean ozelligini
saglayan f —cebirine Archimedean f —cebiri denir. f —cebirlerine asagidaki
ornekleri verebiliriz:

1) Bir X topolojik uzayl lzerinde tim siirekli reel fonksiyonlarin cebiri C(X) bir
f — cebiri dir.

2) Bir X topolojik uzayi tzerinde tim sinirli strekli reel fonksiyonlarin olusturdugu
Riesz uzayr C, (X) bir f — cebiri dir.

3) Bostan farkli X kiimesi Gizerinde tim reel fonksiyonlarin olusturdugu Riesz uzayi
R* bir f —cebiri dir.
4) Bostan farkli X kiimesi Gizerinde tim sinirli reel degerli fonksiyonlarin olusturdugu

Riesz uzayi ¢ (X) bir f — cebiri dir.

5) Olgiim uzayinda tanimh tim 6lcilebilir fonksiyonlardan olusan u Riesz uzayi bir
f — cebiri dir [19].

Ozellikler:

* Her Archimedean f —cebiri degismelidir.

* Orth(L) uzayinin birim elemanini L nin birim elemani olarak tanimladigimizda
Orth(L) uzayi bir Archimedean f —cebiri‘dir. Eger L diizgiin olarak tamsa Orth(L)
de tamdir. Eger L izdlsim 6zelligine sahipse Orth(L) de izdlisim ozelligine sahiptir.
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* L birim elemanli Archimedean f —cebiri ve 7, L de ortomorfizma olsun. O
zaman, her f e L icin 7Z'(f)= pf saglayan bir pe L vardir.

* A bir f —cebiri olsun. Her f € A icin f?>0"dir. Her u,veA" icin(UAV) =u? AV?

ve (uv vy =u?vv? dogrudur.

* A nin birim elemani e olsun. O zaman e>0 dir. Herhangi bir ue A" elemaninin
tersi vardir ve ue A" dir. Ayrica U AU <e saglanir. u,veA" alalim. Eger hem u

hem de v nin terslerivarise; (UvV)' =u™Av?' ve (UAV) =u"vVv saglanir.

* A vyariasal ( f?=0 olmasi icin gerek ve yeter kosul f =0 olmasidir) olsun. O zaman

f ve g nin ayrik olmasi igin gerek ve yeter kosul fg =0 olmasi ve u2<v2 oldugu
sirece 0<u<v esitsizliginin saglanmasidir.

* Archimedean f —cebirlerinde her f,ge A icin fg :(f v g)(f /\g) esitligi
saglanir. A eger birim elemanli Archimedean ise, A yariasaldir ve bu 6zellik yukarida
bahsedilen tiim 6zellikleri kapsar.

Bu 6zelliklerin hepsi Orth(L) icin de gegcerlidir.

Tanim 2.51 Banach latis A, f —cebiri oldugunda A ya Banach f —cebiri denir
[19].

Teorem 2.52 Archimedean Riesz uzayl L deki her ortomorfizma 7 nin sirali strekli
olmasi igin L de U, >U; ¥ 0 oldugunda inf|7ruT|=0 esitliginin saglanmasi gerekir
[19].

*L, Archimedean Riesz uzayl olsun. L deki her pozitif ortomorfizma Riesz
homomorfizmadir.

* 7, Archimedean Riesz uzayi L de tanimli bir pozitif ortomorfizma iken uAav=0
esitligi de L de saglaniyorsa o zaman ; zuAv =0 ve buradan da 7zuAzv=0 esitligi

saglanir. Bu ifadenin tersi dogru degildir.
Ornegin; sifirdan farkli bir a sayisini alalim. Eger, L = Ll(R) ve 7:L—>L her f elL
icin (ﬂ'fXX)Z f(X+a) olarak tanimlanmissa, o zaman 7z bir Riesz homomorfizmadir

fakat ortomorfizma degildir. L de tanimli birim operatér, pozitif ortomorfizmadir.

Yardimci Teorem 2.53 L, Archimedean Riesz uzayive M Dedekind tam Riesz uzayi
olsun. L nin Dedekind tamlamasini L" ile gosterecegiz. Ayrica T: L —> M operatori

=0 iken L de U, 2U_ 40 olsun. 0 zaman;

sirali sinirli ve siirekli yani M de inf|Tu,
T, T ve T~ sirali surekli T" (T+)A ve (T‘)A genislemelerine sahiptir. Bu genisleme

L" den M ye seklindedir. Ve (TA)+ :(T+)A , (TA)f :(T*)A esitlikleri saglanir [19].

Yardimci Teorem 2.54 Archimedean Riesz uzayt L deki herhangi bir =«
ortomorfizmasi, L nintamlamasi L" daki ortomorfizma 7" ye genisletilebilir [19].
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Yardimci Teorem 2.55 Dedekind tam Riesz uzayi L den bir 7 ortomorfizmasi alalim.
0 zaman, her ue;L" icin, (7" )u=(zu)" ve (z Ju=(zu) olur [19].

Teorem 2.56 L, bir Archimedean Riesz uzayi olsun. Herhangi bir ﬂeOrth(L) icin
asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) 7 ninsifiruzayl N_, L de bir bandtirve N_ = N‘”‘ =N_. NN __olur.

(i) N, =R!,(R,, 7 nin goériintlstini ifade etmektedir ) [19].

!

Teorem 2.57 L , bir Archimedean Riesz uzayi olsun. O zaman , sirali vektor uzayi
Orth(L) bir Archimedean Riesz uzayidir. Ve her 7, 7z, Orth(L) ve her uel’ igin,

(7, vm,)u= (72'1U)\/ (72'2U)

(7, Az, u=(u) A(,u)

saglanir.

Ayrica, her 7 eOrth(L) ve her uel” igin;

(" = (u)".

(z u=(mu) ve

Jrlu = |l

saglanir [19] .

Teorem 2.58 L bir Archimedean Riesz uzayi olsun. Her 7 € Orth(L) i¢in asagidaki

ozellikler gegerlidir:

(i) 7 ninsifiruzayt N, L de bir bandtirve N = N, =N_.nN_

(ii) R, ., 7 nin degeri olmak tizere, N = R,‘: dir [19].

Sonug¢ 2.59 L , bir Archimedean Riesz uzayi olsun:
(i) L de tanimli 7 ortomorfizmasi ancak ve ancak R, band genislemesi L nin

kendisine esitse birebirdir. Yani, R =L

(i) z,,7,€0rth(L) ve D* =L olacak sekilde L nin bir D alt kiimesini alalim.
Eger, her f €D icin 7, f =7, f verilmisse o zaman 7, = 7,’dir. Ayrica, eger €, L
de zayif sirali birim ve 7,6 =7, ise,0zaman z, =z, dr.

(iii)Bir f eL icin 72 f =0 saglaniyorsa, o zaman #f =0 dir. Ayrica 72 =0 ise 7=0
dir.

(iv) Eger, 7,, 7, €0Orth(X) igin 7, L 7, saglaniyorsa R, LR, ‘dir[19].

Teorem 2.60 Her Archimedean f —cebiri aynizamanda degismelidir [19].
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ispat :

A da pozitif elemenlarin degismeli oldugunu gostermek ispat igin yeterlidir.
Oncelikle A da uav=0 oldugunda uv=0olur. A f —cebiri oldugundan,

u AV =0 esitliginden uv A v =0 yazabiliriz. Yani, uve {v}d dir. Diger taraftan, v L {v}d

olmasindan qu_{V}d elde edilir. Béylece uv =0 olur. Benzer sekilde vu=0 gJyr.

we A" verilsin. Her u e A"igin uw=Wu oldugunu gosterelim. Bunun igin dncelikle
A da her feA igin, n,f=wf ve =z f=1fw olacak sekilde 7, ve =«

r

operatorleri tanimlayallm. O zaman, =, ve =« operatorleri A da pozitif

r

ortomorfizmalardir. Herhangibir ve A" igin {W}d de v Aw=0 esitligi vardir. O zaman,
ispatin ilk kismindan wv =vw=0 elde edillir. Diger bir ifadeyle her OSVe{W}d icin
aN=7xV=0 olur. Buradan her fe{w}’ icin 7z, f=x1f vyazlr. Boylece
7, W=7mx,W=wW> elde edillir. A nin, w ve {W}d yi iceren bir D alt kiimesini
alalim. O zaman, D° ={O} dir. Yani, D% =A olur. Ayrica, 7, ve 7z, D de

cakigiktir. Bu A da 7, = 7z, olmasi demektir. Yani, her u,we A" i¢in wu =uw olur.

L, (L) Archimedeandir fakat degismeli degildir. Bu yiuzden L, (L) Riesz cebiri olup
f —cebiri olmayan cebire 6zel bir 6rnektir,

Tanim 2.61 Orth(L) de | tarafindan iretilen ideale L nin merkezi denir ve Z(L) ile
gosterilir. Yani Z(L):{T e Orth(L): T|<Al  her Askaleri icin }[19].

Teorem 2.62 ﬂeOrt(L) olarak verilsin. O zaman, ﬁeZ(L) olmasi igin gerek ve
yeter kosul bir n sayisi igin |7r| <nl olmasidir [19].

Teorem 2.63 L, birim elemani € olan Archimedean f —cebiri olsun. ( yani her
f el icin fe=ef ) Eger 7, L de bir ortomorfizma ise o zaman her f eL igin
o = pf saglanacak sekilde bir P <L vardir. Ters olarak her pelL, f =pf ile

tanimli L deki bir 7 ortomorfizmasina neden olur. 7 ortomorfizmasinin pozitif olmasi

icin gerek ve yeter kosul p elemaninin pozitif olmasidir.

Ayrica, 7 ortomorfizmasinin Z(L) ye ait olmasi igin gerek ve yeter kosul p nin L de

€ tarafindan Uretilen ideale ait olmasidir [19].

Teorem 2.64 Her f —cebiri A asagidaki 6zellikleri saglar:

(i) Pozitif elemanla ¢arpim bir Riesz homomorfizmadir. Yani her ue A" ve her
f,geAigin;

u(f Ag)=(uf)a(ug) ve (f Aglu=(fu)a(gu) esitlikleri saglanr.

Benzer sekilde ;
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u(fvg)=(uf)v(ug) ve (fvglu=(fu)v(gu) esitlikleri saglanir.

Ayrica ;

uf * =(uf )" ve fru=(fu)" esitlikleri de saglanir.

(ii) Her f,ge Aigin |fg| :|f|.|g| esitligi saglanir. Ayrica;

(fg)=fg"+f g ve (fg) =f"g +f g" esitlikleri de saglanir.

(iii) Eger; f,g,heA ve f L g jse f Lg ve fh_Lg olur. Bundan dolayi A
daki herhangi bir ayrik timleyen cift tarafli halka idealidir.

(iv) Eger; f,geAiginf Lg isef.g=0 dir. Her feA igin f'f =f =0
esitligi saglanir.

(V)Her feAicin 220 ve i =f"f=(f"f>0"dr

(vi) Her u,ve A" igin;

u? AvZ<()a(vu)  ve u? vv®>(uv)v(vu) saglanir.

(Vii) Her u,ve A" icin;

u? Av? :(u /\V)2 ve u®wvv? :(u vV)2 saglanir [19].

Ispat :

(i) {f =(f Ag)ia{g—(f Ag)}=0 oldugu icin {uf —u(f A g)ja{ug—u(f Ag)}=0
olur. Ve buradan da, u(f Ag)=(uf)A(ug) elde edilir. fvg=Ff+g-(fArg)
esitligini biliyoruz buradan u(f vy :(uf )v (ug) oldugunu elde ederiz. Sagdan ¢arpim
da benzer sekilde gosterilir.

(ii) f,g e A verilsin. f —cebiri tanimindan,

frfgrLf'g,f'g-Lfg", fgLf'g ve fg Lf g" vardir.Burdan
u, :(f g+ f‘g_)J_(f g+ f_g+):u2 bulunur. Ayni zamanda fg =u, —u,
oldugunu da biliyoruz. u, ve u, elemanlari pozitif ve ayriktir, farklarida fg dir. O

zaman (fg)+ =u, ve (fg)_ =u, olduklariigin budurum;

1fa|=(fg)" +(fg) =u, +u, =(f T f‘Xg+ + g‘)=|f|.|g| olmasini gerektirir.

(iii) f 1g ve h keyfi secilmis olsun. O zaman, |f|/\|g|=0 oldugunda
([h|.|f|)/x|9|=0 olur. Yani |hf|/\|g|=0 dir. Diger bir deyisle, hf 1 g dir. Benzer
sekilde fh L g dir.

(iv) Eger f Lg ise, (iii) den fg L g elde edilir, buradan da fg L fg yani fg =0
olur.

(V) Her f e Aigin f*f~ =f f* =0 esitligi vardir. Buradan da;
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f2=(f =t f=(ff+(f ) =0 olur ve,

ff " =(f T f‘)f - =(f +)2 —-f f =(f +)2 elde edilir. Benzer sekilde, f*f =(f +)2
dir.

(vi) (u-v)" A(v—u)"=0 oldugundan {u(u —V)+}/\ {(v—u)+v}:0 olur. Genel
formdl olan, f* Ag"=(f+g)" yardimyla; {u(u—v)A(Vv—up} =0 elde edilir,
Buradan da,

{(u2 /\VZ)—UV}+ = {(u2 —uv)/\(v2 —uv)}+ =0 olur. Bu esitlik gdsterir ki; u®> Av* <uv
ve u? AV? <vu esitsizlikleri saglanir.

u’® v v? icin ispat benzer sekilde ;

(U=Vv)" A(v—u) =0 esitligi yardimi ile {(u —v)’ V}/\ {u(v —u)’ }: 0 olmaslyla
gosterilir.

(vii) (uAv) ={u(uav)}

A v(u /\v)}:u2 AUV AVUAVE =u? AV? oldugunu biliyoruz.
Buradan da, U? AV <( )/\( u) bulunur. (u vv)2 icin ispat benzer sekilde gosterilir.

Teorem 2.65 Birim elemani € olan bir A f —cebirinde asagidaki 6zellikler saglanir:
(i) exo0.
(i) Eger; ueA® ve U elemaninin tersi U™",A da tanimli ise, o zaman

uteA' ve uauT<e ‘dir. Ayrica, {u}dd ={0}. Yani, {u}dd = A. Diger bir deyisle
™ =A.

(iii ) Eger; u,ve A" ve hem u™ hem de v varise, 0 zaman (Uv V)™ ve (UAV)™ de
vardir. Ayrica;

(uvv)'=utav? ve (Uav)* =utvv™ esitlikleri de saglanir [19].
Teorem 2.66 A, yariasal f —cebiri olsun. O zaman asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) f L g olmasiigin gerek ve yeter kosul fg =0 olmasidir.

(ii) u,ve A" icin u? <v? ancak ve ancak u<v oldugunda saglanir. Sonug olarak,
u® =v? nin saglanmasi icin gerek ve yeter sart U=V olmasidir [19].

Teorem 2.67 A, Archimedean f —cebiri olsun. N, A daki tim nilpotent
elemanlarin kiimesi olsun. O zaman asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) f € N ancak ve ancak f? =0 oldugunda saglanir.

(ii) N, A iginde bandtir ve halka idealidir.
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(iii) Her g e A igin f € A oldugunda f.g =0 olur. Bundan dolayi, eger A nin birim
elemani varsa, o zaman f € N olmasi igin gerek ve yeter kosul f =0 olmasidir. Diger
bir deyisle, herhangi bir Archimedean f —cebiri birim elemana sahipse, yariasaldir
[19].

Teorem 2.68 Yariasal f —cebiri A igin asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) f L g olmasiicin gerek ve yeter sart fg =0 dir.

(ii) u,ve A" igin, u? <v? ancak ve ancak u<v oldugunda saglanir. Bunun sonucu
olarak, u® =v? ‘nin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul U=V olmasidir [19].

Teorem 2.69 A , degismeli f —cebiri olsun. Her f,g e A igin fg :(f v g)(f A g)
esitligi saglanir [19].

Teorem 2.70 Eger, uvev A f —cebirinde pozitif elemanlar ise, o zaman n=12,.....
icin;

nvu-nv)" <u® ve n(n—nv)'v<u® olur. Ayrica eger; A f —cebirinin birim
elemani e ise n=12,..... icin;

nlu-ne)" <u®> ve  O0<u-—inf(u,ne)=(u—-ne)" <n?u’® ‘dir[19].

Teorem 2.71 7 ortomorfizmasi, Archimedean Riesz uzayi L de pozitif bir
ortomorfizma olsun. O zaman, n=12,... igin;

OSﬂ—inf(ﬂ',m)S n*z* olur. Burada | olarak belirttigimiz , L deki birim
operatdrdur. Ayrica; n=12,... i¢in ; 7, =inf(7z,nl) dizisi artandir ve 72 ye yakinsar
[19].

Teorem 2.72 L Dedekind tam Riesz uzayil olsun. O zaman L deki tim sirali sinirli
operatorlerin uzayi olan Lb(L) Dedekind tam uzayinda birim operator | tarafindan

iiretilen Orth(L) bandtir [19].

Tanim 2.73 Riesz uzaylarinda tanimli T:E — F operatorine, E de x_lvy
oldugunda F de Tx L Ty oluyorsa ayrikhig koruyan operator denir [19].

Tanim 2.74 Bir (X, X") dual sistemi;
(1) Her xe X igin (X, X"y =0oldugunda x'=0,
(2) Her x"e X' igin (X, X"y =0 oldugunda x=0,
olacak sekilde (x, x')—><x, x"y bilineer formuyla ( yani her bir degiskeni ile ayri ayri
lineer olan bir {.,.): XxX"— R fonksiyonu ile ) birlikte X ve X' vektor uzaylarinin

bir ciftidir. Eger, (X , z-), yerel konveks uzay ise bu durumda (X, X') , (x,x") = x’(x)
bilineer formu altinda bir dual sistemdir.

(X, X"y bir dual sistemi olsun. Bu durumda, her bir X eX’ cin
f(x)=(x,x’>, x e X ifadesi X Uzerinde bir lineer fonksiyonel tanimlar. Ayrica, X'
den X* ye tanimh x'— (., x’) donisimi, birebir ve lineerdir. Diger bir deyisle
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(., X"y lineer fonksiyonelini x’ ile tanimlayarak, her bir x"e X', X lzerinde bir
lineer fonksiyonel olarak gorilebilir ve asagidaki altuzay kapsamasi saglanir:

X'eX"<=R”
X' Gzerindeki o(X',X) zayif topolojisi X' Uzerinde R* garpim topolojisi
tarafindan Uretilen bir yerel konveks topolojidir. R* c¢arpim topolojisi, her
f eR*igin p,(f)=|f(x)] saglanacak sekide {p,:xeX} vyarinormlar ailesi
tarafindan (retilen yerel konveks topolojidir. Béylece, (X', X), her x"e X' igin
P, (X)) =[(x, X"
Uretilir. Ozel olarak,

saglanacak sekilde {pX IXe X} yarinormlarin bir ailesi tarafindan

{x'ex’: <1,i=12,...n igin}

(X, X7

kiimelerinin bir ailesinin, (X', X) icin sifirda bir taban olusturduguna dikkat

etmeliyiz. Bir {x/ }< X' netinin, x/, —2*X)_50 durumunu saglamasi igin gerek ve
yeter kosul her bir xe X i¢cin R de (X,x!)— 0durumunun saglanmasidir, bu
a(X !, X) icin kullanilan “ X Gzerinde noktasal yakinsakhgin topolojisi’ ismini dogrular.

Benzer sekilde, her bir xe X igin x(x')=(x,x) formilt, X' Uzerinde X ile
belirledigimiz bir lineer fonksiyonel tanimlar. Bdylece, asagidaki vektor altuzay
kapsamasi saglanir:

X c(X') <R”

O'(X’, X) zayif topolojisi ( ya da X'ulzerinde nokta tabanli yakinsakligin topolojisi )
R* niin ¢arpim topolojisi ile iretilen , X lzerinde yerel konveks bir topolojidir.
(X', X) nin, px,(x):|<x,x'> olmak tizere {p, :x"e X'} yarinormlarinin ailesi

tarafindan (retilir. Ozel olarak, bir {x,}c X netinin x, —2**)_50 durumunu

saglamasi icin gerekli ve yeterli kosul her bir x"e X' icin R de (x_,,x’)—0
durumunun saglanmasidir. Ayrica,

ke X :[(x, x| <1,  i=123...,n igin}

formundaki kimelerin ailesi o-(X !, X) topolojisi igin sifirda bir taban olusturur [19].
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BOLUM 3

f-CEBIRLERININ iKiNCi SIRALI DUALI

E bir Riesz uzayi olsun. f: E = R lineer fonksiyoneli E nin sirali sinirli alt kiimelerini
f ye sirali sinirh lineer fonksiyonel denir. E

R deki sinirh kiimelere tasiyorsa,
Uzerindeki tim sirali sinirh lineer fonksiyonellerin kimesi E’ ye E nin sirali duali

denir. Yani E":=L,(E,R) olur.

X Archimedean f —cebiri olsun.
tanimlayacagimiz carpimlar X in ikinci duali X

X in duali de X' olsun. O zaman asagida

" icin saglanir:

1) Orth(X)xX — X

T eOrth(X),x e X igin, (T,x) >Tx=T(x)

2)  XxX'—>O0rth(X)

X' e X', xe X, T eOrth(X ), icin, (%, x") = (xx"JT = x'(T.x)

3)  Orth(X) xX'— X’

T eorth(X) ,x e X', xe X iin, (T,x) > (TX)x=T(xx)

4)  orth(X) x X" X"

Teorth(X) ,x'e X', Re X" igin, (T, %)= (T.RYX) = X(T X
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Teorem 3.1 T cOrth(X) , x'e X' igin,

a:0orth(X) — Orth(X )

doénidsimi tanimlansin.
a(T)X =T.x'

Bu doniisimle a lineer, birebir bir cebir homomorfizmadir.
ispat :

Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosterelim:

(i) a, lineer bir déniisimdar.

(i) a, birebir bir dénisimdir.

(i), cebir homomorfizmadir.

()  a:orth(x) —>ort(x)
aT X =TX, Teorth(X) ,x'eX’  igin
(T) '=TX'"  «a, lineer bir donisimddr:
(a) T +8)=a(T)+als)

aT + ) a(T )X’ +a(S)X' V X e X igin dogrulugunu gostermeliyiz.

[T +S X x=[T+S)x k=T +S)xx’) (1. carpimdan, (T.X')x=T(xx’))
(T +S)xx)=T(xx")+S(xx")
=(T.x")x+(S.x")x

(T )X P+ (S X'

olur.
(b) &(AT)=Aax(T)

a(/lT )X' = M(T )X' V x e X igin dogrulugunu gdstermeliyiz.

([e(AT )x'Px =[(AT )x']x v x'e X' igin
= AT(x.x)
= AT .x')x
= (T )x']x
Yani, a lineer bir donlisimdir.

(i) «, birebir bir dontsumdir: [Yani , T #0= (T)=0]
02T cOorth(X)  3yeOrth(X) vardr.
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!

y=xXx"eOrth(X) alalim. 0 zaman,

Ty=0
T(xx")#=0
(Tx)x=0

[a(T)x'x#0 =  «(T)=0
olur.

(iii) c, cebir homomorfizmadir:

a(T.S)= a(T)a(S) V X € X igin dogrulugunu gostermeliyiz.
[o(T.8)xIx = (TS )xx') xX' €Orth(X )
=T(S(x.x"))
=T(S.x')x
=T(a(S)x")x

a(TS)=a(T )a(S)

seklinde ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2 xe X ve f e X' alalim. Eger;

7 €Orth(X) igin, f.x: Orth(X) - R déniisimini

(f.x)z)=(for)x) olarak tanimlarsak, fox e Orth(X) olur.

Ispat:
Il. dénisimden,

X x X' = Orth(X )

(x, f)—>x.f, x.f eorth(X) , xo feOrth(X)—>R  Ozaman,

(x.f )7)=(for)x) oldugunu gosterelim:

B:0rth(X ) — L,(X) dénistimiini
T — B(T)x=Tx olarak tanimlayalim.
O zaman asagidaki esitlikler saglanir:

31



(x.f)XT)=(Tx)f), feX
=BT )x

(x.f )7)=(nx)f
= (Bl )x)f

= f(B(z)x)
= f(nx)

bulunur. Oyleyse;

(x.f))= f(2x) olurve xof cOrth(X) elde edilir [23].

Yardimci Teorem 3.3 Her F e X", f eOrth(X )’ igin

!

¢: X" —>Orth(X), donlstimiini soyle tanimlayalim:
¢(F)f = F(fx) . Ayrica;

a:Orth(X )" — Orth(X )! olarak tanimlandigindan,

L =ao ¢ bir cebir homomorfizmadir.

¢
S orth(x)
X" J o
& orth(x)
B=aog

Ispat :
Hper F,Ge X" igin; B(F.G)=p(F). B(G) dogrulugunu géstermeliyiz.
A(F.G)=(aog)FG)
= a(¢(F.G)) (¢ donlsiminin homomorfizma oldugunu biliyoruz.)
= a(¢(F)4(G))
= a(¢(F))-a(¢(G))

= (@og)F).(a0g)G)
= B(F).5(G)

seklinde ispat tamamlanmis olur.
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Tanim 3.4 Her f e(X')" igin (Orth(X )'j deki tim f geniglemelerinin kiimesi &(f)
su sekilde tanimlidir:
g(f):{g corth(X) : 0<g ve g, =f }

Teorem 3.5 X insiraliduali X' den &(f)=0 olacak sekilde bir f elemani alalim.
x e X" igin, f.x=0 oldugunda f(x)=0 olur.

Ispat:
vV feX', xeX igin;

g(f):{g eOrth(X)’ . 0<g ve g, = f} olsun.
0=f.xeOrth(X) alalim.

oT)=f(T.x), VTeOrth(X)

0= f(T.X) olur.

Eger, T =1 olarak alirsak,

f(Ix)=0 = f(x)=0 bulunur.
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BOLUM 4

BANACH A-MODULLERi UZERINDEKi A-LINEER OPERATORLER

Tanm 4.1 X)Y,Z; K (kompleks ya da reel sayilar ) cismi tGizerinde normlu lineer
uzay olsunlar. X',Y',Z' sirasiyla X,Y,Z nin birinci duali olsunlar. X",Y",Z" sirasiyla
X,Y,Z ninikinci duali olsunlar.

X tetaniml f lineer fonksiyonelleriigin;

|f|=sup| f(x) olarak tanimlansin.
xeX
X xY uzerinde bir m sinirli bilineer dontisim tanimlansin :
m: XxY > Z

@) x,x,eX ,yeY ve Askaleriigin,
m (Ax, + X,,y)=Am (x,, y )+ m(x,,y)

(2) x, € X ,y,,y, €Y ve Askaleriigin,
m (A, +Y, e Am (x,y,)+ m(x, y,)

(3) M{wigin,
sup [m(x,y)|<M .
IxIyl<
O zaman;

m*:Z'x X —Y' adjoint operatérii, V f e Z', x e X igin;

m*(f,x\y)=f(m(x,y)) ile (@).(2) (3) sartlarini saglar.
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m™:Y"xZ"— X'.Budonisim de (1),(2),(3) sartlarini saglar.
Ayrica m doénisimiinin Arens genislemesi m™: X" xY" — Z" dénisimii ile verilir.
Bu donistum (1),(2),(3) sartlarini saglar [24].

Yukarida tanimlanan carpimlar vasitasiyla, degisme 0Ozelligi olmasi gerekmeyen fakat
birlesme 6zelligi olan A cebirinin ikinci duali A” de bir ¢arpim soyle tanimlanir:

A’, A nin birinci dualive A", A nin ikinci duali olmak tzere,
a,beA , F,GeA" verildiginde,

AxA— A

tanimini verelim.
(a,b)—>ab

Diger carpimlari da,

@) AxAsA
(f,a)—> fa , (f.a)b)= f(ab) (feA,acA beA)

(2) A'xXA > A
(G, f)>G.f , (G.fYa)=G(f.a) (feA,acA GeA")

(3) A!IXAI! - AH
(F,G)>FG , (FG)f)=F(G.f) (feA,FeA" GeA")

esitlikleri ile faeA’, G.f e A" ve FGe A" olmak Uzere tanimlayabiliriz. Bu
¢arpimlara Arens Carpimlari denir.

(S)Uncij carpimdan A" birlesmeli cebirdir. A da tanimh carpim birlesme 6zelligine
sahip olmasina ragmen , A" de tanimli Arens carpimi degisme 0zelligine sahip olmak
zorunda degildir.

Arens carpimlari asagida verilen 6zellikleri saglar:

(i) A da tanimli  c¢arpim, A" deki Arens carpimina genisletilebilir.
(Yania"b"=(ab) V¥ a,beAicin)

(ii) Eger, A cebirinin birim elemani e ise, A”cebirinin birim elemani da e" olur.

(iii) Eger, A degisme 6zelligine sahip ise her ac A ve f e A'icin a".f = f.a olur.

(Yani herbe A icin, (@".f \o)=a"(fb)=(fb)a)=f(b.a)= f(ab)=(f.a)b) )
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A, bir Banach f —cebiri ve X bir Banach uzayi olsun.

L(X) ile Xten X e taniml tiim lineer oparetérlerin kiimesini gésterelim. X in
topolojik dualini X' ile gosterelim.

0:AxXX > X
(a, x) >ax

bilineer donlisim asagidaki o6zellikleri sagliyorsa X e Banach A— modili denir:

(i)1x=x her xe X, 1eA igin
(i) (ab)x=a(bx) her a,be A, x e X igin

(iii ) x| < [a]x| her ae A, x eX igin.

Ornegin, Banach C(K) modiilleri Banach A - modliidir [30].

p bilineer dontsimi, m: A—L(X) , (a,x)—ax=m(a)x, norm |||| topolojiden
kuvvetli operator topolojiye surekli birimsel cebir homomorfizmasini tanimlar ve A,
A" icine asagidaki gibi gomdlebilir.

Her ac A, f € A’ icin, " € A" elemani a”(f)z f(a).

Her aeA,oc:A— A" donlsimi a(a):a” ile tanimlandiginda birebir cebir

homomorfizmasidir. Bu nedenle A, A" icinde bir alt cebir olarak distnulebilir.
Asagidaki Ug¢ bilineer dontsim kurabiliriz:

M) X xX'— A’
xeX,feX,aeA ign (x, f)—(xf)a)=f(ax),

(2) A"x X" — X'
acA”, feX' xeX igin (a,f)>(af)x)=a(xf),

(3) A’ X" — X"
aeA",zeX" feX ign  (a,z)-(az)f)=z(af)
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X i A olarak aldigimiz zaman (3) déntsumi A" Gzerinde Arens carpimi olarak
adlandirilir. (2) deki bilineer donisim X' uzerinde Banach A—modiil yapisi m:=*
homomorfizmasini su sekilde tanimlamamizi saglar:

m: A" L(X')
m'(a)f =a.f

(3) teki bilineer donusim X" Gizerinde Banach A" —modil yapisi tanimlar. Bu
carpimlara X modil carpimlarinin Arens genislemesi denir [29].

Yardimci Teorem 4.2 X, bir Banach A— moddil olsun. O zaman asagidaki ifadeler
dogrudur :

(i) Her ae A igin

m’(a)=(m(@))" dir, burada (m(a))" ile m(a)’nin adjointi gésterilmektedir.

(i) X' bir Banach A"~ modiildiir.

(iii) X" bir Banach A" — moduldir.

(iv) Her acA” icin m"(a), A"[o(A", A')] ‘den L(X’)[W*ot] ye siireklidir. Burada
W ot zayif * operator topolojisidir.

Ispat:

(i) Her a < A igin

m*(a)f =a.f

(i) -Her f eX’,1e A" icin 1.f = f oldugunu gésterelim.
(L. Xx)=f(L.x)= f(x) ise
1.f=f olur.
- Her a",b"e A" ve feX'igin(a"h”).f =a"(b".f) oldugunu gosterelim.
Her a",b" e A" icin
lima, =a”

. , olacak sekilde aa,aﬂeAnetIerini alalim.
lim a; = b
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Iim(aaaﬂ):a”.b” oldugundan
(a,a,) f=a,(a, f)
Iim(aa.aﬂ)f =lim aa(aﬁ.f) ( carpimin surekliliginden )
(@"b").f =a"(b".f) elde edilir.
-Her a"e A" ve feX'icin [a".f|<[a"||f| oldugunu gésterelim.

p donusumiinin bilineer sirekli olmasindan sirasiyla (2),(2),(3) doéntsiumleri de
a".f|<|[a"

bilineer sureklidir. Yani, f|| esitsizligi saglanir.
(iii) -Her Fe X", 1e A" i¢in 1.F =F oldugunu gosterelim.

(LF)f)=F@.f)=F(f) ise
(LF)=F olur.

- Her a”,b"e A" ve FeX'icin(a’h”)F =a’(b".F) oldugunu gésterelim.
(i) deki ispata benzer sekilde gésterilir.

-Her "€ A" ve Fe X' igin a”

a"F|<

F|| oldugunu gosterelim.

ikl

m donlsiminin lineer sirekli olmasindan sirasiyla m*, m™, m™ doéntsimleri de

a”.F|| <la”

lineer sureklidir. Yani, F|| esitsizligi saglanir.

(iv) a, — a olacak sekilde a, € A neti alahm. (A", A’) topolojisine gore,
her f e A’icin a,(f)—a(f) demektir.

m A" = L(X') igin,

a, — a alindiginda, bir x' sabiti igin;

a,.x"—ax’ (3)un sirekliliginden

(m* (o, Jx Jx = (m" (2)x )¢

m”(a,)— m"(a) olup [W*ot ] topolojiye siireklidir.

Tanim 4.3 X, bir Banach A— modill olsun. O zaman, Clx ile X e gore kapanisini
gostermek tzere A(X): Cl, {a.x raeA, ||a|| Sl} olsun. Y, X in bir altuzayi olsun. Her
X e Y igin A(X)eY oluyorsa Y ye ideal denir.

X, bir Banach A— modul ve f € X', olsun. Benzer bicimde,

A(f)=Cl, {a.f : aeA",
gostermekteyiz [26].

a||£1} tanimlanabilir. Burada Cl,. ile X' e gére kapanigini
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Tanim 4.4 X, bir Banach A— modili ve x,yeX olsun. Eger;
A(x+ y)=A(x)+ A(y) ve A(x)ﬂA(y)= {0} saglaniyorsa, X, y(xJ_ y) ayriktir denir.

X', bir Banach A — modiilii ve Y, bir Banach A, — modiili olsun. T: X —»Y lineer
operatorini alalim. O zaman, X _L zZ oldugunda TX LTz saglaniyorsa T ye ayrikligi
koruyan operator ( d-homomorfizm ) denir [26].

X ve Y Banach A— modilu olsunlar. (ayni A Gzerinde ) O zaman, T: X —Y lineer
surekli operatériine ae A ve xe X igin T(a.x):a.Tx ise A—lineer operator denir.
Eger, T: X —Y operatori A— lineer ise, T nin adjointi T’ operatorii Y' den X'e
ayrikhgr koruyan operator olur [27].

Teorem 4.5 X veY Banach A— modiuli olsunlar. O zaman, lineer T: X Y
operatori A—lineer ise onun sirekli adjoint operatori T":Y' — X' de A"—lineer
operatordur.

Ispat:

aceA, y'eY' gn T’(a.y’):a.Ty’ alalim.  xe X  degiskeni igin
T’ (ay')x)=(aT"y')x) oldugunu gosterelim:

’

T’ (ay')\x)=(ay’XTx)=y'(aTx) ((1) deki bilineer déntisimden )

= y'(T(ax)) (A lineerlikten )
T'y'(ax)=a(xTYy’) ((1) deki bilineer dontgiimden )
=(a.T y')(x) ((2) deki bilineer doniisimden )

Bundan dolayi, T' bir A—lineer operatérdiir. A, A” de |O'|(A”, A')—yogundur [20].
ae A" alallm. O zaman, G(A", A’)’ da @, > a olacak sekilde A da bir {aa} neti
vardir. (2) deki bilineer déntisimiin sirekliliginden , a.y’eY’ igin a,.y' > ay' elde
edebiliriz. T' operatorintn sirekli olmasindan T'(a,.y")— T '(a.y’)olur. Birinci ifade
sayesinde T’(aa.y'):aa TY" elde edilir. (2) deki bilineer dénisim ile

a, Ty —aTYy' olur ve burdan T'(ay’)=aTYy’ elde edilir. Bu nedenle, T', A"
lineerdir.
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Onerme 4.6 X, bir Banach A— modil ve T:X — X operatérii bir A—lineer
operatér olsun. O zaman, her Xe X,x'eX’, icin TxXx'=XxTX olur. Burada

T X"— X' operatéru T operatériiniin adjointidir.
(2) deki bilineer dontisim ve p ile bunu ispatlayabiliriz.

X, bir Banach A— modiil olsun. . O zaman, tim A-—lineer dontslimlerin kiimesini
Orth, (X)) olarak tanimlayalim.

Sonug 4.7 Eger, T €Orth,(X), ise 0 zaman T’ € Orth, (X ") olur.
ispat :
T:X — X alalim.
Her a € A igin,
T'(ax)=a(TX) oldugunu gésterelim:
(T"(@x))(x)=(ax'YTx)
=a (x'Tx)
=a(T%"x)
= (Tx'Yax)
=(@Tx')x)

A=C(K) alalim. X bir Banach C(K)—modiil olsun. O zaman, X'in her w"-kapali
ideali E icin TEC E olacak sekilde tum T': X' — X' sirekli lineer operatorlerin
kiimesini W(X') ile gosterecegiz.

Sonug 4.8 X, bir Banach C(K)-modiili olsun. O zaman ~ W(X') = Orth (X")
olur [28].

ispat:

T eW(X) alalim. 0 zaman T operatori C(K)-lineerdir.
C(K) ,C(K)” de |0'|(C(K)",C(K)' j yogun ve T  nin  sirekliliginden
W(X ')gOrthC(K)” (X ') oldugu gosterilir. Diger tarafin ispati icin [26] daki Teorem 2
kullanilir [25].
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada, A f —cebirlerinin ikinci sirali dualleri ve Banach A—modulleri
Uzerindeki lineer operatorler incelenmistir. X bir Archimedean f —cebiri olmak
iizere, T €Orth(X)", X' e X' icin a:0rth(X)" — Orth(X"), a(T)x'=Tx' déniisiimii
ve FeX, feOrth(X) igin ¢:X"—>O0rth(X)", #(F)(f)=F(f,) olmak uzere
P=a ¢ dontsiminin bir cebir homomorfizmasi oldugu gosterilmistir.

A, Banach f —cebiri olmak lizere X ve Y Banach A—modul oldugunda X' ve
X" nin birer Banach A”—modul oldugu gésterilmistir. Ayrica, lineer T: X =Y
operatéri A—lineer ise onun siirekli adjoint operatérd T":Y'— X' de A" —lineer
operator oldugu gosterilmistir. Son olarak X , bir Banach C(K)— mod Ul oldugunda
W(X') = Orth_ " (
f —cebiri alinirsa W(X') = Orth . (X") esitliginin varlig aragtirilabilir.

X') esitliginin saglandig gosterilmistir. Bu esitlikte A bir
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