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OZET

BAZI OZEL MODULLER UZERINDE TOPLAMSAL KODLAR

ismail AYDOGDU

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. irfan SIAP
Es Danisman: Prof. Dr. Taher ABUALRUB

Teknoloji ¢agi olan gliniimiizde haberlesme araglarinin gok fazla 6Gnemi vardir. Her giin
cep telefonu, internet, televizyon ve benzeri iletisim araglariyla i¢ iceyiz ve daha farkh
modern iletisim araclarini kullaniyoruz. Bu araglar yardimiyla farkli sehir veya
Ulkelerden insanlarla irtibata geciyor televizyon ve internet vasitasiyla dinyanin
herhangi bir yerinde meydana gelen bir olaydan ¢ok kisa sire icerisinde haberdar
olabiliyoruz. E-posta ve diger sosyal iletisim araglarini kullanarak arkadaslarimizla ya da
ailemizle mesajlasabiliyor hatta gorintili olarak konusabiliyoruz. Bu iletisim araclar
olmadan bir dinya hayal edemesek de iletisim diinyasindaki bu yeni teknolojilerin
blyuk bir kisminin ¢cok eski bir gecmisi yoktur.

1870’de telefonun hayatimiza girmesiyle beraber iletisim teknolojisi her gegen gin
gelismis ve bugiinkii halini almistir. iletisim araglarinin yayginlasmasi, daha kaliteli ve
glvenli iletisim ihtiyacini ortaya ¢ikarmis ve bu ihtiyaca bilgi ve kodlama teorisi denilen
bilim dali ¢6ziim aramaya baslamistir.

Bilgi ve kodlama teorisi ile ilgili en 6nemli gelisme 1948 yilinda Shannon tarafindan
yayimlanan bir makale olmustur [1]. Shannon bu makalesinde, iletisim sistemi igin
genel bir mekanizma tanimlamis, bilgi ve kodlama teorisinin temellerini olusturmustur.

1990’h yillarda kodlama teorisiyle ilgili calismalar halkalar Uzerine aktarilmaya
baglanmistir. Ozellikle Z, halkasi tzerinde yapilan ¢alismalar ve bu halka tizerindeki

kodlarin 6zel bir Gray donlisimi tanimlanarak, 6nceden tanimlanmis ve miikemmel
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denilen ikili kodlara cevrilmesi halkalar Uzerindeki kodlar igin bir dénim noktasi
olmustur.

2010 yilinda Z,Z, —toplamsal kodlar tanimlanmig ve bu kodlarin yapisi incelenmistir.
Bu kodlar biinyelerinde hem ikili hem de dortli kodlari barindirdiklarindan kodlama
teorisinin ilging ve arastirmaya agik bir alani haline gelmistir.

Bu tez, toplamsal kodlarla ilgili bugline kadar yapilan galismalari genellemektedir. Giris
bolima olan birinci bolimde literatirde toplamsal kodlarla ilgili yapilan ¢alismalardan
bahsedilmis, tezin amaci ve orijinalligi hakkinda bilgi verilmistir. ikinci bélim ise
kodlama teorisiyle alakali temel bilgi ve tanimlarin verildigi Kodlama Teorisine Giris
bolimudir.

Uglincii ve dérdiincii béliimlerde; 1<r <s tamsayilar ve p asal bir sayi olmak Uzere,
Z2,7Z,—toplamsal kodlarin dogal birer genellestiriimesi olan ZzZzs—topIamsal ve
Zp,Zps —toplamsal kodlar tanimlanmis ve bu kodlarin cebirsel yapisi hakkinda bilgi

veren Ureteg ve kontrol matrislerinin standart formlari belirlenmistir. Ayrica bu iki kod
ailesi Gzerinde bazi sinirlar verilmis ve bu sinirlari saglayan bazi 6érnekler elde edilmistir.
Besinci  bélimde; u>=0 ve Z,+uZ,={0,Lu,l+u} olmak {zere
Z,(Z, +UZ,)—lineer kodlar tanimlanmistir. Bu kodlar yapisal olarak Z,Z, —toplamsal

kodlara benzemelerine karsin bazi Ozellikleri itibariyle bu kodlardan daha
avantajlidirlar. Ayrica, ZZ(Z2+UZ2)—Iineer kodlarin lrete¢ matrislerinin standart

formlari belirlenmis, bu kodlar icin dual uzay tanimlanarak dual uzay icin Grete¢ matrisi
olan kontrol matrisin standart formu da verilmistir. Son kisimda ise bu kodlardan ikili
gorlntileri optimal parametrelere sahip olanlara 6rnekler verilmistir. Ayrica,

MacWilliams 6zdegligi elde edilerek bir C, ZZ(Z2+UZ2)—Iineer kodunun agirhk

dagilimiyla dual kodunun agirlik dagilimlari arasindaki baginti da verilmistir.
Tezin son boliimi olan altinci bélim ise sonug bolimuddr.

Anahtar Kelimeler: Lineer kod, lrete¢ matris, kontrol matris, Z,Z, —toplamsal kod,
Zp,Zps —toplamsal kod, Z,Z,[u]—lineer kod.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

ADDITIVE CODES ON SOME SPECIAL MODULES

ismail AYDOGDU

Department of Mathematics

PhD Thesis

Adviser: Prof. Dr. irfan SIAP
Co-Adviser: Prof. Dr. Taher ABUALRUB

Today, which is the age of technology; communication devices are very important.
Every day, we come in contact with mobile phones, internet, television etc. and use
other various modern communication systems. Using these media, we instantly come
in contact with people in different cities and countries and also we are instantly
informed about events that occur around the world through television and internet. By
using e-mail and other social media we can send messages to our friends and family
we even can chat with video call. Although we cannot imagine a world without these
means of communications, a large part of these important technologies do not have a
very ancient history.

Together with the phone came into our lives in 1870, the communication technology
has advanced day by day and reached to today’s status. Dissemination of the
communication devices brought about a need for a securer and quality communication
and a branch of mathematics called information and coding theory began to seek a
solution for this need.

The most important initial development in information theory and coding theory was
in 1948, when Shannon published a remarkable paper [1]. In this paper, Shannon
identified a general mechanism for a communication system and set a base for
information and coding theory.

Xi



In 1990’s the study of coding theory began to transfer onto the rings. In particular,
studies about the ring Z, and finding the binary images of these codes by defining a

special Gray map was an initial point for studies on finite rings.

In 2010, Z,Z,—additive codes were introduced and the structures of these codes

were determined. These families of codes are interesting and have become an open
research area of coding theory since they are related with both binary and quaternary
codes.

This thesis generalizes the results related to additive codes which have been
introduced so far. In the first chapter of the thesis, which is the introduction part, we
mention about studies on additive codes covered in the literature and we state the
goal of this thesis. The second chapter covers the basics of coding theory where we
give general information and definition about coding theory.

In chapter three and four, we define Zzzzs —additive and Zp,Zps —additive codes for

1<r<s and a prime p, which are natural generalizations of Z,Z, —additive codes
respectively. We determine the standard form of the generator and parity-check
matrices of these codes and also we give some bounds on these codes and give
examples that attain these bounds.

In chapter five, we define Z,(Z,+UZ,)—linear codes where u’=0 and
Z,+UuZ, ={0,1,u,1+u} is a ring with four elements. Although the structure of these
codes and Z,Z,—additive codes are similar, Z,(Z,+UZ,)—linear codes have

advantages in some cases. We also give standard form of the generator matrix of these
codes and define the dual space for a Z,(Z,+UZ,)—linear code and further we
determine the generator matrix of the dual code which is actually a parity-check matrix
of the code. In the last part of this chapter, we give some examples of these codes
which are optimal binary codes under the Gray image. We also establish a
MacWilliams-type identity between the weight distribution of a code and the weight
distribution of a dual code.

The last part which is the sixth chapter of the thesis is the conclusion part.

Keywords: Linear code, generator matrix, parity-check matrix, Z,Z, —additive codes,
Zp,Zps —additive codes, Z,Z,[u]—linear code.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kodlama teorisi ile ilgili ilk calismalar 1940’li yillarda Hamming, Golay ve Shannon
tarafindan yapilmistir. Ancak kodlama teorisi icin baslangic noktasi diyebilecegimiz ve
bu teorinin temellerinin atildigi calisma 1948 yilinda Shannon tarafindan yayimlanan “A
mathematical theory of communication” adli makaledir [1]. Shannon bu makale ile
bilgi aktariminin gerceklestigi bir kanal icin kanal kapasitesi denilen bir sayi tanimlamis
ve bu kanal kapasitesinin altindaki bir oran icin glvenilir bilgi iletisiminin
gerceklestirilebilecegini ispatlamistir. Shannon’un verdigi bu sonuclar, bilginin
gonderilmeden Once, kanalda degisime ugrayacak bilginin 6zel bir dogruluk degeriyle
dekodlanmasini saglayacak sekilde, kodlanabilmesini garanti altina almistir. Bu
sonuclar giinimizde cep telefonlarinda, CD’lerde ve bilgi depolama aygitlarinda

kullaniimaktadir.

Sekil 1.1 Claude E. Shannon (1916-2001)
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Kodlama teorisi iginde iletisim igin en yaygin olarak kullanilan kodlar ikili kodlardir. n
uzunlugunda ikili bir s6z Z; in bir alt kimesidir. Lineer kodlar, cebirsel yapilari ve lineer

olmayan kodlara goére kodlama ve dekodlama isleminin daha kolay yapilabilmesi
acisindan kodlama teorisinde en ¢ok kullanilan kodlardir. Lineer bir kod igin kodsoézleri

Uretecek olan bir tGrete¢ matrisinden so6z edilebilir.

Kodlama teorisiyle ilgili cisimler Gzerinde yapilan calismalar ¢ogunlukta olsa da 1994
yihnda Hammons ve arkadaslari Z, halkasi tizerinde bir ¢alisma yaptilar ve bu calisma
sonlu halkalar Uzerindeki kodlarin arastiriimasi igin bir baslangi¢ oldu [2]. Daha sonra

bazi 6zel halkalar tizerindeki kodlar da g¢alisiimaya baslanmustir.

Toplamsal kodlar ilk defa 1973 yilinda Delsarte tarafindan birlesim semalari esas
alinarak tanimlanmistir [3], [4]. Genel olarak toplamsal kod, 6telenmis birlesim
semasindaki degismeli grubun bir alt grubu olarak tanimlanir. Daha sonra 1997 yilinda
otelenme ile degismeyen propelineer kodlar tanimlanmig ve bu ikili kodlarin, Q, sekiz
elemanl degismeli olmayan quaterniyon grubu gostermek Uzere, Z; fo x Qg in alt
gruplarina izomorf olduklari ispatlanmistir [5].

Birlesim semasinin Hamming semasi oldugu durumda, yani degismeli grubun
mertebesinin 2" oldugu durumda, toplamsal kodlar degismeli &telenme ile
degismeyen propelineer kodlarla cakisirlar. Boylece, bu tip degismeli gruplar,
a+2B=n olmak izere, sadece ZJxZ! formunda olacaktir [5]. Buradan, ikili
Hamming semasindaki toplamsal kodlar yalnizca Z;”fo nin C alt gruplar olarak

incelenir.

a ve [ birer pozitif tamsayr olmak Uzere Z‘z"fo nin bir C alt grubuna
7,7, —toplamsal kod denir. Z,Z, —toplamsal kodlarin cebirsel yapisi 2010 yilinda
Borges ve arkadaslan tarafindan “Z,Z,—linear codes: Generator Matrices and
Duality” adli makale ile incelenmis ve bu makalede Z,Z, —toplamsal kodlarin standart

haldeki Urete¢ ve kontrol matrisleri belirlenmistir [6]. Cok yeni diyebilecegimiz bu

calismayla beraber Z,Z,—toplamsal kodlar birgok matematikginin ilgisini ¢ekmis ve

bugiine kadar bu konuyla ilgili olarak cesitli calismalar yapilmistir [7], [8], [9]. Ayrica, bu



kodlarin uygulama alanlari arastirilmis ve Steganografi Uzerindeki bazi uygulamalari

[10], [11] makaleleri ile verilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Birlesim semasinin ikili Hamming semasi oldugu durum icin toplamsal kodlar Z7 fo
toplamsal grubunun (Z —alt modillnin) birer alt grubudurlar (alt modultddrler). Bu
tezde amaglanan ise daha genel halkalardan olusan, s>1 olmak Uzere ngZfs ve

hatta daha genel olarak 1<r <s ve p asal sayisi igin Z‘;‘, xZﬁS Uzerinde tanimli alt

gruplar (Z—alt modiiller) olan toplamsal kodlarin cebirsel yapilarinin incelenmesidir.
Bunlarin disinda Z‘;x(ZeruZz)ﬂ nin alt modidlleri olan kodlarin Urete¢ ve kontrol

matrislerinin standart formlarinin belirlenmesi amaglanmistir. Ayrica bu kodlarin 6zel

bir Gray donltsumu altindaki ikili ya da p—Ii gérintilerinin hangi parametrelere sahip

oldugunun belirlenmesi de hedeflenmistir.

1.3 Orijinal Katki

Bu tezle beraber toplamsal kodlarla ilgili bugiine kadar yapilan bircok calisma
genellestirilmistir. Yeni toplamsal kod aileleri tanimlanmis, bu kod ailelerin yapilari
incelenmistir. Ayrica, bu kodlardan Gray donlsimi yardimiyla iyi parametreli ikili

kodlar elde edilmistir.



BOLUM 2

KODLAMA TEORISINE GiRIS

2.1 Genel Bilgiler

Kodlama teorisi, bilginin bir kaynaktan digerine verimli ve dogru bir sekilde
aktarilmasini saglayacak metotlari belirleyen calisma alanidir. Bilgilerin iletildigi fiziksel
ortam kanal olarak adlandirilir. Telefon hatlari ve atmosfer birer kanal érnekleridir.
Bilgiler iletilirken meydana gelebilecek hatalar kaginilmazdir. Bilgi kanala girdigi anda
farkl nedenlerden dolayi, mesela telefon hatlarindaki kablonun kiiglik bir yerinde kirik
olmasi, bozulmaya ya da kanal kirliligine maruz kalabilir. Bu ylizden gonderilen bilginin
kanalda maruz kaldigi kirlilikten dolayi olusan hatayi belirlemek ve hatta miimkiinse bu
hatay! dizeltmek icin sistematik bir yontem kullaniimasi akillica olacaktir. Kodlama
teorisinin asil amaci da budur. Bilgi gonderilmeden 6nce kodlama dedigimiz ve bilginin
sayilara donustlrildigli ve bu donlisiime cebirsel bir yapi giydirildigi bir yontemle
degistirilir ve kanaldan ciktiktan sonra da dekodlama dedigimiz bir yontemle sayilar
tekrar bilgi haline donistirilir. Genel olarak zor olan kodlama degil dekodlama
islemidir. Clnkil ¢ogu zaman, bilginin iletimi esnasinda arzu edilmeyen durumlarla
karsilasilabilir. Bu durumlar iletilen bilginin bozulmasina neden olabilir ve bu
bozukluklar gidiriiltii olarak adlandinlir. Kodlama teorisi, bilgi iletimi esnasinda
kanaldaki glrilti nedeniyle meydana gelen hatalari tespit etme ve bu hatalari
diizeltme problemi Uzerinde calisir. Kodlama teorisinin temel olarak bes amaci vardir.

Bunlar,
1. Bilginin hizli kodlanmasi

2. Kodlanmis mesajlarin kolay tasinmasi

4



3. Alinan mesajlarin hizli dekodlanmasi
4. Kanalda olusan hatalarin diizeltilmesi
5. Birim zamanda maksimum bilgi transferi.

Bilgi transfer semasi genel olarak asagidaki gibi verilir.

guriltt kaynakh hata

T T 1
] ] I
| | I
| | |
1 1 1
1 1 1
\ 1 n \ |
1 1 1
| | I
] ] I
| | I
) )

1 1

y=c+e X

mesaj kodsoz aliman vektor tahmini mesaj

Sekil 2.1 Gauss iletisim kanali semasi

Asagida kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu bilgiler, Ling

ve Xing’in “Coding Theory: A First Course ” adli kitabi esas alinarak yazilmistir.

Tanim 2.1 [12] q elemanl A:{al,az,...,aq} kiimesine kod alfabesi ve bu kiimenin

elemanlarina da kod sembolleri denir.

i) A kiimesi Uzerindeki n uzunlugundaki s6z diye her i iginw, € A olmak Uzere
W=WW,---W, dizisine denir. Buna denk olarak w, (W,,...,w,) vektori ile

de ifade edilebilir.

ii) A nin ayni n uzunluguna sahip sozlerinden olusan bostan farkli C alt kiimesine

A U(zerinde n uzunluklu kod denir.
iii) C nin herhangi bir elemanina kodséz denir.

iv) C nin kodsozlerinin sayisina C nin eleman sayisi denir ve | C | ile gosterilir.
v) N uzunlugundave M boyutundaki koda (n, M )—kod denir.

Not 2.2

1. Cogu zaman kod alfabesi olarak q elemanli F, cismi segilir.



2. Kod alfabesi olarak Z, =F, ={0,1} alinirsa bu alfabe Uzerindeki koda ikili kod
denir.

3. F, ={0,1,2} alfabesi tzerindeki bir koda ig¢lii kod ve F, ={0,1,2,3} lzerindeki
bir koda da dértlii kod denir. Ayrica Z, halkasi tizerindeki koda da dértli kod

denmektedir.

2.2 Hamming Uzaklik

X ve Yy, A alfabesi Gzerinde n uzunlugundaki sézler olsunlar. X ten y ye (Hamming)
uzakhk d(Xx,y) ile gosterilir ve X ve Yy nin birbirlerinden farklh olan koordinatlarinin
sayisidir [12]. Eger X=X,...,X, ve Yy=Y,,..., Y, ise d(X,y)=d(x,y,)+---+d(X,,Y,)
L x=Yy,
0, x =Yy

ve X, Y; € A bir uzunluklu sozleri gostermek Uzere d(xi,yi):{ bigiminde

tanimlanmistir.
Ornek 2.3

i) A={0,1} olmak Gzere x=10101, y=11011 ve z =00110 olsun. Boylece,
d(x,y)=3, d(x,z2) =3 ved(y,z) =4 dir.

i) A={0,1,2,3,4} olsun. Eger x=0134,y =1243 ve z =1034 ise
d(x,y)=4, d(x,z) =2 ve d(y, z) =3 olacaktir.

Onerme 2.4 [12] X,y vez, A alfabesi tizerinde n uzunlugundaki sézler olsunlar. Bu

durumda asagidaki ifadeler saglanir.
i) 0<d(x,y)<n
i) d(x,y)=0<=x=y
iii) d(x,y) =d(y,x)

iv) d(x,2) <d(x,y)+d(y,z) (Uggen esitsizligi)



Bu 6nerme d fonksiyonunun A" Uzerinde bir metrik oldugunu géstermektedir. d
nin metrik olmasi Gauss kanalinda meydana gelebilecek degisimlerin fark

edilebilmesine olanak saglar.

2.3 Bir Kodun Uzakhgi

C, en az iki adet so6z igeren bir kod olsun. C nin minimum uzakhgi d(C) ile gosterilir
ve d(C)=min{d(x,y): X,y €C, x = y} seklinde tanimlanir [12].

Tanim 2.5 [12] Uzunlugu n, boyutu M ve uzakhig d olan bir kod (n,M,d)—kod
olarak adlandirilir. Buradaki n,M ve d sayilarina C kodunun parametreleri denir.
Ornek 2.6

i) C ={0000,1100,1111} ikili kodu icin,

d (0000,1100) = 2, d(0000,1111) =4, d (1100,1111) =2 oldugundan d(C) =2 ve

C, ikili (4,3,2)—koddur.
ii) C ={00000,00111, 22211} iiglii kodu icin d(C) =3 tir. Ciinki,

d (00000, 00111) =3 d (OOOOO, 22211) =5ved (00111, 22211) =3 bigimindedir ve
béylece C iiglii kodu (5,3,3)—koddur.
Tanim 2.7 [12] m pozitif bir tamsayi olsun. Eger bir kodséz en az bir ve en fazla m
hataya maruz kaldiginda olusan yeni s6z bir kodsoz degilse C ye m—hata tespit eden

kod denir. Bir C kodu eger m—hata tespit eder (m+1)— hata tespit edemezse C ye

tam olarak m— hata tespit eden kod denir.

Ornek 2.8 C ={00000,11100,11111} ikili kodu 1—hata tespit eden bir koddur. Ciinki,

herhangi bir kodsoz bir koordinatinin degismesi ile diger bir kods6ze donlismez. Diger

bir deyisle,
00000 — 11100, ¢ koordinatin degismesi gerekli
00000 —11111, bes koordinatin degismesi gerekli

11100 — 11111, iki koordinatin degismesi gerekli



Daha dogru bir ifadeyle C kodu tam olarak 1—hata tespit eder denebilir. Ciinkii 11100
kodsoziinde iki koordinatin degismesiyle 11111 kodsozi elde edilir. Yani C, 2—hata

tespit edemez.

Teorem 2.9 [12] Bir C kodunun m-—hata tespit edebilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart
d(C)>m+1 olmasidir. Yani d uzakliga sahip bir C kodu tam olarak (d —1) hata

tespit edebilir.

Tanim 2.10 [12] Pozitif bir t tamsayisi igcin eger C kodu minimum uzaklik
dekodlamasiyla t veya daha az hata dizeltebiliyorsa, C koduna tam olarak t —hata

diizelten kod denir.

Buradaki minimum uzaklik dekodlamasi séyle tanimlanir. Bir iletisim kanalindan bir C
kodunun kodsozlerinin gonderildigini varsayalim. Eger X sozi alici tarafindan
alinmissa, en yakin komsuluk dekodlama kurali veya minimum uzaklik dekodlama

kural;; X i c, olarak dekodlayacaktir ki d(x,c,), C nin kodsozleri arasinda en

kiighguddr. Yani, d(x,c,) = micn d(x,c) bigimindedir.

Eger bir C kodu t hata dizetebiliyor ancak (t+1) hatayi dizeltemiyorsa C ye tam

olarak t — hata diizelten kod denir.

Ornek 2.11 C={000,111} ikili kodu verilsin. C, tam olarak 1—hata diizelten bir

koddur. Gergekten de minimum uzaklik dekodlama kurali kullanilirsa;

i) Eger kanaldan 000 gonderilmis ve bir hata meydana gelmisse alinacak s6z

(100,010 veya 001) olup bunlara en yakin 000 olarak dekodlanacaktir.

ii) Eger kanaldan 111 gonderilmis ve bir hata meydana gelmisse alinacak s6z

(101,110 veya Oll) olacak ve bunlara en yakin 111 olarak dekodlanacaktir.

oldugu goralir.
Teorem 2.12 [12] Bir C kodunun t—hata dizeltebilmesi igin gerekli ve yeterli sart

d(C)>2t+1 olmasidir. Yani d uzakhga sahip bir C kodu tam olarak [d—z_lJ hata

dizeltir. Buradaki | X |; X e esitya da X ten kiigiik olan en biyiik tamsayidir.



2.4 Lineer Kodlar

qu“ nin bir C alt uzayina IE‘q Uzerinde n uzunluklu lineer kod denir [12].
Ornek 2.13 Asagidaki kodlar lineerdir.

i) C= {(A,ﬂ,...,l) de IE‘q} bir tekrarli koddur.

i) C ={000,001,022,002,003,023,020,021} bir dértli koddur.

iii) C ={0000,1001,1011,0110,0010,1111,1101,0100} bir ikili koddur.
Tanim 2.14 [12] C, ]Fq” Uzerinde lineer bir kod olsun.

i) C nin dual kodu C* ile gosterilir ve IFq” nin C alt uzayinin ortogonal

timleyenidir.
Daha acik bir ifadeyle, C*, C nin biitiin elemanlarina ortogonal olan elemanlarin
kiimesidir. Yani, X=(X,X,.... %), Y =(¥1 Yor--n ¥y ) €y igin <X,y>:zn:xiyi, F,
i=1
Uzerindeki elemanlarin standart ic carpimini gostermek Uzere,

c* :{yeIE‘(;‘ [(x,y)=0, VXeC} bigimindedir.

i) C lineer kodunun boyutu dim(C)ile gosterilir ve F, Uzerinde C nin vektor

uzayi olarak boyutudur.

Teorem 2.15[12] C, IB‘q Uzerinde n uzunlugunda lineer bir kod olsun. Bu durumda,
i) |C]=q"™ yani dim(C) =log, |C|,
ii) C* lineer bir koddur ve dim(C)+dim(C*) =n,
i) (C*) =C dir.
Tanim 2.16 [12] C lineer bir kod olsun.
i) Eger C = C" ise C ye kendine dik,

ii) Eger C=C" ise C ye kendine dual



kod denir.

2.5 Hamming Agirlik

X, Fq” Uzerinde bir s6z olsun. X in (Hamming) agirligi wt(x) ile gosterilir ve x deki

sifirdan farkli koordinatlarin sayisi olarak tanimlanir [12]. Yani 0, sifir s6zini

gostermek Uzere wt(x) =d(x,0) dir.
Her x € I, icin Hamming agirligi agsagidaki gibi tanimlanabilir.

1, x#0

Wt(x):d(x,O):{0 <=0

Onerme 2.17 [12] X,y € F] olmak Gzere d(x,y) = wt(x—y) dir.

Tanim 2.18 [12] Herhangi bir C kodu icin minimum (Hamming)agirhik wt(C) ile

gosterilir ve C nin sifirdan farkh kodsozlerinden en kiiglk agirhga sahip olanin

agirligina esittir.

Teorem 2.19 [12] C, F, Uzerinde lineer bir kod olsun. Bu durumda, d(C)=wt(C) dir.

Not 2.20 Lineer kodlarin lineer olmayan kodlara gore bazi avantajlari asagidaki gibi

siralanabilir.

1. d(C) =wt(C) oldugundan lineer kodun minimum uzakligini bulmak daha

kolaydir.
2. Lineer kodlarla kodlama yapmak daha hizlidir ve daha az hafiza gerektirir.

3. Hangi hatalarin dizeltilebilecegini ya da tespit edilebilecegini belirlemek daha

kolaydir.
4. Lineer kodlar icin cok verimli dekodlama yontemleri mevcuttur.

5. Lineer kodlar vektor uzayi olduklarindan bazlar cinsinden ifade edilebilirler.

2.6 Lineer Kodlarin Bazlari

Lineer kodlar vektor uzayi olduklarindan biitiin elemanlari bazlar cinsinden ifade

edilebilir.
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Tanim 2.21 [12] A, IFq Uzerinde bir matris olsun. A Uzerindeki elementer satir
islemleri asagidaki li¢ islemden birisiyle yapilir.

i) Herhangi iki satiri yer degistirme,

ii) Herhangi bir satiri sifirdan farkl bir skaler ile carpma,

iii) Bir satiri diger bir satirin skaler ¢carpimi ve kendisinin toplamiyla yer degistirme.

2.7 Ureteg¢ Matrisi ve Kontrol Matrisi

Lineer bir kod i¢in bazinin bilinmesi kodsozlerinin tam olarak belirlenebilmesini saglar.
Kodlama teorisinde, lineer bir kodun bazi genel olarak matris formunda verilir ve bu
matrise Urete¢ matrisi denir. Dual kodun bazini ifade eden matrise de kontrol matrisi
denir. Bu matrisler kodlama teorisinde bliyik 6neme sahiptirler. Clinkii bu matrisler
yardimiyla kodun bazi 6nemli parametreleri ve o6zellikleri hakkinda bir seyler

soylenebilir.

Tanim 2.22 [12]
i) Satirlari C lineer kodunun biitiin kodsozlerini tireten, yani C lineer kodu icin baz
olan G matrisine C nin iirete¢ matrisi denir.

i) C* dual kodunun H irete¢ matrisine de C lineer kodunun kontrol matrisi

denir.
Not 2.23
1. Eger C bir [n,k]—lineer kod ise C nin lrete¢ matrisi kxn boyutunda ve

kontrol matrisi de (n—k)xn boyutunda olacaktir.

2. Bir vektor uzayi birden fazla baza sahip olabilir. Dolayisiyla, lineer bir kodun da
birden fazla lirete¢c matrisi olabilir. Eger sabit bir baz secilirse, bu bazla ifade
edilen Urete¢ matrisin satirlarinin permitasyonu ile farkli trete¢ matrisleri

elde edilebilir.

3. Urete¢ matrisinin satirlari lineer bagimsizdir. Ayni sekilde kontrol matrisinin

satirlari da lineer bagimsizdir. k xn boyutundaki bir G matrisinin verilen bir
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[n,k]—lineer kodunun Urete¢ matrisi oldugunu gostermek igin G nin

satirlarinin C nin kodsoézleri olmasi ve lineer bagimsiz olmalari yeterlidir.

Tanim 2.24 [12] Lineer bir C kodu igin verilen G {irete¢ matrisi elementer satir
islemleri kullanilarak &zel bir forma getirilebilir. Bu forma Urete¢ matrisin standart
formu denir. Ozel olarak eger C sonlu bir cisim izerinde bir [n,k]-lineer kod ise,

i) Ureteg matrisin standart formu (1, | X) bigiminde ve

ii) Kontrol matrisin standart formu ise (Y |1, ) bicimindedir.
Onerme 2.25 [12] I, uzerindeki C, [n,k]—lineer kodu G urete¢ matrisiyle verilmis

olsun. Ve IF; elemaninin C* in bir elemani olmasi icin gerekli ve yeterli sart; v nin G

deki her satira dik olmasidir. Yani, ve C* olmasi icin gerekli ve yeterli sart vG' =0

olmasidir. Ozel olarak, (n—k)xn boyutlu H matrisinin C lineer kodunun kontrol

matrisi olabilmesi igin gerek ve yeterli sart; H nin satirlarinin lineer bagimsiz olmasi ve

HG' =0 olmasidir.
Teorem 2.26 [12] C bir lineer kod ve C nin kontrol matrisi de H olsun. Buradan,

i) C nin uzakhginin d ye esit veya d den blylk olmasi icin gerekli ve yeterli sart;

H nin bitin d —1 sGtunlu kiimelerinin lineer bagimsiz olmasidir.

ii) C nin uzakhginin d ye esit veya d den kiguk olmasi igin gerekli ve yeterli sart;

H nin d sttundan olusan bir stitun kiimesinin lineer bagimh olmasidir.

Sonug 2.27 [12] C bir lineer kod ve H, C nin kontrol matrisi olsun. Asagidaki ifadeler

denktirler.
i) C, d uzakligina sahiptir.

ii) H nin herhangi d —1 situnu lineer bagimsizdir ve H, d adet lineer bagimh

sttuna sahiptir.

Teorem 2.28 [12] Eger C, [n,k]-lineer kodunun standart formdaki Urete¢ matrisi

G =(I,|X) ise C nin kontrol matrisi H =(—Xt | In—k) formundadir.
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2 3 01 4
Ornek 2.29 F, izerindeki C lineer kodu, G={1 2 0 4 3| Urete¢ matrisiyle
2 2110
verilsin. G matrisinin standart formu asagidaki gibi elde edilir.
i 01 4] 1 20 43 1 2 0 4 3
1 2 0 4 3|~12 3 01 4 H”EZ§§~ 0 40 3 3|,
i 110522110 * 0 313 14
1 2 0 4 3] 1 01 2 2 1 01 2 2
0 3 3|4, »~10 02 4 1,4~001 23 le(—g)N
012 13™ o121 3 012 1 3™
1 0 0 4] 1 0 0|0 4
0 2 3|,,~[0 1 02 2
0 1 2 0 0 1}j2 3
) ) | X

Bu matris G lrete¢ matrisinin standart formudur. Bu matris yardimiyla,
> k =3 ve dolayisiyla |C |=q* =5° =125 dir.
» wt(C)=d(C) =2 dir.
» C, bir [5,3,2] - koddur.

Ayrica C kodunun kontrol matrisi de bulunabilir. Yukarida verilen teoremden

G =[|k | X] Ureteg matrisiyle verilen bir kodun kontrol matrisinin

H :[—Xt | In_k] formunda oldugu biliniyor. O halde C kodunun kontrol matrisi

0 3310
H =[—Xt [l }= formundadir.
1113201

2.8 Lineer Kodlarin Denkligi

Bazi kodlarin Urete¢ matrisleri standart formda olmayabilir. Ancak kodsdzlerin
koordinatlarinda vyapilacak uygun permitasyonlarla bu matris standart forma

getirilebilir ve standart haldeki bu matris yeni bir kodun Grete¢ matrisidir.
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Tamim 2.30 [12] F, uzerinde verilen iki (n,M)—koddan birisi digerinin asagidaki

islemlerden birisine maruz kalmasiyla elde edilebiliyorsa bu iki koda denk ya da

permiitasyon denk kodlar denir.
i) Kodsozlerin n bilesenlerinin permitasyonu.

ii) Sabit bir koordinattaki tim elemanlarin sifirdan farkli sabit bir skalerle

carpiimasi.
Ornek 2.31
i) Bes uzunlugundaki ikili
C :{00000,10010, 01011,11101,11001,01111,10110, 00100} kodunun koordinatlarina

7 =(24153) permiitasyonu uygulanirsa

C’:{OOOOO, 01100,11010,10111,10110,11011, 01101,00001} kodu elde edilir. Bu kod

C koduna denk olan bir koddur.

i) C ={0000, 0231, 2020, 2211, 2002, 2033,0022,0213} dortlii

kodunun ikinci ve Ucglinci koordinatlari yer degistirilip, dordiincii koordinat 3 ile

carpilirsa, C' = {OOOO, 0323,2200, 2123, 2002, 2301, 0202, 0121} denk kodu bulunur.

Not 2.32 Denk kodlarin tim parametreleri aynidir. Kodlama agisindan aralarinda higbir
fark yoktur ancak uygulama esnasinda bazi 6zel durumlar (mesela standart formda

Uretec matrisine sahip lineer kodlar) tercih edilebilir.

Teorem 2.33 [12] Herhangi bir lineer C kodu standart formda lrete¢ matrisine sahip

bir C' lineer koduna denktir.

Yukaridaki teoremden, bir lineer kod icin Urete¢ matrisin standart formda secilmesi
genelligi bozmayacagindan genel olarak lrete¢ matrisin standart formda oldugu

dustnalur.
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2.9 Kodlama Teorisinde Bazi Sinirlar

n sabit bir sayi olmak iizere q—lu bir alfabe iizerinde verilen (n,M,d) kodu igin; M

sayisi kodun verimliliginin olg¢lisini ve d sayisi da kodun hata dizeltebilme
kapasitesini gosterir. M ve d den her ikisinin de miimkiin oldugunca biylk olmasi bir

kod igin ¢ok iyi bir 6zellik olacaktir ancak bu pek mimkin degildir.

Literatiirde, verilen ¢,n ve d parametreleriicin M nin alabilecegi miimkiin en buyiik

degeri veren bazi alt ve Ust sinirlar belirlenmistir. Bu sinirlardan bazilari, kire
paketleme siniri, Gilbert-Varshamov siniri, Hamming siniri, Singleton siniri ve Plotkin
siniridir. Tezin bu boliiminde ileride kullaniimak Gzere sadece Singleton sinirindan

bahsedilecektir.

Tanim 2.34 [12] g>1 olmak lzere q boyutlu A alfabesi ve verilen n, d
parametreleri igin A](n,d), A Uzerinde bir (n,M,d)—kod var olacak bicimdeki en

biyik M degerini gostersin. Buradan
A,(n,d) =max{M : A (izerinde bir (n,M,d) —kod vardur} dir.
Herhangi bir C, (n,M ,d)—kodu maksimum boyuta sahipse, yani M = A (n,d) ise C
koduna optimal kod denir.
Not 2.35
1. A,(n,d) sadece A ninboyutuna, n ve d ye baghdir. A dan bagimsizdir.

2. %(n,d) sayisinin hesaplanmasi kodlama teorisi agisindan ¢ok 6nemlidir. Bu

degerin hesaplanabilmesi icin ¢ok sayida calisma yapilmaktadir. Aslinda,

A,(n,d) degerini hesaplama problemi Kodlama Teorisinin Temel Problemi

olarak da bilinir.

2.9.1 Singleton Siniri

Bu bélimde 1964’de Singleton tarafindan belirlenen ve A, (n,d) icin bir st sinir olan

Singleton siniri verilecektir.
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Teorem 2.36 [13] q>1 herhangi bir tamsayl, n pozitif bir tamsayi ve d, 1<d <n

olacak bigcimdeki bir tamsayi olmak lizere

A,(n,d)<qg™*" (2.1)
dir. Eger Ozel olarak q bir asalin kuvveti ve C kodu da F, Uzerinde [n,k,d]

parametrelerine sahip lineer bir kod ise k+d <n+1 dir.

Tanim 2.37 [12] [n,k,d] parametrelerine sahip lineer bir C kodu igin k+d =n+1

esitligi saglaniyorsa, C koduna MDS (Maximum Distance Separable) kod denir.
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BOLUM 3

Z,Z, —~TOPLAMSAL KODLAR

Tezin bu béliminde Z,Z,—toplamsal kodlarin bir yonden genellestirmesi olan
ZZZzs —toplamsal kodlar tanimlanacak ve bu kodlarin cebirsel yapisi incelenecektir.

Ayrica bu bolimdeki bazi teorem ve ispatlari, bir sonraki boliimde verilecek olan ve
Z,Z,, —toplamsal kodlari da kapsayan Zpers —toplamsal kodlarin daha kolay

anlasiimasini saglamak igin ayrintili olarak verilecektir.

3.1 Sonlu Zincir Halkalar Uzerinde Kodlar

Sonlu halkalar tzerindeki kodlar yillardir bircok arastirmacinin ilgisini cekmis ve bu
konuyla ilgili cok sayida ¢alisma yapilmistir. Bu calismalar arasinda en fazla dikkat ¢eken

Hammons ve arkadaslarinin 1994 yilinda yayimladiklar “The Z, — linearity of Kerdock,

Preparata, Goethals and related codes” adli makaledir [2]. Bu makalede Nordstrom-
Robinson, Kerdock, Preparata, Goethals ve Delsarte-Goethals gibi lineer olmayan ikili

kodlarin aslinda Z, Uzerindeki bazi 6nemli lineer kodlarin Gray gérintisi olduklari

ispatlanmistir. Daha sonra bu Gray donlsiim 1998 de Carlet tarafindan genisletilerek
Zzs Uzerindeki kodlar igin tanimlanmistir [14].

Gray donisimiin Zzs Uzerine genisletilmesiyle beraber Zzs Uzerindeki lineer kodlarin
ve hatta daha genel olarak Zps Uzerindeki lineer kodlarin yapilari da incelenmistir

[15],[16],[17].

Sonlu halkalar icerisinde bulunan sonlu zincir halkalari tzerindeki kodlarin kodlama

teorisinde 6zel bir yeri vardir. Clinkd;
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> Ozellikleri ve yapilari belirlenebilmektedir. Sonlu zincir halkalari tek maksimal
ideal icerdiklerinden bu halkalarin bélim halkalari cisimlere izomorf olacaktir.
Ayrica  bu halkalar Gray fonksiyonu vyardimiyla sonlu cisimlere
resmedilebilirler. Yani sonlu zincir halkalari zerindeki lineer kodlar teorisi

sonlu cisimler Gizerindeki lineer kodlar teorisiyle benzer 6zelliktedir.

> Zps ve Galois gibi 6zel halka aileleri de sonlu zincir halkalaridir.

Tezin bu béliminde Z, ve Zzs sonlu zincir halkasinin elemanlariyla olusturulan ve
7,7, —toplamsal kodlarin dogal bir genislemesi olan ZZZzs —toplamsal kodlarin yapisi
incelenecektir. Bu kodlarin tanimi verilmeden 6nce Zzs sonlu zincir halkasi tGzerindeki

lineer kodlar ve bunlarin cebirsel yapilarindan kisaca bahsedilecek, sonlu zincir halkasi

ve Galois halkalarinin tanimlari verilecektir.

3.2 Sonlu Zincir Halkasi ve Galois Halkasi
R sonlu ve birimli bir halka olsun. [18]'den;

i) Eger R halkasinin bir | ideali bir tek eleman tarafindan Uretiliyorsa | ya

temel(esas) ideal denir.
ii) R halkasinin bitln idealleri temel ideal ise R ye temel ideal halkasi denir.
iii) Eger R halkasi bir tek maksimal sol (sag) ideale sahipse R ye lokal halka denir.

Tanim 3.1 [18] Eger R halkasinin bitin sol (sag) ideallerinden olusan kimesi
kiimelerdeki alt kiime olma (kapsama) bagintisi altinda lineer sirali ise R ye sonlu

zincir halkasi denir.

R halkasinin maksimal idealinin tretecine y diyelim. R ninidealleri
<O>:<7S>c<7/5’1>c---c<7>c<1>: R formunda olacaktir. Buradaki S pozitif
tamsayisi <;/S>={0} olacak bigimdeki en kiigiik sayidir ve s ye R nin nilpotentlik

indeksi denir. F = %7> cismiicin eger F =, ise |[R|=q’ dir.
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Tanim 3.2 [20] Eger bir f(X)eZps[X] polinomu Z [X] Uzerinde indirgenemez bir

polinom ise bu f(Xx) polinomuna temel indirgenemez polinom denir.

Karakteristigi p°®, boyutu m olan Galois halkasi GR(pS,m) ile gosterilir ve Zps
halkasinin m. dereceden Galois genislemesidir. Ya da buna denk olarak,

Z,.[u]
(h()

monik temel indirgenemez polinomdur.

GR(ps,m)= > dir. Burada, h(u) polinomu Zps[u] Uzerinde m dereceli

Galois halkasi taniminda eger;
» s=1ise GR(p,m)=GF(p") ve
» m=1ise GR(p°,1) =Z_, bigiminde olacaktir.

Yani Zps sonlu zincir halkasi Galois halkasinin 6zel bir halidir.

Sonlu zincir halkalarina érnek olarak, Zps halkasi, GR(p®,m) Galois halkasi, p asal bir
sayl ve $>2, mseZ" ve u°=0 olmak uzere lem +u]Fpm +"'+US_11Fpm halkasi
verilebilir.

Not 3.3
o F .[u] . _—
1. IFpm +uIE‘pm +---4+U IFpm halkasi P <us> ye izomorftur ve karakteristigi p,

nilpotentlik indeksi s olan tek sonlu zincir halkasidir.

2. Her sonlu zincir halkasinin degismeli olmasi gerekmez. Degismeli olmayan en

kuiguk sonlu zincir halkasi 16 mertebelidir ve R =GF (4) @ GF(4) bigiminde

ifade edilebilir [19]. Burada toplama ve ¢arpma islemleri

(ab)+(a,b,)=(a +a, b +b,)

(a.h)(a,,b,)=(aa, ab, +ha;)
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biciminde tanimlanmislardir. Ayrica GF(4):Z2[X:I ={0,1,,6}, §=p4+1

<x2 + x+1>
ve B, (x> +x+1) in kokii olmak tizere dért elemanl GF (4) Galois cisminin elemanlari

icin toplama ve carpma tablolari asagidaki gibidir.

Cizelge 3.1 GF(4) Galois cisminin elemanlari i¢in toplama ve garpma tablosu

+ 0 1 B 5 x 0|1 B s
0o/0 /|18 |5 0 0 0 0 0
1. 1/0 68 B 1,0 1 B &

Onerme 3.4 [18] R sonlu degismeli bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktirler.
i) R bir lokal halkadir ve R nin M maksimal ideali temel idealdir.
ii) R lokal temel ideal halkasidir.

iii) R zincir halkasidir.

3.3 Bir Modiil Olarak R"

Genel olarak R halkasi tizerindeki n uzunlugundaki lineer bir kod, R" nin bir R—alt

moduld olarak tanimlanir. Bu bolimde moddl ve alt modil tanimlari verilecektir.

Tanim 3.5 [21] R birimli ve degismeli bir halka ve (M,+) degismeli bir grup olsun.

Eger RxM — M islemi asagidaki kosullari sagliyor ise M ye R (zerinde modiil ya da

R —modiil denir. Her r,se R ve X,y e M igin;
i) r(X+y)=rx+ry
ii) (r+s)X=rx+sx

iii) (rs)x=r(sx)
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iv) I, X =X.
Burada M modiili tGzerindeki isleme skaler ¢carpma islemi denir.

Tanim 3.6 [21] R bir halka ve M, R—modiil olsun. M nin bostan farkh bir N alt

kiimesi de bir R—modiil ise, N ye M nin alt modiilii veya R —alt modiilii denir.
Ornek 3.7

i) Bir R cismi Gzerindeki M vektor uzayr R —moddldir.

ii) Herhangi bir halka kendi tizerinde modduldir.

iii) R bir halka olmak tizere, R" elemanlari R den olan butiin n—lilerin kiimesi
olsun. R" kimesi bilinen toplama ve skalerle carpma islemi altinda bir

R —moduldiir.
iv) Her degismeli grup bir Z—moddulddr.
3.4 Zzs Halkasi Uzerinde Lineer Kodlar
., , modilo 2° ye gbre tamsayilarin kiimesi olmak tizere [22]‘den;

i) Z;s nin bir C alt kiimesine Zzs Uzerinde n uzunluklu kod denir. Eger C kodu

Zzs nin bir alt modili ise C ye lineer kod denir.

ii) Eger C, Zzs Uzerinde bir kod ise (C), Zzs Uzerinde C nin elemanlarinin gerdigi

bir koddur.
iii) u :(ul,uz,...,un), V=(V1,V2,...,Vn)eZ25 vektorleri icin standart i¢c carpim
<u,v>25 :Zn:uivi(mod 2°) bigiminde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim yardimiyla C nin
i=1
ortogonal tiimleyeni C* :{u|<u,v>25 =0, ‘v’VeC} seklinde tanimlanir. Ayrica
eger C kodu lineer degilse C* :<C>L dir.

iv) Z,, Uzerinde Lee agirhgi, Wt :Z,, —>Z,, wt, (i) = min{i,2s —i} biciminde

tanimlanir. C kodunun minimum Lee agirlig1 d, (C) ile gosterilir.
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Ornegin, s=2 alinirsa Z, halkasi uzerindeki kodlar elde edilir. Z, tzerindeki kodlar

icin Lee agirligi,

X = (X, Xp1--1 X, ) € Zy igin Wt_(X) =D _wt,_(X;) seklinde tanimlanir. Buradaki X € Z,

i=1
elemanlarinin Lee agirliklari da; wt, (0) =0,wt, (1) =1L, wt, (2) =2 ve wt, (3) =1

bicimindedir [23].

3.4.1 Gray Doniisiimii

Z, halkasi tizerindeki kodlar 6zel bir dénlisiim altinda ikili kodlara dénisturilebilir. Bu
donisime Gray donisimii denir ve 9.7, —>Z§ olmak Uzere,
$(0) = (00), ¢(1) = (01), #(2) = (11) ve #(3)=(10)

biciminde tanimlanir [2].

1998 yilinda Carlet bu Gray donlisimu Zzs Uzerinde asagidaki gibi genellestirmistir

[14].

0,. 1, 0<i<2t

7, —>TZE, §(i) = _ _ 3.1
¢ 2 - ¢(I) {1251 +¢(|_25—1)’ i> 25—1 ( )

Burada 0,, bitlin bilesenleri 0 olan i uzunluklu vektori ve 1, de biitiin bilesenleri 1
olan i uzunluklu vektori gostermektedir. Bu Gray donlstim bir izometridir ve Zzs
tizerindeki Lee uzakhgini n=2°" olmak uzere Z; uzerindeki Hamming uzakliklarina
donistlrir. Gray donlisimini daha iyi anlamak igin, bir érnek lzerinde Zg; in

elemanlarinin Z, ye nasil resmedildigini inceleyelim.
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¢: 7, — L.
0 — (0000)
1— (0001)
2 — (0011)
3> (0111)
4 - (1111)
5> (1110)
6 — (1100)
7 — (1000)

seklindedir.

342 R-= Zps Halkasi Uzerindeki Lineer Kodlarin Ureteg ve Kontrol Matrisleri

Cisimler birer vektor uzay! olduklarindan, cisimler Gzerindeki lineer kodlar birer baza
sahiptirler. Ancak bir sonlu zincir halkasi Uzerindeki lineer kod igin bazdan soz
edilemez. Bunun yerine en kuiglk Urete¢ kiimesinden bahsedilebilir. Bu (reteg

kiimesine kodun lirete¢ matrisi gdzlyle de bakilabilir. Zps Uzerindeki n uzunlugundaki

bir C kodunun Urete¢ matrisi asagida standart formla verilen U{rete¢ matrise

permitasyon denktir [16].

L, A Ar A A ]
0 pl, PA, PA; PA
0 0 2 I 2 2
G _ . p Ky p .AZ,3 p '.AZ,S (3-2)
: 0 : :
0o 0 0 0 pll,, PTTALL

Bu matriste 6zel olarak p=2 vyazlarak Zzs Uzerindeki lineer bir kodun (reteg

matrisinin standart formu elde edilir. Boylece G matrisi yardimiyla, C kodu igin

s—1
{Ko: Ky, ..., Ky } tipindedir ve H( p* )ki kodsoze sahiptir denir.

i=0

» 1>0 icineger k. =0 ise C koduna serbest kod denir.
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» Eger C, Z, uzerinde {k,,k } tipinde bir kod ise C ye 2%4% tipinden dortlu kod

denir.

Ornegin Z, tzerindeki bir C kodu igin standart haldeki ireteg matrisi

G:[IKO A A

formundadir.
0 2Ikl 2A,

k
Tanim 3.8 [22] Z, zincir halkasi Uzerinde eger Z“ozivi =0 iken her i icin ¢ €(2)

i=1
oluyorsa {vl,vz,...,vk} vektor kimesine modiiler bagimsiz kiime denir. Burada <2>,

Zzs nin 2 tarafindan tretilen maksimal idealidir.

Zzs Uzerindeki kodlar icin modiiler bagimsiz Giretec kiimesi en kiigik trete¢ kiimesidir

[24]. Boylece standart formda verilen ({rete¢ matrisindeki satirlar modiler

bagimsizdirlar.
Not 3.9 Z_ uzerindeki kodlar icin eger m bir asalin kuvveti bi¢ciminde degilse durum
farkhdir. Zzs bir zincir halkasi oldugundan standart formda bir Grete¢ matrise sahiptir

ve modiler bagimsizlik bu Girete¢ matrisin en kiiclik Girete¢ kiime olmasini garanti altina

alir. Diger taraftan m bir asalin kuvveti degilken Z_ bir zincir halkasi degildir ve

moddler bagimsizlik en kiiclik trete¢ kiime olmasini garanti etmeye yeterli degildir.

Boylece Urete¢ matrisin standart formu mevcut degildir [24].

» Modiiler bagimsiz vektorlerin Gray dontsimi altindaki goriintilerinin lineer
bagimsiz olmasi gerekmez. Yani Gray dénisimi her zaman lineer bir uzay

vermez. Ornegin, Z, tizerindeki modiiler bagimsiz (1,1,2,2),(1,0,1,3) ve
(0,1,3,1) vektérlerini dustiinelim. Bu vektérlerin Gray déniisimi altindaki
gorintiileri olan (0,1,0,1,1,1,1,1),(0,1,0,0,0,1,1,0) ve (0,0,0,1,1,0,0,1)
vektorleri lineer bagimsiz degildirler.

Onerme 3.10 [15] Zps Uzerindeki herhangi bir C lineer kodu (3.2) ile verilen standart

forma getirilebilir.
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ispat: Bir C kodu igin Ureteglerin kiimesi rastgele verilmis olsun. Bu kiime igerisinden
birbirlerinin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilenleri ayirt ederek C kodu igin G
Urete¢ matrisi yazilabilir. Son olarak G matrisi, satir ve situn islemleri yapilarak
standart forma getirilebilir. Il

Tanim 3.11 [15] R, nilpotentlik indeksi v ve maksimal ideali y olan sonlu zincir

halkasi olsun. C, R Gzerindeki herhangi bir kod ve r e R igin (C:r)= {e eR"|re eC}

kiimesi C nin bolim alt modlind gostersin. C ye

C:(C:yo)g...g(c:yi)g..-(C:yH) kod zinciri ve C nin Fz%y) cismi Uzerine

izdigimi olan C ye de C:(C:yo)g---g(c:—yi)g---(c:yv‘l) kod zinciri karsihk
gelir.

Tanim 3.12 [15] C, Zps Gzerinde lineer bir kod olsun. C nin standart formdaki liretec
matrisinin satir sayisi k(C) ile gosterilsin. Ayrica i=0,1,...,5—1 i¢in k (C), G Ureteg
i+1

matrisinde pi ile bolinip p™ ile bélinemeyen satirlarin sayisini gostersin. (Buna

denk olarak kO(C)zdim((_:)veki(C):dim((C:—pi))—dim((C:pi‘l)), 1<i<s-1

s—1
biciminde tanimlanabilir.) Boylece, k(C) = Zki (C) dir.

i=0
Sonug 3.13 [15] C ve D, Zps Uzerinde n uzunlugundaki lineer kodlar olsunlar. Bu
durumdaeger Cc D ve i=0,1,...,5—1 igin k;(C) =k (D) ise C=D dir.

Teorem 3.14 [15] Zps Gzerindeki C lineer kodu standart formdaki (3.2) (retec

matrisiyle verilsin. Buradan,

j-1
i) 0<i<j<sicnB ;==Y B,A . —A . olmak izere,

k=i+1
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" B, o By, B, By oo |
pB,. . -+ PB, PB. Pl O
H = szz,s szz,s pzlkH(c) 0 0 (3.3)
. : : 0 : : |
p'B. Py O - 0 0 0

matrisi C* dual kodunun iirete¢ matrisi ve C kodunun kontrol matrisidir.

i) i=0,1,...,5—1 igin (Cl ; pi):(C: pSil)L ve i=1...,s—1igin
k,(C*)=n-k(C) ve k(C")=k_,(C) dir.
ispat:
i) Dogrudan HG' =0 oldugu gosterilebilir. Simdi, D, H tarafindan tretilen
Zps —modul olsun. Boylece, k,(D)=n-k(C), i=1...,,5-1 icin k(D)=k,,(C) ve

D, C vye dik olacagindan DcC" dir. C* <D oldugu Sonug 3.13 ve ii) den

i=0,1...,s-1 icin k(C')=k (D) oldugu ispatlanarak gésterilebilir. Sonug olarak,

D=C" dir.

ii) Oncelikle (Cl ; pi)J_(C: pS*H) oldugunu gésterelim. be(CL : pi) ve
ee(C: pS*H) olsun. Boylece, p'beC* ve p*''eeC olur. Buradan da p*'be'=0

yani be' =0 elde edilir.

Vektor uzaylari igin birbirine dik iki alt uzayin boyutlari toplami tim uzayin boyutunu

gecemez. D — C* oldugundan her i igin (D: pi)g(CL: pi) dir. Buradan da

n> dim((C ; ps“‘l))+dim((cl : p‘))
> dim((C: ps“‘l))+dim((ﬂ))
=k, (C)+---+Kk,_, ,(C)+k,(D)+---+k (D)
=K, (C)+---+Kk_ ,(C)+n—-K(C)+k,,(C)+---+k ,(C)=n
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elde edilir. Boylece, dlm((Cl—p')) = dim(Tpi) =n —dim((C : pSil)) ve buradan da

i=0,...,s—1igin (Cl ; pi):(C: pSil)l ve k. (C*) =k, (D) bulunur. &

Ornek 3.15 Yukarida verilen teoremlere dayanilarak Z, uzerindeki bir C lineer
kodunun standart haldeki treteg ve kontrol matrisleri asagidaki gibi yazilabilir.
Iko Ao1 Abz Aos

G=| 0 2, 2A, 2A,|ve
0 0 4, 4A,

_Ags + AitsAg1 + Aéspéz - A;3A1t2 A\gl _Aits + A;3A1t2 _Azs In—ko—kl—kz
H= _2'6&;24‘2'6{2'&&;1 _2A1t2 2|k2 0
—4A, al, 0 0

3.5 ZZZT —Toplamsal Kodlar

Birlesim semasinin ikili Hamming semasi oldugu durumda toplamsal kodlarin Z; fo

nin alt gruplarina karsilik geldigi bilinmektedir [5]. Borges ve arkadaslari 2010 yilinda

yayimlanan [6] makalesinde Z,Z,—toplamsal kodlari tanimladilar ve bu kodlarin
cebirsel yapisini incelediler. Z$ xZ? nin bir C alt grubuna Z,Z, —toplamsal kod denir
ve (a,,B;y,&; K) tipindeki bir C, Z,Z, —toplamsal kodunun standart formdaki Ureteg

ve kontrol matrisleri asagidaki gibi verilir [6].

I T, 2T, 0 O

K

G=[0 0 2T, 21, 0]ve (3.4)
0s, S, R I
T I 0 0 28!

H=[0 o0 0o 21, 2RY . (3.5)
0 1., T —(S,+RT)
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Bu matrislerdeki T,,T,,T,,S, ve R bilesenleri Z, nin elemanlarindan olusan matrisler

ve S, ise bilegenleri Z, Un elemanlarindan olugan bir matristir.

Tezin bu béliminde Z,Z,—toplamsal kodlarin bir yénden genellestirilmesi olan
Z,Z., —toplamsal kodlar tanimlanip bu kodlar icin standart formdaki treteg ve kontrol
matrisleri belirlenecektir. Ayrica Z2Z2s —toplamsal kodlar igin iki tane sinir belirlenip

bu sinirlari saglayan ornekler verilecektir.

Tanim 3.16 s, 1 den buyik bir tamsayi olsun. Z;‘foS grubunun bir C alt grubuna

Zzzzs —toplamsal kod denir.

C toplamsal kodu Z;‘fos nin bir alt grubu oldugundan sonlu degismeli gruplarin

temel teoreminden Z';O ><Z§1s xZE;l ><---><fo*1 ><Z'§S gibi degismeli bir gruba izomorftur.

Buradan,
> C toplamsal kodunun |C |= 202%26% 2% tane kodsézii vardir.

X, Z, nin koordinatlarinin kiimesini ve Y de ZZs nin koordinatlarinin kiimesini
gostersin. Buradan | X |=a ve |Y |= 4 dir. Bltiin bu parametreler dusintlerek C,

Z,Z, —toplamsal koduna (a,,b’; ki ki, Kyyeo koK ) tipindedir denir.

“1 -1 s

Ornek 3.17 C bir Z,Z, —toplamsal kod olsun ve C nin {irete¢ matrisi

0
1

=]

o » = | O
(@)

=]

0
0

ile verilsin.
2

[2]
0 [4]

[~

4
7
3
4

o O o
o O

N

> C nin mertebesi 2'8'4'2" dir. Boylece, k, =k, =k, =k, =1 dir.
> X ={1,2} ve Y ={1,2,3,4} olarak verildiginden o =2 ve =4 tir.
» C, Z,Z, —toplamsal kodu (2,4;1;1,1,1) tipindedir.

Tanim 3.18 X = (X, X,,.... X,) €Z5 ve Y =(Y,, ;.- ¥,) € Z igin,
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®:Z% <2, > L,

DX, Y) = (X Xgoooos Xy Y1), B(Y)s o0 BV ) )
donlsimd tanimlansin. Bu doénisum altinda bir C, Z,Z, —toplamsal kodunun
®(C)=C ikili goérintisine n=a+2""4 uzunlugunda Z,Z, —lineer kod denir.

Burada, ¢:Z, —>Z§s_1 donlsimi (3.1) de tanimlanan Gray donlisimin genel halidir.

3.6 ZzZzs —Toplamsal Kodlarin Urete¢ Matrisleri

Teorem 3.19 C, («, f;K,; k., K,, ..., K,) tipinde bir ZZZzs —toplamsal kod olsun. C kodu
standart formdaki Urete¢ matrisi asagidaki gibi olan ZzZzs —toplamsal koda

permuitasyon denktir.

GS{A T} (3.6)
S A
Burada,
0 s
0 S,
A=[l, A,[T=[0 0 00 - 00 27T, ]s=[i |
0 S,
0 0

K A\)l A\)z A\)s Ab,s—z A),s—l Aa,s
0 2|k2 2A12 2A13 2A1,s—2 2A1,s—1 2A1,s

0 0 0 o ... 252 |ksi1 27 A 2+ A
0 0 0 cee 0 2871 | K 2571 &71,5

bicimindedir. Em, bilesenleri Z, nin elemanlarindan olusan matris ve 0 <k <l <s igin
A, matrisleri ise Z, nin elemanlarindan olusan matrislerdir. Ayrica, I, ~ matrisleri
0<meZ igin k,xk, boyutlu birim matrislerdir. 1<i<s—1 olmak lizere S, ler Z,

bilesenli matrisler ve T, de Z,, bilesenli matristir.
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ispat: Bu teoremin ispati 4 adimda yapilacaktir.

1. Adim: ilk o koordinattaki en az bir bilesen sifirdan farkli olmak Uzere, C,C
kodunun 2 mertebeli elemanlarindan olugsun. C,=C\C, diyelim. Buradan
C=C,uC, ve C,nC, = oldugu aciktir. C,, k, mertebeli alt grup ise gerekli
permitasyonlarin ardindan C nin irete¢ matrisi,

l, A, 2°'D
: : formunda olacaktir. Buradaki A, matrisi Z, bilegenli ve D matrisi

de Zzs bilesenli matrislerdir.

2. Adim: C; kodunu olusturan ilk k, elemanin sifir oldugunu farz edelim. Gerekli

l, A, 2°'D
islemlerin  uygulanmasinin ardindan Urete¢ matrisi,| O : : biciminde
0

olacaktir.

3. Adim: C, inson /S elemanlarindan olusan Z,, nin alt grubuna Cg diyelim. CJ, 7,

nin bir alt grubu oldugundan (3.2) matrisinde p=2 vyazilirsa, C; yi Ureten matris

asagidaki formda olacaktir.

Ik1 A\)l A\)z A\)s o A\),s—z A\),s—l Aa,s

0 2|k2 2A12 2A13 2A1,s—2 2A1,s—1 2A1,s

: : : : : : : : Buradan C
0 O 0 0 - 2272 ‘s 27N L0 277A L,

0 0 o - 0 2°7 . 27A

kodunun lrete¢ matrisi

1, Ay 27'D, - 277D,

0 S

: : A formuna gelir.
0 S,

_O 0 .
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4. Adim: [25‘1Dl 2HDS] matrisine G, diyelim. Gerekli satir islemleri yardimiyla
G, in ilk k, bileseni olan 2°'D, alt matrisi sifir yapilabilir. Benzer bigimde,

2% D,,..., 25 D, , alt matrisleri de sifir yapilabilir. Béylece C kodunun standart haldeki

Ureteg matrisi elde edilir. Buradaki S,,S,,...,S, ; matrisleri Z, bilesenli matrislerdir. Il

Sonug 3.20 C, («, B;ky; k., k,) tipindeki Z,Z, —toplamsal kodu olsun. Bu durumda C

nin Urete¢ matrisi,

, A, 0 0 2T,
G=|0 S I, A, A, (3.7)
0 0 0 21, 2A,

formundadir. Bu matris (3.4) formundaki Grete¢ matrise permitasyon denktir.

Ornek 3.21 C, (a,fBik, k., k,,k;) tipindeki Z,Zg4 —toplamsal kodunu alalim. Bu

durumda s=3 tiur. Teorem 3.19 yardimiyla, C kodunun standart haldeki (retec

matrisi
L, A, 0 0 0 4T,]
0 S |
G= 1 K Abl Aoz Abs (3.8)
S, 0 2Ik2 2A, 2A;
0 0 0 0 4Ik3 4A,,

formunda olacaktir.

1102 46
.. 011045
Ornek 3.22 (3,3;13,0,0) tipinde ve Urete¢ matrisiyle verilen
001137
10105 4
110000
001100
Z.,Z.; — toplamsal kodunun ureteg¢ matrisinin standart formu G =
011010
011001

bicimindedir.
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3.7 ZzZzs —Toplamsal Kodlarin Dual Uzayi

Sonlu cisimler ve halkalar Uzerindeki lineer kodlar igin bilinen standart i¢ ¢arpimla

beraber ortogonallik kolayca tanimlanabilir. Bununla beraber, Z,Z, —toplamsal kodlar
icin ortogonallik kavrami farkh bir sekilde verilmistir [6]. Bu bélimde Z,Z, —toplamsal
kodlar icin verilen ortogonallik kavrami ZzZzs —toplamsal kodlar Gizerine genellestirilip

bu kodlar tGzerindeki dualite incelenecektir.

Tanim 3.23 Herhangi iki u,v e Z; fos elemantigin i¢ garpim
.a p

(,):Z5xZ) -7,

a a+f
{u,v)= ZSl(Zuivij+ > uy,

i=1 j=a+l
biciminde tanimlanir.

Tanim 3.24 C bir Z,Z, —toplamsal kod olsun. C nin toplamsal duali, C* semboliiyle

gosterilir ve
c* :{VeZ‘;fos |{u,v)=0,vu eC}
biciminde tanimlanir. C* toplamsal dual kodunun ngZfs nin bir alt grubu oldugu

kolayca goriilebilir. Dolayisiyla C* de bir Zzzzs —toplamsal koddur.

Tanim 3.25 $imdi bir C, Z,Z —toplamsal kodunun dualinin yapisini incelemede

yardimci olacak bazi donistiimler tanimlanacaktir.

WL, —>ZL,
. . 0, x=2k )
bilinen modilo 2 donlisimi VXeZ_, ve 0<k eZ igin y(x)= seklinde
2 1, x=2k+1
tanimlansin.
112y —> Ly

donistimi 2(0) =0 ve ¢(1) =1 seklinde tanimh 6zdeslik donlsimi olsun. Son olarak,
XLy — Ly
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dénisimi  y(0)=0ve y(1) =2°" biciminde tanimlansin. Bu dénisiimlerin

genellestirilmis halleri de ayni sembollerle gosterilirse,

(W 14): 2 xZ, > Z5 <2, (1,1): 2y x 2, > L5, <2, (. ): Zg X2 — Z, <2,

25! 25!
yazilabilir.

Bu donusimler kullanilarak asagidaki dnermeler verilecektir. Bu 6nermeler yardimiyla

bir C, ZzZzs —toplamsal kodunun kontrol matrisi belirlenecektir.

Onerme 3.26 ucZ; xZ), veveZ” olmak izere (x(u),v), =(u,(v)) dir. Burada

< \ >25 , Zzs Uzerindeki standart i¢ carpimi géstermektedir.

ispat: u e Z; xZ/, veveZy” olsun.

(x(u),v), :i(ZHui)vi +_£§ uv; :i(zs’lui)(vi mod 2)+_0§ uv; =(u,p(v)). B

Sonug 3.27 Eger U,V € Z; x Z/, ise ( x(u),z(v)),. =(u,v) dir.

ispat: Onerme 3.26 yardimiyla, (7(u),2(v)),. =(u,y(«(v))) =(u,v) elde edilir. B
Onerme 3.28 C, (a,ﬂ; Kyi Kyyoens ks) tipinde bir Z,Z . —toplamsal kod olsun. Bu
durumda C* :l//(;((C)l) dir.

ispat: veC" alalim. Buradan Yu eC igin <u,v>=0 olacaktir. Sonug 3.27 kullanilirsa,
(u,v) =(x(u),«(v)),. vazlabilir. Béylece, y (1(v))=ve l//(}((Cl)) ve

C* ey (x(C)) (1)

elde edilir. Diger taraftan, eger ve y(C)* ise VueC igin (x(u),v), =0 dr.

Onerme 3.26 vyardimiyla, ((u),v),, =(u,w(v))=0 olur ve buradan da
w(x(C))eCt 2)

bulunur. (1) ve (2) den C* :W()((C)l) elde edilir. H
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3.8 Z,Z, —Toplamsal Kodlarin Kontrol Matrisleri

Bu bélimde Z,Z, —toplamsal kodlarin kontrol matrislerinin standart formu
belirlenecektir.

kK(A), A matrisinin satir sayisi olsun. i=1,...,s i¢in k;(A); A matrisinin satirlarindan

27 ile boluntip 2' ile bolinemeyenlerinin sayisini gdstersin. Bdylece,

k(A) = Zslki (A) yazilabilir.

i=1
Teorem 3.29 C, standart haldeki Grete¢ matrisi (3.6) ile verilen (a,ﬂ; ko;kl,...,ks)

tipindeki Z,Z,, —toplamsal kod olsun. Buradan C" toplamsal dual kodunun ireteg

matrisi (C kodunun kontrol matrisi) standart formdaki asagidaki matrisle belirlidir.

iy
T B

Tot’5 0
At 0 O
Burada, A=|[-A, I, | U=[U, U, - U 0 0,T= | |
0 0
Bo,s Bo,s—1 Bo,z Bo,l Iﬂ—k(A)_
2B, 2B, - 2B, 2l 0
B= N R 2 s ) formunda matrislerdir ve
2B, 27, - 0 0 0

j-1
0<i<j<s igin Bi=—> B Ak~ A ve 1<j<s-1  igin

k=i+1

j-1 )
U;=—> UA . —2'S;  biciminde tanimlanmislardr.
k=1

ispat: Direkt olarak H.G; =0 oldugu gorilebilir. Simdi, C bir Z,Z.,, —toplamsal kod
olsun ve C nin standart formdaki Urete¢ matrisi (3.6) ile verilsin. Buradan, y(C)

kodunun (rete¢ matrisi asagidaki formda olacaktir.
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s—1pn
éf{éug ;} (3.9)

7(C) kodu Zzs Uzerinde bir kod oldugundan (3.2) matrisine denk asagidaki G Uretec

matrisine sahip olacaktir.

Ay
2A,,

5b,s—z 'Eb,s—l

e A A Ay
A 2., 2A,,

0 2l 2A, 2A,

h
I

0 0 0 0 270, 27A L., 2R,
O 0 O 0 “en 0 25_1 |~ks 25_1 A—l,s

G matrisi; (3.9) matrisinde, ilk k, satir son satira tasindiktan sonra ilk & sttunun son

s—1 ile s bloklari arasina tasinmasiyla elde edilmistir. Ayrica, bu matriste 0<i<s—3

A

formunda ve

. . . . 0| . 0
ve 1<j<s-2 igcin A;=A;vel, = 05 e A= 'E\)
1

ko

0<i<s—-2iginise A’H =[A157l O], A’S =[25‘i‘18i+l A,s] formunda matrislerdir.

Ayrica [16]’dan ¥(C)* dual kodunun iirete¢ matrisinin

0,s 0,s-1 0,2 éo,l Ia+ﬂ_k(é)
o 2B, 2B, 2B, 2Iks(é) 0
s-1Q s-1
27B,, 27, 0 0 0

formundaki matrise permiitasyon denk oldugu biliniyor. Burada, 0<i< J<S igin

- -1 - ~
B, :—Z B A_jcx—A_j_ seklindedir. Yukaridaki H matrisi dizenlenerek
k=i+1

~o,s ~o,s—l ~o 2 é0,1 Ia—ko 0
- 2B, 2B, . 2B, 20 . 0 |
H = .1' 1 ' v kf(G) AKA 1 seklinde yazilabilir.
s-1Q s—1
_2 B.,, 2 Ikz(é) 0 0 0 0 |
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Boylece, daha 6nce uygulanan siitun permiitasyonlari geri alinarak y(C)" kodunun

_A;l Ia—ko U
Urete¢ matrisi, H~s = T 0 B formunda elde edilir. Burada ise,
2Iko 0 0
Bo,s Bo,s—l Bo,z Bo,1 I/?—k( A ]
B— 2Bl,s ZBl,s—l 281,2 2|kS(A) 0
25_135_1,5 25‘1Ik2(A) 0 0 0
_TOt,s
= 0 N . . .
Uu=[U, Ug, -~ U 0 0],T=| _ | bigciminde matrislerdir ve 0<i<j<s
0
j-1
olmak tzere B ; :—Z Bi,kpg_j,s_k —Aé_j's_i seklinde tanimlanmis ve 1< j<s-1 igin
k=i+1

5! _ )
Uj:—;Ukﬁgfjflvsfkfl—Z‘S;j seklinde tanimlanmigtir. Son olarak Onerme 3.28
=1

kullanilarak y/(l:ls) =H,, C* toplamsal dual kodunun treteg¢ matrisidir. Hl

Bu teoremin daha iyi anlasilmasi icin asagida, [6]'da elde edilen bir sonug verilip bu

sonucun ispati yapilacaktir.

Sonug 3.30 (a, B:K,;k;,k,) tipindeki bir C, Z,Z, —toplamsal kodunun Urete¢ matrisi

(3.7) ile verilsin. C nin kontrol matrisi asagida verilen matrise permitasyon denktir.

Ay -28! 0 0
_Totz 0 _A(t)z + Aitz Att)l _Aitz I Bk —k,
0 0 —2A 21, 0

ispat: C, (a, B Kq5 Kk, K,) tipinde, bir Z,Z, —toplamsal kod olsun. Bdylece C nin

l, A« O 0 2T,
urete¢c matrisi | 0 S, I, A, A, | formunda ve buradan #(C) kodunun
0 0 0 21, 2A,
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21,

Urete¢ matrisi

1

2A, 0 O

281 I Ky Ao1
0 0 2l
2 3 4

2T,

Az
2A;

5

formunda olacaktir. Bu matriste birinci

satir ikinci satirla ve daha sonra ikinci satir Gglinct satirla yer degistirir ve (12345)

L, Ar 0 25 Ay
sttunlan icin  (13)(24) permutasyonu uygulanirsa | 0 21, O 0 2A,
0 0 21, 2A, 2T,
matrisi elde edilir. Buradan 7(C)* kodunun Ureteg matrisi
28, 0 Ayl |
_ At + t t _ At _Tt O I
A Atlzpm A2 ” il formunda yazilabilir. Daha &nce
—2A, 21, 0 0
0 0 2l 0
uygulanan sttun permitasyonlari geri alinirsa bu matris
Ay 28! 0 0 |
. _Tt O _ t + t t _ t I
A =| ot Aef A Lo, haline gelir. Son olarak, v
0 0 —2A, 21, 0
21, 0 0 0 0

dontsimiint H

_Aél

Hs :W(Hs): _T()tZ

0

0

Ia—ko —281t
0 _A\t)z + Altz A\t)l _Altz
0 -2A,

21,

. matrisine uygulayarak C~ toplamsal dual kodunun Urete¢ matrisi;

0

I formunda elde edilir. B

B-ki—k;

0

Ornek 3.31 Standart haldeki Greteg matrisi (3.8) ile verilen (a, B;K,;k,,k,,k;) tipindeki

C, Z,Z4 —toplamsal kodunun kontrol matrisi;

_—E\gl »
Tw O
0
0

P —

—285 0
A1t3 + A;3A1t2 _Aés

—2Alt2 2Ik3

4Ik2 0

0

Iﬂ*krkz*kz

0
0
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—4S] +2S, A,
P= _Att)s + A1t3A;1 + A;3A\;2 - A£3A1t2A\;1

bicimindedir.
_2A52+2A1t2'a\;1
_4'6\;1

110000

.. 001100

Ornek 3.32 Standart haldeki Ulrete¢c matrisi ile verilen
01 1010
01 1001

(3,3,,3,0,0) tipindeki C, Z,Z;—toplamsal kodunun kontrol  matrisi

110 0 4 4]
dir.
{0 01 4 4 4}

3.9 Z,Z, —Toplamsal Kodlar Uzerinde Bazi Sinirlar

Bu bolimde ZzZzs —toplamsal kodlar lizerinde iki tane sinir verilip bu sinirlar

karsilastirilacaktir.

Tanim 3.33 v, €Z; nin Hamming agirhg wt, (v,) ve Vzers nin Lee agirhgl da

wt, (v,)ile gosterilsin.

v=(V,V,) EZ; fos elemaninin  agirhgr  wt(v) =wt, (v,)+wt, (v,) bigciminde
tanimlanir. Bu tanim kullanilarak herhangi iki u,v € Z; fos elemani arasindaki uzakhk

da d(u,v)=wt(u—v) seklinde tanimlanabilir. C kodunun kodso6zleri arasindaki
minimum uzakhk d(C) ile gosterilecektir. Burada tanimlanan d uzakliginin bir metrik

oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.34 C, (a, f;Ky: K, K,, ..., k) tipinde bir Zzzzs —toplamsal kod ise;

dC)-1_ « +ﬂ_[k0+sk1+(s—1)k2+---+ks] .10
25—1 _23—1 25_1 .
{d(zcsl_lJSa—F,B—(ko+k1+k2+~-+ks) (3.112)

sinirlari gegerlidir.
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ispat: (3.10) sinir (2.1)’de verilen d(C)<n-log, |C|+1 Singleton siniri kullanilarak

kolayca elde edilebilir. Yani,
d(C)<n-log, |C|+1=d(C)<a+2°" f—[k, + 5k +(s—1)k, +---+k,]+1 ve buradan

[ko + 5k, +(s—1)k, +---+kK]
25—1

dC)-1_ @

PR bulunur.

+ -

(3.11) sinirini elde etmek igin (;(,Id):Zg‘fos%Z:’fﬁ dénlsimd  kullanilirsa,

d(C)-1

25—1

d(C)<d(x(C)) yazlabilir. Ayrica, [25]'deki Teorem 4.3 den { J <n-rank(C)

oldugu bilinen bir sonugtur. Burada rank(C), C nin standart haldeki tirete¢ matrisinin

s-1

satir sayisidir. Béylece, {d(;:) _1J <a+pf—(k,+k +k,+---+k;) elde edilir. B

Onerme 3.35 (a,f3; Kos K, Ky, k) tipindeki C, ZZZzs —toplamsal kodu igin;
l<aeZvel<b<2"' beZ olmak lizere,
(3.10) sinirinin (3.11) sinirindan daha kuvvetli olmasi icin gerekli ve yeterli sart,

i) d(C)=2""a+1ise

27 (K + Ky +o o+ Ky ) =[Sk + (s =Dk, +---+ 2K, |
211

K, + Kk, + <o olmasidir.

ii) d(C)=2""a ise

257 (K + Ky +- o+ Ky ) =[Sk + (s =Dk, +---+ 2K, |

K, + K, + <a olmasidir.

211
iii)d(C)=2""a+b ise
25 (k, +k, +---+k_,)=[sk -Dk, +---+2k —
K, + Kk, + (1+ 2 T 5_1)25[13 11+(S Ko ot S_l]<0¢+2£)1 11 olmasidir.

ispat: L<aecZ vel<b<2"" beZ olmak lzere,
i) d(C)=2""a+1 olsun.

(3.10) sinirinin (3.11) sinirindan daha kuvvetli olmasi icin gerekli ve yeterli sart,
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a+27" [k, +sk +(s—DK, +---+k ]+1< 2+ 2 f— 25 (K, + K, +- -+ K ) +1
(ko +k )2 =)+ 27 (K, +K, +- -+ ko) —[ sk, + (S =Dk, +---+ 2k, | < (2" —Dexr

27 (K + Ky + oo+ Ky ) =[Sk + (s =Dk, +---+ 2K, |
2 -1

K, + Kk, + <a olmasidir.

ii)d(C)=2""a olsun.
(3.10) sinirinin (3.11) sinirindan daha kuvvetli olmasi igin gerekli ve yeterli sart,
a+2" B[k, +sk +(s=DK, +---+k ]+1< 2 [a+ B— (K, + K, +--+k ) +1]
(ko +k )T =)+ 27 (K, +K, +- -+ ko) —[sk, + (s =Dk, +---+ 2k _, | < (2" =D (a+1)

. 25 (K + Ky +o -+ K ) —[SK, + (S =)k, +-+-+2K_,]

K, + K, T <a+l
5_1 —_— —_— oo
k, +K, + 2 (ktkp oot ks‘l)zs_[lsk11+ (s Dk, -+ 2K, ] < a olmasidir.

i) d(C)=2""a+b olsun.
(3.10) sinirinin (3.11) sinirindan daha kuvvetli olmasi igin gerekli ve yeterli sart,
a+2" f—[ky+sk +(s—Dk, +---+k |+1< 2 [a+ B— (K, +k +---+k)]+b

25k, + K, +oo e+ ks_l)z_s[fkll_'_ (s—-Dk, +---+ 2ks—l] s 2E)l—l

K, +k, + 1 olmasidir.

Asagida sinirlar ile ilgili verilen iki 6rnekte bu tezde elde edilen yeni sinirlarin saglandigi
gorilecektir. Yani, verilen bu yeni sinirlar olasi en iyi sinirlardir.

Ornek 3.36 C, (1L110,0,0,0) tipinde ve G=[1 8] iireteg matrisine sahip
Z,Z,s —toplamsal kod olsun. Buradan, s=4veC={(0,0),(1,8)} ve d(C)=9 dur.

(3.10) sinir1 kullanihrsa,

dO)-1_a

ko +4K, +3k, +2k; +k, :>9—1 1
8 8 8 8

< —+1—1 =1<1 elde edilir.
8 8
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Ornek 3.37 C, Z,Z,—toplamsal kodu G =

O O -
o b~ O
~ O O

4
4| standart haldeki Ureteg
4

matrisiyle verilsin. Boylece, C, (1,3;10,0,2) tipindedir ve C nin kodsozleri;

C={(0,0,0,0),(1,0,0,4),(0,4,0,4),(0,0,4,4), (1,4,0,0),(1,0,4,0),(0,4,4,0), (1, 4,4,4)}

bigcimindedir. Ayrica d(C) =5 oldugu agiktir. Buradan (3.11) sinirini uygulayarak,

{d(C;)—lJSa+ﬂ_(k0+kl+k2+k3):{57_le1+3—(1+0+0+2):>1£1 bulunur.
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BOLUM 4

Z .7, —~TOPLAMSAL KODLAR

Bu bélimde Z,Z, —toplamsal kodlarin en genel hali olan Zp,Zps —toplamsal kodlar

incelenecektir. Bu toplamsal kodlar p=2 ve r=1 igin ZzZzs—topIamsaI kodlara
karsilik geleceklerinden, bu bolimde verilecek olan bazi teoremler Z,Z,, —toplamsal

kodlar boliminde verilen teoremlerin ispatlariyla benzer ydntemler kullanilarak

ispatlanabilir. Dolayisiyla bazi teoremlerin ispatlari yapilmayacaktir.
Tanim 4.1 p, asal bir sayi ve 1<r <s tamsayilar olmak uzere Z“pr xZﬁs nin bir C alt

grubuna Zpers —toplamsal kod denir.

Tanimdan gorildigi lGzere C, Zp,Zps —toplamsal kodu Z;‘, xZﬁs nin bir alt grubudur.

Buradan, sonlu degismeli gruplarin temel teoremi kullanilarak C toplamsal kodunun

Zzﬂ, ><Z‘;1,,1 ><---><Z‘;f*1 ><Z';s ><Z"1)5,1 ><---><Z';-1 degismeli grubuna izomorf oldugu
sOylenebilir.  Bu vyapiyla iliskili olarak boyle bir toplamsal kod igin
(o, B;Kg: Kve i ki lu 1, 1, ) tipindedir denir.

Zp,ZpS —toplamsal kodlarin hem Zpr Uzerindeki hem de Zps Gzerindeki kodlarla iliskili
oldugu asikardir. O halde Zpers —toplamsal kodlarla bu kodlar arasinda bir baginti

kurmak icin 6zel bir donlisiim tanimlanabilir. “A Generalization of the Lee Weight to
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Z .” adl makalelerinde Yildiz ve O. Ozger, Lee agirligini Zps Gzerine genislettiler [26].
Ayrica, bu agirlik yardimiyla mesafeleri de koruyan asagidaki Gray donisimiini elde
ettiler.

. ps—l
¢.Zps -7,

> (000---000),
> (100---000),
> (110---000),

pet 5 (111---111),
pt+l > (211---111),

2p°t 5 (222---222),
2p°t 41 > (322---222),

(p-Dp > (p-D(p-1(p-1)---(P-1)(p-1(p-1)),
(P-1)p**+1— (O0(p-1)(p-1)---(p-D(p-D(p-1),

p* -2 —(000---0(p-1)(p-1)),
p°—1 — (000---00(p —1)).

Diger bir ifadeyle bu Gray donisimi; x < ps"l iken ilk X koordinati 1 e ve geri kalan

koordinatlari sifira gétiriir. x=qp*"+r > p** durumunda ise, § =(qqq---qqq) olmak

tzere X i #(X)=q+¢(r) e tasir. Bu donusimin nasil galistigl bir 6rnek yardimiyla
asagidaki gibi gosterilebilir.

Ornek 4.2 ¢ Gray dénisimi Zg un elemanlarini Z, Gn elemanlarina resmetsin.

2-1 .
¢:Z, —Z; olmak iizere

43



$: 7y — L3

0 —(000)
— (100)
— (110)
— (112)
— (211)
— (221)
—(222)
— (022)
— (002)

0 N o O~ W NP

bicimindedir.

Tanim 4.3 ®:Z° ><Zﬁs — Zj déniistimi

X= (X X0 X, ) €25, Y = (V1 Yoo V) eZﬁs ve n=p"a+ p° B olmak lzere,

DX, Y) = (09, $OG), - B, ), BV, BV, ), B(Y,5)) (4.1)

biciminde tanimlanir.

Bu durumda ®(C)=C Gray gérintisine n=p~'a+p"*B uzunlugunda

Zp,Zps —lineer kod denir.

4.1 Urete¢ Matrisin Standart Formu

Teorem 4.4 C, (a,Biky, k... K yilo, byl y) tipinde bir Z  Z . —toplamsal kod
olsun. C kodu agagida standart formla verilen G, Urete¢ matrisinin Urettigi
Zp,Zps —toplamsal koda denktir ve

_ BP Tp
o[ T o

p p
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]

0

Box  Boa Bys
pl, PB, PBi;
0 p’l, P°By
0 0 0
0
psfl’-I-O’1 psfr-l-o‘2
0 ps—r+l-|-1’2
0 0
0 0
0 0
Soa So.2 Sos
S;y S, Sis
Seran Seran Seias
0 pSs—r,Z pSs—r,S
O O pZSs—Hl,S
0 0 0
0 0 0
Ar Ao Avs
pl,  PA, PA;
0 pil, p'A,
0 0 0

B0,r—2 BO,r—l BO,r |
pBl,r—Z pBl,r—l pBl,r
pZBZ,r—Z pZBZ,r—l pZBZ,r
Pl PTB L PTB,
0 pr—ll - pl’—l Br,lyr
pSJTO,r—Z pSJTO,r—l pSJTO,r |
psfl'JrZI.-I-l’r_2 psfl'Jr:I.Tl’r_:L psfl‘Jrller
psfrJrZszr_z psfl’+2T2'r_l psfr+2T2’r
O p372Tr—2,r—l p572Tr—2,r
O 0 p37lTr—1,r B
S0,r—2 SO,r—l SO,r ]
Sl,r—2 Sl,r—l S1,r
Ss—r—l,r—z Ss—r—l,r—l Ss—r—l,r
pSs—r,r—Z pSs—r,r—l pSs—r,r ve
pZSs—rJrl,r—Z pZSs—rJrl,r—l pzss—rﬂ,r
0 0 PS,,
0 0 0 |
A\),s—z A),s—l AO,s ]
pAi,s—Z pAl,s—l pAis
pZAZ,s—Z pzAZ,s—l pZAZ,s e e .
. ) . biciminde

Pl PTPALL PTRAL,

s-1
Is—l

0 p

PTA L

matrislerdir. Ayrica, 0<i<r,0< j<r igin Bij ler Zpr Uzerinde ve Tij ler de Zps

Uzerinde matrisler; 0<m<s-1, 0<t<s,0<q<s igin Smj ve Aq ler Zps Uzerinde

matrislerdir. Son olarak 0<w<r-1ve 0<y<s-1 olmak uzere, I, ve |, sirasiyla
w y

k, xk, ve I, xI  boyutlu birim matrislerdir.
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Ornek 4.5 p=3 olmak lzere C, (2,3;1;2,0) tipindeki Z,Z, —toplamsal kodu

1 2 3 45
0 1 6 7 8] uretec matrisiile verilsin. Bu matriste gerekli satir islemleri yapilirsa
1 11 46

C, Z,Z4—toplamsal kodunun Urete¢ matrisinin standart formu,

1 1 0 0 6

G=|0 2 1 0 4 (4.3)
01 0 1 8

seklinde elde edilir.

.. 1110 3

Ornek 4.6 (3,2,1,0,1) tipindeki C, Z,Z,—toplamsal kodu 000 36 Ureteg

matrisiyle verilsin. Boylece,

c ={(0,0,0,0,0),(1,1,1,0,3),(0,0,0,3,6), (1, 1,1,3,0),(2,2,2,0,6), (0,0,0,6,3),
(2,2,2,3,3),(L116,6),(2,2,2,6,0)}

bicimindedir.
Ornek 4.7 C, (a,f;k,,k;l,,1,1,) tipindeki Z,Z, —toplamsal kodu olsun. Boylece,

p=r=2ve s=3 tir. C toplamsal kodunun {irete¢ matrisi;

Iko By Bp
0 21, 2B,
G=| 0 S, S,
0 0 25,
0 0 0

formundadir.

Ornek 4.8 C, Z,,Z,, —toplamsal kodu « =7 ve =11 olmak iizere

0
0 o0
IIO AOl
0 21,
0 0

2T,
0

Az

2A,
41,

2Ty, |
4T,

Avs
2A;

4A,, |
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[t]o 1 16 3124000006 0 14 10 10 22]
0|2 0204 0/00004438 8 8 4 28
0l02/2 02100000040 4 4 12 4 12
000f4oo01200000008 0 0 8 24
00O0O0(80[{0/000000GO0 0 0 16 O
0 00 O0J08/0/0000000O0O0 016 0
011245 8fldJoo1o114 9 1124 3
G=|0 0 02 40 4/0[2 0|06 410 6 14 4 10
000044 4/0[02/222 0 1210 12
000000 4/000[4/00 1212 8 24 0
000O0O0O0O0/0O0O0O0([O/0 O O 0 16
000O0O0O0TO0/0O0O0OGOI[ 8|8 8 0 16 16
000O0O0OO/0O0O0OOGOI[6 0O 0] 0 16
000O0O0O0O0/00O0OGOGO 0|0 16 0|0 16
000000 00000000 0 16/ 0 0] (4.5)

standart formdaki lirete¢ matrisiyle verilsin. Buradan C kodu (7,1];1,2,1, 2:1, 2,1,2,3)
tipindedir.

Sonu¢ 4.9 Eger p=2,r=1 ve s=2 alinirsa Z,Z,—toplamsal kodu elde edilir.
(o, B Ky 1y, 1)) tipindeki bir C, Z,Z,—toplamsal kodunun drete¢ matrisi (3.7)
matrisine permitasyon denktir. Ayrica, p=2 ve r =1 igin ZzZzs —toplamsal kod elde
edilir ve (&, BiKyil, 1,1 ,) tipindeki bir C, Z,Z.,. —toplamsal kodunun standart

formdaki trete¢c matrisi yukaridaki teorem kullanilarak (3.6) matrisi olarak elde edilir.

4.2 Dual Uzay ve Kontrol Matrisin Standart Formu
Bu bélimde Zpers—topIamsaI kodlarin dual uzayi incelenip bu kodlarin kontrol

matrislerinin standart formu verilecektir.

Tanim 4.10 u,v e Zi, xZﬁs elemanlarinin i¢ carpimi,

a+pf

u-v=p*" (iuivij+ D uy,
i=1

j=a+l
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biciminde tanimlanir. ZZZzs—topIamsaI kodlara benzer olarak bir C,

Zp,ZpS —toplamsal kodunun toplamsal duali,
ct :{VEZ”’r xZ" |u-v=0, VUEC}
p p

seklindedir.

k(B) ve I(A)sirasiyla B ve A matrislerinin satir sayilari olsun. i=0,1,...,r —1(s—1)

' "1 jle bodliinemeyenlerin

icin B (A) matrisinin satirlarindan p' ile bélinip p

(toplamsal mertebeleri p™* olanlarin) sayisi k;(B) (;(A)) ile gosterilsin.

Teorem 4.11 C, (4.2) formundaki tGrete¢ matrisiyle verilen

(a, B kg v Koy 1o, 11y ) tipindeki Zp,Zps —toplamsal kodu olsun. C nin kontrol

e lsg
matrisi

B.+F U
H = P _
P V A +E

p

formundadir. Buradaki EP,F,U,V,Ap ve E matrisleri sirasiyla

Bg,r B&r—l Bg,rfz o g&s g&z g0,1 I a—k(B)
pBl,r pBl,r—l pBl,r—Z pBl,3 pBl,Z pIkH(B) 0
Bp: _ _ : : : : : : )
pr—2 Br—z,r pr—2 Br—2,r—l pr—2 I k, (B)
L pr_lBr—l,r pr_llkl(B) 0 ]
I Fo,r-z I:o,r—s Fo,z I:0,1 0 0 0]
pFl,r—z pFl,r—3 e pFl,Z 0 000
F: pr74Fr—4,r—2 pr74Fr—4,r—3 O 0 O O O ’
pr’sFr_&r_2 0 0 0O 0 0O
0 0 0 0O 0 0O
0 0 0 0 00 0
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UO,sl Uo,sfz Uo,3 Uo,z Uo,l 00

pUl,s—l pUl,s—Z pU1,3 pU1,2 0 00
U= : : : : : : N
p"*ZU r-2,s-1 pl’*ZU r-25-2 ' 0 0 0 0 0
L pr71U r-1,s-1 pl'*lu r-1,s-2 o O 0 0 0 0_
i Vo,r VO,r—l VO,r—Z "' Vo,3 Vo,z V0,1 0]

le,r le,r—l le,r—Z pV1,3 le,z 0 0

0 0 0 O 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0

A_),s 'E‘E,s—l ,EEH A_),s 'Eg,z 'E\),l I/i'—I(A)
pAi,s pAi,s—l pAi,s—z pA1,3 pA1,2 p||s_1(A) 0

,&p: : : : : : : : ve
ps_z'&sfz,s Ds_zﬁgfz,sfl ps_2||2(A) 0 0 0 0
i PA L ps_l||1(A) 0 -0 0 0 i
i EO,s—Z Eo,s—3 Eo,s—4 Eo,z EO,l 0 0 0]
pEl,s—Z pEl,s—3 pE1,5—4 o pEl,Z 0 0 00
E={p°E 5, P E ez P E ey =+ 0 0 0 0 O bigimindedir.
0 0 0 0 0O 0 00O
i 0 0 0 0 0 0 00

Ayrica bu matrislerin bilesenleri;

— j_l — - -
A,j :_Z A,kpgt-j,s—k _A%t—j,s—i’ 0<i<]<s,

k=i+1

i1 -1 j-3
Ui,j == Z Ui,k Ag—j—l,s—k—l —Q, (Izl Bi,IS;—j—l,r—I + Z Fi,ist—j—l,r—m72 + Sst—j—l,rfi j ,

k=i+1 m=i+1
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P, j<r
I<r-1,m<r-3veq, =9 .
j-r+l 5
p 12T
j-1 j-1 i-3
t t t t
Vi,j = _Zvi,k r—jr—k Z A,kTr—j,r—k - z Ei,i+j—k—2Tr—j,r+k—i—j _Tr—j,r—i ’
k=i+1 k=i+1 k=i+1

j-1 i
Ei,j == z Ei,k Ag—j—Z,s—k—Z -0, zvi,lsé—j—z,r—l ,

k=i+1 I=i+1

p, j<r

I<r-1veq,=< . ,
q2 {pjl’+2, JZr

j-1 i
Fi,j =- z Fi,kB:—j—Z,r—k—z - z Ui,kTrt—j—Z,r—k—l

K=i+l k=i+l
biciminde tanimlanmislardir.

ispat: GpHpt=0 oldugu kontrol edilebilir. Bunun yaninda H_, matrisinden

faydalanarak
| C ” C:L |: prko ) p(r—l)kl . pkr—l . p5|0 . p(5*1)|1 . pls—l . pr(a_k()_kl_"'_kr—l) . p(r’l)kr—l L pkl ) ps(ﬂ—|0—|1_"'_|571) .

p(s—l)ls,1 pll — pra-psﬁ
yazilabilir. Bbylece H, matrisinin satirlar Gp matrisinin satirlarina dik ve ayni

zamanda Hp, C* dual kodunun timiini Gretmektedir. Yani Hp, C* kodunun ireteg
matrisidir. Il

Ornek 4.12 C, irete¢ matrisi (4.3) ile verilen Z,Z, —toplamsal kodu olsun. C nin

kontrol matrisi

21 0 0O

20100b"'dd'B tri d la, C* in tipi (3,2;2;1,1) olarak
icimindedir. Bu matris yardimiyla, in tipi (3,2;2;1,1) olara

2007 1|°°¢ yardimty P

0 00 30

belirlenir.

Ornek 4.13 C, (4.4) ireteg matrisiyle verilen (a, /Ky kil l,1,)  tipindeki
7,7, — toplamsal kod olsun. C* toplamsal dual kodunun iirete¢c matrisi asagidaki gibi

hesaplanabilir.
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B,+F U
H, =

— formundaydi. Burada r=2 oldugundan F =0 dir. Diger
\Y A +E

bilesenler de asagidaki gibi hesaplanirlar.

B :_Bt , g :_E Bt _Bt 1 E :_Bt Olmak uzere, g _ 7 a—ky—k ve
01 12 02 0101 02 12 01 ) 2812 2|k1 0

V02 VOl O
Vo, =-T5, Vg, =V, B, — AT — T, V,, =T, olmak izere, V=2V, 0 0] ve
0 0 O
U, =—2S., U, =-U,A, —2(I§01851 +S(§2), U,, =-2S;, olmak tzere,
E, 0 0O
_ Uoz U01 00 _ t .. _
U= ve E,=-2V,S, olmak tzere E=| 0 0 0 O] dr.
2, 0 00
0 00O
Ayrica, 5\2 matrisinin bilesenleri;
A)l :_Aés’ A)z :_'EblAitz _Alt3’ 'Ebs :_('Eblpéz +'§32A§1)_'AY§3
Ar =—Ay Ay =—A,A, — Ay Ay =—A, olmak iizere,
Ebs Ebz Am Iﬁ—|0—|l—|2
A =|2A, 2A, 21, 0 bicimindedir. Boylece,
47, 4l 0 0
I E02 E01 a—ky—k; Uoz U01 0 0 |
2B, 21, 0 U, 0 0
H= Vo, Vou 0 'Ebs +Ey '&02 'Ebl B-lo—l -1,
2V, 0 0 2A, 2A, 21, 0
0 0 0 4A,, 41, 0 0

formundadir.

Ornek 4.14 C, 2.2, —toplamsal kodu (4.5) urete¢ matrisiyle verilmis olsun. C nin

kontrol matrisi,
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7 3 14 13 0 0 1 28 2 30 30 0 0O O O O OO
4 0 0 O 2 0 0 16 24 24 0 0 0 O O O OO
12 12 14 0 0 2 0 24 0 24 0 0O O O O O OO
0 1212 4 0 0 0 0 24 0 0 O O O O O OO
0O 8 0 0 0 0 016 0 0O O O O O OOOTPO
8 0 8 0 0 0 016 0 0O O O O O O OOO
10 4 1 15 15 15 0 28 8 10 26 0 30 0O O O 1 O
H - 1 1 3 14 0 0 0 18 13 2 6 30 0 31 31 0 0 1
8 0 0 14 0 0 O 20 30 8 26 0 30 2 0O O O O
10 14 14 0 O O O 30 30 28 26 0 30 0 2 0 O O
12 12 10 0 0 O O 2 18 26 28 0 O O O 2 O O
4 12 12 0 0 0O O0 16 20 28 0 4 O O O O O O
4 12 0 0 0 0O O 4 24 28 0 0 4 0 O O OO
0O 0 0 0 0 0024 0 24 8 0 0 O0 O0O0O00O0
0 0 0 0 0 O 16 0 0 0 O O O O OO
| 0 0 0 0 0 O 0 16 0 0 0 O O O O O]

bicimindedir ve C* toplamsal dual kodu (7,11,1,2,1,2;2,3,2,1,2) tipindedir.

Sonug 4.15 Eger C, (&, Bk, 1o, 1,) tipinde bir Z,Z, —toplamsal kod ise C nin kontrol

matrisi yukaridaki teorem yardimiyla kolaylikla yazilabilir ve elde edilen bu matris

Sonug 3.30 ile verilen matrise permutasyon denktir. Ayrica, p=2 ve r=1 igin C,
Z,Z, —toplamsal kod olur ve C nin kontrol matrisi Teorem 3.29 ile verilen H,

matrisine denk olacaktir.

4.3 Zpers —Toplamsal Kodlar Uzerinde Sinirlar

Bu bolimde Zpers —toplamsal kodlar Gzerinde iki tane sinir verilecektir. Yukarida

tanimlanan Gray donlsimi bir izometridir. Boylece, (4.1) de tanimlanan @

dénusimdi, Z;’,xZﬁs lizerindeki Lee uzakligini n=p~a+p*"fB olmak izere, Z]
Uzerindeki Lee uzakliklarina donustirdr. Simdi, wt, (v,), v, eZ‘;r nin Lee agirligini ve
wt, (v,) de VzeZﬁs nin Lee agirligini gostersin. v:(vl,vz)eZ”p‘,xZﬁS nin agirhgi,

wt(v) =wt, (v;) +Wt (v,) biciminde tanimlanir. Ayrica, U,VGZZ,XZ/;S elemanlari
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arasindaki uzaklik da d(u,v)=wt(u—v) olarak tanimlanir. Her zaman oldugu gibi

d(C), C nin kodsoézleri arasindaki minimum uzakliktir.
Teorem 4.16 Eger C, («, Sk, k,... K ;1. 1,,...,1, ;) tipinde bir Zp,Zps —toplamsal
kod ise C lzerinde asagidaki sinirlar mevcuttur.

dC)-1_ « LB [rky +(r =Dk, +---+Kk_, +sly+ (s =Dl +---+1 ]

r+s— T A S— -1 r+s— (46)
D 2 D 1 D 1 p 2
{d;(i)szlJSa_'_ﬂ_(ko+k1+"'+kr—1+|o+I1+"'+Is—1) (4.7)

ispat: I, cismi Gzerindeki bir kod icin Singleton siniri (2.1) ile verilmisti. ®(C)=C
koduna bu Singleton siniri uygulanirsa,
d(C)<n—log{'+1=d(C) < p"*ar+ p*" B—[rky +(r =Dk +---+K_; +8Slg+ (s =Dl +---+1 ] +1

dC)-1_a B kg +(r =Dk -tk 8l (=Dl ++ ]
P

r+s-2

ps—l pr—l pr+s—2

(4.6) siniri elde edilir.

(4.7) sinirini elde etmek icin asagidaki donisim tanimlansin. VX e Z‘;, icin,

(2. 1y): Z:, ><Zﬁs —> 7, ><Zﬁs ) 7(X)=p*'x biciminde  olsun.  Buradan

d(C) <d(x(C)) olacagi agiktir. Ayrica [25]'deki Teorem 4.3’den

d((i)521 <n-rank(C) dir. Bu iki sonug kullanilarak
L P i
dé(riz_—zl <a+pf—(Ky+k ++K_+lg+1+--+1 ) bulunur. W
2 0 0 4
Ornek 4.17 C, (1,3;0, 1; 0,0, 2) tipindeki 7,2 —toplamsal kodu G=|{0 4 0 4
0 0 4 4

tiretec matrisiyle verilsin. C kodu 2'2% =8 tane kodsdze sahiptir ve bunlar;
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{(0,0,0,0),(2,0,0,4),(0,4,0,4),(0,0,4,4),(2,4,0,0),(2,0,4,4),(0,4,4,0),(2,4,4,4)} dr.

Bu kodsozler arasinda sifirdan farkli en kiiglik agirhga sahip elemanin agirligi 6

oldugundan d(C) =6 dir. Boylece C koduna (4.7)'deki sinir uygulanirsa,

22+3—2

{EJ31+3—(0+1+0+0+2):>0<1 elde edilir.

Asagida Zpers —toplamsal kodlar igerisinde (4.6) sinirindaki esitligi saglayan bir kod
ailesinin ozelliklerini veren bir dGnerme verilecektir.
Onerme 4.18 C, [p"l p2"1] Urete¢ matrisine sahip Zp,sz, —toplamsal kod olsun.

Bu durumda C toplamsal kodu (4.6) sinirindaki esitligi saglar.

ispat: C nin Uretec matrisi [pr’l pzr’lj formunda oldugundan C toplamsal kodu,

(1,1;0,...,0,1;0,...,0) tipindedir. Ayrica d(C) = p"™" + p** oldugu da aciktir. Bu koda

(4.6) siniri uygulanirsa,

pl‘fl_'_ p2r—l_1< l 1 1

< + -
3r-2 2r-1 r-1 3r-2
p p

Y P

pr—l+ p2r—1 _1_ pr—l + p2r—1 _1

3r-2 3r-2

P P

esitligi bulunur. Il

Ornek 4.19 C, ZyZg, —toplamsal kodu igin iireteg matrisi G=[3 27] ile verilsin. Bu

durumda, p=3,r=2,s=4 ve d(C)=30o0lup C toplamsal kodu (4.6) sinirindaki

esitligi saglar.
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BOLUM 5

Z,Z,[u] - LINEER KODLAR

Bu bélimde Z,Z,—toplamsal kodlarin farkli yénden bir genellestiriimesi olan
Z, (Z2 +UZ, )—lineer kodlar tanimlanip bu kodlarin cebirsel yapisi hakkinda bilgi veren

Uretec ve kontrol matrislerinin hangi formlarda olduklari belirlenecektir. Bu lineer kod

ailesi Z,Z,[u] semboliiyle gosterilecektir.

Z, doért elemanli bir halkadir. Z, den farkli olarak dért elemanli nemli diger bir halka
da u’=0 olmak lzere Z,+uZ,={0,1,u,1+u} halkasidir. Bu halka R semboliiyle
gosterilirse, R=7Z,+UZ, halkasi ya da kisaca R=Z,[u] halkasi i¢in toplama ve

¢arpma tablosu asagidaki bicimde verilebilir.

Cizelge 5.1 Z, +UZ, halkasi igin toplama ve ¢arpma tablosu

+ 0 1 u 1+u X 0 1 u 1+u
0 0 1 u | 1+u 0 0 0 0 0
1 1 0 |1+u | wu 1 0 1 u 1+u
u u 1+u 0 1 u 0 u 0 u
1+u | 1+u u 1 0 1+u 0 1+u u 1
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I, A B +uB,
R halkasi Uzerindeki bir C lineer kodunun G=|

formunda
0 ul ub

standart haldeki Urete¢ matrisine sahip oldugu iyi bilinen bir sonugtur [27]. Burada,

A, B,,B, ve D matrisleri Z, Gzerinde matrislerdir.

. o _ ] 1 u 1+u 0O _
Ornek 5.1 R dzerindeki 4 uzunluklu C lineer kodu G = 0 Ureteg
u u u
. I - O 1w ..
matrisiyle verilmis olsun. G matrisinin standart formu bicimindedir.
u u u

Ayrica

C ={(0,0,0,0),(1,0,1,u),(u,0,u,0),(d+u,0,1+u,u),(0,u,u,u), (€, u,1+u,0),(u,u,0,u),d+u,u,1,0)}

kodsozlerine sahiptir.

Z, nin R halkasinin bir alt halkasi oldugu agiktir. Simdi asagidaki kiimeyi tanimlayalim;
Z,Z,lu]l={(a,b)|acZ, vebeR}.

Yukaridaki Cayley tablosundan da gorilecegi gibi bu halka bilinen ¢carpma islemi altinda
R halkasindaki u elemanina gore kapali degildir. Dolayisiyla standart ¢arpma islemine
gore bir R—modil degildir. Bu halkanin daha iyi bir cebirsel yapiya sahip olmasi ve bir

R —modul olmasi igin yeni bir carpma islemi tanimlanmalidir.

n:R->1Z,

Tanim 5.2 déntsimu, 7(0)=0,7(1) =L 7(u)=0 ve n(l+u)=1 olarak

n(r+ug)=r
tanimlansin. Bu dénisimiin bir halka homomorfizmasi oldugu kolaylikla gosterilebilir.

n dénusimi yardimiyla skaler ¢garpma islemi asagidaki gibi tanimlanir.
Herhangibir d eR ve v=(a,,a,,...,a, ;,0,,b,...,b, ) € Z x(Z, +uZ2)ﬂ icin
dv:(n(d)ao,n(d)ai,...,n(d)aa_l,dbo,dbl,...,dbﬁ_l). (*)

Onerme 5.3 (%) ile tanimlanan carpma islemi altinda Z;"xRﬁ halkasi bir

R —moddalddar.

Ispat: Zj x R” =M diyelim. M degismeli bir grup oldugundan vr,r,eR ve
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m =3y, a,....a, 5,0, b,...,b, )M, =(8,,4,....4,,.,0,,B,....0, ;) €M icin

#RXM —>M o _— " . ) :
énusimu yardimiyla nin bir sol R —modul oldugunu gosterelim.
(r.m) - rm d d la M bir sol R dil old terel
1 :

i)r(m +m,) = r(a0 +éo,a1+éi,...,aa71+éafl,b0+60,b1+61,...,bﬂ71+6ﬂ71)

= (7@ +8), 1)@, +8),... (1)@, 5 +8,.,), T (B, +By), 1 (0, +8,),... ¥ (b, +b,.,))

= (1(12, 1)y, 77(1)3, 4, T, T s T,y )+ (1), (N, 12N, By, T P )
=rm +rm,

i) (r, +1,)m, = (77(r1 +1)a,,...n(L+1)a, , (5+1)b,,..., (5 + rz)bﬂ_l)

n bir halka homomorfizmasi oldugundan 7(r, +1,) =7(r,) +7(r,) ve buradan da

(h+r)m = ((U(fl) +n(r,))ay,...,(n(r) +n(r,))a, ,, th, +rb,,..., rlbﬂfl + rzbﬂfl)
=(n(r)ag,... ()2, 4, 60y, 60,y ) +(7(1) g, 17(1) 8, 4, by, 1, )
=hm +rnm

iii)

n(nm) =6 (n(r)ay,..n(5,)a, 4 bhy,.... ph, ) = (7(6)n(6)a,, ... 7()7(R)a, 4, GHby, ... hhb, )
ve yine 7 nin bir halka homomorfizmasi olmasi kullanilarak, 7(r)7n(r,)=n(rr,) ve

béylece 1,(r,m) =(7(tr,)ay,. ... 7(65,)a, 4, L0y, ... hrb, ;) = (5r,)m, bulunur.

iv) 77(1) =1 olarak tanimlandigindan 1m =m olacagi acgiktir.

Sonug olarak M bir R—moduldir.

Tanim 5.4 Eger bir C lineer kodu (*) ile tanimlanan skaler ¢carpma islemine gore

Z; x(Z, +uZ2)ﬁ nin bir Z, +UZ, —alt modili ise C ye Z,Z,[u]—lineer kod denir.

72,7, —toplamsal kodlar igin Zg’fo nin alt gruplaniyla Z,—alt moddlleri ayni
olduklarindan Zg’fo nin bostan farkli bir C alt grubuna(Z,—alt modiiline)
7,7, —toplamsal kod denmisti. Ancak Z‘;xRﬂ nin alt gruplariyla R—alt modulleri

birbirlerinden farkhdirlar. Zg’xRﬂ nin batdn alt gruplari yalnizca toplama islemine
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gore kapali iken R nin elemanlariyla carpma islemine gore de kapali olan alt gruplar

ise alt modilleridir. Bu yuzden bu kodlara Z,Z, durumundaki gibi toplamsal degil de

Z,Z,[u]-lineer kod denilmesi daha uygun olacaktir.

Z,Z,[u]—lineer kodlar, eger a=0 ise ikili kodlara, eger =0 ise R=Z,+UZ,
Uzerindeki lineer kodlara dénustrler.
C bir Z,Z,[u]-lineer kod olsun. C, ZZxR” nin bir alt grubu olacagindan

Zy x 724 xZ gibi degismeli bir gruba izomorftur.

Simdi, C nin C; alt modulu, C; ={(a,b) e Z3 xR” |b, R lzerinde Serbest} ve bu alt

moduliin boyutu da k; olsun. Ayrica,

C,={(ab)eZ; xR’ |a#0} cC\C] ve C,={(a,h) e Z; xR’ |a=0} cC\C]} olmak
lzere D:C\C;:CO@C2 olsun. C;, ve C, nin boyutlari sirasiyla k, ve Kk,ile
gosterilsin.
Boylece,

> C nin eleman sayisi 202%:2% = 2lo+?utle i

Bitlin bu parametreler géz 6niinde bulundurulursa béyle bir C, Z,Z,[u]—lineer

koduna (a, ;K k,,k, ) tipindedir denir.

Tanm 5.5 @¢:R—>Z2 dénisimi;  ¢(0)=(0,0),4Q)=(0,1),4(u)=(1L1) ve
#(L+u)=(L0) biciminde tanimlansin. Yani ¢ fonksiyonu R Uzerindeki lineer kodlari
Z, uzerinde ikili kodlara tagisin. Bu doniisim ngRﬂ Uzerine asagidaki gibi

genisletilebilir.

Her a=(ay,a,,...,8,,) € Z; ve her b:(bo,bl,...,bﬂfl)e R” icin

©:Z; xR’ > 75, ®(a,b)=(a,a,....a,,,60) ¢0).....40,,)) ve n=a+28
bicimindedir. Buradan C, Z,Z,[u]—lineer kodunun ®(C)=C ikili gorintusi de
lineerdir. Bolum 5.4’de @ altindaki ikili goriinttisi optimal kod olan Z,Z,[u]—lineer

kod ornekleri verilecektir.
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[1 0|0 u wu
Ornek 5.6 C, Z,Z,[u]-lineer kodu G:{o 1 ‘ 1 u 1+u| matrisiyle Uretilmis
00

O u wu

olsun. Buradan,

C ={(0,0]0,0,0),(1,0]0,u,u),(0,1]1,u,1+u),(0,0]0,u,u),(0,0]u,0,u), (0,1|1+u,u,1)
(1,1/1,0,1),(0,1]1,0,2),(1,0/0,0,0),(L0|u,u,0),(0,0|u,u,0),(L1|Lu,1+u),(L1|1+u,0,1+u),
(0,1]1+u,0,1+u),(,0]u,0,u), (L,1|1+u,u,1)}

a=2,=3k, =Lk =1ve k,=1olup

» C lineer kodu (2,3;1,1,1) tipindedir.

> C nin eleman sayisi, |C |=202%42"% = 2*1 =16 dir.

5.1 Z,Z,[u]-Lineer Kodlarin Urete¢ Matrislerinin Standart Formu

Bu bélimde Z,Z,[u]-lineer kodlarin Urete¢ matrislerinin standart halinin hangi
formda oldugu belirlenecektir. Bir C, Z,Z,[u]-lineer kodu herhangi formda bir

Urete¢ matrisine sahipse bu matris standart forma getirilebilir. Standart formdaki bu

matris yardimiyla C kodunun tipi ve eleman sayisi kolaylikla soylenebilir.

Teorem 5.7 C, (&, S;k,,k,,Kk,) tipinde bir Z,Z,[u]—lineer kod olsun. C kodu, Ureteg
matrisinin standart hali asagidaki gibi verilen Z,Z,[u]-lineer koda permitasyon

denktir.

,b, A~ 0 ©0 uT
S I, A B+uB, (5.1)
0

Burada; A/A,B,,B,,D,S ve T matrisleri Z, lzerindeki matrislerdir.

ispat: C, Z,Z,[u]-lineer kodunun Z, de olmayan son # kismi (Z, +UZ,)" izerinde
lineer bir kod oldugundan C nin Ureteg¢ matrisi; i €{l,2,3,4} igin S, ler Z, Gzerindeki

matrisler olmak Gzere
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S S, I, R T +uT,
' formunda yazilabilir. Bu matrisin serbest olmayan, yani

S S, 0 ul, uz
@ p

[S; S, O ul, uZ] kismiyeniden diizenlenerek iki satirda ifade edilirse,

s, S, I, R T+uT,

S; S, 0 ul uN matrisi bulunur. Bu matrisin ikili kisminda gerekli satir
0 0 o0 ul ub
| N — 2
“ B

islemleri yapilarak Iko boyutunda bir birim matris elde edilir. Boylece,

s, s, I, A B/+uB

l, E 0 UuE, uk, matrisi bulunur. Buradan, bu matris Uzerindeki I,
0 0 0 ul uD
| SR

@ s

birim matrisi kullanilarak S, matrisi, ul, birim matrisi kullanilarak da uE, matrisi sifir

0 s, I, A B+uB

yapilabilir.  Sonuc¢ olarak bulunan |kO EL 0 O ug, matrisi C,
o 0 o ulkz uD
a B

Z,Z,[u]—lineer kodu igin bir Greteg matristir ve bu matris standart formdadir. l

1 1+u 1+u 0 |
0O wu 0 u

, O O Kk K
N = = S )

Ornek 5.8 C, Z,Z,[u]—lineer kodu a =3=f igin G = 1 1 1+u u
0 wu u 1+u
0 O u u

Urete¢ matrisiyle verilsin. G matrisini standart hale getirip C lineer kodunun tipini

belirleyelim.

(1 0 1 1+u 1+u O ] (1100 u u |
110 wu 0 u 110 u u
011 1 1+u u Hyy () ™ 0111 1+u wu He ()™
010 wu u 1+ul™™ o100 0 1+u
110 0 u u | 1100 u |
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1 1 0 0 wu u 1 1 00 wu u
1 1 0 u u 1 1 0 u u
01 11 1+u U |pw-|0 11 1 1+u U |y~
01 00 0 1+u 01 00 O 1+4u
0 0 Owu 0 | 0000 O 0 |
110 0 wu u 1100 wu u
1 1 0 u 0 u 0 00 u wu 0
011 1 1+u 1011 1 1+u u | =W
0100 0 1+u 0100 O 1+u
1 1.0 0 u u
1100 wu u

0 000 O 0

~101 1 1 1+u u |, W™
0111 1+u u Hag (1)

0100 0 1+
01 00 0 1+u
110 0 wu 0 1100 u O
1 1 1+u O Hy (L) ™ 0111 1+u O Kperky™
0 0 1+u 0100 O 1
1 2 3 4 5 6

11000 wu
0111 0 1+u
01001 O

Boylece G matrisinin standart formu;

11 offo o u ||
I, A O uT
G, =[0][T I|[T 0][1+u]|= (5.2)
0 S I, B +uB,
Oflf1 0|0 1|| O

3 3

bicimindedir. Ancak bu matris C kodunun degil bu koda permiitasyon denk olan baska

bir C', Z,Z,[u]—lineer kodunun standart formdaki Urete¢ matrisidir. Denk kodlarin

parametreleri ayni olacagindan,
> Kk, =Lk =2 ve k, =0 dr.
» C lineer kodu (3,3;1,2,0) tipindedir.
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> C lineer kodu |C |=2'2** =32 adet kodsdze sahiptir.

denir.

5.2 Z,Z,[u]-Lineer Kodlarin Dual Uzayi
Bu bolimde Z,Z,[u]—lineer kodlarin dual uzayinin yapisi incelenecektir.

Tanim 5.9 Z; x(Z, +UZ, )ﬁ uzerindeki herhangi iki v, w elemaninin i¢ carpimi

a+p

<v,w>:u(za:viwiJ+ D> VW, €Z,+UZ,
i=1

j=a+l

biciminde tanimlanir. Ornegin,

v=(L0|1+u,u,0),w=(L1]|1+u,1+u,u) e Z; x(Z, +UZ, )3 vektdrlerinin ic carpimi,
(v,w) =u(1.1+0.1)+[(1+u)(@+u) +u@+u) +0u]=u+[1+u+0] =1 dir.

Tanim 5.10 C, Z,Z,[u]—lineer kodunun duali, C*semboliiyle gosterilir ve

c* ={WGZ‘2’ x(Z, +UZ,)" |(v,w)=0 ,VVEC}

biciminde tanimlanir.

C* dual kodunun Zg x(Z, +UZ,)" nin bir Z, +UZ, —alt modilii oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Béylece C* de bir Z,Z,[u]-lineer koddur.

Bir Z,Z,[u]-lineer kodun dualini olusturmak igin kullanilacak bazi dénusiimler

asagidaki gibi tanimlanacaktir.
% y:Z,—>7Z,+UZ,, y(0)=0ve y(1)=u.

0, xe{0,u}

»w.l,+Ul, > 7, VXL, +UZ, icin w(X) = .
VST 2 UL, igin y(X) {1, X e{L1+u}

1.2, —>7Z,+UZ,, 1(0)=0 ve (1) =1.

Bu donitstmlerin genisletilmis halleri de ayni sembollerle gosterilirse,
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(2.14):Z; xR 5> R*xR”, (w,14):R* xR - Z5 xR”, (1,1,): Z§ xR” - R*xR”
elde edilir.

Bu donlstumler ile ilgili olarak asagidaki onermeler verilecektir. Bu sonuglar C,

Z,Z,[u]-lineer kodunun kontrol matrisinin standart formunun belirlenmesinde

kullanilacaktir.

Onerme 5.11 v e Z; x(Z, +UZ, )’B vewe(Z,+UZ, )Mﬁ icin (7(v),w), = (v, (w)) dir.

Buradaki <,>u Z, +UZ, Uzerindeki standart i¢ carpimi géstermektedir.

ispat: U € Z; xZ), veveZ” olmak iizere

(2(v),w), Z(uv W, +Z VA ZUV (w, mod u)+0f v,w, =(v,(w)) dir. B

Ornegin, v:(1,0|0,1+u,1)eZ§><(Zz+uZz)3 ve w:(1,1+u|1+u,u,1)e(22+uZz)5
icin

(x(v),w), =((u,0]0,1+u,1), ,1+u|1+u,u,1)) =u+u+u’+1=1

(v, (w))=((1,0]0,1+u,1),(L,1|1+u,u,2)) =u(@+0) +u+u*+1=1 esitligi bulunur.
Sonug 5.12 Eger u,v e Z; x(Z, +uZ2)ﬁ ise (x(v),2(w)), =(v,w) dir.

ispat:  Onerme  5.11°den  (x(v),2(W)), :<v,1//(z(w))> yazilabilir.  Boylece,
(2 (), 1(w)), =<V,1//(1(W))> =(v,w) elde edilir. N

Bu sonuca érnek olarak, v=(1,1u,1,1+u),w=(1,0]1,0,1+u) e Z; x(Z, +uZ2)3 olsun.
(x(v),1(w)), =((u,u|u,1,1+u),(1,0]1,0,1+u)) =u+0+u+0+1+u*=1
(v,w)=((1,1|u,1,1+u),(1,0]1,0,1+u)) =u(l+0) +u+0+1+u’ =1

Onerme 5.13 C,(a, f;k,. k. k,) tipinde bir Z,Z,[u]-lineer kod olsun. C nin duali,

Ct= y/(;((C)L) esitligi ile elde edilir.
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ispat: Esitligi elde etmek icin cift tarafli kapsamayi gosterelim. we C* olsun. O halde

her veC igin (v,w)=0 olacaktir. Sonug 5.12 yardimiyla, (v,w)={x(v),z(W)),
yazilabilir. Boéylece, (x(v),«(w)) =0 ve 1//(1(W))=W€1//(;((CL)) olacagindan
ct gt//(;((C)L) dir.

Simdi de we (C)" alalim. Buradan her v e Cigin (#(v),w) =0 dur.

Onerme 5.17°den ((v),w) =(Vv,(W))=0 olur ve bdylece t//(;((C)l)gCl elde
edilir.

O halde C* :W(;((C)l) bulunur. l

5.3 Z,Z,[u]-Lineer Kodlarin Kontrol Matrislerinin Standart Formu

Bu bolimde bir C, Z,Z,[u]—lineer kodunun dual uzayini Ureten ve C igin kontrol
matrisi olan matrisin standart olarak hangi formda oldugu belirlenecektir.

Teorem 5.14 («, f;k;,k;,k,) tipindeki C, Z,Z,[u]—lineer kodu (5.1)'deki standart

formdaki lrete¢ matrisine sahip olsun. Buradan C* lineer dual kodunun standart

formdaki tUrete¢ matrisi (C kodunun kontrol matrisi) asagidaki matrisle verilir.

A, —~us' 0 0
H=|-T" 0 —(B+uB,)+D'A" -D' I, (5.3)
0 0 —UA' ul,, 0

Ispat: H_ nin C kodu igin kontrol matrisi oldugu, dogrudan HSG; =0 oldugu ve H,

nin C* dual uzayinin timini gerdigi gosterilerek ispatlanabilir. Ancak burada

C'= y/(;((C)L) olmasi gercegi kullanilacaktir.

C, Z,Z,[u]-lineer kodu G, =| 0 l, A B, +UB, | standart haldeki treteg

L, A 0 0 T
S
0 0 0 ul uD

matrisine sahip olsun. Yukarida tanimlanan y doéntstimi yardimiyla, (C) kodunun
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u, uA 0 O uT
ao=| 0 us 1, A B +uB, | Urete¢c matrisine sahip olacagi sGylenebilir.
0 0 0 ul ub

7(C) kodu (ZZ+UZ2)a+ﬁ tzerinde lineer bir koddur. Ayrica Z,+UZ, Uzerindeki

A B +UB,

|
lineer bir kod | °
0 ul, ub

} standart haldeki Grete¢ matrisiyle verildiginden

G, ¢, matrisini de bu forma getirilebilir.

ul, uA 0 O ut 0 u I, A B+uB
0 u I, A B+uB, |, ~|ul, uA 0 O uT HyoHy ™
0 0 ul, ub 0 0 0 ul ub
I uS 1, A B +UB,] (0 I, uS A B +UB,|
0 0 ul, ub |k~ 0 0 0 ul uD | ok, ~
ul, uA 0 O uT u, 0 uA O uT
(1, 0 uS A B +uUB,] 1, 0 A uS B +UB,]
0 0 ul, ub | ok~ 0 O ul, O uD | o~
0 ul, uA O uT 0 ul, 0 UuA uT
I, A 0 uS B +UB,
u, 0 0 ub |=G _ful, 0
k2 ) olsun. Bu matriste ul, = @ ,
0 ul, uA uT i 0 ul

w
SN
=
()
3]

~ 5 .5 < [0 uDyp oo
A=[A 0], (Bl+uBz)=[uS B, +uB,] ve uD:{ } diyelim. Boylece, G,

uA uT
e l, A (B+uB,)
matrisi (Z2+UZ2) uzerinde | . . standart formunda yazilmis
0 ulg ub

oldu. Boyle bir matrisin kontrol matrisi asagidaki gibi yazilabilir.
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Ia+ﬁ—kl—lzz

ko

;((C)L dual kodunun ireteg matrisi

daha 6nce uygulanan siitun permditasyonlari geri alinirsa,

. Boylece gerekli matrisler yerlerine yazilirsa,

—us' 0 -A Ia+ﬂ—k0—k1—k2
t t At t t
_(Bl+UB2) +D'A DT 0 formunda elde edilir. Bu matris de
—UA' ul, 0 0
0 0 ul, 0
[ —uS! 0 -A I, 0 |
~(B,+uB,) +D'A" -D' -T" 0 1, | .. . ) "
12 | bigiminde dizenlenebilir. Burada
—UA' ul, 0 0 0
0 0 ul, 0 0

_A{ Ia—ko _ust 0 O

. |-T ~(B,+uB,) +D'A" -D' |

b= (B, +uB,) F% | matrisi x(C)"dual kodunun
0 0 —UA' ul, 0
ul, 0 0o 0

Uretec matrisidir. Son olarak Onerme 5.13 yardimiyla,

Al -us' 0 0
Tt _ t tat At
w(H)= T 0 (B, +uB,) +D'A" -D' 1, =H, elde edilir. ®
0 0 —UA' ul,, 0
| 0 0 0 0 0 |

Sonu¢ 5.15 («,f;K,. K, k,) tipindeki bir C, Z,Z,[u]-lineer kodu igin kontrol
matrisinin standart formu yukaridaki teoremle belirlenmisti. Bu kontrol matrisine

dayanarak C* lineer dual kodunun tipi de séylenebilir. Eger C, («, Bk, k,,k,) tipinde

bir Z,Z,[u]-lineer kod ise C*, (&, B;a—kK,, f—k, —k,.k,) tipindedir.
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Ornek 5.16 C’, iiretec matrisinin standart formu (5.2) ile verilen (3, 3;1,2,0) tipindeki
Z,Z,[u]-lineer kod olsun. Buradan Ornek 5.8’de verilen C, Z,Z,[u]—lineer kodunun

kontrol matrisini bulup C* in tipini belirleyelim.

11000 w
LA 0 um
G=/01 110 1+ul= idi. Yani,
0 S I, B +uB,
01001 O
3 3

11 1+u ;
A=[1 0],T=[1],S= L ol e B, +UB, = 0 formundadirlar. Béylece,

A 1 —us' 0 0 10 [u —u o
-T' 0 —(B+uB,) +D'A" -D' I, |=|/0 [0 1 |-u 0] O
0 0 —UA! ul, 0 0 0 [-(@+u) ©

1 2 3 4 6 5

matrisi C’ lineer kodunun kontrol matrisidir. Bu ylizden bu matriste standart haldeki
Uretec¢ matrisine uygulanan sltun permutasyonu geri alinmalidir. Yani besinci ve altinci

sutunlar yer degistirilmelidir. O halde C, Z,Z,[u]—lineer kodunun kontrol matrisi,

1 10 -u 0 —u
H=/0 0 1 —-u 0 0 | bicimindedir. Bu matrise dayanarak C* lineer dual
1 00 —(I+u) 1 O

kodu icin asagidakiler kolayca sdylenebilir.
> (3,3;2,1,0) tipindedir.
> |C*|=2%2%" =16 adet kodsézii vardir.

Ayrica HG' =0 oldugu da gosterilebilir. Bu iki matrisi carparken daha dnce tanimlanan

ic carpim geregi ilk a =3 sttun u ile gcarpilmahdir. Yani,
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1 1 0 0 1
0 1 1 1 1
1 10 -u 0 —-u
1 0 1 0 O
0 0 1 —u 0 O
1+u u 1 u 0
1 00 —(1+u) 1 O
1+u 0 1+u u u
| 0 u u 1+u uj
Cu—u-u® u+u-ui-u? u—u-u? u—-u?-u—-u?® u+u-u?
=| u-u-u? —u? u—u —u? 0
u-1+1+u u-u+u®* —(1+u)+1+u -u-u’+u u+u
0 0 00O
=0 0 0 0 O] elde edilir.
00000

5.4 Z,Z,[u]-Lineer Kodlarin ikili Gériintiileri ve lyi Parametreli Kod Ornekleri

Bir C, Z,Z,[u]—-lineer kodu, Tanim 5.5 ile verilen ® Gray doniisimi yardimiyla Z,
uzerindeki ikili koda dénustirulebilir. Bu déniisim, Z,Z, —toplamsal kodlar tizerinde
tanimlanan ve Z,Z, —toplamsal kodlar ikili kodlara donustiiren Gray déniisimden
farkli olarak lineer bir dénistimdir.

Tezin bu boliminde @ lineer donlsimi kullanilarak gorintlisi optimal (iyi

parametreli) kod olan ikili kod 6rnekleri verilecektir.

Eger bir kodun minimum uzakligi verilen bir uzunluk ve boyut igin alabilecegi mimkin
en blyuk degeri almissa bu koda optimal ya da iyi parametreli (ya da uzaklik-optimal)

kod denildigi tezin ilk béliminde séylenmisti. Ornegin, Z, tzerinde n=189 uzunluklu

ve k=47 boyutlu bir lineer kod i¢in minimum uzakhgin alabilecegi en buyuk deger

d =67 dir. Yani Z, uzerinde [189,47,67] parametrelerine sahip bir kod optimal

koddur.

Asagidaki orneklerdeki Z,Z,[u]-lineer kodlarin Z, goérintileri ve parametreleri

Mathematica adli bir programla hesaplanmistir. ikili kodlarin parametrelerine gére

siniflandiriimasi, yani optimal kod olup olmadiklari http://www.codetables.de/ internet

adresindeki kod tablolari esas alinarak yapilmistir [28].
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Ornek 5.17 C, Z,Z,[u]-lineer kodu (9,9;6,1,0) tipinde ve

11 0101100)24u 1+4u 1+u 1 1 1 1 1 1
1011 1101O0]u 0 0O uoOO0O0OO0OTP O
01011110110 u 0O O uO0OOO0OTP O
1 010111100 0 u 0 0 u 0 0O Ureteg
01 01011110 0 0O uoOO0wuo0O
10101011 1|O0 0 0 O u O0O0wuwudo
11 0101011)0 0 0 00 u OO0 uj

matrisiyle verilsin. C nin ikili gorintlisi olan ®(C)=C kodunun parametreleri

[27,8,10] dur. Bu parametrelerle birlikte C kodu optimal (iyi parametreli) bir koddur.
Ornek 5.18 C, (9,9;0,1,0) tipindeki Z,Z,[u]-lineer kodu

111111111 1+u 1+u 1+u 1+u 1+u 1+u 1+u 1+u 1+u]
lireteg matrisiyle verilmis olsun. ®(C) = C ikili kodu bir [27,2,18]—optimal koddur.

Ornek 5.19 (7,7;3,1,0) tipindeki C, Z,Z,[u] - lineer kodu

1 01 100O0J1+u 1 14+u 1+u 1 1 1

1110100 u wu wu 0O u 0 0. . )
Uretec matrisine sahipse

0111010 0 wu u u 0O uo

001110120 0 wu u u 0 u

®(C) =C ikili kodu [21,5,10] parametrelerine sahiptir ve bu parametrelerle birlikte

optimal bir koddur.

5.5 Z,Z,[u]-Lineer Kodlar igin MacWilliams Ozdesligi

Klasik anlamda bir lineer ikili kodun agirlik dagihmiyla dualinin agirlik dagilimi arasinda
cebirsel bir baginti vardir [29]. Genel olarak, eger agirlik dagilimi tanimlanmis ise
kodlarin agirhk dagihimlariyla duallerinin agirlik dagilimlari arasinda boyle bir iliskinin

kurulup kurulamayacagi akla gelebilecek dogal bir sorudur. Z,Z,[u]—lineer kodlar igin

bu sorunun cevabi evettir.

Bu bolimde, MacWilliams o6zdesligi kullanilarak Z,Z,[u]-lineer kodlarla dualleri

arasinda boyle bir bagintinin var oldugu ispatlanacaktir. Bu 6zdeslik verilen agirhk

69



dagihmiyla bagintih olarak dual kodun agirlik dagilimini cebirsel olarak belirlemekle
kalmaz ayni zamanda kodlarin olasi agirlik dagilimlari hakkinda bilgi de verir. Bu
bagintinin kodlama teorisinde, lineer programlama sinirlari ve self-dual kodlar lizerinde

bazi uygulamalari vardir [29].

simdi - V=(V,V,,...,V,,V

a+lre e

,va+ﬁ)=(v“,vﬂ)eZ§x(Z2+uZZ)ﬂ olsun. Yukarida

R =7, +UZ, halkasi lizerinde tanimlanmis olan Gray dénlsim
¢:R—>Z2, g(a+ub)=(b,a+b) biciminde ve Lee agirligi da

w, (a+ub) =w, (b,a+b) biciminde ifade edilebilir.

Béylece Vv nin agirhgr w(v) =w, (v*)+w,_ (v/) olarak tanimlanir.

Tanim 5.20 C bir Z,Z,[u]-lineer kod ve N =a+2f olsun. C nin agirlik sayaci

W(x,y) = ZXN*W“)yW(C) bigciminde tanimlanir.

ceC

(a+ub)e(Z2+uZ2) olsun. y(a+ub)=(-)*" ye R nin karakteri denir ve bu

karakter asikar degildir.

Onerme 5.21 ve R=Z, +UZ, ve y, R nin karakteri olsun. Buradan,

Z Z(<|’V>)XN—W(I)yW(I) :(x+ y)wa(v)(X y)W(V)

IengRﬂ
Ispat:
Z ;(((I,V))XN’W(') wih) - Z z Z(<Va |a>) NG yW(l")Z<<Vﬁ’|ﬂ>)X2ﬂ—wL(I”)wa(lﬂ)
1eZ§ xR” 192§ 1P eR?
= 2w 1wl w(l 2 -il’”vj”‘ 22w, (i) w (1)
— H z (_1)|:1 X—W(i)yW(|) H Z (I)J:1 X L\jta y L\Ujta
i=1l ez, i=1 lj,,€R

a B
:( | (X— y)l—WH (Vi) (X+ y)WH (V.)j{H ( )ZIJ aVjtat J+a J+0( XZWL(Ijm)yWL(Ijm)J
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N-w(v) w(v)
=(x-vy) (x+y) . 1
Onerme 5.22 C, R tizerinde lineer bir kod ve C*, C nin dual kodu ve

f(z)= > z({z,v)) f(v) olsun. Buradan, > f(v):iZf“(z) dir.

VengRﬁ veC*t | C | zeC

ispat:

Si@0=% T A@)10-ST (@) 0T T (@)

zeC 2eC veZ§ xR” zeC yeCt 2eC vezg xRP\C*

“SCIY fw+ X D x((zv)fW).

veCt veZgxRP\C* 2eC

Herhangi bir veZ;xR”\C* ve her ceC icin ¢,(c)=(c,v) olsun. ¢,(c) nin bir

R —modil homomorfizmasi oldugu agiktir. Béylece ¢,(C), R nin sifirdan farkh bir

idealidir. [30]'daki Onerme 2.1’den Z;((<z,v>)=o oldugu biliniyor. Bdylece son

zeC

esitlikteki ¢ift toplam sifir olacaktir. Buradan da Z f(z) = C| Z f(v) elde edilir.

zeC veCt

Teorem 5.23 C, bir Z,Z,[u]—lineer kod olsun. C nin agirlik sayaglari ile dualinin

agirlik sayaglari arasindaki baginti asagidaki esitlik ile verilir.

1
W_. (x,y) = EWC (X+Yy,x=Y)

Ornek 5.24 C, (2,2;1,1,0) tipinde bir Z,Z,[u]—lineer kod olsun. C nin standart

110

ile verilsin. Buradan,
0 01 u

formdaki Uretec matrisi G :{

C ={(0,0,0,0),(1,1,0,u),(0,0,1,u), (1LL110),(0,0,u,0), (L1, u,u),(0,0,1+u,u),(LL1+u,0)}
ve W, (X, y) = x° +x°y* +4x°y* + x*y? + y® seklindedir.
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C nin standart haldeki trete¢ matrisi kullanilarak C* lineer dual kodunun {reteg

110

matriside H =
L O u

J olarak yazilabilir. Bu matris yardimiyla

C*={(0,0,0,0),(1,1,0,0),(%0,u,1),(0,1,u,1),(0,0,0,u), (1,1,u,0),(1,0,u,1+u), (0,1, u,1+u)}
ve C*, (2,2,1,1,0) tipindedir. C* icin agirlik sayaci ise W_, (x,) =x° +5x°y* + 2x'y?

seklinde olacaktir. Bu 6rnek igin yukarida verilen teorem uygulanirsa

1
W, (x,y) = EWC(H Y, X=Y)

X* +5x7y* +2x*y? =§[(x+y)*"+(x+y)Z(x—y)4+4(x+y)3(x—y)3+(x+y)“(x—y)2+(x—y)6]
= %[SXG +16x*y? +40x2y4] =x% +5x°y* + 2x*y?

oldugu gorulir.

.. 11 uo0@O0
Ornek 5.25 (2,3;1,2,0) tipindeki C, Z,Z,[u]-lineer kodu H = L0010

kontrol matrisiyle verilmis olsun. Buradan c*t in kodsozleri

C*={(0,0,0,0,0),(1,1,u,0,0),(1,0,0,1,0),(0,1,u,1,0),(0,0,0,u,0), (1,1,u,u,0),
(1,0,0,1+u,0),(0,1,u,1+u,0)}

biciminde kolaylikla yazilabilir. Béylece C* icin agirlik sayaci

W_, (x, ) =X° +x2y® +3x*y* +3x°y? seklindedir.

Ayrica C, Z,Z,[u]—lineer kodu igin agirlik sayaci

W, (X, y) = X2 +2X"y +4x°y? + 6X°y° + 6x*y* +6X°y° +4x%y°® + 2xy” +y° biciminde
olacaktir. Teorem 5.23 uygulanarak,

W, (x+Y, x—y) =32x° +32x7y° + 96x"y* +96x°y* =32W_, (X, y)

elde edilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismayla Z,Z, —toplamsal kodlarin dogal birer genellestirilmesi olan Z,Z, ve
Zp,Zps —toplamsal kod aileleri tanimlanmistir. Bu kod ailelerinin cebirsel yapilarini

incelemede ¢ok 6nemli bir yere sahip olan Urete¢ ve kontrol matrislerinin standart
formlari belirlenmistir. Ayrica bu iki yeni kod ailesi Gzerinde bazi sinirlar verilip bu
sinirlardaki esitlikleri tam olarak saglayan toplamsal kod ornekleri elde edilmistir.

Bunlarin disinda, Z,[u]=Z, +UZ, olmak lizere Z,Z,[u]—lineer kodlar tanimlanmis bu

kodlarin standart haldeki lirete¢ ve kontrol matrisleri belirlenmistir. Ayrica bu lineer

kod ailesi icin MacWilliams 6zdesligi elde edilerek bir Z,Z,[u]—lineer kodla duali
arasindaki baginti incelenmistir. Son olarak Z,Z,[u]—-lineer kod ailesi iginden ikili
gorlntileri optimal olanlarina érnekler verilmistir.

lleride, bu tezde tanimlanan kod aileleri icin kodlama teorisinde cok iyi bilinen devirli
kodlar ve kendine-duallik veya diklik gibi kavramlar incelenebilir. Ayrica bu kod

ailelerinin Steganografi lizerine veya baska alanlarda uygulamalari olup olmadig

arastirmaya aciktir.
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