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1 - GIrRtS: Bu aragtirmada, x = (xl,...,xn), R" Euclid
uzayinin genel bir noktasini, t zaman degigkenini, a bir ger-
gel parametreyi ve A da n- boyutlu Laplace operatoriinii goster-

mek lizere

3% du LI
(1.01) AV 8 e 4 &F ’ A = s = @A ,xeR

Y ot e dxi

n

denkleminin t = ¢ hiperdiizlemi {izerinde

(1.02) u(x,7,7) = £f(x) , %3 (x,7,7) = O
: 4

baglangi¢ kogsullarini gercekleyen ¢oziimi elde edilecek ya da bag-
ka bir deyimle Cauchy probleminin ¢oziimlinlin verilmesine galigila-

caktire n a1l ve a g 2 olmak lizere

2 2
(1.03) u + 2t du
B n at

denkleminin 1967 de H. WEINBERGER - M, PROTTER [9] tarafindan ele
alindifini gormekteyiz. Weinberger ve Protter (1.03) denklemiyle
ilgili bir baglangi¢ - sinir probleminin ¢dziimiinde (1.03) denkle-

minin

2

(1.04) wu(x,t) = (13" (k al cos (x /4k+2 ) He,, (t) P =
2k)|
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ile verilen bir bzel ¢oziimlinden yararlanmaktadirlar. Oysa bu fonk-

siyon (1.03) denkleminin t £ O dogrusu lizerinde

(1.05) u(x,0) =« cos (x JGk+2) , g% (x,0) =0 ,

baglangi¢ deferlerini alan goziimiidiir, Boylece (1.03) denklemi igin
Cauchy probleminin ¢oziimif, n g1 ve a = 2 halinde gok Gzel bir
f(x) = cos (x Vik+2) baslangi¢ fonksiyonu i¢in bilinmektedir, Uste-
lik (1.03) , (1.05) Cauchy probleminde a parametresinin a = 2
olarak segilen degerinin, ¢ozimiin elde ediliginde Gzel ve gok
6nemli bir rol oynadigini belirtmek zorundayiz.

Burada sunmaya galistifimiz aragtirmada (1.01) denklemi-
nin t = r diizlemi iizerinde (1.02) baslangi¢ degerini alan gozli-
miiyle ilgilenilmig ve ¢ozlim yontemi olarak Fuler - Poisson - Dar-
boux denklemi i¢in Diaz - Davis konjektiirtini ([4],[5],[6]) ispat-
lamak amaciyla 1960 da B. ASRAL ([1],[2],[2]) tarafindan verilen
seri - ¢oziim yonteminden yararlanilmis ve f(x) baslangi¢ fonksi-
yonlari sinifinin yine [1] de verilen teoremle karakterize edile-
bilecegi gtsterilmigtir,

@ (t) , t « 0 noktasi dolayinda regiiler y= da R de

yakinsak bir iislii seriye agindairilabilir bir fonksiyonu goster-

mek lizere
3°u  (t) du
(1.06) A u = -+ w—
at2 5 0
(1.07) shinat o e ? i) & 0
t

Cauchy problemi, Euler - Poisson - Darboux denklemi igin
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(1.08) Au:f’——‘l+ k du >
oSt ot
k i
(1.09) winrereatin) OL (x,7,T) = O
t

ile verilen Cauchy probleminin dogZal bir genellestirilisi ola-
rak gozbniine alinabilir. Ancak (1.06) , (1.07) Cauchy problemi-
nin integrasyonunun getirdifi gligliikler kargisinda ¢ (t) fonk-
siyonunun

P () = ats
bigimindeki Gzel se¢imi bu yeni problemin ¢oziimiine dogru atilan

ilk adimlardan biri olarak da diigiiniilebilir.

@(t) = k + at
segimiyle gergeklegtirilen bir ikinci yaklagim da I.1ZMIRL1OGLU

I71 tarafindan incelenmisgtir.
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2 - 1Incelememize bhaglamadan énce a parametresinin
pozitif olduZunu varsayalim, Bu varsayimin kisitlayici bir rol
oynamadigi ve ne bigimde glderilebilecegi ileride goriilecektir.
Simdi (1.01) , (1.02) Cauchy problemini [3] de oldugu gibi Vol-
terra integral denklemi yapisinda bir fonksiyonel denkleme in-

dirgemek isteyelim. Bu amagla

2
Au = é_ﬂ + at 22
32 3¢

aéZ/Z

denklemini e fonksiyonuyla garparak (7,p) aralifi Hizerin-

de ¢ deZigkenine gore integre edelim, Buradan (1.02) baslangig

kosulu gozoniine alinarak

tl

92 e-aPZ/P. J- ea&?/a
T

op

(X’P,Tsa) = AU(X,ﬁ,T,a) dé& -
yazilabilir. Bu sonuncu egitligi de B deZiskenine gore (¢,t)
aralifl lizerinde integre etmek ve yine (1.02) basglangi¢ kosul-

larini gozdnline almak suretiyle

2 2
(2.01) wu(x,t,r,a) = £ ¢ [ 1. e'(P -£l/2 Au(x,t,T,a) dp dg
T T

fonksiyonel denklemine varilir. Bu denkleme uo(x,t,r,a) = f

Olmak ilizere ardasgsik yaklagimlar yontemi uygulanarak
0o

(2.02) ixthele 2 ufltya) & ¢
n=0

bigimsel goziimii elde edilir. Burada



"
-
-

u (t,7,a)

(2.03)

2 2
u (t,7,a) un_l(E,r,a) e—a(p-g)/2 dp dg

n
ﬂL_ﬂﬁﬁ
ey

1

(n = 1,2,000, )

dar, un(t,T,a) fonksiyonlarinin,

n

(2,08) ‘% utnpn)s b i Gl ar e s v
> n n n-1
dt dt

(n - 1,2’0.', )

diferansiyel denklemlerinin,

(2005) un(T,T,a) - 0 ’ '2— un(T,T,a) — o ’ (n = 1,2,000,)
dt

baglangi¢ kogullarini gergekleyen ¢oziimleri olduklari tiimevarim

ilkesi ve (2.03) den integral isareti altinda tiirev almak isle-

mi yardimiyla kolayca gbtsterilebilir, (2.01) denkleminin (2.02)

ile verilen ¢ozlimiinlin f baglangi¢ fonksiyonuna fonksiyonel an-
lamda baZli olugu nedeniyle bundan sonra u(x,t,r,a) yerine

u(f,t,r,a) gosterilimi benimsenecektir, Bu gbsterilimle,

(2.06) Au(f,t,r,a) =u( &af,t,z,a)

bagintisinin simailik bigimsel olarak gergekiendigi agiktir. Boy-

lece (2.02) serisi, (1.01) denklemini ve (1.02) baslangi¢ kosulla

rini gergekler,
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Buraya kadar un(t,z,a) fonksiyonlarinda, t ye de-
gisken T ya bir parametre godzilyle bakilmisti, $imdi T ya
degigken ve t ye de parametre godzly.i.  bakarak un(t,t,a)
fonksiyonlarinin T ya ne bigimde bagli olduklarini aydinlata-
lim., Bunun i¢in integral isareti altinda tiirev alarak

ul(t,T,a) fonksiyonunun T ya gore ardagik 1lk iki tlrevini

yazalimg
[ e
s u, (¢,7,a) = o Bl g e~op /2 dp ,
a<T T
2 x 2
= ul(t,T,a) - -d'reatz/2 j. e L dn- %5 =
dr2 T
Buradan

a° d
ul(t,r,a) il Pt ul(t,r,a) =1

are aT

denklemi elde edilir ve T nun fonksiyonu olarak ul(t,t,a) ;

u(t,t,8) a0 , S ul(t,t,a) a0

at

baglangi¢ kogullarini gergekler. un_l(t,r,a) nin T nun fonk-

siyonu olarak

o2
S u, ,(t,7,8) - avs. uw _,(t,7,8) = u _,(t,t,a)
dtz dT

denkleminin



I Q.

un_l(t,t,a) S un_l(t,t,a) =0

Q.

T

baglangi¢ kogullarini gergekleyen bir ¢oziimlinli gosterdifini var-

sayalim. Ve un(t,r,a) nin

2

(2.07) e (t,7,2) - aT . - (t,;7,a) = u_ (L, % &)
5 n n n-1
dt d7T
denkleminin
; a
(2:08) a(t.t.a) -0 . it n s
n TR

baglangi¢ kogullarinil gergekleyen bir ¢oziimi oldufunu goésterelim.
Bu amagla un(t,r,a) nin (2.03) ile verilen integral gbsterilimi-

nin T - ya gore ardasik ilk ikl tlrevini yazalim:

%
2 -5
a u (t,r,a) = [ j e'a(P -g)s2 2_ u 1(Euf-8) dp d¢ ,
e J dr
T T
t ¢
2 - 5o
Cugtrm s [ [ W2 o ez, apaes
d‘c2 v T
t M
et
- atJ J' SR % u _,(€,7,8) dy de
54 4t

=u,_,(t,7,8) + az s'—r u (t,r,a) .



Buradan
a® d
s dt T TN 1(t,r,a)
2 n n | SR
dr a7

elde edilir ve (2.08) baslangi¢ kogullari gergeklenir., Buna gire

asagidaki teorem gosterilmisg olur,

Teorem 1. (1.01) , (1.02) Cauchy probleminin a g b
ve a = =-b parametie deZerleriyle elde edilen ¢oziimleri arasin-
da

(2.09) un(t,T,*b) = un('z‘,t,b) ’ (n = 1,2,..0, ) ’
(2.10) u(f,t,r,<b) = u(f,z,t,b) ,

bagintisi gergeklenir,

Béylece Euler - Polsson = Darboux Denklemi igin regliler
Cauchy probleminin ¢dzilimiinde Onemli bir rol oynayan ve B,ASRAL
[1] tarafindan elde edilen simetri ve tokablil teoreminin (1.01),
(1.02) Caucu, problewmi 1gin de gegerlilipi kanitlanmis olmakta-
dar,

Bilindigi lizere Euler - Poisson -~ Daiboux Denklemi
1¢in regliler Cauchy probleminin [1] de verilen

o0 uf(t,r)

Mo 5 o o
NsO ‘*n

seri ¢ozlimiinde yer alan u:(t,r) fonksiyonlarai ve bu fonksiyonia =~
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rin integral gosteriliglerinden yararlanilarak t ve T ya gb-
re 2n- inci basamaktan homogen fonksiyonlar olarak elde edil-
mekteydi. Buna kargilik burada incelemeye galigtiZimiz
un(t,t,a) fonkeiyonlarinin (2,03) 1le verdifimiz integral ifa-
deleri bizi iislU serilere gitlirmektedir. Bunun i¢gin Srne¥in,

bu fonksiyonlarin ardagik tlirevlierinin t = 7 da aldiklara
degerler hesaplanarak un(t,r,a) larin Taylor a¢ilimlarinin ya-
zilmasina galisilaocilir, Ancak bLOyle bir girigimin neden oldupu
karmagik ve ylikld hesaplarda:n asafidaki ydntemle kaginabiliriz,

ul(t,r,a) fonksiyonunun

= ed
ENY atern s S Y ANAD R gt
vz0 (VfZ)i

bigiminde yazilabildiginl diiginelim. Ksl) katsayilarinin belir-
lenmesi halinde ul(t,r,a) fonksiyonunun t « 7 noktasindaki

Taylor agilimi elde edilmisg olacaktir, Bu amagla

a2 d
(Ri2) w, (t,7,2) + at — ul(t,t,a) =1
at® dt
denklemini,
a2 d d
(2.13) ul(t,'r,a) + a(t-t) — u,(t,7,8) ¢+ av— u, (t,v,a) &1
at? dt dt

bigiminde yazarak (2.11) serisini t nin fonksiyonu olarak (2.13

denkleminde yerine koyalim, Bdylece Ksl) katsayilari arasinda
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(2.11‘) Ksl) 4 Vv K(l) = C Ksii N (V = 0,1,2’000.) ’ c: Tfi

bafintilarinin gergeklendipi gériliir. (2.14) bagintilarinin,

G¢e n
He (&) = (-1)" S R

ag"
Hermit gokterimlilerinin gergekledigi,

(2.15) He, ,(&) w ¢ He (£) = m He, ,(¢)

bagintilarina benzerlifi (Bkz. MAGNUS - OBERHETTINGER (8] )
u(1) (1)

2v,p ve N2v+1,p ler biraz sonra belirlenmesine galisgacagimiz
katsayilari gostermek lizere & = 7 va nin fonksiyonlari ola-

rak Ksl) lerin,

(1) s (1)
(2.16) K>y = PZO MZ"p Hezp(é)

(2.17) kY Zv Y ge

2vel ® 2v+l,p 2p+1(¢)

bigiminde yazilabileceklerini diiglindiirmektedir. Kéi) ve Kétil

lerin (2.16) ve (2.17) ile verilen degerleri He (&) fonksiyon-

larinin gergekledikleri (2.15) bagintisindan yararlanarak (2.14)

2v,p ye 2v4l,p

de yerlerine gotiiriiliirse katsayilari igin

(1)
(2.18) Moo= 1
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(1) (1) - B (1)
(2.19) May.p Novel,p-1 * (2p+1) NZv-l,p ev Mav-z.p )

(v - 0,1,2,-0.,) s (p = O,I,Z,QQQ,V)

(1) (1) (1) k. (1)
@0 oy Mo gl b Migny w END fonao =

(V - 0,1,2,...,) y (p 4 O,l,Z,...,V)

indirgeme bagintilari elde edilir. Bu bagintilarin v ve p ye
gore tlimevarim dlizenl i¢inde gi !lfiglerindeki gligliik Teorem 1.

geregince ul(t,t,a) nin ¢ = degigkeninin fonk 'vonu olarak

2

G X ul(t,r,a) Far ut(t,r,a) =1 ,
d't‘2 d
denkleminin
u(t,t,a) =0 , g_ uy(t,t,8) « 0 ,
4

baglangi¢ kogullarini gergekleyen c¢ozimli olusundan yararlanilarak

giderilebilir, Bu $zellik gbzoniine alinmak suretiyle (2.11) seri-
(1) (1)

sinin (2.21) de yerine konulusu MZv,p ve N2v+1,3 katsaylla-

rinca gergeklenen

1)

(
(2022) MO,O = 1 ’
(1) (1) (1) (1)

(v - 0,1,2,000,) ’ (p = O,I,Z,QQQ,V)
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(1)

(2.24) wL M) (ops2) ML) ol

2V BT 2v. P 2v,p+l ¥

(v = 0,1,2,000,) ’ (p = 0,1,2,...,V)

(1) (1)
ba#inti takiminin bulunmasina yol agar. M2v,p 4 N2v+l,p katsa-

yilarinin gergekledigi bu iki baginti takimaindan daha elverisli
bagintilara varmak igin (2.19) esitligi ile (2.23) esitligini

ve (2.20) esgitligi ile (2.24) esitligini yanyana gikaralim.

Boylece
(1) vep+l (1)
2.25) N - M
s 2vel,p T 5000 2v,p '’
1) 2p+2 (1)
(2.26) n ¢ o
2v+l,p Pe2 2v+2,prl

olur. Bu sonuncu bagintilar da

(1) (vep+l) (vep+2)
s y(1)

(2.27) M2v+2,p+l % P
(2p+1) (2ps#2) ’

bagintisiui gerektirir,

(2.19) ve (2.23) indirgeme bagintilarindan p = O ig¢in

(1) (1) (1)
Mav,0 = Mava1,0 = 2¥ Mavez,0 0

ve

(1) (1)
M2v,0 . = N2v-1,0 ’

bulunur ve bu iki bagintidan da
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: (1) (1)
\;028) MZV.O = =V MZV-Z,O ’ (V = 1,2,..-,)

bagintisi elde edilir., (2.28) de v gosterge sayisina 1 den v ye
kadar biitiin tam degZerleri vermek ve v nin bu degerleri igin

bulunan egitlikleri yanyana garpmak suretiyle Méi)o in

2i2o)y - WD, o (O VIR 0Ty e L2

oldugu goriillir. (2.25) ve (2.27) den de tiimevarim ydntemiyle

(1) ) V4D
(2.30) M3 = (1) 2p ) . (v=p)!
(v = 0,1,2,000,) ’ (p - U,L,C,OQQ,V)
(1) V-p f1¢p+l ,
(2.31) Wit p = U ( 2ps1 ) (v-p)!

0,1,2. ooo,V)

(v - 0,1,2,000,) ’ (p

sonuglaraina varilar.

(1) (1)
(2.32) ézv,p 62v+1,p (v-p) !
denirse bu katsay lar,
(2.33). Moo (-utE 73 &
ve
(1) v-p v+p+l (1)
(203‘4) sz’l’p - (-1) (2p¢1 ) éZV-&l,p
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big¢imini alairlar. Buna gore Kél) katsayilara,
(1) T (1)
V=D V+p
sz - L. ("1) ( 2p 62V,p HQZP(C)
P=0O
(V - 0,1,2,-00,)
{1) ot V=D / V+p+l (1) -
Kovel = ;’_ (-1) ( 2pel 82v-rl,p Hep 1 ()
=0

(v 508 Riine;)

(1)

. katsayilari bulun -

ile verilmek ilizere ul(t,r,a) serisinin K

mug olur.
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%2 . Simdi de,

>

(3.01) e uz(t,:,a) + at -2 uZ(t,r,a) = ul(t,t,a)
at? dt
denkleminin
UZ(T,T,a) a0 9'__ UZ(T,I',H) = 0
dt

baglangi¢ kogullarini gergekleyen ¢oziimiiniin

" ¢
(3.00) w0l e 7 (MD-NT ot i
V=0 (v4l) |

bigiminde bir seri ile verilebilecegini diiglinelim ve Kiz) kat-

sayilarini belirlemeye ¢alisalim. (3.02) yi t - nin fonksiyonu

olarak (3,01)'e denk olan

a® d d
o NP ua(t,'r,a) + a(t-7) — ua(t,'r,a) BT i uz(t,'c,a) =
at2 dt dt

= ul(t,T,a)
denkleminde yerir: koyarak

(3.03) Ksa) + (v42) xsf; g o K(sll " Ksl) AN R i)

(2) (1)
S K5 s XNe T
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(2)

v

bagintilarini elde ederiz. Yukarida oldugu gibi K leri

e .Y e, (C)

2V Zv,p
PP
(2) < §@ :
(3.06) Kovel = 2 Novel,p He2p+l(")
F9

bigiminde yazalaim. Kéz) lerin (3.05) ve (3.06) ile verilen ifa-

deleri (3.03) de y-rine konur ve (2.15) 6zelliginden yararlani-

(2) (2)
larsa MZv,p ve N2v+l,p katsayilara arasinda gergeklenen
(2) (2) (2) (2)
(3.07) Moo o + (2v42) Moo, o = Nove1,p-1 = (2p40) N0, o =
(1)
- M2v,p
(V — 0,1'2,000,) ’ (p S 0,1,2,..0,V)
(2) (2) (2) (2)
(3.08) N2V*1’p + (2v43) NZv-l,p - M2v,p - (2p+2) MZv,p+1 =
(1)
. N2v+1,p

(v - 0,1,2,.00,) ’ (p = 0,1,2,...,\7)

indergeme bagintilari elde edilir.

uz(t,t,a) nin T nun fonksiyonu olarak Teorem 1. uya-

rinca,

a2 d
(3.09) — u,(t,7,a) - aT — u,(t,7,a) = uy(t,T,a) ,

dtz dT
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dT

probleminin ¢ozlimiinii gostermesi nedeniyle (3.02) serisinin (3.09)

denkleminde yerine konulugu bize,

2
0L i, oA L R

(2)
v+l ¥ % =
‘ a7e

v-1

d (2 Q)

e =k, 5

(V - 0,1,2,...,)
indergeme bafintilarini verir. Bu bafintilardan da (2.15) , (3.05

ve (3.06) yardimiyla

(2)
{3.11) _gas b S

G2 K2 L), Sl Ble < B - ey
(v o 0,1,8,000,F B 01,2009
(3.13) Néill,p + [2p+2) Mé§3p+1 = Mészp - (2p+1) Néizl,p -
= Né%il,p

(v = 0,1,2,000,) ’ (P = O,l,a,ooo,v)

bagintilarina varilar.
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Simdi (3.07) , (3.08) ve (3.12) , (3.13) baginti takim-

(2) §(2)
ev,p:i' 7 2%+l p

belirlemeye galisalim. (3.07) ve (3.12) den

laraini bir arada godzoniine alarak M katsayilarini

§(2) _ v4p#2 (2 P

2vel,p = — Py X8 dnsy) ,

(3.14)

(p#:0,;2;2,000,V)

ve benzer islemlerle (3.08) , (3.13) den

(2) 2p+2 L (2)
(3'15) N2V+1,p e v+p*3 MZV#Z,p#l (V = 0,1,2,000,) ’

(P 0,1,2,...,\!)

kismi fark denklemlerine varilir. (3.14) ile (3.15) den de

(2) _ (veps2) (vep+3) (2)
ZV+2,p+l = (2p+1) (Zpra) ZV,p

(3.16) M

(V - 0,1,2,-00,) ’ (p - 0,1’2’...’v)

iki degigkenli kaismi fark denklemi elde edilir. (3.16) kismi fark

denklemlerinin ¢&zimlerinin

(3u17) s eqytE s G S

2v,p cp 2V, P
(2) v-p v+p+2 (2)
(3.18) N2v+1,p = (-l) ( 2p+1 Jav-fl,p

bigiminde yazilabilecefini varsayalim. Bu varsayim altinda (3,14)

ve (3.16) bagintilari sirasiyla
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. (2) (2)
(3.19) éZV,p o sz+1,p o A BB iven )

(p - O,l’z’OOO’V)

6(2) 5(2)

2v+2’p+1 = zv’p ’ (v t 3 0’1’2’...’) ’

(3.20)
(p = 0,1,2,.00,7)

bagintilarina déniigiirler. (3.19) ve(3.20) den de

(3.21) 5§$3p - Jéle’p_l .0 . (B G Sei)

(p = 0,1,2,.0.,7)

bagintisi elde edilir. (3.19) ve (3,21) den de

(2) (2) -
(3.22) éav,p - 82 pt®®

Yazilabilir. Bu sonnucu egitlikte de v ve p nin deferlerini
birlikte birer birer azaltmak suretiyle elde edilecek olan egit-

likler yan yana toplanirsa

(3023) 8§$Zp s Séslzp’o ’ (' = 0,1’2’000') N

(p = 0.1,2.000,")

bagintisi bulunur. Ote yandan (3.07) , (3.17) ve (3.18) den de

(2) (1) (2)
(3.24) 627,]_) B JZV,P = (V—p#l) 82'_2’1) ’

(v = 0’1,2,000,) ’ (p = 0,1,2,000,7)
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kismi fark denklemine varilir. (3.24) de p' ye 1 den v ye ka-
dar biitlin tam degerleri vermekle elde edilecek olan egitlikler

yanyana toplanirsa

((2) : (vl i <)
(3025) oav’o - PZ_C m dzv’p 3 (v - 0,1,2,000,)

temel bagintisina varilir. Bu baginti, (3.23)'e gore

v-p . ;
.26) 682 _ 4€2) o = lyeali i 101)
(3 6) av,p éZv-2p,O o e.: (V-p-v *1)! 2V-2p, Vl
V=0 1
ve (2.32)'ye gore de
r, %
G 85 L lepdt 5
P ;'u v-p-v,+1
v-F %
S (P oy
- 2 1 vl) Crg ! Avptt
V., =C
bigimini alar. Buradan da Mészp ve Nésil,p igin
(2) v4p+l =t v-p+l
V=p p+ -
(3.28) M2 = (-1) (87 T .0 5] Siltese)
Vluo

V- F

(2) V~p Vep+2 v-pel

(3.29) N2v+l,p = (-1) (2p¢1 ) Zi_ ( vy ) (vy)l (v=p=vy)|
o

V3=

sonuglari elde edilir. Bu songlarin (3.05) ve (3.06) da yerine ko

nulmasiyla K(a) K(Z)

oy ! Sowal katsayilari belirlenmig olur.
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4L - Simdi genel hali gdzoniine alalim ve Kin'l) ler
(n-1) S (n-1) >
(4.01) K5 = /\— Mav,p Heep(,) =
P£=0
L4 vV-p V+p+n-2 (n=1)
- ) *Rep~ §in= &
= ) (-1 (o0 B e B0 W )
P=C
(n-1) S (n-1) £
(4.02) Ko 3" = ) Noon,p Bopa(6) =
5
: 2
2{ v-p V¢p+n-~1 s (n-1)
- +N=- - ey
a2 o) (2p+1 ) °2v+1,p Hespe1 (s
p=0

olmak izere “n-l(t’T’a) fonksiyonunun,
K‘(,n-l)
( t-_r) V-an-Z

@
(4,03) w L (t, T8 2 5 (D) A" e

A (v¢2n=2) |

V= ;
serisi ile verildigini onayalim, Terim terime tiiretim, integrasyon
ve serilerin garpimlarina 6zgil bigimsel iglemlerin gegerli olduk-

lara varsayimi altinda (2.03) ve (4.03) den un(t,r,a) nin da

Kin) v+2n
(t=7)

(v42n) |

[0, 2] /2
(4o08) w (t,7,8) « D) (-DV a"
Va0

yapisindaki bir seri ile verilebilecegi goriiliir. Ustelik bu seri-
nin (2.05) baslangi¢ kosullarini gergekledifi agiktir. Ancak ol-
dukga karisik ve uzun hesaplari gerektiren bu ydntem yerine

un_l(t,T,a) ve un(t;r,a) nin (4.03) ve (4.04) ile verilen ifade-
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lerini
4° d
{4.05) - u it .t 8) + st o Wb uu At .0
> n n n=-1"""?
dt dt

denkleminde yerine koymak suretiyle elde edilen
(n) (n-1)
(4.06) Ko = Ko w X

(4.07) K‘(,“) + (v42n-2) K‘(:; -¢K§’_‘; = xfr"‘l)

(v = 1,2,-0-,)

indirgeme bagintilarindan Ksn)(TJE) fonksiyonlarini belirlemeye

¢aligabiliriz. Bu amagla

(n) < . (n)
(4.08) Ky = 2 Mav’p Hezp(t) 3
P:O
(n) h 4 (n)
(4.09)  Kyply = D Faply p Heopa(©)

diyelim. (4.08) ve (4.09) esitlikleri karsisinda (4.07) indirge-

me baZintisi, Méezp ve Né:ll,p katsayilarinin gercgekledigi
(n) (n) (n)
(4.10) Mav,p - sz-l,p-l - (2p+1) "av-l,p +
(n) M(n-l)

+ (2v+2n-2) Mov-2,p = Maov,p °*
1

(v = 0,1,2,000,) ’ (p = O,l,Z,...,v) ’
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(n)

TR LU L L B T e

2v+l,p 2v,p

(n) (n-1)

+ (2v42n-1) Nav-l,p 2 Moot o

(V = 0,1,2’000,) ’ (P Fs O,l,Z,ooc,v)

indirgeme bagintilarina doniigiir.

Ote yandan _Teorem l. uyarainca un(t,r,a) , T deZiskeni-

nin fonksiyonu olarak

2
(4.12) = un(t,r,a) AT un(t,t,a) = un_l(t,r,a)

at ar

denkleminin
u (t,6,8) 20 , S ul(t,t,a) «0
. dt

baglangi¢ kosullarini gergekleyen ¢oziimidlir. (4.03) ve (4.04) lin

(44.12) de yerine konulmalari

2
(n) d (n) (n) 4@ (n) d ,(n) _.(n-1)
Ceall) Resh ot Tt E¥s. - i Rl “ =R s Koy
at dt aT

(v = 0,1,2,000,) ’ (P = O,I’Z’OQO’V)

bagintilarinin yazilmasina yol agar. (4.14) , (4.08) ve (4.09) dan

(n)
(4.15) MO,O et iy
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(n) (n) (n)
(4.16) Mev,p - 2p MZV-Z,p + (2p+l1) Nav-l,p &
(n) (n-1)
% N2v-l,p-1 o M2v,p ’

(V: 1,2,000,) ’ (P: 0,1,2,¢00,V)

(n) (n) (n)
(4.17) N2v+1,p + (2p+2) sz,p+l = M2v,p s
(n) (n-1)
- (2pél) N2v-1,p » N2v4-1,p ’

(v = 1,2,-..,) ’ (p = O,l,Z,-oo,V)

bagintilara elde edilir. (4.10) , (4.11) baginti takamiyla (4.16) ,
(4417) baganti takimlarir n , v, p tam defiskenlerinin M(n,v,p)
ve N(n,v,p) gibi iki fonksiyonu tarafindan gergeklenen birer kis-
mil fark denklemi olarak diigiinlilebilir. Bizim bu kismi fark denk-
lemlerinin sonsuz sayida ¢oziimii arasinda baslangig problemimizle
uygunlukta bulunan bir 6zel ¢oziimli ile 11gili olduZumuz agiktar,
Mé?g =1, Mé?;l) = 1 esitlikleri bu 5zel g¢oziimle problemimiz
arasindaki bagfi kuran egitliklerdir.

Yukaridaki temel baginti takimlarini daha da yalinlag-
tirabilmek ig¢in (4.10) denkleminden (4.16) denklemini ve (4.11)

denkleminden de (4.17) denklemini yan yana gikaralim. Boylece

(4418) y(n v4p+n , (n)

2V+l,p = Zp‘l 2v,p ’ (V = 0,1,2,---,)

(p = 0,1,2,...,v)
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(n) 2p+2 (n)
(4019) N - e— . (V b O 1,2,0.0,)
2v+l,p Vepensl 2v+42,p+l . ’

(p = 0,1,2,...,\!)

kismi fark denklemlerine varilmis olur. Ote yandan (4.18) ve

(4.19) geregince

(n) = (ve#p+n) (v+ps+n+l) m(n)
2v42,P+1 © Gpel)  (2pr2) ok

(4.20) M

(V = 0,1,2,...,) ’ (P - O,l,Z,...,V)

kismi fark denklemlerini yazabiliriz. Bu fark denklemlerinin

¢oziimlerinin
(n) v-p / v4p+n-1 (n)
(he2)) M2v,p = (-1) ( 2p ) 62V-P
(n) v-p v4prn: ((n)
(4.22) N2v+1,p = (-1) < 2p+l ) 2v+l,p

bigiminde yazilabileceZini diislinerek 55"; fonksiyonlarini bul-
’

maya galisalim. (4.18) ve (4.20) uyarinca

(n) (n)
(#023) 62V,p = 52V+l,p 5 (v = 0,1,2,...,) ’

(p = 0,1,2,000,V)

dir. Oysa (4.,10) dan
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{(n) (n-1) (n)
(4e25) bav,p o c;.Ev,p = (v-pen-1) 62v-1,p

(V - 0,1,2,0-0,) N (p = O,l,Z,...,v)

esitligine varilar. (4.23)'4

it e 5(n)
7,p = “2v=2,p=-1

bigiminde yazip v ve p Yye birer birer azalmak lizere biitiin tam
degerleri vererek elde edilen bagintilari yan yana toplayalim.
Bdylece

(n) (n)
(1}026) 62V,p = 82V-—2p,0 (V = 0,1,2,000,) ? (p el O,.L,Z,...,V)

kismi fark denklemini elde ederiz. Ote yandan (4.25) bagintisi,
(4.23) uyarainca :

(n) = é(n-l)

(n) :
@.27) & = (v-pin=1) 5av-2.p = "2v,p

2V, p

bigimini alir. Bur:da da p ye sifirdan v ye kadar biitiin tam

de@erleri vererek elde edilen denklemler yan yana toplanirsa

(ho2e) W 5 LoD L el

SN e (v-pen-1) | 2v,p
v
ven-1 (n=1)
24 Zi ( ’p (p)! 82v,p

PeO
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bulunur. Ve (4.26) ya gore de

(n) (n) il 1) | (n-1)
\ V=Dt~ Nne-
(4.29) 6 e = 6 2 = 2 -
2v,p = “2v-2p,0 fi— (= ETIY e oY
=0 L
LY 5
v-psn=-1 X 5(n-1)
= B -
Z ( o ) ne-1l 2v 2p,vn_1
Wy
n tam sayisi igi V, = P olmak lize=-

yazilabilir. Ote yandan her

re

d(vJ BNV & v as -vj

diyelim. Bu gosteriligten ve (2.32) egitlifinden yararlanilirsa

é(n) katsayilara,

2V,p
i) alvpy) dth-s)
(4e30) 8,0 (v-pan-1) 3 3 ¥ 2
: :
V=0 d(vn-l)+n-l §£;=r d(vn_2)+n-2
dtv; y (Vo)
St e s
d(vy)e2 = d(vq)4l
'\r2=o \[1‘0
-4 »
L d(Vn-Jﬂ) 1
= (v=p#n=-1)! ’ ! ZE; :
_ d(v._.J+n-j
J=1 Vn-j=0 Amd

bigimind . BS y(n) 5(n)
¢iminde yazilabilirler. Boylece bav,p - 62v+1’p in (4.30) 1la

verilen defZeri (4.08) ve (4.09) da yerine konularak Ksn)(T'fi)

fonksiyonlara belirlenmis olur.
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5 - Yukarida elde ettifimiz un(t,f,a) serilerinin
(4.05) denkleminin (2.,05) baslangi¢ kosullarini gergekleyen bi-
¢imsel ¢oziimleri olduklari agiktir. Bu serilerin diizgiin yakin-
sak seriler olduklarini gostererek bir yandan bunlara yine bi-
¢imsel olarak uyguladigimiz terim terime tiretim ve terim teri-
me integrasyon gibi islemlerin yerindelifi giliven altina alina-
cak ve dte yandan da (1.01) , (1.02) Cauchy problemi igin ge-

¢erli goziime varilmig olacaktar,

(n) (n) :
Once Mav,p ve N2v+1,p katsayilarina uygun list si-
nirlar vermeye galigalim. Bu amagla (4.30) ile verilen 6§3)p

katsayisini olusturan bagintida Vi gosterge sayisi ilizerinde-
ki toplami gdzoniine alalim. Toplam isareti altindaki kesir 1
ile sinirlanabilecegine goére bu toplamdaki terim sayisi topla-

min bir ilist siniri olarak alinabilirs

d(va) 1 =
e d(v.,)+1
ZZ: d(v1)+1 ‘ 2
Vlgo
Buna gére
d(VB) 1 d(v ) 1 d(vi) d(v2)+1
-
22; d(v )+2 ;E. d(v )+l <’ = d(v,)+2
v2=O V2=0 =
4 d(v3)+1

olur. Bu islem v lizerindeki toplama kadar siirdiiriilerek

n-1l
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(n)
62v’p igin
(5.01) 6(n)p <’ (vepé¢n=1) | (vep+l)

iist siniri elde edilir. Bdylece

(n) (vep+n~l) |
(5002) l M(n ] __.p____. (V-p*l) ’
2V <l (2p) |
| g l (vepen) |
(5003) i 2V'fl,p $ (m (V-P-rl) 3

olur. Ote yandan Heap(h) ve Heap*l(g) Hermit polinomlari igin

LTI , He,n o7 4 ’
2P py
| :
(5.05) | ez (@ | ¢ (2p+1) | i4l J2p

P opi

ist sinirlarinin (Bkz. Magnus - Oberhettinger [8]) gegerli oldu-
funu bilmekteyiz. Buna gore (5.02) ve (5.04) esitliklerinden ya=-

rarlanarak

(vepen~1)! lCcJép
4 22; Lhes ol 725 (v=pel)

(5.06) l g(n)
pl

2v

egitliZine varilair, Ute yandan matematiksel tiimevarim yontemiyle
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<
(5.07) Z (vspem)! €2 2V*% (ven)i

baZantisi gosterilebilir. Oysa (5.07) geregince (5.06) esitsiz-
1471,

r—‘l

CROEE S

<

bigimini alir. Yine bunun gibi (5.03) , (5.05) ve (5.07) den

(5.09) I xéﬁil , <™ 12l Jav 2V (vanel)

esitsizlifini yazabiliriz. Boylece (5.08) ile (5.09) esitsizlik-

leri uyarainca (4.04) Taylor serisinde (t-??zv*an ve (1:-’r)2w"21"’1

lerin katsayilarinin A2v ve A2v+1 ile gosterecegimiz salt de-

gerleri
v/2 | (n) v4n-1 v
P a , Koy , 2 a’ (ven) s =
s (2v42n) | € (2v+2n)|

v/2 (n)
. ’K2v+1 preh (venel)i - T J2va

Aaveie® fa ¢ [a e

e (2v42n+1)| (2ve+2nel)|

esitsizlikleri yardimiyla sinirlandairilmig olur.
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Simdi,

,Ven-1 v
(5.10) Rég) P a’ (wn)l o | 1T 2w
(2v¢2n)|

(V = 0,1,2,000,) »

V+n

(n) 2 a’ (vensl)l ITi V2va
(5011) RZV?]. = J_a_‘ e
(2va2nel)l

(V i 0,1,2,000,) ’

olarak alinmak lizere

p—

Lo B Rsn)(r,a) (t-7) V*3R

V=0

kuvvet serisini gozoniine alalim. a ) O kogulu altinda (5.12)
kuvvet serisinin katsayilari T ve a nin siirekli fonksiyonla-

ridir. Bu serinin yakinsaklik bdlgesini incelemek amaciyla

Résil 2 (venel) Va’
(5.13) 2

RS (2v+2n41) V2v
ve

(n)

R Ja J2vs2 e
(5.14) i & : o T (V(2v42)a -J2va)

R(D. (2ve2ne2)

oranlarini olugturalim. v sinirsiz biiylirken (5.13) ve (5.14)

oranlari sifira yaklasir., O halde (5.12) serisi Ra(t,T) "
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R(t) x R(r) uzayinin kompakt her alt kismi fizerinde diizgiin yakin-
saktir, Oysa (4.04) serisi (5.12) serisiyle sinirlandirildifina
gore (4.04) serisinin de Ra(t,T) uzayinin kompakt her alt kismi
fizerinde diizgiin yakinsak olacagl agiktir ya da bagka bir deyimle
sonlu her t, 7t i¢in dlizgiin yakinsaktir. Ustelik (4.04) serisinin
toplamini gosteren (2.03) fonksiyonu da t, T ve a nin siirekli

bir fonksiyonudur.,
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6 - Yukarida elde ettigimiz sonuglarin 1sigi altinda
un(t,r,a) serilerinin toplamiyla tanimlanan fonksiyonlara (2,03)
integral gosteriligsinden yararlanarak bir ilist sinir bulabiliriz.
Teorem 1. uyarinca a ) O varsayiminin benimsenmig olmasinin
burada da her hangi bir kisitlaniga yol agmayacagi agiktair. Bu
varsayim altinda t ve T nun birbirine gére siralaniglarina

bagli olarak agagidaki halleri ayri ayri ele alalim.

(4):i) Os ¢ Tt

Bu halde
: a o o
u, (t,7,a) = j J o~a(p-£1/2 dp d&
T T
t o
e
(t=17)
= dpu d& -
dir.
= .
(t=7)
u (t,T,a) ———— (n -4 1,2,000’)
n \< (Zn)l

egitsizlikleri (2.03) ve tiimevarim ydnteminin bir sonucudur.

(i1) BICLT -y

b, e !
g
w2 M A ff dp d& =
| e
acithe  (t-p?
2]




dir.

2 2n
(A(TF-t9)/2 (t-7) B ST A

(t,7,a)
“n € (2n)l

egitsizligi yine (2.03) ve tiimevarim yonteminden yararlanilarak

yukaridaki gibi gosterilebilir.

()t (T L O &

Bu hal p = -r , - -5 degigken donlislimiyle (i) haline indir-

genebildigi igin

(t_T)Zn
(2n)i

un(t,l’.’,u/ \\/ (n - 1,2,.-.,)

olur,

(iv) T & G5

pser, t=-o déniiglimiiyle (1i) hali elde edilir. Buna gire

a(T-t%) /2 (t-1) %" G s tdane)
(2n) !

u (t,7,a) (
dar.

(v) T(O(t.

Burada integrasyon bolgesi lig alt kisma ayrilarak
top
E. Ak
ul(ta'roa) = fj e-a(e e )/2 de dE) s
T T
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A > - ' g2
- J J 8Bt/ 4y JJ 2 E=EN/2 gy ge
T T &%
t

3 £ &
i J J o-alp -£7)/2 dp dg
©c O

bigiminde yazilabilir. Bu integraller yerine sirasiyla {list sinir-

lari konularak

2 = 2
ul(t,T,a) s eat2/2 X ine®t {2 tTt + B
2! 2l
2 2
at /2 (t-7)
( e

21

bulunur. Tiimevarimla da

enatz/z (t-T)an

u (t,r,a)
- \ (2n)!

sonucuna varilir.

(vi) t(CO0<(CT .
Bu hal Bs=-r, £ = -8 donliglimiiyle (v) haline indirgenebildigi

i¢in

enaq?/z (t-'t)an

un(t,T,a) £ on)]

dir,
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a 5 0 varsayimi altinda elde ettigimiz bu ilist sinirlar
vzni sira ~a (a ) 0) lar icin de benzer sonuglar eld: =dilmek-
~“:». RBurade ayrintiya girmeksizin genel olarak gn(t,T,a) ile
Fortercceximiz bu iist  sinirlarin Teorem 1. ile uyum ig¢inde bu-

>

lunduZunu ortaya koyan

e,(t,T,~a) = ¢ (7,t,a)

hagintisini vermekle yetinecegiz.
Bu sonuglarin 1gigi altinda (1.01) , (1.02) Cauchy
probleminin big¢imsel ¢ozlimlinli gosteren

{6.01) u(f,t,7,a) = un(t,r,a) F e

g

serisi 1¢in yakinsaklik problemini ele alabiliriz,

(e o]
{6.02) u(fr,t, 7,a) = Z @n ,An f'

n =0

ile tenimisnan fonksiyon serisi (1) ve (i11i) hallerinde

(t-7)%" | A® ¢ |

o0
803} uie,t,z,2) = Z o) |
n .

n=0

{i4) ve (4v) hallerinde

ot i
(804 U(s,t.T,8) g

aT2-t?) /2 i (=20 ) m

N=0O (Zn)'
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(v) ve (vi) hallerinde de

2n
®© 2 (t-7)
DS) BT = O Ok g 1 8% ¢
Nn=0 (an)!

bigimlerini alair. Ancak hangi hal sz konusu olursa olsun (6.02)
serisi, Cauchy probleminin (6.01) ile verilen ¢oziimiinil sinirla-
yan bir kuvvet serisidir. Bu kuvvet serisi ,43“ fl = o((2n)l)
kosulu altinda her t , T ve , 7, ol I = 0((2n)!) kogulu al-
tinda da M pozitif bir sayiyi gostermek lizere |t-7T| ( M
araliginda diizglin yakinsaktir. Boylece agafidaki teorem elde

edilmektedir.

Teorem 2. f(xl,xz,...,xn) , deZigkenlerine gire si-

nirsiz tiiretilebilen bir fonksiyonu gostermek lizere

2

Aus= + at 9—‘-‘-
at? at
denkleminin,

ulx,t,7) = £f(x) , i.umrﬁ)-o
t

baglangi¢ kogullarini gergekleyen ¢oziimii (2.02) serisiyle verilir.

Bu seri
(6.06) | A™ £ | = ot(2m)!)

kogulu altanda biitin R™ x R(t) x R(T) uzayinda ve
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(6.07) |a™ £]| = o(2n)])

kosulu altinda da R" x R(t) x R(T) uzayinin t = T hiperdiiz-
lemini kapsayan bir alt kismi Uzerinde mutlak ve dlizgiin yakin-

saktar.

Boylece Euler - Poisson - Darboux denklemi igin
B. ASRAL [1l] tarafindan elde edilen bu teoremin, (1.06) ,

(1.07) genel Cauchy probleminin ¢oziimiine,

(.P(t) = ata

almakla gergeklegtirdigimiz yaklasimda da gegerli kaldigi gos-
terilmig olmaktadar.

(2.02) serisinin, (6.06) ya da (6.07) kosullari altin-
da a,t, T ve x'e gore slireklli olmasi nedeniyle burada incele-
digimiz denklem igin regiiler ve singliler Cauchy problemleri ay-
riminin yapilmasi gereksizdir. Ustelik T nun sifir olarak se-
Gilmesi halinde a nain negatif degerleri ¢oziime ve g¢oziimiin t-
tirevlerine hig bir singlilarite getirmez. Ancak T & 0 igin

Cauchy probleminin,

@ (2] v v
a (n) 2v+2n
(6.08) u(f,t,a) = > (5 Ty S M He, (0) ¢ )

N=0 vz0 pP=0

n

R < IR

ile verilen ¢oziimiinli dogrudan dogruya aramak yerine (2.02) den T
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ya sifir deferini vererek elde etmek un(t,r,a) fonksiyonlari-

nin karmasik yapilari nedeniyle daha elveriglidir,

f baglangi¢ fonksiyonunun Af g f denkleminin bir
¢oziimlinli gostermesi ve a nin da a g #1 olarak segilmesi ha-

linde (1.01) , (1.02) Cauchy probleminin agik ¢dziiml,

t
a(rtr, ) o (oL -TI2 g b2 J B2 4y ¢
T
t
> Tk 4 2
u(t,7,t,1) = ( THN2 4 /2 j o /2 dp ) f

T

dir, Ote yandan (2.02) ve (6,08) de a =« 0O yazilarak dalga denk-

lemi igin Cauchy probleminin ¢dzimil elde edilmektedir,
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