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UZET

Bu calisma iki bolumden olusmustur.
Birinci bolim, temel tanim ve kavramlari icermektedir.

Calismanin Gziini olusturan ikinci boliimde, dedismeli bir G grubundaki
baz1 (v,k, A )-fark kiimelerinin yoklugu kriteri olarak kullanilabilecek
bir teorem ve ispati verilmistir.

tkinci bdlimde, ayrica, bir A cakisim matrisinin G'ye ait bir H alt grubu
vasitasiyle buziilmisi olan AH matrisini elde etmeye yarayan bir algoritma
verilmis bulunmaktadir.
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SUMMARY

This thesis is divided into two chapters.
First chapter contains principal concepts and basic definitions.

Chapter II, which is the original part of the thesis gives a theorem
about G-matrices: The theorem is applied directly to the contraction

of the incidence matrix of an abelian difference set. The theorem
presented serves as a nonexistence criterion of some abelian difference
set in the abelian group G.

Chapter II also presents an algorithm to obtain the contraction of
incidence matrix A with respect to a subgroup H of the abelian
group G.



BULOM I

I.1 TEMEL KAVRAMLAR
I.1.1 CAKISIM YAPISI
P ile gosterecedimiz noktalar kiimesi ve B 1ile gosterecedimiz bloklar
kiimesi gb6zoniine alinsin.
PNB=o ve RSP XB

olmak iizere, S = (P, B, R) licliisiine bir cakisim yap1s1 nedir.

I.1.2 (v,k,A) -PARAMETREL! SIMETRiK DiZAYN

(vok 32 )- Parametreli Simetrik Dizayn, asagidaki alti1 aksiyomu saglayan
bir ¢akisim yapisidir.

v sayida nokta vardir.

2%y sayida blok vardir.

3%- Herbir nokta k tane blok ile cakisim durumundadir.

4°- Herbir blok k tane nokta ile cakisim durumundadir.

§°- Herhangiiki blodun ortaklasa ¢akisim durumunda olduklari nokta
sayisi A dir.

6%- Herhangi iki inoktanin ortaklasa cakisim durumunda olduklari blok

sayis1 i dir.

Dejenere durumlari yok etmek amaciyla, k>X  kabul edilmektedir.

1.1.3 SIMETRIK DIZAYN'IN CAKISIM MATRiSt
Bir, (v,k, A ) -parametreli Simetrik Dizayn'da fi: oA
p= ’{p]’ p2, ey pv]’ ,B“’{B], Bz,.-. BV} ‘a,
olmak iizere, elemanlari,
1 (Pj noktas1 Bi blodu ile cakisim durumunda ise)

ij :
10 (Pj noktas1 Bi blogu ile ¢akisim durumunda dedilse)



seklinde tanimlanan bir A= Eaiﬂ matrisine, Simetrik Dizayn'in
VXV

cakisim matrisi denir.

1.1.4 BIR (v, k ,A ) - SIMETRIK DiZAYNIN MERTEBESt

n=k=-2X sayisina SD' nin mertebesi denir.(])

TEOREM I.1.1.

Bir D~-Simetrik Dizaynin v,k, A parametreleri arasinda,

(v-1)x = k(k=-1) (1)
bagintisa mevcuttur. () : )
(1) Bagintisindan
K - VA = k-2 (2)
(v-k)x = (k=-1) (k= 1) (3)

esitlikleri kolaylikla elde edilebilir.

TEOREM-1.1.2

Bir (v,k, ) )- SD'da v ¢ift ise, n bir tamsayinin karesine esit olmak
zorundadir.'3

UEEELIK 1.).1.

Bir SD'nin cakisim matrisi A ise, J, elemanlarinin hepsi +1 olan uygun
boyutlu bir kare matris olmak lizere,

A JRTIRE ) ()

A Al bt (5)
(v=1)

| det A| = kn? (6)

dir.(4)

e

(1) "(v,k, A)-parametreli Simetrik Dizayn" yerine bazan kisaca SD veya
D-Simetrik Dizayn yazilacaktir. =3 i

(2) E.J.LANDER. Symmetric Designs: An Algebraic Apprcarh. ‘,’ "
Cambridge University Press. (1983) s: 3-4 S {1

(3) M.P.Schutzenberger. A nonexistence theorem for infinite fam11y of
symmetrical block designs. Ann.Eugenics, 14, (1949), 286-287.

Cﬂ) E.J.LANDER. Symmetric Designs: An Algebraic Approach. Cambridge
University Press. (1983), s: 3-4




1.1.5. (v,k,2) - FARK KOMESt

v mertebeli bir (G,0 ) grubunun k elemanli bir alt kiimesi D olsun.

X, yeﬁD olmak ilizere, xc)y-] seklindeki elemanlarin listesi, G 'nin etkisiz
elemanindan farkli elemanlarinin herbirini tam A kez iceriyorsa, bu D

alt kimesine, G grubu icindeki bir (v,k, X )-fark kiimesi denir. :

TEOREM-1.1.3

v mertebeli bir G grubundaki bir (v,k, A )-fark kiimesi D olsun. G nin
elemanlarini noktalar kiimesi ve her geG icin

goD={gox | xeD}

kimelerinin olusturdugu kiimeyi de bloklar kiimesi olarak almakla elde edilen
D - cakisim yapisi1 bir (v,k, A )- SD dir.

Bu teorem ile tanimlanan Simetrik Dizayn'a D nin gelistirilmisi (development)

Ddev

denir. Bu . ile gosterilir.

I.1.6 SIMETRIK DIZAYNIN OTOMORFi GRUBU

Simetrik Dizaynin kendi lizerine herhangi bir izomorfisine bu dizaynin
bir otomorfisi denir. Boyle bir otomorfiyi belirtmek icin, cakisim yapisi
korunacak sekilde, noktalarin ve bloklarin birer permiitasyonu verilmelidir.

Tum otomorfilerin kiimesi, bileske islemi altinda bir grup olup Full
otomorfi grubu adin1 alir. Bunun herhangi bir alt grubuna Simetrik Dizaynmin
otomorfi grubu denir. Pratikte, bir otomorfinin hem noktalar hem de bloklar
lizerindeki etkisini belirtmek gereksizdir , Urnedin, noktalar lizerindeki
etki belirtilirse, bloklar lizerindeki etki hemen goriiliir.

I.1.7 BOZOLMOS (CONTRACTING) FARK KOMELER?
Bir (v,k, A )-SD'in otomorfi grubu olan G, noktalar iizerinde

b i , P

2, “oe r

gibi r tane, bloklar iizerinde de

B], Bys.vns By

gibi r tane yoriingeye sahip olsun.




S, = | P-i! s ti" IBil
diyelim.

G grubu, Z - Modiil olan W = ZV” in koordinatlari lizerine etki ederek,

r+1 tane yoriinge olusturur. Bu yolla elde edilen yoriingelerden ilk r tanesi
Pi (i=1,2,..,r) 'ye karsilik gelir. Sonuncu ydriinge ise, sonuncu koordi-
nata karsiliktir. Bu Pr+] ile gosterilsin. P1. 'nin herbir koordinatina

bir tane 1, diger yerlere 0 yazilarak elde edilen vektor uj olsun.

X e (X.l, X2’ ceey XV+]) e Y (.Y]’ Yoseees .Vv_‘,])
X, YEW
olmak lizere, W lizerinde
y (X,_y)=X]y] + X2_y2+ ...+vav -)\Xv” Yust
(skaler) carpim1 tanimlansin. Edger ¥ , W 'nin
WG ={weEW|gw=w , her g(—:,)G icin}

alt modiiliine kisi1tlanirsa, { Ups Upsenes ur} ortogonal bir baz olusturur.
Gercekten

0 (eger i #Jj ise)
Yy (ui, uj) = S; (eder i =] < r.1se)
-2 (eer i=j=r+1 ise)

dir.
Genisletilmis cakisim matrisi olan
%

A :
B ==

- s fo 0o

I
|
|
- - - ———
1
'

A .. A

matrisinin integral Span'i M olsun. 0 takdirde M, D-Simetrik dizaynin
bir Z-Modilu olur.

Mg = {meM | gm =m, her geG icin } ”.'J';‘,. katie




v+]
M'nin, Mde W= 2Z in birer alt modilidiirler. Ayrica
Wg={we€/W| gw=w, her g €6 icin}

oldugundan,
MG =M ﬂ»NG
dir.

B matrisinin satirlari, sirasiyla, €15 €osunns € ile gosterilsin.
Bi yoringesindeki bloklara karsilik gelen tim eJ. lerin toplam ise fi

olsun. 0 takdirde M f] 5 H, elemanlariyla liretilebilir.

G s 2, .o
e S PR b e o R A ‘i’(e]., ej) nin dederi bilindiginden,

r+l

0 (eger 1i+J)
y (f1, fj) = tin (eder i=j < r ise) (9)
-An (eder i=j=r+1 ise)

bulunur.

fs "Ter U "lerin fi‘ T bij uj seklinde (tam) lineer kombinasyonlari
olarak yazilabilir. Burada BG-= { bij} matrisi, { fi’ it fr+1}
in bilesenlerini {u.l, Upsenns ur”} bazina gore veren matristir. BG
matrisine B? nin G ye gore biiziilmusi denir.

wG uzerinde Yy matrisi, {u], Upseves Uiy } 'e gore

£ O
L e ..

3 oF O
§ 9% O senglii .. (10)

seklinde matrisiyel bir denklem olarak ifade edilebilir.



G grubu degismeli olsun. G ic¢inde bir D- (v,k,A ) fark kiimesi tanimlansin.

pdev ip cakisim matrisi A olsun. A cakisim matrisi, G nin herhangi bir

H alt grubu vasitasiyla biiyiitiilebiliry H nin G i¢cindeki index'i
[G:lﬂ = u ile gosterilsin. Biiziilmiis AH matrisi w x w boyutlu olup,

.
Ay Ay=nT+hxd (11)
Ayd=3J A =kJ (12)

denklemlerini saglar(]).

[.1.8 G- MATRISLER?

G, elemanlari

g] - e g2 N 93,..., gw

olan, degismeli sonlu bir grup olsun. Bir G-matris asadidaki gibi tanimla-
nan wxw boyutlu bir matristir. Bu matrisi A ile gosterelim.

A matrisinin birinci satiri

ise A nin j. satim

9 9 9
olup, burada
b =a
gy 99
« 5

dir.

Dodal olarak G-matrisleriyle ugrasirken elemanlara belli bir sira numarasi
verilmelidir.

G- Matrisleri G grubunun sol regiiler temsili kullanilarak ta tanimlanabilir.

e Rt

ot o 4
At f‘

.‘:\e,
X S AN

(1) - LANDER, E.S, s: 97-103



Eger bir j tamsayisi i¢in

pj =-1 (modw) (P, bir asal say1)

ise p/ asal1 semi-primitif (modw ) olmustur denir. Daha genel olarak,
bir meZ tamsayisinin her asal carpani semi-primitif (modw ) ise m tam-
sayi1sina semi-primitif (modw ) denir. Dodal olarak, bu durumda (m,w) = 1
dir.

YARDIMCI TEOREM I.1.4

G, mertebesi w olan dedismeli bir grup ve U,

UUT =0 (mod m®) , (bir meZ icin)

kosulunu saglayan tamsayisal bir G-matris olsun.

Eger m semi-primitif (modulo exponent G) ise
U=0 (modm)

dir(]).

(1) LANDER,E.S., Symmetric Designs: An Algebraic Approach. :
Cambridge Univ. Press. (1983), s: 147 j o Bebe

......




BULOM II

II.1 DEGISMEL! FARK KOMELERT 1CiN BIR YOKLUK KRITER? VE A
BIR ALGOR1TMA

y ICIN

1.1.1. GIRIS

Calismanin oziini olusturan bu bdlimde, v mertebeli, dedismeli bir G grubun-
daki (v,k, A )-fark kiimelerinin yoklugunu gdstermeye yarayan bir teorem
verilmistir.

Bu boliimde ayrica, A cakisim matrisinin, G nin bir H alt grubu vasitasiyla
biizlilmiisii olan AH yi elde etmeye yarayan bir algoritma tiretilmistir.
TEOREM II.1.1

G, mertebesi v olan degismeli bir grup ve A,
AN =xI+yd
AdJ=JA=12zJ i Kuy.2z Xk

kosuluna uyan tamsayisal G-matris ve m, modula exponent G'ye gore
semi-primitif ve m2| x olan bir tamsayi ise
zA= yJ (modm)

dir.
Burada J, elemanlarinin hepsi (+1) olan uygun boyutlu bir kare matristir.

ISPAT
U=z A -y J olsun. Bu takdirde

U = (zA-yJ) (zAT - y3)

— 22 AAT- 2yAd- zydAT +y2 32
-22 (xI+yJ)-222yJ +vy2J
-zsz-zzyJ+vsz

- xz%1 + (vyz- 22 y)d £ 7

dir.



T

uu xzzl + (vy2- zzy) J ve m2 ,x oldugundan

U UT"—= (vy2- zzy) J (mod m2)

dir.

Bu kez, A AT-= xI +y I esitliginin her iki yan1 soldan J ile z carpi-

lirsa,
(AR =k d eyl
zJAT=(x+vy)J ; (J2=vJ)
2
2o J=(x+vy)Jd
ve
2% s X +Vy
bulunur.
m’ |x oldugundan
X+vy =vy (mod mz)
ve 2

zZ"=vy (mod m2)

elde edilir.

T

uu E(vyz-zzy)d (mod mz)

ifadesinde

22 =vy (mod mz)
yerlestirilirse,

u UTs (vy2- vyz) J

U U.r =0 (mod mz)
bulunur.

m tamsayis1 semi-primitif (mod exponent G) ve U UT =0 (mod mz) oldugundan,
teorem 1.1.4 'e gore

olup { o RN,
U=zA-yJ=0 (mod m) EERE
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ve
zA=yJ (modm)

elde edilerek teorem ispatlanmis olur.

Bu sonu¢, dogrudan dodruya dedismeli bir fark kiimesinin cakisim matrisinin
biiziilmusiine uygulanabilir.

U=k A,-hxrJ
alinirsa

Ul =n (k2 1-hrd) =0 (mod m?)
ve

U=0 (mod m)

k AH=h>\J (mod m)

elde edilir. Dodal olarak burada m2| n vem semi-primitif (mod.exponent
G/H) dir.

IT.1.2 TEOREMIN UYGULAMASI

1. Mertebesi 66 olan devresel grup G olduguna gore G icinde, (66,26,10)-
fark kiimesinin mevcut olmadigin1 gdsterelim : G nin mertebesi 2 olan bir
alt grubu H olsun. G dedismeli oldugundan bGyle bir alt grup vardir. G icin-
de bir (66,26,10)-fark kiimesinin mevcut oldugunu kabul edelim. A cakisim
matrisinin H alt grubu vasitasiyle biiziilmiisi AH olsun. AH nin elemanlari

0, (+1) , (+2) 'lerdir.

v=66, k=26, =10, n=16, h=2

oldugundan
AgAL=nT+had
J AH =Ad=kJ :
den dolay1
AyAL =161 42100
JAy=A4J =264 L
esitlikleri sadlanmalidir. G/H nin exponenti 33 tiir. Ayrica ,ﬁi
29 = -1 (mod 33) &



oldugundan, 4 = 2.2 tamsay1s1 semi-primitif mod.exponent G/H dir. Ayrica

2
|

4% | n

oldugundan, teorem II.1.1 in kosullari gerceklenmis olup

k A, =h)J (mod m)

H

yani,

26 AH =20J (mod 4)
ve

20=0 (mod 4)
ten dolay

26 Ay=0 (mod 4) 2
olmalidir.

AH ‘nin elemanlar1 0,1,2 1lerden olustuduna gore, 0 olan elemanlar ic¢in,
26.0=0 (mod 4)

saglanir. Su halde, AH matrisinde 0 olan elemanlar vardir.

1 olan elemanlar icin :

26.1 # 0 (mod 4)
oldugundan, AH matrisinin elemanlari icinde 1 bulunamaz.
2 olan elemanlar icin :

26.2=0 (mod4 )

oldugundan AH 'de 2 olan elemanlar bulunabilir. Sonu¢ olarak, AH matrisinin
elemanlar1 0 ve 2 lerden olusmak zorundadir. Buna gore

-

N
- e T B
AH AH==16 I +20J o

JAH=AHJ=26J i
esitliklerinin saglanip saglanmadidr arastiriimalidir.

Ay d=J A, =261 o

H
esitliginin saglanmas1 icin AH nin herbir satir ve siitununda 13'er tane 2
bulunmali, diger elemanlar 0 olmalidir. Ancak, bu durumda (=) esitligi
saglanabilir.



12

Bu kez

A AL =161+ 200 (% %)

H

esit1iginin saglanip . saglanmadigini arastiralim :

ai] ai wj
T 7
A AL = | -: (=
Law] 8o aww—

olup (»» ) esitliginin saglanabilmesi icin

1] . ' - Pty 1) =
a1 = 2 S o 36
olmak zorundadir. Diger yandan,~ai] elemani, AH AE carpimindan dolay1,
AH nin birinci satir elemanlarinin kareleri toplamidir. Yani

al, =2.2 4224 ...+ 2.2="52
N - Fhd ,

13 tane

dir.

T o . > 1 1 1 !
AH AH nin asal kosegen elemanlari, yani 317 » 39p 5 333 5005 3
elemanlar1 i¢in ayn1 durum vardir.
Bu ise
A1y T3 == 2 = 36

olusuna aykiridir. Su halde bulunmasi gereken AH-matrisi

AHAT=nI+hAJ
H

esit1igini saglamaz. Bu nedenle de, boyle bir fark kiimesi yoktur.
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2. Ikinci bir Ornek olarak, G= 12 X Z4 X Zs{ grubu i¢cinde bir (40,13,4)-
fark kiimesinin var olmadigin1 gosterelim: G %cinde bir (40,13,4)-fark
kiimesinin var oldugu kabul edilsin. H, G nin mertebesi 2 olan bir alt
grubu olsun. Ayrica G/H nin exponenti 10 kabul edilsin. Yani H, G/H nin
exponenti 10 olacak sekilde secilen ve mertebesi 2 olan bir alt grup

olsun.

v=40, k=13, A

I
B~
-
=
I
(Y]
.
=
I
N
.
e
I
S

olup,

T
A4 AH =91+8J

AH J=1J AH =13 J

dir.

32 = -1 (mod 10)

oldugundan 3, semiprimitif (mod 10) dir. Ayrica n=9 ve 37| n
dir.
Teoremimize gore
13 AHEBJ (mod 3)
2 J (mod 3)

olmas1 gerekir. Su halde AH nin hicbir eleman1 0 ve 1 olamaz. Cinki
13.0% 2 (mod 3) ve 13.1# 2 (mod 3) tir.

Yani AH nin elemanlari en azindan 2 olmak zorundadir. Ayrica AH nin eleman-
larinin hepsi de 2 olamaz, ciinkii o zaman AH matrisi J nin bir tam kati olur.
Su halde en azindan bir eleman 5 (veya 5 ten biiyiik olup mod 3'e gore 5'e
denk olmalidir.) olmalidir. Bu durumda bile AH nin bir satir elemanlari-
nin toplam 43 olur. Bu ise

Ay J=13J

H

olusuna aykiridir. Su halde boyle bir fark kiimesi yoktur:
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11.1.3. BOZOLMOS CAKISIM MATRISININ BULUNMASI iCIN BIfR ALGORITMA

D, mertebesi v/ olan dedismeli bir G grubundaki bir (v, k , A )-fark
kimesi ve A, D-(v, k,X )'nin gelismis'i olan D-simetr%é dizayn'in cakisim
matrisi olsun. A matrisinin, G nin bir H alt grubu vasitasiyle biiziilmiisii
AH ile gosterilsin. A, G nin elemanlari ilizerinde nasil bir cakisim yapisi
tanimliyorsa, AH 'de G/H lizerinde benzer bir cakisim yapisi tanimlar.
Fakat AH 'nin elemanlari sadece 0 ve 1 'lerden olusmaz. AH 'nin siitunla-
rin1 "noktalar", satirlarini ise "bloklar" olarak yorumlamakla elde
edilen cakisim yapisina da "biiziilmis cakisim yapis1" denmektedir.

Blizlilmus AH matrisi asadidaki algoritma ile belirtilebilir.

ALGORITMA :

I.ADIM. H nin G iizerindeki yoriingeleri belirtilir.

II.ADIM. D- (v’,k, A ) min A cakisim matrisi bulunur. A, birv x v
matristir. ‘

II1.ADIM. A nin ayn1 yoriingeye karsilik gelen satirlar1 toplanarak,
w = [G:H] olmak ilizere, bir w xv matris elde edilir.

IV.ADIM. Herbir ydriingeden (noktalara ait) bir siitun alinarak
AH matrisi elde edilir. Bu bir wxw -boyutlu matristir. Aymi yoriingedeki
siitunlar ayn1 oldugundan, bu secim zor degildir.

UYGULAMA :
(ZZ]’ ®) grubundaki bir (21,5,1)-fark kiimesi

D= (4 57, 8, 13,:15°}

tire 22] in

He{0,7, 14}
alt grubu gozoniine alinsin. A nmin H ile biiziilmisi olan AH matrisini bulalim:

H nin G deki yoriingelerini bulmak kolaydir. pe
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D- (21,5,1) simetrik dizayn'1r, Teorem I.1.3 den dolayi, asagidaki
gibidir. ' Hos ¥ ‘
Noktalar kiimesi P = {0, 1, 2, ..., 20 }

Bloklar kimesi B = {BO, B], BZ""" BZO}

olup

B, =1{4,7,8,13,151}

B, =1{5,8,9, 14, 16 }

B, = 69 30 35, 473
B, “= {7, 10, 1, 16§ 18}

3

P 8, 11, 12, Y 19)
85 = {9, 12, 13, 18, 20}
86 = {10, 13, 14, 19, 0}
B7 = {11, 14, 15, 20, 1}

B.owf12,1% 6 Dadl

Bg - {]39 |69 17> ], 3}
B]0 - {18, 171, 18, 2. 4}
B-I'l - {]59 ]8’ ]9;9 39 5}
B~|2= {]69 ]93 20; 4, 6}

By = {17, 20,0, 5, 7}
B, = {18, 0, 1, 6, 8}

Bg=119,1,2,7,9}
B,, = {20, 2,3, 8, 10}
Bjg= 10,3, 4 9,11}
Bjg=1{1, 4, 5 10, 12}

BZO={2’ S, 6;‘, 11, 13)

e,

tir. 1.1.3' e gore, A c¢akisim matrisi
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dir. Buradan kolaylikla,
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G grubu alarak yine (22] » ®) grubu, alt grup olarak ta

" ={0, 3, 6,9, 12, 15, 18} alinirsa, A cakisim matrisinin A vasita-

s1yle biiziiTmisu

e
B T -S4
H

-1 3

olur.
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