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OZET

"Lie Gruplan Uzerinde Lineer Kontrol Sistemleri” adh bu tez ii¢ bé-

liimden olusmaktadir.
I. Bolimde, kontrol sistemleri hakkinda genel bilgileri verdik.

II. Béliimde, V. Ayala ve J. Tirao 'nun yaptig "Lie Gruplar1 Uzerin-
de Lineer Vektor Alanlarmn Kontrol Edilebilirligi” adl ¢ahsmadan Lie gruplan

uzerinde lineer kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirlik problemini inceledik.

[II. Boliim ise, matematiksel agidan Kontrol Sistem Teoriye bu tezin
vaptig katkidir ve bu boliimde yer alan tiim sonuglar orijinaldir. Lie gruplan tize-
rindeki lineer kontrol sistemleri icin yerel gozlenebilirligi ve global goézlenebilirligi
karakterize eden cebirsel kosullari bulduk. Sistemimiz i¢in minimal gergeklestirme
elde ettik. Ayrica, Lie grubunun etkisiz elemamnmin denklik ssmfimin Lie cebirini
hesaplamak i¢in G nin es-teget demeti iizerinde bir algoritma verdik.



SUMMARY

This thesis with the title "Linear Control Systems on Lie Groups” con-

tains three chapters.

In Chapter I, we gave general facts about control systems.

In Chapter II, we studied controllability problem of linear control sys-
tems on Lie groups from the work "Controllability of Linear Vector Fields on Lie
Groups” of V. Ayala and J. Tirao.

Chapter III is the contribution of this thesis to Control System Theory
from the mathematical point of view and in this chapter, all results are original.
We found algebraic conditions to characterize locally observability and globally
observability for linear control systems on Lie groups. We obtained minimal reali-
zation for our system. Also, we gave an algorithm on the co-tangent bundle of G

to calculate Lie algebra of equivalence class of neutral element of Lie group.

I
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GIRIS

Bu tezin temel amac matematiksel bakig agisindan Kontrol Sistem Teoriye
katkida bulunmaktir. Daha acik bir ifade ile, Kontrol Teoride en énemli ve iyi bili-
nen siifi, R™ iizerindeki Lineer Kontrol Sistemlerini igeren yeni bir £ simfi olarak
" Lie gruplar: izerindeki Lineer Kontrol Sistemleri” ni incelemek i¢in Topoloji, Lie

gruplarn, Lie cebirleri ve Diferansiyel Geometri kullamyoruz.

Bu calisma fi¢ boliimden olugmaktadir. Ilk boliimde teori hakkinda genel bil-
gileri veriyoruz. Il. boliim, Ayala ve Tirao'nun £ nin kontrollenebilirlik problemi
hakkindaki sonuglarim, [4], icermektedir ve III. béliimde de, £ nin gézlenebilirlgi
problemi hakkindaki tiim sonuglar orijinal olup, bu béliimde tezin konuya yaptig
katk: yer almaktadir, [3].

Tammdan dolayi, bir £ genel kontrol sistemi, sonlu boyutlu bir diferansi-
yellenebilen M manifoldu, durum (state) uzayi, vektér alanlarmin bir D ailesi,
kontroller, M {izerinden bir diferansiyellenebilen N manifolduna tammh bir goz-
lenebilirlik h fonksiyonu ve ¢ikig uzayi ile belirlenir. z, M nin bir elemam olsun.
¥ icin kontrollenebilirlik problemi M ve D ile ilgilidir ve dogal olarak asagidaki
sorudan kaynaklamr : x, M ve D iizerindeki hangi kosullar altinda, D deki vektor
alanlarimin neden oldugu negatif olmayan zamanh yerel difeomorfizmlerin tiim bi-
leskelerini kullandigimizda r den baslayarak M nin her bir y elemamna ulagmak
mitmkindir? Gozlenebilirlik problemi ise asagidaki sorudan kaynaklamr : Sadece
h altinda N deki goruntiiye bakarak ¥ min dinamigini olugturmak miimkiin olabilir
mi? Diger bir deyisle, y € M verildiginde, = den ve y den baslayarak A tarafindan
N deki ¥ min dinamikleri farkh olacak sekilde bir strateji (kontrol) var midir?

Bu ¢alismada, bu iki problemi £ tizerinde inceledik. Tanimdan dolay1, n bo-
yutlu bir G Lie grubu iizerindeki bir £ lineer kontrol sisteminin 1;ir D dinamigi, X
sapan (drift) vektoér alam yani G nin bir sonsuzkii¢iik (infinitesimal) otomorfizmi
ve G nin L(G) Lie cebirindeki Y',..., Y™ kontrol vektor elemanlarn ile verilir. Bu
durumda, N manifoldu aym zamanda bir Lie grubu ve h de Lie gruplarinmn bir" .
homomorfizmidir. 3 <
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II. boliimde, £ nin kontrol edilebilirlik problemi icin gerek ve yeter kosullar
verilmigtir. III. boliimde ise, £ nin yerel ve global gozlenebilirlik problemi icin
gerek ve yeter kogullan veriyoruz.

L, R" degismeli Lie grubu tzerindeki lineer kontrol sistemlerinin sinifim kap-
sar ve bu tezdeki sonuglar, Kalman et al, [7], [6], a ait IR" fizerindeki kontrol
edilebilirlik ve gozlenebilirlik ile ilgili iyi bilinen temel teoremleri keyfi bir G Lie
grubuna genellestirmektedir.

Buradan boliimlerin temel esaslarina gecebiliriz.

I. Bolum " Genel Kontrol Sistemler:s”

Y keyfi bir kontrol sistemi olsun. M manifoldundaki her bir r durumunun
yoriingesini ve ¥ tarafindan  in bulunabilirlik (accessibility) kiimelerini tanimh-
yoruz. Kontrol edilebilirlik kavramim veriyoruz ve Yoriinge Teoremi'ni kuruyoruz.
Kontrol Teorideki bu énemli sonug H. Sussmann, [10], a aittir. Ozellikle bu teo-
rem, M izerindeki kontrol edilebilirlik probleminin yériingelerine indirgenmesine
olanak verir. Ispati detaylari ile veriyoruz. Aym zamanda, M nin teget demeti
uzerinde, integrallenebilir manifoldlarn tamamen ¥ mn yoriingeleri olacak gekilde
bir A integrallenebilir dagilumm saghyoruz ve bir ka¢ 6rnek veriyoruz. Gozlene-
bilirlik ile ilgili olarak ¥ nin neden oldugu M iizerinde ayird edilemeyen baginta
kavramim veriyoruz ve, yerel ve global gozlenebilirligi tammbhyoruz. Bu bélumii,
cesitli 6rneklerle sonuglandiriyoruz.

IL. Béliim " Lie Gruplary Uzerinde Lincer Kontrol Sistemlerin Kontrol Edilebilir-
ligi”

Bu boéliimde, [4] deki sonuglan elde ediyoruz.

Ik olarak, Yardime: Teorem 2.3.1 de, L(G) nin G iizerindeki tiim piiriizsiiz
(smooth) vektér alanlarmin ailesi olan X'(G) nin bir ad(X )-invariant Lie altcebiri
oldugunu gosteriyoruz. Teorem 2.3.3 de, eger

M = gerenc 4 {Y,..., Y™}

kontrol vektdrleri tarafindan iiretilen Lie cebirini gdsteriyorsa, o taktirde £ nins,

L(X) Lie cebirini elde ediyoruz, yani X ve H tarafindan iiretilen cebir, H yi igere 4
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L(G) nin en kiigiik ad(X )-invariant Lie alteebini (X | H) ile sonsuzkiigiik (infinites-
imal) X otomorfizmi ile iiretilmig (induced by) T = (X )ier 1-parametreli grubun

L(T) Lie cebirinin yari-direkt ¢arpinuna izomorfiktir, Yani
L(Z) = (X|H) @ L(T)

dir. Bu sonug ve Yoriinge Teoreminden dolayi, Teorem 2.3.5 de, eger H, H Li-
e cebirli baglantih Lie grubu ise, o taktirde G nin e etkisiz elemammn Gyx(e)
yoriingesinin H y1 igeren en kii¢iikk T-invariant (X | H) Lie altgrubu oldugunu
gosteriyoruz. Yani

Gs(e) = (X|H)

dir. Teorem 2.3.5 de, Lie cebiri rank kosulunu veriyoruz. Yani
boy.gereng 4 {Y?,ad'(X)(Y?)0<i<p,1<j<m}=n

¥ min gecisgliligi (ve dolayisiyla kontrol edilebilirligi) icin gerekli bir koguldur. Bu-
rada p en kucuk tamsayidir ve ad(X) — H dizisi

'Hu =H, H; ZHQ +[X,H],

Hi=MWia FX Hia): 321

stabilize edilmig Lie parantezleri ahnarak olugturulmustur.

IR" haline aykin olarak, bu kogul kontrol edilebilirligi karakterize etmez. Bu-
nu gostermek igin 3-boyutlu basit baglantih sifir giiclii (nilpotent) Heisenberg Lie
grubunda aykin 6rnek veriyoruz. Diger taraftan, Teorem 2.3.8 de, rank kogulunu

veriyoruz. Yani
boy.geren{Y?, ad'(X)(Y)0<i<p1<j<m}=n

¥ nin kontrol edilebilirlii igin yeterli bir koguldur. Ozellikle, Sonug 2.3.9 da,

Kalman Teoremini, [7], Abelian baglantih Lie gruplarina genellestiriyoruz. Aym
. "”-h‘__-

zamanda, L. Markus, [9], a ait kontrol edilebilirlik sonuclarin geneﬂegtmmu:z._

Cesitli 6rneklerle bu kism sonuclandinyoruz.
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I1I. Béliim " Lie Gruplar Uzerinde Lineer Kontrol Sistemlerinin Gézlenebilirligi”

Bu boliim, ¢aligmarmzin Matematiksel Kontrol Sistem Teoriye yaptig katki-
dar.

Ik olarak, Onerme 3.2.1 de, G nin ¢ etkisiz elemammmn I denklik simfimin A
min ¢ekirdeginin bir Gy-invariant normal kapali Lie altgrubu oldugunu ispathyo-
ruz. Onerme 3.2.2 de, I min 7 Lie cebirinin L(G) nin bir ad( X )-invariant altcebiri
oldugumu ispathyoruz. Bu sonug, 7 mmn bir cebirsel karakterizasyonunu vermeye

olanak saglar. Gergekten, Onerme 3.2.3 de

n—1
T=()ad*(X)K)
i=0
oldugunu ispathiyoruz, burada X', Ker(h) nin Lie cebiridir.
Sonugta, £ nin gozlenebilirligini karakterize edivoruz. Teorem 3.2.4 de,

Y yerel gozlenebilirdir © I=0

oldugunu ispathyoruz. Teorem 3.2.5 de, ¥ gozlenebilirdir <
a) 7 =0,
b) Fiz(T)N Ker(h) = {e},
oldugunu ispathyoruz, burada Fiz(T) T-etkisiyle (T-action) G deki sabit nokta-
larm kiimesidir.

Bu sonuglar, IR™tizerindeki gozlenebilirlik hakkindaki iyi bilinen teoremleri,
[6], genellegtirir. Bundan basgka, bir £ = (G, D, h, V) gegishi lineer kontrol
sistemi i¢in minimal ger¢eklegtirme (realization) elde ediyoruz. Yani yeni bir

Y = (I\G, (D), h,V)

sistemini olugturuyoruz. Burada 7 : G — I\G, ¥ gozlenebilir ve asagidaki sema
degigmeli olacak sekilde I\G Lie grubu iizerine kanonik izdiigiimdiir :

. 25 ¥ -
" e

TN\ T o A

i G 2o
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L nin gozlenebilirlik 6zeligi giiclii bir gsekilde I ye baghdir. I y1 olugturmak
icin, ilk olarak, I min I Lie cebirinin hesaplanmasina olanak veren G min TG
es-teget demetinde bir algoritma veriyoruz. Gergekten, L(G) nin her bir P Lie
altcebiri

Ap(g) = (Ry-1)"(PY), ¢€G
gseklinde tamimli G iizerinde bir sag-invariant ortogonal es-dagilim iiretir. A7 mn
Aj w1 kapsayan en kiiciik X-invariant sag-invariant es-dagihm oldugunu ispatli-
yoruz ve Sonug 3.3.3 de,

0y = Ai’, Or =041 + LX(ei-l)

dizisinin A7 ya yakinsadigim ispatlamak igin Isidori-algoritmasim, [6], kullaniyo-
ruz. Ozellikle, bu algoritma, *flag” olarak adlandinlan

K+ =060(e) COy(e) C ... COpe(e) =T+

sag-invariant altuzaylarin sonlu bir dizisini verir. Boylece, I yi elde etmek ign
asagidaki algoritma gozoniine almabilir :

1. Ker(h) nin hesaplanmasi,

2. K Lie altcebiri igin bir B = {Z', ..., Z'} tabammmn segilmesi,

3. B-dual B+ = {w,, ..., w,—} tabammn bulunmas:,

4. (Sonug 3.3.3 ii kullanarak) 7+ icin ad( X )(B+)-birlegmis (-associated ) tabamm_
yani

ad(X)(B*) = {ad'(X)(w;) |0<i<k,1<j<n—1T}
bulunmas:, burada
wd(X) =1, adlX)(w) = () = | (X0
ad'(X)(w) = ad(ad (X )w)), i21, dir

5. T = geren(ad(X)(B*))*, _
6. Integrasyonla yani T ve T, [ teget uzan mm*;:%
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BOLUM 1
GENEL KONTROL SISTEMLERI

1.1 Giris
M bir diferansiyellenebilen manifold olsun ve A (M) de, M nin acik altkiime-
leri fizerinde tamimbh tiim piirtizsiiz (smooth) vektor alanlarmin ailesini goster-
sin. Piirizsiz (smooth) kavrammm C* veya analitik olarak diiglinecegiz. Her bir
X € X(M), M iizerinde yerel difeomorfizlerin bir 1-parametreli grubunu tanim-
lar, yami X i¢in olanakh her bir 1 € R icin, manifoldlar tizerinde vektor alanlar
vasitas ile tiretilmis adi diferansiyel denklemlerin varhik-teklik teoreminden dolaya,
[14],

X¢:idom(Xy)C M —- M (1.1)

nin bir yerel difeomorfizm oldugu elde edilir ve eger v* (-, z), r noktasindaki vektor
alamimin integral egrisi ise, o taktirde

Xo(z) = v¥(t,z) (1.2)
ile tammlidir. Kugkusuz,
X_¢: Xi(dom(Xy)) C M — dom(X,) C M (1.3)

tersidir. Ayrnica, tammlandiginda,

1) Xso X, =Xoia 5

) (X))t =Xle,

iii) X = Id dir.

1.1.1 Ilk Tamm : Bir £ control sistemi, £ = (M, D) seklinde bir ikili olarak
tammmlanmir. Burada M diferansiyellenebilen bir manifold ve D, X' (M) nin bir
altailesidir. ¢
1.1.2 Uyarilar :

i) M ve ¥ min durum uzayr denir.

ii) D nin elemanlan sistemin stratejileri ve ¥ min kontrolleridirler.



iii) ¥ bir

Gs = {X] oX} o...0X] | X’ € D,t; € R,r € N) (1.4)

"sozde (psendo) grubu” tammlar ve ¥ tarafindan M de x in yoriingesi, r de Gg

mn etkisi (action) ile verilir :
Gu(z) = {p(z) | ¢ € Gy }. (1.5)

1.1.3 Tamm : Eger Gy (z) = M olacak sekilde r € M varsa, T sistemine gegishidir

denir. ¢
r~ysy€ Gyglr) (1.6)

ile Gy, ile M iizerinde "~" bagintisim tammlayalim. Elbette, "~ bir denklik
bagintisidar. Ozellikle, eger ¥ gecighi ise, o taktirde

Ge(z)=M, VzeM (1.7)
dir. Aynca ¥ ile birlesmis,
Se={X;, 0X; 0...0X] | X’€D, 1,20, reN} (1.8)

"sozde-yari (pseudo-semi) grubu” elde edilir ve 2 den ¥ min "ulagililabilirlik (ac-

cesthility) kimesi” denilen ¥ ile M deki « in pozitif yoringesi
Sx(z) = {p(z) | ¢ € Sz} (1.9)

dir.

1.1.4 Uyanrlar :

i) Kuskusuz, Sg(z) C Gg(z), Ve M dir,

ii) Sy itarafindan tammlanan M {izerindeki "~ bagintis: simetrik bir bagint: de-
gildir. Gergekten de eger t > 0 ise, o taktirde X_; nin Sy ya ait olmas: gergkmez.

Diger bir deyisle, SEr x

k|

XeDA-XeD (110)
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dir. Kontrol Teorideki temel problemlerden biri Sg(z) = M olacak gekilde M, D
ve r € M altindaki kogullan bulinaktir. Gergekten eger bir r baslangic noktas:
ile baglamirsa problem, £ min D dinamigi ile verilen negatif olmayan stratejiler ile
M nin her noktasina ulagmaktir. Yani Sg(z) = M ne zaman dogrudur? Uyanlar
1.1.4 (i) den dolay,

Se(r) C Ge(z)C M (1.11)
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, £ mn gecigliligi bu problemi ¢ozmek icin gerekli
bir koguldur, ancak yeterli degildir. f)m:-ﬁ;m eger

-~ (n{2)

52(0) = [0,00) C G=(0) =R (1.13)

alimirsa, o zaman,

olur. Bu basit 6rnek kontrol edilebilirlik probleminin gok zor bir soru oldugumu
gosterir. 1970'den beri bir ¢ok matematikgi diferansiyel geometri agisindan kontrol
sistemlerin kontrol edilebilirligi ile ilgilenmistir.

1.2 Kontrol Edilebilirlik

1.2.1 Tamim : £ = (M, D) bir kontrol sistemi ve r € M olsun. ¥ ya:

i) eger Sz(r) = M ise, x de kontrol edilebilirdir,

ii) eger £, M nin her elemamn: iizerinde kontrol edilebilir ise, kontrol edilebilirdir
denir. ¢
Burada, genel kontrol sistemleri igin teorik agidan ¢ok onemli bir sonucu verecegiz.
Bu sonuca, sistemin dinamigi hakkindaki tiim bilgileri koruyan, M deki herhan-
gi bir baglangic kosulu i¢in durum (state) uzaymn yorungesine indirgenmesine
olanak veren Yéringe (Orbit) Teoremi ads verilir.

1.2.2 Teorem (Yoriinge Teoremi, [10]) : Eger £ = (M. D) bir kontrol sis-
temi ve r € M ise, o taktirde Gx(r) yoriingesi bir diferansiyellenebilen manifold
yapisina sahiptir.

ispat : D= {X!,...,X*} C X(M) olsun. Her bir r € M igin, -

Poaltyy - ta) =X} o...0 XE(2) {1.14)



olacak sekilde
pp.x : dom(pp..) C R¥ - M (1.15)

tammlanabilir. Diferansiyel denklemlerin varlik-teklik teoreminden dolayi, her bir
X € X(M) i¢cin M nin baglantih agik bir altkiimesi olan

De{teR|xedom(X,)} (1.16)
kiimesini elde ederiz ve her bir { € dom X,y icin
Xy:dom(Xy)c M- M (1.17)

bir yerel difeomorfizmdir. O halde dompyp ., R* mmn sifinn (orjini) igeren agik bag-
lantih bir altkiimesidir.

p={pp:=X}yo0...0X{(z) | D C D} (1.18)
olsun. O taktirde,
Im(p) = {pp (dompp ;) | D C D} = Gx(x) (1.19)
dir. Gergekten, her bir D C D igin
pp.: : dompp , C R* = Gg(x) (1.20)

fonksiyonunu elde ederiz.
Diger kapsama, G's mn tammindan dolayr agktir. ©, M nin topolojisi olsun.
Gy (z) igin Oy iiretilmis (induced) topolojiyi gozoéniine alabiliriz. Yani

UeOrebr Ve gn U=Gg(x)NV (1.21)
dir,
pp,2() : dompp , C R" — (M, 0) (1.22)
uygulamasi, diferansiyellenebilen tasvirlerin bilegkesi oldugundan, siireklidir. O
taktirde, e '“;__‘.‘;*3_._\
pp,z : dom(pp,e) C R* — (Gu(2), O1) (123)
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her D C D igin siireklidir. ©, ile, her bir D C D igin pp , stirekli olacak gekilde
Gs(z) tizerindeki en ince topolojiyi gosterelim. Boylece, ©; C O, dir. Ozellikle,

(Gx(2),0,) — (M, 0) (1.24)

stireklidir. O halde, Gg(x) Hausdorff uzayidir ve yol-baglantihdir. Gergekten, eger
Gy (z) den herhangi iki nokta alimirsa, r den gegen ve bu iki noktay: birlegtiren
bir egri bulabiliriz. Bundan dolay1, her bir yoriinge bir Haussdorff ve baglantih
topolojik uzaydir. Aynica, ©,, Gg(x) yoriingesinde = den bagmsizdir. Yani

T~y=>0, ve O, denk topolojilerdir. (1.25)
Simetriden dolayi, her bir D C D igin
dom(pp,z) =Gy (x), ©y) (1.26)

nin siirekli oldugunu ispatlamak yeterlidir.
pD,.y(S0) =  olacak gekilde Dy = (Y',---,Y") C D dinamigi ve Sp = (s7,--,s7)
vardir. Fakat, z € Gg(y) dir.

P2, (T, 5) = X,‘l 0... oX,‘t o Y;'l o...0Y, (y) (1.27)
olacak gekilde
dom(pp 2) x dom(pp,y) " " (Ge(2),0,) (1.28)
bilegkesini tammmlayalim. Burada, T' = (t;,....tx) ve § = (s1,...,5,) dir. Dolay-
siyla,
2(0,06).6(T:S0) = pp,2(T) (1.29)

dir. pep ).y Oy ve gore siirekli oldugundan, pp (T), ©, ye gore siireklidir,
Ozellikle,
VD = {X*,....X¥} c D, VyeGg(z) (1.30)

dir.
poy(T) =X} o...0 X (y)
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ile tammh
pp.y s domipp,y) C R* - Gg(z) (1.32)

sireklidir. Diger taraftan,

Pyt dom(pp ) C R~ M (1.33)
piiriizsiiz (smooth) diir. O taktirde, her bir T' € dom(pp ,) icin

dppo(T) : R* = T, (yM (1.34)

onun tirevidir,
z € Gg(z) alahm. boy(M) < o oldugundan,

ﬂ.) FD»F(T) = 2,
b) boy.Im(dpp 4(T)) = s maksimal olacak sekilde (D, T, y) vardr.

iddia : s, z den bagimsizdir.

Iddia’nin Ispati : z;,z5 € Gy(z) olsun. O taktirde, (a) ve (b) gecerli olacak
gekilde sirasiyle z; ve 2 igin (Dy,t1,y1) ve (Dy, 2, y2) vardir. Gegislilikten dolay,
pD,: (T) = 22 olacak gekilde (D, T) vardur.

P(D, D) (21,01) = PP,z © PDy (1.35)
tasvirini gozonine alahm. O zaman
81 < boyIm(p(p,p,) (21,0)) < 52 (1.36)
oldugu agqiktir. Gergekten, z2 ye bagh pp, 4, nin maksimalliginden
boy.Im(pp,p,),(21,m)) < 52 (1.37)
oldugu sonucu gikar. Benzer sckilde,

81 = 82

seklinde sonuglandinlabilir. Boylece, iddia ispatlanmsg olur. :
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y, ¢ in yoriingesinin bir elemam olsun. dpp ,(T) matrisi siireklidir ve dolayisiyla,
boy.Im(dpp y(-)) yan-sirekli bir fonksiyondur. Yani boyut yerel olarak azalmaz.
Boylece, her bir z € Gy(z) igin, pp 4(T) = z olacak sekilde (D, T,y) nin ve IR*
min agik bir V' altkiimesinin varoldugunu ispatlams olduk ve ayrica

ppy:VCRY = M (1.39)

tasviri V' tizerinde rank s nin bir daldirmas: (immersion) dir. Asagidaki sonucu

elde etmek igin daldirma (immersion) larin yerel form teoremini, [14], kullaniyoruz

Asagdaki sema degismeli olacak sekilde IR* da T nin bir U komsulugu, M de z
nin bir W komsgulugu ve ¢, difeomorfizmleri vardir :
v =23 w
" v (1.40)
(-1,1)* = (-,1)"

burada bire-bir ¢ tasviri

i{:],.-qf&) - (rl.°'"!xk.'0v---vo) (1'41)
seklinde tanimhdir ve
AT)=0, ¥(z)=0 (1.42)
dir.
N = ppy(U) (1.43)

olsun. Degismelilikten dolay1.

N=¢ (-1 1)™) (1.44)
dir. ¥ bir difeomorfizmdir, dolaysayla N # in yéringesinde kapsanan M nin bir
altmanifold yapisina sahiptiv. Burada, N nin 6, in bir elemam oldugunu goste-
recegiz. Bu nedenle, N pin M tarafindan uretibmis (induced) topolojili G’g(z) n
acik bir altkiimesi oldugunn gostermek veterlidir, Once, N,

RN M (1.45)
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bilegkesinin diferansiyellenebilir oldugunu gérelim. Gergekten, j kapsamas: bir
daldirma (immersion) dir ve pp , siirekli oldugundan, diferansiyellenebilir oldugu

sonucuna varihr, [14]. Dolayisiyla, her bir pp.y € N icin
dpp y(TNTrU) = Im(dpp 4(T)) C Top ,cnnN (1.46)

dir. Ozellikle, T deki pp,y nin kismi tirevleri bu altuzayin elemanlandir. Boylece,

her bir ¢ = 1,2, ..., k icin,
| 8 |< € = ppy(t1s-esti + 8yursti) EN (1.47)

olacak sekilde ¢; > 0 vardir. Bu, N deki her bir elemammn bir komsuluga sahip
oldugunu gosterir. Dolayisiyla

N — Gg(x) (1.48)

kapsamasi goriintiisii iizerine bir homeomorfizmadir. Charts (goregler) ailesini

olugturahm :
V= {(ppy(U):¥lpp,n) | PCDx, ye€Ge(z), U=U(D,y,T)} (1.49)

V., Gx(z) tizerinde bu yoriingeye bir diferansiyellenebilen manifold yapis: veren bir

maksimal atlastir. Gergekten, eger V; = ¢,;(U; NT7) ise,
"’bllpﬂl-n“’l) oﬂ,;llpﬂz-u“"ﬂ = c*™ (150)

dir. Ciinkii, ¢y o ¢~ € C™ dir.
1.2.3 Uyari : £, M lzerinde bir kontrol sistemi olsun. X € D = Dy, ise, o taktir-
de her bir y € dom(X) N Gg(z) igin ve her bir olanakh ¢ i¢in X;(y) € Gg(z) elde
edilir. Ozellikle, X, € T,Gy(z) dir. Yani X bu yoriingeye tegettir. Dolayisiyla,
¥ y1 Gx(x) lizerinde gozoniine alabiliriz ve o zaman genelligi bozmadan ¥ nin M
iizerinde gegigli oldugunu kabul etmek her zaman olanaklidr. i

(Gg(z),1) nin bir daldirma (immersion) olarak kullamldig géritliigyor. ©  * "

Sonugta, her bir z € M ve her ¥ igin TGy () teget demetini inceliyoruz.
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¥ bir kontrol sistemi olsun.
Dy, ={pe0Xo0p™? | p€EGy, X e€Dg) (1.51)
ile tammh Dy min Dy, geniglemesini gozoniine alalm, Kugkusuz,

Dy C Dg, (1.52)

X =p.0Xo0p™? (1.53)
olsun. O zaman her bir olanakl ¢ icin
(PX ) =10 Xyop™] (1.54)
dir. Dolayisiyla z € Gg(x) icin
A(z) =: geren. Dy, (2) (1.55)

T.Gx(z) in bir vektor altuzayidir. Yani A(z) € T.Gx(z) dir. Asagidaki Yardimer
Teorem diger kapsamay verir.

1.2.4 Yardime:r Teorem : D C Dy ve z = pp .(T) olsun. O taktirde
Im.dpp (T) C A(z) (1.56)

dir.
ispat : #(D) tizerinden tiimevarimla ispatlamir. Dy, daki her bir vektor alam Dy,
ye ait oldugundan, n = 1 igin sonug derhal ¢ikar.

Di(T )=z ve Dft,T)== (1.57)
koguluyla
D= (X'..X*" ve D=(XX'.XY (1.58)
yi gbzdniine alalm. O taktirde, oy

%

8) 4:2D,e(t.T") = (Xe)u 0.0 (XiZ))u 0 XX, 0.0 X[ (2)) dlir,
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b) Im.dpp +(t,T") = geren{ 5r-pp «(t,T") | i = 0,1,....k} dir.

Sonug olarak,
dpp (1, T"(R*) = (X¢)udpp, (T')(R*) + R - X, (1.59)
dir. Tiimevarim hipotezinden dolay,
Im.dpp, (T") C A(zy) (1.60)

elde ederiz. Diger taraftan, A mn tanmundan dolayi, A mn Gy-invariant (Dyg-

invariant ) oldugunu goriiriiz. Yani eger

w=-,p.o)f'0ga"' e A (1.61)

ise, o taktirde
(Xe)eowoX_y=(Xeo0p)eoX'o(X,0p) €A (1.62)

dur. 6zeﬂikle,
(Xe)aIm.dpp, (T') C (Xe)eA(21) = A(2) (1.63)

oldugu goriiliir. IR - X, C A(z) oldugundan, ispat tamamlannus olur.
1.2.5 Onerme : Her bir z € Gx(z) igin,

T,Gs(z) = A(2) (1.64)

dir.

Ispat : Yériinge Teoreminin ispatinda, her bir z € Gy(z) igin, (D,T.y), y €
Gx(z), ppy(T) = z ve ppy(U), Ge(z) in agik bir altkiimesi olacak sekilde T nin
bir U komgulugunun var oldugu gésterilmisti. O zaman,

Im.dpp o(T) = T:Gg(x) (1.63)

oldugu agiktir, (her bir agk kiime tiim olanakh yénleri kapsar), Gzellikle,
L Ty,

.",.}
=t B

T.Gx(2) € AG) ERR
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dir.
1.2.6 Uyarilar :
i) [X,Y] ile gosterilen X,Y € X(M) nin Lie parantezinin

[X,Y]= XY -¥X (1.67)

ile verilen X(M) de yeni bir vektor alam ile tammlandigim hatirlatmak istiyo-
ruz. D C X(M) olsun. gereng a(D) ile, D tarafindan iiretilmig A’ (M) nin Lie
altcebirini, yani D yi igeren X'(M) nin en kigiik altcebirini gosterecegiz.

ii) Sadece Dy ailesi gozlenerek, D deki elemanlann tim Lie parantezlerini olug-

turabiliriz. Gergekten, eger Y, X € D ise,

I, Xl x)= 4 (Y_¢)e 0 X 0 Yy(z) (1.68)
dt|,_,
dir. iii) Bir ¥ analitik kontrol sistemi i¢in,
L(XY) = gereng 4. D (1.69)

Lie cebiri ile £ nin yoriingelerinin elde edilebildigini ispatlamak olanakhdur, [10].
Diger bir deyisle, her bir € M igin,

L(Z)(z) = A(x) (1.70)
dir. Ozellikle, L(E) integrallenebilir dagilimn Iny(s) integral manifoldlan
Inys)(z) = Ge(z), VzeM (1.71)
ile verilir.
1.3 Gozlenebilirlik
1.3.1 ikinci Tamm : Gozlemeli bir ¥ kontrol sistemi
Y =(M,D,AN) (1.72)

ile belirlidir. Burada, M ve D Tanun 1.1.1 deki gibidir. N bir M‘}%@
manifold ve h : M — N bir piiriissiiz (smooth) fonksiyondur . A
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N ye gozleme (observation) uzay ve h ye ¥ mmn gikag (output) tasviri denir.

1.3.2 Tamum : ¥ bir kontrol sistemi olsun. z,y € M noktalarmma, eger

hop(z)=hoyp(y), VYee€Ss (1.73)

ise, ¥ igin ayird edilemez denir. &
1.3.3 Uyanr1 : r ~ y & r ve y ayird edilemez

bagitis: genel olarak bir denklik bagintis1 degildir. Bu durum, D ye baghdir.
Gergekten :

Eger D sadece analitik vektor alanlanm kapsiyorsa ya da D forward complete ise,
vani her bir X € D igin, X her bir ¢ > 0 i¢in iyi tammb ise, o taktirde "~" bir
denklik bagintisidir, [11]. Sonugta bu ozeligi kabul edecegiz ve = in denklik sinifin
¥ ile gosterecegiz.

1.3.4 Tamum : ¥ bir kontrol sistemi ve + € M olsun. ¥ ya :

i) Eger # NU = {z} (Vz € M) olacak gekilde z in bir U komsulugu varsa, z € M
de (M iizerinde) yerel gézlenebilir dir,

ii) Eger #NM = {z} (Yz € M) ise, z € M de (M iizerinde) gozlenebilir dir, denir.
¢

Diger bir deyisle, eger uygulamalann h o Sy ailesi z 1 (M tizerindeki noktalan), M
nin herhangi bir noktasindan aymnyorsa, £, r € M de (M tzerinde) gozlenebilir
dir.

1.4 Ornekler

1.4.1) IR" tizerindeki diferansiyel denklemlerin
D= {i=Azr+Bu|uecRY) (1.74)

ailesini gézonine alahm. Burada, 4 € M (R) ve B € M, ((R) .

Gx(0) = Sg(0) = Im(B) yi igeren IR™ nin en kugik A-invariant altuzay olduguan

ispatlamak olanakhdir, Bu sonug, Kalman et al. [7], tarafindan elde edilmigtic.

Bundan, £ = (IR", D) lincer kontrol sisteminin kontrol edilebilirhi icin Kalman

rank kogulu sonueu gikar, Yami

2, R" de btontral edilebilirdir &
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rank(BABA*B... A" 'B)=n

(1.75)

&

I1. Bolimde, Lie gruplan tizerinde genel Lineer kontrol sistemleri i¢in Kalman rank

kogulunu inceleyecegiz. Orada, Abelian gruplar disinda rank kosulunun kontrol

edilebilirligi karakterize etmedigini ispathyoruz.

1.4.2) (1) Bu ornekte, kontrol edilebilirlige karar vermek igin sadece rank kogu-

lunu kullamiyoruz.

r 1 1)\ (= 1
2={(:)-G 2)()+ ()
ile © = (IR%, D) kontrol edilemezdir.
(ii)

ile © = (IR?, D) kontrol edilebilirdir.
1.43) M=R?ve
@+f% 0
o-{(s )}
vi gozoniine alalim.

O taktirde, £ = (M, D) nin yériingeleri :
i) b> 0, Gx(a,b) = {(z,v) |y > 0},
ii) =0, Gx(a,b) = {(z.y) |y = 0},
ili) b <0, Gg(a,b) = {(z,y) | vy < 0} dir.
¥ min pozitif yoringeleri :
i) >0, Sp(ab) = {(s,p) | L Sysbh r2al
ii) b<0, Sp(a,b) = {(x,9) |0Sy <%, 2>a}dr
1.4.4)
G = SEy(R) = {4 € M(R) | detd = 1)

grubunu ve
EG) = sh(R) = {4 € My(R) | tvd = 0}

uE]R}

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.39)

) -

(1.30)
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ile verilen grubun L(G) Lie cebirini gozoniine alalim.

X:(g é) Y:(‘l] g) (1.81)

olmak tizere
D ={X +uY |ue R} Csl(R) (1.82)

dinamigini yine gozoniine alalim. Akiglar (Aows)
et 1 4
X.=(0 1), }1.=(‘~J I)ESLz(IR) (1.83)
dir. £ = (IR%, D) i¢in
Gs(a,b) = R*\ {(0,0)}, ve (1.84)

ejer a®+bB £0 ise, Gs(0,0) = {(0,0)}, (1.85)

elde edilir. Oysa, ¥ kontrol edilemezdir. Ornegin, eger a > 0. b > 0 ise, o
taktirde
Su(a,b) = {(x,y) | * = a} (1.86)

dir. Asagidaki 6rnek invariant kontrol sistemlerin simifina aittir, [2].
1.4.5) @G 3-boyutlu Heisenberg grubu, yani

{9

z,Y,2 EB} (1.87)

ol ~ N ¥ ]

olsun. G izerinde

0 1 0 0 0 0
A=00"0 0 ve Y=10 0 1 (1.88)
0 0 0 0 00
invariant vektor alanlarnu, yani G min
0 a ¢ ;- i ~%
L(G) = 0 0 b]labceR (1.89)
o 0 0
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Lie cebirindeki elemanlar gézoniine alalim.
D ={X +uY |u € R} (1.90)

yi tammlayalim. £ = (G, D) sistemi gecislidir. Bu durum. Uyan 1.2.6 (iii) in
sonucu olarak elde edilir. Gergekten,

A(e) = geren{X,Y,[X,Y]} = L(G) (1.91)

dir. Ozellikle, G nin e etkisiz elemanimn vorungesi G ile ¢akisir. ¥ mn kontrol
edilemez, yani

Syl ﬁ)g G, [2], (1.92)

oldugunu ispatlamak olanakhdur.

1.4.6) IR" dizerinde gozlemeli bir lineer kontrol sistemini gézoniine alalim.

& = Az + Bu (1.93)
ve
Wz)=C-z, C € M,x(R) (1.94)
olsun. o
0= () Ker(C - A") (1.95)
i=1
oldugu biliniyor. Buradan,
L=(R",D,hR*"), [6], (1.96)

lineer kontrol sisteminin gozlenebilirligi i¢in rank kosulu sonug olarak ¢ikar.
¥ gozlenebilirdir <> ¥ yerel gozlenebilirdir <

C
CA :
CA?
rank ; =n “(1.97)

\can-1)
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-

[II. Boliimde, Lie gruplan tizerinde genel lineer kontrol sistemleri igin gozlene-

bilirlik rank kogulunu inceleyecegiz. Yerel ve global gozlenebilirligi karakterize

edecegiz.
1.4.7)
¥ =(R% D,h,R)

sistemini gozoniine alalim. Burada,

x 0 1\ (), (0
2={()=( ) )+ ()
dir, Asagidaki iki durumu inceleyelim :

i) h(z,y) = z olsun.
10\ _,

ii) A(x,y) = y olsun. Bu durumda,

0 1
(0 0) =

uE]R}

elde edilir ve ¥ gozlenebilirdir.

dir ve ¥ (yerel) gozlenemezdir.

(1.98)

(1.99)

(1.100)

(1.101)

Asagndaki iki Srnek ikililineer kontrol sistemlerinin simfina aittir, (6], [8].

1.4.8)
¥ = (R% D,h.IR)

sistemi,

o-{(3)=[(3 5)++( DI G)len)

h(z,y) =y

seklinde tammb olsun. ¥ gegigh degildir. Gergekten,
i) b> 0, Ge(a,b) = {(z,) | y > 0},

ii) b =0, Gx(a,0) = {(a,0)},

iii) b < 0, Gx(a,b) = {(z,y) | y < 0} dur.

(1.102)

(1.103)

(1.104)



Bundan basgka, eger a > 0, b > 0 ise,
Se(a.b) = {(z,y) |y >0, z2>a} (1.103)

dir. Ozellikle, ¥ kendi yoriingesi fizerinde kontrol edilemezdir. Diger taraftan,
etkisiz noktamin denklik sinifi h nin gekirdegi ile cakisir. Boylece, sistem gozlene-
mezdir.

1.4.9) IR?® uzerinde

0 10 000 r
D= 0 0 0)+u|0 0 1 ylueR (1.106)
0 00 0 0.9 z
ve
h(z,y.z) =(z.y) (1.107)
seklinde tanimh
h:R?* > R? (1.108)

—————

Gs(a,b.c) = {(z.y,2) | z 2 ¢} (1.109)

Sg(a,b,c) = {(z,y,2) |2 2a, y2b z22¢} (1.110)

elde ederiz ve 0 apagk (trivial) oldugundan sistem gozlenebilirdir.
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BOLUM 11
LIE GRUPLARI UZERINDE
LINEER KONTROL SiSTEMLERININ
KONTROL EDILEBILIRLIGI

2.1 Girig

Bu kismin amaci, durum (state) uzaymin baglantih reel sonlu boyutlu bir G' Lie
grubu oldugu ve D dinamiginin u € ¥ kontrolleri ile parametrelenmis G tizerindeki

: m
g(t) = X(g(t) + Y u;Y7(g(1)) (2.1)

=1
diferansiyel denklemlerinin ailesi ile belirlendigi £ = (G, D) seklindeki sistemlerin
bir belirli simifi olan lineer kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirlik 6zeligi hak-

kinda bilgi veren cebirsel kogullan incelemektir. Burada, X G nin sonsuzkiiciik
(infinitesimal) bir otomorfizindir. Yani X vektor alam tarafindan tiretilen

T ={X;|te R} (2.2)

akigi (flow) G-otomorfizmlerinin bir 1-parametreli grubudur. Y7, j = 1,2,...,m,
kontrol vektorleri G nin L(G) Lie cebirine aittir. L(G) yi sag-invariant vektor alan-
larimin kiimesi olarak diigiinecegiz. u = (uy,uy,.... Um ) giris fonksiyonlan parcal
kisitlanmayan kabul edilebilir (admissible) kontrollerin i/ simfina aittir. Yani

u: [0,00) = R™ (23)

parcah sabit bir fonksiyondur.
D, T ile birlesmis vektor alanlanmn ailesidir. Yam
D={X+) u;Y’|ueR"} (2.4)
i=1

dir. Sistemlerin bu simfi R" tizerindeki lineer kontrol sistemlerini genellestirir.

Gergekten, eger L, IR" iizerinde kisitlanmayan zaman-invariant bir Li trol
" G

sistemi ise, o taktirde L r g *%;

i = Ax + Bu : ; (2’:5}

. . " Iy
.“f
T
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dinamigi ile belirlidir. Burada, z € R", u € & ve A ve B uygun boyutlu sabit

matrislerdir. B nin siittunlanim by, by, ... b,, ile gosterelim. O zaman, L yi
m
* =Azr + Z uyb; (2.6)
J=1
ile tammlayacagiz. Burada, b; sabit vektériiniin R" fizerinde
Y/ (z)=b;, r€RR" (2.7)

geklinde verilen bir sag-invariant ¥/ vektor alami tammladig bilinmektedir. Ayri-

ca, [9] da Markus tarafindan isaret edildigi gibi,
Ar=e¢"4, teR (2.8)

ile verilen A lineer vektor alaminim akigi (flow) tiim IR"-otomorfizmlerinin Lie gru-
bu olan GL,(IR) a aittir. Boylece, L = (G. D) dir, burada G, IR" degismeli Lie
grubudur ve

D={A+) w;Y’ |ue R"} (2.9)
=1
dir. L i¢in rank kogulunun anlam :
boy.geren{by,...,bm,Ab, ..., Aby,..., A" by,... . A" b} =n (2.10)

dir. Asagida, L nin kontrol edilebilirligi i¢in temel teoremi verecegiz.
2.1.1 Teorem : (Kalman R., Ho Y., Narendra K., [7]).
L, R" iizerinde bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde, asagidaki ifadeler
denktir :
a) L, IR" iizerinde kontrol edilebilirdir,
b) L, rank kosulunu saglar. &
Markus [9] da, GL,(IR) mn altgrubu olan bir ¢*-boyutlu G matris Lie grubu iize-
rinde ve dinamigi 3

P=(XP-PX)+Y wY'P (2.11)

=1
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seklindeki G tizerindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesi ile tammlanan ¥ lineer
kontrol sistemi kavramim veriyor. Burada, X sapan (drift) vektor alam tiim n x n
reel matrislerin M,(IR) Lie cebirine aittir ve her bir j = 1,2,...,m icin Y7 sol

carpma ile tanimlanir. Yani G nin Lie cebirindeki elemanlardir. Bu durumda
X(P)=XP-PX (2.12)
vektor alam tarafindan firetilen
X((P) = ' Pe™'X (2.13)

akig1 (flow) belirli sonsuzkiigiik (infinitesimal) bir otomorfizmdir. Bu tip sistemler
icin yazar asagidaki sonuglan elde ediyor :

2.1.2 Teorem : (Markus L., [9])

G nin ¢ etkisiz elemammn Y-ulagilabilir (-reachable) kiimelerinin G de kapamsglan
vardir :

a) Her bir t > 0 igin, Uy <, Gt C S8 (e) dir,

b) Uy<: Gt C St(e) dir.

Burada
Gy = X Goe*~, (2.14)
L(Gy) = gereng 4 {e” ¥ Y™ | j=1,2,...,m} (2.15)
Lie cebirli bir Lie grubudur. o

Lineer kontrol sistemlerinin bu sinifi i¢in Lie cebiri rank kogulunun anlam :

boy.gerens o (Y7, ad(X)(¥?),-..,ad" “{(X)(¥7)|j=1,...,m} = boy(G)
(2.16)

dir.

2.1.3 Teorem : (Markus L., [9]) :
Eger ¥, G tizerinde kontrol edilebilir ise, o taktirde ¥ Lie cebiri rank kogu'lunp

saglar. ¢
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Bu kisimda, Teorem 2.1.1, 2.1.2 ve 2.1.3 ii genel lineer kontrol sistemlerine genis-

letiyoruz. Bundan baska, Teorem 2.3.7 de
boy.geren{Y” ,ad(X)(Y?),...,ad” “Y(X)(Y')|j=1,...,m} = boy(G) (2.17)

ile verilen genel rank kogulunun ¥ min kontrol edilebilirligi icin yeterli cebirsel bir
kogul oldugunu gosteriyoruz. Ozellikle, Kalman Teoremini Teorem 2.1.1 'i Abelian
Lie gruplarina genellestiriyoruz. Ancak. Lie cebiri rank kosulu kontrol edilebilir-
ligi karakterize etmez. Bunu gostermek icin 3-boyutlu basit baglantih sifir gigli

(nilpotent) Heisenberg grubu tizerinde bir ornek verecegiz.

2.2 On Bilgiler
Bu ¢aligma, Lie gruplan iizerindeki dinamik sistemlerle ilgilidir. Vektor alanlarmin
iki farkl simfi olarak sonsuzkiiciik (infinitesimal) otomorfizmleri ve sag-invariant
vektor alanlarim gozontine aliyoruz. Eger G reel baglantih sonlu boyutlu bir Lie
grubu ise,

[X,Y]=XY -YX, XY e€X(G) (2.18)

olagan parantez ile G lizerinde global olarak tamml tiim analitik vektor alanla-
rin Lie cebirini X(G) ile, gosterelim. G baglantih oldugundan, G-otomorfizmlerin
grubu olan Aut(G) nin bir Lie grubu yapisina sahip oldugu, [5], sonucu gikar. Ger-
gekten, Aut(G) yi L(G)-otomorfizmlerinin lineer grubunun kapah bir altgrubu ile
6zdeslemek olanakhdir. Eger X tarafindan iiretilmig

T={X|teR} (2.19)

akigi (flow) G-otomorfizmlerinin bir 1-parametreli altgrubu ise, tammdan dolay:
X, G nin bir sonsuzkiigiik (infinitesimal) otomorfizmidir. Aut(L(G)) nin Lie cebiri
L(G) iizerinde tiirevlerin cebiri oldugundan, [13], T nin L(T) Lie cebiri Der(L(G))
nin bir alteebiri olarak goriilebilir. Bu 6zdegleme altinda, her bir ¥, Z € L{ G) igin

W[V 2]) = (¥ ), Z] + [V,(2)] (2:20)
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olacak sekilde her bir w € L(T) dir. Diger taraftan, her bir ¥ € L(G) elemam
Y(e) ile belirlidir. Gergekten

Y(9)=(Ry).Ye, g€G (2.21)

dir. Burada, R,, G tzerinde g-sag oteleme doniigiimiinii gosteriyor ve * tiirev
anlamindadir.

G tizerinde bir A dagilhimimn her ¢ durumu igin T, G teget uzayimn bir altuzayimin
bir se¢imi oldugunu belirtelim. Bir Z € X(G) vektor alani, eger

Z(g)e Alg), YgeG (2.22)

ise, A ya aittir. Bir A dagilimina, eger boy.A(g) ¢ den bagimsiz ise, dizenli
(regiiler) dir, denir. Eger X € X(G) ve 1 = 0,1,2,... ise, asagidaki lineer donu-
sumleri tiimevarimla tammlayacagiz

ad'(X) : X(G) — X(G) (2.23)

ad(X)=1d ve i>1 igin ad'(X)=[X,ad' '(X)] (2.24)

dir.

Jacobi o6zdesligi, ad(X) in Der(X(G)) ye ait oldugunu gosterir.
Bir A dagilimina :

a) Eger

ad(X)}A)C A

—
o
b
(4]}

T

ise, X-invariant (ad(X )-invariant) tir,

b) Eger A her X € A igin X-invariant ise, direvhi (involutive) dir, denir.

Eger A diizenli (regiler) ve diirevli (involutive) ise, Frobenius Teoreminden, [14],
integrallenebilir oldugu sonucu qikar. Ina(g) simgesiile G de g noktasindan gegen
A min maksimal integral manifoldunu gosterelim. Yani Inal(g)

Talnalg) = Alh), Yh € Inalg) (2.26)

olacak gekilde G nin en bityiik baglantih daldunlmg (immersed) ahmmii:ldndu.
A, G iizerinde X-invariant integrallenebilir bir dagilm olsun. X € X(G) vektor
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alam tarafindan iiretilmig (X;)iem akisin (flow) integral manifoldlar integral
manifoldlar igine tagidigy, yani g € @ icin

Xi(Inalg)) = Ina(Xi(g)), Yte R ,[6], (2.27)

oldugu sonucunu gkaracagiz. Son olarak, G nin baglantih Lie altgruplan ve L(G)
nin Lie altcebirleri arasinda bir eglemenin var oldugunu belirtelim. Bu egleme al-
tinda, normal altgruplar idealler ile birlesmistir, [13]. Eger H, G nin baglantih
bir Lie altgrubu ise, o taktirde her bir h € H, exp(tZ) seklindeki elemanlarm bir
sonlu carpinudir. Burada, Z, H mn L(H) Lie cebirine aittir ve ¢t € IR dur, [12].

2.3 Kontrol Edilebilirlik
T mn kontrol vektorleri tarafindan iiretilmig olan L(G) nin Lie altcebirini H ile

gosterecegiz. Yani
M = gerene 4 {Y,..., Y™} (2.28)

dir. L(G) nin her bir V' altuzay iteleme donigiunii vasitasiyla
Av(g) =(Ry)V, g€ G (2.29)

seklinde tammb bir sag-invariant Ay dagihmum iiretir. Asagidaki temel sonucu
verelim :

2.3.1 Yardimc: Teorem : X bir sonsuzkiigik (infinitesimal) otomorfizm ise, o
taktirde L(G) her bir i > 0 igin ad'(X )-invarianttar.

Ispat : Yardiume: Teoremi i = 1 igin ispatlamak yeterlidir. ¥ € L(G) alahm. O

Zaman

(X, ¥](e) = ~Y.X = - di Xsastiry (2.30)
ol P
dir. Diger taraftan, "

(X, Y](g) = a0 (X_f).(Yx.{,}) (2.31)

=0

d d _

= {ﬁ l.uﬁ.; '_qx i O 1”, o X{[g) " 1[2.32)
skl &l mox femv) £ '(':;m

dt r.n“' i) g
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=22 (B)Xeupiors 55
s=0

= (Ry):[X,Y](e) (2.35)

dir. Boylece, [X,Y] X(G) de sag-invariant bir vektor alamdir. Sonug olarak,
VY € L(G) i¢in [X, Y] € L(G) dir. Q¢
H yi kapsayan L(G) nin en kiigitkk ad(X )-invariant alt cebirini (X | M) simge-
si ile ve, sirasiyle H ve (X|H) Lie cebirli G nin baglantili Lie altgruplarim da
H ve (X|H) simgeleri ile gosterecegiz. A = Ax|x) mn bir diirevli (involutive)
ve diizenli (regiiler) dagihm oldugu agiktir. Frobenius Teoreminden dolayy, [14],
A integrallenebilirdir. Eger Ina(g) G deki ¢ durumundan gecen A nin integral

manifoldunu gosteriyorsa, o taktirde A nun ad( X )-invariant Tig
Xi(Ina(g)) =Ina(Xi(g)), VteR ,[6], (2.36)
olmasim gerektirir. A sag-invariant bir dagilim oldugundan
Inalg) = (X|H)g, Yge&G (2.37)
dir. Ozellikle, her bir reel t sayis1 icin
Xi((X|H)g) = (X|H)X(9) (2.38)
dir. Ote yandan, G nin ¢ etkisiz elemam T nin bir sabit noktasidir. Buna gore,
X:((X|H)) =(X|H), VteR (2.39)

dir. Boylece, agagidaki 6nerme verilebilir :
2.3.2 Onerme : £ = (G, D), X bir sonsuzkiicitk (infinitesimal) otomorfizm ola-
cak sekilde bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde

X € Aut((X|H)), VteR (2.40)
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Onerme 2.3.2, (X|H) Lic grubunun T-invariant oldugunu gosterir. Yani
T -5 Aut((X|H)) (2.41)

kanonik tasviri ve

(X|H) x T C G x Aut(G) (2.42)

carpim Lie gruplan ¢arpimim goézoniine ahnabilir. 7 nin bir
(X|H) x T — (X|H) (2.43)

(9. Xe) = Xi(9) (2.44)

analitik etkiyi (action) iirettigi sonucu qikar. Eger g1,92 € (X|H) ve Xy, Xy, € T
ise,

(91, Xe, N92, Xoy) = (X4, (92)91, Xty 40,) (2.45)
¢arpiminin ¢arpim manifoldu {izerinde bir Lie grubu yapis: tanunladig gériilebilir.
Gergekten,

(91, X1,). (92: X0)) = (91 - X —s(95) (2.46)

uygulamasi analitiktic. Bu yap ile (X|H) x T ye 7 ye gore (X|H) ile T nin
vari-direkt garpim denir, [13}, ve bu grubu

S=(XIH)®T (2.47)
ile gosterecegiz.
(g1, Xe)(g2, Id)(g1, Xe)™" = (g1 - Xie(g2) - 97", Id) (2.48)

formulii (X|H) mn S nin kapah normal bir altgrubu oldugunu gosterir. Diger
taraftan, R0
(XM =5 (X H)
cep | | exp (2.49)
Ay
(X |H) — (X|H)

degismeli gemas:

T — Aut((X|H))
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uygulamasim iiretir ve p ile gosterilen onun tiirevi (X|H) de T nin L(T) Lie cebi-

rinin bir gosteriligidir. Yani
L(T) % End((X|H)). (2.51)

p(L(T)) C Der({X|H)) (2.52)

olacak gekilde Lie cebirlerinin bir homomorfizmidir. Gergekten, her bir w € L(T)
icin

plw)(Y) =[w,Y], VY € (X|H) (2.53)

dir. p, (X|H) x L(T') Lie cebirlerin ¢arpinn tizerinde bir Lie cebiri yapisim kurmaya

olanak saglar. Gergekten, eger Y1,Y; € (X|H) ve wy,w; € L(T) ise,
[(Y1,w1), (Y2, w2)] = ([Y1,Y2] + p(wy )(Y2) — p(w2)(Y1), [wr, wa]) (2.54)

parantezi iyi tammhdir ve bu ¢arpimu, p ya gore (X|H) nmn L(T) ile yan-direkt
carpimu adi verilen bir Lie cebirine doniigtiirtir, [13]. Bu Lie cebirini

s =: (X|H) ® L(T) (2.55)

ile gosterelim. Asagida, bir lineer kontrol sistemin Lie cebirini karakterize edecegiz.
2.3.3 Teorem : ¥ = (G, D), X sonsuzkiigiik (infinitesimal) bir otomorfizm olacak
sekilde bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde

L(T) = (X|H) @ L(T) (2.56)

dir.
ispat : L(T) bir Abelian cebir oldugundan,

[s.s] C (X|H) (2.57)
elde edilir. £ min X sapan (drift) vektor alammn

o S, o - (2.58)
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ile L(T') nin w dogurayim (generator) iirettigini belirtelim. Burada

d| .
w=— 'zo.x, € L(T) (2.59)
dir.
L(Z) - (X|H) @ I(T) (2.60)

kanonik tasvirinin Lie cebirlerin bir izomorfizmas: oldugunu gergeklestirmek icin,
D iizerinde elemanlar alip ve dolayisiyla parantezi hesaplayalim. Bunun i¢in L(X)
mn doguraylarmi, yani
L(X) = gerenc.a {X + Z u;Y7|j = 1,...,m}, (2.61)
=1
ve X + Y% X + Y7 seklindeki iki elemam gozéniine almak yeterlidir. X(G) de

parantezin ikililineer 6zeligi
[X+Y' X +Y]=[Y, V] +[X, Y]+ [V, X] (2.62)

oldugunu gosterir. Bundan ve s igin parantez tammndan Teoremin dogru oldugu
qikar. &
Lie gruplarmn bir yan-direkt ¢arpinumin Lie cebirinin, gruplann Lie cebirlerinin
vari-direkt ¢arpim ile izomorfik oldugu bilinmektedir, [13]. Bagka bir deyigle, bu
ozel hal i¢in agagidaki sonucu verelim :

2.3.4 Sonug : £ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde

L) L((X|H)®T) (1.63)

dir. ¢
¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun ve tiimevarun yoluyle ad( X )( H)-dizisini

asagidaki sekilde tammlayahm :

Ho=H (2.64)
H; = Hi—y +ad'(X)H), ieN,. (2.65)

burada |
ad'(X)(H) = {[X,ad" (XYY € H} (2.66)

. o E
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dir. Her bir ¢ igin Ay, dagilim diizenli (regiiler) dir. Gergekten, Yardimer Teorem
2.3.1, H; nin L(G) nin bir alt uzay1 oldugunu gosterir. Ozellikle, sonlu boyutlu
Lie gruplarim gozoniine aldigimizdan ve H # 0 oldugundan, ad(X )(H)-dizisi p de
stabilize olacak gekilde, yani

olacak sekilde en kiigiik bir p 0 < p < boy(G) tamsayis: vardir.

2.3.5 Teorem : ¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun. Eger ¥ gecisli ise, o
taktirde £ Lie cebiri rank kosulunu saglar.

ispat : Eger ¥ gegisli ise, o taktirde Uyan 1.2.6 dan dolay1,

Gs(e) = (X|H) =G (2.68)

dir. Gergekten, ¥ bir analitik kontrol sistemi oldugundan, ¢ € G noktasindan
gecen L(Y) mn integral manifoldu ¢ nin yoériingesi ile cakigir. Yani Inyx)(e) =
(X|H) dir. Ciinkii, X, = 0 dir ve Onerme 2.3.2, her bir g € (X|H) igin

Xi(g)e(X|H), VieR (2.69)

oldugunu gosterir. Ozellikle,

d
& Xi(g) € T,(X|H) (2.70)
=0
dir. Sonug olarak,
X, € (Rg)o(X[H) (2.71)
Yani
X, € Axpoly), Vg € (X|H) (2.72)
dar.
boy.gerenc.a Y, ad (X)¥YH0<i<pl<j<m}=n  (273)
sonucu derhal gkar. Boylece, ¥ rank kogulunu saglar. o

2.3.6 Uyar1 : Ozellikle, Teorem 2.3.5 Lie cebiri rank kosulunun ¥ nin kontrol
edilebilirligi icin gerekli oldugunu gosterir. Gergekten, Sp(e) € Gx(e) dir. - _‘
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Asagida, G nin e etkisiz elemamnm Z-ulagilabilir (-accessibility) kiimesinin kapa-
migi hakkinda [4] den bir teorem verecegiz.

2.3.7T Teorem : £ = (G, D), baglantih G Lie grubu tizerinde bir lineer kontrol
sistemi olsun. O taktirde

U X«(H) c Sg(e) (2.74)
t>0

dir.

Ancak, Lie cebiri rank kosulu lineer kontrol sistemleri icin kontrol edilebilirlik 6ze-
ligini karakterize etmez. Bir sonraki kisunda, bunu sifir giicli (nilpotent) basit
baglantih bir Lie grubu olan Heisenberg grubu iizerinde bir 6rnekle gosteriyoruz
(bakimz Ornek 2.4.3).

Kontrol edilebilirlige bir yeter kosul elde etmek i¢in agagida yeni bir cebirsel nesneyi
kullanacagiz. Hp, H yi iceren L(G) nin ad(X )-invariant bir altuzay: oldugundan,

H; cIXH), Yi=12.... (2.75)
sonucu derhal ¢kar. Ozel olarak,
Hp-1 +ad”(X)(H) C (X|H) (2.76)

elde edilir.
V = geren{Y?,ad(X)(Y?)|i=0,1,....p, j=1,...m]} (2.77)

seklinde tanimh L(G) nin V' altuzayim gozoniine alahm. Eger boy(V') = boy(G)
ise, ¥ rank (ad-rank) kogulunu saghyor diyecegiz.
Asagnda, A.A. Agrachev et al., [1], a ait bir teorem verecegiz.
2.3.8 Teorem : G baglantili bir Lie grubu ve ¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi
olsun. Eger T rank kogulunu saghyorsa, o taktirde ¥ kontrol edilebilirdir.
ispat : g(t.u) ile, u € U C Lo([0,],IR¥) kontrolii ve ¢ baglangig kosulu ile
belirlenmig =

g=X(9)+Y uY'(g) e 42.78)

=1
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diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii gosterelim. Her bir ¢t > 0 igin Ey(u) = g(t,u)
ile tanimh
Ei:U -G (2.79)

ug nokta tasvirini gézoniine alalim. Bu tasvir piiriizsiiz (smooth) diir ve 0 daki

(Fi)o tirevi u = 0 sabit kontroliiniin bir B komsgulugunda tammbdir ve

t m
(Foo(u()) = [ =m0y wy(¥yar, ) (2.80)
s j=1
ile verilir.
(10, (Fo(u(-))) =0, Vu(-)€ B (2:81)

olacak sekilde T.G teget uzaymn TG dual uzayinda bir w vektoriintin varoldu-
gunu kabul edecegiz. Ozellikle,

j;Z(w.e*'*"’“'"f‘“(y;f))uj(r)dr =0 (2.82)

j=1

dir. Son ifade, her bir parcah sabit
u:[0,1] = R* (2.83)

fonksiyonu igin dogru oldugundan,
(w, =Xy — 0, vr € [0,4] (2.84)
elde edilir. Tiiretmeden dolay1, her bir ¢ > 0 ve j = 1,...,m igin
(w,ad'(X)Y?) =0 (2.85)

elde edilir. Bu da, bizim rank kogulu kabuliimtize aykindir. Dolaysiyla, (Fy )y line-
er doniigiimii iizerinedir. Kapali (Implicit) Teoreminden dolayy, [14], F} tasvirinin,
G deki e etkisiz elemanmn bir U komsulugu tizerinde, iizerine oldugu sonucuna

varilir. Oysa, G baglantili bir Lie grubu olup, 6zellikle, e

&

Uvr=¢ . (535)
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dir.
Ss(e) =G (2.87)

oldugu sonucu derhal gikar ve sonug olarak ¥ kontrol edilebilirdir. Q
2.3.9 Sonug : G Abelian baglantih bir Lie grubu ve ¥ = (G, D) bir lineer kontrol

sistemi olsun. O taktirde
Y kontrol edilebilirdir < £ rank kogulunu saglar. (2.88)
Ispat : Kabulden dolay1, G nin L(G) Lie cebiri Abelian'dir.
O ={Y, ad(X)(Y')1<i<p, 1<j<m) (2.89)
L(G) nin bir altkiimesi oldugundan,
gereng 4.(0) = geren(©) (2.90)

oldugu sonucu ¢ikar. Teorem 2.3.5 ve Teorem 2.3.8 den dolay, istenen sonug elde
edilir. ¢
2.3.10 Uyan :

i) Sonug 2.3.9 dan dolay1, her bir

G=T"xIR"™, nmelN (2.91)

Lie grubu icin rank kosulu ile kontrol edilebilirlik 6zeligi kesinlestirilebilir. Burada,
T" = 8'x...x 8", (n—tane), bir Tor'dur.

ii) ¥ vasitasiyla e € G nin yoriingesinin (X | H) ile verildigini biliyoruz.

iii) Etkisiz elemammn pozitif yoriingesi H yi iceren G nin en kiigiik T-invariant
altgrubunda kapsanir. Dolayisiyla, eger

geren(0) = (X | H) (2.92)

ise, oy

Sn(e) = (X | H) SR ) )
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elde edilir.

iv) Ozellikle, eger G Abelian baglantili bir Lie grubu ise, daima ¥, yoriingeleri

iizerinde kontrol edilebilir olacaktir.

¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun. Sistemin bu simfi genellesir :

1. IR" tizerinde lineer kontrol sistemleri.

¥ = (IR", D), IR™ iizerinde bir lineer kontrol sistemi olsun. Burada
D={A+ Bu|uelR"}

dir. Sonug 2.3.9 dan dolayi, asagidaki teoremi verelim :

2.3.11 Teorem : (Kalman et al , [T])

Y kontrol edilebilirdir < rank(B AB A*B ...A" 'B)=n.

Gergekten, basit bir hesaplama her bir 7, ) = 1,2,... igin,
[b,‘,bj] =0

ve

ad'(A)(b;) = (1) Ab;

oldugunu gosterir.
L kontrol edilebilirdir &

boy.gereu{bl,...,bp,.-ib],. ..,Abp ..... A"-!bl._. ‘e ,An_lbm} = 1

2. Bir matris Lie grubu iizerinde lineer kontrol sistemi.

(2.94)

(2.95)

(2.98)

Markus [9] da, GL.(IR) 1 bir ¢*-boyutlu G matris Lie altgrubu {izerinde ve

R=X4F)+) w¥'P

=1

seklindeki G fizerinde diferansiyel denklemlerin bir ailesi ile tanimlanmug bi
mik ile ¥ lineer kontrol sistemi kavramim veriyor. Burada, X*(P) = AP '—-;’P

(2.99)

?o

oN
]
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ile tamml X* sapan (drift) vektor alanina, tiim n x n reel matrislerin M,(IR)
Lie cebirindeki bir A elemam ile iiretiliyor ve her bir j = 1,2,...,m igin, Y7 sol
carpma ile tammlanir ve aym1 zamanda M,(IR) min elemanlandir. Bu durumda,
her bir £ € IR igin,

X} (P)=e4Pe~*4, WtecR (2.100)

akigi (flow) G nin bir otomorfizmidir. Sistemin bu sifi igin yazar agsagidaki so-
nuglan elde ediyor :
2.3.12 Teorem : (Markus L., [9])

G nin e etkisiz elemanimn -ulasilabilir (-reachable) kiimesi G de kapamsga sahiptir

| G c Ss(e) (2.101)
0<t
Burada
Gy = e'AGpe™ "4, (2.102)
L(Gy) = geren, 4 {e~"*Y7e!4|j = 1,2,...,m} (2.103)
Lie cebirli bir Lie grubudur. Qo

Bu sonug, Teorem 2.3.7 den elde edilir.

2.3.13 Teorem : (Markus L., [9])

Eger ¥, G tzerinde kontrol edilebilir ise, o taktirde ¥ Lie cebiri rank kogulunu
saglar. ¢
Bu sonug, Teorem 2.3.5 den elde edilir.

2.4 Ornekler

Bu kisumda, bazi 6rnekler veriyoruz. Kontrol edilebilirligi incelemek i¢in Lie cebiri
rank kogulu, Teorem 2.3.5 ve rank kosulu Teorem 2.3.8 i kullamyoruz.

2.4.1) G, 3-boyutlu Heisenberg grubu olsun. Yani

1 Iy I3 s
G = 0 1 Iy Xy;Tq, Tz € IR, ” '-‘ . (2%
o R S R 2 4 )
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ve Lie cebiri

010 000
L(G)=gerenc.a{Y'={0 0 0), Y2=[0 0 1]}. (2105
000 000
0 0 1
Bu durumda, [Y',Y?]=Y*={0 0 0| di.
00 0
D = {X + uY?lu € R} (2.106)

ile ¥ = (G, D) lineer kontrol sistemini gozoniine alalm, Burada, X sonsuzkiiciik

(infinitesimal) otomorfizmi

1 €I Ira
z=[0 1 z,|€G igin X(z)=uzY? (2.107)
0 0 1

ile tammmhdir. Hesaplamrsa
(X|H) = gerene. 4 (Y2, Y?) = geren{Y?,Y?) (2.108)
gkar. O zaman, ¥ gecigli degildir. Gercekten,

1 0 z3
Gs(e) = 0 1 =z
0 0 1

dir. Teorem 2.3.8, etkisiz elemamn yoriingesi tlizerinde ¥ vasitasiyla tiretilmig

T2, I3 € ]R} (2.109)

¥ = (Gx(e), D) lineer kontrol sisteminin kontrol edilebilir oldugunu gosterir.
2.4.2) G = SLy(IR), elemanlar determinant: 1 olan matrislerden olusan GL,(IR)j}
m Lie altgrubu olsun. G nin sl3(IR) Lie cebiri

0 1
L(G) = gerenc a. {Y1 = (_{}1 (1)) N (0 0) } (2.110)

ile verilir. Burada, [Y',¥?] =Y = (; _01) dir.

A=1 (2 [1,) € Mj(IR) matrisini ve A tarafindan iiretilmis G nin (X,) otomot-

fizmlerinin 1-parametreli grubunu, yani

)

Xi(g)=ege™, teR, geG (2.111)
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yi gozoniine alahm.

D= {X 4+ uY?*u € R} (2.112)
dinamikli ¥ = (G, D) lineer kontrol sistemi icin
ad(X)(Y*)=Y? ve ad*(X)Y?) =Y! (2.113)

elde edilir.

oldugundan, o zaman Teorem 2.3.8 den dolay1, ¥ kontrol edilebilirdir. Yani

Su(e) = SL»(IR) (2.115)
dir.
2.4.3) IR? iizerinde, u € U kisitlanmayan parcali sabit kontrollerle parametre-
lenmis
) =4 (2.116)
Ty = 23 (2.117)

diferansiyel denklemlerin ailesi ile tammh A non-lineer kontrol sistemini gbzoniine
alahm. Kugkusuz, A" nin orijinden pozitif yoriingesi IR* degildir. Dolaysiyla, N’
kontrol edilemez.

Diger taraftan, bu denklemler

(z1.22) = (p+ug)(z1,22), ueld (2.118)
seklinde tamimlanabilir. Burada, p ve ¢
d a
=P S 2.11
p=2zj e ve ¢ u&rl (2.119)

ile tamiml IR? tizerindeki vektor alanlandir.

0
[p.q] = —2ux, 3 (2.120)
d o)
la.[p,ql] = —2“2E (2.121)



elde edilir. C)ze]]iklc,
gereng a{q, [p.ql} (2.122)

3-boyutlu sifir giiclii (nilpotent) bir Lie cebiridir. Bu cebir,
010 0 0 0
pPP)=X"=10 0 0], plg)=Y=1[0 0 1 (2.123)
0 00 00 0

seklinde tamimh gosterilig ile M3(IR) nin bir L(G) altcebiri olarak gergeklestirile-
bilir. Boylece, L(G) ile birlesmis G grubu baglantih ve basit baglantili Heisenberg
Lie grubudur.

g=ad(X*)g)+uY(g), g€G, uecld (2.124)

seklinde verilen dinamige sahip bir £ = (G, D) lineer kontrol sistemi elde edilir.
Gergekten, ad(X*), G nin bir sonsuzkiigiik (infinitesimal) otomorfizmidir.
¥ mn Lie cebiri rank kosulunu sagladig: sonug olarak gikar. Gergekten,

00 1
plp,gl=10 0 0 (2.125)
000

dir. Fakat, ¥ kontrol edilemez. Aksi taktirde,
Su(e) =G (2.126)

elde edilir. Boylece, gosteriliy vasitasiyla verilen IR? {izerinde G nin non-lineer

etkisinden (action) dolayi,
5£(0,0) = Sa(0,0) = IR? (2.127)

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.
Burada, ¥ mn rank kogulunu saglamadig goriliir. Gergekten,

[p.[p,ql] = 0 (2.128)
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BOLUM 111
LIE GRUPLARI UZERINDE

LINEER KONTROL SISTEMLERININ
GOZLENEBILIRLIGI

3.1 Giris

Bu béliimde, bir G Lie grubu iizerindeki gozlemeli bir ¥ lineer kontrol sistemi
icin gozlenebilirlik problemini inceliyoruz ve ¥ min yerel ve global olarak gozlene-
bilirligini karakterize etmek i¢in cebirsel kogullar buluyoruz. G, L(G) Lie cebirli
baglantih bir Lie grubu olsun. Bu kisimda, G tizerinde bir ¥ lineer kontrol sistemi

agsagidaki tarzda belirlenmistir

L =(G,D,hV) (3.1)
Burada, D
g(t) = X(g(t)) + Y ui(t)¥(g(1)) (32)
J=1
y=hlg)eV, uel (3.3)

diferansiyel denklemlerin ailesi ile tiretilen vektor alanlarimn bir kiimesidir. X vek-
tor alam G nin sonsuzkiiciik (infinitesimal) bir otomorfizmidir. Y, ..., Y™ € L(G)
leri sag-invariant vektor alanlan olarak gozoniine ahiyoruz ve u lasitlanmayan par-
cah sabit kontrollerin sumfi olan U nun bir elemam, yani u € U dur. V glag uzay
bir Lie grubudur ve gikig tasviri

h:G -V (3.4)

Lie gruplarimmn bir homomorfizmidir. Bu galigmada,

D={X+Y u¥ |ueR") (3.5)
J=1
ile verilen ¥ mn dinamifi @ iizerindeki tiim analitik vektor alanlannm Lie cebiri

olan X(G) win bir altkiimesidiv. Kontrol sistemlerinin bu tiiril, R iizerindeki

:\ .
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gozlemeli lineer hali kapsar. Bu kissmda, IR" iizerindeki gozlenebilirlik sonuglanm
genel Lie gruplanna genigletmek istiyoruz. Burada amacimiz, yerel gozlenebilirlik
ve global gozlenebilirlik icin gerek ve yeter cebirsel kogullart bulmaktir. IR" {ize-
rindeki lineer halde oldugu gibi, bu ézeliklerin Y, ..., Y™ kontrol vektérlerinden

bagimsiz oldugunu gosterecegiz. Dolayisiyla,
X =(G,X,hY) (3.6)

lineer kontrol sistemlerinde yani u = 0 ile incelemeye calisacagiz. G nin e etki-
siz elemammn "ayird edilemeyen " I denklik simfinun kapal Lie altgrup yapisim
kullanacagz.

A:g€G— Alg)=(Ry)I (3.7)

seklinde G iizerinde bir sag-invariant dagihim tamimlayalim. Burada Z, I min Lie
cebiri ve R,, G iizerindeki g ile sag oteleme dontigiimidiir.
IR" iizerindeki lineer halde, R" in 7 vektor altuzayimin yerel ve global gozlene-
bilirligi karakterize ettigi bilinmektedir. Yerel gozlenebilirligi incelemek icin A y1
bilmenin yeterli oldugunu gosterecegiz. Ancak, global gozlenebilirligi belirlemek
igin X sapan (drift) vektor alammn 1-parametreli grubu tarafindan iiretilen et-
kiyle (action) sabit noktalarin kiimesini analiz etmek gereklidir. Ayrica, etkisiz
elemanin denklik simifim hesaplamak i¢in G nin T*G es-teget demeti tizerinde bir
algoritma verecegiz.
Y = (G, D,h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. £, G tizerinde global difeomor-
fizmlerin

Gy ={2} 0Zlo..02f |Z'eD, t,ecR} (3.8)

grubunu ve
Sg={2Z} 02} 0..02 |2'€D, t >0} (3.9)

yari-grubunu tiretir.

I. Boliimde, Teorem 1.2.2 de, her bir ¢ € G icin Gx(g) yoringesinin diferansi-

yellenebilen bir manifold yapisina sahip oldugunu gostermistik. Dolayisiyla, B,

yoriingeleri izerine kisitlamak olanakhidir. Asagidaki 6zelikleri haticlatahm : =
]

K s ;,r"'

papas




i) 91,92 € G elemanlan, eger
hop(g1) = howl(ga), Ve € Sg (3.10)

ise, ¥ vasitasiyla " ayird edilemez” dir,

ii) Eger G nin "ayird edilemeyen " hig iki noktas: yoksa ¥ va gézlenebilirdir ve
eger U daki her bir eleman g den "ayird edilemeyen " olmayacak sekilde g nin bir
U komsulugu varsa, £ ya g € G de yerel gézlenebilirdir, denir.

Y =(G,D,hV) (3.11)

ile tanimh ¥ i¢in bir £ minimal gerceklestirmesi (realization) gecisli ve gozlenebilir

bir sistemdir. Burada

7:G -G (3.12)

her Z € D,  nin w, turevi tarafindan izdustriilebilir olacak sekilde bir piriizsiz
(smooth), iizerine ve altdaldirma (submersion) dir. Bundan bagka, 7,(D) = D ve
hor=h dir.

Asagidaki kisimda, esas olarak yerel ve global gozlenebilirlik icin gerek ve yeter
kosullan arayacagiz. Onerme 3.2.1 den sonra, minimal gerceklegtirmeler (realiza-
tions) kolayca elde edileceklerdir.

3.2 Gozlenebilirlik

(4] deki 4(t) ¢oziumiiniin 6zel gekli £ mn gozlenebilirlik 6zeliklerini incelemek icin
¢ok uygundur. 7 ~ 7 ile "ayird edilemeyen " denklik bagintisim ve § ilede ¢ € G
nin denklik simifim gosterelim. Aynica, I = é dir.

¢=2} 0Z} 0..02Zf €Cx (3.13)

olsun. Her bir i = 1,2.....k icin ve her bir g € G icin

Z; (9) = X¢,(Filt) - 9) (3.14)
olacak sekilde diferansiyellenebilen bir ’, .,;-"""'Hgi
Bi:R—-G PR 13‘115)
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egrisi vardir. h bir homomorfizm oldugundan, basit bir hesaplama

g1~ g2 & MX(g1)) = MXilg2)), YE=>0 (3.16)
& Xe(g1-97") € Ker(h), ¥t>0 (3.17)

oldugunu gosterir.
I={geG|Xig)€ Ker(h), Vt>0} (3.18)

elde edilir. Bundan bagka, her bir ¢ € G i¢in ¢ = I¢ dir. Gergekten,
g~ g2 ¢ g2 € Igy (3.19)

dir. IR™ halinde oldugu gibi, yerel gozlenebilirlik ve gozlenebilirlik 6zelikleri igin
genel lineer kontrol sistemleri Y, Y2, ..., Y™ kontrol vektorlerinden bagimsizdirlar.

Bu da, X de inceleme yapmamza olanak saglar. Bundan sonra sistemi
T=(G,X,h,V) (3.20)

ile gosterecegiz ve aym zamanda £ ya G iizerinde bir lineer kontrol sistemi diye-
cegiz. Eger G baglantil ise, o taktirde G nin otomorfizm grubu olan Aut(G) nin
bir Lie grubu yapisina sahip oldugunn hatirlatalun, [5].

3.2.1 Onerme : £ = (G, X, h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde :
a) I, Ker(h) nin normal kapah bir Lie altgrubudur.

b) I, Gg-invarianttir.

ispat : a) Eger 91,92 € G ve g1 ~ e ~ g3 ise, o taktirde g, 'g.;' € I dir.
Dolaysiyla I, G nin bir altgrubudur. Her birg € G ;1€ I ve t > 0 igin

Xdg-l-¢g7") € Ker(h) (3.21)

elde edilir. O zaman, glg™" € I dir ve bu J min G nin bir normal altgrubu oldu-
gunu gosteriv. [ kapahdir. Ciinkii, ¢ ye yakinsayan I da herhangi bir (g, ) dizisi
alindiganda, her bir sabit ¢ igin X; nin strekliliginden dolayr X(ga) — Xy(g) elde
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edilir. Cekirdek kapal oldugundan X,(g) € Ker(h) dir. Dolaysiyla, ¢ € I dir.
Ozellikle, I, G nin bir Lie altgrubudur, [13].
b)

g~e=p(g)~e, VYypé€Gs (3.22)
oldugunu ispatlamabyiz. Tammdan dolayi, I, Sy-invarianttir ve I mn formundan

dolay
g~c= Xig) € Ker(h), VteR (3.23)

oldugunu gostermek yeterlidir. u = 0 sabit kontrolii ile
X, € Aut(I), Yt>0 (3.24)
elde edilir. a(t) = X, ile tamimh
a: R — Aut(G) (3.25)

analitik egrisi,
a(R*) C Aut(I) (3.26)
vi saglar. IR", IR nin agik bir altkiimesi oldugundan, analitikligin standart argii-

manlanndan dolay:
a(lR) € Aut(l) (3.27)

elde edilir. Boylece, I, Gy-invarianttir, ¢

Asagida, Onerme 3.2.1 in bir cebirsel versiyonunu verecegiz. I ve K ile sirasiyle T
ve Ker(h) Lie gruplarmin Lie cebirlerini gosterelim.

Onerme 3.2.1, T mn kullamsh geometrik ozeliklerini verir ve aym zamanda daha
sonra gorecegimiz gibi I'\G' Lie boliim grubu tarafindan £ i¢in minimal gergekles-
tirme (realization) olugturmaya olanak verir. Ancak, I y1 olugturmak i¢in daha
uygun cebirsel versiyonu bulmak gerekiyor.

3.2.2 Onerme : £ = (G, X, h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde, 7
L(G) nin bir X-invariant altcebiridir. Yani

ad(X)I)cZ, Yi>0 (3.28)
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dar.
ispat : Tammdan dolay1, ad’(X), L(G) iizerinde 6zdeslik tasviridir.
ad (X)(Y) = [X,Y] (3.29)
dir ve z > 1 igin
ad (X)(Y) = ad' (X )([X,Y]) (3.30)
dir. Tumevanmdan dolayl, : = 1 i¢in ispatlamak yeterlidir. Yardime: Teorem
2.3.1 de L(G) Lie cebirinin X (G) de ad( X )-invariant, yani
Y € L(G) = [X,Y] € L(G) (3.31)
oldugunu gostermistik. Diger taraftan, Onerme 3.2.1 de, I mn T-invariant, yani

X, :I-I, VteR (3.32)

oldugunu ispatlamistik. Her bir Y € 7 ve s € IR igin exp(sY’) € I dir. Burada,

d
Xexp(al’} = E‘E Xg(e.rp(sY)) € (Rup{sYJ)-(I): vs€ R (333)

=0

dir. Bir 6nceki formilden ve parantez tanmmndan
[X,Y)(c) €T (3.34)
oldugu somucu gikar. Bu iglemin tekrar uygulanmasiyla
ad(X)Y)€T, VieZ, i>0 (3.35)

yazilmasma olanak verir ki bu da ispat1 tamamlar. o

Bir sonraki adim, I min Lie cebirini karakterize etmektir. Gergekten, gorecegimiz

gibi, 7, K da kapsanan en biiyiik X-invariant altcebirdir.

3.2.3 Onerme : T = (G, X, h,V) bir lineer kontrol sistemi ve n, G nin boyutu

olsun. O taktirde, e |
I=[)ad " (X)K) __ (3.36)

=0

2
1

!
-
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dir.

ispat : Eger h bire-bir ise, o taktirde I = Ker(h) dir. Dolayisiyla, X # 0 kabul

edilebilir. Béylece, K iizerinde ad'(X )-etkisi (action) ile iiretilen L(G) nin yeni

elemanlanmn sadece i = (n — 1)-inci adima kadar olmasi olanakhdir. T C K

oldugundan, Onerme 3.2.2 den dolay,

n—1

F=()ad(X)K)CT
=0

(3.37)

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Her bir t € R icin agagidaki sema degigmelidir :

LG) =% Lo
cxp | ~ lexp
¢ = @

Boylece, eger Y € F ise, her bir s € IR igin
exp(X¢)e(sY) = Xy(exp(sY))

elde edilir. Standart Lie serisi aghmindan dolay:

o© k.
(X)) = %ad‘()&'){s}")

=0
dir. ¥ € F hipotezine gore,
ad(X)Y)eK, VYi>0

elde edilir. Ozellikle,

d A . A

- Xilexp(sY)) = (X )u(sY ) €K

“lit=0

dir. O zaman her bir t ve s reel say1 ¢ifti icin

Xi(exp(sY)) € Ker(h)

bulunur. Ote yandan,
YeT werp(sY)eT

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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dir ve boylece ispat tamamlamr. Q

L(G) nin her A altcebiri, TG teget demeti tizerinde
Aalg) =(Ry)e(A)g € G (3.45)

ile tammh bir A 4 dagilimim (distribution) firetir. Her g durumu (state) i¢in R,, G
nin bir difeomorfizmi oldugundan, A 4 dagilim diizenli (regiiler) dir. Yani, A 4(¢)
nin boyutu ¢ € G den bagumsizdir. Bundan baska, A bir altcebir oldugundan,

X, YeAa=[X,Y]eAa (3.46)

elde edilir. Dolayisiyla, A 4 diirevli (involutive) dir. Frobenious teoremi, [14], bu
dagilimm integrallenebilirligini pekistirir ve bu durumda ¢ € G noktasindan gegen

A min Ina ,(g) integral manifoldu
Ina,(g) = Ag (3.47)

ile verilir. Burada A, A Lie cebirli G nin baglantih Lie alt grubudur. 7 tarafindan
tiretilmis A = Az dagilimim gbzoniine alalim ve bir G Lie grubu iizerinde bir £
lineer kontrol sisteminin yerel gozlenebilirlik dzeligi 1¢in agagidaki sonuen verelim.,

3.2.4 Teorem : ¥ = (G, X, h, V') bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde,

Y yerel gozlenebilirdir & I =0 (3.48)
dir.
Ispat : Eger A sifir (null) olmayan bir dagilim ise, o taktirde etkisiz elemandan

gecen integral manifold I = ¢, G nin apacik (trivial) bir altgrubu degildir. Bundan
bagka, her bir g € G ve ¢ nin her bir U komsulugu igin

GgnU =IgnU (3.49)

oldugundan I, ¢ yi iceren G nin apagik (trivial) bir altmanifoldu degildir. £ mn
yerel gozlenebilir olmadig sonucuna varihr. Geriye Z = 0 1 gerekligini ispatlamak
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kahyor. Eger T = 0 ise, o taktirde I, G nin bir ayirtik (discrete) Lie altgrubudur.
Sonug olarak, her bir ¢ € G igin,

gnU = {g} (3.50)

olacak gekilde g nin bir U komsgulugu vardir ve boylece ¥ yerel gozlenebilirdir. ¢
Kugkusuz, yerel gozlenebilirlik gozlenebilirlik igin gerekli bir kosuldur. Ancak, R®
haline aykiri, T = {0} kosulu I min apagik (trivial) altgrup olmasim gerektirmez.
Gergekten, IR® in hig bir ayirtik (discrete) reel vektor altuzay: yoktur. Bundan
bagka, keyfi Lie grubu ayirtik (discrete) altgruplar kapsayabilir. Dolayisiyla, ¥ nin
gozlenebilirligine global bir sonug elde etmek icin G nin 6zel bir altgrubu olan G
uzerinde T = ( X )iem-etkisi (action) ile sabit noktalan incelemek gerekiyor. Daha
kesin olarak, iyi tamimh bir

P:RxG—G (3.51)

(t,g) — ¥(t,g) = Xi(g) (3.52)

etkisi (action) vardir. I, T-invariant oldugundan
PR xI)C T (3.53)
elde edilir. G tizerindeki T-etkisi (action) ile sabit noktalarm kiimesini
Fiz(T)={g | Xe(g) =9, ¥t€R} (3.54)

ile gosterelim. X, G nin bir sonsuzkugiik (infinitesimal) otomorfizini oldugundan,
Fiz(T) nin G nin kapal bir Lie altgrubu oldugu sonueu ¢ikar.

3.2.5 Teorem : £ = (G, X, h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde,

Y. gozlenebilirdir <

a)I=0,

b) Fiz(T) N Ker(h) = {e} dir.

Ispat : (=) I = {¢} oldugunu varsayalm. O zaman 7 sifir (null) olmaldir. Eger
g € Ker(h) T-etkisi (action) ile bir sabit nokta ise,

Wy

=

Xi(g) € Ker(h), YteR C RS :.(_3‘55). ‘ .___;.1_;
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dir ve sonug olarak, ¢ = e dir.
(¢<=) Kargit olarak, T = 0, I min Ker(h) nin bir ayirtik (discrete) Lie altgrubu
oldugunu gosterir. Burada, ¢ € I alalim ve ¥ nin IR x {g} ye kisitlams: olan
¥R x{g) siirekli tasvirini gozoniine alahm. ¥|gy(,} nin tamm bélgesi baglantih
oldugundan,

Im(y,) = {Xi(g) | t € R} (3.56)

de baglantihdir. Ancak, Xy, G nin ozdeslik tasviridir ve I, T-invarianttir. O
zaman

g € Im(v,)C 1 (3.57)

dir. I ayirtik (discrete) oldugnundan,
{g} = Im(vy) (3.58)

elde edilir. Buradan, g € Fiz(T) oldugu sonucu ¢ikar. Ote yandan, I ¢ Ker(h)
olup, sonug olarak g = e dir ve E gozlenebilirdir. ¢

IR" iizerinde lineer kontrol sistemleri.
Y, R" tizerinde gozlemeli bir lineer kontrol sistemi, yam
E=(R".D.h.IR") (3.59)

olsun. Burada
D={A+Bu|ueR"}, (3.60)

olup, A bir n x n reel sabit matris ve B

m
Our, oy tim) = Y uiby (3.61)
i=1
ile tammbh
¢:IR"™ - R" (3.62)
lineer doniigiimiin matrisidir. V' Lie grubu burada IR* dir ve
e,
) » % 4 ".'L:_.“-' A .\
il e ‘13',63}"?,‘\
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gikig tasviri bir s x n reel sabit C' matrisi i¢in
Mz)=Cz (3.64)

ile verilir. IR" grubu bir vektor uzay: oldugundan, I = I ve Ker(h) = K mn IR"
nin altuzaylandir. Ozel olarak, agagidaki bilinen sonuclary, [6], genellestirelim :
C!
-
C A?
rank : =W (3.65)

Ngan=t)
1) £ gozlenebilirdir < ¥ yerel gozlenebilivdir.

Bu ozelik, Teorem 3.2.4 den ve

boy(IT)=0= I = {0} (3.66)
gerceginden cikar.
ii)
n=—1 )
I= () Ker(C- A"). (3.67)
=1

Bu 6zelik de, Onerme 3.2.3 iin sonucu olarak bulunur. Gergekten, I, Ker(C) de
kapsanan en biiyiik A-invariant altuzaydir. Ozellikle, I, B den bagimsizdir.

Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 de yer alan sonuglar bir lineer kontrol sisteminin
verel ya da global gozlenebilir olmasmm bilinmesi i¢in bir olgiit verir. Diger ta-
raftan, Onerme 3.2.3, T icin minimal gerceklestirmeyi (realization) olugturmaya
olanak saglar. Gergekten, I, G nin kapali bir Lie altgrubudur. Ozellikle, kapah
altgrup teoreminden dolay1, [14],

I\NG = {Ig| g€ G]) (3.68)

homojen uzay: olugturulabilir. I normal oldugundan, o zaman I\G bir Lie grubu-

dur. Bu manifoldun teget uzay -_?;va-'*“":t-s %
o _r_“’ q‘
AP o 'fr
= fF N ™ ‘ot %
I\L(G)={I+Y |Y € L(G)} o -.(a..sg}..-i
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Lie cebiridir ve

7:G— I\G (3.70)
kanonik izdigiimii agagidaki ozeligi saglar :
etkisiz elemanda 7 nin

Te: G I\G (3.71)

tiirevi bir fizerine altdaldirma (submersion) dir. Onerme 3.2.1 de, I min Gg-
invariant oldugunu ispatlamigtik. Buna gore, eger Z € D ve t € IR ise, her
91,92 € G icin,

91~ 92 = Zi(g1) ~ Zi(92) (3.72)

elde edilir. Z nin izdigtirilebilir oldugu sonucu gikar. Yani, 7,(Z ) homojen uzay

tizerinde iyi tammh bir vektor alamdir ve
(Fe0 Z)y=mo Z, (3.73)
dir. Her bir ¢ € G icin h, Ig sag es kiimeleri (cosets) tizerinde sabit oldugundan,
asagidaki sema degismeli olacak sekilde iyi tanimh bir A tasviri vardir :
G — V

TN, P h (3.74)

Boylece, asagidaki sonuca varihr.
3.2.6 Teorem : ¥ = (G, D, h,V) gecish bir lineer kontrol sistemi olsun. O tak-

tirde, u € U parametreli

Ig = (X + Y u¥7)(Ig) (3.75)
y=1
g = h(Ig) (3.76)

degerlendirme (evolution) denklemleri ile belirli
£ =(I\G,7.(D),h, V) (3.77)

lineer kontrol sistemi ¥ i¢in bir minimal ger¢eklestirme (realization) dir.

"%
+
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ispat : Yapsi gereii [ = {I} dir ve boylece ¥ gozlenebilirdir. Ancak hipotez
geregi, ¥ geciglidir. Dolayisiyla

G=0g(e)=<X|H> (3.78)
dir. Diger taraftan, eger Z € D ise, o zaman
(ry0Z)y=mo0Z;,, VteR (3.79)

olup, bu da
Ga(I)=1\G (3.80)

oldugunu gosterir ve ¥ sistemi geciglidir. Burada, h Lie gruplarmmn bir homomor-
fizmidir ve
(roX), € Aut(I\G), VteR (3.81)

olur. Yani 7.(X), durum uzaymmn sonsuzkiiciik (infinitesimal) bir otomorfizmidir.
L2

Tlkel kontrol sisteminin aym smufinda minimal gerceklestirme (realization) elde
edilir. Ozel olarak, Teorem 3.2.6 agagidaki ozelikleri saglar :

a)I=7T

b) Fiz(T)N Ker(h) = I

burada T = {Ig | (w0 X)i(Ig) = Ig | t € R} dir.

3.2.7 Uyan : £ = (G, D, h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. Teorem 3.2.6, yo-
riingeleri fizerinde ¥ i¢in minimal ger¢eklestirme (realization) olugturmaya olanak

saglar.

3.3 Bir Algoritma

ikinei kisunda, bir lineer kontrol sisteminin gozlenebilirlik 6zeliklerinin esas olarak
¢ € G etkisiz elemanminin denklik simifinin 7 Lie cebirine ve sapan (drift ) vektor ala-
m X ile iiretilmis etki (action) tarafindan sabit noktalarm kiimesine bagh oldugunu
gormiigtitk. Bu kisimda, 7 y1 hesaplamaya olanak veren, T*G es-teget de_me&lfﬁe



-

el

sonlu bir sag-invariant altuzaylar dizisi elde etmek icin Isidori-algoritmasim, [6],
kullanacagiz. T*G nin diferansiyellenebilen bir manifold yapisma sahip oldugu
bilinmektedir, [14].

™e=||To (3.82)
gEG

oldugunu hatirlatalim. Burada, her bir ¢ € G igin T; G, T,G teget uzaymn dual

uzayidir. G tzerinde bir w 1-diferansiyel formu diferansiyellenebilen bir
wig€lG—-w, €T,G (3.83)

tasviridir. A*(G) ile, G tizerindeki tiim 1-diferansiyel formlarnn kiimesini gostere-
lim. Her bir ¢ € G igin
<w,Z > (g)=wyZg) (3.84)

olacak sekilde bilinen bir ikililineer ¢ift
X*G)x X(G)— R (3.85)

(w,.Z2) =< w,Z > (3.86)

vardir. Burada, X-invariant’hgimn bir dual versiyonunu vermek gerekir. Tamm

geregi, Lx(w) ile gosterilen X vektor alam dogrultusundaki w mmn Lie tiirevi
d .
Lx(w)g) = 5| (Xe)"wx,(g) (3.87)
=0
1-diferansiyel formudur. Burada "geri ¢ekme (pull back)” (X¢)*
(X.)'w,(v) = wx,(,,(m Je(v), vE T,(G) (3.83)

ile tammmbhdir. G tizerindeki bir © es-dagilinu

O:9€G—-0(g)=T;G nin altuzay (3.89)
ifadesi ile belirlidir. X € X(G) olsun. Bir © es-daghmmna, eger -~
Lx(w)€®©, Ywec® . (3\}!)
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1se, X-invariant’tir denir. Asagida bilinen formiil elde edilir :

Eger X,Y € X(G) ve w € A*(G) ise, o taktirde
Lx <w,Y >=< Lx(w).Y >+ <w,[X.Y] >, [14], (3.91)
dir. G tizerinde bir A daglum verildiginde, ikililineer ¢ift yoluyla bir ortogonal
At = {we XG) |<w,Z >=0, YZeA} (3.92)
eg-dagalim birlestirilebilir. Diger bir deyisle
A* = Ker(A) (3.93)

dir.
3.3.1 Uyarilar : ¥ = (G, X, h, V') bir lineer kontrol sistemi olsun.

i) 7 ile tiretilen sag-invariant Az dagihm, yani
&I(g) = (Rg ]i[IJ g € G, (394)

sag-mvariant

Az(g) = (R~ )(Tt), ¢y€G (3.95)

eg-dagilmn diretir. Benzer sekilde, K Lie cebiri ile firetilen A es-dagihm goz6-
nune alimr,

it) A7, X-invariant’tir. Gergekten, w € Ay ve Y € Az olsun. O zaman
< Lx(w),Y >=Lx <w,Y >—-<w,[X,Y]> (3.96)

elde edilir. [X,Y] € A oldugundan, Ly (w) € At bulunur.
iii) A7, :‘.‘;ﬂ;‘ v1 igeren en kiigiik X -invariat sag-invariant eg-dagihmdir. Gergekten,
Az, Ax da kapsanan en biiyiik X-invariant dagihmdir ve

Az C Ax = At c A (3.97)

dir. Sonugta, algoritma elde edilir. Asagidaki genel sonucu, [6]; ispatlamak ola-
nakhdir. . (R
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M diferansiyellenebilen bir manifold olsun. =, ...,7, € X (M) vektor alanlarm

gozoniine alahm ve O, M de bir es-dagilim olsun.

< My ¥y | B > (3.98)
ile © y1 igeren en kiigiik m-invariant, ¢ = 1, ..., ¢, es-dagihnn gosterelim. Asagidaki
diziyi gozoniine alalim :

=0 (3.99)
q

Ok =Or1 + Y _ Lr(Oky) (3.100)
=0

Dolayisiyla, agagidaki teoremi verelim :
3.3.2 Teorem : (Isidori A., [6])

Yukaridaki algoritma ile tiretilen Oy, ©,, ... es-dagihmlan asagadaki ozelikleri saglar

a) Oy C< 11,..,7 | O >, Vk20.
b) Eger
B = Bpey (3.101)

olacak sekilde bir k* tamsayisi varsa, o taktirde
Ope =< Tyyuuiy Ty O > (3.102)
d-l-rQ 0

Bu sonucu o6zel halimiz igin kullanacagz.
3.3.3 Sonug : £ = (G, X, h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun.

0 = Ax (3.103)
Ok = Ok_1 + Lx(Ok-1) T e(3.104)
algoritmas: A7 ya yakinsaktir. ; ) ey
-"'5 3 , ‘:
'\:. R
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ispat : boy.L(G) < o oldugundan, (O )i>o dizisi bir k* < n tamsayis: igin
stabilize edilmelidir. Diger taraftan, Ay, Af yi kapsayan en kiiciikk X-invariant

sag-invariant es-dagihmdir. O zaman, Teorem 3.3.2 den
Ore = A7 (3.105)
dir. &
Ozellikle, bu algoritma "flag” adi verilen sag-invariant altuzaylarm sonlu bir
Kt = 0g(e) C O4(€) C ... C Opefe) =Tt (3.106)

dizisini verir.

Boylece, T y1 bulmak icin asagidaki algoritmay gozoniine alabiliriz :

1. Ker(h) nin hesaplanmasi,

2. K Lie altcebiri igin bir B = {Z', ..., Z?} tabammn segilmesi,

3. B+ = {w;,...,wy—p} B-dual tabammn bulunmas,

4. (Sonug 3.3.3 kullamlarak) 7+ icin ad(X )(B~*)-birlesmis (-associated) taban,
vani

ad(X)(B*) = {ad'(X)(w;) |0 <i <k, 1< j<n-p} (3.107)

bulunmas, burada

ad'(X) = Id (3.108)
ad(X )(w) = Lx(w) (3.109)
ad'(X)(w) = ad(ad" (X )(w)), i>1 (3.110)

dir. Buna gore, asagidaki énermeyi elde ederiz :

3.3.4 Onerme :

a) I = geren(ad(X)(B*))* dir.

b) I. T Lie cebirli Lie grubudur. - &



3.4 Ornekler

3.4.1) G, 3-boyutlu Heisenberg grubu, yani

1 a ¢
G = 8.1 &
0 o 1

olsun. G nin Lie cebiri

01 0 0
L(G)=gerenc 4. {Y17=10 0 0], Yo=1]0
0 0 0 0

ile veriliyor. Bu durumda,

a,b,c € IR} (3.111)

) } (3.112)

) (3.113)
1 a ¢
0 1 b = bY; (3.114)
0 0 1

ile G tizerinde tammh sonsuzkiiciik (infinitesimal) X otomorfizmini ve agagidaki

-0 o
=

0
Y. ¥z2]=Y;3=10
0

o0
(= =

X

lineer kontrol sistemlerini gozoniine alalhm :

a) ¥ = (G, X, . R), burada

1 a ¢
m |0 1 b|=b (3.115)
0 0 |1
dir.
L
Ker(h) = 01 0)t.seR (3.116)
0 0 1
B={".Y;} (3.117)
Bt = {w=Y}'} (3.118)

elde edilir. Basit bir hesaplama

[X,Yi]=0, [X.¥3]=V. [X,¥a]=0




60

oldugunu gosterir.
Lx(w)(-) =< w,[X, ] >

oldugundan
Lx(w)=0

sonucu ¢ikar. O zaman, her ¢ = 0,1, ... i¢cin
ad (X)(BY) c K+

dir. Sonug olarak,
dir. Boylece, T yerel gozlenemezdir.

b) £ =(G,X.n,G/exp(IRY))), burada

7:G — Glexp(IRY))

S

B = (V3)
E"L X '{"'I = }?1 iy Y-;}

kanonik izdigimdiir.

(== B == RN
o I i e
N D

elde edilir. Ancak,
Lx(w2) =Y,

dir. O taktirde,
ad(X)(B*) = L(G)* =T+

olup, boylece
T=0

elde edilir. Sonug olarak, £ yerel gozlenebilirdir. Diger taraftan, eger

1 a ¢ P
g=10 1 b]leCG
0 0 1 e

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(126)

(3.127)
(3.128)
(3.129)

(3.130)

@131)



G1

ise,

cxp(tX)-g=g-cap(tX) & b=0 (3.132)

l a ¢
Fiz(T) = 0 1 0
0 0 1

elde edilir. Sonug olarak,

dolayisiyla

a,c € IR} (3.133)

Fixz(T) N Ker(h) = {e} (3.134)

olup ve ¥ global gozlenebilirdir.
3.4.2) Her bir n € N icin,
S = (8. X A5 (3.135)

sistemini gozoniine alalim. Burada, X = 0 ve

h:S' - 5 (3.136)
cgikig tasviri,
hZ)=nZ (3.137)
seklinde tammlichr. Bu durumda.
In=12|2 = ¥} (3.138)

nin S' in bir ayirtik (diserete) altgrubu oldugu bulunmr. [, in Lie cebiri Z,, apagik
(trivial) oldugundan, Teorem 3.2.5 den dolay1, ¥n € IN igin £,, nin yerel gozlene-
bilir oldugu sonucu ¢ikanlabilir.

Diger taraftan, X; = Id, ¥t € IR oldugundan,

Fiz(T) = §' (3.139)
oldugn sonuen ¢ikar, boylece her bir n > 1 i¢in

{e} gFi:r(T) N Ker(h) = Ker(h) , _"%‘Mﬂ)

-
&

dir. Sonug olarak, eger n > 1 ise, £, gozlenemez.

.
&



SONUCLAR VE ONERILER

Matematiksel bakig agisindan kontrol sistemlerin yeni bir simfi olan Lie grup-
lar1 lizerinde T lineer kontrol sistemlerini inceledik. ¥, sistemlerin en 6nemli ve
iyl bilinen simfi olan IR™ tizerinde L lineer kontrol sistemlerini genellestirir. Esas
olarak, IR" tizerindeki L nin kontrol edilebilirligi ve gozlenebilirligi hakkindaki
temel sonuglan keyfi bir G Lie grubu uzerindeki £ ya genigletmek icin topoloji,
diferansiyel geometri, Lie gruplan ve Lie cebirlerini kullandik. 1. Boliunde, teori
hakkindaki genel durumlan gézden gecirdik. Boliim II, ¥ nin kontrol edilebilirligi
hakkindaki yeni sonuglan icermektedir. III. Bolimdek: tiim sonuglar oriji.tfuolup,
bu tezin kontrol sistem teoriye yaptig: katkiy: olusturmaktadar.

¥ nin yerel ve global gozlenebilirligini karakterize ettik ve aym zamanda G
nin etkisiz elemaninin denklik sinifimin Lie cebirini hesaplamak i¢in G nin eg-teget
demeti tizerinde bir algoritma verdik.

Bu tez, Kontrol Sistem Teoride yeni problemlerin ortaya gkmasina neden
olmaktadir. Ozellikle, Lie gruplarin farklh simflar icin £ nm kontrol edilebilirligi-
nin incelenmesi, £ icin gozleyiel olugturulmas: problemi, ayngim (decomposition)
problemi vh. problemler, kontrol sistemlerinin bu yeni simifi igin ¢ok ilging agik
problemlerdir.
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