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OZET
H aynlabilir Hilbert uzay1 olmak tizere L, (0,0; H) Hilbert uzayinda

Y +Q(x)y, 0<x<oo

diferansiyel ifadesi ve

y' () -hy0)=0

y"(0)—-nmy"(0)=0
sinir kosullar: ile tanimlanan siir deger probleminin Green fonksiyonu incelenmistir.
Burada Q(x) ,[O, ) ’dan alinmus her bir x degerinde H da kendine es alttan simrli ve
tersi kompakt olan operatér, h; ise keyfi kompleks sayidir.
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SUMMARY

Let H be seperable Hilbert space. In L;(0,00,H) Hilbert space, Green function
of boundry value problem defined by

vV +Q(X)y, 0O0<x<w
and

y'(0)-h,y(0)=0

y"(0)-h,y"(0)=0

is studied, where Q(x) is an operator that is self adjoint and bounded below (for every x
in [0, oo) and its invers is compact in H, h; is an arbitrary complex number.
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1.0 GIRIS

Kendine es adi diferansiyel operattrierin spektral analizi, yani spektrumunun
incelenmesi, 6z fonksiyonlara gére agilim, aynk spektrumun asimtotik davranisi v.s.’e
ait problemlerin ¢6zimi bitmis sayilabilir. Operator katsayili diferansiyel ifadelerin
spektral analizine ait ¢cok sayida galismalar yapiimasina ragmen bu tiir operatdrler igin
spektral analizi yapilmas: gereken ¢ok sayida problem vardir.

Bu tez ¢alismasinda yan eksende verilmis operattr katsayili dordiincii mertebeden
diferansiyel ifadenin Green fonksiyonu incelenmistir. Diferansiyel denklemlerin Green
fonksiyonlarinin bulunmast bilylik 6neme sahiptir. Bundan dolay1 Green fonksiyonunun
bulunmasina ait ¢ok sayida makale ve kitap vardir (Roach,1982), (Friedman,1956),
(Levitan et. al, 1991), (Otelbayev,1990), (Coddington et. al,1955). Not edelim ki, M.
Otelbayev (Otelbayev,1990)’in kitabinda 1990 yilina kadar olan c¢alismalarin referansi
verilmistir. Adi diferansiyel denklemlerin spektral analizine ait son ¢alismalardan T.C.
Fulton ve S.A. Pruess (Fulton et.al, 1994)’in ¢alismasini ve orada verilmis referanslar
gOsterelim.

H ayrilabilir Hilbert uzay: olsun; H; =La(a,b,H) (-0 £ a <b < «0) ile degerleri H’ya

ait kuvvetli dl¢tilebilir (Yosida,1980) ve
b,
Jiecol” ax <o

kosulunu saglayan f(x) fonksiyonlar kiimesini gosterelim. H,’e ait f(x) ve g(x)

fonksiyonunun i¢ ¢arpimini

b
(£.9), = J(E(0). g(x))dx
formiilii ile tammlarsak H, ayrilabilir Hilbert uzay: olur. Burada ve daha sonra ||| ve (.,.)
ile H da sirasiyla norm ve i¢ carpim gdésterilmistir.
Yukarida s6z ettigimiz gibi bu ¢alismada biz L1(0,00:H) uzayinda
v'+Q(X)y ., 0<x<® (1.1
diferansivel ifadesi ve

y'(0)-h1y(0)=0 (L2,



[\

y'"'(0)-h;y"(0)=0 (1.3)
sinir kosullar: ile tanimlanan operatoriin Green fonksiyonu incelenmistir. Burada Q(x),
x’in [0,00) dan alinmis her bir degerinde H’da doniisiim yapan kendine es, alttan sinirli
ve tersi kompakt olan operatdr, h; ise kompleks sayidir.

Simirsiz operatér katsayili kendine es
-y"+QX)y, -00<x<e0

Strum-Liouville diferansiyel ifadesi ile olusturulan operatoriin Green fonksiyonu ilk
olarak B.M. Levitan (Levitan, 1968) tarafindan incelenmigtir. Daha sonra 1969 yilinda

L;(-c0,00;H) uzayinda

n

D" y®+>Q,(xy™? -0 < x <e0 (1.4)
j=2

ifadesi ile olusturulan kendine es operatériin Green fonksiyonunu ve spektrumunun
asimtotik davranisii M.Bayramoglu incelemistir (Bayramoglu,1969).Burada Qj(x)
j=2,...,2n H’da doniisiim yapan kendine es operatorierdir.
1975 yilinda [0.e0) yar1 ekseninde verilmis (1.4) ifadesi ve
y(0)=0. j=0l...2n (1.5)
stnir kosullart ile olusturulan operatériin Green fonksiyonu ve spektrumunun asimtotik
davranis1 G.I. Aslanov (Aslanov, 1975) tarafindan incelenmigtir. Daha sonra B.1. Aliev

ve M. Bayramoglu’nun ¢alismasinda (Aliev et. al, 1981) (1.5) kosullan kendine es

n-)
Zo‘ﬂy(i)(o):O, j=12,...,n (1.6)
=0

kosullar1 ile degistirilerek karsilik gelen kendine es operatdriin Green fonksiyonu ve

spektrumu incelenmistir.

Bizim ¢alismamizda (1.2), (1.3) sinir kosullarinda h; kompleks say1 oldugundan
dolay1 ele aldigimiz problem genelde kendine es degildir. Operator katsayili diferansiyel
denklemlerin incelenmesine ait G.A. Misnayevski (Misnayevski, 1976), K.CH.
Boymatov (Boymatov.1978). V.I. Gorbacuk ve M.L. Gorbaguk (Gorboguk et. al,ﬁ{%}{ﬁ?

A%

el

J. Saito (Saito.1973). (Saito.1975) nun ¢alismalarim gdsterebiliriz. ra
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2.0 YARI EKSENDE y" IFADESININ GREEN FONKSiYONUNUN
INCELENMESI

2.1 ONBILGILER

H, Hilbert uzay: olsun. (a.b) araligindan alinmis her bir x sayisina A(x) operatorii
(f(x)eH vektorii) karsilik geliyorsa o zaman (a.b) araliginda operatér fonksiyon (vektor
fonksiyon) veya operatér (vektér) degerli fonksiyon tanimlanmistir denir. A(x) X’in

herbir degerinde (a<x<b) H’da doniisiim yapan lineer sinirli operator olsun.

Alir_n)o “A(x + AX) — A(x)“ =0 ise o zaman A(x) operatér fonksiyonu (operat6r
degerli fonksiyon) xo noktasinda stireklidir denir. Eger VueH i¢in

Alir_n)o “A(x0 + Ax)u — A(X, )u” =0 ise o zaman A(x) operatér fonksiyonu Xp

noktasinda kuvvetli stireklidir denir. (a.b) araligunn her bir noktasinda siirekli (kuvvetli
stirekli) operatér fonksiyona (a,b) arahiginda siirekli (kuvvetli stirekli) operatér
fonksiyon denir. Benzer sekilde operatér fonksiyonun tlirevi (kuvvetli tiirevi) kavramlar
da wverilir. Aym sekilde vektor fonksiyonun (vektdr degerli fonksiyonun) siirekliligi
tiretilebilirligi de tanimlanir. Matematik analizde oldugu gibi burada da operat6r
(vektor) fonksiyonun integrali kavramlar da verilir.

H’da tanimlanmis lineer A operat6riiniin tamim kiimesini D(A) ile gdsterelim. A
kendine es operat6r olsun.

Eger (Af.H)2y(t.0), ((Af.DLv(f.1)), fe D(A) esitsizligini saglayan y(v) sayist varsa A
yile (v ile) alttan (listten) sinirlidir denir. Bu esitsizlikler sembolik olarak
Ayl (A=) seklinde yazilir.

Burada I, H uzayinda birim operat6rdiir. Eger y>0 ise o zaman A operatériine

pozitif tamimli, v =0 ise pozitif operatér denir. A pozitif tanimli operatér olsun. A

operatérii (A nin tersi) kompakt (tam siirekli) ise 0 zaman A’nin spektrumu sadece

MShoS oS limd, = 2.1)

1>

Ozdegerlerinden ibarettir. (Mikusinsk: et.al, 1990) Bu halde A’ spektrumu



1 1 1
—2ZxT—z2.2T 2.
A A A,

sayilarindan olusur.
A tam aynik spektruma sahip kendine es operatdr ve bunun
ML AL,
Ozdegerlerine karsilik gelen tam ortonormal &zvektSrler sistemi ej,es,...,en,...  olsun.

((ei,ej)=93;;) Bu taktirde keyfi fe H elemam

f=3(t e e, )
k=l
seklinde, fe D(A) ise
Af = 2 (Af ey = 2 4 (S e (23)

seklinde gosterilir.

(2.2) ve (2.3) esitlikleri sirasiyla sembolik olarak

I= kle(.,ek e, (2.4)
A= kzlxk (.,e.)e, (2.5)

seklinde yazilir. (2.4) formiiliine birimin, (2.5)’e ise A operatoriiniin spektral agilim
denir. (2.4) ve (2.5) formiilleri yardimi ile @(A) [y,0) da tamumlanmis keyfi stirekli
fonksiyon oldugunda

0(A) = KZ_cp(M)(.,ek)ek

formiilii ile A’nin fonksiyonu olarak isimlendirilen ©(A) operatérii tammlanir. @(A)

operatdriiniin tanim kiimesi

kZ_‘ll(p(}‘k )H(f,ek)lz < 0

kosulunu saglayan feH elemanlarindan olusur. Bu taktirde @(A)f eleman

o

oA = Z(p(kk N(f.e, e,

k=1



ile tanumlanir. @(A) reel degerli fonksiyon oldugunda @(A) kendine es operatér, @(A)
kompleks degerli ise @(A) normal operatér olur. () sinrl: fonksiyon ise @(A) H’da

sinurli operatdr olusturur. Ve bu halde
o) = suplo(a)
reS

ile tammlanir. Burada S, A operatriiniin spektrumudur: $={Ai, A3,..., Ay..}

Ornegin bizim sik sik kullanacagimiz e ve (A+;,LI)” 4 (p>0 sayidir) operatorleri

n
e =) e (e e,
K=1

(A= Z (h +1)" (e )8y
k=1

seklindedir.

e~ = suple™| = e
AeS

dir, burada A, A’nin en kiictk (ilk) 6zdegeridir.
2.2 KOMPAKT OPERATORLERIN BAZI SINIFLARI

A, H uzayinda tanimlanmis kompakt operatér olsun. AA* operatérii H uzayinda
kendine es pozitif operatérdiir. Bundan dolayr AA* operatériiniin spektrumu negatif
olmayan 6zdegerlerden ibarettir. AA* in pozitif 5zdegerlerini s,°2 s°2..2 s.22... ile

gbsterelim.s). sy,....5p...  sayllarina A operat6riiniin s- sayilari denir.

» »
Eger Zsi serisi yakinsak ise A operatoriine ¢ekirdek, Zs: serisi yakinsak ise A

1=1 =]

operatdriine Hilbert-Schmidt (kisa olarak, H-S) H-S tipli operat6r denir. Eger A pozitif
operatér ise 0 zaman A’nin s sayilart A’nin 6zdegerleri olur.

Cekirdek operatorler kiimesi o, ile H-S operatorler kiimesi ise o3 ile gosterilir. o
ve 6> kiimeleri operatorlerin toplami ve operatériin say1 ile carpimt islemine gore lineer

uzay olusturur. Eger bu uzaylarda sirasiyla normu

A eo, iken Jal, = s,
1=1



A ea, iken lAl, = (i s’] ;

i=l
seklinde tanimlarsak o, ve 53 Banach uzayi olustururlar(Kato,1980). H da tam siirekli
operatorler kiimesini o, ile gdsterelim. o, un kendisi operatdriin normuna gére, yani
Aeo, iken,

|Al = supllAx]

xeH

seklinde tamimlanirsa Banach uzayi olusturur . Tamimlardan gériildiigti gibi o< 6, ©
o, dur.Sik sik kullanacagimiz asagidaki bilinen esitsizlikleri verelim (Kato, 1980).
A, H uzayinda herhangi sinirli lineer operator olsun. Beo; oldugunda AB ve BA

operatdrleri de o ’e ait olur ve

laBl, <laliBl,  IBal, <]allB],

dir. Eger Beo; ise ABeoy, BAeo, ve

laBl, <lallBl,  IBAl, <iAallBl,
esitsizlikleri saglanir.

3.0 béllimiinde yararlanacagimiz

yWV+aty , 0<x<00 (2.6)
ifadesi ve

y'(0)-hy(0)=0 2.7)

y"'(0)-hy”(0)=0 (2.8)

sinir  kosullan ile L,(0.0) Hilbert uzayinda olusturulan Ly operatoriiniin Green
fonksiyonu incelenmistir.

Burada. «>0. h-reel sayidir. S6zi edilen Ly operatdriiniin tanim kiimesi D(Ly)

’

D(Ly)={v(x): v. y'. y"', y" [0.0) araligimin herbir sonlu aralifinda mutlak

siirekli. y'(0)-hy(0)=0. y""(0)-hy"'(0)=0, y,y" eLs(0,0)}



seklindedir.yeD(L¢) oldugunda L¢'in y(x)’e etkisi Loy=y'’ ile tammlamr. Boyle
tammlanmis Lo operatdrii Ly(0,0) uzayinda kendine es pozitif operatdrdiir. Bundan
dolaytr >0 oldugunda (Lo+a®)™ biitlin Ly(0,00) da tamimlanmis simirh operatordiir.
Diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinden (Naymark.1969) (Lo+ah)! operatdriiniin

integral operator oldugu bellidir. Yani f(x)eL,(0,0) keyti eleman oldugunda
(Lovo®)'t= [G(x.E.a)f(E) dE
[4]

olur. G(x,£,a) ¢ekirdegine L operatdriniin Green fonksiyonu denir. Daha sonra (Boliim
3.0) geréktiginden dolay1 G(x.£,0) min agik ifadesini yani (Lo+a)' opratoriiniin
cekirdegini bulalim. Bilindigi gibi (L, +a*)™ operatoriiniin bulunmas: f fonksiyonu

L>(0,0)’un keyti elemani oldugunda (Lo+o"Yu=f denkleminin ¢oziimiine dolayisiyla

y Vroty=t(x) (2.9)
y'(0)-hy(0)=0 (2.10)
y'""(0)-hy"(0)=0 (2.11)

smur deger probleminin ¢éziimiine indirgenir. Bu nedenle biz Ly operatdriiniin Green
fonksiyonunu bulmak i¢in (2.9), (2.10) ve (2.11) probleminin ¢6ziimii ile ugrasacagiz.
tf(x) [0.0) araliginda tanimlanmis kompakt destege sahip, yani x’in biiylk
degerlerinde t(x)=0 olan herhangi fonksiyon olsun. f(x)’i bu sekilde segerek:; (2.9),
(2.10), (2.11) problemini sabitin degisimi yontemiyle ¢6zelim.c,,c,,c;,c, keyfi sabitler

olmak tlizere ;

V2 V2 3 V2o
a——(l+x -5 l+i)x aT(l—nx (I.T(—-i+l)x
y=CIC - +C,¢ - +Cge = +C_‘C -

(2.12)

fonksivonunun v'¥ +a'y =0 denkleminin genel ¢éziimii oldugu agikur. ¢,.c,.c;.c,

x'in fonksivonu olsunlar (sabitin de@isimi yvontemine goére), y nin ifadesinden
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(I+|)‘< . o——( l+i)x
y'=c¢ oc—(1+ ) czoc-—7—(1+1)e 2
J2
4 o a——(l-ix (I+|)'(
+c3a7(1—1)e 2 ca—( 1+1)
! (1£(I+l)‘( ! —a—J)—E(lﬂ')x 4 a:-/?i(l—i)x 4 ag(-lﬂ')x
+c, e ? +c, e ;e 2 c,e ?
dir. Buradan
2 5 2
" \/E 1 . av—?z—(lﬂ)x 2 1 . -a@(l«!—i)x
y—c‘a2(+1) +czoc2(+1)e
5 2 ey
2 . a—’;z-(l—ijx \/E . a-v’—z(—l+i)x
+c,la—(1-1) 2 o—(-=1+1) 2
a 2 2
2
(I+x)‘< aT(I+|)x

G, oc——(1+1)

¢, a——(I+ie

e

4 ﬁ J (I )X ! ( l+i)x
+c, a—(l—l) c4oc——( 1+1)
3 3
‘\/5 . ai’z—(ln)x 2 . CLTZ(I-H)X
y"=cla—({1+1) 2 —¢la——(+1) :
2 B 2
3 T3 Iy
4 . a—?—(l—i)x \/?2_ . a%(—lﬂ')x
+C;4 OLT(I—l) 2 +c, on—7—(—1+1) e ?
r 12 Iy r 72 =
4 2 (1173(]44),\ 4 \/5 . —(1%(11—:}\'
+c, |oa——(1+1) 2 +¢, a—7—(1+1) e
L - d L - J
! I._Z(l )X 2 . uvz (~l+1)x
+ cx—7-(1—1) ¢, a5 (=1+Dje ?

T 3
v 2 . w o l+nx
y'=c|la5(l+i)je - + ¢, u—?—

%

V?.]
TN
e RRIE

(1+i)]e 2

[




L

\[2_ . * ag(l—i)x \/5 . ’ a—‘/’z(—l-ﬁi)x
+c, (17(1—1) e ? +c, aT(—1+1) e ?

3 3
! \/5 . a@(lﬂ)x ! \/5 . —a£(1+i)x
+e a7 (I+i) e ? -c, a—2—(1+1) e ?

3

, ‘/5 i 3 a—‘l‘lg—(l-i)x ' \/5 . ag(-l-bi)x
e ja—-(-Dje ? +c, a—z——(—1+1) e 2

veya

2 2 3 2
[ a-‘/;(lﬂ)x ! —a£(1+i)x t uT—(l—i)x ! a—;—(—l+i)x
c e 2 +cye 2 +c e 2 +c,e 2 =

, vz 2 Y
. aT(l+|)x . —GT([‘H)X
clocT(1+1)e 2 —cza—;—(l+1)e
aﬁ(l-i)x : a——z—-(—l-v-i)x
+cga7(l—i)e 2 +e o (-1+1)e ? =0

4 L

2 e 2 5
4 \/5 . a%(ni)x 4 \/5 . —a-‘?—(lﬂ)x
c, O(.T(l-l-l) =¥ o aT(l+1) e *

4 \/5 . ) (zi’i(l—ljx ! 2 . —I- ai—;—’_—(—lﬂ)x
+c, |la—({=1)] e ? +c, oc—(—1+1)J e 2 =0
T2 2

34 3 -
! \/5 . ai)z—(lﬂ')x 4 \/5 . -a‘/’—z(l+i)x
cla—(+1)|e ? -c, ocT(1+1) e

3 5 3 5
4 \/5 . u—\l—,,-_-(l—-i)x ! \/:): . u£(—-|+i)x .
+c; (1’,)—(1—1) e ? +c, oc—7—(—1+1) e ? = f(x)

1 1 1 1
2 V2 V2 2
a£(1+i) —a—(1+1) a—(1-1) a[~(—1+i)
2 2 2 2 6
A= 2. 2. e 2. =—16a
[0 N8 [V — L1 -1
2 sz‘ . 2 \/5 X
é—z‘(x"(—l-%i) —T(x"(—]+i) ——2—a"(1+i) T(‘L"(I%—i)

elde edilir.
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2 2 2
Zoon 0 —a-(+D)  a=-(l-i)  a——(-1+i)
C'= —aT(Iﬂ)x 27 2 ] 2 7
1 O \/_(x'i \/—_a-i _a-i
2 2 7
f(x) -—a’(-1+0) -—-a’(l+D) —a’(l+i)
2 2 2
C = 2320’ i+ 1)f’(x)e_wz—“+i)x
2 3 ¥ —a£(1+|)x
¢ == (1+D JiGae™ T x4 K,
0
1 0 \/_1 \/__1
20 2 2 ,
, ag—%nx OLT(1+1) 0 a——z—(l—l) a—=(=1+1)
C, =¢ \/Q_._zl 0 _aZi \7_(_121
o S-(i=1) f(x) -’ =i+ o T(i+1)
2 2 2
¢y =-2+2a’ (i + Df(x)e o
C2 =_£a (l+1)J‘t( )e “+”\dx+K2
_ 2. 2 2 _
. (1'%2‘(—l+l)x (XT(I'I'I) —'(X"z—‘(l-i-l) 0 a‘?(—1+l)
e @i 3_1 0 —ali
;N2 N2 2
o0 (i) —at =D f0) (1)

J3

¢t = =22’ (i- Di(x)e”
NEE

g U "(’i—l)uft‘(x)e

—(=1+1)x

v !
o (~l+x

Cs : dx + K,




1 1 1
V2 V2 2
V2o a—(1+i) —a——(1+1) a—(1-1) 0
(‘L'_’—(l—l)x 2 2
C_’i =€ - 3. 3. 2.
1 ol -1 0

ﬁl@‘

—(i-D - "g(i—l) —oc3\/—2§—(i+l) f(x)

u|

(l i)x

c) =220’ (1—1)f(x)

2 N : aﬁ ~1)Xx
c, =—%o¢"(i—1)jf(x)e Ty 1 K,
0

Béylece c,,c,,c;5,c, katsayilann bulunmus olur. b>0 herhangi sabit say1 olmak

lizere x>b iken f(x)=0 oldugunu varsayalim. Bu taktirde (2.12) denkleminin genel

¢O0zimi
2 ~ Y "(1£ +1}s CLQ +1)X
y(x) = Kl—ga"‘(ﬁl)'ff(s)e 2 ’ds}e "
0

-

2 - y aJ—E +i)s —aﬁ +1)x
+ K3+—‘é:a-°(i+1)jf(s)e 2 )ds}e z
0

I V2 a .
& +§O‘-‘(1—1),ﬁ(5)e N I+I)sds}eaz“—')x
73

+| K, =a” (1—1)jt() - "SdsJe“T"'“" (2.13)

dir. Burada K, K;, K;. K4 keyfi sabitlerdir.

v2
oty
e 1
] |
[
1 1

oldugundan y(x)e L. (0. =) olmasi i¢in
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2
a£(l+i)s

b
K, = %a'3(i+ D [fs)e™ 2" ds

( I+i)s

V2
K, = ——a-‘(l-l)jf(s) ds
olmalidir. Béylece
\/5 2 +i)s a-ﬁ +i)x
y(x) = [—a"(wl)jf(s)e ERR T SR

B ﬁ NEY
+| K, +?oc (1+1)If(s) -“H);ds

J2
—a—;(l+i)x
e 2

| N— |

)

F\/T)- +i (1~
+ —oc"(l—l) J-f(s) Feo ]sdsJea 2

[ 2 i
+ K, -—a"(l—l)jf() 4 Je"Z‘"“”” 2.14)
dir.
, 1 _7_b —(z.—‘/;(lﬂ)s 7 —({1+i)x (I+1)s
y'(x) =_OL ‘1Jf(s)e : ds~ K, a—(1+1) ——oc 2 J‘f(s) ds
~1+i)s ﬁ( —i+i)x (I i)s
+— oc 1Jt() ds+K oc—( I+1)e += oc‘ ff() ds

\/; +i)X s 2 ‘1’__2_(*
yu(‘()——'a (1_1) U ) jf() (1 ) S+K2[a£(l+i)} . a=I+i)x

(l+|)‘<

\/5 J V2 O ) \/— 1“ \/—
+ o (-ne jt(s)e EN )ds+%a (14" jt() ERR

r 2 5 J2 X
i V7 Al ( 1+1)x \17 +1)X (I l)S
8

+K, ]-oc——( 1+1) o (i) T jf()

e 1 ‘V”é(|+I)Vh . —u-vv-gtlﬂ;s \/Z).— ! -(L£(|+I)V
y (x)=—ze : _[f(s)e : ds-K, cc—z—-(1+i) e -

X



( l+|)s

1 (l+1)x (l+|)s 1 (l I)X'
+Z J.f() s+ jf()

(l I)S

\/E . ’ a t+1)x 1 J— l+1)‘<’
+K4[OL—2—(—1+1) "2 +oe B jf()

y/(0)=hy(0) olmas: icin

b . 2o : oo
jﬁ Zz—h—ﬁ——-a (1+1)] -(H')s+(—a“2i+h—\/gzoc'36—I)JeaT(—]“)s}f(S)dS

0

= Kz[h+ ga(l + i)}- K{h— %—%a(—l + i)}

»""(0) = hy”(0) olmast igin

e+

A 2 .. 2
=K{ha'wa"£(1——1)}+K4[—ha‘1—a3g(i+l)}

—\/8—5_(1 y l)je—uT(IH)s +{_%+ ’11\/___(1 P 1)) (_Hl)st(S)dS

R |m

<

olmalidir. Buradan

V2
h+a——(i+1) h—o—(=1+1)
NG 5 = 0. %i(=2h? - 2ha/2 - 2a?)
ihali+a37—(i—l) —hon:i—a“T-(i.;.l)

b 5

1 h\/a . —u!’:/llu)s ( 1 h\/_ j (lr)s
b—f[{—4—a P (1—1)Je e (1+1)]e f(s)ds
\/E.)._ P uﬁ—ﬂs

- fet T f(s)ds

4 o 8
b . - 3 .
5 1 \lz N = (1+iys 5 1
= 2 h— 2 et e h~ -
a J-Ka 1 h g o (1+I)J.e +[ o 4+h 3 a7 (i=1)



14

olmak tizere

V2
a h-oa——(-1+1i)
K; = 2 =((—hoc2i—a3i2§-(i+l)a)—(h—a—?(—l+i)]b]

b —hozzi—a3—2—(i+1)

< (—hazi—ofg(iﬂ)a)—(h—ag(—lﬂ))b

o~

A a?i(=2h? - 2ha2 - 2a.)

2
h+a—(1+i) a
K, = 24— =(h+a£(1+i))b—(m2i+a3ﬁ(i—l)Ja
2. 3N2 . 2 2
ha’i+a —2-(1-1) b
(hmg(ln)]b-[mzim’%(i-l)}a
o?i(=2h? - 2ho/2 - 2a.%)

K, =—
YA

elde edilir. K; ve K4 sabitleride (2.14) denkleminde yerine yazilirsa

[t

—3 /. ' -a@(m)s ug(lﬂ')x
y()=| o+ [f(e 2 ds|e’ T

{5
o
{3

Vi
o ( =1+i)s uT(I—l)x

dsie

[

S(i-1) J f(s)e

2
(l i)s —o.-‘/;t—(lﬂ)x

a-3(1+1)jf(s) ds|e

|5

E V2o
(l—l)s (ZT(—H-I)X

1—1) t(s) ds|e

WIﬁ

1 2 32 +i){s+X
i—hfga”(lﬂ)} e

hea ) |
o)

’ (7h ~2ho2 - 20 J
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2 —aﬁ S+X)=i(s~x
( +—\;:-hoc'3(1 )Je 7 (s )):]f(s)ds

[hoc l+al-—(l+1))b’:( 1 3 B s
L -a-—z— 1+i)(s+x
J. T4 )

~ha'—(@G-=Dle
2h2—-2hoc\/_ 20c ; g (=D

1 2 -aﬁ s5+X)—i(s~x
+(—Z+ha-'{—(1+i)]e 7 (e »:lf(s)ds

[h oo 2 ]

o ‘1—-o”T —(1—-

. 2 j. ( h(l-l ——-(l - 1)) ?((Mx)—i(x-s))
) &

1 2 o.£ s+x}(—l+i
+(-Z+hoc"—\g——(l+i))e o ):lf(s)ds

(—h—ai}(iﬂ))

~(2h? —2hav2 -2a%) 5 ( 4

0._.0‘
1

. V2
2 a-—(s+x)(=1+i
+(—a‘2i+%hoc"3(i—l) SR ’Jf(s)ds

seklini alir. Eger biz

]
- -a—:(sﬂ) \/E
&Tem;\/——h [(\/_ o \/§+2ha“')cosoa7(s+x)—(21n"— 20"
RPN Facka i - M
sino 5 (s+x) |+ e coSQL 5 X-—¢ +sina S5} X<s
G(X,S,OL)=T a
’)e“l—:(ﬁ‘() 1 ~i ‘/E —i -21.2
—_— (\/—h 2 +2hot )cosoc—(s+>()—(2hoc —V207 +42).
of +how/2 -1 4o 2
. i-i_ e—aﬁ(x—s)\/i —\/—5:( x) . —Q( )
sing 3 (s+x) ——_4a" COSQ 3 S—X) +sina 3 X—5) |, X>Ss

: / V2
5 1 2 —@ o —a—((s+x)—i(x—s)
az——h—g—a 3(1+1)]e 2 (o070

SO R
gty (Y

J
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V2
-a-z—(s+x)

= do (o + hoed? —hD) [(\/fhz —20? +2hoc)cosga(x+s) +(2h? =207 = 2ha).

V2
. \/-2— e——;—mlx-sl \/E \/E . \/E
sina —(x +s) |+ ————{ cos—a(x ~ s) + sin—alx — § 0<Xx,5<®
2 4o 2 2
dersek
y(x) = [G(x,5,2) £(s5) (2.15)
0

seklinde yazilabilir. BOylece biz f(x) kompakt supporta sahip fonksiyon oldugunda
(2.9)-(2.11) suur deger problemleminin ¢éziimiiniin (2.15) seklinde ifade edilebildigini
gosterdik.

Eger f(x) La(0,0)’a ait keyfi fonksiyon ise o zaman (2.15) ile tamimlanan
fonksiyonun (2.9)-(2.11) problemini sagladig: kolayca gésterilir. Not edelim ki, (2.15)
integral operat6rii Karleman tipli sinurli integral operatérdiir. Yani,

]

2 172

de < c( ﬂf(x)[2 de ve ﬂG(x,s, oc)|2 ds<

[G(x.s,a)f(s)ds
0

drr.
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3.0 YARI EKSENDE VERiLMis 4. MERTEBEDEN OPERATOR
KATSAYILI DIFERANSIYEL IFADE iCIN SINIR DEGER PROBLEMININ
GREEN FONKSIYONUNUN INCELENMESI

3.1 PROBLEMIN ORTAYA KONULMASI

H aynlabilir Hilbert uzay olsun. H;=L,(0,0,H) uzayinda

y  +QR)yHuy G.1)
y'(0)-hyy (0)=0 (3.2)
y""'(0)-hyy""(0)=0 (3.3)

sinir deger problemini gézéniine alalim.
Burada h; keyfi kompleks say1, u>0 reel sayidir. Q(x) x’in [0,00) dan alinmis her
bir degerinde H Hilbert uzayinda doniisiim yapan operatdr olmak iizere asagidaki

6zelliklere sahip oldugunu varsayalim.

1) Q(x) operatorleri xe[0,%0)’un herbir degerinde H Hilbert uzayinda kendine es
operatdrlerdir.

2) Q(x)’lerin tamim kiimesi x’den bagimsiz olsun. Yani D(Q(x))=D ve D=H
olsun. Burada D kiimesi D’nin H’da kapanmas:dir.

3) Q(x)’ler H’da alttan bir ile sinirli olsun

QLD 2 (£1) , feD

4)Q'(x) x’in [0,0) dan alinmig her bir degerinde kompakttir (Tam

stireklidir).

5) |x—&| <1 oldugunda [[Q(&) - Q(x)]Q ™ (x)| < 4] x - & | olsun. Burada A>0

5
sabit ve 0<a<z.

“Q-w (X)Qm (é)" <c ve ”Qw (X)Q-IM (&)” <c, ¢ = sbt
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‘[2- 14 x
6) [x—£ > 1 oldugunda JQE)e * " @l <, cmsbt
7 F(x)= Z—m <00 ve IF(X) dx < co olsun.
j=1 a j(x) 0
Burada oy(x) 20a(x)=z . . . 204(X)2.... Hda tamimlanms Q(X) operatdriiniin
Ozdegerleridir.

Biz asagidaki ozelliklere sahip x, n'min (0<x, n<co) her bir degerinde H’da

doniistim yapan smrlt G(x, n, i) operator fonksiyonunun varhigini gosterecegiz.

1) G(x, n, p) operatdr fonksiyonunun kendisi ve ilk iki kismi tiirevi x,n( 0< x,

n< ) degiskenlerinin stirekli fonksiyonudur.

2) n=x oldugunda G(x, 1, 4)’niin 1’ya gore Gglinci tiirevi stireklidir.

’G ’G
3) X,X+0,u) - —5(x,x—-0,u) =1 (I- birim operatdr)
87]3( p’ &]3 H’

4

G
4) n#x oldugunda W(x,n,u) +G(x,m,1) Q(M) + pG(x,M,p) =0

oG
3) m—(x,n,u)

a,n n:O_hlG(Xa n’ H)‘n=0 = 0
’G 2

7 (XM, 1) o —hy 7 (X,M,1)] =0 kosullarim sagliyor.
on om

n=0
G(x,n,u) operatdr degerli fonksiyonuna (3.1)~(3.3) sinir deger probleminin Green

fonksiyonu denir.

Ikinci bsliimde buldugumuz G(x,s.o) fonksiyonunun ifadesinde formal olarak
o = 4/Q(n) + ul yazarsak, 1 parametre iken

y +Qm)y+uy=f
y'(0)-h, y(0)=0
y"'(0) - h, y"(0) =0

(3.4)
63)
(3.6)
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siur deger probleminin Green fonksiyonunu G(x, 5,4/Q(n) + p.I) seklinde elde ederiz.

G(x, s,4/Q(n) + p.I) ‘nin ifadesinde n= x yazarak elde edilen fonksiyonu g(x,s,u)

ile gosterelim. Boylece

V2
——a{s+X)
e 2 , , NG
g(x,su) = (a1 oo b [(\/Eh' —20? + 2ha) COSTOL(X +5)
——Z-q.lx—sl
2 . N2 2 2 2
+(v2h% —v2a? - 2ha) smga(x + s):l 42 Y \/flicos—\/z—ioc(x -3)+ sin-\g:oclx - SIJ

0<x, s<w0

1/4

olur. Burada a= ( Q(x) + uI )™ operatdr fonksiyonu ve Q(x)’in diger operatsr

fonksiyonlar Q(x) operatdriiniin spektral agilim formiilil ile tanimlanir. Ornegin

Q) +uD™ = (a;(x)+1) " (- e))e,

=

dir.Burada e((x), €x(X),.. , €n(X),... Q(x)’in sirasiyla, oti(x), 0t2(X),... tn(X)... 5zdegerlerine
karsilik gelen normalize edilmis 6zvektérleridir. (3.1), (3.2), (3.3) probleminin Green

fonksiyonu G(x,n,u)’yt, parametriks yontemine gére

G(x,m 1) = g(x, M, 1) — [8(x,&w)[QE) - QX)]G(E, n, 1) de 3.7

integral denkleminin ¢6ziimii olarak arayalim.

NA = [g(x.5,w[QE) - QJAE.n,p) d&

R
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Oncelikle (3.7) denkleminin ¢dziimiinii arayacagimiz uzaylarin tanimim verelim.
X, ve X, uzaylar:

0<x , m<co bolgesinde tanmimlanmis, degerleri H’da lineer sirli operatérler
olan ve jdx _[ "A(x, 1'])"2 dn < o kosulunu saglayan A(x,n) operatorler kiimesini X, ile
0 0

gosterelim. X bir lineer uzay olusturur. Bu uzayda A(x,n) elemanimn normunu,

w  w 112
laceml,, =(I dx | |IA<x,»n>I|2dn]

formiilii ile tanimlarsak, X; bir Banach uzay: olur. X; ile 0 < x , n<co bolgesinde

tammlanmus ,degerleri H’da déniistim yapan Hilbert-Schmidt (H-S) tipli ve

Jax flacml; dn <o
0 0

kosulunu saglayan A(x,n) operatdrler kiimesini gosterelim. Burada ||A(x, n)" )

A(x,n)’mn H-S normunu g&sterir.

X,'de A(x,n)’nin normunu

Iacenl, = oxlacntian)

ile tanimlayalim.X; uzay1 da bu norma gére Banach uzayidir.

X1, X3 ve sonra tanimlayacagimiz diger uzaylarin da Banach uzay: oldugu B. M.
Levitan (Levitan, 1968)tarafindan ispatlanmistir.

(3.7) integral denklemini X; ve X, uzaylarinda gézoniine alalim. Biz p>0 biiyiik
degerlerinde bu denklemin X, ve X,'de tek ¢6ziime sahip oldugunu ve ¢6ziimiin ardigik
yaklagsma yontemi ile bulunabilecegini gosterecegiz. Bunun i¢in pniln sézii edilen

degerlerinde g(x,n,n) € X, ve g(x,n,u) e X,

AN
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NA(x,n) = I 8(x.£,W[QE) - Q)|AE, M) d& (3.8)

operatoriiniin X; ve X5’de bilizen déniisiim oldugunu géstermemiz yeterlidir.

LEMMA 3.1: Q(x) operator fonksiyonu (5)-(6) kosullarim1 sagliyorsa pu>0’niin

biiyiik degerlerinde N operatorii X, ve X, uzayinda biizen operatordiir.

ISPAT:

vz
1 , b Eanex 2 .
g(x,n,u)zza':‘(a' +y2ho—h*) e 2" )[(\/Ehz -2a? +2hoc)cos{—a(x+n)

, , 2 1 iy 2 2
+(\/§h‘ -2a’ —2hoc)sin§oa(x+s):l+zoc‘3 V2e 2 | si[cosgoc(x—s) +sin—\/2:oclx—51:|
oldugu bellidir.Daha énce séyledigimiz gibi, o =4/Q(x)+p o’mn kendisi ve a’nin

diger fonksiyonlan spektral agiimla tammlamr. Q7'(x) tam siireklidir. QX)
a(x)<o(xX)L ... <op(x)S .. Ozdegerlerine karsiik gelen normalize edilmis
6zfonksiyonlar1 6nceden de oldugu gibi; e;(x), €3(X), ..., €n(X), ... ile gésterelim.

O zaman kendine e§ kompakt operatérler teorisinin esas teoremine gore (spektral

acilim teoremi);

F(QUH) = 2 oty (- -5 (e () (9

seklinde tanimlanir.

NA(x,1) = [g(x,&m[QE) - Q)]AE,m) d&

NA(x,1) = [, (x,&mW[QE) - Q)]AE ) d&
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+ g, (x&,w[QE) - Q)]AE, 1) d&
+ [g,(x.8m[QE) -Q]AE,m) d&

+ [g.(xEw[QE) - Q]AE, 1) d&

= NiAX,n)+ NaA(x )+ N3AE )+ NaA(x,M) (3.10)
Burada;
1 Ly 2
g (%,&,1) = Zoﬁ\/fe 7o cosgalx— 3

1 LN 2

gz(X,ﬁ,u)=Za‘3\/-2—e 2° élsin%oclx—&[
V2

1 , “a(g+x 2

g3(x,§,p)=za‘3(a2+\/5ha—-h‘)"e 26 )(\/Ehz—ﬁa2+2ha)cos—\/2:-a(x+§)
V2

] 5 5o —a({&+x . 2

2,(6E,1) = ~a”(a? +4Zho - h?) e 2 "™ (y2h? = V202 —2hoc)sm£oc(x+§)
4 4 2

dir.
Normun ozelliginden [N | <N, [N, |+ [N,| «[N,| yazabiliriz. 1>0 biyuk

degerlerinde N,N;,N; ve N4 operatdrlerinin normunun gézoniine alinan uzaylarda
istenildigi kadar kiigik oldugunu gosterecegiz. Bunun sonucunda p’niin biiyiik

degerlerinde N operatériiniin biizen operator oldugu elde edilir.

Nl

N,

IN . “ ’leri ayn ayr1 sirlandiralim.

N A = [g,(x.8w[QE)-Qx)]AE.n) d&

= JaxEw[QE) -QlAE.m & +  [g,(x&w[QE) - A]AE, M) de

x=¢isl N=3i>l

=ajtay
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HN,A(x,n)"z = ﬂa, "'32“2 = “al‘lz +

INA ], <2(a] 9

a22

2
, Tlas

2

2
la.f, =

[g.(x.&.w[QE) - Q) ]aE, mds

|x-¢|<1

2

| Jax&m[QE) -amlae,n) de J

|x-¢ls

r 2
<l Jlexgm{QE) -ew]aE, ) 2ng (3.11)

| |x=¢|s

lg (x,6,1)Q* (%) - Q* (N[QE) - Q]|

L et
o e 2 Q% (x)

<Jlg, (x,&,WQ* )[R ()[QE) - Q)] < ¢ x-g

Bu esitsizligi (3.11)’de gézoniine alalim.

Y T
el << J ot @t |- he-4-laceml, |
|x-g=<t
B [ e i
- J =g e Q) Jx -8 A, de (3.12)
3 “ﬁuix-ﬁl 1 ” -‘—/zalx—d . __‘/Za|x_€|
o e ? Q*(¥)=|o ™ Q*(x)e 2 s“a "‘Q"‘(x)“- a'te 2 (3.13)

d+e

@™ (X) = (QE) +ul) ¢ Q' (%)
S N
O<acx< Zoldugundan 0 < € < 1 sayisin1 6yle segelim ki

+4+8 +1+8 >0
-a = -—a —=
4 4 >

olacak sekilde
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4+s 4+s

Q) +uD ¢ Q' (%)= Z(a )+ * al (O ,e;(x) ;%)

=1

oldugundan

4+

(a,(x)+p) ¢ -ai(x)

l d+€

Q) +pD ¢ -Q*(x)|=

4+ 4+¢ l

—_ -—+a 1
S(o(x)+u) ¢ (@) +W)' =0 () +p) ¢ = =0

(o, (%) + )"

1
=O(—u?) (3.14)
veya
le*Q* (%) = Q <—>

olur. Son ifadeyi (3.13)’de gdzoéniine alirsak,

ae 2 Q) < e T (3.15)
olur. (3.15) ve (3.12)’den
7 T
C ———a] +&
ok [ [ fxd x4 lagnl,d|
“‘ |x-gjs!
Burada

V2 .
lve, =3 @lxdl

l+g
x=4

ve




oldugundan

]
k<= °L k- lacml, e |

2

Ix~€<)

veya

[} < L f]| él—EHA(é,n)llzdéJ (3.16)
olur.

“IZ
o, = L Ji- dedn (3.17)
fx-g=t

J-{ ,ﬂ -g" T, }dx

0 ||x-gls!

f{ Jix- [ ﬂw " lacnl, d&}
§—-x=u &' =u'+x de’ = du’
E-x=u E=u+x dé =du

' J'|u|'E lax + u,n)“2 du} dx

fuls! sl

J- lu| ™ du’ jlul duj|lA(x+u Dl JAcx+u,m)], dx

Jutisl usl

IA

_ﬂ 17 du’ J.‘u| du( J||A(x+u n)” de.“A(x+u n)” de )

uzl u<l
jl/z

J’Iu'l‘E du’ J' lul™ du[”
u =l <t ¥




x+u' =v’ v+u=v"
dx =dv’ dv = dv”

J‘Iu[ du’ J‘iul du[ J.“A(v n)” dv’ J.“A(v" Tl)“ dv"j 2

jusl luisl

< J-[u’f_E du’ J- lul™* du( ﬂlA(v’,n)“i dv’ J-”A(v",n)lli dv")
lwist fuls! 0 0

= flwlmdw | lul‘edu( ﬂlA(x,n)lljdx] = ¢ flace ) ax. (3.18)

fu'tgl st 0

(3.18) denklemindeki ’ﬁu’l—E du’ ifadesini hesaplayalim.

i<t

1

St

ljlu'!‘sclu'_ ul du’ = j( —u') du +j(u) du’

=2 () du =——  (0<e<l)

Boylece (3.18)’1 (3.17)’de g6z6niine alirsak.

2R 53
lall, <= J
: 0
veya

leuly, <

elde ederiz. g, (x,&,u) i¢in a;’yi degerlendirelim.

“lacn)ly, (3.19)

Je (2 [QE) - Q) A dé

x=i>1

2




< JlaxEmie@ - axnacm

[x-¢]>1

< ﬂgl"’

ix=gj>1

< Jlexzmae)] lacnl, ¢

|x-E,|>I

, 95

2 248

+
[x~¢]>1

fle .2 mQfjac, ml, déJ

"(-§|>l

{ fle. 8 ma@llacml, d&Jz {

[x-¢j21

i . i 48 2
s ] "-Q(é)-”A(é,n)ﬂzd&} +L [ eooplaeml, dé}
_x—é,lzl x=§{21
i e LN
-l Ik Qe H [ . Q(&)N lac.ml, d&}

rell J T el Jace : H f’l Qx)

| [x=¢l2i x=dlatl

Jac.m), d&} (3.20)

Burada 6) kosulundan

alx & (Q(x)ﬂnl)'“’x—g’{
Q(E") ” -QE")
_\?—Om("”‘-é” O'“(\)[\— —:—(Q(\)ﬂd)“:\"
e e -Q(E")
] T 4 [
——0 fnpx-i ———(Q(\H-ul) x-gf ——Q (x)ix—
| 5 3 !
< i \j‘lul‘:"(x)«—i' ST QU o2 'l
s Clle t

¢
j



V2

=l &

) 3
QY4 ( X)lx—é,'l-T(Q(XHul)'”[x—é’|—:{‘——(0( X)) fx—g

V2

=le ¥

V2 V2
Q" (x)|x-&'~=Qx)+uD) " x-¢ ] e—T(Q(X)w)'”Ix-é’[

V2 ‘ V2 g ‘
QU (x)[x=&"=——(Q(x)+ul) "} |x—¢'| I (Q(x)+) " x-g1l
<lle 4 4 e # (3.21)
olur.
2 2 2
ego"‘<X>lx-é'|‘§<0<x)+u”‘“lx-é'1 ain dzdegerleri A, = e{“ai"(x)lx—é’l-@(aj(x)w)“*!x—é'l
;=
V2 N 2 2
A eTa}"(x)lx—é'l—T(aj(mu)'“!x-é'l < eg(aj(x)w)'”lx—&'l—%aj(xw)‘“]x—@'l
SupA; = sup < sup
J J J
—amed =1 oldup
=sup e =1 oldugundan
J
‘/5 HI2Y ‘[2_ 141
—Q N (x)x=E" = ——(Q(x)+1t)""|x~&’
e Jx-¢'| 2 W' x-¢'] <1
elde edilir.
V2 14 V2 yA V2
QU )+ -2 (o (x) )3 x=é| -—x-¢/|
e * <e 4 <e * (3.22)

(3.22)’yi ve bir 6nceki esitsizligi (3.21)’de gézdniine alirsak

/3 )
y Y2 Mg

——.‘-"!.‘—"f,'i - NT S
e 2 Qg <sce T (

(V3]
o
[F%)
A

oldugu goriiliir.

(3.23)1 (3.20) de g6zdniine alirsak,



2
ua:u§=c{ o

[x=&21

, ——\/;u'”lx-ﬂ
| e Jace, |, d

[x-gj21

s -ﬁul“‘x-é'l -Qu"‘lx—al
wl fe o Al [ fe T A ml,

|x-&}21 x-g]2t

olur. Buradan

¥ w —iu *lx-g!l -[zu'“ x=¢|
fla.; dx<c? M fe ™ A mf, g H fe '”A(é,n)”zdé} dx

[x—&'j21 |x-&]21

«® ye 4 -ﬁul“ h
b j{{ Jo O el H o é’-llA(ém)Ldé}}dx

Ix=¢'|21 |x~¢|21

g-x=u E'=u +x dé'=du’
E-x=u E=u+x dé=du

< f { IJ‘el:__ﬂ” IA(u +x),1|du’ ;lj.:e—£ul i ] }}dx

luizl M=t

VVVVVV
juizl ‘wzl

. J‘e"_“W du' J-e———u u!du JHA(u"*‘x)*nHZ HA(u+ X).,T]“dx

urxl

2 A _‘;:;uu " ” , oS, , 142
= _{ J‘e“ju " du Je i du\( J‘“A(u’+x)*n“;dx J.“A(x + u),nH;de }
u ozl u zi v 0



x+u'=v’
dx=dv’
=2
=2
veya

PR

V2 U], ‘/_3_ 14 12
=2 J-e—Tu IUIdu, Ie“ 1 luldu( _ﬂ j }
luiz1 luf2!
v+u=v"’
dv=dv”’
I -—Jzu"‘!wl -J—Zu *lul v
=2 Ie 4 du' J.e du( ﬂlA(v n)“ dv' ﬂlA(v”,n)“ dv“j
_Iu'lzl [uiz1 i
I -ﬁu'/‘fu‘i -Eu'“hﬂ N 2 ¥ 2 .
<2 J.e ¥ du' je 4 du ﬂ[A(v’,n)”,dv’ ﬂ'A(v”,n)”;dv“J
w2t julzl 0 o0 ) i
h —Qu”‘lu'l ——sz"‘lul ¥ 2
je b du' Ie 4 du J.”A(x,n)”,dx
w2 lul2l 0 )
i 4 Y2 2
ﬁu—we i .E“—IM (J.“A(‘( n)” d‘(]:|
dx <80, ‘“‘“"‘UuA(x wl; dx] e Jlac.mlax

J

0

a,

elde edilir. Boylece

u(':’z :ﬁl -
veya
o, < Sl
olur.

g3’lin degerlendirilmesi:

OQ

N3A'v1

1

o (o +42ha -h*) e

RENN . 2
T (20t =2 +2hoc)cos-\/7—_~a|x+'é_l

4_.



NLAGKM) = [g,(x,EmIQE) - QIAE, n)dE

= [o(xEWIQE) - QIAE. )L

fx-gl<i

+ g (& WIQE) - QIAE, MAE =ar+ay

[x-2l<I

seklinde yazarsak

”N:;A(Xvﬂ)“z = e, +a, 2 SHaIHZ +[a,

2

olur.
”N3A(x, n)‘i < 2(”511 z ‘*‘“azii) oldugu agiktir. ”a, z’yi sirlandiralim.
o[} = | g, (x.8w[QEE) - Q)] A, m) de
x-¢j<l ’

{ { e, (x5 w[Q(®) - Q)] A(é,n)zdé}
|x~&isl

{ [ lestxzmle@ -]l ace.w g@} (3.24)

Ix-¢lst

g5’ {in ifadesini kullanirsak ,

2,(%.5,1) Q% (x)- Q7 (x)[Q(&) - Q)|

<

g, (x.2w Q ()| o[ - e

<c |x-¢&| (3.25)

1 B 3 5 —Xémi-r\‘ 5 5
Za"’(oc“ +«/§ha—-h“)”'e 2 (\/Eh‘ —-\/Ea“ +2ha) - Q*(x)

olur. (3.25)"{i (3.24) de g6zoniine alalim. Bu taktirde



J

[x~gjs1

1 2 2 __J_E_u +X| 2 2
e, Zoc'3(oc' +~y2ha—h?)"e 2 g l(«/-2_h‘ -v20? +2ha) - Q*(x)

2
<c
2

g Al & }

=[ Jlx-e

Ix=¢jst

2

1, yo Zlend o~ ,
707 (0% +4Zho bty e 2 e (J2h? =20 +2ha)- Q* (x)

I+

Jx -2 Jac, ), dg J (3.26)

elde edilir.

1 9 -ﬂa +X‘ ) b
Za‘3(a2 ++2ha—h*) e 2 i |(vZh? - 202 +2ha) - Q* (%)

1 2 2 —ﬁa'§+x 2 3 .
—a'"*0 ™ (a? +4/2ho —h?) e 2 | ‘(\/Eh‘ -2a? +2ha)-Q*(x)

4
1 2 I — 2 2 ‘ ‘Q“- %

=[a*Q (x| Zoc'”(oc‘ ++/2ho —h?) ' (V2h? —=4/2a? +2ha)e 2 el (3.27)

oldugu agiktir.
i:‘i

a™TQMN () = QO +rD * Q'(x)
CL 5 . 4+¢ €
[fadesinde 0<a<Z iken O<e<lsayisim —a+-— =—a+1+z=<§>0

olacak sekilde secelim.Bu takdirde.

g b ~d—g

Q) +uD) * QU (x) =D (e, (x)+u) * al(x)( - e (x))e,(x)



~4-g

= (o, (x)+ul) * al(x)

“(Q(X) +u) ¢ Q%)
< (0, (0 +HD) T (o (x) + )
e 1 1

=(a,(x)+ul) * =(061(X)—+H)‘:<u§ (3.28)

olur. (3.28)’yi (3.27)’da yerine yazalim. O zaman (3.27)’nin sol tarafindaki ifade

—°—— —a‘"(a ++2ha —h?) " (v2h? =20 +2ha)e 2 Seless (3.29)
olur.
(3.29)’u (3.26)’da g6zbniine alalim. Bu taktirde
Ja.[; < [ flx=g " fglx =gl @? + VEhoc- 1)
) ix-z|s!
= X —ﬁa +X 2
e T (2h? - V30 + 2haye 2 Jac. ), de }
olur.
a>0, >0 iken a’e™<c oldugundan
1 5 q (ZIC,+\I +X +£
'Zoc‘+€(on'+\/511a—l1')" (v2h? =20 +2ha)e 2 S '*(—@l

sinirlt oldugu aciktir. Béylece.

C TE . .

<= [lx- .
u“, v L
¢ x4l

dir. Bu sirlandirma (3.16) esitsizligine ulastiindan bundan sonra yapilan islemler

”a,

g;3'lin ;1 icin de gecerlidir. Dolayisiyla



a < %”A(x,n)“h
M 2

X3

olur.

1 , 5 -[2—a|§+xi 3 3 '\/5
g =70 (o +v¥2ho-h*)"e TN 2R =2 o +2ha)cos—-2——alx+§|

g3 icin a;’y1 degerlendirelim.

[g.(x8.w[QE) - QaE, ) de

[x-2}>1

a,

2

2

V{;
—{x=£[Q"*(x)

(kullamlan kosul: Ix—F,I >1iken e ¢ Q@) <c c: sbt)

< | Jexemle®-ewlac. d

ix=¢l>1

< fleewla® -ew] lacm |

[x=¢j>1

< Jlesxaw-Qeffacmy [+ e xgw-Quoljac.m

fx-gf>1 [x=3|>1

2
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J

2s2{ fles(x.2.m)-QE)] JAaE,m) zda} 4{ zda}
lx~%:51 Ix~gj>1

g,(x,6,1)- Q)| |aE,m)

“az

3 B 5 —Qaié+,\'i 5 5 \/E _Qaii”i
a (e’ +v2ha-h) e T (V2 h? — 420 +2h(x)cos-;—alx+§| 2

< cle

oldugundan

s

-——wk-xl .
e ? Q&)

02

e TN
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k|| ]
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7 2 e EW afg-x|
rel j] o e el | II e fag ], e
el x=£|21
‘/7 U3y
e e
Y2 £t —‘[—i U e)x—erl —ﬁ <)) x=r
_ e—TQ (x)lx-4| .e+ A = e 2 (Quaren) =g Q(gl)“

2 Nl 5
+‘/TQ”4(x)lx_§'|‘T(Q(X)+Lt)m[x-é’| ‘TQ”" (ot I
: ' e Q&)
3 5
< +V_4"Q‘“(x)|x'§'1-g(Q(X)ﬂl)mlx-é'ﬁ
sC 2
V2 NEY ;i
e*Qm(x)h—@ [“—(Q(‘()+u)l14l & -T(Q(x)w)'“!x—g'l
NE) N » 5
5 O =g =S Q0 s et ——(Q(x)+u) " x-E*
S * l l 4 o -le 4 | I
0 ; 5 i |
\/"_-u%'i(X)lx-ﬂ-_\/;(ai(x)"'“)m;x"i'l -g(aj(x)-y-u)lu,x_é,'
< supe .supe
J J
V2 T
-—u " x~g|
<e

’si ile aymdur.

pn>0 biiyiik degerlerinde

N=N,+N, +N; +N| “N‘Hzoﬂﬁl—:j “Nz =

g0l -0 L]
ni-o L] o

elde ederiz. Bununla yukaridaki lemma ispatlanmis olur.




Lemma 3.1’in ispatinda oldugu gibi benzer sekilde N operatdriiniin >0 biiyiik
degerlerinde X; uzayinda biizen oldugu gosterilebilir. $imdi g(x, &, u) operatdr

fonksiyonunun X; ve X; uzaylarina ait oldugunu gésterelim. Bunun i¢in Q(x) operatdr

fonksiyonunun Szdegerlerinden olusturulan F(x)= Y [a ;017 iin L0, «o)a ait
=1

oldugunu, yani IF (x)dx < 'u gézoniine alacagiz.
0

oldugu agiktir.

lel, <le,

Once gy(x, &, p) operator fonksiyonunun X; uzayina ait oldugunu gosterelim.

2
-3 0-|‘( ¢ ‘/—
. ¢ = —Oc V2e sm—oc,x g1
2
i P V2 ik
<cjue T = Qe + Ll)"""‘e'_2—(0(“”)”4!“—‘:’l
2 2
S ST 3 (xyen) gt
=CZ[OLJ-(X)+M] g V2 g
j=!
Buradan,
kb 2 Y R o
[le.(x.2. o, GO+ feresmn ety (3.30)
0 =t 0

» X £
-J2 (x)+p)x—g —v’?(w(x)ﬂl)'”fx—éf ﬁ(a (X)+p)Hx—¢
Ie (o (X )Hp) "7 in=E dé = J'e i dE' + le 1 G|d§

0

0

P

ks
= /?( . b3 ) . i, 3 . [ _J3
valu, X+ X valu X1+ TS vl (X)X vaiu (\)+u)
' : )
=g e ds+e e “ds

1} N

! wiuﬂx;qn"s!‘\

NN o

]
-v 2w eoruy
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+ eﬁ(u;(x)ﬂl)'”x ) 1 V2 (o (x)+w) ]
—V2(e; (0 + )"
- e-ﬁ(aj(x)+p)”"x . 1 ( ﬁ(aj(x)ﬂ.t)'“x _ 1)
V2(a; (0 + )™
+ eﬁ(aj(x)ﬂt)'”x . 1 ( _ —s/i(czj(x)+u)”4x>
—V2(0 (%) + )"
= 1 ( —\/E(u.j(xwu)'“x)_ 1
V2(0 (%) + )" V20 (%) + )"
— 1 ) V2o (x)+p) x (3 31)
4 1/4 .
V2 (at;(x) + 1)
dir. (3.31)’1 (3.30)’da g6zéniine alaiim.
n 5 a =372 l —ﬁ(u~(‘()+u)'“‘<
g (x,s,;.t)7dsScZ[a.(x)+p.] : chs '
< 20,0+ =F(x)
=1
Boylece

2

. ‘J.J.“gdx.s.p)

00

g, zdSSCJF(x)dx<w
0

olur.

Teorem 3.1: Eger (5)-(6)-(7) kosullar1 saglaniyorsa o zaman p’niin blylik
degerlerinde (3.7) denkleminin X; ve X, uzaylarinda ¢6zimd vardir ve tektir. Bu ¢6ziim

ardisik yaklagim yontemi ile bulunabilir. ——
oy v




Calismamizi stirdiirmek icin gerekli olan H’da donlisiim yapan simrli A(x,n)

(P21.5s0)
5

operatérlerinin olusturdugu diger X{”,X3,X; ve X uzaylarnin tanimin verelim.

Bu uzaylarda norm sirasiyla

» /P
|, o =(Osup Jlacx, n)||Pdn]
<X<®© 0
lace,m o = Jox flacem@*ml;dn
0 0

JaGemlg = s flacem Q*(mldn

= sup  sup [A(x,m)]

O<x<o  O<n<e

lax,m)

Ns

seklinde tanimlanir. Bu uzaylar B.M. Levitan (Levitan, 1968) tarafindan verilmis ve

bunlarin Banach uzay1 olduklar: ispatlanmistir.

LEMMA 3.2: Q(x) operator tonksiyonu Lemma 3.1’in kosullarimi saghiyorsa p>0
degerlerinde N operatérii X|”,X3.X; ve X, uzaylarmin herbirinde biizen operatérdiir.

Lemma 3.2’nin ispatt Lemma 3.1°e benzer sekilde yapilir. (3.7) denkleminin bu
uzaylarda tek ¢6ziime sahip oldugunu géstermek i¢in g’nin de bu uzaylara ait oldugunu

gdstermemiz yeterlidir.

(3.7) denkleminin ng),X(f%').X‘{S) uzaylarinda ¢éziime sahip oldugunu
gosterelim. Bundan dolay1 g(x, n, w)’nin X{. X" X{™ uzaylarma ait oldugunu
gostermeliyiz.

Once g(x. 1, w)’niin X4 "ve ait yani:

oldugunu gosterelim.

12
g(x.mu)ﬂzdnj <

E:’(X-T]‘!»l)“x.‘z‘ =( sup I

Uexen o




leCx,n )l <[l om0 + o (o )] + [l oo )] + e (o)

-3 -ﬂalbnl
<clRa™e 2

2 ;
3 =Sl

(o]

2 V2
_3 ~—5-ofx-n] _3  =—-aln+x|

(a7e 2 ve a” e ?  ‘inspektral agilimindan)

2 el
)_3/4 e-T(ax (x)+)"*x-n| )_3,4 e-T(onl (x)+p) " nax]

Sefa (x)+p +¢, (o, (x) +p

V2
=S (ag (x)+p) x-nf

s, <ce

_”Ig(x,n,y,)”zdn <c J-e—ﬁ(a;(xhu)mlx—ﬂldn
0

0

X ®

=C J‘e-ﬁ(a((xhu)'”(x—n)dn +c J-e+ﬁ(ul(X)+u)m(x_n)dT]
0 X
X -]
=cC 1 V2 ()  x-m) | e 1 ey (™ (xem)
\/E(O‘x(x)+p.)”4 . «/E(al(x)+u)”4 x

c

T V20, () + )

[1 — eV @omx _ (_1)]

_ c [ _ —«/f(a[(x)ﬂl)x] < - °c
V2, (x) + )™ (0 () + )™
» 172
) c
“g(x~nv“)i|xg“ = [Sfp J-”g(x. n’M)H dn] : Slfp a,(x)+p =€

Simdi g(x.n,u)’niin X4"* uzayina ait yani

sup f||g(X~n,u) Q" (m)dn <

Jax<z g

oldugunu gosterelim
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flecenw-Q*@ldn= [ lexnw-Q“mldn+ [letxn.m-Q" (mdn

[x-nis! [x=ni>1

=a(x) + b(x)

|x-n|<1iken [Q™"(x)-Q"(n)|<c kosulundan

a() = [lgtem,m)- Q" x).Q7" (x).Q" (mdn

[x-njsl

flecen,w) - Q" ol Q™ (x.Q" (myldn

Ix-nls
-Qah-nl
<c.c, I a”e 2 -Q™(x)dn
|x-nj=l
‘/—al‘ | 4
<c a”e Q" (x)|ldn
jx=njsI
|‘< | 1/4 _;/4 ‘/_(Gj(x)ﬂ-l)”ﬂx"li /4
Q" (x) = Z(a (X)+ 1) a (x)(-e;)e,
oldugundan,

\/
34 o (“j(x)+“)1“|""“| 1/4

ix
a’e Q'/4(X) 'Sup(a (X)+1)” o (x)

V2

- -t (x)+) " x-n|

< sup(o(x)+p) e 2
i

Vi s
_|/2 - (u.|['()+u) X=nj
< (o (x) +u)

olur. Boylece,

=
wIX=1

Y
a—3e R lQ”.‘(X)

(a.(\)ﬂt)‘“‘\ 1

<(a(x)+u) e
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J—(amx)m)“‘tx—nl

a <c J@,x+w™ e

fx=nlst
=c (o, 0+ |
:x-njst

< clou(x)+u)

dir.
Yani sup a(x) <o elde edilir.
0gx<o
- fx=nf
b= [l xnmQ“mjin= [ ja’e Q" (m)|d
[x=n|>1 [x=n ~il

—J—E(x—n)Q”‘m

Q(n)e

<C

( |x-r1 |>1 iken

o x—1

Ql/4( )

V2 2
TQ‘“(X)|X—H| —go”ﬁnlx-nl
€ €

- Q_

J2 V2
QM ol x- = Q)

x>l

<c |

x=1>1

2 V2
TZQH (x)ix= =S QU0+ -y

—

—2‘ ) 2
"_Q”*(x”x—q[-vT(Q(X)"'l-l)w!X n

22
Z=Qx)+) x|

,
e

SCJ.

x=ni>|

-nldn <c oldugundan

x=n>l

3
-£(al(x)+u)'“lx—nld

xosulundan )

Q7 (m).Q(). Q™ (m)d

Q(n)jd

sup b(x) < olur.

JEx<wm




42

Boylece agagidaki lemma ispatlanmus olur.

LEMMA 3.3: Eger Q(x) operator fonksiyonu 1) 5) 6) ya ek olarak

Q") Q" () <c. c=sbt

kosulunu sagliyorsa o zaman g(x, 1, 1t) operatdr fonksiyonu x'"* uzayma aittir.
3.2 GREEN FONKSIYONUNUN TUREVLERI

3'G(x. 1, 1)
5nj

gosterelim. (3.7) esitliginin her iki yaninin 1’ya gére formal olarak tiirevlerini alirsak,

G(x,n,u) operatér fonkiyonunun (5=1,2,3) turevlerinin varoldugunu

O ey LD
olur.

Mo = PRI otz 0@ - QMG 639
Integral denklemini veya

M;(x,1, 1) =§j—g(?:+n—’M—NMj(&,n,u) (G=1,2,3)

denklemini g6zéniine alalim.

(3.33) integral denklemini X{" (p=1) Banach uzayinda inceleyelim. Daha 6nceden
X de (p=! igin) w>0’n biyik degerlerinde N’nin biizen operatdér oldugu

o . Og(x.mop) .. ) :
gosterilmistir. (Lemma 3.2). Bundan dolayi, T (=1.2,3) operatdr fonksiyonun

1 11

X' uzaymna ait oldugunu gosterirsek (3.33) denkleminin u>0 biiyiik degerlerinde X

uzayinda tek ¢dziime sahip oldugunu géstermis oluruz.
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d'g(x,m,u) _ d'g, ajgz d'g;  d'g,
an.i - anJ 5nJ + 5nj + anj

oldugunu gozoniine alarak, — operator fonksiyonunun x\" uzayma ait oldugunu

arlj

gosterelim. (diger terimlerin de bu uzaya ait oldugu benzer sekilde gosterilir)

1 ) —gu(-‘*ﬂ) \/5 . \/’E
—ae ? Jcos—a(x—1n)—-sin——a(x-"n) x>
ag, 4 2 2
aﬂ B 1 -9 ga(x—q) 2 . 2
-—ae’ Jeos——a(x—1n)+sin——a(x—mn) X<
4 2 2
—lon'ze-éimix_nl cosl/-—%on(x— )—sin[%—oz(‘{— )
~ 4 2 1 XTI
o8 = su a].loc‘zega(x—m cos‘/—za(x— )—sinIz—oa(x— ) "
Eol P 15972 i 2 1
"ol -@m-m 2 . N2 ’
+supf—za ‘e . cosTa(x—n)+31n—2—a(x—n)
X 0 g
1/p
”ag{ '( J ag———'(x‘n’u)“dnJ < sup £ <o
OS«coO &n _05x<w al(X)+}.L
og, (X.n, 1) o : )
T nin  ifadesinden bir kez daha tiirev alirsak,
\/—_—. -1 —-;u(x-ll) \/:—2_ : \/5
o e - Jeos——a(x—n)—-sin—a(x-mn) X>7
azgl ) 2 2

X<n

4
m VL e[ 2 2
—4—& e? . cos—a—a(x—n)+51n—7—-a(x—n)

\/2— 4 ~V';u.\x—m \/5 . \/_?: ‘
TCL e - .COS',)—CLIX—T]i—SmTCLIX—n‘
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olur. Buradan
o, " —Tﬁa“'egm—n) cosﬁa(x— )+sin—@—a(x— ) pd
ot e 4 2 i o HETV AN
W2 Lae V2 2 g
+dTa"e 2, cosTa(x—n)—sini;a(x—ry) dn<C
J 2
yani
~2
781 <c
o | o
drr.
(le—:lzza(x-“) (cosﬁoc(x— )—sm-@a(x— )J X >
Pg, |4 159972 1 2 p n
= < -
on’ l ‘/,—Za(x—n) V2 2
——e? Jcos——a(x—m)+sin—a(x-mn)| x<n
4 2 2
oldugundan
53g| ’ ol i,—z-a(x—n) \/5 . i
H5n3 o= J—4e 2 . cos-?oa(x—n)-i—sm—z—oc(x—n) dn
A1 Lo V2 . N2 i
+5[Ze 2 . cos—‘-z—oc(x—n)—sm-—z—a(x—n) dn<C
veya
Osgl ’
=l <cC
on’ e

&g o
dir. Boylece —< ex!” ve bundan dolay1 (Lemma 3.2°den) (3.33) denkleminin x{” ’ye
én’

ait tek ¢6ziime sahip oldugu gosterilmis olur.
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(3.33) denkleminde j=1 alalim:

dg(x, M, 1)
on

(3.34) esitlgini [n,) aralig1 lizere integralleyelim.

M, (x, M, 1) = — [a(x,&,1)QE) - QIM, (&, n, w)dE (3.34)

J M, (%,5,p)ds = I———ds Jg(x £,WIQE) - Q(X)]( ™, s, u)dsJ de
veya

M, (x,5,10)ds = ~g(x,m,1) - Ig(x,ez,m[Q(&)—Q(xn( JMl@,s,u)dstf,

dir. Bu denklem, (3.7) denklemi ile aymdir. (3.7) denklemi tek ¢oziime sahip
oldugundan dolayi;

Gx,m 1) = = [ My(x,5, i)ds (3.35)
n

olur.
Eger biz M;(x,s,)t) operatdr fonksiyonunun s’e gére stirekli oldugunu gosterirsek
G(x,n,u1)’niin n’ya gore tlretilebilir oldugunu géstermis oluruz ve (3.35)’den,

oG (X, 1M,u)
on

olur. Simdi M;(x,n,u)’ niin n’ya gore stirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin (3.34)

= Ml (xvnau)

denklemini asagidaki sekilde yazalim.

a s, ¥ - - a s 1is
M, (xomyp) - TR —Ig(x,;,m[Q(@)~Q(x>][M.<g,n,u>da—————g(§ Ul )}da
on an

og(&,n,un) A

- fgm,u) [Q(E) - Q(x)] =225 de (3.36)
on
Eger.

LOx M) = M, (.1, o) - 200 (3.37)

on
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ve
1%, 1) = - Jg(x £ - Qe g (3:38)
dersek o zaman (3.36) denklemi
L(X’ n, “) = 1(X9 n, P-) - J‘g(X,E_,, M)[Q(g) - Q(X)] L(é’ n, l-l)dé (339)

seklinde yazilir.
L(x,n,u) operatér fonksiyonunun n’ya gore stirekliligini gosterelim. Bunun i¢in
(3.39) integral denklemini Xs uzayinda g6zéniine alalum. Bir daha hatirlatalim ki, X

uzay1 H’da tamimlanmig ve

||A||X = sup sup ”A(x n)||<co

0gx<w 0 n<om
ozelligine sahip A(x,m) (0<x, m<co) lineer simrli operatér degerli fonksiyonlardan

ibarettir.

. |9g(x,n+h,u) Og
limj————-—(x,n,u)| =0 3.40)
l1—‘>‘(;‘. 8]'\ an n. K » (
- N og(x, 1, 1) o -
oldugunu gosterirsek o zaman < € X, N operatorii X5’de biizen oldugundan

ve l(x.n,u) ifadesinden I(x,n,u) € X, ve lling“l(x,n+h;u)—l(x,n;p.)l|x =

sonucu cikar. (3.39) denklemini = X; uzayinda  gbzbniine alarak

L(x,mp) = I(x.my ) = NL(x,n,p) denklemini

Lx.msp) = I+ N) ' I(x.m; ) (3.41)

seklinde yazabiliriz.




47

Biz son ifadede pu>0 bilyiik degerlerinde N operatSriiniin Xs uzayinda biizen

operatdr (Lemma 3.2) oldugunu dikkate aldik. (3.41)’den

lLeemswly, <@+, el (3.42)

Ja+Ny],, =C dersek son esitsizlik

[Lecmmwly, < Clicamswl,,
seklini alir. Simdi

og(x, M, 1)
on

oldugunu gésterelim.

og og
limp == (x,n +h,p) ~ o (x,m, 1)

e X, ve

Xs

&’ g(x,n, 1)
&nz

Nazg(x,n,u)

ifadesinden bu operatér fonksiyonun Xs uzayina ait, yani

< C (c:const) oldugu kolayca géziikiir. h>0 olmak lizere
Xs

DN s

og(x.n+hyp) ag(x mu) I ' o'g (x n,u)
on

yazabiliriz. Buradan

]4-]

dg(x,n+hiw)  dg(xomsp)|

| f 2g(x,n;u)!ldn
e o 5T T
n+h
<C [dn=ch
n
vani
6g(x.n+h:_u) cg(x. n,u)”<ch
G, |

dir. Bovlece
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Hﬂ4 Sgxn+hp) dgxympw)| _
ho 61'] an “X,

olur (Burada h{0 yazilis1 h’nin azalarak sifira gittigini gésterir). Bununla

0

nw eXs ve  limfixn+ i)~ 1xonwf, =0

oldugunu géstermis olduk.

(3.42)’e gbre h=0 ‘iken

IL(x,n+hsp) - Lex s ) % = la+z-

1(x,n+ by p) = 1(x,m; M)”x,

dir. Buradan

lim|L(x.n+hip) - Lo, <[+ N7 limlicon + kw - I nw), =0
yani

limfL(xn+ b ) - Lesem ), =0 (3.43)

olur.
Diger yandan
[LGen+hip) - Loemwl < [Leon+hp) - L,
oldugundan H’da doniisiim yapan L(x.n;1) operatér fonksiyonunun 1y degiskenine gére
[0,00) aralifinda diizgiin siirekliligi goriiliir.

(3.37)’ deki M (x,n,u) ifadesinden

. Og(x.n, 1)
M, (x.n,p) = ———>+L(x,n,u)
on
og(x.m, 1) . . \ i 1
olur. Buradan da ——————— ve L(x.n,u) operatér fonksiyonlar1 n’ya gore stirekli

oldugunda. M,(x.n,u) operatér fonksiyonununda stirekliligi aciktir (H’da).
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G(x,myu)=— IMI (x,n;)dn esitliginden G(x,m;w)’nlin n’ya gore tiretilebildigi

-n

o0G(x,m,
e %‘—”—) =M, (x,1,p) oldugu gorilir.
oG(x.n,
(3.33) denkleminde M,(x,n;1) 'niin yerinde —(Zﬂw 'y1 yazalim:
oG(x.n, 1)  9g(x.n, 1) oG(E,m, 1)

f 8%, & [Q(E) — Q)] — 22 dE

en  on g

Formal olarak bu esitligin her iki yaminin n’ya gore tiirevini alalim. O zaman

O’G(x.n,u) _ ’g(x.MM) G(x,n,1)
3 g(x.&WIQE) — Qx )]—_ dg (3.44)
o’ on’ '[ on’
olur. Asagidaki
o’g(x,mK) 7
M, (1) = 2 = [a(e & wIQEE) ~ QEOM, (6 T k)de
0
denklemini g6z6niine alalim.Bu denklem gorildigti gibi, M;(x,n,u) igin olan
. dg : g ; 8’ g(x,m, 1)
denklemdeki —’nin yerinde —5 olmasidir. Diger yandan —————  operator
n on’ on’ ’

fonksiyonu n’ya gore stireklidir. Bundan dolay1r Ma(x.n,un) operatér fonksiyonu da n’ya
gore sirekli olacaktir. Bununla M;(x,n,n) i¢in yaptiimiz islemleri My(x,n,u) igin

8 g(x, M, 1)
anl

Formal olarak (3.44) esitliginin her iki yanini n’ya gére tiiretelim,

yazarsak operatér fonksiyonunun n’ya gore siirekli oldugunu elde ederiz.

G &
A L —Jg(xw,u)[Q(é) QN ZE &, mez (3.45)
om’ on on’
ve
M, (o) = 25 fz,(Xéu)[Q(“) QUM (x.1, ) (3.46)

on’
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&g(x,1,
integral denklemini g6zOniine alalim. _:g%n_:l_u) nin ifadesinden
o &’g(x,m,
o <C dir.Buise %ﬁ e Xs oldugunu gosterir.

Bdylece p’niin biiylik degerlerinde (3.46) denklemi Xs’de tek ¢dziime sahiptir.
(3.46)’y1 (n,) araliginda ny’ya gore integralleyelim.

2’g(x, n 1)
on’?

(3.47) denklemi (3.45) denklemidir. (3.45) tek ¢6ziime sahip oldugundan

M, (x,m,p)dn = - Ig(x&u)[Q(é) Q(X)]( ™, (&nu)dn]dé (3.47)

62G \
M; (x,m, pu)dn
P
olur. Eger biz Ms(x,n,u) operatdr fonksiyonunun n’ya gore (m=x) stirekli oldugunu
: G : :
gosterirsek, — operator fonksiyonunun da n’ya gore (n=x) tiireve sahip oldugunu

elde etmis oluruz. Birinci tiirevde oldugu gibi

Lex, o) = 101, 0) - :Ig(x,&,u)[Q(a) - QETL(E M, W) (3.48)
dir. Burada
L(x,n,p) = M5 (x,m, 1) - M (3.49)
on
I(xm,1) —-Ig(x £.[QE) - QU] —% & (3.50)

dir.
L(x.n;u) operator fonksiyonunun ’ya gore stirekliligini inceleyelim. (3.48)’den
(I+N)L=I

veva
L=(I+N)"'l

yazabiliriz. Eger biz I(x.n.p) operatér fonksiyonu i¢in
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linliGe, 7+ 3 ) = ICx )], = 0 (3.51)

! Hx5 < C oldugundan lhif?“L(x,n +h;u) - L(x,m; ;.L)“Xs =0

elde ederiz ki , bu da L(x,n;u) operatér fonksiyonunun H uzayinda n’ya gére stirekli

oldugu sonucunu verir.

Simdi (3.51)’1 ispatlayalim. Bunun i¢in asagidaki Lemma’y1 ispatlamaliyiz.

LEMMA 3.4: Keyfi £>0 sayisi i¢in 0<h<d oldugunda

“l(x, n+hp) - lx,n; ”‘)“x, < ¢ olacak sekilde 5>0 sayis1 vardir.

ISPAT: Sabit tutulmus 8>0 sayisi i¢in £>8 olmak iizere 1(x,n+h;p)-I(x,n;w)
farkini asagidaki sekilde yazalim.

n-§ aSg y h. 53 ,
G =10+ o) = Ig(az,n,u)[Q(a)—Q(x)][ el g(én“)}dég

o' o
n+ asg , h. 53 ., 7
- f_g(xan,u)[Q(i)—Q(X)][ ) _OE b g
5 hu) &8°gE,n,u)
+ JeComniQE) - Qx )]{ g@;* b _ *;? D e 3,47, +1,

0+

J;

2

W2l sy, ifadelerini hi0 iken siurlandiralim. “J ‘HX I gbzOniine
$ 5 5 s

alalim. J,’de £<s-§ veya s-£>( varsayalim.

O’g(E.n+hyw) 8°g(E,n.p) “*j O'g(&s 1) |
o’ on’ . oS

oldugu agiktir. Buradan

)
|

o'
L

. n+hy  SeEnmf “]"Ha“'e(c,s wl,
T | e

;
‘.3
5T\
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dir. Spektral agilim formiiliinii kullanarak

“%@sm gl 19" e o2 a9+ -9+ 6D |, s>
T e ] 2 e - G 6D |, <
P ms_qxa (S)+“-)V4 (GJ(S)+L1)V4(S"5,) I ‘/25((XJ(S)+H.)V4(S_§)_Sin_{;%(aj(s)"'u)v“(s—é) , S>E_,
S< )
iva ~He 2 (a,(s) u)"‘(s-{)i (oosg (Ol,- © +IJ-)V4(S“§) +sing(aj(s) +M)U4(S_® , s<E
2 2
_<- —_—
s-¢ &

elde ederiz. Boylece

Ogx,n+hp)  3g(x, n,u)ll £ f "ds 2h 25
n

= S ik
| o’ o |77 66 ¢
dir. Buradan Lemma 3.1°deki islemlere benzer islemler yaparsak;
C.5
b, ==
elde ederiz.
E|J zi .. \fadesini simrlandiralim.

n+g

i S sup sup ﬂlgm WIQE) - Q] d&

J<x<» ()<n<:n

I,

dir. Burada eger

lx—n\>1 ise

=l(x-m+(M-9|>1-¢

l_;
X A}

dir.



ok

“Q(g)e 2 < C kosulundan [g(x,&,1)[Q(€) - Q(®)]| < C bulunur.

Ix—nlsl ise
!x—§|>l+q
dir.

lsx.&,m[QE) -Q )< clx-¢” O<r<l)

G n+g
], < k- "dg) < fli+q e
n-¢ n-G !

=C(1+Q)™ [d&=2C1+Q)"

n-g

(Levitan 1968) ¢alismasinda oldugu gibi benzer islemlerle

J,

<Cg'

Xs

oldugu bulunur. Boylece;

)
li(x,n+ By ) = 1(x,m; M)NXs < C[ T CTS) (3.52)

dir. Buradan >0 keyfi say1 oldugundan £’y1 C§'™" < -;— esitsizliginden ve >0 sayisini

5
£-9%

edilir. Bununla l(x.n;u) operatér fonksiyonunun mn degiskenine go6re siirekliligi

C

< olmak tizere segersek. (3.52)’den Hl(x,*r1+h:u)—l(x,n;u)“X <g elde

| m

ispatlanmis olur.

L(x.n,u)=(I+N)"l(x,n;u) ve “(I+N)"HX‘ < C oldugundan L(x.n,ut) operatdr
fonksiyonu da n’ya gore stireklidir.

L(x.n.u) (3.49) ifadesinden Mj(x,n,u)’niin n'ya goére siireklilik noktalar

o’ g(x. 1, 1)
o

operatdr fonksiyonunun mn'ya gore stireklilik noktalari ile aynidir.
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d*g(x,m, 1)

o’

gésterirsek Mj(x,m,u)’nlin de 1 (m#x) degiskenine goére stirekli oldugunu géstermis

operatdr fonksiyonunun n’mun x’den farkli degerlerinde stirekli oldugunu

oluruz.

N<x oldugunu varsayalim ve x-n=t diyelim. |h| kii¢iik say1 olsun.

Pgx.n+hp) gx,nu) e
| 8r| - &qs ” s> 0 (3.53)
8 &’g,(x,m,
S ——-g-gﬂ teriminin (3.53) kosulunu

oldugunu gosterelim. Once F ifadesindeki

sagladigini gbsterelim.

g1(x,n,1)’ niin ifadesinden

Q _ng(x)ﬂx(x—n) (CO __ga(x__ )_Sin_.z—a(x- ) X>
g 1)° 48V Y £ R

3 < 5 4
on 4 gi/Q(X)*ru(X-n)

2 2
.(cos—z—oc(x— n- sinTa(x -mn), X<

&g, (x,1,1)
ar].)

in m’ya gore stirekliligini gostermek icin bu ifadenin icerdigi her bir

2

et < N . el -0 (x-n)
terimin siirekli oldugunu géstermemiz yeterlidir. Once e 2 .cosa(x—n) 'nin n’ya

gore stirekliligini gésterelim. Bunun igin,

2 2 )
—-—a(x-n+h) -——a(x-n) 4
e ? .cos——oa(x—-n+h)-e 2 .cos——oa(x—1)

5 —=—>0

h—0

oldugunu géstermeliyiz.

Spektral agilim tormultind kullanarak




v2
——’—-a(x—n+h)
e 2

Ifil=1

Iel=1|;

—Qa +h 2 —-:/-Za X—t \/5
=sup{(e 2 l).cosga(tﬁ-h)—e 7 ‘).cos—a—at f,f

o]‘ —l/-—g-(k-x-u)l“(t-z-h)
e 2

2 W P 2
.cosToc(x—n+h)—e 2™ n).cos—\/zioa(x—n)

-

Jz(kﬂl)t

2 2 2
.cos—\/2;(7\. +u)*(t+h)y—e ? .cos—\/z:(l +w)"td(E, f, f)'

¥ -ﬁ +) (t+h 2 —J—E- + 2
<ap fle ”.cosg(k+u)"4(t+h)—e z mt.cos—\/z-:(k+p)”4t'd(Exf,f)
‘Jfﬂ=| { -
N| 2 2
~—=(A+w)" (t+h 2 ——(A+ 2
<sup fle 2 (”).cosg(k+u)'/4(t+h)—e e u)t.cosiz—-(k+;.L)”“t'd(Ekf,f)
Ifl=l ; 2

+ Sup

fitl=t

=I,+I,

yazalim.

V2
== (A+u)t

3 2
.cos%—— A+ (t+h)—e 2 .cosg(k +u) t’d(EAf, )

v2
-T(k+u)"*(t+h)

>0 herhangi say1 ve |h|<tolsun. N sayisini Syle biiytik secelim ki, A+u>N iken

)
——7"( A+pt)

ey V2 N | 174 'g(“” 4
~COST(/\+H) (t+h)—e ? tl <

2
)t.cosg(k+p)

oo

olsun. Béylece,

£
[, < ;SI
ndES B

veya

74
o™

olur.

|,

up [d(E, £.6) < {sup(Emf,f)—(Elf.f)}
=t ] ift=1
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I,’de segilmis olan N’yi I;’de g6z6niine alalim. O zaman A+u<N iken h—0

oldugunda

V2 14
-"—(k+u) (t+h)

) V2
4 ——;(k+u)t
e * .cosT(x +u)

14 __Z.
(t+h)—e ? .C0s—3 (A+up)

114
t

‘Y:

V2 V2
= ()" e—T(Mp)'“ i

- -0

2 2
.cosg(k +u)(t+h)- cos—\/zl(?» +u)t

£
olur. Buradan |h/|’nm kiiclik degerlerinde vy < Py olur. Buradan I;’de oldugu gibi

L

30’
[, <§— elde edilir. Boylece {h|’ nm kiiciik degerlerinde I,+I;<e dur. Bu ise anil

operatdr fonksiyonunun n(n<x) degiskenine gore siirekli oldugunu gésterir. n>x iken

03 63 X1,
1 degiskenine gbre 5‘1g; "{in stirekliligi benzer sekilde gdsterilir.Bununla %;—Uﬂ

operator fonksiyonunun n (n#x) degiskenine gore siirekliligi gosterilmis olur. Boylece

) W 4 Y A O’G(x,M1) , .
Ms(x,m,u)’niin n#x degerlerinde m’ya goére stirekliligi ispatlandi. —————""nin

anl
3’G(x,m,
Mj(x,n,u) ile integral ifadesinden m#x iken EASIG) tiirevinin varlign ve
an3
’G(x,1, o
——é;;n—LQ=M ;(xm,u)  (n=x) elde edilir.
’G(x.n,
Simdi n=x degerlerinde _(“___T]_M) ’yi inceleyelim:
on

Fa(x.mu)  °G(xnu)  dlg(x.m,u)
Ma(x-‘]v}l)— &n; = - 3

~ 3 ~_ 3

o’ on
R . O'g(x,n,u) .
operatér fonksiyonu n’ya gore siirekli oldugundan dolay: T’un n=x

8'G(x.n, 1)

noktasindaki sigrayis: (varsa) ~ operator fonksivonunun si¢rayisi ile aynidir.
on
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&*g(x,m, 1)
ar‘.)

Bundan dolay: n=x degerinde sigrayisa sahip oldugunu géstermemiz

yeterlidir.

8’ g(x,m, 1)
an3

"{in icerdigi son iki toplamin n’nin bitiin degerlerinde (n=x de dahil

&g, (x,1,
olmak iizere) siirekli oldugu kolayca goriiliir. Bundan dolay: iénz,l}ﬂ operator

. . . P M),
fonksiyonunun n=x degerinde si¢rayisini inceleyelim. T in icerdigi birinci

toplami g;'(x,n,u) ile gosterelim.

]. i—2—0.(x—x—h) 2
g1'(x,x+h, p)-gi'(x,x-h,pu)=- 7 Ex .cos—z— a(x—x—h)
1 —Loiemcen 2
—Ze 7™ I).cosga(x—-x+h)

4 2 4 2
__ L Fe ﬁ_ h
= - 2 S Ccos 5 o
Buradan
I - 1 -—ha \/5 -
g/(xmw) | gt | —;}ee Y= —;[e 2 .cosTah—I}x *
n=x+h n=x-h < =~ =

olur. Son ifadeye a(x.n,h) diyelim ve h—0 iken a(x,n,h)—0 oldugunu gosterelim.

Q(x)’in spektral agilim formiiliinden

5
- 173 2

“ 1 Y (e | L
J. (e 2 ) I_cos-)-(’k+u)'”h—l)d(Elf,f)

(a(x.n,h)f, ) = -

buradan.
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(., W)E. £) < %zj e‘if"““""".cosg(x )" h—1Id(E, £,5)
%?x e‘g‘““’w“.cosgz—(x )" h—1ld(E, £,5)
N : - i - Rt cos‘g-(x W) h- l‘d(Ekf, £)
%Tj s cosiz—?;(l + )™ hld(E, £,1) +:f;1r;d(Ekf, £)
=I,+1,

1
>0 herhangi say1 olsun. N 6yle biyiik segilsin ki A+p 2N iken . <§

olsun. Bu taktirde I, <-j—]|fl|2 olur. Bundan sonra I; i¢in (Iy’de segilen N’yi kabul

edersek) >0 Oyle kiictik secelim ki 0 <h < iken

——(A-I-u)”' h

2
cos-\/;(xﬂi)wh—l <

olsun. Bu taktirde
€ 2
[, < Enf”_

olacaktir.Dolayisiyla

[ +I<e
olur.

&g, (XM,
6,]13

"in i¢erdigi ikinci toplami g;"’ ile gosterelim:
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1 .2
-5 alx-n)
—ze .sm—;—oc(x—n) x>
g''= o _
1 %a(x—n) . 2
287 .sm—,)—oc(x—n) X<

g,"" ifadesinden goriildiigl gibi bu operatoér fonksiyon n=x noktasinda siireklidir.Bundan

dolay1 g;” sigrama noktasina sahip degildir.Benzer sekilde h—0 iken

,(x
; nu) _ 98, (6 n,1) |__ ol =0
| n=x+h 01”! n=x-h "" <
oldugu gosterilir. Boylece
as(g|+g2) a (g(+gz ‘ —Ilo
L 61]3 n=x+h 571 n=x-h 2
[ 5°g 8’g 1| L [, & 1
< ::}| _ c3| ’ o 0._4+ 2 _ g32 _ a-4
_a'ﬂ n=x+h a"\ n=x~h 2 i 61'] n=x+h a"l n=x-h 2 «
[ 5%g o’ o'g, g, 1
< ;l = g; . —-—1 (Xm‘ + ; - g}_ -—1 (X—4 —h——>0—_>0
_aTT n=x+i &n n=x~h 2 5"] n=x+h 811 n=x~h 2 «
elde edilir.Bununia
‘ a3 -3
Il 07 g(X, M. o'g(x.m, }
l e :‘.d) - g(« :Hl) I ~Tja™ s> 0
i an n=x+h On n=x—h <
) o &g(x.n,p) ] . .
oldugu. yani ———— operatdr fonksiyonunun n=x noktasinda sigrayisa sahip
e 0’G(x.1,1) N .
oldugu gosterildi. Boylece —_5"1— operatdr fonksiyonu da mn=x noktasinda

sigrayisa sahip ve
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——0

h—0

3G 3G } .
3 -3 l -l
&n n=x+h aT\ n=x-h

Simdi bize gereken g(x,n,u) operatdr fonksiyonunun n’ya gére dordiincii tiirevini

Xs

dir.

inceleyelim. g(x,n,u) ifadesinin i¢erdigi g; operatér fonksiyonu igin:

r\/5 —l/.,zu(x—n) ( \/5

2
g —ae cos-—z—a(x—n)—sin—z-a(x-n)Ja X>1

anJ \/5 ga(x—n) \/5 . \/5
Sooae . cos—,)—oc(x—n)+smTa(x—n)

o -

, Xx<m

dir.Asagidaki yardimc1 Lemma’y1 ispatlayalim.

LEMMA 3.5: Q(x) operatér fonksiyonu (1), (3), (6) ve |x—n|$1 iken

”Qnm (x)Q~" (n)” < C kosullarini sagliyorsa o zaman;

0

gl 8'g,(x.n,1)
4

Q™" (n)“dn <

X # 1 iken €X , Ssup ;
6!’] * 0SX<® g 8‘]4
dir.
b a4g|(an,}l) a4gl(xan’“’)
— Q" (mdn= | |7 Q " (m)dn
6}‘ 0'7]4 Ex—rJ:isl 6“4
&g, (x.1,1)
[ e ()
=il an
=a(x) + b(x)

seklinde vazalim.

v2 13
SO+ T ix-

ax)= | “(Q(x) +u) e Q" (x).Q™(x).Q"" ()

=l

in
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-1/4 1/4 ‘:/;E'(Q(x).,,u)m:x_n'
<C J QM (x).(Qx) +u) e 2

Jx-nist

i

A
Q)+ x=n

<C | Qe +w™.Q) +we

[x-nist

V2
=(Q(x)+p) " x-n]

=C dn<sup———<
|x-nlsl o, (X) + n
Buradan, p>0 iken
sup a(x) < «©
0gx<ew
olur.
0'g (X, m,1) Lol
b= | Q= [ e Q" (m)
lx—n|>l [x—ni>l
V2
=S QEo+) Hx=ni
= [ Qe +wre T T.QM () dn
[x=nl>1
NF)
QU ) Hx=m
N(Q(X)w)““e QM ()
R Oe) B x— RE eV olxenl -
_ (Q(x)+p.)%e S QU+ l nle QA le%(n)”
—ﬁ X+ x—n| —1,—5- X)+ %!x— -
< (Q(x)+p)%e Q)+ = ”e Q7 le%(n)H
< ce—l;z(a.(x)w)y* X=n|
Buradan
b(x)<c J‘e Gt dn

A=yl

bulunur. Béylece

dn
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b(x)<c
oldugunu gézoniine alirsak

sup b(x) < ©

0gx<®

d'g, d'g, o'z, d'g

(~1/4) - . 02 53 4
oldugu ispatlanmis oldu. s ,

on’ P m'’ oot o’

€ X,
operatdr fonksiyonlarininda x{™""* "uzayina ait oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

elde edilir. Boylece

1/4) »

3.3 GREEN FONKSIiYONUNUN DORDUNCU TUREVI

G
an.‘a

Once G(x,m,nu) Green fonksiyonunun tirevinin X3 uzayma ait, 1

degiskenine gore (x#n) stirekli oldugunu ve

3 0
2228 fumamiae-omg G54
integral denklemini sagladigin gosterdik. (3.32) denklemini;
L6, 1) = 1(x 1) = [2(62,IQE) - QEIL(x, M, 1)dE (3.55)
0

seklinde yazalim. Burada

o oy
arl3 an.?

L(x,n,u) =

n a)g
0en.0) == fa(x & WIQE) - QI 2

dir. (3.55) denkleminin formal olarak n’va gére tiirevini bulursak




oL a T oL

Z o2 (ki ~ Q)] = (&,m,u)d

el ofg(mu)[Q(é) QU5 (& M)
elde ederiz.

3
o4
=

d'g %,
:_"(X.X'I'O.}.l.)— 3(X,X—O,H)=I
on on

ozelligini kullanarak

n 3 o 30,
%[ Jecx.zamiam - Q(x)]—g—n%(&,n,mda +Jaezem - Q(X)]%‘?—(é,n,u)d&
n 5 &g
= Jg(xai, )[Q(M) — Q(x)] an% (&, m,)dE +g(x,m =0, 1)[Q(M) - Q(x)] o (m-0,m,u1)
1 d'g o’g
+ fg(x,i, 1IQ(M) — Q(x)] o’ (&,m,)dE +g(x,n+ 0,11)[Q(n) — Q(x)] peE (m+0,n,1)
ol = r a4g
o = B(x QM ~ Q- Ja(x £ MR ~ QOIS FE =L ()

elde ederiz.

Eger biz |; elemanmim x| ’e ait oldugunu gosterirsek, o zaman Lemma 3.2’ye

glre

M(x,m, 1) = 1,06, 1) = J.g(x,iau)[Q(é) = Q(x)IM(&,n,n)dg

integral denkleminin ¢6ziimiiniinde x!{™"* e ait oldugu gdsterilmis olur.

Simdi lj(x,n,pw)e x{™" oldugunu gésterelim.

Li(x.n,u) operatdr fonksiyonunu
d'g

> 4
P a

L xn0=g(nQID-QET - | g(x.5mIQE) - Q(x)]

x=&;<

d'g
- 2(x.2,W[QE) ~QUOl T de =T, +J; +J,

x=4>1

seklinde yazalim.
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Jo’yi g6zoéniine alalim.

In—g/<1 iken Q" (M).Q™* (&) <C kosulunu kulanarak,

[ exewQE) - Q12 4Q“”“(€)dé

lx— |51
ﬁa{f;—n \/5-_ . 2
< [ leEmiQe) - Q(K)][— | '(cosTaia—nl+sm—{~oclé—nl]Q"“<n) 3
In-gls1 < <
2 ) g—n
<2 [ leeziae -auie T
In-glsl

lQeE) + " Q" (m)|dg

2 2
(cos—zJ:(Q(é) +w" g -nl+ sing(Q(i) +w"e - nl)

(o«,) +) |

g(x.2,[QE) - Qe

<cJ'

in-¢jsl l

) 2
COS_J;(Q@ "= ml+ sin-%_——(Q@ +)" e~ mlldz

i

(Q(é)ﬂt)””é -1

g(x,E,m[QE) - Qe

<cj

m— |sl

oldugu elde edilir.

J3 i¢in degerlendirme yapalim.

—J—’E,—xfu 2
g(x.£W[QE) - Q)] > ‘.cos—g—alé—nlo"“‘*(n) d

b mfs |

=i i>f]

. —V—iiﬂuu . \/-_2- /4
s ] g znQ@ - Quolae T T sin=ale - niQ " (mlds

n-=4i>1 |
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t = 0 iken te' < C oldugunu gozoniine alirsak, &—nl >1 iken spektral agilim

formiiliinden

(QEE) + )™ .cosgalé _ n|e—%a—nl(o(a)+u)'“ <C
elde edilir. Ayn: sekilde,

(QEE) + W)™ .sin—z\/é—-oalﬁ 3 nle—%a—nl(o@)w)'“ <C

oldugu goriilir. Boylece

V/E 1 [
lemnQ@ " de

2(%,&,W[(QE) — Qx)le

[, +7).Q" ), <c] |
0 I

olur. Bu esitsizligin yardimi ile Lemma 3.1’in ispatina benzer sekilde islemler yapilirsa
JytJze xU" oldugu goriiliir.
Simdi Ji e x{* oldugunu gosterelim.

[latx.nwIQm - QEIR™ (mhkin = fletxn.wIQM) ~Q)IQ™™ (wldn

Ix-njs!

+ flsGomn, Qe - Q(x1Q™ (mdn

|x-nj>i

J2
-Z—(Q(x)+u)"‘1x—'1i

< [ lQe+w™e [Q(M) - QEOIQ™ ()fdn

Ix~ns!

V2 .
T(Q(x)ﬂl)'”lx—m

+ lQe+m™e [Q(M) - QX)IQ™ (m)fdn

jx—1]i>l

=al’+al”

|x - n| <1 durumundaki kosuldan

| )
1 ) SEE e -y
-4 R
a,'sC J' I(Q(x)+‘u) e

\—1115(1 !

[x— nidn
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<C ﬂx—nldnsC

[x—nixt
olur. Ikinci toplam olan a;” ’niin de siirh oldugu agiktir. M (xm,u) X{9’iin

elemanidir. feD iken

i%(f) “M(f)  (x#n) yani
M) = 1, () - [g(x.&mIQE) - QUOIM(E)dE (3.56)
0

oldugunu gésterelim.
(3.36)’y1 (Mo.n) araliginda integre edelim.

MG n,p@dn = J1, (n,p)(E)dn

Na Mo

- Ig(x,ﬁau)[Q(é) - Q(X)]{ M@ e )dn}dé (3.57)

Mo

(3.55) denkleminden

[L&xn.p)-Lx,no,w)]= [1Ge,m,p)-1(x,no,)IE

- Jg(xaiau)[Q(i) — QEOIL(E, n, 1) ~ L(&, My, WI(H)dE (3.58)

elde edilir. Eger biz

1 0em (B = [10x. 1,0 = 1x, 11D (3.59)

N

oldugunu gésterirsek. (3.57) ve (3.38) denklemlerinden,

[M(x,n. ()N = (L) = L, Mg 1) 1)

N

elde ederiz. Buradan

-~

) X. n’ _—
Un

dir. Diger yandan M(x,n,u) € X" oldugundan
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G 8¢ 54G
L(x,m,n) = P —En—— fonksiyonunun x#m iken

uzayina ait oldugu sonucu elde edilir. Bu durumda

tiirevinin varhig1 ve x{"%

1 o) (B)dn = [10x,m, 1) = 1, Mg, 1)) (3.60)

Mo

oldugunu gostermeliyiz.

(x,m, 1) = —Ig(x nw)[QE) - Q(\t)] (a N, 1)dE

dir. (mo,n), [0,0) araligin keyfi alt araligi olsun. Once 35) kosulunu kullanarak
N €(n,,n) iken Q'(n).Q(n) operatdriiniin sinirh oldugunu gdsterelim.
n>7 olsun. Bu halde n=n+k+r seklinde gosterilebilir. Burada k tamsay1

O<r<1 dir. Asagidaki yazilisin dogrulugu kolayca goriilir.

Q™'(M).QM =Q7'(M).Q(M- Q' (n-D.Q(M=2)Q™' (N ~2)....Q("M + ). QA + QW

Buradan ,

Q"' m.e@l <l m)-Qm- R (n-D.Q(n -2} JQ F+n.QM| < C
dir.Boylece

Q' ().l < C

e = | g Em(QE) - QeI ZE (& m (D)

'x-2 sl

)

_ J‘ 0(\ :_ ].,L [Q(C) Q(‘()]

x=2 >

= a(x.n.u)*+b(x.n,u) dir.
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Integral altinda g(x,&,u) ¢arpani oldugundan dolay1 b(x,n,u) niin ifadesinde integral alti

operatdr fonksiyon siirhidir.

r_].‘ —T—u(x-n) _2. . _\_/__2_
5 2© .| cos 5 o(x—7)—sin > a(x—mn) X>mn

g

3

~ 3 =ﬁ f~
on 1 —%Mﬂ—x) (

4

2
cos—z—a(x— n+ sinToc(x - n)] X<

\

oldugunu gézoniine alirsak,

NGl
-T<Q(¢)+m”‘|x-;*.

lx —e';l > 1 iken ]x - nl > & > 0 oldugunda ”Q(g‘).e < C dir.

Qx)|<C

2
Il —i:—(Q(x)w)“‘]x—ni
e 4

oldugu agiktir.

3()'
}x—nl — 0 olsun. Bu durumda g(x,&,u).Q(x). an?. sinirli operatér fonksiyon oldugu

aciktir.

3
Simdi g(x,é,u).Q(&).-an—% ifadesini gézoniine alalim.

feD oldugunda
f=Q7(&)Q&)-Q™ (MIQ(mE
seklinde yazilabilir.
le@e @l =sc
oldugundan dolayr b(x,n,u)’nin n’ya gore tiirevi sirlt operatdrlerde oldugu gibi
integral altinda yazilabilir. lx—§| <1 durumunda a(x.n;u) nin ifadesinde f elemanini

dzel olarak segmekle. a(x.n;u) niin de n’ya gore tlreve sahip oldugu ve tiirevin integral

alunda vazilabildigi gosterilebilir.
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3.4 GREEN FONKSIYONUNUN DIFERANSIYEL DENKLEMI

SAGLAMASI

x#7 oldugunda G(x,n,u)’ niin

4

G
P +G(x,m,W)[Q(M) +ul] =0 (3.61)

denklemini sagladigim gosterelim.feD olsun. O zaman,

'G
o (£) = g(x,m, W[Q(x) + pII(f) = g(x, m, WIQ(M) = Q(x)](D)
- ‘G
- [ex.8,WIQE) - Q)] oot & HIDIE (.62

veya

o'G - G

o (f) = g(x,m, W[Q(n) + uI](f) - fg(x,i,u)[Q(i) - Q(x)] o (&,m, u)(1)dg
olur.[Q(n)+ul]f = h dersek, son denklem

G 3'G

7 [Q(n) + uI]™' hdg,

QU+l b = glx - | Jexzmiee - Qg

seklini alir. Bu denklemi (3.7) denklemi ile karsilastirirsak;

4

3*'G » A
e [Q(M) + ] h=G(x,n,h (3.63)

oldugu cikar.Her sabit tutulmus n icin h elemanlar kiimesinin H’da heryerde yogun

oldugundan (3.63)’den (3.62) elde edilir.
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3.5 SINIR KOSULLARININ SAGLANMASI

G(x.n,u) operatdr fonksiyonunun (5) kosullarini yani

-~

oG
_:_'(X,H,HJ ‘ _-hIC}(xan,u) l =0
on

n=0 n=0

8°G *G
xs 2 —h —_‘)_ X’ K =O
anz( n H)LO ‘an‘( n u)LO

sagladigini gosterecegiz.

o]

G(x,m,pu) = g(x, M, 1) = fg(x,i,u)[Q(é) - Q(X)]G(E, M, n)dE

6G( ) og
— (=7
S (xmu

on

(3.66) ve (3.67) denlemlerinden;

% (emm) |- g0 2 [QEE) QI (&) |
on = on &1

n= n=0

- h[g(x,n,u) - Ig(x,é,u)[Q(i) - Q(X)]G(ﬁ,n,u)dé} =0

n=0

elde edilir. (3.68)’den:

*n

6G
Jg(X-é-u)[Q(iz) - Q(X)][%(é,n,u) - h]G(éan,u)}

0

d& =0

n=0

yazilabilir.(3.69) homojen denklemi:

\IFG 101
N{———Nn
on g

n={}

=0

“ oG
o (o) = [0 8,mIQE) - Q== (&, m, g

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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seklinde ifade edilebilir.N, u>0 biiylik degerlerinde biizen operat6r oldugundan

8G
o G | =0

n=0

elde edilir. Boylece birinci sinir kosulu saglanmis olur.

G(x,n,u)’den n’ya gore ikinci tiirev alalim,

3 3 i 6’

; 2 (k) 1= %(xm,u) |- Jezmiee - Q(x)]gn—?@,n, g | - G70)
8 ) |- [ EQ®) - QI Z S (G n, 5|
oy TR |- Je(xSm o PSS

&G
A n

(&7, p)dé | J= 0(3.71)

7=0

i N
~h [;g(x, i) |- [exmI0® - o)
77 0 0

n=

8 onwy | —h 2w | =0
w3 \XT, - 2 R ) =
o’ nH b lan- n,u LN

oldugunu gézéniine alirsak (3.71) denkleminden;

o

oG
0“773

elde edilir.(3.72) homojen denklemini

»n ﬁZG .
- J g(x.&wlO() - Q(x)][ Gmu)=h ji;?(é ﬁ,u)} l_ dé=0 (3.72)

?

N[a‘G , aZGJ
5 -h =
Un. Ian-

n=0
seklinde ifade ederiz.

N. 1 > 0 biiytik degerlerinde biizen operatér oldugundan;

A3 a2

‘ (X.n,p) - 2 (x,m,1) =
—{(X.n, h —(x,Mn, 0
€ bon?

oldugu goriliir.Boylece ikinci sinir kosuluda saglanmig olur.
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G(x,n,u) operatér fonksiyonunun Green fonksiyonunun biitiin Jzelliklerini
sagladigi gosterilmis oldu.Not edelim ki, elde ettigimiz G(x,n;u) Green fonksiyonu

Hilbert-Schmidt (H-S) tipli ¢ekirdek operatdr yani

'[ ﬂlG(x,n; u)“j dxdn <o dir.Bundan dolay1
00

Af = [G(x,m;)E(m)dn

integral operatdrii H uzayinda H-S tipli operatordiir.

Ornek 3.1: H=C olsun.Bu taktirde g6z dniine alinan problem H;=L;(0,%0) uzayinda
y" +Q(x)y, 0<x< 20
diferansiyel ifadesi ve

y'(0)-hy(0)=0
y"(0)~hy”(0)=0

stnur kosullart ile olusturulan sinir deger probleminin incelenmesine indirgenir. Burada
Q(x) ,[O,w) araliginda tamimlanmig reel degerli ve Q(x)=1 kosulunu saglayan

fonksiyondur.

Ornek 3.2: H=C" olsun. Burada C", n boyutlu kompleks Euclid uzayidir.

Q)= q;; (X))i s olsun. Bu taktirde inceledigimiz problem L;(0,0,C")
uzayinda
Yiw +Z Clij(x)yi’ 0<x<
i=1

yi(0)—hy;(0)=0
y;"(0)—h,y(0)=0

=12.3.....n

sinir  deger probleminin Green fonksiyonunun incelenmesine indirgenir. Burada

q; =q,(x) kosulunusaglavan adi diferansivel fonksiyonlardir.



Ornek 3 3 : H=l, oldugunda inceledigimiz probiem L,(0,%,l,) uzayinda asagidaki

sonsuz sistemin Green fonksiyonunun incelenmesine indirgenir.
€0
v
i ot Z q;(X)¥;s
j=I

diferansiyel ifadesi ve

yi(0)—hyy(0)=0
yi"(0) - hy{(0)=0

dir.Burada q; adi fonksiyonlar: Ornek 3.2 ‘de oldugu gibi gq; =q;(x) kosulunu

saglayan fonksiyonlardir.

Ornek 3.4:

d'u  d%u

ax4_5x_2—+q(x’Y)u’ O0<x<w,0<y<n (D
ux(0,¥)-h,u(0,y)=0 O<y<m (2)
tex(0.y)-hrux(0,y)=0 O<y<m 3)
u(x.0)=u(x, ) =0 4)

siur deger problemini gézoniine alalim. Burada q(x,y) [0, )« [0.x] yan seritinde
tanimlanmis reel degerli siirekli fonksivon, h; kompleks sa.1dir. (1)-(4) problemini
operatdr sinir de@er problemi seklinde yazalim. H=L,(0.=) olsun. Bu taktirde

H=L»(0.e:L,(0.7)) olur.

5

-ayTN(x.y)

diferansiyel ifadesi ve (2)-(4) kosullari ile H'da Q(x)’in tanum ::iimesi
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D(Q(x)) = { (v(y):v'(y) [0.7] mutlak siirekli, v(0) = v(r) = 0 ve v"(y) €L,(0,))
ve v(y)’ye etkisi

d’v +q(x,y)v
dYZ q ’y

Q(x)v=-

ile tanimlansin. Boyle tamimlanmig Q(x) operatérii x’in [O,oo)’ dan alinmig her bir

degerinde kendine es , alttan sinurli ve tersi tam stirekli operatordiir. q(x,y)’e ek kosullar

altinda tez ¢alismasinda Q(x) iizerine konulan biitiin kosullar saglatilabilir.
Boylece (1)-(4) siur deger problemini

d*u
d—X; +Q(x)u

u'(0)=h,u(0)=0
u”’(0) - h,u”(Q) =0

H; de operatér sinir deger problemi seklinde yazarsak (1)-(4) probleminin Green
fonksiyonuna sahip oldugu sonucu elde edilir. Tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglar

diger drneklere de (Kostyugenko,1967) (Dolph,1961) uygulanabilir.



Sonug¢

H, =L,(0,;H), [0,00) da tanimlanmig ve degerleri ayrilabilir H Hilbert uzayna ait
kuvvetli dl¢iilebilir ve

_ﬂlf(x)“ dx <

H

ozelligine sahip fonksiyonlar uzay: olsun.H,’ in kendiside aynlabilir Hilbert uzay:
olusturur. Bu tez ¢aligmasinda H, uzayinda

yW +Q(x)y, 0O<x<ow

diferansiyel ifadesi ve

y'(0)~hy(0)=0
y"(0)-hy"(0)=0

simir kosullari ile olusturulan sinir deger probleminin Green fonksiyonunun varlig
gosterilmis ve 6zellikleri incelenmistir. Burada Q(x) x-in [0,00) dan alinmus her bir
degerinde H da doniisiim yapan kendine es alttan sinirlt ve tersi kompakt olan operatér,
h ise keyfi kompleks sayidir. ’
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