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OZET

Dérdiincti mertebeden diferansiyel operatér denklemin Green fonksiyonu ve 6zdegerle-

rinin asimtotik ifadesi adli galigmaruz iki boéliimden olugmaktadir.

Ik boliim de
v +aty = f(z) , 0<z< o
y'(0) —ay (0)=0

y (0)—by(0)=0

siuir deger probleminin Green fonksiyonu incelenmis ve problemin ¢éziimi bu Green

fonksiyonu yardimiyla

vo) = [ " 6(a,8, ) F(E)dE

geklinde gosterilmigtir.

Ikinci béliimde ise H ayrilabilir Hilbert uzay: ve Q(z), z in [0, 00) aralifindan alinmig
herbir degerinde tersi kompakt olan normal operatér,a,b herhangi reel sabitler olmak

tizere ,Ly(0, oo; H) Hilbert uzayinda
y'(0)—ay (0) =0

y"'(0) — by(0) =0
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sir gartlariyla verilen

v +Qz)y+py , 0<z<o

diferansiyel operator denklemin Green fonksiyonu ve
v +Plz)y +Qz)y+ py=0 , 0<z<

y (0)—ay (0) =0

y"(0) — by(0) =0
sinir deger probleminin Q(z) = @Q*(z) ,Q(z) > I, P(z) = P*(z),
|P(z)QT+(z)|| < C, (C = const,e > 0) olmas: halinde 6zdegerlerinin asimptotik

ifadesi incelenmigtir.



ABSTRACT

Our thesis consists of two parts.

In the first pa,rt Green function of li)rbunda.ryivé.lué iﬁf&%lem
ylu+0‘4y=f(-’l7) ) 0<z< o

y (0)—ay'(0) =0

y"(0) = by(0) =0

was studied it is shown that the solution of the problem can be written

)= | " (e, €, ) f(€)de

by the help of this Green function.

In the second part in L3(0,c0; H) space where H is seperable Hilbert space and Q(z)
whose inverse is compact,is normal operator where Vz € [0,) ,a,b are arbitrary real

constants, Green function of the differantial operator equation
v +Q@y+py , 0<z<oo

are examined in the boundary conditions of

y (0) —ay'(0) =0

"

y (0)—by(0)=0



Also the eigenvalues of asympthotic expression of

y '+ Py +Q)y+py=rf(zg) , 0<z<oo

y" (0)—ay'(0) =0

y (0)—by(0)=0

the boundary value problems when Q(z) = @*(z), Q(z) > I, P(z) = P*(z),
|IP(z)Q%+e(z)| <C , (C = const,e>0).
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1. GIRIS

Kendine eglenik adi diferansiyel operatorlerin spektral analizine ait bir¢ok ¢aligma ya-
pilmugtir ve yapilmaktadir. Bu konuya iligkin kaynaklar (Titchmarsch,1962,Levitan ve

Sargasyan,1991,v.s.) olarak sSylenebilir. Bu tiir denklemler igin genel teori olugturul-
mugtur denilebilir. Sinirsiz operator katsayili difernsiyel denklemlerin spektral analizi
son 30 senede alinmigtir ve bu alanda ¢ok sayida sonuglar alinmasina ragmen incelenmesi

gereken daha ¢ok problemler vardir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler,matematiksel fizigin denklemleri,sonsuz sayida di-
feransiyel denklemler sistemi operator katsayili diferansiyel denklemler geklinde yazi-
labildiginden boyle denklemler igin sinir deger pobleminin incelenmesi biiyik oneme

sahiptir.

Bu ¢aligmada normal operator katsayili dérdiincii mertebeden bir diferansiyel denklemin
Green fonksiyonu ve operatoriin kendine eg olmas: halinde 6zdegerlerinin asimptotik ifa-
desi incelenmistir. Sinir gartlariyla verilmis olan diferansiyel ifadelerin ¢oziimiinde Green
fonksiyonlar1 6nemli yer tutmaktadir. Green fbnksiyonunun incelenmesi ayni zamanda’
diferansiyel operatdriin spektrumunun ozelligi ve spektrumunun tam ayrik olmasi ha-

linde ézdegerlerin asimtotik ifadesinin bulunmasina imkan saglar.

H Hilbert uzay1 olmak iizere bir X = La(c,d; H) ile (¢,d) , (—o0 < ¢ < d £ )
araliginda tanimlanmig,degerleri H a ait kuvvetli Slgiilebilir ve

d
/ £ (@))% dz < oo.

kogulunu saglayan f(z) fonksiyonlarindan olugsun.

fi(z) ve fa(z) € X fonksiyonlarinin i¢ garpim

d
< Fi(@), fale) >x = / < fi(@), fala) > do

seklinde tammlandiginda X bir aymlabilir Hilbert uzay: olur. Burada [|.f| ve < .,. >

sirastyla H uzayinda normu ve i¢ garpimu gosterir.
T.C. YORSTROGRETIM wymym v
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Bu ¢aligmamizda

Y +Q(z)y+uy , 0<z<oo (1.1)
y (0)—ay (0)=0 ’ . (1.2)
y (0) - by(0) =0 (1.3)

(1.1) diferansiyel ifadesi ve (1.2)-(1.3) sirur kogullar: ile tanumlanmig olan operatoriin
Green fonksiyonu incelenmigtir. Burada Q(z),z € [0, 00) araligimin herbir degerinde H
Hilbert uzaymda doniigiim yapan, normal,tersi kompakt operatér, a, b ise herhangi reel
sabitlerdir. Green fonksiyonunun 6zdegerlerinin asimptotik ifadesi de ayrica incelenmig-

tir.
Ilk olarak (Levitan,1968) simrsiz operatdr katsayil kendine eglenik

~y +Q(z)y : z € (—00,00)

diferansiyel ifadesiyle olugturulan operatériin Green fonksiyonunu incelemigtir. Daha
sonra ise (Bayramoglu,1971) Q;(z)(j = 2,---,2n) ler H da doniigiim yapan kendine

eglenik operatorler olmak tizere Ly(—o00, 00; H) uzayinda

2n
(1)@ + sz(x)y(zn_j) —0 <z <X®
=2

diferansiyel ifadesiyle olugturulan kendine eglenik operatériin Green fonksiyonunu ve

spektrumunun asimptotik davranig: incelenmigtir.

Bu konuya iligkin olarak daha éncede belirttigimiz gibi birgok ¢aligma bulunmaktadir.
[Abudov,1981;Aslanov,1976,1993;v.s.). Ozdegerlerin asimtotik davramgina ait 1979 yi-
lina kadar caligmalann genig referans: (Kostyugenko ve Sargasyan,1979) kitabinda veril-
migtir. 1990 yihna kadar olan galigmalar ise (Levendorskii,1990) kitabinda verilmigtir.
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2. DORDUNCU MERTEBEDEN BIR DIFERANSIYEL
DENKLEMIN GREEN FONKSIYONUNUN
INCELENMESI

2.1. On Bilgiler

H bir Hilbert uzay: olsun. H da bir A operatoriinii gézoniine alalim ve tanim kiimesi-
nide D(A) ile ifade edelim. A operatérii H uzaynda yogun kiimede tanimlanmig kapah

operator ve A*,A nin eglenigi olmak lizere
AA* = A*A
kogulu saglaniyorsa A operatoriine normal operator denir.

A normal, spektrumu ayrik bir operatér olsun ve A~! ters operatdrii varolsun, yani 0

(sifir) sayis1 A nin 6zdegeri olmasin. A min 6zdegerlerini
B EE IS P e

ile bunlara kargilik gelen ortonormal 6zvektdrlerini ise ej, ez, -+, en, - ile gosterelim.

Bu takdirde Vf € H igin

f=3 <fiex>e

k=1

formiilii dogrudur ve f € D(A) durumunda ise

Af = gfl,\k < frex > ek (2.1)
geklindedir. (2.1) ifadesine A operatdriiniin spektral agilimi denir.

Aer = ek

oldugu gozoniine alinmak suretiyle A operatériiniin spektral agilim sembolik olarak

o0
A= Z)\k<.,ek>ek
k=1



seklinde ifade edilir. Birim operator ise

™8

I= < ., er > ex

k=1

seklinde yazilir. Caligmamizda e~ ve (A + uI)3 , (u > 0) operatdrleri ile ilgilenecegiz.
Bunlarda agagidaki gibi ifade edilecektir.

oo
e A=Y e ™ <. er > e
k=1

o0
(A+pDi=3 O +/,t)% <. er>eg
k=1

Burada (A + p)% ile dort degerli (A + p)ifonksiyonunun —7 + € < arg(A + p) <7 —¢
kosuluyla tanimlanan dal gosterilmektedir.

Eger ¢, A nin spektrumunu igeren herhangi bir bélgede tanimlanmigsa o zaman

#(A) = kijlcﬁ(/\k) <., er > ek

olarak ifade edilir. Eslenigi ise

$*(4) = k§1¢(xk) <. ex>en

geklindedir. ¢(A) operatdriiniin normu

ll6(A) = sup ) | 6(Ax) |

Ar€o(A

dir.

Bir A(t) operatdr fonksiyonunu gézdniine alahm. Bu operatér fonksiyonu (a,b) ara-
hginda tanimlanmig, degerleri B(H) a ait bir fonksiyon olsun. Burada B(H), H da
tanimlanmug lineer simirl operatorlerin Banach uzayidir(Mikusinski,1990). Bu fonk-
siyonlar i¢in limit, tiirev, siireklilik,integral vs.kavramlan matematik analizdeki gibi
tanumlanmaktadir.



At (1At + AL~ A®)]| — 0

saglandipinda A(t) fonksiyonuna kuvvetli siirekli, A'(¢) € B(H) olmak fizere

A(t + At) — A(t)
RerL A()

—A@®)—o

ise de A'(t) ye ,A fonksiyonunun ¢ noktasindaki kuvvetli tiirevi denir.

z € D(A),D(A) = H olsun,A operatériide H Hilbert uzaymnda bir simetrik operator
olsun. Bu takdirde

< Az,z >

v

7<zZ,T >
< Az,z > < B<z,z>

esitsizliklerini saglayan v veya 8 sayilan varsa A operatoriine alttan sinirh veya iistten

simirhdir denir.

Yy>0=A pozitif , B<0= A negatif
y=0= 4 nonnegati f , B=0=A nonpoziti f

operatérdir denir.

A herhangi kompakt operator olsun. Bu takdirde A* A operatérii kendine-eglenik non-

negatif operatordiir. Bu operatoriin sifirdan farkl pozitif 6zdegerleri

3§23§_>_...2322...

ile gbsterilir. 81,82, -+, Sn, - pozitif sayilarnina A operatoriiniin s-sayilar denir. p 21
(=)

olmak fizere ) s§ serisini gozoniine alahm. Bu seri yakinsak ise o takdirde A
=1

operatérii o, siufina aittir denir.(Kato,1980)

p=1 == 0 smifina gekirdek operatorler sinift
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2 = 0 sintfina (H-S tipli) Hilbert-Schimidt operatorler siufi ,

I
8

= 0o sinifina H da tam stirekli operatérler simifi denir.

A € B(H) ,A € 0; olmak tizere AA ve AA € o dir. Ustelik

lAAll, < llAllllAll, - IAANL < AL TTAl

dir. A € 03 oldugunda da AA ve AA € oadir ve

[AA]l, < [lAHIAll,  IAAlL < All]IAl

olur.[ Ornegin bu bilgiler,(Conway,J.B.,1990) in kitabinda yer almaktadir.]

2.2 Dordiincii Mertebeden Verilen Bir Diferansiyel Denklemin Green

Fonksiyonunun Bulunmasi

y +oly=f(z) , 0<z<oo (2:2)
y"(0)—ay (0) = 0 Y 4 (2.3)
y" (0)—by(0) =0 (2.4)

sir deger probleminin Ly(0, 0o) Hilbert uzayinda Green fonksiyonunu inceleyelim.

Bu problemimizde a, b herhangi reel sabitler,f(z) € L2(0,00),a > 0 dir. Sabitin degigimi

yontemini kullanarak problemin ¢6ziimi

y(z) = / " 6(z, £, ) F(£)dE

seklinde bulunur. Burada y(z) € L2(0, 00) yani

[ 1vte) e < o0

0

dir.



7

c1,¢2, C3,cq keyfi sabitler olmak tizere yw + a*y = 0 homojen denkleminin ¢oziimii

y(z) = cle—,}";(iﬂ)z_{_cze-}i(i—nz+63e-7;.(i+1)z+c4e-7;(i—1)z (2.5)

geklindedir. Sabitin de§i§im'i'y6ntemini kullanarak (2.2) non homojen denklemin ¢ozii-

mi (2.5) seklinde yazilir. Bu takdirde

-3
€ = Moi__/ f(t)e\/_(z+1)tdt+A
-3
cZ=—(-—}B—- / F()e Tt + 4y
—3
o = (z+1)a / f(t)e-r(z+1)tdt+A

€4 =( l)a*3/ f(t)e AL

olarak bulunur. Burada A4;, A3, A3 ve A4 keyfi sabitlerdir. Boylece (2.5) esitliginde bu

degerler yerine yazildiginda ¢oziim

y(z) = =8 :j%"‘_se%“w’ / " 1) FDGy 4 AT
G —41/)_01 o S5li- 1):/ F()e A Digs 4 Aoy
+ (z -2\1/); 67—;(z+1)z/0 f(t)e%-(z+l)tdt+A367_2—(z+1)z_
-5 —4\1/); A /Ozf(t)e%““”tdt + Age AT (2.6)

olur. Simdi (2.3),(2.4) kogullarin ve y(z) € E5(0,00) kogulunu kullanarak A, Az, 43
ve A4 sabitlerini bulmaya ¢ahigalim. z > ¢ iken f(:z:) = 0 oldugunu varsayalim. Bu
takdirde z > c iken (2.5) egitligi

—(3 -3 c s "
y(z) = (¢ Z\/l%a 672-(z+1)z/ F()e AEHDIg 4 4, TG+
0
(i—-1a™3 s (i—1)z/c =2 (i—1)t 2 (i—1)z
— Vi f(®)eVvzE dt + AzeVi +
42 0
(’ +1)a? °(i+1)z/° & (i+1)t =2 (i+1)z
evz f(t)evz dt + AzeVz -
4/2 0
G—1Da"® =21z [° =2 (i-1)t =2 (i-1)z
- ——Wz——ew f(t)eve dt + Aye V2 (2.7)
0

T.C. YIESEKOGRETIM KURULU
DOXUBANTASYON MERKE?:!



seklini alir.

| e-7°‘=2-(i+1)2 |= e%z — 00 , ($ —_ OOZkCn)
l ew(l—i)z |= e%‘-z — 0 , (;1; —_— oozken)
l 67"‘;(3—-1)1: |= e'T"z — 0 , (x —_— oozken)
| e-‘7;-(i+l)z |= e'z—“z — 0 , (x e oozken)

dir. O halde y(z) € L3(0, 00) olmas igin

A = (i + 1)a—3/ F(B)e B+

-3
Ay = __.]')L/ f(t)eT(z l)tdt

olmalidir. A; ve A4 degerlerini (2.6) denkleminde yerine yazarsak ve (2.3)-(2.4) sir

kogullarimi saglamasini talep edersek ,A; ve A3 degerleri bulunmak suretiyle;

y(z) =7 \/_ (23%(z_t)[cos(%(t—2))—-sin(—%(t—-z))]-{-
+24ev3 (=t [cos(%(t +z)) — sin(%(t + z))]+
VLS PO z sin(— z
+2Be Vi Y| (ﬁ(t+ ) + (ﬁ(t+ N+
+Ceva ) cos(t — :1:)) F()dt+

Ol_3

+— i e-:(z_t)cos— —z)) — sin(—(t — z))|+
4\/§ z (2 v [ (\/é(t ) (\/ﬁ(t Ml
+A_—:7(= Deos(—= +z)) — sin Bl + z))|+
24e vz \*t [ (\/E(t ) (\/i(t ))]

+2Be A=+ [cos(%(t +z)) + sin(%(t + )+

+Ce:\7;'(z+t)cos(t - a:)) f(t)dt (2.8)

geklinde istenen genel ¢ozlim elde edilir. Eger



4
-3

a_(t—_zl a(lit—2z . a\t—z
v (2e 77 [cos( 22 — sin(2lo2))) 4

I [(A+B)cas(?i-;_> —(A— B)si a(t—;) TR
—a(t+z) _
tCe 2 cos(%ﬂ) ; z>t;
Go(z,t;a) = ¢
-3 —a(t-z) _ . Y
Z\/i ( 2e V2 [COS(ESE\/—E-Q) + SZTL( G(\t/i_l‘) )]+

ze(ttz) —z . salt—z
+2e7VE [(A+ B)cos(252) — (4 — B)sin(22 )+

—a(t4z)
+Ce v2 cos(%ﬂ) ), z<t (2.9)
\ .

olarak tanimlanirsa verilen simir deger probleminin Green fonksiyonu bulunmug olur.

Go(z,n, a) Green fonksiyonu agagidaki sekilde de ifade edilebilir;

Go(z,m,0) =j—;‘—;—§{ze%”‘"'[cos(—%(z — )+ sin( =2 = D+
+2e A4 + B)cos( s(a +1)) — (4 - B)sin( (= +m)l+

+ee 75 M eos(n — )} (2.10)

(2.8)-(2.9)-(2.10) ifadelerindeki A,B,C degerleri 51ra:s1yla

A a* —ab
" ot + a3v2a — av/2a — ab
_ V2(ata + ab)
N at + a3v2a — a/2a — ab
C= 4(at + ab)

at + a3v2a — av/2a — ab

seklindedir. Su halde verilen sir gartlariyla beraber diferansiyel denklemimizin ¢ozi-

miinii Green fonksiyonu yardimiyla

y(z) = fao(x,s,a)f(ode (2.11)
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seklinde yazabiliriz. O halde f(z), L3(0,00) a ait keyfi bir fonksiyon oldugunda (2.2)-
(2.4) sir deger probleminin ¢dziimii bu son (2.11) esitligiyle ifade edilebilir.
(2.11) ifadesiyle belirttigimiz integral operatorii Carleman tipli sinirh integral operatdr-

diir. Yani

G0($7E) CY) = Go(f,l’,a) ve TIG0($’£7 a)lzdé <o

0

dir.
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3. DORDUNCU MERTEBEDEN DIiFERANSIYEL OPERATOR
DENKLEMIN GREEN FONKSIYONU VE O0ZDEGERLERININ
ASIMPTOTIK IFADESI

/
3.1 Green Fonksiyonunun Incelenmesi

y +Q@)y+py=f(z) , 0<z<oo. (3.1)
y (0)—ay (0) =0 (3.2)

y" (0)~by(0) =0 (3.3)

(3.2)-(3.3) sinur sartlariyla beraber (3.1) diferansiyel denklemini gozdniine alahm. H
ayrilabilir Hilbert uzay: olsun. Burada Q(z),her z€[0, 00) degerinde H da tanimlanmg
normal operatdr, (¢ > 0) reel sayidir. a,b de herhangi reel sabitlerdir.

Q(z)’in agagidaki 6zelliklere sahip oldugunu varsayalim;

1) Q(z),z€[0, c0) araliginin herbir degerinde H Hilbert uzayinda normal operatérdiir,
2)D[Q(z)] = D ve D = H olsun. Burada D, D’nin H ’da kapanmasidir,

3) @71,[0,00) araliginin herbir degerinde H uzayinda kompakt(tam siirekli) operator-
diir,

4) |z —€|<1  oldugunda;

@@ - e@ie@)| < clz-¢
olsun. Burada ¢ > 0, sabit ve 0 < a < .
[[eF@at@l|<a  (cr = sabit
5)|z—¢|>1  oldugunda

, “Q(E)e;a@-lz—elcﬁ(z)

<d (d = sabit)

6) wi(z),w2(2), - ,wa(z), - , @(z)’in Szdegerleri olmak iizere
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1< wn(e) | < wn(e) | < -

7)

[o <] 1

F(z) = Z

z
j=1 I w]‘(.’ll) |4

ve

400
A F(z)dz < oo
olsun.
8) Herbir z€[0, c0) i¢in Q(z) in dzdegerleri
0A={r—¢ <argA <7+ e} ) (0< e <)

bdlgesi diginda olsun.

(3.1)-(3.3) sinir deger probleminin Green fonksiyonu Go(z,€,¢) , =, &nin
(0 € z, 0 < £ < o0) herbir degerinde H da doniigim yapan ve agagidaki ozelliklere
sahip bir fonksiyondur.

1) Go(z,n, p) ve ilk iki kismi tiirevi z,7 (0 < 2,17 < 00) degigkenlerinin siirekli fonk-

siyonudur.

2) n # z iken Go,,m(a:,n,,u) stureklidir.

3)

asGo(:L‘,IB +0,[£) _ 636"0(-7:1:c - 01/"’) =7
on® an’® -

. 4)n#=z  iken , —
8*tGo(z,7, '
_La(nx—“_w +Go(z, 1, B)Q(n) + £Go(z,n, 1) =0
5)
0’Go(z,m,p)|  _ 0Go(m.mp)| g

on® 7=0 On 7=0
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63G0($,7],,u)

-G =
O lnmo ol@mm)| _ =0

=0

Burada Go(z, 7, u) fonksiyonunun varhgim gosterelim;daha 6nce buldugumuz Go(z, 7, a)

fonksiyonunun ifadesinde n = z yazarak elde edilen operatér fonksiyonunu

z,$ =2‘-—3 e Va1 lcos( (s — z sin(—=|s—z
9(z,s,p) 4\/5{2 Vi (\/5( ))+. (ﬁl DI+
+2e A4 4 B)cos(%(s +2))—(A- B)sz’n(%(s + )+

+eeVa D os(z — 5)}

ile gosterelim. o = [Q(z) + pI]% operatér fonksiyonu

VAR Frl = YA FHE< vej > ¢ (3.9)

j=1

formiili ile tamimlanir. Burada wi(z),ws(z),:-:,w;(z), -+ @Q(z) in Szdegerleridir;

{/w;i(z) + p kokleri ise

F-f<arg Y@ TA< F+

kogulundan tanimlanir.

(2.2)-(2.4) simir deger probleminin Go(z,7, ) Green fonksiyonunu

Go(z,n, 1) = g(z,n,m)—fy 9(z, & WIQE)~Q()]Go (&, n, w)dE (3.5)

integral denkleminin ¢dziimi geklinde arayalim.Burada integral denklemin 2. teriminin
secilen uzayda biizen operatdr ve 1. terimininde bu uzayin eleman: oldugunu gosterirsek

integral denklemin ¢6ziime sahip oldugunu gostermis oluruz.
Integral denklemin 2. teriminin olugturdugu operatérii N ile gosterelim;

NA = [7g(z,& m)Q) — Q=)IA(¢,m)d¢ (3.6)

Burada A(¢,n) degerleri B(H) a ait olan operatdr degerli fonksiyondur.
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Simdi ¢Oziimiiniin Green fonksiyonunu verecegini soyledigimiz (3.6) integral denklemin

hangi uzaylarda ¢ozlimiinii arayacagimzdan bahsedelim.

X, Uzayi :

0 < z,m7 < oo bolgesinde tamimlanmg ,degerleri H da dontugim yapan Hilbert-Schmidt
(H — S) tipli ve

/ooodm/ooo”A(%n)llgdn < o0

kogulunu saglayan A(z,n) operatorler kiimesi. A(z,7) nin normu

Az Ml x, = (/omdw/owllA(x,n)llﬁdn) (3.7)

dir. Burada ||.||, sembolii operatériin H — S normunu gosterir.
X§p)(p > 1) Uzay1 :

0 < z,7 < oo bolgesinde tanimlanmg ,degerleri H da doéniigiim yapan,sinirli,normu

agagidaki gekilde tanimlanan A(z,n) operatorler kiimesi

-1 O

14Dl = (sup_ [ 4@ l7an) (59)

X (s = 3L) Uzay :

0 < z,7 < oo bdlgesinde tamimlanmg ,degerleri H da doniigim yapan,smirh,normu

agafidaki sekilde tamimlanan A(z,n) operatorler kiimesi

14 Dlxe = sup_ [ 1A m@ ()ldn (59)
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X5 Uzay: :

0 £ z,7 < oo bolgesinde tanimlanmsg ,degerleri H da déniigiim yapan,smirli,normu

agagidaki gekilde tammlanan A(z,n) operatorler kiimesi

lA(z,m)lx, = sup sup [A(z,n)ll (3.10)
0<z<c0 << 0 .

Oncelikle N operatdriiniin X, uzayinda biizen operatdr oldugunu agagidaki yardime:

teorem ile verelim.
Yardimci Teorem 3.1.1:

Q(z) operatdr fonksiyonu (4)-(5) kogullarim saghiyorsa g > 0 1n biiyiik degerlerinde

N operatori X uzayinda biizen operatordiir.
ispat :
-3 o
g(arms ) =75 {26 eos( Z(e —m) +sin( 5 = = n DI+
+2e AV (A + B)eos( (o +m) = (4 - B)sin(s(z + )+

+ce_7;'(z+")cos(n —z)}
idi.

Bilindigi gibi @ = </Q(z) + pI dir. o nin kendisi ve @ mn diger fonksiyonlar: spektral
acilimla tanimlanir. O halde spektral acihim teoremine gére Q(z) in spektral acilimu ;

F(Q()) =) flwi(z)) < . ex > ex : (3.11)
k=1 .
seklinde olacaktir. (3.5) esitligi

NA= / " g(2, &, WIQ(E) — Q=)A(E, m, w)dE
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idi. Simdi g(z,7, ) mn egitini burada yerine yazmak suretiyle bu ifadeyi inceleyelim.

= °°g:_3_ e 717 cos( Z(z — sin(—= | z —
NA-/O 2T cos( Ge(a =) + sint 5 Lo =0 Dt
+26 V(4 + Bleos( Z(z +1) — (4 B)sin( Z(z + )+

+ee B cos(n — 2)}Q(E) — Q) A6, m, w)dE

olacaktir.

o3
4/2

1(z,7m,0) = 55{2e % oos( (e )}
z,n,0) = ﬁ——s— e 7317 M gin X iz—-
aa(a,n,0) = S (26 Msin( S (2 =0 )

ga(a,me) =7 ﬁ{zeff"z‘(”“[(AJrB)cos(%(z + )}

-
gs(z,m, @) = Z‘ ﬁ{ce%‘”"’cos(%(n ~2))}

—-9{—:3— e ZED (B — A)sin Z (=
94(1,’%0!)—-4 2{2 viETr((B — A) (\/5( + )i}

olsun. O halde

NA(z,n) = /0 +m91(z,£,a)[Q(£) Q)| A, m)dE+
+/0+°°g2(¢’ & mQ(E) — QA(E, m)dé+
+ /:0093(93» ¢, )QE) — Q(2)A(E, n)dé+
+ /0%094(% ¢, w)Q€) — Q(z)]A(E,n)dé+
T /omgs(waﬁ, w)[Q(€) — Q) A(E,m)dE

geklinde yazabiliriz.
NA(z,n) = N1A(z, 1) + NaA(z,n) + NsA(z,n) + NaA(z,n) + NsA(z,m)

olur. Norm &zelliginden;
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NI < NN+ Vo]l + [|V3 ]|+ I Nal + 1V

dir. g > 0 biyiik degerlerinde N1, N2, N3, Ny, N5 operatérlerinin gdzdniine alinan

uzayda istenildigi kadar kiigiik oldugunu gosterecegiz. Bunun sonucu olarak p’nin bu-

yik degerlerinde N operatériiniin biizen operatdr oldugunu gdstermis olacagiz. Simdi

IVl | V2], | N3 |, 1| Val, || Vs || normlarm ayr ayr simrlandirahim.

Ornek olarak N> operatdriinii ele alalim.

+ 00 .
NaA(z,7) = / g2(2, €, W)[Q(E) — Q(=)] A€, m)dE

NaA(z,n) = / 92(2,€, 1)Q(E) — Q)| A(E, n)dE +

lz—¢|<1

/ 92(2, &, 1)[QE) — Q(z))A(E, m)de

lz—§|>1

= NyA(z,n) = Dy + D,
= ||[N2A(z,n)|| = || D1 + D2|| < ||D1|| + || D2l

I1N2 Az, m)|I* < 201Da* + 1Dal*)

1D =] [ 100 - QEeNACE M|

lz~¢|<1

< / Ilgz(w,ﬁ,#)[Q(E)—Q(w)]A(E,n)lldE}
|z—g]<1

< / llgz(x,ﬁ,ﬂ)[Q(ﬁ)—Q(w)]IIIIA(é,n)IIdﬁ]

z—¢|<1

olur. Bu (3.14) ifadesindeki ilk normu gozoniine alalim.

llg2(2, &, WIRE) — QNI = llgz(z, ¢, 1)Q*(2)Q™*(2)[Q(E) — Q)|
< llg2(=, €, w)Q°* (@)I1Q™*(=)[QE) — Q)]

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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I =1Q@~*(=)[Q&) — Q=]

olsun. J normu Q(x) igin verilen 4. kogulun sonucu olarak;

J =7 (@)QE) - Q@) <clz -]

bulunur. O halde

llg2(=, €, w)[Q(E) — Q)] < CIlgz(w,ﬁ,#)Q“(w).ll ERL

olacaktir. g2 yi yerine yazdigimizda,

92(z, &, 1)Q%(z)]| = 2e 7515~ ¢lgin, z—1t])}Q% =
llg2(z, & w)Q% (=)l = | \/—{ (\/—I D}Q*(=)ll
olur. Bu ifadede sin(% | £ — € |) teriminin dstel agihmim kullanirsak;

Flz—€l 5 le—¢l
lo2(e, &, @ (=) = | fef"“"(e =T o)l

< c” (67(1—1”3—5[ :,;(1+f)|3—€|)Qa(x)”

2
ID|I* < ¢ [ / ||°‘21(e'—f2'“'“"‘f' — VU@ @)l] = — € 111 ACE )l d
lz—¢l<1
1227 Sc2[ [ QoA =—tge )+
lz—¢]
2
+ lla 2 FENEQe (@)1} | = — € | 1Az, )l (3.15)

;se:\/%'(l_i)lz_ﬂQ“(m) ifadesini , ¢ min ve Q(z) in spektral agthmlarim gézoniine alahm.

e . e _s cli@+eld o o
a'sew(l"’)‘z_‘ﬂQ“(x) = Z[w_,(z) + u]Ta'e vz (-9l eIf.‘)“;(:z:) <.,ej>ej

=1
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=l 3B lgegy |z — ¢ ||

P IO k PRI .
= sup{| [wj(z) + p] |7 |e=vF T wi@) |* |z —¢ |}
J

- —H-#% —3) |z~
=§2§{;[A+m|%|e*fﬂ A=Dl==Cl || X" |2 - £}

olur. Burada g > 0 ve A lar A’'nin disinda oldugundan dolay: | A + p | ifadesini sinir-

landirirsak ; | BM |= psinegdCr.A€A ve p > 0 iken

=S| A+ pu|> | BM | = psine

dir.

—7T+ €

O halde

<arg(A+p)<m—e¢

L T
FT+e<argA+pi<i-%

s e e - . —

=& (x/4) — (& 14)
B
~#
- (x/4) + (& /)

_x+80

Sekil 1
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olur. Burada arg(A + p)% = ¢ diyelim. Bu takdirde

- €
—4-+j’-<<p<§—

~g

olacaktir. Ve dolayisiyla

Re(A+ )% = | A+ p |3 cosp
Im(A + )% = | A+ p |¥sing

olur.

Ayrica (cosp + sing) > m > 0 oldugu agiktir. Simdi birde cosp — sing  yi incele-
yelim.

(cosyp — stny) = cosp — cos(g — )

— —9sin (‘P"'%‘ﬁ) sin (90"_§H>

= —23in£sin(<p - —Z—)

4
= 2sin-74£sin(—z- — )
2
= 2%32’71(% — )

= Vasin(7 — ¢)
¢ nin en biiyiik degerini koyarsak 0 < €9 < # olmak iizere

€0

cosp — sing > \/ism(z— — ;4[ + 1

= ﬁsin%o

olur. sin = mq alirsak , o takdirde de mg > 0 olmak lizere
cosp — sing > /2my

ve dolayisiyla cosy =+ sing > m > 0 olacaktir.
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Simdi tim bu esitsizlikleri gézoniine alirsak ;

la3e Ve ==tlgag) |z — ¢ ||

1 1
Re[Atul% —Im[A4pld
"_\%L[z_fl"'_‘[_z_“]_l”“ell |a| |}

_s = 1 - i
< sup{l [/\ +p] |T3'e'_l[%‘fu_°°3¢lz—£l+—LL}'£n—smtp|z
AES,

= sup | D+u] |5
AE

Az —¢)

=3 —u'\—"}'gﬁ(coscp+simp)|z

= sup{| A +4] 1 ¥ “"'IAI“Iw—el}

}
< sup{| (4] |7 ez e [PYLI PSS

f ll+eelu>‘%u-im|z

Lte - a —c =3 _1te
= sup{| A+ 4l | * |2 - Xz - A +plT 1)

bulunur. Burada n>0,6 >0,y >0 olmakiizere n%e™%" <c¢ ozelligine gore

n=|A+uliz—¢| : 5

S

y=1+¢€
olarak sectigimizde;

la—3e =8 Qa(gy |z — ¢ || < cigup{| A+ EaP Iy

olacaktir. 0 < a < % kogulunu kullanarak e<1 sayisim 6 =a—1-— £ <0 olacak
gekilde segelim. Bu takdirde | A+ x| > ¢3| A | oldugu gozdniine alindiginda

la~3eva ™ ’)"'E'Q“(x)lw—ﬁlll<clsup{lz\+u I AREYTIS,

=calz-¢| sup{l/\+u|_' ey

<clz—-€1 sup{lf\+ﬂl }
AES.

bulunur. Dolaysiyla

- Z2(1-d)|z—¢€| Aa . 9
flo 3¢7V7 Q¥z) |z —€||<alz—¢€]|
.C. YURSEKOERETIM KFPTH
LOOVANTASYUR dipiad
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olarak elde edilir. Simdi de (3.15) ifadesindeki ikinci normu gozoniine alahm ve benzer

iglemleri tekrarlayalim.

la=2e A==t gezy |4 ¢
~[w; ()+“]%(1+z’)lz—€l .
—sup{l[wj(w)+u]l4 le™ V2 | wi(z) [* |z - €1}

— -[X+u] :
=§“£{|[A+n]|7‘"’|e SR FTDYCE PR
€S,

= lla~2e V0T EQa() [ g

_ Re[k+u]4 Im[k+ ]k
= sup{| A+ 4] |Fe™ VA leeiH I
AES,

S RV ERTS)
—3 =][A+u k I[f\+#1|% ;
< sup{l [/\+ﬂ] ITe 75 —cosplz—¢|+ G szmplz—ﬂl A la, l z—¢ l}
AES,

-3 .J_[iililli(coscp—-?in‘ﬂ)lz—ﬂl A Ia' I

= sup{| [A+4] | Fe z—-¢1}
AES,

et
< swp{| B+ al ¥ et DY LY P

£ [P zlpad -

Lte m|z— -
= swp{| A +u] [z~ ! f'mlm EI7) A+ p }

Lie e
lz =& A+ l®)

}

Seasup{| A+ p |7
A€ES.

__:':._
=clz—¢]” fup{lf\+#l* e

Selz =€ sup{[ A+ 1%}
AES,

olﬁr. O halde
la—3e EO+==8gazy | 2 — £ || < ca] 2 — £ [~4f

olacaktir. Hesapladigimz bu iki normu (3.15) .ifades‘inde yerine yazarsak;

2

IDA]I* < & [ / leil 2= € 76° + sl = — € |7 WO 1| A€, )l de

lz—¢1<1
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olur. c[c; — ¢3]? = C diyelim. O takdirde

nDanscp’”’[ / lz—srfllA(s,muds]

lz—¢l<1

o0 o0 2
2 20 —_c
= D[k, < / / Cu [ / |z—¢] IIA(G,n)IIdE} ddn

lz—§I<1

dir. Bu son ifadeden

/ow[ JRERT: l_€||A($,§)||d§]2dx

lz-§|<1

integralini gozoniine alalim.

/:’[ / |x—£|‘an<x,s)ude]2dx

|z—§|<1
- j [ / |z — € |74, m)llde / |2 — € [ A, )| dé | dz
0
|lz—¢'|<1 [z—€i<1

geklinde yazilabilir. Simdi burada

§'—a:=u'=>£'=u'+x . d§'=du'
E—z=u=>€é=u+trc , dé = du

degisken doniiglimlerini yapalim. O halde
o0

< / [ / | uf [ A + 2, )] / lurqu(uﬂ,n)ndu]dm
° |’ |<1 lz|<1

- / 0 | Cd’ / u " du / 1A + 2, )| ACu + 2, 7)lldz

le'1<1 lu|<1

olacaktir. Burada Holder’in integral esitsizligine gore

/ ' | / |u|‘fdu[/ IAQ +2,7)] de / IA(u + ,n)|%dz
0 0 |

Ju'|<1 [z]<1

IA

—€ , ! —e g ’ 2 ee
= [iraw [ 1u) du[/ 4G + 2 de [ 1AGu +o,m)Pdo
0 -

|’ |<1 l=]<1

N

ol
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olur. Asagidaki degisken doniiglimlerini yaparsak ta;

g+u =v , dz = dv’ , vtu=v" ; dv = dv"
y  —€ ' — i o0 ' 2 ' ©o " 2 u-
= [ [ e [Ciae e [ 1ae or'e
w'l<1 luj<1 - * -
;1 —€ ) _ [ oo ' 2 ) oo 1" 2 u-
< /lul du /|u| d/ 1AW )l dv/o A" )| dv
<1 i<t - :
t —€ I - [ et 2
= [T [ [ClAenire|
lu'|<1 |u|<1 -

= cs / | A(z, n)|2dz

olarak elde edilir. Bu denklemlerimizde gecen

| u | “du

fu|<1

integralinide agagidaki gekilde hesaplayalim.

1
/ | u |"du =/ | u | “du
-1

ful<t
0 1
—_-/ |u|-fdu+/ u | du
-1 0
0 1
=/ | —u I—Edu+/ | u | du
-1 0
1
= 2/ | v | du
0
1

(0 1).
. (0<e<l)

O halde
= || D1ll%, < Cu*es||A(z,n)ll,

ve dolayisiyla

(X

[
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= | D1l < Cul|lA(z,m)llx,

elde edilir. Benzer iglemler || D) iginde yapilir.

122l =] [ sl mi@E) - QoA M|

|z~—€|>1
< / l2(2, €, 1)[Q(E) — Q) A(E, m)de|
jz—¢€|>1
< / lga(z, &, WQUONIACE, )1 de+
[z—€[>1

+ [ loate & Q@A e

lz—€|>1

Esitsizligin her iki tarafinin karesini alalim.

2
IID2||232[ / llg2(z, &, L)QUONNIAE, mlldE| +

|z—€|>1

+ IIgz(z‘,ﬁ,u)Q(z)IIIIA(&n)IIdEI

|lz—-€]>1

= || Do) < 2[ / lla—3[e v =N==8l _ T CON==Eg ||| A(€, m)]de

|z—€|>1

‘|

|z—€|>1

2
la~3[e V&G D=8l _ e‘—«‘%'“*""*'f'lcz(x)||nA@,n)uds]

Bu son denklemimizde o~ terimi daima simirhdir. Ginki @ = /Q(z) + u seklinde ta-

lerin mutlak degerleri 1’den

nimlamigtik ve Q(z) ’in 6zdegerleri olan  wy, -+, Wn,- -

biiyiiktiir. Bu nedenle o™ terimine bir c sabiti olarak bakabiliriz. O halde

1D:]* < c"’([
d

|z—€&|>1

[z—¢€[>1

. 2
(||e%“""'-f'cz(¢)|| + ||e3‘%“+""""cz<e)||) nA(s,n)nde] +

(Ile:\/—%(l_i)lz—elQ(m)” + ||e3%(1+i)'”_€lQ($)|l) ||A(€,?7)||d§] )
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2
(||e’—«%‘“"""'f'@<e)|| + lle;«%‘“""‘f'cz(e)ll) IIA(E,n)IIdé]

1D, ? sé( [ /

|z—£|>1
2
+ / (||e=«%'“""'*'f"c2<ef>n + ||e=f‘?‘“+”"""'cz(s’)|l)||A(sf,n)||de’] )
|z—&7|>1 ;
2
+c? ( (||e'f—‘5"1"’"”"‘cz(w)|| + ||e"7‘?‘1+""‘f'cz<z)||> | ACE, )] de
jz—£|>1
. 2
+ <||e:«%‘1‘”'”‘f"cz(w>ll + ||e:f?‘“’f""”“"cz<x>||) nA(sI,mudsI] )

le—€1]>1

olur. Bu son ifadelerde gegen tistel terimleri igeren normlan sinirlandirmaya ¢aligalim.

Ilk olarak ||e_7;'(1_i)|z_£|Q(§)|| normunu goézoniine alalim.

-i—(—LL(l—i)lz—El Q(¢)

SCICETL RO PR Y00 ¢ IR 1oVt sy Q)

e ‘/~(1—l)|1”'5|Q(£) —e

=€

Buradaki son iki terim Q(z) icin verilen 5.6zellige gore agagidaki egitsizligi saglar;

||e'l’5IQ(z)]%Iz—$l Q)| < Cy

dolayisiyla

e V2 Ve (l-z)lz—le(f)” <0 “eJ-u—ﬁ(l—')lz-ﬂ-‘l-’C[Q(z)]% |z—¢| I

=043 (i jo—gl+ E 1 o) |

= C} sup | e
A€S.
_Reatmije-g _-Im(k+n)]4'I=—6|+ﬁRe[A]k|I—f|
= Cjsup e vz vz 4
A€ES.

olacaktir.

e = eReZ-l—z'ImZ — eReZeiImZ
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==>| eZ |=| eReZ I l etmZ |= eReZ
dir. Basitlik igin S* < arg\ < 7 oldugunu varsayalim. Bu takdirde

SE<argh < § tken S <argA+p)< %
5 < argii < 3 tken == < arg(A +ﬂ)% <%

ve

Re(A+ )t = A+ p|*cosp
Im(/\+p)% =|A+p |%sincp

Re\i = [ A I%coszb
<|A+p |%cosgo
=P <y
geklindedir. Bunun yamsira cosg > 2sine olup olmadigim incelersek ;
sin2p = 2stnpcosy < —‘é—f = 2sinp < M < cosp

— 2cosyp

dir. Buradan gorildigi gibi istenen esitsizlik elde:edilmigtir. Ancak verilen aralikta

bunun saglamp saglanmadigimi aragtiralim. Bunun igin
tany < % =>tanf < 1

egitsizligini saglamaya caligacagiz.

cos% cos? 5 cos? 3 4cos? 3 2c032§ +1-1 cosT+1
V2
2 1

1
= = ) < =
F+1 Frl o2

bulunur ki buda esitsizligin saglandifim gésterir Syle ki

= &1t = 0.39 tan(0.39) = 0.414 < 0.5

|3



28
dir. O halde

[eAGIG(e)] < Gy sup |~ Ieteoro B2 fe—tlsines FEeorsiz—g
AES,

olur. F < ¢ < § olmak iizere ¢ = arg(A +u)% ve ¢ = arg(/\)% idi. Bu aralikta

2sinp < cosp dir, sinp < 272 ve cosyp < cosp oldugunu yukarida incelemistik.

Ayrica da

Re(A + p)t + Im(A + p)% < LRe(A + p)¥

Redi < | A+ p [%coszﬁY

cosp — 2sinp > b , 6 >0 oldugundan

1
e A==€l ge)|| < C, sup ez%ilz-elcosw(1+so)+s4élxlicowlz—el
T T aes.

< Cle—éouklz—fl

dir. Diger listel terim iceren normda benzer gsekilde hesaplanir ve
e AW+~ Qe)] < Caetantle—di

olarak elde edilir. Boylece || D;|| ifadesi agagidaki gekilde elde edilir.

= || Dall* < 02([ / {Cpe=don¥la=tl 4 026—6"“%'3—6'}”‘4(5,ﬂ)lldf]

|z—€&|>1

[ / {Cze‘“"%l”'f"+C’ze‘5°“'”'EII}IIA(él,n)IIdfll>+

|z—¢'[>1

+02([ / {Oze“"'“*"‘“+Cze"”‘*'”“'}IIA(f,n)Ildé}
lz—¢€|>1 '

[ / {026—60;;%[::-6'[ + Cze—swilz—ell}llA(El,U)Ildf‘})

lz—¢'|>1
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-

= 13| < 02[ / e-%“l"f-ﬂllA(s,n>||ds] [ emteEiae e |+
lz—€|>1 "|z—¢€'|>1 ' -
+ 02{ / 6_6°”%|2_EI||A(€,77)H¢1€} / 6"6"“%'”_5"”1‘1(6'Jl)lldfl

|z—€]>1 “lz—¢'|>1

Esitsizligin her tarafinin 0 dan oo a integralini alalim.

o 2 oo 1
= / ID:|* < C* / ([ / e~bor?l==¢l|| A(¢, n)||dé

0 0

lz—¢|>1 .
1 ' , .
[ [ et ea miaet )dx+
lz—¢'|>1

+C? /W([ / e—““*"-ﬁ'uA(s,n)nds]

jz—€[>1

/ e"’”‘*"'f"nA(s',n)nde'])dz

le—¢€'[>1

olur. Burada da agagidaki gibi degigken dénigiimlerini yapalim.

f-o=u=¢=vu+z , df'=du
E-—z=u=€=u+tz , d§ = du

oo o [T 1 1T 1 , ‘7

> [Tt <ot | ( [ et s aman| | [ et A 4 o

0 0 “lu|>1 - '|'u.'|>1 -

oo [T 1 1r Y , ,T

vor [T(] [ etmtilawr el | [ et A + 2 n)ld

* s 4 Har>1 -

i Sontle] 4! o !
= /e_6°“ vl / e=tontln’l gy / 1ACu + 2, DA +z,7)lldz |-
’ 0
u|>1 fu'|>1 .

+02( [ et | e—aou*lu’ldu') ( LwllA(u+z,n)llllA(u'+wm)lldm)

u[>1 |’ |>1
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=02[</e—aou%|uldu / e-.s.,muwdu')'
u|>1

lu'|>1

( / "l Au + 2,n)|d / T lae +z,n>|12dz) ]

=Cz[</e_6°“%|”|du / e'““élulldul)
z|>1

|w|>1

( / 1A + v, )| 2dv / IA@ +2,m)] dw> J

Simdi de su degisken déniiglimlerini yaparsak ;

v +z=0 = du’' = dv’ ; u+v=v". = du=dv"
— (12 —Jou%]ul —6°u£|ul] ! oo " 2401 ® ! 2, :
=C e du [ e du A", mlI"dv” [ [[A(v ,n)l| dv
|>1 lu/|>1 © u
< C? ( / e—6°“%|u|du —50#“ o’ ldu ) ( ||A(v",77)||2dv"/ ”A('vl,T])”zd‘v,) ]
Ju|>1 |u’ |>1 °
= C? L( / e-%“*l“ldu e=bomt 1l gy ) ( ||A(m,n)||2dx)]
[2]>1 e |>1
=¢? ( / e=tontlul gy / etond 1l gy ) ( uA(z,n)uzdw)]
1 1
| =1 emtondinl] ) (2L o-sontin))™ / " A, n)|Pds
i bopd 1 50'u,4 1 0 ’
oy ~ X -
=t ( ==ty (- ety | [T mitae
|\ bops bopd 0
-1 b oo
_2c? (5——-") ( / IIA(w,n)Ilzdx)}
ou? 0
C o0
= [T1Da1 < g [ 1A s

(3.16)

olarak elde ederiz. Boylece N, operatoriiniin X, uzayinda biizen oldugunu gdstermig

olduk.
dir. O

Aym iglemler diger operatdrler icin yani Ny, N3, N4, N5 operatorleri iginde aym-
halde ¢ > 0 1n biiyiik degerlerinde N = Ny 4+ N3 + N3 + N4 + N5 oldugundan N
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operatdri X, uzayinda bilizen operatordiir. Biz N> operatori igin || V2] = O [%:l elde

ettik. Bu sonucu diger operatorler iginde elde ederiz.

IVl = O H s INsl = OH JINuJ| = 0 H AR 0[%]

Boylelikle yardimc1 teoremimiz ispatlanmig olur.

Simdi Green fonksiyonunun bu X, uzayinda varoldugunu gostermemiz i¢in bu uzayn

bir eleman: oldugunu yani bu uzaya ait oldugunu gostermeye galigalim.

Bunun igin g(z, &, p) in g4(z, €, ) elemanim gézoniine alalim ve X3 uzayina ait oldugunu

gosterelim;

Jocteam | = | (e F 1@ - psin( (e + |

< C o —7:'(1?+7l)

ok

Ol_ =2 (z+n)€
=C||l—=eVz i
2\/5 2

2
=C =2 (1=i)(z+n) 6"7‘-;(1+i)(z+n))”

f(”

SC<||4¢§ Sa-dn) o [ond ;(1+i)(z+n)“2>

sin( (2 +n))}”2

ix(z4n) _ e'—j—;’-(z+n) ”2

Bu son egitsizlikteki ilk normu g6ézéniine alahm.

o ZEG- z)(z+n)“ H 2) + ul 46—[ﬂ§/)="-'ﬂi(l—z)(z+f)
| 75 f[Q() 1] H

= Z [w;(z) + ] T elVERelui (@) +ul 13 —VEIm{w; (2)+u] 2 (2+0)
=1

= ile(x) + “I;22e—\/fle($)+u|%(coscp+sincp)(z+$)
j=1

i=1
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olarak bulunur. Diger norm ise

”___e'—;»(1+z>(z+n>“ - “ o Q@) + 1% e_u)__ﬁam(zw”
4

< Zw,(a:) + W] F el=VERelw; ()t a4 VETmlu; (2)+u (o)

=1

oo
= lej(l') + “l:z—ae“\/fl“’j (z)+#|%(cos¢—sin¢)(z+e)

=1
= Z[“{v(m) + /Jl:ige‘\/fle (2)+u]Em(z+¢)
=1

2 o s . :
= ”94(37a77aﬂ)” < CZij(x) +p| e—\/Z-IW_!(Z)-Hl.l m(z+§€)
j=1

olacaktir. Bu son esitsizligin her iki tarafini 0 dan co a integre edelim.

/ ”g‘*(x’"’”)” @< Clea(wHul : / =Vl @ Emle+0) o

/ ~ eVl @+l m(ete) dt

0

integralini hesaplayalim.

/ % = VElws (2l m(zte) dt = e=V2Iwj () +alk mia ”e—ﬁlw;(z)wl%msdg
0 o’
= — VAl (e)tul mz Vi tukme
| V2lw;(z) + ulim 0
= —e~V2lwi(2)+ulims 1 —(0—1)
V2|wj(z) + p|Tm
e~ VZlwi(2)+ulme

" Valwy(@) + alim

oo

~V2)wj (2)+p|E mz

= [T osten0] de < €3 Yoy(a) + % NN
A J_l 2|w;(z m

< czjlw;(z) + ¥

=1

< CZij(w)I'T?
i=1
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2 oo oo 2 oo
= [an i = [7[ ot sm) s < ¢ [ Fore < oo

Baglangigta verdigimiz Q(z) in 7.6zelligine gore bu gekilde elde edilir. Yani Q(z) ope-

rator fonksiyonumuzun 6zdegerlerinden olugan
x =7

F(z) = X%IWJ(x)I 1
]:

in L(0,00) a ait oldugunu ve

/owF(z)dm < o0

oldugunu gozonune alarak

lgllx, < llg1llx, + llg2llx, + llgsllx, + llgall x, + llgsllx,

in X3 uzayna ait oldugunu gésterdik. Burada g fonksiyonunun X, uzayina ait oldugunu
ve Yardimeci Teorem 3.1.1 ile de N operatériiniin bu uzayda biizen oldugunu gdsterdik

ve dolayisiyla da agagida verecegimiz Teorem 3.1.1 nde ispatim elde etmig olduk.
Teorem 3.1.1 :

Eger (4)-(5)-(6)-(7) kogullar saglaniyorsa o zaman g niin biiyiik degerlerinde (3.5) in-
tegral denkleminin

Glem,) = o(z .- [ " 0(2, 6, W)IQ(E)-Q()|G(E, n, w)de

caligmalanimizda gozoniine alacagimiz H da doniiglim yapan smrh A(z,n) operatorle-
rinin olusturdugu Xg,Xgp ),X is),Xs uzaylarimin herbirinde ¢6ziimii var ve tektir. Bu
¢oziim ardigik yaklagim yontemi ile bulunabilir. [Bu uzaylar (Levitan,B.M.,1968) tara-

findan verilmis ve bu uzaylarin Banach uzay: olduklar: ispatlanmigtir.]
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Yardimeci Teorem 3.1.2 :

Q(z) operator fonksiyonu (4)-(5) kogullarim saghiyorsa p > 0 in biiyiik degerlerinde N

operatori X, §p ), X is) , X5 uzaylarimin herbirinde bilizen operatordiir.

ispat :

'__1.
N3 operatoriiniin X, i 7) uzayinda biizen oldugunu goésterelim.

a—3
44/2

ga(z,m, @) = {2e'—«%"+’”[(A+B)cos(%mn)m

ifadesini gozonine alalim.

Nod(z,6) = | " sz, €, 1)Q(E) — QA myde -

0

- / 93(2, £ )[Q(E) — Q(2)]A(E, n)de+

|z—¢1<1

+ / 95z, €, m[Q(E) — Q)] A(E, )dé
[z—€|>1
=D+ D, (3.17)

=> [ NsA(z, €|l = [|D1 + D:|| < [ Di{|| D2l -
Simdi || D; || normunu simirlandirmaya galigalim.

1Dl =] [ st mi@E©-QNAE |

lz-¢I<1

1Dl < / lg3(z, &, ) QE) Q)| A(E, m) | dé

lz—gl<1

1, < sup /w[ / llgs(w,é,#)[Q(E)—Q(x)]Q(-TI)(n)A(E,n)HdE}dn

1
T) T gez<oo
jz—§[<1

< sup /0 w[ / IIgs(w,E,ﬂ)[Q(E)—Q(w)]IIIIQ(':‘*i)(n)A(E,n)lldE]dn- (3.18)

|z—¢§|<1
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olur. Buradaki ilk normu inceleyelim.

llgs(z, &, WIQE) = QNI = llgs (=, ¢, w)Q*(2)Q™*(2)1Q(E) — A(=)]]
< llga(z, &, 1)@ ()R~ (2)[Q(E) — Q(=)]]I- (3.19)

Q(z) igin verilen 4. dzellige gore (3.18) esitsizligi

Ios(2: €, QE) = QI < llas(e:€,1)Q° (I
<0|i= _ (2e A4 + Beos S+ @le ¢

—ix

7"( +77)+e\/—( +7')

< yffate A2 @@e-¢|
< GyfJame F Qe (o - g+

+[|am3e=E Qe @)z — ¢

. =(1-a
seklinde olacaktir. Simdi “a‘3e vz (’"*"’)Qa

¢aligalim.

(z)lx ¢ ||| normu nedir hesaplamaya

oy ~[w;(2)+ul }
a-sew(1—2)1r+€IQa($) Z[w,(z)-}-,u] S e—%—— (1-i)(z+€) wi(z) < ., e5 > €
j=1
Ha-Se%(l"i)(z-l'E)Qa(x)lw = éIH

NE T
= sup{ () + 41| e =R a0+ |4 ()] o - €]}

< sup{] A+ ] |—|ei¥ﬂ%(1—z)(z+£)||)‘| |a: fl}

_[_.i(%l%_l__ﬂ;_;ﬁ%](z.*.f)HAl Ix —£|

sup{l[k+#]|"'|e
A€

i
Sfup{‘ A+l ™ 3 —i——l%cow(zﬂ) [2te] smw(z+£)|)‘| |z - |}

= sup {[[n + ] F T om0 gy
AES,

=3 -|A+n] 3

<§up{|[A+#]|_ PR ER §|}

< sup{l[)\-l-/i]l 436—["—2—14m(z+£)|)\| (z +6)}

= sup{[p+ 4l T oo G0 L B G g
e €

£TiM KURULY
ON MER#*¢i
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Burada da yine daha 6nce oldugu gibi
1
n=Ppruliere , E=3 ., a=l+e

olarak se¢mek {izere n7e ™ <c¢ Ozelliginden faydalanirsak;

-3

”a—se%(l—z‘)(z+€)Qa(z)lx _ fl“ < f:g{l[/\ + “]IT"E«{‘“(w + é-)_elAla}

olur. Yine 0 <a < %; € < 1 olmak lizere a — 1 — £ olacak sekilde secelim. Bu takdirde

I/\ + ,ul > c|/\| oldugu gozéniine alinmak suretiyle;

=2 (1-i)(z a 2l - a
lam2e O TNETOQM@)e — €lll S casup A+ [T T @+ TP+ 4]}

= (o sup {{in+ul] ¥ TE
<cy(z + E)'efgg (| +w|"}

<culz+E) W (0=a—1—i—<0).

olarak bulunur. Benzer sekilde
lam3e FFIEHOQa(a)|z — €]|| < calz + &)~ n
oldugu gosterilebilir.

O halde bu son elde ettigimiz egitsizliklere gore (3.18) esitsizligi

-/

=/om[ / [‘4(“9”#0+C4(w+6>‘fu’1||A(e,n)nd.s]||Q<%‘~><n)||dn

lz—€1<1

oo
< 65#0/
0

llgs(z, &, w)Q(E) — Q(Z)]IIIIA(ﬁ,n)IIdE] 1<) (m)lldn

lz—¢]<1

(z + 7l AG n)lldﬁ] R (m)lldn (3.20)

|z—€1<1
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geklinde olacaktir. Bu son ifadedeki

(= + &)~ (A&, m)lld€

lz—§|<1

integralini gézoénlne alalim ;

/ E+O7IAEIES [ [@+erllaE i

jz—€|<1 lz—€|<1
(x>0 ) 0 < € < oo oldugundan)
E—zrz=u —f=u+tzc , d¢ = du degigken ddniigimiinii yaparsak;

/ |l ACu + 7, 7)l|du
ful<1

olur. Bu integrali (3.20) ifadesinde yerine yazalim. O halde
I

< csu? / w[ / ]| ACu + w,n)lldu] 105 (n)lldn
juj1

llgs(z, €, w)[Q(E) — Q()IIINNACE, n)lldﬁ] 1) (n)lldn

|z—-§|<1

< esul / |u|edu/0 IACu + 2,m)Q ) (n)lldn

|z|<1

< eon’ s [ 1A +2mQ P m)ldn

1 e -1
ol sup / 4G + 2,m)Q ) (n)ldn
1—e€ 0<z <00

olur. Burada da u 4+ z = v => £ = v — u dersek,

1 o =1
< csp’ sup / | A(v,7)Q =" (m)lldn
1 —€o<v—u<ooo

<ot sup [ 14w, m@ = n)ldn

— € p<v<oo

< coll AW,z
4
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olacaktir. O halde
— D1l ) < csllACv )]

olarak elde ederiz. Benzer islemlerle |[Dz|| -1, normunu inceleyelim.
X‘l

D - / g3(2,€, 1) Q(E) - Q) A(E, n)dE =>

|z—€j>1

lod) =] [ aewee-eEnae g

jz—€&}>1

< [ Jostertmiace - @A mfjas —

|z—&]>1

O /ow- / Igs(m,s,#)[a(s)—Q(z)]@<‘7‘>(n)A<s,n>||de}dn

0<z<00
"le—¢]>1

<sp [T ] lgs(w,E,#)[Q(E)—Q(w)]“HQ(_TI’(U)A(&U)Hdé}dn

0<z <0
I —£1>1

< sup [ gs(z, & mQE) | I1QF ()A€, m) dJ dn+
L1 Il H

0<z<00

lz—€|>1
+ s ow [ szt u)Q(w)““Q( DA, n)“dé dn
I —¢1>1

< sup /0°° / ||;h—',2-{ze‘«%"+"’[(A+B)cos(%<z+n))1}Q<e)H

0Lz <0
“lz—€1>1

|e® mac, n)Hd&] dn+

v sp [ °°L / ||§%{2e'7"z"‘”+"’[u+B)cos(§—§(x+n>)1}cz<x)|\

|z—€1>1

|Q<%’(n)A(c,n)||d¢] dr
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e Bt | Tete)

< sup /ooo / ['%{2e%(’+”)(A+B) 5 }Q(é)“

0<z <0
“lz—€[>1

Q) (m)A(E, )| de

dn+

e FHE+O | (T (=HO

+ sup /000- / “g—\———/—-;{Ze%(z"'")(A+B) 2 }Q(:z:)“

0<z <00
“|z—¢€|>1

|Q(—Tl"(n)A(§,n)Hd£] d

<C sup /m[ / “{e%“'“"*’”+e;f%(l“)(”“)}Q(é)H“Q(;‘*l)(n)A(ﬁ,n)HdE]d77+

0<z <00
le—£|>1
= —=(1-i =2 (1+i) (= =1
+ s [ [ [ |[eFemaero o +’~‘)}Q(w)||HQ(4>(n)A(¢,n)de]dn
|z—€[>1 .

Burada C = || £~(4 + B)]| olarak aldik.Ve o~ fin smrh oldugu dikkate alind.

<C sup /w[ / He%“_m”s)Q(E)HHQ‘:‘"I)(n)A(ﬁ,n)Hdﬁ]dM

0<z <0
lz—§1>1
e [T ] lmeeeoaelema |
“lz—§>1

+ s [T f [ #600e0g00)| | Q) Ale, ) de | an+

0<z<co '|z—£|>1

OO- . ]
+ osp [ [ [eFO00)| @ inate, m)|de | dn (3:21)
0<z<0J0 le-fl)l i

Simdi bu (3.21) esitsizliginin ikinci yanindaki ilk terimin
”e-'y-‘;-'(l—i)(z+E)Q(£)”

normunu hesaplayalim.

e AN ge) = e:[ﬂ%_yﬂiu—i)(m)Q(E)

- eﬂ%’ﬂi(l—i)(z+f)e@Q%(z)[z—f]e'T-ﬁQ%(z)lz—ﬂQ(f)
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Q(z) i¢in verdigimiz 5.6zelligi kullandigimizda

1
“6‘7;4(1—i)(z+e)Q(5)” < CHe:ﬁﬁ%’]—‘(l—i)(:+e)+40%(z)lz—flH

< sup{' :_[iz(\’/)_;“](l ')(”+€)+£w1%(z)lr—£ll}
< sup { el‘f%*‘-(l—i)<=+e>+>?x%nz-e||}
T xes.
—Re[f\+u1% _zm[,\+uﬁi VZydi._
< sup{ e vz (z+8) 75— (2 H)F Az f[‘}
T xeS.
< sup{ e|,\-1\./,%]&.cos¢(z+€)—ﬂi\%‘_i|isingo(z+£)+@)‘%cos,{,l,_fl’}
T aes.

AES,
Sout
< ce~ o (z+€)

olacaktir. Burada daha 6nce oldugu gibi Z* < ¢ < § olmak iizere ¢ = arg(\ + ME
¥ = argA% oldugundan bu aralikta 2sing < cosp ve dolaysiyla sing < =€
ve cosyp < cosp oldugu gozoniine ahnmugtir. Egitsizligin ikinci terimi bu iglemlere

1
benzer olarak ce~%#%(z+8) geklinde elde edilir.

Simdi de (3.21) egitsizliginin 4.terimini gozoénine alalim ve ilk normu hesaplayalim.

—[wj(2)+a] %
“6—7";(1+z‘)(=+€)Q(m)“=sup' RiCH i) (a+e) (m)\
J

< sup|A ’e—[ﬁel—'* 2 (1+i)(z+€)|

AES,
1
—reptu1% | ImBpuld
< sup |\ (o SRR ) (246)
AES.

1
S CINL BRSPS S

< sup (A e

AES.
L?_+Q i
< Csup e 5OIA+P‘|
AES,

< Ce—éoni(tﬁ)

olarak elde edilir. (3.21) deki 3.terim iginde benzer iglemler yapilabilir. O halde
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=2 <0 sup /O“F / e-6°"*<=+0HQl—l(n)A(s,n)Hds]dn

0Lz
“|lz—gl>1

<y sup /owr / e-’”*‘”ﬂ[lA(eln)[[de][

0<z <0
"|lz-¢|>1

Q% (n)an (3.22)
Simdi bu son ifadedeki

[ ereortero]aen)ae
|z—€|>1

integralini inceleyelim.

R L e

dir. £ —z = u degigken donligimiinl yapacak olursak £ = u +z ve dé = du olmak iizere

/ e“awilz'fl”A({,n)“dﬁ < c/ e““"ilul Alu + :c,n)“du
|z—€1>1 lu]>1

olur. Bu elde ettigimizi (3.22) ifadesinde yerine yazalhm ;

Alu + w,n)“du] @ || an

eor 1
o <o zm [ [,
0<z<o0J0 [u]>1

o0 [ -
< Cy sup / / e“5°"%‘"’du} ”A(u+x,n)QTl(n)”dn
0<z<o0o | Jju[>1

olur. Simdi

1
/ e dontinlgy,
[u|>1
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integralini hesaplayalim.

—Eou%|u| * —bopu
e du = e 0t dy
|u|>1 1

oo

— -1 e—ﬁou u

50[1%
—1 ‘50#‘%
= T(0—e )

50#4
o

50/.11%

1

<

seklinde bulunur. O halde u + z = v olmak {izere

—||pa| < 25 s [Tawme¥ (n)”dn

60# 4 0<v—u<oo

_.1. A(v,n)nxizg)

__1
olarak elde edilir. Béylece N3 operatoriiniin X i * ' uzayinda biizen operator oldugu go-
rillmektedir. Ayni iglemler diger operatérler i¢in yani Ny, N2, Ny, N5 operatorleri iginde

aymdir.

O halde ¢ > 0 in biiyiik degerlerinde N = Nj + Ny + N3 + Ng + N5 oldugundan N
operatori X i—T uzayinda blizen operatordiir. X:.Ep ) X ia),Xs uzaylaninda da N opera-

tortiniin biizen oldugu benzer sekilde gosterilebilir. Boylece bu yardimec: teoremimizde

ispatlanmug olur.

g fonksiyonunun da bu uzaylara yani X‘«Ep ),X is),Xs ait oldugu daha 6nce X, uzaymna

ait oldugunu gosterdigimiz gekilde kolayca gosterilebilir.
3.2 Green Fonksiyonunun Tiirevleri

Simdi verilen uzaylarda tek oldugunu gosterdigimiz G(z, n, u) Green fonksiyonunun Gre-
en fonksiyonu olma o6zelliklerini sagladigim géstermeye galigacagiz. Oncelikle Green

fonksiyonunun 1.,2. ve 3. mertebe tiirevlerinin varoldugunu gosterelim.
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G(z,n,p) = g(z,n, 1) -/ 9(z, & w)Q(€) — Q(@)G(€, 0, w)dE
0
olarak belirlemistik. Buradan 7 ya gore tiirev alalim ;

30(2;777,#) _ ag(wa,:,#) _/0°°g(m £, 0[Q(E) - Qs )]3G(€,n77,u)

ve tekrar bu ifadeden 7 ya gore tirev alirsak ;

0 Gg’;’;”") 2 9(”” 7) / o(z,€, IQ(E) —Q(z >1-——a G, t) g

olacaktir. Isleme bu sekilde devam edersek n.tiirev ;

6”G(£,n,u)

6“G((9:;,nn,#) _ 3"9(3 ;1) / 9(z,& Q) - Q(=)]

olacaktir. Burada

0"G(z,n,u) _
61]"' = En(xan,l"‘)

geklinde ifade edersek, bu son ifade

Bz = TEEDE  [Z4(a,6,10Q(6) - Q@) Ea(z,n, 1)t (329

ya da daha dnce N operatérii ile ifade ettigimiz gibi ;

o,
Enen = L0 _NE @y . (=129)



olur.

Bu integral denklemi Xél) uzayinda inceleyelim. Bunun i¢in x> 0 degerlerinde p = 1
icin N in X él) de biizen operatdr oldugunu gosterelim. O halde N; operatériinii g£6z0-

niine alalim ve bu uzayda biizen oldugunu géstermeye ¢aligalim.

91(2,m,0) = §75{2e V1" Meos( 5 )}

idi.

= [T e V21" M eos(—(z — - Q(z

N1A(z,£) = / [4 512 (Z5(= = MHQE) - )]A(f,n)}dé
= 2 (2 H M cos( (s MHQ(E) — Q(=)]A(é, n)} dé+
e

a__"’ e Vi 1* M eos( (2 — - Q(z
+ / [4\/5{2 Vi (\/5( m)HQE) — Q( )]A(E,n)]dé

|z~€&|>1

|maeo| <] | [22{265%'”'"'603(%(:6—n))}[Q(E)—Q(w)]A(E,n)}d£H+

lz—¢[<1

+”| 4 {Zﬁ{ze%”“”'cos(%@—n))}[@(&)—Q(m)]A(e,n) ]
z=£|>1

<IDili+ I1Da)

o =| [ [f;—;{ze’v‘-'f'“"'cos(%(z—n))}[Q(&)—Q(z)]A(e,n>]de||+

|z~€1<1
o= —ap_, e%lz-ﬂl+e:}—;’-lz—nl . i
< | |57 '( > )Q (=)Q (z)[Q(ﬁ)—Q(x)]A(é,n)} | ¢

[z—¢[<1

Q(z) icin verilen 4.6zellik kullamilmak suretiyle bu son ifade ,
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1Dl < C / [“%ﬁ%‘”nz_mwz)”

jz—€]<1

-3 _ o
i
42

<o [ || e o

lz—§|<1

(o) | | - ef ace e

g g e - | Jae e

olarak bulunur. Bu son ifadedeki normlarin degerlerini daha 6nce yardime: teoremleri-

mizi ispatlarken hesaplamigtik. Buldugumuz o degerleri burada yerine yazarsak;

ID1]| < Cu®

[ =€ e me

z—g|<1

olarak elde edilir. O halde

ID1ll 0 < O sup /w[ / lw—ﬁl—eﬂA(ﬁ,n)”dﬁ]dn

0<z<00
jz—¢I<1

olacaktir. Simdi

/lz_ﬂg | — | || ace,m]| ¢

integralini hesaplayalim . £ —z =u == d¢ = du olmak tizere

[ = T m]ae - [ oA+ m]as

dir. Su halde



= 1 Dillgn < Cu?_ sup /w[ / |u|'*HA(u+z,n)||du}dn

0<z<0
l2]<1

L e
22 | [l oo o

<cpf

[2]<1

olur. Burada da u + z = v olarak aldigimizda ;

= |D1fl y € Cw’ 5 i - offfw!/ow”A(u + :r,n)“du] dn

<l e

olarak elde edilir.

o =]/ [—{W' 608(5-2—-(1—h))}[Q(ﬁ)—Q(w)]A(ﬁ,n)}d&”

|z—&j>1

oldugundan D, i¢in yaptifimiz iglemlere benzer olan iglemler D; icinde yapildiginda

o so [ emtieaaene

|z—¢]>1

olacaktir. X:.El) deki normu ise ;

ol o<,z [T [ e taaenle

|z—€|>1

geklinde olacaktir.

E—z=u = E=z+u = dé = du degigken dontigiimlerini yaptig-

mizda ise
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ol <e, 0, [7] [ s s

|u]{>1

<C / e—éopi‘luldu 0<su£ [/OOHA(U + z,n)“dn]
r<oo 0

ju|>1

< C/we—éou%udu sup [/OOHA(u + z,n)')dn]
1 0<z<ce | JO
I e [l

<cC (5_1 (0- e"‘s”‘%)) sup [/w”A(v,n)”dn]
opsd 0<z<oo [ Jo

-1 _ 1
e 60[1. u

-1 —Gout =
<C—e sup A(v,n)||dn
bopd 0<z<oo Jo
x§B

olarak elde edilir yani

C
P20 < 23
3 He X3

dir.

N operatorii g > 01n biiyiik degerlerinde X ;1) uzayinda biizen operatérdiir. N3, N3, Ny

ve N5 operatorlerininde bu uzayda biizen oldu.gu benzer gekilde gosterilebilir.

Simdi de Lgé;”)—;w ifadesinin bu uzaya ait oldugunu gdstermeye galigalim ve boylece

(3.23) ifadesinin p > 0 1n bilyiik degerlerinde X él) uzaymnda tek ¢éziime sahip oldugunu

gosterelim.
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391(:;;777, a) _ a: ¢ Azl :cos(%(m —n) + sin(%(w - n))}

agz(:;;]n,a) _ a: o Tolz—l Lsin(% lz—nl)+ cos(\—/a_i(x —~ n))]

393(2;7’7’ @) _ “Z—z (A + B)eAED -cos(%(:lc +1)) + sin(—%(m + n))T

694(2;777,01) _ —04'2 (B — A)e A+ -sin(%(x +n))+ cos(%(z + n))-
dir.

dg(z,n,
El(IE,T],[l:) = _gL;lé—;?L)_NEl(zvna#)

0"G(z,n,
En(%’?aﬂ) = _én—nn-#_)

_Oqzmnp) g n.p) | 0gs(Enp) | 0"ga(z,m k) | Ogs(@m, k)
on™ on" on" on™ on"

ve dolayistyla

oG IR E)
Ei(z,m,1) = ———(”;,;7 £

_ Ogu(@,n,p) | Bga(z,mp) | Bgs(2,m8) L Oga(z,m, ) | Ogs(2:m, 1)
on I on on In

8n 94(3,7’xa),

e ifadesinin bu uzaya ait oldugunu goste-

oldugunu gozoniine almak suretiyle

relim.

Ogs(z,mu) _ —@
On 4

_Z(B—A)e'v‘-‘f(”") sin(%(w+n))+cos(%(z+n))
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II%%-’}’—‘QH = / & B 4)e A in( 2 (e + ) +cos( ez + n)dn

= sup

2B - e FA P sin Sota 4 1)+ cos( S o + i+

+sup / iT(B — A)e A lsin((z +0)) + cos( =z +n))]|dn

< sup -——(B - A)e%(z+")sin(\/i_(m + n))||dn+
+sw | cos( (e + m)||dn-+
+ sup 'T(B - A)eﬁ'(""")sin(ﬁ(x + 77))”dn+

+ sup/oo“ a—-z(B - A)ezx/%(ﬁ'")cos(i(:c + n))“dn
z z 4 ﬁ

| 228 — )e FE cos( 35(a + )|

Normunu gbzontine alalim ve hesaplayalim.

o’ 2o+ @ a? —aggin (eVEETD 4 VD)
4 A H = “ y “
“ ) (B—A)eVa cos( \/i(m +)|f<C ¢ 7z .

< c“ﬁiie%u—i)(zw” e
B 8

= “0‘8 Q- z)(s+n)H ” :z:)+y]_1 —M(l—z)(z+ﬂ)”

< sup [A+pul7 e

—%;ﬁ(x—i)mml
A+u€ES,

—[Re (X+I$)% +Im (X+i&)* ](1‘+77)}

= Sub {|/\+,u|"e 77

A+pES,
< sup {I,\+“|:z—le—li"'7"2|i(cos¢+sin‘,,)(,+n)}
T A+ueS.

=1 _I'\+u|%
< sup {A+p|Te vi MY
A+u€S,

-2 _, . _+ |%
= ug_e'ﬁ(l—z)(zﬁl)“ < sup {IA+pl7 = e m(z+n)}
8 A+pES.

Burada Xél) uzaymnda tanimlanan normu ele alirsak ;
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- m 1 oo m 1
sup ( sup ]/\ + /_LITIC_7'2'|/\+IL|4::/ e—ﬁ(,\+p)4ndn)
0<z<oo A+p€ES. 0

- - 1 [ - 1
= sup sup |/\+/.L|Tle_wlk+”'l“’ \/§ _ 3-75“'“""47’ o0
0<z<co \ A+p€ES, _ml,\ + #li 0
= sup sup |A+ p]-Tle—%l’\"'“l%” _:‘/—2_(0 ~1)
- m 1 _
=y (g pr Pt By
0<z <00 >‘+#€Se m
< sup e - Z A talte pT
0<z<oo M
<G

-@% ifadesinden bir kez daha tlirev alalim ;

0?g4(z,1, 1)
on”

_\/_ (B— A)ef( z+1) [szn(\/_(x+n))

Bu ifade iginde birinci tiirev igin yaptigimiz iglemlere benzer iglemler yaparsak;

0%94(z,7, 1) T A
an? X = SliP/ W) (B—A)ev? szn(7§(1+n)) “dn
“ 8%g4(z,n, 1) “ <c,
677 X(l)

dir. Tekrar tirev alirsak da;

g4g; 77,#) (B Ae i ASan) [cos(%(z+n))—-sin(—j—§(z+n))

w = < Cj; oldugu goriiliir. Boylece 6—9-4—(—;"—”‘1

tin X3 e ait oldugu agiktir. O halde (3. 23) denkleminin X3 (1) ¢ ait tek ¢oziime sahip

seklindedir ve benzer gekilde ” ag—“("'a’-’l'—“-l“

oldugu goésterilmisg olur.
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Qimdi (3.23) denkleminde n =1

> Exeyn) = 2E08 7,6, (00 - Q@B em, wde

bu esitligin her iki yanini [, co) araliginda integralleyelim ;

oo ooa , S,
/ Ey(z,n, p)dn =/ _g(ﬂgss_u)ds_
7 7

_ / ~ 9(e,€, IQE) ~ Q(z)]'[ / mEl(x,n,p)ds] dt

oo
=>/ Eqi(z,n, p)dn = —g(z,n, 1)
7

- /Ooog(w,f, p)[Q(€) — Q(z)] [/mEl(x,n,u)dS] d¢

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Bu elde ettigimiz denklem baglangigta problemimizin Green fonksiyonunun tek ¢ézim

oldugu integral denklem ile aynidir. O halde

= Gle,mu) == [ Eale,s,u)ds
n

dir.

(3.27)

Eger E,(z,s, n) fonksiyonunun s degigkenine gore siirekli oldugunu gosterebilirsek son

egitliimiz olan (3.27) deki G(z,7, 1) fonksiyonununda 7 ya gore tiiretilebilecegini dola-

yisiyla tiirevlerinde stirekli oldugunu gostermis olacagz.

0G(z,m,p) _
67’] = El(xanuu)
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Simdi F,(z,n, 1) nlin 7 ya gore sireklilifini inceleyelim ;
9g(z,n, =
Ex(e )~ L0 - — [ g(a,m, Qe - QN Es(E, mo )
a y > 1
> B, - 22528 = [To(a,n,miQ(0) - Qe 2LE 1 g

- /mg(x,n,#)[Q(E) ~ Q(z)] [El(g,m#) ~ 69(33 .4) | e
’ 7

dg(z,n,
El("”:’?a#)" i%-fyl—@ = D('T'anaﬁ)

olsun . O halde

D) == [ e, wIQ) - Q25T
- / ~ g(@m, Q) — Q)IDE, n, )

dir.Bu esitligin ikinci tarafinin ilk teriminide agagidaki sekilde ifade edersek ;

Mz == [ ot mQ(©) - Q) E g e (3.25)

= D(z,n,p) = M(z,7,4) — /owg(ﬂf, 7, Q) — Q@)1 D, m; )¢ (3.29)

olur. D(z,n,u) niin 7 ya gore stirekliligini inceleyelim. Bunun igin (3.29) denklemini
X5 uzayinda gozoniine alahm. Xj uzayr H da tammlanmig , 0 < 2,7 < oo bdlgesin-
de tammli degerleri H da doniigiim yapan ,smirhi ;normu (3.10) ifadesi ile tanimlanan

A(z,n) operatorler kiimesidir.

=0

bm “ Og(z,n + An,u)  9g(z,n,4)
Ap—0 on on

Xs

oldugunu gdsterirsek o zaman ?—y%,—;-’u‘l € X5 olacaktir ve N operatdrii X5 de biizen

oldugundan ve de M(z,n,u) den  M(z,n,p) € Xs ,
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[im [ M@0+ A, 0) - M(z,0,0)]| =0

oldugu gorilir.

M) = - [ stz 01000 - Q@) X1 e

denklemini X5 uzayinda gdézdniine alalim. O halde _
D(z,n,p) = M(z,n,p) — ND(z,n, p)
ifadesi agagidaki sekilde yazilabilir;

D(z,n, 1) = (I+N)" M(z,n, 1) (3.30)

N operatériiniin X5 uzayinda biizen operatér oldugunu Yardimc: Teorem 3.1.2 den

biliyoruz. (3.30) dan

”D(w,n,#)l

hs“a+er

e,

lz+m|, =¢

Xs

olsun. O halde

”D(w,n,#)

Xs = C”M(z,n,u) Xs

olur. Simdi QL;’:-ﬂ € X5 ve
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lim
An—0

“ Og(z,n + An,p) _ Og(2,7, 1) ” ~0
On On Xs

oldugunu gostermeye ¢aligalim.

yg—gfl’}’—’i‘l den bu fonksiyonun X5 uzayina ait oldugu kolayca gozikir. Cinki

g(z,n, 1)
|Pateg)

el - ELERCIE

geklindedir. An > 0 olmak tizere

dg(z,n+ An,p) _ Bg(z,m,p) _ /”*A"azy(fv,n,u) dn
9 n n an’

oldugundan,

+A 2
Hag(x,nJrAn,#) _ 69(33:,#) ” < /: "”3 g(;:z,#)”dn

on
LAY
<C / dn
n

= CAn
N “ 69(58,17347-7 An,p) 39(9;:,#) “ < CAn
N A]'%IBO“ 5g(:v,né;; An,p) _ 39(:;1;7,#) H = lim CAy =0

olur. Su halde M(z,n,u) € X5 ve

Alig{o“M(x, n+ An, p) — M(z,n, #)“ =0
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oldugunu géstermig olduk. M(z,7, ) € X5 oldugu agiktir. M = N %% seklinde yazila-
bilir. O halde

Hag(w,na: An,p) 39(287;7,#) “XS 0

= HM(w,n + An,p) - M(w,n,#)f
= M(z,n, ) € Xs

<M
dir.

|P(en+ an,1) - D(a,n, )

v, <+ 7]

X, M(z,n + An,p) - M(w,n,#)llxs

oldugundan An — 0 igin limite gegersek ;

li - =
A;§0\|D(w,n+é\n,u) D(z,n, u) o

dir.

“D(w,n+An,#) —D(w,n,u)“ < HD(w,n + O, p) = Dz, 1, B)||
8

oldugundan H da doniigiim yapan D(z,n, u) operator fonksiyonu n ya gore [0, c0) ara-
liginda diizglin streklidir.

a b b
Ei(z,n,p) = g—GCJ—M—D(w,n,#)

idi. Bu esitligin ikinci yanindaki iki fonksiyonunda n ya gore siirekli olduklarim goster-
digimize gore E1(z,n, p) fonksiyonuda H da siireklidir. O halde
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G(z,n,p) = —/ Ey(z,n, p)dn
7

ifadesinden G(z,n, 1) niin tiiretilebilecegi agiktir . Dolayisiyla

0G(z,n, 1) _
an - El (m’ T’? /‘L)
oldugu gorulur.

Simdi benzer gekilde 2. ve 3. tiirevlerinde 7 ya gore siirekli olduklarim géstermeye

caligalim. (3.23) ifadesinde E;(z,n, u) niin yerine esiti olan Q-G—%;?—"-’—'Q y1 yazalim ;
0G(z,n,p) _ 99(z,n, 1) / e 0G(z,n, 1)
b, | g(z,n, —Q(z)| L% 4 3.31
= L) [ g(a,m il QO- QN 2 g e (3.31)
Bu ifadenin her iki yanim n ya gore tiretirsek ;
82G 0%g(z,n, o 8*G(z,n,
et Sl [T o nmiee -0 e @3
an* on 0
olur.
O*G(z,n+ An,p) _ 0*G(z,n,p) _ /”*A" Bg@m.p) 4
on’ an’ " on’
oldugundan
“ FG(z,n+An,p) 32G(x,77,u) ” / ”*A"”ng(w,n,#) ” dn < C1An
67]2 3 8 Xs -

H62G(a: ,n+ An,,u) 32G(a: n,p) ” _ H§0C1An ~0

An—»O
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olur. (3.23) denklemine gore

20(2 0o
Baan) = ZLEEE [ glorm 1@~ QeNER o (3:39)

oldugu agiktir. Buradan gorildigi gibi

g{z,m,
EZ(xaThl"') = "'_g('é;;z—ﬁ)—*'p(mana“)

dir. Dolayisiyla Eq(z,n,4) nin de H da siirekli oldugu kolayca goriilmektedir. Simdi

de (3.32) esitliginden tekrar 7 ya gore turev alalim , o zaman

aSG LA 63 ML - azG LA
20 _ ZH - [ e @09 entlye o)

ve dolayistyla

Ea(z,n, 1) = Q—Q-(-a—n—"lﬁ 5 [ ” oz, wIQ(E) ~ Q)| Es(z,n, 1)dE (3.35)

dur. (3.34) ve (3.35) ifadelerine gore 1. ve 2. tiirev icin yaphfimz iglemlere benzer
iglemler yaptigimiz takdirde

[P, <o

oldugundan

3
0 9(;7;;17#) Xy

dir. O halde (3.34) denklemi Xs uzaynda tek ¢oziime sahiptir. (3.35) denklemini

gozoniine alalim ve 1 dan oo a integre edelim ;
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= 8%g(z,n,
/ Ey(z,n, p)dn = ~%2—
1 Y

- / " gle,m wIQE) - Q)]

0

/ " (e, #)dn} de (3.36)

(3.36) denklemi (3.32) ifadesi ile aymidir. (3.34) denklemi X5 de tek ¢oziime sahip
oldugundan dolay: ,

0%*G(z,n, o
——-53—;7—“) = —/ Es3(z,n,p)dn
U 7

dir. Eger Es(m,r], p) nin n ya gore (n # z) igin slirekli oldugunu gosterebilirsek

62 G(zyﬂ:“)
an?

once 1. tiirevde oldugu gibi

nin de (7 # z) i¢in 7 ya gore tiireve sahip oldugunu goéstermis oluruz. Daha

D(z,n, 1) = M(z, 7, 1) / ” oz, , 1)[QUE)— Q)| D&,y )dE (3.37)

Fg(z,n, 1) (3.38)

D(.’.B,T],,U) = E3($777’ /u) - an3

ve

M) = [ o(z6m0Q0)~ Q(x)]—a—si%f;—fi‘—)ds

olsun.D(z,n, 1) operatér fonksiyonunun 7 ya gore siirekliligini inceleyelim. (3.37) ifade-

sine gore ;
I+ND=M
veya

'D=(I+N)—1M
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olacaktir. Eger M(z,n, 1) denkleminin

Jim [[M(z,n+ An, ) = MGz, =0 (3.39)

esitligini sagladigini gosterirsek H(I + N)™? X < C olarak daha 6nce belirttigimizden
8

Ali,’f,o”D(’”’ n+ An, p) — Dz, mu)“ms =0 (3.40)

olarak elde ederiz. Bdylece D(z,n, u) fonksiyonunun H da n ya gore siirekliligini elde

etmig oluruz. Bunun igin (3.39) ifadesinin varhgin gostermeye galigalim ;

& > 0 sayist igin € > é olmak lizere

M(xﬂl + Anaﬂ) - M(x,ﬂ,#) = /ooog‘(xafa #)[Q(ﬁ) - Q(x)]

FPg(&n+ An,p)  Fg(é,n,p) de
on® on®

= [ ot e mie - Q| ZLELL AL o g,
A - i dn on” |
1tz [ 93g(¢,n + An, p) _ 8¢, )]

+ [ o@eni@© - Q| HERTLERE - SR de

Pg(&n+Anp) 339(5,17,/1)] de
3

+ [ " gz, wIQE) - Q(x)][ o on

+z
=L+ L2+ L3

geklinde ifade edelim. Simdi bu terimlerin herbirini X5 de An — 0 igin simirlandirahim.

in stmrhligini inceleyelim. £; igin

Oncelikle ilk terimi gdzéniine alalim. Yani ||£1 X
8

£ < s— pveya s — £ > p varsayalim.

&*G(z,n+An,p) _8°G(z,n,p) _ /"*A"a"g(x,s,#) ds
an’ an’® 1 as*

oldugu acgiktir. Buradan
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H@‘*G(m,n + An, p) 33G(x n ©) ” _ /”'*'A”“é)“g(z 8, 14) “d < Ha'*gz(:v S, 1) ”

on®
dir.
'ﬁ evile—8) sin(—}-—(s —-£€), €>s;
3492(3:,3)/1') = _ :
37]4 _% e—ﬁ(s—é) szn(%(s _é)) s £ <s

H__a__ eV sin(2(s —€)) “ y §>s8;
T R T

537 OO singe-en || <

dir. Burada spektral agilim formiiliinii kullanmak suretiyle bu normlan hesaplayalim.

, et
! sup A4 plt e VA ("-f)lsin(‘i%'i(s—ﬁ))l, £<s

| el pup to- el e”%i"“"lsm(ﬁ*r‘;'i(s—e))l, £> s

) [1/1 €] sup ls— gl A+ ul? &7 %("‘)lsm(ﬂ—*ﬁ'—(s |, e<s

olarak elde ederiz. Bu durumda

“63G(z,n+An,p)_63G(a:,r;,,u) ” < 2/""“”? ds 2An 2¢

on® on® e e o

olur. Burada daha Snce Yardime: Teorem 3.1.1 de oldugu gibi benzer iglemlerle ;

T.C. YUXSEKOGRETIM KURULY
DOXIVANTASYON MERKE?!
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el < %

olarak elde ederiz. “Ez ifadesini simirlandirirsak da

X5

n+z
< sup sup/
X5  0<z<o00<n<oc0 Jy—z

e

9(2,m, WIQE) - Q)| de

dir. Burada [z —n| > 1 ve |z — 7| < 1 i¢in ayr1 ayn inceleme yapildiginda (Levitan 1968)
ve (Albayrak 1997) caligmalarinda oldugu gibi benzer iglemlerle ;

< Co' " (0<r<1)

.

olarak bulunur. “,Cg X de benzer gekilde sinirlandirilir. Béylece € > 0 keyfi say1 olmak

tizere Co' ™" < £ ve gg—f < 5 olarak secildiginde ;

nM(x, n+ An,p) — M(:v,fl,/z)”Xs <e

geklinde elde edilir. Boylece M(z,n, 1) operatér fonksiyonunun 7 degigkenine gore sii-
rekliligi ispatlanmig olur.

D(z,n,p) = (I + N)"* M(z,n, p)

oldugundan ve “(I + N)1
ya gore stirekli oldugu goriilir. (3.38) ifadesinden M(z,7, 1) niin n ya gore siireklilik

X < C oldugundan D(z,n, u) operator fonksiyonununda 7
8

noktalarinin %:7% fonksiyonunun 7 ya gore siireklilik noktalar ile aymi oldugu gorilir.

gi‘-’g—f'g"’—") operator fonksiyonunun 5 # z oldugunda siirekli oldugunu gdsterirsek E3(z,n, 1)
niin de n ya gore siirekli oldugunu gostermis oluruz. n < z oldugunda n—z = 7 diyelim

ve |e;] bir kiigiik say: olsun.

Bg(z.nter, 8%9(z,m, , ’
g(zaza €1,) yénaﬂ ) 0 (6.1 —0)

oldugunu géstermeye gahigalim .
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1/ 4) -eE1F) | cos( 2 —m‘—sini -z , T :
potens | [ (S5(n - 2)) — sin(S5(n ))] .

on® —a
n (1/4) e 72 (1—2) [ 603(%(71 —z))+ sin(%(n - z)) ] , z<Ln

O halde bu tiirevin siirekliligini gostermek igin buradaki tim terimlerin siirekliligini

incelememiz gerekir. Bu ylizden oncelikle

Ile'-\/_;(”_z+€1)cos(%(n—x+61))“e%(n_z)c.os(\_/o%(n“m))” — 0 (e —0) (3.41)

oldugunu gostermeliyiz.
Yardimci Teorem 3.2.1 :

A kompakt normal operator ise sifir 6zdeger olmamak iizere A nin
|A1] = [X2] = -+ = |An] 2 - - - (safirdan farkl: ) 6zdegerlerine karsilik gelen eg, €3, -+, €n, -+
dzvektorleri H da tam ortonormal sistem olugturur. Yani z € H keyfi elemam spektral

acilim olarak

o0
=) (z,ex)ek
k=1

Az = § Ar(z, ex)er
k=1
dir.
Ozel olarak A = A* ve A>0Oolsun. Ohalde \y > X2 > - > A, > --- ve
im A, =0
n—0

dir. Bunlarnn birbirinden farkhi olanlarini vy Svg> > Up > ile gosterelim. Bu

dzdegerlerin herbirine birden fazla 6zvektdr karsilik gelebilir.
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v1 e kargilik gelen 6zvektorler ;eﬁ?, 65,21), K 65/7:1), e

vz e kargilik gelen 6zvektorler ; ef,lz), 65122) E ,65::2), e

...................................................................................

vk e karsihk gelen 6zvektorler ;e(,,i), eﬁi’ AT eiﬁ"), e

olur.

Bu 6zvektorlere karsilik izdiigiim operatorleri de Py, Pp,- -, Py, - olsun. O halde

T = Z Pk:l:
k=1
Az = f v Prz
k=1
Ex= ) P
A <A
dur.
co oo
zGH:Ia::EPm::/ dEy\z 3 mGD(A):Aa:=//\dEAa:
k=1 0

olacaktir. Bu formiiller sembolik olarak sirasiyla;

I=/dE)‘ A=//\dE>‘

geklinde yazilir.
Operatériimiiz normal operatdr ise yani AA* = A*A ise o zaman

Az = // m+in)dEmnz = Y (m+in)z
' ) Z‘T""

Ak
(Az,z) = //Q(A)(m+in)d(Em,na:,z)
”A” = sup |(A:v,x)’ = sup //U(A)\/m2 + n2d(Epm nz, )

|z]=1 |z|=1
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f(A)z = / / [t in)dE

olacaktir.

Simdi bu spektral acilim formilini kullanmak suretiyle (3.41) ifadesinin saglandigim

gosterelim .

”e:\/_;.(q—z+el)cos(:/o_‘__2_(n —z+4+¢€))— e%(n—z)cos(%(n - l‘))” =

= sup ‘ ([e%("_”e‘)cos( \/_(n —z4e))— Vil z)co.s(—\/:(r/ - z))} h h) ‘

[frll=1
- i
_(ML(,, —zter)
cos(—= (77 —z+e€))—
s 1l/ /a(Q) [ V2
( ,‘24
—e X-{:/'z‘ (U—I)cos(—\c;—_z-(’q = .T))] d(EAh, h)l

Burada A = m + in seklinde kompleks bir sayidir ve©. n — z = 7 dersek -

_g + + 2% + + —

mEindu €1

l// (ut ) ((m n /,L) ( 1))
"h" 1 o(Q)

V2
(m+in p)% ry
—e +\/; “cos( (m + ir/l;- #) U):|‘d(Em nh h)l
—(mintu &
< sup // [ stmingnd () ((m+m+u) (u+e1))-
tei=1 J o) V2
gm+in;l-u2 u (m+in+ p)?
e vz cos( 7 u) ‘d(Em,nh,h)
=L

¢ > 0 herhangi bir say1 ve |e;| < u olsun. O halde m +in 4+ p > N(m,n) olacak sekilde
oyle bir biiyliik N(m,n) sayis1 secelim ki

€
<2

—omd wt,
[e—%‘)—(n—z-l-ﬁ)cos(%(n —z+e))- eg%)—(ﬂ Z)COS(%(T] — :t))}

olsun. Bu takdirde
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LS—sup// d(Em,nh,h)
21r=1d J o(qQ)

[ Supl ((Em,U(Q)h7 h) - (EH,O’(Q)h’ h))]

= L<3

olur. Boylece |e1| in kiiciik degerlerinde L < e olacaktir. Bu ise bize %:3} in 7 < z iken
stirekli oldugunu gosterir. n > z iken siirekliligi ise benzer sekilde gosterilebilir. Boylece

n # z iken %%— in strekli oldugu gosterilmis olur. O halde E3(z,n, #) niin n # z igin g

ya gore surekliligi ispatlanmg oldu. Es(z,n,

tlirevinin de varoldugu ve

802G
o Es(z,n,p)

G

oldugu elde edilir. n = z igin F7 o incelendiginde ;

8%g 083G B3y
E3(£7T’a#’)_ on3 = 6773 - ans

fonksiyonu n ya gore stirekli oldugundan g%?,- in np=2z deki sigrayis ile bu nok-

tada % nG in sigrayis: ile aynidir.

-3-:-% in np==z dekisicrayist (Albayrak 1997) calsmasindakine benzer gekilde goste-

rilebilir. Yani %ig operatdr fonksiyonu = z noktasinda

1129..... -39 -]~ oo

8

dir.
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3.3 Green Fonksiyonunun Dordiincii Tirevi

3G g

=2t [Mimemiee-ae >1M

d§

ifadesini birinci tiirevde oldugu gibi

Dy, ) = Mz, | " 92,6, 1IQ(E) - Q)| D(z, m, 1)de (3.42)

geklinde yazalim. O halde

PG 8y

D(z,n,p) = i w

d° g(ﬁ,n K g

M(z, 7, ) = - / 9z, 1)(Q(E) - Q)] dt

dir. (3.42) denklemini n ya gore tiiretelim ;

= aD
5= | seEm@O-A@Ig

8 y(ém,u)

olur. Burada iin sigrayigimi kullamirsak ;

oM o QO-Q@I- [ o, WIQEO- QG5 = Ma(z,n, 1)

n
olarak elde ederiz.

=1
Eger M, in Xi ) ¢ ait oldugunu gosterirsek o zaman

F(z,ym,p) = Mi(z,n,p)— /0 °c>g(fc,ﬁ,#)[Q(lﬁ)—Q(w')]}'(ﬁ,77,#)dﬁ (3.43)
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integral denkleminin gézﬁmiiniincie X {Tl) e ait oldugu gosterilmis olur. M; in X i-Tl
e ait oldugu dolayisiyla (3.43) ifadesininde bu-uzaya ait oldugu [LEVITAN,B.M.,1968]
caligmasindaki gibi gosterilebilir. '

3.4 Green Fonksiyonunun Diferansiyel Denklemi Saglamas:

n # z oldugunda G(z,7, #) nin

2S +G(am, wQu) +u] =0 (3.49)

denklemini sagladifin gosterelim. f € D olsun. O zaman

20 (1)~ o QE) = WII(7) = o2, IQ) = Q-

9*G(¢,

- [Coemia© - e )]———n’—“—)(f)dé (3.45)

0

veya

2 = stamwlQ) + u1l)-

3“‘G(E,n,

_ / 92,6, WIQE) — Q)] )y (3.46)

olur. {Q(n) + plI](f) = h dersek bu son ifademiz

a"G[cz(n) + uIl7h = g(zym 1)

- / o(a £ WIQ(E) — Qa )IM[Q@H#H"M& (3.47)

0

olur. Bu ifadeyi (3.5) ile kargilagtirirsak;
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4 :
66 f[Q(Tl) + pI)7 h = G(z,n, wh . (3.48)

elde ederiz. O halde her sabit tutulmug 7 igin & elemanlar kiimesi Hda heryerde yogun
oldugundan (3.48) den (3.46) bulunur.

3.5 Green Fonksiyonunun Sinir Sartlarii Saglamasi

G(z,n, p) operator fonksiyonunun baglangigta da verdigimiz agagidaki (5) gsartlarini sag-
ladigini gosterelim .

G(z,mup)| 3G(w 7, #)I
6772 7=0 n_o
3
a9 G(w,n,#)| _ bG(x,W)‘ _
n=0 n=0

(3.5) ifadesini ve onun n ya gore 1. ve 2. tiirevlerini gézoniine alahm.

Gz, 1) = 9(z,7, 1) — /0 ” 9(2,€, IQ(E) - Q)IG(€, 7, ) dE

20Cms) _ BEn) [ya,g,pyi0(0)-Qe) 2 e (3.49)
32G(;r;277,/~4) 829(&' 77,,“) / g(:c f’#)[Q(E) Q( )]Mdé (3.50)

Bu son iki denklemden ;

& G(&mu)

Polens)| [ 6000 - Ao & -

e [——ag(”gg’“) - [ ste 6100 - Q) aG(g”f’“) df] o= (551
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olur. Buradan ;

[ st emiae - Q(w)]G(énﬂ)[a Hon) _ 3G(§;7”’“’}|n=ods=o

yazabiliriz . Bu homojen ifadeyi agagidaki sekilde de ifade edebiliriz.

PG _ 9G] _
N[—Tnz—‘-a% . =0

N operatériimiiziin 4 > 0 biiyiik degerlerinde biizen operator oldugundan

&G mp)  0G

Oon? 617 '7,_0 =0

elde ederiz. Su halde ilk sartimiz saglanmg olur. (3.49) den bir kez daha n ya gore
tirev alahim ;

oz, €, 1)]Q(E) - Q(x)]a—q—“”’—")de (3.53)

8G(z,n, 1) 339(wnu) /
Ons

(3.53) ve G(z,n, p) ifadesinden ;

W'Fo_/o“g(z,é,#)@(f) Q(z )]Mdfl

- b[g(z,n, 0], - [ s@emiae - Q(w)]G(ﬁ,n,#)dEIFO] =0 (3.54)

71—0

Buradan da ilk sartin saglanmasinda oldugu gibi

- [ stz 6100 - Q@) {"’—G(i’ﬁ—"—)—bé(c, n ,,)] | de=0 (3.59)
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olarak elde ederiz. Bu ifadenin homojen hali de ;

BG,n,
V(2D

7=0

seklindedir. O halde N x > 0 in biiyiik degerlerinde biizen operatdr oldugundan

3BG(E,n, )

pon T bG(Em ) = 0

olarak ikinci simir gartimin da saglandig goriliir.

Boylece elde ettigimiz Hilbert-Schimidt tipli gekirdek operatdr olan G(z,7,u) Green
fonksiyonumuzun Green fonksiyonunun biitiin dzelliklerini sagladigim gdstermis olduk.
Eger Q(z) = Q*(z) ise o zaman G(z, £, u) = G(ﬁ,a;,p) oldugu [LEVITAN,B.M.,1968]
cahigmasinda oldugu gibi gosterilebilir. G(z, €, 1) operator fonksiyonunun

:f° 16z, €, w2 dade < oo

kogulu saglandigindan dolay: (1.1)-(1.3) simur deger probleminin olugturdugu operatdriin

spektrumunun saf ayrik oldugu sonucu gikar.

3.6 (")zdeéerlerin Asimtotik Ifadesi

Bu bdlimde
y +P(z)y" +Q(z)y+py =0 (3.56)
y (0)—ay (0) =0 (3.57)
y" (0)—by(0) =0 (3.58)

siir deger probleminin 6zdegerler sayisinin asimtotik ifadesi bulunmaktadir.

Burada Q*(z) = Q(2),Q(X) > I,P*(z) = P(z) ve |[P(z)QF *<(z)| < C ,
C = const , € > 0 sabit sayilardir.



(3.56) denkleminin sag tarafi ve (3.56)-(3.58) kogullar ile olugturulan L operatdriiniin
Green fonksiyonu Gy (z,&; ) yi

Gi(z,n; 1) = G(z,n; M)—/oco G(z, & pu)p(€,m)dE (3.59)

integral denkleminin ¢6ziimii geklinde arayalm. Burada G(z,€,u) , P(z) = 0 iken
(3.56)-(3.58) siur deger probleminin Green fonksiyonu ,p(¢,7) ise bulunmas: gereken
operator degerli fonksiyondur. Gi(z,¢&; 1) yi (3.56) denkleminde yazarsak ve G(z, €; )
operator fonksiyonunun P(z) = 0 iken (3.56) denklemini sagladigini ve g—?— inz =¢
noktasinda sigrayiga sahip oldugunu gézoniine alirsak n # z iken p(z,n) ya gore asag:-

daki denklem elde edilir.

o) + P3P [ 2506, 6 ole e =0 (3.60)

P(z) kapali operatér ve integral alt1 ifade siirh operator oldugundan dolay: (3.60) da
P(z) integral altinda yazilabilir. P(z) integral altinda yazarsak ve

0%G
P(w)— —K(z,n; 1)

dersek (3.60) denklemi

p(z,n) = K(z,n; M)--/ooo K(z,& p)p(€,m)d€ - (3.61)

geklini alir. Bu denklemi X:gz) uzayinda gézoniine alalim. Yardimci Teorem 3.1.1 ve

Yardimc: Teorem 3.1.2 den z # n ve u — oo iken

—_1
-1 Q=) +pI ) ) 3
G(z n;p) ~ ( 1 ) {(Z'al)2em1(Q(z)+uI) lz—al 4.

. 3
+ (iag)2eiw2 (@@ +uD* I”"’l}sign(a: -7) (3.62)

32

oldugu goriiliir. Burada a; ve a3,V/~1 in {ist yan diizlemdeki kokleridir. (3.62) ve P(z)

lzerine konulan
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IP(z)Q % +(a)| < € (e >0,C = sabit)

?

kogulunu gozoniine alarak ||K(z,7n; )|z hesaplayalim;

& (z,m5 )]l 5 < C’”P(m)(Q(x) +ul) + [(im)zeim(cz(z)ﬂn%|z-n|

+ (iaz)2ei“1(Q(’)+#I)k Iz—nl] ”
= C’“P(IB) (Q(m) + #I) Te (Q(a:) + #I) - [(ial )Zeial(Q(I)"'“I)%h—nl_'_

+ (z-az)zeiaz(cz(z)wr)%|z—n|] H

< {“ /oo(,\ + p)—ceteOtmle=nlgp “ /m(’\ +p)—eeiazuﬂ)k|z_,,|dEA||’
1 1 .
C

,ul—ee—Imallz—'r][

burada Im a; = ‘/-2—5 dir. Boylece
1K (z,m; p)l|mr < e Tmeslz=nl , (e > 0)

bulunur. Buradan
oo 9 02 oo . | al
/0 | K (z,n; p)llErdn < el melEdn

c? ‘ 2I - oo —2Imay|z—7|
=7(/ e imenls "'dﬂ+/ 2 meste=rly)
U 0 z

<L

#26

ve

o . NP C
. : = ; d: < —
1K (2,75 )| ogsllfx(/o I K (z,m; )l n) <

oldugu elde edilir. Bu ise K(z,n;p) € X;z) oldugunu ve g — oo halinde

| K (z,n; p)l| x(» mormunun sifira yaklagtig1 goriiliir. Buna gore p niin biiyiik degerlerin-
de (3.61) denklemi X;z) uzayina ait tek p(z,n) ¢dziimiine sahiptir. (3.59) ifadesindeki
integral operatdr u > 0 1n biiyiik degerlerinde biizen oldugundan dolay1 g — oo iken

Ga(z,n; ) = G, 3 p)[1+0(1)] o (3.63)
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dir. Burada o(1) operatér degerli fonksiyon olmak tizere y — oo iken {lo(1)|| — 0 dur.
G(z,n;p) ,H — S tipli operatdr oldugundan (3.63) e gore Gi(z,n; 1) de H — S tipli

operatordiir. Yani

[ estemi_sdedn < oo

dir. (3.62) ve (3.63) den x — oo iken

Gi(z,m; 1) = K(z,m; p)[1 + o(1)] (3.64)

elde edilir. Burada

__3
K(z,m;p) = (Q(=) :_ pl)= [aleial(cz(zmn%|z—n|+a26iaz(c2(z)+un%|z—nl] [14-0(1)](3.65)
1] .

dir.
¥+ P(z)y + Q(z)y + py

diferansiyel ifadesi ve

y (0)—ay (0)=0

y (0)—by(0) =0

sinir kogullar: verilmisti. G1(z, n, u),H — S tipli opera:tiir oldugundan dolay: (3.56)-(3.58)
sinir deger problemine kargiik gelen L operatériiniin spektrumu sadece 6zdegerlerden

ibarettir. Bu 6zdegerleri
MSh< - SAn<o
ile bunlara kargilik gelen ortonormalize edilmig 6zfonksiyonlarim ise

P1(z), ¥2(z), - -+, Yn(z),

ile gosterelim. A > 0 herhangi say1 olsun. N(A) iled y1agmayanA;,Az,-++,An, -
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6zdegerlerinin sayisim gosterelim:

N =) 1L

An <A

Bu bolimde A — oo iken N(A) mn asimtotik davramg: incelenmigtir.

Yukarida belirttigimiz gibi Ay < Ay < --- < A, < -+-  problemimizin ézdegerleri ve
bunlara kargihik gelen 6zfonksiyonlar 1 (z),¥a(z), -, ¥n(z), - idi. Bu takdirde
L¢n = )\n'ﬂbn

= Lpn + pihn = Antn + puthn

= (L4 p)n = (An + p)¢n

= Yn(z) = (An + 1)L + )" 19n

= ¥ = O+ 1) [ G, €5 () (3.66)

geklinde yazilabilir. p — oo iken (3.64)de (3.65) gozonine alimirsa (3.66) esitligi

= Yn ~ (An + 1) / K (z, & p)pa(E)dE.

=

~ /ooo K(z,& p)bn(€)dE.

geklinde yazilir. N herhangi dogal say:1 olmak iizere,

N 2
swte) =3 (e

olsun. Buradan

(@ &
/S(x)d"z(x+) ZA+,U)

n=1 =

[BAYRAMOGLU,M.,1971] ¢alismasinda (sayfa 164-165 Joldugu gibi benzer iglemler ya-
parsak,
N

1
_r %@ , 3.67
DD worn i / (w,(m) ror A (3.50

n=1 J_‘l



elde ederiz.

[Titchmarsh 1n §22.34.3 | ¢aligmasinda elde edilen

©NNdA 11
/o (/\+#)3_2,{2(/\+#)2

formiilini kullanirsak,(3.67) ifadesi
©NA)dr 1 /
S A— 3.68
o Orwr 162 ERY (359

geklinde yazilabilir. Simdi keyfi ¢ > 0 iken
dz C /
<= (3.69)
Z /,(z)<t 7 L,(z)>t [wj(z)] ~ % ZJ: w,(z)<t

olacak sekilde Cy, Cs sabitlerinin oldugunu varsayahm.Bu kogulu kullanarak [KOS-
TYUCHENKO,A.G. and LEVITAN,B.M.,1967] oldugu gibi Titchmarsh’in [Titchmarsh

[ ]

§22.34.3 | Tauber tipli teoreminden A — oo iken

1 L
N~ e 2 / et

oldugu elde edilir.
ORNEK :

H = [, olsun.

ai(z) o - 0
0 az(z) .- 0
: 0 0 <o ap(z)
olmak lizere

a;ir* +a < ai(z) < A;zF +b
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oo
olsun. Buradaa > 0,5 >0 sabitler , k > % , Y =i <o,

0<C; < %f <C; ,C,=sabit, C; =sabit.

Q(z) in 1)-8) ve (3.69) kogullarim sagladig [KOSTCUYENKO-LEVITAN,(1967)]gdsteril-

migtir.

Bu takdirde
%+Q(m)u = Au (1)
v (0)—au (0) =0 (2)
u' (0)—bu(0) =0 (3)

w P . “ . « o .
sinir deger probleminin 6zdegerleri sayisi icin

1 L
NN = 2 L, restetaeo) @

asimtotik formili dogrudur. (1)-(3) problemi sonsuz sistem geklinde yazilabilir. Eger

sistemin igerdigi skaler sinir deger probleminin A y1 agmayan 6zdegerler sayisim sirasiyla

Ni(A), Na(A), - - - ile gosterirsek;

N(A) = Ny(A) 4+ Nay(A) + -+ Np(A) + - -
(8)

olacaktir. Burada A — oo iken

1

NNE) wk(zm[x-wk(x)]%dm[1+o(1)] (k=1,2,-) (6)

Nx(\) =

dir. (5)-(6) dan (4) in dogrulugu goériilmemektedir.
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4. SONUC

H ayrlabilir bir Hilbert uzay: olmak {izere L;(0, c0; H) uzayinda
Yy + Qz)y + py , 0<z<o

diferansiyel ifadesi ve

y (0)—ay'(0) =0

y (0)—by(0)=0

sinir gartlariyla olugturulan sinir deger probleminin Green fonksiyonunun varligy géste-
rilmig ve Szellikleri incelenmigtir.Burada Q(z),z € [0,00) aralifimin herbir degerinde H
Hilbert uzayinda dontigim yapan,tersi kompakt normal operatdr, a, b ise herhangi reel

sabitlerdir.Ayrica son kisimda Q(z) ve P(z) kendine eg operatorler olmak tizere
y' +Pe)y +Q(z)y +py =0
y (0) —ay'(0) =0

y (0)—by(0) =0

sinir deger probleminin spektrumunun ayrik oldugu ve dzdegerleri sayisinin asimptotik

ifadesi elde edilmigtir.
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