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OZET

Bu ¢alisma ii¢ boliimden olugmustur. Birinci béliimde kodlar kuram ile ilgili bilgiler, ikinci
béliimde ise Simetrik dizaynlar ele alinmigtir.

Tezin 6zgiin boliimiinii olusturan son béliimde ise k tek say1 olmak iizere (v, &, A1) — Simetrik
dizaynin C kodu i¢in C) alt kiimesinde, X sozciigiiniin izafi agirlig1, maksimum izafi agirlik ve
izafi agirlik oram tanimlanarak 6zelikleri incelenmigtir.

Ayrica p izafi olasilifn Shannon entropisine uygulanarak C; igin bir diizensizlik olglisii
onerilmistir ve bununla ilgili 6rnege yer verilmigtir.



ABSTRACT

This work consist of the three chapters. Theory of codes and symmetric design are

considered in the first and the second chapters respectively.

In the third chapfer which is original part of this thesis, for an odd integer k and C — code of
(v, k, A) — symmetric design, in the subset C;, we define relative weigth of X code word and

maximum relative weigth and the ratio of relative weigth and we study of their properties.

Further relative probability p applied to the Shannon entropy . A measure of uncertainity for
the code words of a symmetric block design having parameters (v, k, 1) is proposed.

vi



1. KODLAMA TEORISI

1.1 Kodlama Teorisine Girig

Genel olarak g-lu bir kod denince g tane farkli semboliin olusturdugu F, ={/’L, 2 Ag peees /lq}
kiimesinin elemanlariyla olugturulan dizilerden kurulan bir kiime anlagilir.

Genellikle F,, kodun alfabesi adim alir. a, € F, olmak lizere a,,a,,...,a

n

seklindeki tiim siral n-lilerin kiimesi (F,)" ile gésterilir. (F,)" nin elemanlarina da vektérler

veya s6zciikler denir. (F,)" nin mertebesi ¢” olup altkiimesi n uzunlugundaki bir g koddur.

Tamm 1.1 ( Binary Kod )
0 ve 1 lerden olusan dizilerin olusturdugu kiimedir. Dizilerin herbirine kod sézciigii denir.
00000,11111 besuzunluklu ikili bir koddur.

Tanmm 1.2 ( Hamming Uzaklig1 )

x,y €(F,)", x ve y arasindaki uzaklik, bu iki vektoriin birbirinden farkh bilegenlerinin
sayisidir. Buda d(x,y) ile g6sterilir.

1) d(x,y)=0 & x=y

2) Vx,y e(F,)" igin d(xy) =d(yx)

3) Vx,y,z €(F,)" igin d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y)

Bu ii¢ sart1 sagladif i¢in Hamming uzaklif: bir metriktir.

Tanmm 1.3 ( C nin minimum uzaklig1 )
C nin minimum uzaklig1 d(C) ile gosterilir. Farkli kod s6zciikleri arasindaki uzakliklardan en
kiicligiine esittir.

d(C) =min {d(x,y):x,y eCvex ;&y}

LC. YUKSEKOGRETIM KUmULY
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Teorem 1.4

1) d(C) 2 s+1 ise Ckodu s tane hatay: sezebilir.

2) d(C)= 2t +1 ise Ckodu herhangi bir kod sozctifiindeki ¢ hatay: diizeltebilir.

Omegin d(C)=3 ise, C kodu 2 hata saptayan kod olarak yada tek hata diizelten kod olarak
kullanilabilir ( Blake ve Mullin, 1975).

Cizelge 1.1

D(C) s . t
C ile saptanan hata sayis1 | C ile diizeltilen hata say1s1

0 0

N N R W
SN W B W N =
W NN =Rk O

1.2 Kod Cozme Problemi

Bilinmeyen bir x kod kelimesinin bize génderildigini ve bizim giiriltiiden bozulmug olarak bir
y vektoriinii aldigimizi kabul edelim. y yi x' olarak ¢zdiiilimiizii varsayalim. Bu ¢oziim
islemi d(x',y) nin miimkiin oldugu kadar minimum yapilmasiyla gergeklesir.

Kod ¢dzme stratejimiz agagidaki gibi olsun.

1) Her semboliin hatali génderilme olasilig aymdir ( p<1/2).

2) Eger bir sembol hatal1 alinmig ise bunun diger g—1 sembolden biri olma olasihf1 aymdir.

Bu kosullara uygun bir kanal g lu simetrik kanal adini alir.



0 1-p >~ 0
>p

1 1-p > : 1

Gonderiliyor Alimyor

p, kanalin sembol hata olma olasilif
Sekil 1.1

Bir binary simetrik kanaldan génderilen # uzunluklu bir kod sézciiginiin hatasiz alinma
olastlign (1—p)", bu vektoriin belli bir konumda bir hata ile génderilme olasihig1 p(1-p)",
belirli i tane konumda hata olma olasilig1 p'(1— p)"~dir ( Van Lint, J.H., 1971).

1.3 Kodlama Teorisinin Temel Problemi

(n,M,d) kod denince ,

n :Kod sbzciiklerinin uzunlugu

M : Kod sbzciiklerinin sayis1

d : Minimum uzaklk

Iyi bir (n,M,d) kod denilince kiigik », bilylik M ve biyik d anlagilir. Burada »in
kiiciik olmas1 mesaj gonderme hzmin biiylik olmasim saglar. M in biiyiik olmasi mesaj
sayisinin yiiksek olmasimi , d nin biiyikk olmasi ise g¢ok sayida hatanin diizeltilmesini
saglar. O halde kodlama teorisinin temel problemlerinden biri »n,M,d parametrelerinden
biri verildiginde diger parametrelerin optimum olarak nasil segilmesi gerektigini
bulmaktir.Genellikle bir sézciik uzunlugu verilir.Minimum uzaklik segilir ve bu kodun
kurulmas:1 problemidir. g-lii bir (nM,d ) - kodda M in alabilecegi en biiylik defer
A, (n,d) ile gosterilecektir (Cameron P. J. ve Van Lint, JH., 1975).



Teorem 1.5

) A4,@ED=q"

ve

2) 4,(n,n)=q

dir.

Ispat:

1) Bir kodun minimum mesafesi igin en kiigiik deger 1 dir. Amacimiz kod
sozcitklerinin  birbirinden farkli oldugu durumda en gok sbzcik tagiyan g¢-li (n,M, 1)

kodunu elde etmektir. Bu ise (F,)" uzayidr. Bunun eleman sayismin M =g"

oldugunu biliyoruz.

2) C nin bir g-li (r, M, n) kod oldugunu varsayalim.d =#n oldugundan herhangi iki
kod sbzcligiintin farkli konumlarmin sayis1 » olmak zorundadir.O zaman bu kodun ¢
tekrarlt kod oldufu hemen anlagilir. Dolayisiyla 4, (n,n) =g dur.

1.4 Kodlarin Denkligi

S ={x,,%,,....x,} kiimesinin bir permiitasyonu denince S ten S e birebir ve &rten bir f

fonksiyonu anlagilir. Boyle bir permiitasyon f = ( Z‘l °°°°°° X

P xl)...f(x,,)) seklinde gosterilir.

Tanim 1.6

Iki g-lu koddan agagidaki iglemlerin bir kombinasyonu ile biri digerinden elde ediliyorsa bu
iki koda denktir denir.

( A) Kodun konumlarinin permiitasyonu

( B) Belli bir konumdaki sembollerin permiitasyonu

Eger bir kodu sozciikleri satirlara yazmak iizere Mxn matris halinde yazarsak yukarida sézii
edilen ( A ) islemi matrisin slitunlarinin permiitasyonuna karsilik gelir. ( B ) isebir siitundaki
elemanlarin yeniden etiketlenmesidir. Yukarida s6zii edilen ( A ), ( B ) islemleri sonucunda

kod sézciikleri arasindaki uzaklik degismez. Bunun sonucu olarak birbirine denk iki kod birer
(n, M, d) koddurlar. Aym sayida hatay: diizeltirler.

g ne .7‘ AFyn e eRTT
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(£)" kiimesi iizerinde islemler
F, kimesi {0,]} olarak almsm. ()" tizerinde , x+y ve xny islemleri asagidaki
gibi tamimlansin.

X+Y =X 4 Y% + VyrerensXy +¥,)

XONY = (X013 XY5 50000 X, V)
seklinde olup buradaki islemler (mod 2) ye géredir.

Tanum 1.7
(F)" deki bir x vektdriindeki 1 lerin sayisi, x vektSriinin afirhfid. Agirlik o(x)
notasyonu ile gosterilir.

Teorem 1.8
Eger x,y €(F,)" ise

d(x,y) =0 +y)
dir.

Ispat:
x+y toplaminda x ve y nin aym sembol tagtyan konumlarinda 0, farkhi sembol tagiyan
konumlarnda 1 olacagindan x+y deki 1 lerin sayis1 x ile y nin farkli konumlarimin
sayisma esittir. O zaman

dx,y) =0 +y)

sonucu elde edilir.

Teorem 1.9
Eger x,y € (F,)" ise

dx,y)=0@) + o) - 20(xNY)
dir.



Ispat:
d(x,y)= (x deki 1 lerin sayis)y+(y deki 1 lerin sayis1)-2(x vey deki 1 lerin cakisma
say1st)

dr.

1.5 (F,)" de Kiire Kavrami

(F,)"deki vektorler birer nokta, iki nokta arasindaki uzakligs ise hamming uzaklign olarak
yorumlanirsa agagidaki tanim yapilabilir ( Blake Lan F. ve Mullin Ronald C., 1975).

Tanim 1.10
(F,)" de herhangi bir u vektdrii gozOniine alnsin.Herhangi »2>0 tamsayis: igin u
merkezli » yargapli bir kiire S(u,7) ile g6sterilir ve
S(u,r)={ ve ()" :dwyv)<r }
seklinde tammlanir.

Teorem 1.11
Bir g-lii (n,M, 2¢t+1) kod

(B (e-0+(Jo-esJurr}s e
M 0 + { g-D+ 5 (g-D+.+ ; g-1D't<gq (1.1)

esitsizligini saglar.

Bir binary (#,M, 2¢+1) kod igin

(G- < =

Bu teoremde verilen 1.1 ve 1.2 esitsizliklerine kiire paketi ( sinir1 ) veya hamming simir1 denir.
Verilen n, g, d degerleri i¢in Hamming sinir1 vasitasiyla M igin bir iist sinir elde edilir. Daha

kesin 4, (n,d) igin bir list siir belirtilmis olur.

Ornek
Bir binary (7,M,3) kod i¢in

W ()<



SM<2
8M <128
M<16
dur.

Tanum 1.12
g-lubir (n,M,2t+1) kod

(oo

esitligini sagliyorsa, yetkin kod adini alir.
1.6 Lineer Kodlar

g bir asal saymin kuvveti olmak lizere, g elemanlhi GF(g) cismini ele alalim. GF(g) nun tiim
siralt n-lilerin kiimesi GF(q)" veya V(n,q) ile gbsterilsin. GF(g) Galois cismi kisaca F,
seklinde alnsin. Buna gore F, tizerinde C lineer kodu ¥(n,q) nun bir alt uzayidir. C nin
boyutu 7 ise C, [n,r] -kod adim1 alir. C nin d minimum uzaklig: énemli ise [n,k,a’]- kod
notasyonu kullanilir.

V(n,q) nun bir C alt kiimesinin bir lineer kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1) Heru,ve C iginu+veC

2) a € GF (q) veueC iginou € C olmasidir ( Van Lint J.H., 1971).

Tanmm 1.13
V(n,q) nun bir x vektériintin agirlifi, x in sifirdan farkli bilegenlerinin sayisidir. Bu énceden
oldugu gibi w(x) notasyonu ile gosterilir.

Teorem 1.14
X,y € V(n,g)ise d(x,y) =o(x-y) dir.

Ispat:
x -y vektoriindeki sifirdan farkli semboller x ve y nin farkli sembol tagidifi konumlarda

bulunur. Bu da teoremin ispatlanmasi demektir.



Teorem 1.15
C bir lineer kod olmak tizere C nin sifirdan farkli kod sdzciikleri icinde en kiigiik
agirhklisinn agirhgi 0 (C) olsun. O zaman d(C) = o(C) dir.

Ispat:
d(C) = d(x, y) olacak sekilde x, y € C vardir. O taktirde Teorem 1.6.2 den

d(C) = d(xy) = o(x -y)20(C)
dir.

Diger yandan uygun bir xeC igin o(C) = o(x) = d(x,0) 2 d(C) dir. Buradan d(C) 2 o(C) ve
d(C) £o(C) olup d(C)=w(C) bulunur.

Tanim 1.16
Lineer bir [r,k]- kodu gézoniine alinsin.Bu kodun taban vektérlerini satirlara yazarak
elde edilen bir kxn matris [n,k] lineer kodun bir tireteg matrisi adim alir.

Ornek
0 0O
C—O 1 1
2711 0 1
1 10

011
kodunun iireteg¢ matrisi L 0 l]

Tanm 1.17

GF(q) iizerinde bir [n,k] kod C olsun. Bir aeV{(n,q) vektorii segelim. Bu durumda
a+C={a+x|xeC}

kiimesi C nin bir koseti adim alir.

C nin bir koseti a+C ve bea+C ise a+C=b+C oldufunu grup teoriden biliyoruz.

Ayrica Lagrange teoreminden dolayl GF(q) tizerinde bir [nk]-kod C ise V(n,g) niin

her vektdrii mutlaka bir kosette bulunur. Her koset aymi sayida eleman igerir. C nin

eleman sayist g* dir. C de bir koset olarak diigiiniileceginden ve C nin eleman sayist

g* oldugundan her koset kesinlikle g* vektér bulundurur. Herhangi iki koset ya aym

yada ayriktir.



Ornek

. 1 011
Ureteg matrisi G = [0 i 0 l] olan ikili [4,2]- kodu goz6niine alnsin.

C={0000, 1011, 0101, 1110 } dir.
Cnin olusturdugu kosetler

0000+C={ 0000, 1011, 0101, 1110 }
1000+C={1000, 0011, 1101, 0110 }
0010+C={0010, 1001, 0111, 1100 }
0001+C={0001, 1010, 0100, 1111 } dir.

Tanmm 1.18
C, bir lineer [ n, k] ise onun agirlik numaralamasi
We(2) =ZA,Z' =4, +Az+..+4,z"
i=0
polinomu ile tanmmlanir. Burada 4; , C deki i agirlikli kod s6zciiklerinin sayisim gésterir
(Cameron P. J. ve Van Lint, J.H., 1975).

1.7 Devresel Kodlar

Tamm 1.18

C bir lineer kod ve bir kod s6zciigiiniin bir devresel diizeni de yine bir kod s6zciigii ise C kodu
bir devresel kod adim alir. Bu durumda a = (ay, ay, ..., a,-1 ) bir kod s6zctigii ise ( a,.;, ag,
aj, ..., ap-2) de bir kod s6zctigiidiir.

Devresel kodlar gozoniine alindiinda, bir (ag ayj, ..., a,7)  vektoriinii
ag+ajx+ ...+ a, jx1 polinomuna karsillk getirmek yararlidirr Bu durumda

(an.1, ap, aj, ..., an-2 ) SOz, a, 1+ agx+ajx? +.. + apxn! e karsthk gelir,
(ag+apx+ .. +appn-1)x (mod (x— 1)) esit oldugu goriilmektedir.(x” = mod ( x”-1))

{ 000, 101, 011, 110 } kodu devresel koddur (Raymond Hill, 1986).

Tamm 1.18
(ag, ay, ..., ap-j ) bir kod sézctigli olmak lizere
n-1

a(x) =Za,xi

i=0
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polinomuna C i¢in bir kod s6zciigii polinomu denir.

ag+ax+..+ay pxn-! dir,

Tamm 1.19

a(x) = ag+ a,;x + ... + a,,x"" olmak lizere xa(x) = ax+ax+..+a, X" dir.

" =l(modx”-1) oldugundan  xa(x) =a,,+agx+a,x+..+a,,x™" olur.

Buna a kod sézciigiiniin devresel diizeni denir ( Blakelan F. ve Mullin Ronald C.,1975) .

GF(Q)[x] deki polinomlarin eslenik simflarim iceren GF(q)[x] / (x" -1) ile ilgilenilecektir.

GF(q)[x] deki polinomlarin eslenik simnflari, derecesi n den kiigiik polinomlar olarak

diigtiniilecektir.

GF(q)[x] / (x" —1) de polinomlar GF(q)[x] de oldugu gibi toplanir ve gikarihir. Ancak garpma

mod(x" —1) e gbére yapilir. Burada (x"—1) ideali x" -1 polinomu ile tiretilmistir. Kesin olarak

a(x) ve b(x) gibi iki polinom varsa bunlarin GF(q)[x] deki ¢arpimi bélme algoritmasindan
a(x)b(x) = c(x) (x" —1) +r(x)

seklindedir.

Burada r(x) in derecesi x"—1 in derecesinden kiigiiktiir. v=_ag, aj, ..., ay-j ) vektorii

R, = GF(Q)[x] / (x* -1) deki bir ap + a;x + ... + ay.pxn! polinomuna karsilik gelsin.

Asagidaki teorem bu eslemeyi agiklamaktadir.

Teorem 1.20
R, de bir C kodunun devresel olmasi igin gerek ve yeter kosul asafidaki iki kosulu
saglamasidir.
1) a(x), b(x)e C= a(x) +b(x) € C
2)a(x) € Cver(x) € R, => r(x)a(x) e C
Ispat:
C, R, deki bir devresel kod olsun. O taktirde C lineer kod oldugundan a(x)+b(x) € C dir.
a(x) eCise o zaman a(x)x €C olur. Bunun gibi ( a(x)x )x = a(x)x’ olur. a(x) € C ver(x) =r,
+1x + ...+ 1,,x"", R, de bir polinom olmak iizere r(x)a(x) gbz éniine almsmn. Toplamdaki her
eleman C de oldugundan

r(x)a(x) = r, aX)+ r,a(x)x +...1, ax)x™' € C dir.
Simdi 1) ve 2) sartlarmin saglandigin kabul edelim. r(x) bir skaler olarak alindiginda 1) ve 2)
den C lineer olur. 2) de r(x) = x alinirsa C devresel olur.

Sonug olarak devresel kod denince R, de bir ideal anlagilacaktar.



11
Teorem 1.21

R, deki bir I idealinin her elemam g(x) gibi sabit bir polinom ile tiretiliyorsa esas ideal

adimi alar.,

Eger I esas ideal ise <g(x)> =I={r(x)g(x) : r(x)eR,} dir.

Teorem 1.22
Herhangi g(x)eR, i¢in <g(x)> kiimesi bir devresel koddur.g(x) ile iiretilen kod adim
alir.

Ispat:

Her a(x)g(x) ve b(x)g(x) e<g(x)> igin

a(x)g(x)+b(x)g(x) =(a(x)tb(x))g(x)e<g(x)> dir.

Her a(x)g(x)e<g(x)> ve her r(x)eRq igin r(x)(a(x)g(x)) =(r(x)a(x))g(x)e <g(x)>
dir.

Teorem 1.23

C ,R, de sifirdan farkli bir devresel kod olsun.

i) C deen kiiglik dereceli bir tek monik polinom g(x) vardir.

ii) C =<g(x)>

iii)g(x) , x™-1 in bir garpaniysa bir iirete¢ polinomu adini alir (Raymond Hill,1986).

Ispat:

i) g(x) veh(x) aym dereceden iki monik polinom ise ve her ikiside C nin elemam ise o
zaman g(x)-h(x) polinomu derecesi g(x) veya h(x) in derecesinden kiigiik olan bir
polinomdur. g(x)=h(x) ise bu bir celigkidir. Boylece g(x), C deki en kiigiik dereceli tek
monik polinomdur.

it) g(x), C deki en kiigiik dereceli monik polinom ve a(x)eC olsun.GF(g)[x] deki bélme
algoritmasimdan a(x) = g(x)b(x) + r(x) olur. Burada deg r(x) < deg g(x) dir.

Devresel kodun ozelliklerinden r(x)eC  olur.Fakat bu r(x) 6zdes olarak sifir olmadikga
g(x) in se¢imiyle geligir.Boylece a(x) =g(x)b(x) den a(x)e<g(x)>

dir.

iii) g(x) ,C deki en kiigiik dereceli monik polinom olsun. GF(g)[x] deki béSlme
algoritmasindan x"-1 =a(x)g(x) +r(x) , degr(x)<deg g(x) dir.
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Boylece r(x) = -a(x)g(x) mod (x"-1) olur. Buradan da r(x)e<g(x)> dir. r(x) dzdes olarak
sifir olmadik¢a bu bir geligkidir. Boylece g(x)lx"-l dir.

Teorem 1.24
g(x) =go+gix+...+gx bir devresel kodun {lirete¢ polinomu olsun. O taktirde go sifirdan
farklidur.

Ispat:
g,=0 kabul edilsin. O taktirde x"'g(x) =x"'g(x) r-1 dereceli C nin bir kod sdzcligiidir.
Bu deg g(x) in minimalitesi ile gelistifinden go sifirdan farkli olmalidir.

Teorem 1.25
C, rdereceli g(x) =gotgix+..tgx  lirete¢ polinomuna sahip bir devresel [n k]-kod
olsun. C nin boyutu n-r ve C nin bir {ireteg matrisi asagidaki gibidir.

g & & - & 0 0 .. 0
0O g, & & .. & 0 .. 0
0 0 g & & - & - O

0 0 0 0 g & & - &

Ispat:
g(x) 20X ,gX)K> ..., gQOX"™! vektorleri lineer bagimsizdir. C deki her kod sdzciigiiniin

n-r-1

8(x) ,8X LLOOX" ..., BOX
gostermemiz gerekir; C nin herhangi bir a(x) elemam q(x)g(x)
seklinde ifade edilebilir. Burada der q(x) <n-r-1 dir.
a(x) = q(X)g(®) = ( Qo+ GrX + .. F Grrix™ ™ )(X)

= qog(X)Hqi X)X+ A g(X)X™™  elde edilir.

nin lineer kombinasyonu olarak yazlabildigini

C nin bir {irete¢ matrisi , ilk satirt g(x), ikinci satir1 g(x)x, t¢iincii satir1 g(x)x* ,....k.satirt

g(x)x"™! olan bir matristir. Bu yukarida verilen matristir.

Ornek olarak ikili devresel kodlar n = 7 igin kurulabilir. Ilk yapilacak olan x'-1 i garpanlarina
ayirmaktir,

x7-1=(1+x)(1+x+x3)(1+x2+x3)
dir.
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gx)=1+x+ x> olmak iizere C = <g(x)> oldugu g6z Sniine almsin. C dért-boyutludur ve
asagidaki iirete¢ matrisine sahiptir.

1101000
0110100
0011010
0001101

Tamm 1.26

Lineer bir [ n, k ]-kod C olmak iizere, C nin duali ctile gosterilir ve
C'={veV|vu=0,herue Cicin }

dir. C, k boyutlu ise C*, n —k boyutludur.

Tanmm 1.27
Bir lineer [ n, k Jkod C olmak iizere C* in bir H iirete¢ matrisi C nin parite kontrol
matrisi adim alir.

Tanim 1.28

f(x) m.dereceden bir polinom ise o zaman x"f(x") seklinde tammlanan polinom f(x) in
karsit (reciprocal) polinomu adini alir.

f(x)=ax"+a, 1 x" +...a;x+ay ise bunun karsit polinomu agx™+a;x"+..+a, seklindedir, Yani

katsayilarin siralanmasi ters olur. Ct, h'(x) =x*h(x") karsit polinomuyla iiretilir.

Tamm 1.29
g(x)h(x) =x"-1 ve g(x) bir C devresel [n,k] - kodunun iirete¢ polinomu ise o zaman h(x) e

C nin kontrol polinomu denir.

Teorem 1.30
C,R, de g(x) tireteg polinomlu ve h(x) kontrol polinomlu bir devresel kod olsun.O zaman
c(x)h(x) =0 olmast igin gerek ve yeter kosul R, in c(x) elemamnn C nin bir kod sézciigi
olmasidir.
Ispat:
Rn de g(x)h(x) =x"-1=0 dir. ¢(x) € C olsun.Bir a(x) eR, i¢in c(x) = a(x)g(x) olur.
c(x)h(x) = a(x)g(x)h(x) = a(x).0 =0 bulunur.
c(x)h(x) =0 alindifinda bdlme algoritmasindan

c(x) = q(x)g(x) +r(x) , deg r(x) < deg g(x) yazlabilir.
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c(x)h(x) =0 oldugundan r(x)h(x) =0 dir. Yani r(x)h(x)=0(mod x"-1) dir.
Bundan dolay1 r(x) =0 ve c(x) = q(x)g(x) € C bulunur.

Teorem 1.31
C, h(x)=hp+hx +..+ hx* kontrol polinomlu bir devresel [n,k]- kod olsun.

i) C nin parite kontrol matrisi

h, k., h, 0 0 0
qo|0 B, hy O 0
0 0 & hy o e . h,

ii) Ct , b* =hy+ hegx +ot hex* polinomu ile iiretilen devresel koddur (Van Lint J.
H.,1971).

GF(2) iizerinde x’-1 Srmegi ele almnsin,
x-1=(1+x)(1+x+xX°)1+x>+x°)
dir. Urete¢ polinomu 1+x +x> olan C devresel kodu igin bir tireteg matrisi kurulmustur.
Simdi C i¢in bir parite kontrol matrisi bulunabilir. h(x) kontrol polinomu
h(x) =(1+x) (1+x*+x%) dir. Bunun karsit polinomu X1+ xT+ x%+ x*) =1 20wt

olarak bulunur. Buradan C i¢in bir parite kontrol matrisi agagidaki gibidir.

10111060
H={0 1 01110
0010111
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2. SIMETRIK DIZAYNLAR

2.1 Simetrik Dizaynlara Giris

Bir Cakigim yapisi, P ile gosterecegimiz noktalar kiimesi, B ile gdsterecegimiz bloklar kiimesi
ve noktalar ile bloklar arasinda R ile gdsterecegimiz bir ¢akisim baglantisindan olugur. Bir
cakisim yapis1 ( P, B, R ) ile gosterilir. pRy ifadesi “ p, y tlizerindedir “ y, p yi igerir “ veya “
p, y ile ¢akisim durumundadir “ geklinde okunur.

p nin ¢akigim durumunda oldugu bloklar kiimesi < p > ile, y nin ¢gakigim durumunda oldugu
noktalar kiimesi < y > ile, p noktasmnin kag tane blokla ¢akigim durumunda oldugu | p | ile ve

y blogunun kag tane nokta ile ¢akisim durumunda oldugu da | y | sembolleriyle gsterilir.

Bundan bdyle yap:1 denince ¢akigim yapis: anlagilacaktir. Bir § yapisinda noktalarin sayis1 v
ile bloklarinin sayis1 da b ile gésterilir. p noktasi x blogu lizerinde ise p noktasi x denklik

siifindadir denir. S nin bloklar iizerinde < x > = < y > ise xRy dir, seklinde bir R denklik

bagintisi tanimlanabilir. Bu durumda bir x blogunun katlili1 x blogunun temsil ettigi denklik
smifinin eleman sayisi olur ( Hughes et all, 1985 ).

Tanum 2.1 ( Tekrarl: Blok)
S yapisinda herhangi bir x blogunun katlilig1 1 den biiyiik ise bu x bloguna tekrarli bir blok ad1
verilir ( Hughes et all, 1985 ).

Tamum 2.2 ( Indirgenmis Yap1 )
% yapist, S yapisi ve yukaridaki gibi tammlanan R denklik bagintis1 vasitasiyla tanimlanir.

% nin noktalar kiimesi, S nin noktalar kiimesidir. Bloklar kiimesi ise R ye gore olusan

denklik smiflaridir. Tekrarli blogu olmayan bir S yapisi, S nin indirgenmis yapisidir ( Hughes
et all, 1985 ).

Tanmm 2.3 ( Dolu Eleman )
S nin bir elemam, diger olasi tiim elemanlarla ¢akigim durumunda ise b6yle bir noktaya dolu

eleman denir.

Tanum 2.4 ( Yalitik Eleman )
S teki bir eleman 0 veya 1 tane elemanla ¢akigim durumundaysa bu elemana yalitik eleman

denir.

LC. YUKSEXIGRETIM KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZI



16

Tanum 2.5 ( $ nin Standartlagtirilmig )
Bir S yapis1 verildiginde 6nce dolu elemanlar1 sonra yalitik elemanlar, sonra tekrar dolu

elemanlarn v.b. atillarak yeni bir yap: elde edilebilir. Buna standartlagtirilmig yap1 denir.
Standartlagtiriloms yap: S ile gosterilir.

Tamm 2.6 ( Cakisim Matrisi )
Bir § yapisinda v noktalar, b bloklar (v > 0, b > 0 ) olmak iizere, S nin noktalan p;, p, ps,...,
Py ve bloklari x;, x3,..., xp geklinde etiketlenmis ( indekslenmis ) olsun.
S yapismm 4= aj Jyxp sakisim matrisi v x b boyutlu bir matris olup,

a; =1; p,noktasi x;blogu iizerindeise
% = {ay =0, aksi halde
seklinde tanimlanir.Goriildiigti gibi A bir (0,1) — matristir. S yapis1 hakkindaki tiim bilgiler
A c¢akisim matrisinden elde edilebilir. S nin bloklarn ve noktalar1 farkli bir sekilde
etiketlendiginden , 4 ¢akigim matrisi dogal olarak degisir. S yapisimun farkli gakisim
matrisleri arasinda ¢ok yakin bir iligki vardur.
S nin noktalar1 p,,p,,...p, bloklar1 ise x,x,,.x, seklinde etiketlendifinde c¢akisim
matrisi 4, noktalar g¢,,q,,...g, seklinde bloklar ise x;,x,,...x, seklinde etiketlendiginde de
cakisim matrisi B olsun. Noktalar farkli, bloklar aym sekilde etiketlenmistirHer ¢, ve
p;ooktast olduguna gére {1,2,3,...v} nin bir O permiitasyonu elde edilir.Bu
permiitasyon 0(i) =j <>¢q,= p; seklinde tammlanmigtir. Bunun anlami B nin i.satirmmn 4

nin O0(¢) inci satin olmasidir. Diger bir deyisle B matrisi 4 min satirlarinin permiitasyonu
alinarak elde edilir.

Sonug olarak, bloklarda farkli gekilde etiketlenebileceginden bir § yapisinin iki gakigim
matrisi 4 ve B ise PA6=B seklinde P ve O permiitasyon matrisleri vardir. Su halde iki
cakigim matrisi birbirine denktir.

Tamm 2.7(Permiitasyon Matrisi)
Her bir satir ve siitununda birer tane birim(veya 1) bulunan ve difer elemanlar1 0 olan
bir kare matristir.
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Tanim 2.8 (Bir bigimli Yapi)
S yapist verildiginde, S yapisinin bloklar kiimesi bos kiimeden farkli ve her blok tam
k>0 tane nokta igeriyorsa S yapisina bir bi¢imli denir.

Tanmm 2.9(Diizgiin Yap1)
Bir S yapisinda tlim p noktalar1 igin |p|=r>0 ise bu yapiya diizgiin bir yap: denir.

Tamm 2.10 (~yap1)

vnoktali bir § yapis1 verilsin, 0< ¢< v olmak iizere S nin ¢ noktali her alt kiimesi tam A
tane blok ile ¢akisim durumundaysa bu yapiya bir ¢- yap1 denir. Blok genisligi k olan
diizgiin bir 7~ yap1, ~(v, k, A ) yap1 adim alir. Bir bigimli ¢ yapilar, 0<s <t kosulunu
saglayan her s igin, birbi¢imli s-yapidir.

Teorem 2.11

Bir #(v,k, A) yapt S olsun. Bu durumda 0<s<¢ kosulunu saflayan her s tamsayisi
icin § nin noktalarindan olugan bir s-kiime ile gakigim halinde olan

1 _l(v—s)(v—-s—l) ..... (v-t+1)

P (ks —s=1)...(k—t+])
tane blok vardir (Hughes et all, 1985).

Ispat:
S nin s tane noktasindan olugan belli bir altkiime B olsun. S nin B yi igeren bloklarinin
sayisint m ile gosterelimBu durumda ama¢ m yi teoremdeki gibi belirtmektir. ( Yani
m=2, oldugunu goéstermektir.)

Burada m’ nin B kiimesinin se¢imine bagli olmayip sadece s sayisina bagli oldugu
gosterilmelidir.Bunun i¢in olast (J, y) ikilileri tammlansin. Burada J ile B kiimesini
iceren ¢z noktali bir kiime gosterilir. y ise J*yi igeren bir bloktur. Bu gekilde olusan
(J,y) ikililerini agagidaki bigimde iki yolla sayalim.

B yi kapsayan m bloktan herbiri , B yi kapsayan (t s) tane ¢- ktime igerir. O zaman
k—s

; ) olur. Diger yandan B yi kapsayan t-noktali bir J
—-s

olasi ikililerin sayis1 m(
v—s

kiimesinin seg¢imi ( J yolla yapilabilir. Bu kiimelerin herbiri tam A tane blok

iizerindedir. Yani bu kiimelerin herbiri ortaklaga tam A tane blokta birlikte bulunurlar,
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v—s

Dolayisiyla olasit (J, y ) ikililerinin sayisi /1( ) olur. Yukaridaki gibi elde edilen

t—s

olasi ¢iftlerin sayis1 egitlenirse
k— -
t—s t—s

V—s
m=/1[t_s)=l -s)v-s-D...(v—-t+1) —
(k—-s) (k—s)k—s-D...(k—2+1)

1—s

bulunur.

Bu teoremin sonucu olarak z> 0 igin bir # (v,kA ) yapr S olsun. Eger s, O<s<¢
kosulunu saglayan bir tamsay1 ise bu durumda S nin bir s-(vkA) yap1 oldugu
sOylenebilir. $nin bir #-(v, £, A) yapiise bu yapidaki bloklarin sayis1 b ile gdsterilir. £>1
ise Teorem 2.11 den dolayr bir noktadan gegen bloklarin sayis1 sabittir. Yani bir
noktanin ¢akigim durumunda oldugu blok sayis1 sabittirBu sabit say1r r ile

gosterilecektir.

Sonug 2.12
S bir #-(v,k,\) yap1 olsun.
viv-D....(v—£+1)

D b= D=t 41)
dir.

2) >0 ise bk=vr

dir.

3) 1 ise r(k-1)=A4,(v-1)
dir.

Tanim 2.13 ( Kare Yapi )

Bir S yapistnin blok sayisi nokta sayisina esit ise (b =vise) bunun ¢akigim matrisi kare

matris olur. Bu nedenle bir yapida b =v ise bu yapiya kare yap: denir.

Tamum 2.14 ( Trivial Yap1)
Blok genigligi k& olan bir bigimli bir yapida noktalarin her k-kiimesi en azindan bir

blokla ¢akigim halinde ise bu yapiya trivial yap:1 denir.
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Tanim 2.15 (Dizayn)
Bir bigimli indirgenmig bir yapiya dizayn denir.

Tanum 2.16 ( Bir Yapinin Duali )

Snin duali ST ile gosterilir. S yapisinda Snin bloklar noktalar , noktalarida bloklaridur.
S ninher p noktas: igin S* nin bir p’ blogu vardir. § nin her bir x blogu igin S” nin
bir x' noktas: vardir.

S" deki cakigim bagntis1 ise “ Ancak ve ancak S deki p noktast x blogu iizerinde ise
X noktasi p’ blogu iizerindedir, “ seklinde tamimlanir. Ayrica (S7)'=S dir (Hughes et all,
1985).

Teorem 2.17

Bir.S' yapistmn ¢akigim matrisi 4 ise 4 nin transpozesi olan A" matriside §" nin ¢akisim
matrisidir.

ispat:

S nin noktalar1 py,pa,.....Pv bloklar1 x1,%,.....xy geklinde gosterilsin. 4  ¢akigim
matrisinde ancak ve ancak aj;=1 ise p; noktast x; blogu iizerindedir. ST nin noktalar
xi ,xgl,....,xb/ bloklar1 ise pll,pg/,....,pv/ ile gosterilmis olsun. Burada ancak ve ancak x;
noktasi pj/ blogu lizerinde ise b;=1 dir. ST nin tamimindan p; noktas1 x; blogu
{izerinde ise yani ancak ve ancak ay=1 ise by=1 dir. Dolayisiyla by= a;j< B = A
olmasidir.

Ornek

Snin noktalann {1,2,3,4,5,6,7}

Bloklan f£i={1,24} f={23,5} f={34,6} fi={4,5.7} f={5,6,1}

f={(6,7,2} £={7,1,3} olsun.

S™ nin noktalan £ A S f i bloklan ise 1,2/,3,4,5,6',7 seklinde gosterilsin.
V={ A 2=RARY 3=EAAY 4=UAAY  S=EASY 6=
T={ S}

seklinde verildiginde
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i

o O = O = = O
S = O = = O O
-0 = = O O O
O = = O O O =
OO O = O
=0 O O = O =
B
i
_ O = O O O

S = OO O =
_0 O O = = O
O O = o O = O
O == O = O O
_ e O = O O O

OO O = O e

S O O = O =

A'=B oldugu goriiliir.
Tamm 2.18 (S Yapisimin tiimleyeni )

S nin tlimleyeni C(S) ile gosterilsin. C(S) nin noktalar1 tamamiyle S nin noktalarindan
olugur. S nin bir x blogu igin C(S) nin bir x* blogu elde edilir. Bir p noktasi ancak ve
ancak bir x blogu iizerinde degilse, bir x* blogu iizerindedir.

Ornek
S yapisinin noktalant {1,2,3,4,5,6,7}

Bloklan fi={1,2,4} £5={2,3,5} fi={3,4,6} fi={4,5,7} fs={5,6,1} fs={6,7,2}
£={7,1,3} olsun.

C(S) de bloklar f;"={3,5,6,7} f,'={1,4,6,7} f3={1,2,57} fa={1,2,3,6}
£={2,3,4,7} fs={1,3,4,5} f'={2,4,5,6}

olur.

Yardmmci Teorem 2.19

1) S nin bir bigimli olmasi igin gerek ve yeter kosul C(S)nin bir bigimli olmasidir.
2) S nin diizgiin olmasi igin gerek ve yeter kosul C(S) nin diizgiin olmasidir.
3) S nin dizayn olmasi igin gerek ve yeter kosul C(S) nin dizayn olmasidir

Teorem 2.20

2<k<v-2 olmak iizere (v, k,A) igin bir 2- yap1 S olsun. Bu durumda C(S)
(v,v-k, b-2A+\) parametreli 2-yapidir.

Ispat:
A ve B, C(S) yapisiun iki farkli noktasi olsun. S nin noktalarimin sayis1 v oldugundan
C(S) nin noktalarimn sayisida v olacaktir. § nin her blogunda k tane nokta varsa
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tiimleyen tanimindan C(S) nin v - £ tane noktasi vardir. 4 ve B aym zamanda S ninde
noktalaridir. A noktast § de A; tane blok ile gakisim durumunda B de § de A; tane
blok ile ¢akistm durumundadir. 4 y1 Byi igerenlerin sayist 2A; tanedir. Tamm geregi
hem Ay1 hem B yi igerenlerin sayist ise A dir. 4 dan ve B den sadece birini
icerenlerin  sayis1 2A;—A dir. § nin 4 y1 ve B yi igermeyen bloklarimin sayisi
b—(@2M—-A)=b-2M+tA dir ve buda 4 ve B yi birlikte igeren C(S) nin bloklarin
sayisina esittir. Bu taktirde C(S) nin bloklarimin heriki alt kiimesi b —2A;+A tane blok
ile gakisim durumundadir.Bu ise C(S) nin (v, v -k, b —2M+A ) parametreli 2- yapt
olmasi demektir.

Tanmm 2.21

n=r—Ay sayist S nin mertebesi adim alir. (7, bir noktadan gegen bloklarin sayisi, A
ise herhangi 2-li kiimenin ortaklaga bulundugu blok sayisidir.)

b=% ,r=»7\ ,A=A; alinmr.

Teorem 2.22
2<k<v-2 olmak fiizere S,(v, k,A) icin bir 2-yap1 ise C(S) nin mertebesi § nin
mertebesine egittir.

Ispat:

Bir 6nceki teoremden C(S), (v,v-k,b-2M+\) igin bir 2-yapidir. 4 noktasindan gegen
A ile ¢akisim durumunda olan Snin r tane blogu vardir. Yani C(S) nin b-» tane blogu
Aile ¢akisim durumundadir.

Mertebe tammmindan b—r—(b—2r+A)=r—A dr.

Tanm 2.23 (Ig Yap1)

p yi iceren herbir blok bir bloktur. p nin digindaki noktalan diislinelim. Bu noktalardan
yukaridaki bloklardan en az birine ait noktalar kiimesi ile olusturulan yapr S, ile
gosterilir, Buna i¢ yap1 denir.

Teorem 2.24

S bir yap1 olsun. § nin bir noktasida p olsun.

1)t>2 olacak sekilde S bir t-yap1 ise Sp de (1) - yapadir.

2) t>2 ve (v,k,))igin § birbigimli t-yap1 ise S, de (v-1,k-1,)) igin bir

(t-1) — yapidir.
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3) t=2 olacak sekilde Sbir (v, £, A ) dizaym ise S, de (-1)-(v-1,4%41,%)
dizayndir.

Ispat:

Sp deki noktalarin her (z-1) kiimesine p eklenerek S igindeki noktalarn bir ¢ kiimesi
elde edilir. § igindeki noktalarin her ¢ kiimesi A tane blok ile ortaklaga g¢akigim
halindedir. S, nin her (+1) kiimesi S, iginde A ortak blogu ile c¢akisim halindedir.S,
nin nokta sayist v-1 dir. § nin her blogu & tane nokta igerir. S, nin her blogu 4-1

nokta igerir.

Tanmm 2.25 (D15 Yap1 )

S bir yapt ve p, Snin bir noktas: olsun. Bloklar, p ile ¢akisim duwrumunda olmayan S
nin tiim bloklart noktalar1 , bu noktalarm en az biri tlizerinde bulunan S nin tiim
noktalar1 olan yapiya S nin p noktasindaki dig yapist denir ve SP ile gosterilir. S bir
yap1 ve x, S nin bir blogu olsun. Noktalari, x blogu {izerinde bulunmayan § nin tiim noktalari,
bloklar ise x tizerinde bulunmayan en az bir noktayi igeren tiim bloklar kiimesi olan yapiya .S

nin x blogundaki dis yapisi denir ve S* ile gosterilir.

Teorem 2.26

S bir yapt ve p, Snin bir noktas: olsun.

1) £ 2 olmak iizere S, (v, k, A ) parametreli bir bigimli bir #- yapr ise o zaman S de
(v-1,k, Ma—A ) parametreli bir bigimli (#-1)- yapadur.

2) £> 2 olacak sekilde S bir #- (v,k, A ) dizayn ise S de bir (#1)- (v-1,k, ML)
dizayndir.

Ispat:

1) sikki 1spatlamak yeterlidir. Indirgenmis bir bi¢imli yapiya dizayn diyorduk. S
tekrarli blok icermiyorsa S de tekrarli blok igermiyecektir yani indirgenmigtir.S nin her
blogu % nokta igeriyorsa S° de noktalarin herhangi bir (#-1) kiimesi S ninA.; blogu
iizerindedir. S° nin bloklarn Snin pyi igermeyen bloklaridir. S* nin noktalar1 bu
bloklarin en az biri ile ¢akisim durumunda olan noktalarda bulunur. Dolayisiyla bu
sekilde tammli noktalann her (z-1) kilmesi A, blok ile ¢akipm durumunda
olacaktir.Fakat p’yi igeren her rkiime A tane blok ile gakipim durumunda oldufundan
bu A.; blok icinde p yi igeren A tane blok vardir.
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Buradan p yi icermeyen S° nin noktalarin her (z-1) kiimesi A.—A tane blok ile
cakisim durumundadir.

Tanmm 2.27 ( (v,k,)) - Parametreli Simetrik Dizayn )
( vk, A ) - parametreli simetrik blok dizayn asagidaki aksiyomlari saglayan bir ¢akisim
yapisidir.
1)  vsayida nokta vardir.
ii) v sayida blok vardur.
iii) Herbirnokta % tane blok ile gakisim durumundadir.
iv) Her bir blok % tane nokta ile ¢akisim durumundadir.
v)  Herhangi iki blogun ortaklaga ¢akigim durumunda olduklar1 nokta sayis1 A dir.
vi) Herhangi iki noktanin ortaklaga ¢akisim durumunda olduklar1 blok sayis1 A dir
( Lander, 1985).

Tanim 2.28
n=k-\ tamsay1sina ( v,k, A ) - parametreli simertik dizaynin mertebesi denir.

Tanmm 2.29 ( Simetrik Dizaynin Cakigim Matrisi )
Bir ( v,k, A ) - parametreli simetrik dizaynda
P= {pl,pz,...,pv} ve B = {B,,Bz,...,Bv} olmak iizere, elemanlar

1 p; noktasi B, blogu ile ¢ akigim durumunda ise
%=\o p; noktas1 B, blogu ile ¢ alasimdurumunda degil ise

A= [a,j]m matrisine Simetrik Dizaynin Cakisim Matrisi denir.,

Ozelik 2.30

(v,k, A ) - parametreli simetrik blok dizaynin parametreleri arasinda
1) (v-1) A=kk-1)

2) k*-wA=k-XA

3) (v-k)r=(k-D(k-2)

bagintilar vardir.
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Ispat:
1) Bir g noktas: segilsin. p#g olmak iizere p ve ¢ ile cakigm durumunda olan B
bloklar1 ile p noktalarindan olusturulan (p, B) ikilileri iki farkli yolla sayilsin. Sonra
bunlar esitlensin. p, g ikilisi (p#q) ortaklaga A tane blok ile gakigim durumundadir. ¢
yu sabit tutarak p yi v-1 sekilde segebilecegimizden istenen kosula uyan (p, B)
ikililerinin sayis1 (v-1)A olur.
Diger taraftan B bloklannin tam £ tanesinde g vardir. Bu k bloktan ¢ lar atilusa, her
birinde k-1 eleman kalir. Yani ¢ yu igeren B blogu ile k-1 tane
(p, B) ikilisi olugturulur. g yu igeren k tane blok oldugundan , istenen (p, B)
ikililerinin sayis1 k(k-1) dir.
Sonug olarak (v-1)A=k (k1) bulunur.
2) ve 3) siklarinin 1spati da 1) den kolaylikla gériilir.

Ozelik 2.31

Elemanlarin hepsi +1 olan vxv boyutlu kare matris J, I ise uygun boyutlu birim matris olmak
lizere

i) AJ=JA=kJ

i) AA'= A'A=(k-A)YI+MT=nl+0J

iii) [det 4 = kn"

bagintilan vardir.

Ispat:

i ve ii nin ispat1 agikardir.

iii) AA'= nl+ M\J esitliginden ,
detAA4' =det (nl+2AJ)

n+iA A . A
A nr+A . . . A
A A .. . nt+A

2,3,..., vsiitunlar 1.slituna eklenerek



25

n+vA A . . . A
n+vA n+A . . . A
n+vAd A . . . A
1 A2 ... A
1 n+4A . . . A
= (n+Av)|
1 A ... n+
1 2. A
0 n . 0
=(n+Av)|
0 0 n
=(n+Av)n?

bulunur. Yani,

det (44" )=(n+Av) " dir. n+Av =k? olduundan
det (44" )=k*n"" olur.

Buradan

|det 4| = kn*™

bulunur.

Tanim 2.32 ( Simetrik dizaynin kodu )

(v, kA ) parametreli simetrik. dizaymin kodu, dizaymin 4 ¢akigim matrisinin satirlan ile
tiretilen alt uzayidir. Bu C ile gdsterilir.

Ornek
P={1234567} olsun.

B ={124} B,={235 B,={346] B,={457)

B,={561} B,={672} B, ={7,1,3} R ——

DOKUMANTASYON MERKEZ!
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Bloklar kiimesi { B,,B,,...,B, } olur.
(7,3,1) - simetrik dizayndur.

B B, B B B B, B,
I [T 0 0 0 1 0 1
2 |1t 1 0 0 0 1 0
3]0 1 1 0 0 0 1
4 11 0 1 1 0 0 0
5 1o 1 0 1 1 0 o
6 {10 o0 1 0 1 1 0
7 lo o 0o 1 0 1 1

0 ve 1 lerden olusan matris, dizaynin ¢akigsim matrisidir.

1000 1 0 1]
1100010
0110001
A4=[1 011000
0101100
0010110
000101 1

Bu ¢akisim matrisi kullamlarak agagidaki yolla bir C kodu elde edilir. Buna kisaca D dizayn

kodu denir.
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_ e = O = OO0 0 OO = O e = O
_e O = OO = OO O = = O = O
= T = = T T S B R — R« S S
= =T~ T R = R e — B = B — T N
== = T = T T = T = T = T S O S Y
S O == = O = O O O =IO = O
O = m e O = O = OO0 O O = e O

Diger kod s6zciikleri 0 yerine 1, 1 yerine 0 yazilarak olugturulur. Burada daima x, y
€ Ciginx+y e Cdir.

16 tane kod sozciigii elde edilmistir. Buna C kodu diyelim. d = 3 oldugunu
gosterelim. C nin minimum uzakhigmm 3 oldugunu yani x , y € C igin d(x, y) 2 3 oldugu
gosterilmelidir.

n=7,q=2,M=16 olup d= 3 oldugunu gésterelim :

1) d(a,,a;,)=0 )+ o(a)-20(a,na;) ;o (1))
=3+3-21
=6-2
=4
2) d(b,b;) = o (B)+ 0 (b)-20 (5,nd))
=4
3) d(0,a) =3 d(0,b)=4 d(0,1)=7
4) d(1,a)=4 d(1,5)=3 d(1,0)=7

5) d(a;, b)=17
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6) i#j igin d(a,b)="?

a, ile b; nin farkh oldufu konumlar g, ile a; nin aynt oldugu konumlara esittir.

Dolayistyla

d(a,b)=7-d(a;,a;)=7-4=3
d(C)=3

Dolayisiyla elde edilen kod, (7, 16, 3 ) - koddur.



29

3. k TEK SAYI OLMAK UZERE (v, k, ) - SIMETRIK DIZAYN ILE URETILEN
KODLARLA ILGILI BIR OLASILIK FONKSIYONU TAYINi

3.1 izafi Agarbk

Tanum 3.1

k tek say1 olmak tizere (v, &, A ) - Simetrik dizaynin C kodunun C; alt kiimesi,

1) Simetrik dizaynin ¢akisim matrisinin satirlari

2) Cakigim matrisinde 0 lar yerine 1, 1 ler yerine 0 alarak elde edilen satir vektérleri

3) 0=(00..0) ve 1=(11..1)sdzciiklerinden olusan kiime

olsun. C; in bir X vektorii ele alinsin. Bu s6zciikteki 1 lerin bulundugu konumlar s,,s, ,...,s,

ise
sl +S2+-o-+Sk

toplamina X kod sozctigiiniin Izafi Agirlig1 adim verelim ve bunu
S(X) =15, +s, +... 45,
ile gosterelim. Ornegin
X=10001011ise SX)=1+5+7=13
olur.
Bu durumda (1111 1..1) € C oldugundan bunun agirlig

_v(v+])
2
olur. Buna simetrik dizaymin bu yolla tammlanan C kodunun Maksimum Izafi Agirhg

1+2+3+...+v

denebilir. Bir X € C; kod s6zctigii igin

S(X)
Maksimum izafi agirlik

e(X)=

gosterimini kullanalim. Buna da s6zctitin izafi agirhik oram diyebiliriz.
Eger X, X; €C, ise

e(X,+X;)=e(X)+e(X;)-2e(X; X))
oldugu kolaylikla gorilebilir. Gergekten X+ X, toplaminda 1+1 = 0 olacafindan, ikinci
tarafta X, ve X, de 1 olan konumlar, X; X; carpiminda 1.1 =1 olup, X, denve X, den
ayr1 ayri gelen fazlaliklar 2e (X, X ;) kiigtikliigtintin ¢ikartilmastyla giderilir.
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Bu kavramlar1 (7, 3, 1) - simetrik dizaynin kodu tizerinde agiklayabiliriz.

Ornek
(7,3, 1) — parametreli simetrik dizaynin F,- kodu bir ( 7, 16, 3 ) — koddur. Bu kod C ile

gosterilsin.

Kod Sézciikleri e( X,)
0000000 0/28
1111111 28/28
1000101 13/28
1100010 9/28
0110001 12/28
1011000 8/28
0101100 11/28
0010110 14/28
0001011 17/28
0111010 15/28
0011101 19/28
1001110 16/28
0100111 21/28
1010011 17/28
1101001 14/28
1110100 11/28
X,=1000101 X,X,=1000000
X,=1100010 X, +X,=0100111

e(X;+X,)=e(X,)+ e(X,)-2¢e(X,; X))
=13/28 + 9/28 + 2. 1/28
=20/28

Teorem 3.2
(v, k, A ) — simetrik dizaynimn yukaridaki gibi tammlanan kodu C ve ¢akisim matrisinin
satirlarindan olugan kod sézciikleri X, X,,..., X, ise

Z e(X)=k

i=]

dir.
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Ispat:

3 e(X,)=e(X,)+e(X,) +..te(X,)

i=1
__ S L Sy L S
max.izafi af. max.izafiag. = max.izafi ag.

_S(X)+8(X,)+..+8(X,)
B max izafiag.

_S(X)+8(X,)+..+8(X,)
B v(v+1)/2

dir.

(v, k, A ) —Simetrik dizaynin tammindan gakigim matrisinin satirlarindan olusan v tane kod

s6zctigiinde her konumda egit sayida ve tam k tane 1 vardur.
1 inci konumda %

2 inci konumda %

vinci konumda &  tane “1 “olduBundan, v kod sézciigii icin
v(v+1)
2

SX)D+S(X,)+..+SX,)=kQ+2+...+V) =k

bulunur. Sonugta

v

Z e(X;)=k

i=1

olur..

Teorem 3.3

k tek say1 olmak lizere (v,k,A)-Simetrik dizaynin tiimleyeninin ¢akigtm matrisinin satir

vektorleri de dizaynin binary C kodunun kod sézciikleridir.

ispat:

(v,k,A)-Simetrik dizaymn 4 ¢akisim matrisinin her bir siitununda k& sayida 1 olacagindan, 4

nin v tane satirinin toplanmasiyla
(kk...k)=(1,1,.,1)(mod2)

eldeedilir(k=2t+1=1(mod2)). O zaman A nn bir satir vektdrii X olmak iizere

X+(1,1,.,1)
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vektérii C nin bir kod sbzcligii olup, D dizaymnmin tiimleyeninin satir vektorleri kiimesine

aittir.

Teorem 3.4
k tek say1 olmak tizere ( v, k, A )- Simetrik  dizaynin tiimleyeni D’ ve D' niin ¢akisim

matrisinin satirlarindan olugan kod sézctikleri X', X", ,..., X", ise

)4

Y eX',)=v—k

(5]

dir.

Ispat:

Evj e(X')=e(X"))+e(X',)+...+e(X",)

i=1

sy L Skey)

" max.izafi a§.  max.izafi ag.
_ (v__k)v(v +1)/2
v(v+1)/2
=v—k
dir.
Sonug 3.5

k tek say1 olmak tizere ( v, £, A ) — Simetrik dizaynin ¢akigim matrisinin satir vektorleri,
dizaynin  tiimleyeninin ¢akigim  matrisinin satir vektérleri ve (0,0,...,0) , (1,1,...,1)
vektorlerinden olusan kod s6zciiklerinin kiimesi C; oldugundan

> e(X)=v+l
X6y
dir.
ispat:
: 1+2+...+v .
X=(111..1) icin —————=1 oldugundan e(X,)=1 dir.
= ) ig 1424...+V sun (%)
Z e(X;)=k

X;ed
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> e(X)=v-k (D nin tiimleyeninin gakigim matrisi A' diir. )

XileA'

D e(X)=k+v-k+l=v+1

X;eC,
bulunur.

Ornek
D bir (7,3, 1) - simetrik dizayn ise
7

D, e(X) =e(X)) +e(X,) +e(X,) +e(X,) +e(Xs) +e(Xo)+e(X,)

i=1

_134+9+12+8+11+14+17
28
_ 84
28
=3

i e(X,") = e(X,') +e(X,") +e(X,") + e(X,") +e(X,") +e(X ') +e(X,'")

i=1

_15+19+16+20+17+14+11
28
_l2
28
=4
Tanim 3.6

D dizaynmin 4 ¢akigim matrisinin satirlar1 ve D nin tiimleyeninin 4' ¢akisim matrisinin
satirlar1 kiimesine 0 ve 1 in katilmasiyla elde edilen kiime C; olmak iizere C; i¢in agagidaki
gibi tammlayacagimiz bir izafi olasiliklar kiimesini C, ile gésterelim. X, kod sbzciifiiniin
izafi olasilig1

S(X,)
(v+1)(Maks. izafi ag.)

v(v+1)

p(X,)=

seklinde tanimlansin, Maksimum izafi agirlik oldugundan
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S(X;)
v +1). "("2+ D
_2.8(X,)
Ty +1)?

p(X)=

p(X))

dir.

Ozelik 3.7
ZP(Xi) =1 dir.

X, eC

ispat:
Simetrik dizaynin bloklarina kargilik gelen kod sozciikleri igin p ler toplami1
v(v+1)

2 =
viv+1? v+l

2k

( 4 nin satir vektorleri igin ) 3.1

olur. Simetrik dizayndaki her blokta 0 lar yerine 1 ler, 1 ler yerine 0 lar yazilarak elde edilen
kod s6zciikleri igin p ler toplam

v(v+1)
2075 vk v y
Y1) =50 (A'min satir vektorleri igin ) 3.2)

olur.

(111..1)kod sbzciigii i¢in

v(v+1)
2= :

yo+1? v+l (3.3)
dir.

(3.1), (3.2) ve (3.3) iin toplanmasiyla

Y px) =i PR L
X,e€, v+l v+l v+l
bulunur.

Tanimm 3.8

S,, {P=(pysp)| pi20i=12,.,nY p =1}
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olmak tizere tiim sonlu kesikli olasilik dagilimlarmin kiimesi olsun. p €S, ve n = 1,2,... igin

H,(p,,..sD,) = —Zpg log p, (34

dir. Burada, Olog0 = 0 kabul edilecektir. » = 2 igin (3.4) iin 6zel durumu, Shannon Entropi
fonksiyonu adin: alir ( Mathai ve Rathie, 1975 ).

Shannon Entropisi
H,(p,1-p)=-plogp-(1-plog (1 -p)
olmak iizere
fp) =H,(p, 1 -p) (3.5)
diyelim.

P dagilimimn Shannon entropisi P= {p,,...,p, } olmak tizere

H,P) = gr,f(p, /)

seklinde ifade edilir ( Vi=12,...,ni¢in , K= ptetp)

Yukaridaki p yi, daha 6nce tamimladifimiz k tek say1 olmak tizere (v, k, A ) - simetrik
dizaynin s6z konusu C; alt kiimesine ait kod sozciikleri igin tanimlanan izafi olastlik olarak
alalim. O zaman bu da kod s6zciigiiniin bir belirsizlik 6lgiisii olarak alinabilir.

( 8y, Cop olarak alinmistir.)

3.2 Entropi' nin Ozellikleri
) H.(P)20

i)y p,,p, €01}, p,+p, €[0,]], AO)=A1) ve f1/2)=1 olmak iizere,

F@)+A=p)IGE) = () + (=P G2 (6

fonksiyonel denklemini saglar.

Ap)=- plogp, -(1- p)log(l-p,)
Apy)=- pylogp,- (1 - py)log (1 -p,)

yerine konulursa

D>
I-p

S()+(-p)f( ) =- p,logp, - p,logp,-log (1 -p, - p,)+ plog (1 -p, - p,)

+ p,log(1-p, - p,)
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D
1-p

S () +(-p,)f( ) =- plogp, - pylogp,-log (1 -p, - D)+ plog (1 D - P;)
)

+ p,log(1-p, - p,)
olur. Buradan

D
1-p,

Fo)+(=p)f (2 = £(py) + (- ) f (-2

1-p,
dir,

Bunu bir 6rnekle agiklayalim :

C, (7 16, 3) -kod olsun. p(X,) ve p(X,) izafi olasiliklan swrasiyla X, ve X,kod
sOzciiklerinin belirsizlik lgiileridir.

X,=1000101
X,=1100010 ise

2.8(x,) 213 26 13
p( 1)= 2 = 2 = =
v(v+1) 7.8 448 224

(xy= 250 (29 18 9
P = Sowny?  78% 448 224

dir.
p(X,) ve p(X,) (3.6) da yerine yazilirsa esitlik saglanir.
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4. SONUC

Istatistikte deneylerin diizenlenmesinde kullanilan dizaynlar matematikgilerin, &zellikle
cebirin elemanlarim kullanmalari sonunda gelismigtir. Dizaynlar matematikgilerin ¢alisma

alani durumuna gelmigtir. Bu ¢alisma ile de bu alana bir katkida bulunulmugtur.

(v, k, L) - parametreli bir dizayn smifimin olusturulmas: , istatistikte kullamm alamu olarak
olduk¢a 6nem tasir. (v, k, A ) - parametreli Simetrik dizaynin kodu, dizaymn 4 ¢akisim

matrisinim satirlan ile tiretilen alt uzayidir.

k tek say1 olmak fizere ( v, k, A ) - Simetrik dizaymin C kodu igin C; alt kiimesinde, X
sbzcliglintin izafi aguhpi, maksimum izafi agulik ve izafi afirlk oram tamimlanarak
Szellikleri incelenmigtir. p izafi olasilift Shannon entropisine uygulanarak C nin kod
sozciikleri igin bir diizensizlik Sl¢lisii Snerilmigtir.
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