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SIMGE LISTESI

C(F) C(E)=C([0,1,E), degerleri £ Banach uzayindan olan ve [0,1]
araliginda tanimlanan siirekli fonksiyonlarin olusturdugu Banach uzay:.

C*(E) C**(E)=C""([0,1),EF), 0<a <1,

oo = @, + sup lee +r)a— o), o

<1<t+7sl]

le )*

normuyla verilen [0,1] aralig1 tizerinde tammlanmis £ uzayindan deger alan
diizgiin ¢(¢) fonksiyonlar: kiimesinin tamlanmast ile elde edilen agirlikli Holder
uzayl.

C.(E) C(r,E)=C(E(r)) ag fonksiyonlan uzayinda ¢° € E(7) igin

oo~ Kl

¢T
normu ile verilen Banach uzay:.

CH*(E) C(r,E)=C(E(r)) ag fonksiyonlar1 uzaymnda ¢° € E(r) ve 0<a <1 igin

¢r CE(E) - ¢r C, (E) + 1s&%§s~”¢"” ~ % ”E (k + r)ar—a,

normuyla verilen agirlikli Holder uzayi.

CI(E) 0 <a <1 olmak tizere,
4 ey 4 o lskrgg)r(sN“¢k+r ~ “E(ﬂ)—a
normuyla verilen Holder uzayi.
E, 0 <a <1 ve 4 kuvvetli pozitif bir operatdr olmak iizere
v b= S,aliro)“/ll—aA exp(-24) v”g + | .

normu sonlu olan biitiin ve E elemanlarinin olusturdugu kesirli uzay.
E)’ 0 <a <1 ve 4 kuvvetli pozitif bir operatdr olmak tizere

vl = Slugﬂ" A+ A" vl

normu sonlu olan biitiin v € £ elemanlarinin olusturdugu kesirli uzay.
Fi{u} u fonksiyonunun Fourier déniistimii.

¢(4) Kuvvetli pozitif 4 operatériiniin spektral agisi.
Gamma  Gamma(ea )= J‘t(l"")e"'2 dr.
0

r S, (p)={pe? :0< p<oo}, S,(¢)={pe™:0< p <o} 151nlan ve r yarigaplt
¢ember yayi ile olugturulan gevrel ¢izgi.

L(u) u fonksiyonunun Laplace déniiglimii.

Q {(x,%,,-..%,): ¥x, e R,0<x, <1, 1 <k <n} ile verilen agtk birim kiip. S, bu

kiiplin sinirlart ve Q=QuUS.
Q- {(x,,%,,....,.%,): Vx, e R,0 < x, <o0,1 <k <n} ile verilen agik kiime. S*, bu

kiimenin sinirlan ve " =Q"US".
o(4) A operatSriiniin spektrumu.
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KISALTMA LISTESI

CNFS§ Crank-Nicholson fark semalari

G Gergek ¢oziimler

IBDAOFS Ikinci basamaktan dogruluklu agikar olmayan fark semalan
Y Yaklagik ¢oziimler
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OZET

Pek ¢ok, parabolik denklemler i¢in lokal olmayan siir deger problemi, bir £ Banach
uzayinda, kuvvetli pozitif bir 4 operatérii ile,

£§Q+AM0=fU)(OStsu u(0)=au(i)+¢, 0<A<l

siir deger problemine indirgenebilir.

Bu aragtirmada, yukaridaki soyut lokal olmayan sinir deger problemlerinin gesitli fark
semalar1 ile ¢oziimlerinin, kararlilik kestirimleri, hemen hemen kararlilik kestirimleri ve
koersiv kararlilik kestirimleri elde edildi. Bu soyut sonuglarla, parabolik denklemler igin lokal
olmayan sinir deger probleminin, ¢esitli fark semalann ile ¢6ziimlerinin, gesitli Banach
uzaylarindaki kararlilik kestirimleri, hemen hemen kararlilik kestirimleri ve koersiv kararlilik
kestirimleri elde edilmistir.

Bu teorik sonuglar bir model problem igin yapilan sayisal inceleme sonuglar1 ile
desteklenmigtir.

Anahtar kelimeler: Lokal olmayan sinir deger problemi, parabolik denklemler igin lokal
olmayan sinir deger problemi, yarigrup, kuvvetli pozitif operatérler, fark semalari, kararlilik,
koersiv kararlilik, hemen hemen koersiv kararlilik, birinci basamaktan dogruluk, ikinci
basamaktan dogruluk, iyi konumlanmiglik.
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ABSTRACT

It is known that various nonlocal boundary value problem for the parabolic equations can be
reduced to the boundary value problem

du(t)

+Au(t)= f() (0<t<1),u(0)=au(A)+9,0<A<]

for differential equation in a Banach space E with a strongly positive operator A.

In the present work the first and second order of accuracy difference schemes for
approximately solving this abstract nonlocal boundary value problem are presented. The
stability estimates, almost coercive stability estimates and coercive stability estimates for the
solution of these difference schemes are obtained. In application, this abstract results is used
to obtain the stability, coersive stability and almost coersive stability estimates for this
difference schemes for a nonlocal boundary value problem for parabolic differential
equations.

The theoretical statements for the solution of this difference schemes are supported by the
results of numerical experiments.

Keywords: Nonlocal boundary value problem, nonlocal boundary value problem for
parabolic differential equations, semigroup, strongly positive operators, difference schemes,
stability, coercive stability, almost coercive stability, first order accuracy, second order
accuracy, well-posedness.



1. GIRIS

Parabolik tipteki diferansiyel denklemler, 1s1 akisi, flizyon siireci ve diger pek ¢ok fiziksel
alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tip denklemlerle fiziksel olaylarin modelleri ifade edilebilir.

Tanum 1.1. Her veri kiimesi i¢in problemin yalnizca bir ¢6zlimii varsa ve bu ¢6ziim, veri
kiimesiyle siirekli baglantiliysa, bu probleme iyi konumlanmig (well-posed) problem denir.
Yani, bir problemin iyi konumlanmis olmasi, verilerdeki kii¢iik degisimlerin ¢dziimlerde de

kiigiik degisimler olugturmasi demektir.

Bu ¢aligmamizda lokal olmayan parabolik simir deger problemlerinin iyi konumlanmishigini
inceleyecegiz. Bu ¢aligmanin asil amaci, lokal olmayan parabolik sinir deger problemleri igin

fark semalarinin, iyi konumlanmigligini, aragtirmak ve kurgulamaktir.

Lokal olmayan parabolik sinir deger problemlerinin analitik ¢ozlimlerini elde etmek igin,
Laplace doniisiim yontemi, Fourier doniigiim yontemi veya degiskenlerine aywrma yiontemi
kullanilmaktadir. Ancak bu yontemler sabit katsayili olmayan denklemlerde kullanilabilen
yontemler degillerdir. Oysaki fark semalar1 yontemi, sabit katsayili olmayan denklemlere de

uygulanabilen bir yontemdir. Simdi bu yontemleri drneklerle gosterelim.

Ornek 1.1.
Qg=ah?—u+(l—212)sin(x), O0<t<l, O0<x<m,
ot Ox° o
u(0,x)=u(lx), 0<x<wr, (1D

u(t,0)=u(t,r)=0, 0<r<1

lokal olmayan parabolik sinir deger problemini ele alalim.
(1.1) probleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in degiskenlerine ayirma ydntemini kullanabiliriz.

Problemi ¢dzmek i¢in u(¢,x) fonksiyonunu u(f,x)=v(t,x)+w(t,x) seklinde iki kisma

ayiralim. S6yle ki

2
%:%—v, 0<t<l, O<x<m,

v(0,x)=v(1,x), 0<x <7,
v(1,0)=v(t,7)=0, 0<r<1

(1.2)

Ve



MO (1-2)sin(x), 0<1 <0, 0<x<7,
or  Ox 13
w(0,x)=w(lLx), 0<x<z, (1.3)

w(1,0)=w(t,r)=0, 0<r<1.

Burada 6nce problem (1.2)’nin ¢6ziimiinii bulmaliyiz. Degiskenlerine ayirma yontemi

gerefince v(t,x)=T(t)X(x)#0 olarak kabul edelim. Tiirevler alimp denklemde yerine

yazilirsa

T' ()X (x)=TX (x)-T6)X(x)
elde edilir. Buradan,

T OXx)+TOX(x)=TE)X (x)

bulunur ve dolayisiyla da

TO+TW) _X (%) _ 1
T — X(x)

ifadesi elde edilir.

Problemde verilen sinir kogullar: kullanilarak
XO0)=X(7)=0

bulunur.

Eger 4120, ise

X' (x)-AX(x)=0, X(0)=X(n)=0

sinir deger probleminin sadece X(x)=0 asikar ¢oziimiine sahip oldugu kolaylikla

gosterilebilir. O halde geriye 4 <0 durumu kalir. Bu smir deger probleminin agikar olmayan

cOziimleri
X, (x)=sinkx, k=1,2,--
seklindedir.

Ikinci esitligi ve A =—k” ifadelerini kullanarak



T ()+(1+k)TE)=0

diferansiyel denklemini elde ederiz.

Bu birinci dereceden lineer diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii,
T(0)=Ce ™

seklindedir.

Boylece

o 2 .
v(t,x) =y, Cpe™™* sinkx

k=1
bulunur.

v(1,x) = v(0,x) lokal olmayan sinir kogulunu kullanarak
Y Ce ™ sinkx =Y C, sinkx
k=1 k=1

denklemini elde ederiz.

Bu son denklemden

Ce ™) =C,, k=12,
bulunur.

Boylece

C,=0, k=12,

elde edilir.

Bu sonugtar da v(¢,x) = 0 bulunur.

Simdide problem (1.3)’{in ¢6ziimiinii aragtiralim.

w(t,x) = i A, (¢)sin kx,

k=1

olsun. Buradan



w,—w, +w=p (4, (6)+ K 4,(6)+ A,())sinkc = (1-2¢*)sin x
K=1

bulunur.

k#1igin 4 () +(1+k*)A4,(¢)=0 olmaldir. Bu ifadeden

A, (1) = 4,(0)e
elde edilir.

Periyodiklik kosulu olan
4,1 = 4,(0)

esitligi yardimiyla biitlin £ # ligin 4,(0) =0 ve de 4,(¥) =0 bulunur.

k=1ligin 4 (£)+24,(t)=1-2¢ esitligi gergeklenir. Bu denklemden de

A6 =€ 4,0)+ j e 207 (1-25%)ds

0

elde ederiz.

A,(0) = 4,(1) kosulundan,
1

1 2(1-s
A(O)zmje 20-9(1 - 25%)ds

0
buluruz.

O halde,

1 t
A)=e™ 1—1—2 [0 -25%)ds + [ (1-25%)ds = 1(1-1).

0

Sonug olarak,
w(t,x) =Y A ()sinke=t1(1~f)sinx
k=1

buluruz. Béylece



u(t,x)=v(t,x)+w(t,x)=0+t(1-£)sinx = t(l—£)sinx
buluruz.

Yukarida kullandigimiz degiskenlerine ayirma yontemi ile agsagidaki

du(t,x) ~~_ 0u(l,x)
S T 3 un) = [ (.3)

<x=(x1,...,x")eﬁ, 0<t<T,
u(0,x) = u(T,x)+@(x), xeQ,
lut,x)=0, xeS§, 0<¢<T

lokal olmayan ¢ok boyutlu parabolik sinir deger probleminin ¢oztimi de elde edilebilir.

Bu son denklemde, f(t,x) (t€[0,T],x¢ Q), o(x)eQ verilmis diizgiin (smooth)

fonksiyonlar ve a,,8 >0 *dir. Q={(x,,%,,...x,):Vx, €R,0<x, <1, I<k<n}, R" Oklit

uzayinda agik birim kiiptiir. S bu kiipiin sinirlarin gostermektedir ve Q=QuUS dir.

Bununla beraber, degiskenlerine ayirma ydntemi, yalmzca, denklemin tiim katsayilarinin sabit

olmasi durumunda kullanilabilir. Oysaki fark semalar yntemi katsayilarin sabitler olmadig1

durumlarda da kullanilabilen bir yontemdir.

Ornek 1.2.
@_:6“1;1_u+(3_4x2)e_x2, O0<t<l], —o<x <o,
ot  ox”

u(0,x) =u(l,x), —0<x<®

lokal olmayan parabolik simr deger problemini ele alalim.

Bu problemin ¢6ziimiinii bulmak i¢in Fourier déniisiimii metodunu kullanalim.

Once,

u,=u, —u+@B—4x>)e™

denkleminde esitligin her iki yanimn Fourier doniigtimiinii alalim. Buradan
Flu,}=Flu_}-F{u}+F{3-4x")e ™}

buluruz. Bu son ifadeden ve Fourier doniisiim 6zelliklerinden

(1.4)



(F{u(t,x)}), = (is) Flu(t, x)} - F{u(t, x)} + F{3 - 4x%)e™ }
elde ederiz.

Denklemlerde F{u(z,x)} = v(¢,s) doniistimiinii kullanirsak
v.(6,8) + (s> + 1)v(t, 5) = F{(3—4x*)e™ }

buluruz.

Buradaki son diferansiyel denklemi ¢zersek,
(s +1)1 1 2y, -x°
v(t,s)=ce +—5—F{(3-4x")e™ }
sc+1

elde ederiz.

F{3-4x2)e™ }=F{e ™ }+F{(2—-4x*)e " } =F{e " }-F{(e™)"}
= (1+5*)F{e™ },

esitliginden, v(t,5) = ce™™"™ +F{e™ } elde ederiz.
v(0,s) =v(l,s), kosulundan

ce™ M LRl V= ce” W { Fle ™)

olur. Bu son esitlikten

(eI _g 0y =

bulunur. Dolayisiyla ¢ = 0 olur.

Boylece,
v(t,s)=F{e™}
elde edilir. Bu son denkleme ters Fourier déniisiimii uygularsak

u(t,x) = F " {F{e™}

olur. Lokal olmayan sinir deger problemi (1.4) {in analitik ¢6ziimii u(¢,x) = e dir.



Ayni yontemle,

ou 0"

—+ ) a ———— +0u(t,x) = f(t,x)
ot ,[Z oxl ..o ’ e
0<t<T, x,reR", |rl=n+-+r,

u(0,x)=u(T,x)+o(x), xeR”

2m-mertebeli ¢ok boyutlu lokal olmayan parabolik sinir deger problemlerinin ¢6ziimleri de
bulunabilir. Burada a,,6 >0 ve f(t,x)(te€[0,T],xeR" ), ¢(x)eR" verilmis diizgiin
fonksiyonlardir.

Bu Fourier doniisiim yontemi denklemin sadece sabit katsayili oldugu durumlarda

uygulanabilen bir yontemdir. Katsayilar sabit olmadig1 zaman bu metot gegerli degildir.

Bir diger klasik yontem olan Laplace déniisiimii yontemini bir problem iizerinde gdsterelim.

9o

Ornek 1.3.

éz=a“?—u~2e"‘+l,0<t<1, 0<x<oo,

ot Ox

u(0,x)=u(l,x)=0, 0<x<oo, (1.5)

u(t,0)=0, 0<r<1

lokal olmayan parabolik sinir deger problemini ele alalim.

u =u, —u—2e" +1

denkleminin her iki yanina Laplace doniigimi uygulayahim. O zaman
L{u}=L{u, } - L{u} + L{-2e™" +1}

olur. Boylece

2 1

(L{u(t,x)}), = s L{u(t, x)} — su(t,0) - u, (:,0) — L{u(t, x)} ——— +—
s+1 s

elde edilir.

L{u(t,x)} =v(t,s)



déniigiimiinii kullanarak

1-s

v,(t,8) =sv(t,8) - v({t,s)+ SGED

elde ederiz.
Denklemi diizenleyerek,

l~s

v,(t,5)+ (1= )(t,5) = D

elde ederiz. Bu son adi diferansiyel denklemi ¢6zerek

V(t,8) = ceH L -
s(s+1)
elde ederiz.

Problemde verilen v(0,s)=v(l,s) sinr kogulu kullamilarak,

(—1+52)0 1 - (~l+s%)1 1

ce —_—
s(s+1)° s(s+1)?

yazilir. Buradan da c(e“™**” —1) = 0. Bu son esitlikten ¢ =0 elde edilir. Boylece

1

V()= s(s+1)?2°

1111
s(s+1)? s s+1 (s+1*’

esitliginden yararlanip, ters Laplace d6niigimii uygularsak

1, 1
ok {(s+1)

=l-e¢" —xe =1-(1+x)e™".

u(r,x)=L‘1{v(t,s>}=L‘1{§}~L"’{s 3

Boylece (1.5) lokal olmayan sinir deger probleminin ¢6ziimii
u(t,x)=1-(1+x)e™™*

olur.



Laplace donlistimii yontemini kullanarak,

ou(t,x) <& 0'u(t,x)
T—ga,7+5u(t,x):f(t,x),

{x= (x,..x)eq’, O0<t<T,

”

u(0,x)=u(T,x)+o(x), xeq’,
u(t,x)=0, xe8%, 0<¢<T

genel lokal olmayan ¢ok boyutlu parabolik sinir deger probleminin ¢dziimii de elde edilebilir.
Burada «,>0,6>0 ve f(t,x)(te[0,T],xeqQ”), @x)eq” verilmis dizgin
fonksiyonlardir. Q *={(x,,x,,....%,):Vx, e R,0<x, <0, <k <n} seklinde bir acgik kiime,
S* da bu kiimenin smirlari ve (3" =Q* US* *dir.

Laplace doniisiim yontemi de denklemin sadece sabit katsayili oldugu durumlarda

uygulanabilen bir yontemdir.

Problemlerde verilen sinur bilgileri veya sinir kogullar1 o problemin iyi konumlanmis olup
olmamasini etkiler. Ornegin, parabolik denklemlerde iyi konumlanmis olan pek gok problem,

bir £ Banach uzayinda, 4 kuvvetli pozitif operatorli

du(t)
—=+ Au(t)= f(), 0<t<]1,
” u(t) = f(t) (1.6)
u(0) =u,, u, € D(A)
baslangi¢ deger problemi ile formiile edilebilir. Bu problemle baglantili olan
du(t)
—=+Au(t)=f(1), 0<¢t<],
" u(®)=f() a7
u(l)=u,, u, € D(4)
problemi iyi konumlanmig olmayabilir. Fakat bu iki problemden tiretilen
du(t)
i du)= f(@t), 0<t<],
” u(t) = f() < (1.8)

w(0)=u)+u, peD(A)

lokal olmayan sinir deger problemi, (1.6) problemi gibi iyi konumlanmig olabilir.
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2. PARABOLIK DENKLEMLER iCIN LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER
PROBLEMLERI

2.1 Pozitif Operatirler, Kesirli Uzaylar ve Analitik Yar1 Gruplar
Bu béliimde, pozitif operatorlerle ilgili temel kavramlari, kesirli uzay (fractional space), bir
problemin ¢ziimlerinin kararliligi, bir problemin ¢6ziimlerinin koersiv kararhlig tanimlarim

verecegiz.
Tanmm 2.1. Bir £ Banach uzayinda etkiyen A4 operatériiniin O'(A) spektrumu,
S, () ={pe? :0< p <o}, S,(#)={pe™:0< p<co} 1gmlarmmn olugturdugu 0<2¢ <z

agist iginde kaliyorsa ve ( Al - A)_1 rezolvent operatSriiniin normu,

M(¢)
s S TH @.1)

l(21-4)"

esitsizligini sagliyorsa, bu A operatdriine kuvvetli pozitif operator denir.

Bu sekildeki ¢ agilarinin en kiigligtine, kuvvetli pozitif A operatdriiniin spektral agis: denir ve
¢(A4) veya ¢(4,E) ile gosterilir.

Spektrum o (4) kapali bir kiime oldugu igin, S, (¢(4)) ve S, (¢(A)) iginlarimn olugturdugu

bolgenin iginde kalir ve bu sektdriin tepe noktasin o(4) spektrumunu kesmeyen

komsuluklari mutlaka vardir.

a3
é\\\
h:3
5

Sekil 2.1 Spektrum agis1 ve I' gevrel ¢izgisi
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S, () 1511, r yanigapli merkezcil gember yay1 ve S, (¢) 151 kullanilarak olusturulan
F=T(g,r)={pe® :r<p<o}uire . p<q<2m-g}u{pe™ :—r<p<ox}
yoluna I' ¢evrel ¢izgisi denir. Eger » = 0 ise, T gevrel gizgisi, I' = S,(¢) U S, () seklindedir.
Burada ¢ = ¢(4) < #/2dir.

Tamm 2.2. E bir Banach uzay: ve U(¢), t 20, bu uzayda etkiyen sinirlt lineer operatorlerin

bir ailesi olsun. Eger

o Ul+n)=UWUE) =U@DU®), 20, t20; UO)=1,

e Herbir v, € E igin U(t)v,, (t > 0) stirekli bir fonksiyondur,
kosullar saglaniyorsa bu U(¢), ¢ >0 ailesine kuvvetli siirekli yar: grup denir.

Eger, U(¢) bir kuvvetli siirekli yari grup ise, normu, herhangi sinirli [0, 7] arali§inda, diizgiin

sinirhdir ve
v, , < Me™, 120, w=[UQ), 2.2)

Yani, t —» o i¢in kuvvetli siirekli yar1 grubun normu iistel fonksiyondan daha hizh artamaz
(Krasnosel’skii, Zabreiko, Pustyl’nik ve Sobolevskii, 1966).

Tanim 2.3. v, € E igin
U0y, = Jlim AU (AL - Iy,

formiiliiyle tanimlanan ve sag yondeki limitin var oldugu durumdaki U’(0) operatoriine, U(¢)

yari grubunun iireteci denir.

Lemma 2.1. (Krasnosel’skii, Zabreiko, Pustyl’nik, ve Sobolevskii, 1966) Bir yart grubun
fireteci olan U (0) operatériiniin tamm kiimesi £ de yogundur ve bazt we R igin, Reu>w
seklindeki kompleks z sayilan i¢in I U (0) operatdriiniin sinirh tersi vardir. Dolayisiyla

da U'(0) operatdrii kapali bir operatdrdiir.

Teorem 2.1. [Hille-Pihilips-Miadare teoremi] B operatorii bir £ kompleks Banach uzayinda

etkiyen ve her yerde yogun bir tamm kiimesine sahip bir operatdr olsun. B operatoriiniin,
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(2.2) esitsizligini saglayan, kuvvetli siirekli bir yar1 grubun iireteci olmas: igin gerek ve yeter

kosul, reel kism1 w’dan biiyiik olan her 4 i¢in
l(21-B)"|  <M@®er-wy", n=12. 23)
Ek

esitsizligini gergekleyecek sekilde bir w sayisinin varolmasidir.

E Banach uzayinn reel uzay olmasi durumunda, (2.3) esitsizligi reel 4 >w elemanlart i¢in

gergeklenmelidir.

Tamim 2.4. U(¢), bir £ kompleks Banach uzayinda etkiyen kuvvetli stirekli yart grup olsun.

Eger, U(¢) ’den, 0<t < yar1 dogrusundan devamla (continuation yaparak) bazi
S, ={z:|largz|<a, 0<|z|<wx}, 0<as%

bolgesinde analitik, ve bu E kapanig bolgesinde kuvvetli stirekli olan, bir U(z) operator

fonksiyonu elde edilebiliyorsa, U(¢) yan grubu analitiktir denir.

Bir E kompleks Banach uzayinda etkiyen analitik yari gruplarin {iretegleri, rezolventlerine

gore sOylece karakterize edilirler.

Teorem 2.2. [Iyosida-Solomiaach teoremi] B operatérii, tamm kiimesi yogun olan ve E
kompleks Banach uzayinda etkiyen bir operatdr olsun. B ’nin bir analitik yar1 grubun treteci

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Red 2w ve |4 |27 geklindeki A kompleks sayilar igin:

e A, B’ninrezolvent kiimesine aittir,

(/11—B)~'HM <M|AT,

kosullar1 saglanacak sekildeki w ve 7> 0 sayilarinin var olmasidir.

Teorem 2.3. (Krein, 1966)

f (z) , I' gevrel ¢izgisi tarafindan siurlandirilmig bslgede analitik ve bazi ¢ >0 sayilari i¢in

[f @) s Ml* @.4)

kestirimini gergekleyen bir fonksiyon olsun. Bu durumda, A kuvvetli pozitif operatdriiniin bir

fonksiyonu olan
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£(d)=—— [ f(z)(z-4)dz 2.5)

- 2mwi

Cauchy-Riesz integrali, yakinsaktir ve simrli lineer bir operatdrdiir. Ve eger f (z)

fonksiyonu orjinde stirekli ise (2.5) formiiliindeki I" ¢evrel ¢izgisinde r=0 olarak alinir

dolayisiyla da T=S,(¢)u S,(¢) seklindedir. 4 smrh bir operatdr ise f(4) integrali,
f(z) fonksiyonunun analitik oldugu bélgede ' gevrel ¢izgisinin segiminden bagimsizdir.
Ayrica, eger f(z)fonksiyonu lineer ise f(4) operatorii de lineerdir ve f(z) fonksiyonu

garpansal ise f (A4) operatdrii de garpansaldr.

Ornegin, f(z)=2z", (a>0) fonksiyonu ile 4™ sinirl operatdrii tamimlanir. Bu durumda T
yolu r>0 olarak secilir. Kuvvetli pozitif A4 operatdriiniin herhangi bir kuvveti i¢in
carpansallik 6zelligi AP = g4 P = 4P 4. Bu ozellikten (a+p tamsayr iken)
A%x=0 denkleminin tek ¢6ziimii x=0 olur. BSylece, bu kuvvetli pozitif operatoriin,

A® =(A““]~I pozitif kuvvetleri de tammlanmig olur. Eger A smursiz ise, 4°(a>0)

operatorieri de sinirsizdir ve D[A“] tanim kiimeleri yogundur. § <« igin D[A"‘ ) c D(A”) .

Bir baska omek olarak f(z)=e™ fonksiyonunu ele alalm. Her hangi ¢>0 igin bu

fonksiyon |z| —> o iken z™* fonksiyonundan ¢ok daha hizli sifira gider. Yani, (2.4)
esitsizligini saglar. Ve degerleri I' tarafindan gevrelenmis herhangi bir bolgenin i¢inde yer
alir. Bu nedenle, (2.5) formiilii, kavvetli pozitif bir 4 operatdriinden exp{—tA} fonksiyonu

tanimlamak i¢in kullanilabilir.

exp{—t4} operatdr fonksiyonu,
exp{-(f, +1,) 4} = exp{-1, A} exp{-1,4}, 1,1, >0
yari grup ozelligini saglar (Krein, 1966).

Bazi >0 ve >0 igin W(z)=2z%"" fonksiyonunu ele alalim. Her hangi >0 igin bu

fonksiyon |z/ > iken z™® fonksiyonundan gok daha hizli sifira gittiginden, ‘¥(z)

fonksiyonu
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LP(A)Z% [ e (- A) dz

operatdr fonksiyonunu tanimlar.
Simdide, exp{—tA} operatdriinin £ uzaymni D(A“] icine resmettifini  ve

A% exp{~14} =¥ (4) oldufunu gosterelim: x, E uzaymn herhangi bir eleman: olsun.

Carpansallik 6zelliginden , (2.5) yardimiyla

A (A)x = 2i e (2~ A) xdz = exp{~td} x, (2.6)
/4]

elde edilir. Bu da iddiamiz1 ispatlar. Buradan da
A% exp{~4} = € L z%e(z - A)~ldz 2.7
2rzi

formiiliinii buluruz. (2.6) formiiliinde I" yolu r yarigapli merkezcil ¢ember yayr da
igermektedir. Ciinkii z™ fonksiyonuna karsilik gelen A™® operatrii uygulanmigtir. (2.7)
formiiliindeki integrali alinan fonksiyon ise z=0 noktasinda siirekli oldugu i¢in, » — 0

alarak, bazi 0 <¢ <#/2 igin

A exp{—tA} [Epaeme—rpew (pei¢ —A)_le’¢dp+f pae_we_,pe—w (pe""“ﬁ _ A)nle""édp:|

_ 1
27i

formiiliinii elde ederiz. (2.1) esitsizligi yardimiyla

M tpos M(¢d)Gamma(a) _,
A® exp{—tA}”E_)E < —ﬂ(@ J: p*le " dp = (fr)(cosm“ ( )t 2.8)
kestirimi bulunur,
Ozel olarak, a =0 i¢in
M
“exp {—tA}hE_)E < Tw) (2.9)

kestirimini elde ederiz.

Asagidaki teoremde (2.8) esitsizliginin, ¢ — +oo igin iiste]l olarak azalan bir ¢arpanla

kesinlestirilebildigini, yani
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A% exp {—tA}” < Me™'t™

E—E
kestirimini elde ediyoruz.

Teorem 2.4. (Krein, 1966) A, bir E Banach uzayinda etkiyen kuvvetli pozitif bir operatér ve

¢ yeterince kiiciik pozitif bir say1 ise 4—& operatorii de kuvvetli pozitif bir operatordiir ve

spektrum agilar igin ¢(A4—5) < ¢(A4) esitsizligi vardir.

Ispat: A, A operatoriiniin regiiller bir noktas: ve keyfi y € £ igin ix—(A—é Jx=y

denklemini ele alalm. Ax— Ax =z yazarsak z+8(4—-4) z =y buluruz. 1 € p(4) icin

|6(2-4)"

<5M(9)

E—E

oldugundan dolayi, 0 S[ZM (qﬁ):|~I icin denklemin tek bir z ¢Ozlimii vardir ve

], <2, dir.

Denklemin x ’e gore ¢oziimii de tektir ve

28" 5], =l =i -], < (@)l 1] 1o, <2 @) +1] o,

Buda 4 —(4-6) operatSriiniin 0< 6 < [2M (gb)]_l igin tersinin var ve sinirh oldugu ve

[-(a-o)T"

_s2aM(g)[J]+ 1]

E—
esitsizliginin gergeklendigi anlamina gelir. Boylece ¢(A4~5) < ¢(A) elde edilmis olur.

Boylece, 4—& operatdriiniin de kuvvetli pozitif bir operatdr oldugu gésterilmis oldu. (2.9)

kestirimini kullanarak

nexp {—(A - 5)t}”5->5 < %ﬂ((é—)

kestirimini buluruz. Boylece

[exp{-41}], , < 2M8) - 2.10)

E-E y/4

kestirimini elde ederiz.
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Kabul edelim ki ¢ >1 olsun. O zaman yar1 grup 6zelliginden,
exp{—i4} = exp{-A}exp{~(r 1) 4}

olur. (2.8) kestiriminde =1 yazarsak ve (2.10) kestirimini kullanarak,

A* exp{—tA}”‘ < M(¢) 2M(4) 30D
28 n(cosg)” 7

elde ederiz. Yani ¢ >1 igin

A exp{—tA}“E_’E <M, (¢)e”

kestirimi ispatlanmis olur. 0 <¢ <1 olmasi durumunda, (2.8) kestirimi yine gegerlidir. Bu iki

kestirim bir araya getirilerek, bazi M (¢)>0 ve § >0 igin

<M(p)ere (2.11)

A° exp{—tA}lL

o> K
elde edilir.

Teorem 2.5. (Krein, 1966) E bir Banach uzayi, 4 bu uzayda etkiyen kuvvetli pozitif bir

operatér ve U(t) =exp{-t4}, (t>0) ile verilen operatdr ailesi olsun. Bu durumda

U'() = %exp{-—tA} = —Aexp{—td}, t>0 2.12)

olur. U(¢) fonksiyonunun operatdr normuna gére her mertebeden siirekli tiirevi vardir ve

111)1?0 uin)=1, 112}10 U'(t)y=-A4 ’dur.

Simdi, U(r)=exp{—t4} (¢>0), fonksiyonunu ¢=0’da U(0)=7 olarak genisletelim.
t,,>0 igin  exp{~(t, +4,) 4} =exp{-t,A}exp{-1,4}  esitligini de kullanarak
U(t)=exp{-td} operator ailesinden kuvvetli siirekli bir yan grup elde ederiz.
U(t)=exp{-t4} kuvvetli sirekli yar1 grubu, (2.8) kestirimini sagladif1 i¢in analitik bir yar
gruptur (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

Tanim 2.5. A4 bir £ Banach uzayinda etkiyen kuvvetli pozitif bir operatér ve O<a <1

olmak iizere
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[

. =Sup “xl‘"“Aexp (—iA)v“ 2.13)
@ A>0

k
normu sonlu olan biitiin ve E elemanlarinin olusturdugu uzaya, E, (£, A) kesirli uzay: denir.

E,(E,A) kesirli uzay: da

vl =supA® || A(A + A v, (2.14)
“ A>0

normu sonlu olan biitiin v € £ elemanlarimn olugturdugu uzay olarak tanimlanir.

2.2 Bir E Banach Uzaymmda Lokal Olmayan Sinir Deger Problemi
E bir Banach uzayi, 4 bu uzayda etkiyen kuvvetli pozitif bir operattr olsun. Bu £ Banach

uzayinda
V() +Av(t) = f(t), 0t <L, v(0)=w(A)+ 4, 0<A <1 (2.15)
lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim.

Bu problemde, v(¢) bilinmeyen fonksiyon, f(#) verilmis bir fonksiyon ve u e E ’dir. Bu
v(t) ve f(t) fonksiyonlari, E de deger alan, [0, 1] aralifinda tamimlanmis fonksiyonlardir.

=0 seklindeki v (¢) fonksiyonu

E

v(t) fonksiyonunun tiirevi, %mg
e

v'(?)

v(t+h)—v(t)
h

olarak tanmimlanir.

Degerleri E Banach uzayindan olan ve [0,1] aralifinda tammlanan, stirekli @()

fonksiyonlart uzayinda

| @ lleqzy=max || (1) ||

0stst

normuyla verilen Banach uzayim C(E) ile gosterelim.

Tanmm 2.6. Eger asagidaki kogullar saglaniyorsa, v(¢) fonksiyonu, (2.15) probleminin C(E)
uzayinda bir ¢oziimiidiir denir:
o y(t), [0,1] araliginda tiirevi siirekli bir fonksiyondur.
e (), her re[0,1] i¢in D=D(4) kimesinin bir elemamdir ve Av(¢)
fonksiyonu [0,1] aralifinda siireklidir.
e () fonksiyonu, (2.15) problemini ve v(0) =v(4)+ u lokal olmayan sir
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kosulunu gergeklemektedir.
(2.15) probleminin bir ¢6ziimii demekle, (2.15) probleminin C(E) = C([0,1], £) uzayinda bir
¢oziimiinii kastedecegiz. Problemin bir v(f) ¢6ziimii varsa v'(t) e C(E) ve Av(t) e C(E)

oldugundan f(¢) =v (¢) + Av(t) € C(E), pu=v(0)-v(A) € C(E) olur.

C(EYxD normlu uzayini, f()eC(E) ve e D(A) ciftlerinden,

1@ ) lleeyen =l f Ny + 11 21l normu ile verilen uzay olarak tammlayalim.

Tammm 2.7. Asagidaki kosullar saglaniyorsa, (2.15) problemi, C(E) uzayinda iyi

konumlanmigtir denir:

e Herhangi f(r)e C(E) ve pge D ig¢in, (2.15) probleminin tek ¢ézimii vardir. Yani v(¢)
=v(t; f(t),) ¢Oziim fonksiyonu, C(E)xD den C(E) uzayma giden ve (2.15)
probleminin C(E) uzaymdaki bir ¢6zlimiinii veren, iyi tanimlanmis, toplamsal bire bir
operatordiir.

e Bu v(s; f(t), 4) operatori, stirekli bir operatordiir.

Ayrica, (2.15) problemindeki denklem ve sinir kogulu lineer oldugu igin, v(t) = v(t; £(¢), &)

¢oziim fonksiyonu da lineerdir. Ote yandan, lineer bir operatoriin, siirekli olmasi ile sirlt

olmasi, birbirini gerektirir. Bu yiizden, v(¢; f(¢), ) operatdriiniin sirekliligini gostermekle,
smrliig gostermek aymidir. v(t; f(f), #) operatdriintin simirli olmasi, M sabit bir say:

olmak tizere
Hv(l§f(t): ﬂ)“(?(E) SMI(f®,p) “(,‘(E)xD: M[“ f “C(E) +lu ”D]

kestiriminin saglanmasi demektir. Bu kestirime problemin kararlilik kestirimi denir. Bir
problemin ¢oziimleri, kararlilik kestirimini sagliyorsa bu problem kararlidwr denir. Goriildiigi
gibi problemin kararli olmasi, problemin iyi konumlanmig olmasi i¢in yeterli kosul degildir.
Ayrica, problemin ¢dziimlerinin, C(£) uzayinda bir ¢6ziim olma, kogullarini da saglamasi

gerekir ki problem iyi konumlanmas olsun.

Tanmm 2.8. v'e C(E), AveC(E), feC(E), peD(4) olsun. M, (1M, <o), u ve

f () ye bagli olmayan bir say1 olmak iizere;

“v '”(‘(E) +”Av”c'(£) < MC |:"f”(7(5)+ “ A,u ”D:| (2-16)
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kestirimine (2.15) probleminin C(E) uzayinda koersiv kararlilik kestirimi denir. Eger, (2.15)

problemi igin koersiv kararlilik kestirimi ger¢ekleniyorsa (2.15) problemi koersiv kararlidir

denir.

Tamum 2.7. ve Tanum 2.8. birlestirilerek, bir problemin iyi konumlanmis olmasinin gerek ve

yeter kosulunun koersiv kararlilik kestiriminin gergeklenmesi oldugu elde edilir.

Kuvvetli pozitif bir 4 operatérii igin koersiv esitsizligi gercekleniyorsa, -4 operatdriiniin
lirettigi exp{—sA}, (s 20) yar1 grubu analitik bir yar1 gruptur (Ashyralyev ve Sobolevskii,
1994). Lemma 2.1’den, bu 4 operatoriiniin, C(E) uzayinda kapali bir operattr oldugu elde
edilir.

Tamm 2.9. Eger v(¢) fonksiyonu (2.15) probleminin C(E) uzayinda bir ¢dzlimii ise ve
v (f), Av(t) fonksiyonlani F(E) uzayma aitse bu v(¢f) fonksiyonuna (2.15) probleminin

F(E) uzayinda da bir ¢oziimiidiir denir.

Tamm 2.10. C(F) uzayindaki tamma benzer olarak, agagidaki iki kosul saglaniyorsa, (2.15)

problemi, F(E) uzayinda iyi konumianmus bir problemdir denir.

1) Her hangi fe F(E) ve pe D(A) igin (2.15) probleminin F(E) uzayinda tek ¢6ziimi
vardir. Yani v(t; f(¢), 1), F(E)xD(A) den F(E) uzaymna giden ve (2.15) probleminin
F(E) uzayindaki bir ¢6ziimiinii veren lineer bir operatSrdtir.

2) Bu v(t; f(2), 1), siirekli bir operatordiir.

Burada F(E)x D(A) ifadesi

| (f@), 1) “F(E)xD(A)=“ S “F(E) +|| p “D(A)

normunun tammlandigi, (f(#),u), f(t)e F(E) ve ue D(A) giftleriyle elde edilen normlu

uzaydir.

C(E) uzaymdaki tamimlara benzer olarak, (2.15) probleminin ¢dziimleri igin

[ £, )y < M f Mgy *+ 11 21l |

kestirimi saglamiyorsa, (2.15) problemi F(E) uzayinda kararlidir denir.

Eger,
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”v’”/f(l;) +”Av"1~'(15) = M|:“f”1<‘([:‘)+ “ A;t ”D(A):|

kestirimi saglamyorsa (2.15) problemi F(E) uzayinda koersiv kararhidir denir. (2.15)
probleminin, F(E) uzayinda koersiv kararli olmasi, problemin bu F(E) uzaynda iyi

konumlanmis olmastnin gerek ve yeter kosuludur.

Tanim 2.11. 0 <a <1 olmak lizere,

”(0(1 + f)a— ot )" £t
T

Il ”(.a,a(b.f “¢”C<E> + sup +17)°

0ge<t+7<l

normuyla verilen [0,1] arali1 {izerinde tanimlanmis £ uzayindan deger alan diizgiin ¢(f)
fonksiyonlar1 kiimesinin tamlanmasi ile elde edilen Banach uzayma C**(E) agwlikl: Holder

uzay: denir.

Tanim 2.12. 0 < <1 olmak iizere,

lol, Aol + sup 12D PO

0si<t+rsl 7T

normuyla verilen [0,1] aralig1 lizerinde tanmimlanmis £ uzayindan deger alan diizglin ¢(f)
fonksiyonlan kiimesinin tamlanmasi ile elde edilen Banach uzaymma C®(E) Hoélder uzay:

denir,

Asagidaki teoremlerde, (2.15) lokal olmayan sinir deger probleminin, C*“(E) agirlikli
Holder uzay: ve C(E,) kesirli uzayinda koersiv kararh oldugu, C*(E) Holder uzayinda ise
Au+ f(4) - f(0) € E, kosuluyla koersiv kararl1 oldugu ifade edilmistir.

Teorem 2.6. (Ashyralyev ve Hanalyev, 1996) ue D(4), f(¢) e C;“(E) olsun. A operatorii
de E Banach uzayinda etkiyen kuvvetli pozitif bir operatér olsun. Bu durumda, (2.15)

problemi, C**(E) agirlikli Holder uzayinda iyi konumlanmigtir. Bu (2.15) sinir deger

probleminin C**(E) uzayindaki v(f) ¢dziimleri,

¥

koersiv kararlilik kestirimini saglar. Bu ifadede M degeri a, 4 ve f(¢)’den bagimsizdir.

I
o gy Sm” S laa gy M N1 Apt i

+||Av

()
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Teorem 2.7. (Ashyralyev ve Hanalyev, 1998) A, bir £ Banach uzayinda etkiyen kuvvetli
pozitif bir operatér ve f(t)e C(E,) (0<a <1 ) olsun. Bu durumda, (2.15) siir deger

probleminin C(E,) kesirli uzayindaki v(¢) ¢6ziim fonksiyonu

M
(Z(T(l_—) ” f IL‘(E,,) +M ” A/l ”Ea

1Vl y 1AV ke, <
koersiv kararlilik kestirimini saglar. Bu ifadede M degeri @, 4 ve f(¢)’den bagimsizdir.

Teorem 2.8. (Ashyralyev, Hanalyev ve Sobolevskii, 2001) 4, bir £ Banach uzayinda
etkiyen kuvvetli pozitif bir operatdr ve Adu+ f(A)-f(0eE,, f(H)eC(E) (O<a<l)

olsun. Bu durumda, (2.15) sinir deger problemi C®(E) Holder uzayinda iyi konumlanmigtir.

(2.15) lokal olmayan simr deger probleminin C*(E) Holder uzayindaki v(¢) ¢6zimii

v

koersiv kararlilik kestirimini saglar. Bu ifadede M degeri a, 4 ve f(¢)’den bagimsizdir.

T (ff 1 ey + g 1A+ £ D= O,

+ HAv

CH(E)
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3. BIRINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU ASiKAR OLMAYAN FARK
SEMALARININ iYI KONUMLANMISLIGI

3.1 Fark Problemi

(2.15) lokal olmayan sinir deger problemine karsilik gelen

(u, —u,)t+Au, =9,, 1<k<N, Uy =ty t i, 0<A<1 3.1

fark problemini ele alalim. Burada N sabit bir tamsayi, =2, u* ={u,} bilinmeyen ve
¢" ={p,} verilmig ag fonksiyonlardir. Bu ag fonksiyonlari, deger kiimeleri E Banach

uzayimnn alt kiimesi olan fonksiyonlardir. Burada ¢” fonksiyonu f(¢) fonksiyonuna bir tiir

yaklagim fonksiyonu olarak alinir.
Oregin, f(t) e C(E) i¢in, ¢ ={f @)}, t, =kr, k=1,---,N olarak almabilir.

Tanimm 3.1. (3.1) fark problemine, (2.15) lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik
¢ozlimleri i¢in birinci basamaktan dogruluklu agikar olmayan fark semalar: veya Rothe fark

semalart denir
Tanmm 3.2. Sabit bir 7 ile elde edilen #° ag fonksiyonunun u, € D(4) (k=12,..,N),
bilesenleri, (3.1) denklem sistemini sagliyorsa, #* ag fonksiyonu, (3.1) fark probleminin bir

¢cOziimiidir denir.

Teorem 3.1. A4, bir £ Banach uzayinda etkiyen kuvvetli pozitif bir operatdr olsun. Bu

durumda, tim E uzayinda tammh ve smirli (/+74)" =R(z4) operatorii vardir ve

T=(- R (zA))™" operatorii de sinirl1 bir operatdrdiir.

Ispat: A kuvvetli pozitif bir operator oldugundan exp{—¢4}, ¢ >0 yar1 grubunun normu {istel

olarak azalma kestirimini saglamaktadir. Dolayisiyla

«©

Rt A= +14)* = —(-}::i—l)‘_ !t"“ exp(—t)exp(~ttd)dt, k =1,

formiiliinden

= exp(-t) expCeea) I, oo <21

k = ~* 1
|& G4, =l +74) “Msfk—-l_)zo S q+s0y
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elde edilir. Buradan da

T=(-R @y =Y R (z4)
k=0

Ve

7)., <= B @A) e SN R )
= M
1+ )y ———
§(1+&)k[7] (3.2)
Ml
S——'—z
1-(1+67) "
<M, (4)

elde edilir. Béylece (/ - R (rA4))™ operatdriiniin stmrlili1 gosterilmis oldu.
Simdi de, (3.1) probleminin ¢6zlimii i¢in bir formiil bulmaya ¢alisalim. Bunun i¢in &nce

(u, —u,_ ) t+Au, =¢,, 1<k<N, Nr=1, u,-biliniyor (3.3)

baslangig-deger problemini ele alahm. Herhangi ¢ ve u, i¢in (3.3) probleminin ¢6ziimii

vardir ve
k o

u, =R (tAyu, + ), """ ¢ Aot
i=l

olur. Bu formiilden ve u, = Uy + M lokal olmayan smir kosulundan

R [%] i
(1 _RY! (rA))u0 =3 R (e hyep, + 1
i=1

elde ederiz.

1 -1
T: =(I ~ g (z'A)) operatdriiniin varhii dolayisiyla da

i=]

_ % (214 ‘
uy =T R (zA)yrp, +u (3.4

yazariz.
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O halde, herhangi ¢* ve u igin (3.1) probleminin ¢6zliimi vardir ve

k+{A1-iv1

) : 11 koo
u, = R*(rA)I - R (e A) u+ I - R )" Y. R (cA)g, + Y. R g,
i=1 i=1

=w,+8, k=1 N
formiilii gergeklenmektedir. Bu formiilde w* = {w,}’ homojen problemin ¢8ziimiidiir;
w, -w,_Yrt+A4w, =0, k=1,-- N, w, = w[%] + U,
ve g" ={g,})’ homojen olmayan problemin ¢6ziimiidiir;

(gk _gk_l)/T+Agk =@ k =17'”aN7 &o =g[i]'

3.2 Ag Fonksiyonlarinin Olusturdugu Sonlu Boyutlu Banach Uzaylan

(3.5)

(3.6)

(3.7)

E(7) ile sabit bir 7 =1/N i¢in ¢" ag fonksiyonlar1 uzaym gésterelim. Bu E(zr) uzayi, E nin

elemanlarinin sirali N-lilerinden olusan bir vektdr uzayidir. Bu E(7) uzayi {izerinde, ¢ok

gesitli normlar tammlanabilir, yani bu uzay, normlu vektdr uzayidir. Ornegin,

E(7) vektor uzayinda

“(otuc,(b‘) = @%uwk HE
normu ile C,(£) normlu uzay: tanimlamr.

CH(E), 0<a <1, uzay1ise

v T

CE(E)

— a.-a
C(E) + 15;{333{5), ﬂ(okw @ ﬂg(k + r) r

lo 0
normuyla verilen agirlikli Hélder uzayidir.

CZ(E), 0<a<l,uzayi da

C.(E) + 15]{233.‘51\, "¢k+r — @, "E(M')""

ﬂgor ﬂ(r;'(E) = ‘”tn

normuyla verilen Hélder uzaydr.
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Ustelik, E uzay1 tam uzay oldugundan dolay1 C,(E), C*“(E) ve C?(E) uzaylari sadece

normlu uzaylar degil ayn1 zamanda Banach uzaylar olurlar.

Tamm 3.3. |||| ve ||, bir vektor uzayinda tammb iki norm ve ¢ bu uzayin herhangi bir

elemani olsun. Eger,

olacak sekilde &, 6, sayilar1 varsa bu ”Il] ve ””2 normlar1 denk normlardir denir.

Sonlu boyutlu bir vectdr uzayinda tanimlanmig farkli normlar, birbirlerine denktirler. O halde
herhangi bir sabit v=1/N 1igin C,(E), C}*(E) ve C;(E) uzaylari denk uzaylardir.
Dolayisiyla yukaridaki esitsizligi saglayan &,, J, sayilar1 vardir. Ancak bu sayilar N=1/7

sayisina baglidir. Bu nedenle, normlarmn denk oldugunu kullanarak bu uzaylardan birinde
verilen bir kararlilik kestiriminden, diger uzayda bir kararlilik kestirimi ¢lde edilemez. Bu
yiizden, bu uzaylarin her birinde iyi konumlanmis olmayr ayrt ayri incelememiz

gerekmektedir.

Sabit bir >0 i¢in, lineer (3.1) problemi herhangi xeE ve @' € E(r) igin teklikle
¢oziilebilir oldugundan, #° ¢oziimleri E(r) uzayinda etkiyen, u°(@,u) seklinde lineer bir

operatdr tamimlar.

Eger u” (@, ) lineer operatdrii siirekli ise (3.1) problemi E(r) uzaymnda iyi konumlanmig bir
problemdir. u’(@,u) lineer oldufundan dolayi, u°(@,u) operatoriiniin siurhihig ile
stirekliligi birbirini gerektirir. O halde (3.1) probleminin iyi konumlanmig olmasi igin gerek

ve yeter kosul, #° (@, #) ¢Ozlim operatdriiniin sinirliligi, yani

< M, + o

E(r)

u' (¢, 1) seey)

kararlilik kestiriminin gergeklenmesidir. Bu esitsizlikte M degeri u ve ¢@° degerlerinden

bagumsizdir. Fakat, 7 ’ya bagh olabilir.
Omegin, E(r) uzayr C,(E), C**(E), uzaylarindan biri olmak {izere, R(r4) operatdriiniin

siurlihg, (3.5) formili ve ﬂ(l_ RITy

<M esitsizligi yardimiyla (3.1) probleminin,
E>E
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C.(E), CZ*(E) uzaylarinda iyi konumlanmislig elde edilir.

3.3 Ag Fonksiyonlarinin Olusturdugu Sonsuz Boyutlu Banach Uzaylan
E(r), 0<7<7,, uzayl yardmyla ¢={p'}, 0<7 <7, ag fonksiyonlarmin &(E) diziler

uzaymi olusturalim. Bu &(E) sonsuz boyutlu bir vektdr uzayidir. Her 0 <7 <7, igin E(7)

uzay1 bir Banach uzay olsun. ¢ = {¢} dizisi ile

lo|= sup |p°

O<r<r,

E(r)

say1 dizisini olugturalim.

Sayi dizileri uzayindaki herhangi bir norm £(E) uzayinda bir norm tamumlar. Asagida, sinirli

say1 dizileri uzayindaki normu kullanacagiz.

C(E)=C(&(E)) uzayi, ¢ ={@'} elemanlari i¢in

el = su lo

C.(E)

normunun tanimlandigi uzaydir ve bu uzay sonsuz boyutludur.

C**(E)=C**(&(E)) uzay1da ¢ ={p"} elemanlar1 i¢in sonlu

le o]

wa, o = SUP e
CHE) O<zr<z, CAE)

normuyla verilen agirlikli Hélder uzayidir.
C*(E)=C%(&(E)) uzayida ¢ ={¢"} elemanlan i¢in

T

l(,"’(E) = Sup nq’

a
O<r<ry GH(E)

le

normu sonlu olan elemanlarin olugturdugu Holder uzayidir.

Sabit 7 durumunun aksine bu uzaylar ayni uzaylar degildirler. Aslinda, tam olarak
C*(E)c C**(E)c C(E)

seklindedir.
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3.4 Operator Denklemi

(3.1) fark problemini E(7r) uzayinda bir operatdr probleme doniistiirelim. Bunun igin, 6nce,
u" = (uy,u,,u,) vektdrlerinin uzayr ExE(r) uzaymda etkiyen bir D operatSriinii

v = Dur,vk = (uk -uk_l)/’[', k=12,---,N, U, =u[i] +u

olarak tamimlayalim. Sonrada ExE(r) den E(r) uzayma, Il(y,) devam (continuation)

operatoriinii
H(uo)(upuz"”au)v)=(uoaup"’au~) (38)
kuraliyla tanimlayalim. Bu durumda (3.1) fark problemi

DIl(uyyu” + Au” = "
seklinde bir operatér probleme déniiglir. Bu problemde Au® ve ¢”

Au' = {Au‘,Au2,---,AuN % (o’ = {(p],goz,---,gpN}
bigimindedir.
(3.1) problemini £(E) uzayinda bir operatdr problem olarak ele alabiliriz. Bunun igin &(F)

uzayinda etkiyen D, II ve 4 operatorlerini, sirastyla D, IT ve A operatorlerine benzer

olarak tanimlayabiliriz. B6ylece £(E)uzayinda
Bﬁ(uo)u + Au= [0} (3.9)

operatdr problemini elde ederiz.

3.5 Fark Semalarinin Kararhilig

(3.1) operator problemi, her hangi u€ E ve ¢ € ¢(E) i¢in teklikle ¢oziilebilirdir. Bu teklikle
¢oziilebilirlik, (3.1) probleminin her 0 <7 <7, igin E(z) uzayinda teklikle ¢6ziilebilirligi
demektir. (3.1) probleminin (3.5) formuna gore ¢6ziimii, £(E)x E ’den &(E) ’ye lineer

u(p, 1) operatdriinti tanimlar.

Tanm 3.4. £(E) uzayi, C(E), C*“(E) ve C*(E) uzaylarindan biri olmak lizere, eger
u(p, u) operatorii £(E)x E 'den ¢ (E) ’ye stirekli ise, o zaman (3.1) problemi, £(E) Banach

uzayinda kararlidir denir. Bu uzaylarda lineer u(gp,u) operatoriiniin siirekliligi yerine,



28

siurhiliging, yani u(g, ) operatoriiniin bu uzaylarda kararlihik kestirimlerini gercekledigini

gOstermek aymdir.

Bu nedenle, (3.1) probleminin ¢dziimlerinin C(E), C**(E) ve C®(E) uzaylannda kararli
oldugunu gostermek i¢in, F,(E) uzayr C.(E), CS%(E) veya C;(E) uzaylarindan biri ve

0 <7 <7, olmak lizere

T

wl, oy <M+ U

kararlilik kestiriminin gerceklendigini gostermek yeterlidir. Bu kestirimdeki M degeri, u, ¢

ve 7 dan bagimsiz olmalidir.

Teorem 3.2. 7 yeterince kiigiik pozitif bir say1 olsun. O zaman (3.1) simr deger problemi

C.(E) ve C(E) uzaylarinda kararhdir.
Ispat: (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994)’te,

U Uy Au, =@, 1<k<N, Nt=1, wu,-biliniyor
T

(3.3) baslangi¢ deger fark probleminin C,(E) ve C:(E) uzaylarinda kararli oldugu;

T

U T

u

o SMIug e+ 97 [l )]s o SMlug 41107 llew )]

verilmigtir. Ayrica, (3.4) formiiliinden

Nuole <M LN+ Q" Nl )s  Nuolle< ML il +11 @7 llce s

kestirimleri elde edilir. Bu kestirimlerden

L SMU s+ gl |

7

U 4

U

CSMI e+ 9 lloegs)]

istenen kararhlik kestirimleri bulunur.,

3.6 Fark Probleminin lyi konumlanmshg

(3.1) problemini, C(£) Banach uzayinda bir operatdr problem olarak ele alalim. Eger,

u€C(E) fonksiyonu, (3.1) problemini sagliyor, _D_ﬁ(uo)u ve Au elemanlar: da herhangi
F(E) uzayma aitse, u € C(E) fonksiyonu, (3.1) probleminin bu F(E) uzayinda da bir

¢6zlimiidir denir. Eger, (3.1) probleminin, F(E) uzaymda bir ¢6ziimii varsa ¢ € F(E) ve
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ue D(A) olur.
Tanmm 3.5. Asagidaki iki kosul saglamiyorsa, (3.1) problemi, F(F) uzayinda iyi

konumlanmistir denir;

1. Herhangi ue D(A) ve ¢ € F(E) igin (3.1) probleminin F(£) uzayinda tek ¢6ziimii
vardir.

2. (3.1) problemi F(E) uzaynda kararlidir.

(3.1) probleminin F(E) uzaynda iyi konumlanmis olmas: i¢in gerek ve yeter kosul bu
problemin F,(£) uzayinda, 0 <7 <7, olan r’lar i¢gin diizglin olarak iyi konumlanmis
olmasidir. Ayrica, (3.1) probleminin F,(E) uzaymnda iyi konumlanmis olmasinin gerek ve

yeter kosulu da, M degeri u, ¢* ve 7 ’dan bagimsiz olmak iizere
1™ 0 = W Wy A Ny < MO Apt s 411 0 )] (3.10)

koersiv kararlilik kestiriminin gergeklenmesidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

(3.1) probleminin ¢6ziimleri igin

n {r_l (uk - ulg—])}iV ”Fz(E) S M[” A# ”E +” (DT ”Fr(g)]’

| {Au, }]N ”1-;(15)S M| Aull;+l ¢ Ilg(g)]

kestirimlerinin her birinden (3.10) kestirimi elde edilebilir. Bu nedenle, (3.1) probleminin
koersiv kararlilifimin gerek ve yeter kosulu bu kestirimlerden herhangi birinin

gerceklenmesidir.

Herhangi genel E uzayi ve kuvvetli pozitif 4 operatdrii igin, (2.15) lokal olmayan sinir deger
problemi, C(E) siirekli fonksiyonlar uzaymnda iyi konumlanmis degildir (Ashyralyev,
Hanalyev ve Sobolevskii, 2001). Dolayisiyla (3.1) problemi, C(e(E)) ag fonksiyonlan
uzayinda iyi konumlanmig degildir. O halde (3.1) probleminin C_(£) uzaymndaki norma gére

iyi konumlanmiglig1 7 > 0 igin diizgiin degildir. Bu da
“ ut ”K,(E) = “ {T—l(uk —uk~l)}1N ”C,(E) +“ {Auk}:v ”C,(E)

koersiv normunun 7 — +0 igin oo’a gitmesi demektir. Ote yandan, bir kestirimde normun

sonsuza gitmesi demek kestirimin kestirim olma &zelligini kaybetmesi demektir. Ancak, yine
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de, normun <« ’a dogru hangi miktarda biiyiidiigiinli gstermesi agisindan olduk¢a 6nemlidir.

Teorem 3.3. 7 yeterince kiigiik bir say1 olsun. (3.1) fark probleminin ¢6ziimleri igin

. 1
™ N, ey S M[mln{ln;,HllnH 4 “E-»El}” 0" lle, oyt 1l A1 IIE}

hemen hemen koersiv kararhiik kestirimi saglanir. Burada M deferi u, ¢° ve 7’dan

bagimsizdir.

Ispat: (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994)’te (3.3) baslangic deger fark probleminin

¢oziimleri igin 7 yeterince kiigiik pozitif bir say1 olmak tizere

. 1
2" Mg, S M{mln{ln;,lﬂlnll 4 ”E—»EI}“ @ e, i+l Aug lls]

hemen hemen koersiv kararliik kestiriminin gergeklendigi verilmistir. Bu kestirim ve -agagida

ispatlayacagimiz-

I Auy ||, < M

I Ape +min{1n%,1+|1n | 4 IIMI}IW Ik,w)}

kestirimi kullanilarak teoremin ispati tamamlanir.

I o
imdi, (3. estirimini ispatlayalim. T={7-R*'| olmak iizere,
Simdi, (3.11) kestirimini ispatlayalim. T (1 R“) Imak
B
uy =T ZR[’]“(ojz'-l-,u
=

formiiliinden

1
Auy = T{ZA R[7]_’+1¢jr + A,u}

J=1

elde ederiz. O halde,

(41 o
Il duy <\, {2 AR |, el Nl o+ 1l Ape ug}

=1
elde ederiz. 7 yeterince kiiglik bir say1 olmak {izere

T [l < M(A)

(3.11)

(3.4)

(3.12)

(3.2)
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kestirimini kullanarak
141 .

[ 4us ], < M, | D1 AR ey 7 07 e o+ 1 Akt llg (3.13)
J=1

elde ederiz. Ayrica,

NI+t |, S MA+6TY , | AT +74)* ||, < %4— k>1
T

kestirimleri kullanilarak,

|4r )|, <M mm{— 14|

F—)E

kestirimi elde edilir.

[._
J= Z (| AR

i=

» T ile gosterelim.

“E—r

41
J= ZHAR s 7= ZIIAR[ P s 7 olur.

(2P
Eger ”A“E_)E >N ise, J < Mﬁ: T<um I fiﬁ < Mlln“A"E_)E[ olur.
s=1 5T

s=1

Bger|d], <lise, J< M3 4],z <M] <M kestirimi bulunur.
s=1

E-E EsE E>E

Son olarak, eger, 1 < ||A" i SN ise; bu durumda

JSM{[N"%E]HAM ) }

s=1 '_[N E—»E ]

-1
E~E

SM{H lj ds} M(1+In|4],,)
M

kestirimi elde edilir.

Tiim bunlardan, her ti¢ durumda da gegerli olan J<M {1+|1n||A[| o I} kestirimini elde
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ederiz.
2 Y 1
Ayrica, J=ZH AR ||, __, 7 < Z-—-r < MI— ds =M InN = M In— elde edilir.
po o ST {s T
Buldugumuz bu kestirimler kullanilarak
(4] . 1
J= Z I ARG | PR - Mmin{ln——,l +|1n || 4 HEQEI} (3.14)
J=l T

elde edilir. (3.13) ve (3.14)’ten (3.11) esitsizligini elde ederiz. Boylece teoremin ispati

tamamlanmig olur.
E, =E, (A,E) semboliiile veE igin

1}, =sup A* || ACA+4)"'v |

normu sonlu olan elemanlarinin olugturdugu kesirli uzay1 gésterelim.
Teorem 3.4. 7 yeterince kiigiik bir say1 olsun. (3.1) probleminin ¢6ziimleri i¢in

S M
D g(l-a)

I Au" o™ e, +M 1 Aull,,

koersiv kararlilik kestirimi ger¢eklenir. Bu esitsizlikteki M degeri, ¢, ¢,,1<k<N,a ve 7

degerlerinden bagimsizdir.

Ispat: (3.12) formiilinden

S
Auy =T AR "0 v+ TAp = v, + TAu
=1
S
elde ederiz. Burada Av, =TY. AR*"""¢ 7 olur.
p=

Simdi, her bir terimin E, = E (4,E) uzayindaki normu igin kestirimler bulalim. (3.2)

kestiriminden

1T, ST il Apll, < M| g, (3.15)



33

elde ederiz. Simdi de E, normuna gére Av, terimi ile ilgili kestirim yazalim.

a

A(A+4)™ RUH operatorii i¢in Cauchy-Riesz integral formiiltinden,

1 zA® 1
2ri sos, (1+ Z)[%H*‘ AT+z

ACA(A+ Ay AR g =

J

Az-7A) " p,dz

elde edilir. Bu formiilde S, = {pe”,0< p <o} ve S, ={pe”,0< p <o}, 0<y <£. O halde

T [41
ACAA + A)‘1 Avy = —

27i 5,05,

zA* 1
A1+ Z)[fl“l'*‘ At+z

Az-td) oz

bulunur.

z=pe*”  ve |y |<Z, oldugu igin, 4 operatSriiniin kuvvetli pozitif bir operatér olusundan

-1

<MEy 1 4L+ "0, I,
P T T

1 . M
|At+z| Ar+p

esitsizlikleri elde edilir.

O halde,

w [4] l-a [
. B : A
| A% A(A + 4) lAvo < M|T |[1;—->1; IZ £ A1 jn /'{ -zp

° 1+ 2pcosy + p ) z

dplie” I .,

olur. Bu son kestirimde, (3.2) esitsizligini kullanarak,

[l = [A7 4@+ 4)" dv,|,
-1 ﬂ)
@® __ 1 (T a
1- 1 dp ” (0: ] ‘
(;[(1+2pcosw+p )[ (l+2pcosw+p2)7] At +p h(E.,)

< M, a] (#A)*

< d : ,
cosy § p*(Ar+p) PP T s,
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< M)

T a(l-a) o™, ) (3.16)

elde ederiz. (3.15) ve (3.16) kestirimlerinden

Il Au, [l < 1" . e, +M I gl (3.17)

M
a(l-a)
elde ederiz.

Ayrica, (3.3) baslangig deger fark problemi C(E,) uzayinda iyi konumlanmistir, 7 yeterince

kiiciik bir say1 olmak iizere

I Au” [ S 197 I e, +M 1| Aty I, (3.18)

a(l-a)

koersiv kararlilik kestirimi gergeklenmektedir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994). Bu (3.17)
ve (3.18) kestirimleri ve {iggen esitsizligi kullamlarak

M
a(l-a)

| 4u” [ < 19 e, +M 1l Apell,

elde edilir. Béylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.5. 7 yeterince kiigiik bir say1 olsun. (3.1) smir deger problemi, C2*(E) agirliklt

Holder uzayinda koersiv kararlidir.
Ispat: (3.12) formiiliinii kullanarak
Auy, = Avy +TAu

yazanz. Bu esitlikte

[4) e
Avy =T{) AR"" (g, - )T} + Py (3.19)
1

j=
Simdi de, her bir terimin normu igin kestirimler elde etmeye ¢alisalim. (3.2) yardimiyla
N TApll<UT ll;— gl Apellz < M || Ap | (3.20)

elde ederiz.

(3.19) formiilii ve (3.2) kestirimi kullanilarak
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nAvnanm_%{ZmAR“'“m_%u@ =0y lls T+l @y Il

j=1

{Z

M
1 ‘ i s 1 ’ a.a
(([ 1- j-l-l) )—a(] ) +1} e “C:‘ ®~ a-a) e ”C, ")

elde edilir.

Uggen esitsizligi, (3.20) ve bu son esitsizlik kullanilarak

I Aug [l <

M T
a(l-a) e ”c;”(s) +M A Ap (3.21)

kestirimi bulunur.

Ayrica, (3.3) baslangic deger fark problemi, C7“(E) aguhkli Holder uzayinda iyi

konumlanmigtir;

: Lo
nAuIQ”DSM{aO_¢ﬂ¢|@Hm+nA%mJ (3.22)

koersiv kararlilik kestirimi gergeklenmektedir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

Ucgen esitsizligi ve (3.21), (3.22) kestirimleri kullanilarak

M
Au' |l .. S —
1AW S s

10 Ny sy +M Nl Apt
koersiv kararlilik kestirimi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Simdi de, F,(E) uzay: olarak

T T

ﬂ¢ = H¢ H¢k+r @ u S

+
Co(r,E) C(r,E) lsks<k+rs1v

normuyla verilen C(E)= C%(7,E), 0<a <1, Holder uzaym alalim. (2.15) problemi

C*(E) uzayinda iyi konumlanmig degildir. Bu nedenle (3.1) probleminin ¢6ziimleri igin
I {z~ (uk U, 1)}1 “p(g)"' “{Auk}] ”F (£)= SMl|| Ap “E'*'” o° Il (5)]

koersiv kararlilik kestirimi ger¢eklenmez. Fakat asagidaki teoremde A,u+¢[il -p €k,
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kosuluyla, (3.1) probleminin C7 (E) Holder uzayinda koersiv kararli oldugu elde edilmistir.

Teorem 3.6. 7 yeterince kiiglik bir say1 ve Ap+@, —o, € E, olsun. Bu durumda (3.1)

problemi C?(E) Holder uzayinda iyi konumlanmigtir. C7 (E) uzayinda (3.1) lokal olmayan

sinir deger probleminin ¢dziimleri i¢in

| A0 Ty %

M .
o(-2) 10" ey *M N A+ @ - I,

koersiv kararlilik kestirimi saglanir. Bu esitsizlikteki M degeri, u, ¢,, 1<k<N, a ve 7

degerlerinden bagimsizdir.

Ispat: (3.12) formiiltinii kullanarak,

14 i,
Auy g =T Y AR (9, -, )7+ (TAu + P, —¢1) (3.23)
J=l : ¥

elde edilir.

Simdi de, her bir terimin normu i¢in kestirimler elde etmeye ¢aligalim. (3.2) yardimiyla

T

@

s (3.24)

M
elde ederiz.

Ayrica, (3.2) kestirimi kullanilarak

[ .
< I|T"E—)E ZIAR[‘] g ((oj —(9[%])
. J=

Ea

E,—E,

@

B
= .

M
< N
gl L8

elde edilir.

Uggen esitsizligi, (3.24) ve bu son esitsizlik kullanilarak

| Aus — o, ] <
< a

2(-a) 10" lla sy +M |l A,u+¢[%] o |, | (3.25)
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kestirimi bulunur.

Ayrica, (3.3) baglangig deger fark probleminin ¢dziimleri i¢in

4 ||, <

o - 10" ey +M || Aty = 1l (3.26)

koersiv kararlilik kestirimi ger¢eklenmektedir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

Ucgen esitsizligi ve (3.25), (3.26) kestirimleri kullanilarak

I Au” |

'i’(E)s a(l-a) e “C;’(E) +M | A,u+go[é] ~ % ”Ea

koersiv kararlilik kestirimi elde edilir. Bylece ispat tamamlanmis olur.

(3.26) kestiriminde 7—> 0 igin limite gegilirse, dlizgiin fonksiyonlar uzayinda, (2.15) sinir

deger probleminin kogullu iyi konumlanmighg elde edilir.

Simdi de, ¢ok noktada sinir kosulu ile verilen

V() +Av() = f(@), (0<t<LD),

v(0)=zp:c,,v(ﬂ,)+p, 0<4 <4 <..<4,

1=l

genel sinir deger problemini ele alalim. Eger,

operatdriiniin £ uzayinda sinurli tersi varsa, bu genel simr deger problemine kargilik gelen

L= +Au, =@, ¢, = f(,), 1Sk<N, Nt =],
T

p
Uy = Zciu[i,_] +u

i=1

birinci basamaktan dogruluklu Rothe fark semalarinin ¢oziimleri i¢in de bu boliimdeki

yaklagimlar kullanilarak aym sonuglar elde edilir.

3.7 Uygulamalar
Ornek 3.1.
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a(x), f(t,x) verilmis yeterince diizgiin fonksiyonlar, & = sabit > 0 ve a(x) =0 olmak lizere

Ou o’u

=_ —+0u= f(t,x), 0<t<l, O<x<l,

Py a(x)axz u=f(tx) x

Su0,x)=u(4,x)+e(x), 0<x<l1, 0<A<], (3.27)

u(t,0)=u(t,), u (t,0)=u(t]), 0<r<]

L

parabolik denklemler i¢in lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim.

¢"(x)={p"}V'" ag fonksiyonlari uzayinda

h n
.= max
" llc,= max [¢"],

10" 1|, =19 I, + max &2

ISn<n+r<M ( rz')ﬂ

normlarinin verildigi Banach uzaylarin, sirastyla, C,, C7 ile gbsterelim.

(3.27) lokal olmayan siur deger problemine kargilik gelen fark problemini olusturalim;

n+l

1 " n n 1 n n- n n
;(u,( —-u,)—a h_z(uk -2u; +u, 1)+§uk =@,

o, =f{t,.x,), a =ax,), t, =kr, x, =nh,
l1<k<N, 1sn<M-1, Nr=1, Mh=1, (3.28)
ug=u(’i]+(p”, 0<n<M, 0<Ai<l

0 _ M 1 o _ M _ M-l
u, =u,, u, —u, =u, —u, , 0Sk<N.

Ayrica,
X, h n2, .n M1
Au" (x) = {~a"D}u" +5u }1 ) (3.29)
n+1_ n n-1
A A LAV

h2
operatorlerini tammlayalim.

P’ =", ¢'—¢"=¢" —pM" kosullarim saglayan ¢"(x)={p"}; ag fonksiyonlar {izerinde

etkiyen A7u"(x) fark operatérii C, ve C/ uzaylarinda kuvvetli pozitif bir operatérdiir
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(Ashyralyev ve Kendirli, 2000; Ashyralyev ve Kendirli, 2001a; Ashyralyev ve Kendirli,
2001Db).

O halde (3.28) fark problemini, (3.1) soyut sinir deger problemine donistiirebiliriz. Bu
boliimde ispatladigimiz teoremlerle, (3.28) probleminin ¢6ziimleri i¢in agagidaki sonuglara

ulasilir.

Teorem 3.7. 7 yeterince kiigiik bir say1 olsun. (3.28) fark probleminin ¢6ziimleri agagidaki

kestirimleri saglar;
a) (@) e ey = Ml ") lee sy +1I ¢’ sl 0 <], B =0,
1 N N
b) | {{;(u: —u:-o}i”"} lcpy + DR} e
1

l T n -1
SMl[lan((oh) lk, i,y + D" 1 7 I, s

N

1 n n M-l 2, nyM-1 N
c) ”l{;(uk _uk—l)}l }1 IL',((:;,’)-"” {{D"u"}‘ }1 “C,(Cf)

MI
B1-p)

<

1@ Il g, +IADIP™ R 1y [0 < B <L,

N

d) | {{% ! -l )} “} s ez + IH{ DR /' lee )
1

< M,
Ta(l-a)

1@ Iy gy +1{DFO" N Ny |, 0<@ <1, p20.

Burada M, degeri (¢"), ¢",a ve B degerlerinden bagimsizdir.
Ornek 3.2.
Q={(x,%,,..,x,)eR": O<x, <], 1<k<n}

n-boyutlu OKlit uzayinda agik birim kiip ve bu kiipiin siirlar1 S olsun. a,(x), (xeQ) ve
S, x)(te(0,1),xQ) fonksiyonlan bilinen diizgiin fonksiyonlar, § >0 ve a,(x)>0

olmak iizere, [0,1]xQ uzayinda,
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" 2
_aLg;i)_;a,(x)%ﬂ+5v(”x) = f(,x),

{x=(x,..,x,)€Q, 0<r<], (3.30)
v(0,x) = (A, %)+ p(x), xe Q0<A<],
| v(t,x)=0, xeS, 0<r<n

r

karma tipteki ¢cok boyutlu parabolik denklemler i¢in sinir deger problemini ele alalim.

ct Q) ( B =(B,,.... B,), x € Q) sembolii ile siirekli fonksiyonlar uzayinn
l ‘fIL.&@):”fl'p(a) +Sl;£|f(x1,---,x,,)"f(x1 +hyesX, +h,)| XH h;ﬂkxfk (=%, = )%
xef2, k=1

normu sonlu olan elemanlarinin olusturdugu Banach uzayuu gésterelim. Bu ifadede ki C (§_2) ,
I/ 1| =max | f(x)]

normunun tamumlandig, Q_,, lizerinde tammlanmig biitiin siirekli fonksiyonlarin olusturdugu

uzaydir.

S bolgesinde u =0 kosulunu saglayan ve tamm kiimesi C2#(Q) olan ve C/(Q) uzayinda
etkiyen

o*u(x)
axZ

r

Au= —Zn: a,(x) +ou(x)

operatSrii kuvvetli pozitif bir operatdrdiir (Amann, 1995; Anosov ve Sobolevskii, 1972).
Qi={x=x, = ji,> 1, s J = s 5, ) 0S j, SN, AN, =Lr=1,n}
Q,=QNnQ,S, =QNS olarak tammlayalim.

Q, iizerinde tammlanan ag fonksiyonlar ¢”(x) = {p(h,j,,-+,4,j,)} uzayinda

19" I, = max " (),
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h — h R — .o
e ||<'“/’1<(T,,)_”¢ ”(‘(Q_,,)+ 5312 {|¢(xh’ ’x!n) ¢(xin+ijl’ ’xf,,+ij”)|
B
0<er <x, +Ay]r R

by, =m, h.,
1£r<n,

m, =1,2,-

x [Ty, )P x)d-x, -ay, )”'}

r=1

0<pB <1, 1<r<n),

1" Il &= (X 10" O F A B )L p <)

XeQ,

normlari ile verilen Banach uzaylarny, sirasiyla, C(Qy,), C2(Q,) ve L,(Q,) ile gosterelim.

A; fark operat6riinii,
o M-1
A;(Dh(x) = {_Z ar(le st Xy )D}i¢(le ,”'axj”)'l' 5¢(x]! 2T Xy )} (3.31)

r=|1 1

seklinde tanimlayalim. Burada

+l’.“’xjn)

1

2

Dh,(o(lea"'axj”) =?(¢(xj,a”'axj’_]’xj,“axjr
r

—2(0(le AN R LI NN LTS )+o(x 0t X XX Ty, )

x=(xj|,---,xj”)eﬁh, 1<r<n

olarak tamimlanmigtir ve ¢”(x)=0, (xeS,) seklindeki fonksiyonlar uzayinda etkiyen bir

operatordiir.

47 eliptik fark operatéri CZ (Q_h), CQ.), L,(Q,) uzaylarinda kuvvetli pozitif bir

operatdrdiir (Sobolevskii, 1971; Alibekov ve Sobolevskii, 1977; Alibekov, ve Sobolevskii,
1979).

O halde (3.30) problemine kargilik olarak,
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1[u2’ (x)—u_ ()] + A, (x) = @, (%), 9f (X)={f(t,, X))}, x€Q, 1SEkSN,
T (3.32)

Ul (x) =u["i](x)+(o"(x), xeq, 0<i<l

fark semalan elde edilir.

Bu béliimde ispatladigimiz teoremlerle, (3.32) probleminin ¢dzlimleri i¢in agagidaki sonuglar

elde edilir.

Teorem 3.8. 7 yeterince kiigiik bir sayr olsun. (3.32) fark probleminin ¢&ziimleri igin

asagidaki kararlilik esitsizlikleri gergeklenir;

108 COR T ey S MIHOE Y gy +110" ) g, b
0La<l, B=(B,B,)B 201<r<n,

a)

1 G N i ML T iy 1197 )l i )

0<a<l, 1Sp<oo,

b)

N n
c) I {% (u: (x)- uf—x (x))} IL,‘,((:@,)) +Z I {D;,u: ("')}:V IL:,(C(;‘;,,))

<M lﬂnﬁh—, e G le e +i D2 0" ()} ey bl 1=+ + o,

1 Y d '
d) “ {; (u: (x) - u:—] (x))} “C‘f (C({’, (STh)) +z “ {D}i u: (x) };V lLv;Z (Cé’[ (KT;,))
1 r=1

< M(a,ﬂ)[ll OO leaep iy + D2 P O Iy |
r=1
O<a <l,ﬂ = (ﬂp""ﬂn),ﬂ, > 0,1 <rsnm

Bu esitsizliklerdeki M, degeri {¢](x)}, ¢"(x), @, p, B degerlerinden bagimsizdir ve

M(e, B) ifadeside {p] (x)}, " (x) degerlerinden bagimsizdir.
Ornek 3.3.

a,(x), f(t,x) fooksiyonlar1 bilinen, yeterince diizgiin fonksiyonlar, § >0 olmak izere,

{0<1<1, x e R"} bolgesinde,
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ov(t, x) "v(t, x)
— 4 a(x)——2—"=+6v(t,x)= f({t,x),(05t L),
> HZ (%) oo (t,x) = f(6,x),( )

v(0,x)=v(4,x)+@(x),0<A<LxeR"|r|=7 +..+7,

(3.33)

2m-mertebeli ¢ok boyutlu parabolik diferansiyel denklemler igin lokal olmayan siur deger

problemini ele alalim.

B(&)= Y. a,(x)(i€)"..(i)" semboliiile verilen

|7]=2m

alrl
B = a(x)———
I,,;m 2 )axl"...ax;"

operatérii, R" uzayinda tanimlanmig fonksiyonlar uzayinda etkiyen ve & # 0 i¢in
0< M, |EP"S (-1)" BE)S M, |&["<o

esitsizligini saglayan bir diferansiyel operatdr olsun. Bu operatdr yardimiyla

A =B +61

diferansiyel operatoriinti tanimlayalim.

R} (0<h<hy) ag uzaym, koordinatlary

x, =mh, m, =0,£1,+2,---, 1<k<n

seklindeki, R” uzayindaki biitiin noktalarin olugturdugu uzay olarak tanimlayalim.

u”"(x) ag fonksiyonlar uzayinda,

h h
14" g, = SUPJ" ()]s
"7 xeR}

16 1, = (X [ @) Y, 15 p <o,

xeRj

u" (x)—u" ()|
u |, =lu" .+ su ]—————,OS <1
” lLﬂ(mh) ” 'L'(R,,) x,yegz, [x—ylﬂ ﬂ

X#y

normlartyla verilen uzaylan, sirasiyla, C(R}), L,(R}), C?(R}) olarak tammlayalim.

(3.34)



44

4" diferansiyel operatériint, C(R}), L,(R}), C’(R}) Banach uzaylarinda etkiyen ve
0<h<h, icin dizgiin kuvvetli pozitif bir operatdr olan 4, fark operatorii ile degistirerek,
(3.33) probleminden

Ll ) =l 0]+ A5 () = 9 (3), 96 = {30}, x € R), 1K<,
T (3.34)

Uy (x) =, (¥) + 9" (x),x e R, 0<A <]

fark semalariu elde ederiz. Bu 4; fark operator, C(R,), L,(R}), C’(R}) uzaylarninda
kuvvetli pozitif bir operatérdiir (Smirnitskii ve Sobolevskii, 1981; Smirnitskii ve Sobolevskii,
1982; Ashyralyev ve Sobolevskii, 1987).
Bu béliimde ispatladigimiz teoremlerle, (3.34) lokal olmayan simr deger probleminin
¢6zlimlerinin,
3. CHC’R}) (0<B<1/2m, 0<a<l]), C.(L,(R}) (1<p<o) normlarna gore
kararhlik,
4. C.(C(R})) normuna gore In(l/(z +h)) carpanlt, hemen hemen koersiv kararlilik,
5. C(CPR})) ve C*(C*(R})), (0< B <1/2m), 0 <a <1) normlarina gore de koersiv
kararlilik

kestirimleri elde edilir.
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4. IKINCi BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMALARININ 1Y
KONUMLANMISLIGI

Bu boliimde, (2.15) lokal olmayan simir deger probleminin yaklagik ¢éziimleri igin ikinci
basamaktan dogruluklu agikar olmayan fark semalarimin ve iyilestirilmis Crank-Nicholson
fark semalarinin Kkararlilifinmi inceleyecegiz. Ve gesitli Banach uzaylarinda, bu fark

semalarinin iyi konumlanmishgini gésterecegiz.

Genel olarak (2.15) probleminin yaklasik ¢6ziimleri igin Crank-Nicholson fark gemalarinin
kararlilik ve koersiv kararlilik kestirimleri elde edilememistir. Herhangi bir £ Banach
uzayinda homojen parabolik Cauchy problemleri i¢in  Crank-Nicholson fark semalarinin
kararlilig1 pek ¢ok aragtirmaci tarafindan ele alinmigtir. Sobolevskii, (1978) tarafindan Crank-
Nicholson fark semalannin hemen hemen koersiv kararhiigi ispatlanmistir. [Alibekov ve
Sobolevskii, (1977)] ve [Alibekov ve Sobolevskii, (1979)] aragtirmalarinda, tek bir yer
degiskenine sahip problemler i¢in daha kesin kestirimler elde edilebilmistir. [Ashyralyev,
(1991)] arastirmasinda, herbangi bir kuvvetli pozitif 4 operatdril ve herhangi £, ,(D(4) <

E,, C E) kesirli Banach uzay: igin, Crank-Nicholson fark gemalariyla ¢6ziimlerin koersiv

kararliligt gosterilmigtir. Bu ¢aligmalardan da ¢ok boyutlu parabolik denklemlerin Holder
uzaylarmmda, Crank-Nicholson fark semalariyla ¢éziimlerinin daha kesin kararlilik kestirimleri
elde edilmistir. Daha sonralar1 herhangi bir Banach uzayinda, kuvvetli pozitif 6zel operatdrler

i¢in daha kesin kestirimler elde edilmistir (Crouzeix, Larsson, Piskarev ve Thomée, 1993).

4.1 ikinci Basamaktan Dogruluklu Asikar Olmayan Fark Semalari

Tanim 4.1.

i
U — Uy

T4 7A
+ A + 7)uk =(I+ 7)%,

0, = f(t, -\t = kr,1 <k <N,Nr=],

2
ﬁ A P @4.1)
Uy =(1-(A- [;]r)A)u[i] +u+(A- [—;]r)qo[i], <2,

y=(I—-ADuy + u+Ap, A<

fark semalarina, (2.15) lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢6ziimleri igin ikinci

basamaktan dogruluklu asikar olmayan fark semalar: denir.
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{4.1) probleminden

u, = Du, + [Z] DR (I + —;—A)qojr ,D=(I+td+ %)“ ,1<k< [—ﬂ 4.2)
ol
formiilii elde edilir. Problemdeki sinir kosullar1 yardimiyla
Uy = %A"u +A7p, A<r, 4.3)
AL T A
uy,=T{(I-(A-[ ]T)A),Z:I: D1 +§A)(ojr +(A _[?]T)gpl—fl +u}, <4,

7T

(z4)’

T=(U-(I-(A- [%]T)A)D‘fl)-', D=(+td4+ )7,

bulunur. (4.2), (4.3) formiillerinden, #, 'nin @ ve u ’ye gore, teklikle ¢oziilebilirligi ve

lineerligi elde edilir.

Lemma 4.1. (Ashyralyev, 1987; Ashyralyev, 1988)
V() +Av(t)= f(t), 0<t<], v(0)=v, 4.4)
baslangig deger probleminin yaklagik ¢6ztimleri i¢in

Ye T | gp 47y, - (1+f£)¢k’
7 : : (4.5)

0 =St ~2), ty =ke, 1SKSN, Nr =1, =v,

ikinci basamaktan dogruluklu asikar olmayan fark semalari,

195l ey < M {1121 1 + 1107 L, sy | (4.6)
ve
1 ey S M1 T 1107 e | @7

kararlilik kestirimlerini gerceklemektedir.

Teorem 4.1. 7 yeterince kiigik bir sayr olsun. (4.1) fark gyemalani C (E) ve C7(E)

uzaylarinda kararlidir.
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ispat.

[Ashyralyev, (1983)] ve [Ashyralyev, (1985)] makalelerinde,

(ke A)* D ||,_,< M, 0<a<l, k21, 4.8)
2
| D" —exp{~t, A} ||, < Aj—f, k>1, (4.9)
k
(I —exp{-A4})" |, < M() (4.10)

kestirimleri ispatlanmistir. Bu kestirimler ve
T —(I—-exp{-A4})" = —exp{-14})™
(1= (1 - (=[P (- G- a)D? - exp(-14)
formiiliinden,
171, < M(A) (4.11)
elde edilir.
(4.3) formiiltindeki terimlerin normlari i¢in (4.8)-(4.11) kestirimleri kullanilarak
2t 1< M1l + 119 Ny ) (4.12)

kestirimi bulunur.

(4.6) ve (4.12) kestirimlerinden
1 Y ey < M 221l + 119 N sy |

kararlilik kestirimi elde edilir. Bu da (4.1) smur deger fark probleminin C,(E) uzayinda

kararli olmasi demektir. Aym yontemle (4.1) smir deger 