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OZET

KESIRLi MERTEBEYE SAHIP DIFERANSIYEL-CEBIRSEL DENKLEMLERIN
NUMERiIK COZUMLERI

Birol iBiS

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof.Dr. A.Goksel AGARGUN

Bu calismada, kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler icin nimerik
¢O0zim yontemleri gelistirilmistir. Tez yedi bélimden olusmaktadir. Birinci bélimde
daha &nce yapilmis olan ¢alismalar kisaca ele alinmistir. ikinci béliimde calismanin
diger boélimlerinde kullanilan bazi tanimlar ile teoremlere yer verilmistir. Ugiinci
bolimde diferansiyel-cebirsel denklemler ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Dordinci
bolimde diferansiyel-cebirsel denklemler icin uygulanmis olan nimerik ¢6zim
yontemlerinden Diferansiyel Donlsim Metodu, Adomian Ayrisim Metodu,
Varyasyonel iterasyon Metodu ile Kuvvet serileri ile ¢6ziim metodu verilerek bir test
problemi lzerinde bu metodlar uygulanmistir. Besinci boliimde ise kesirli mertebeye
sahip diferansiyel-cebirsel denklemler ele alinarak bu denklemler i¢cin niimerik ¢6zim
metodlari gelistirilmistir. Altinci bolimde ise gelistirilen nimerik ¢6zim metodlar
cesitli test problemlerine uygulanarak sonugclar karsilastiriimistir. Son bélimde ise
uygulanan nimerik metodlardan elde edilen sonuglar yorumlanip Oneriler
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel-cebirsel denklemler, kesirli mertebeye sahip
diferansiyel-cebirsel denklemler, Differensiyel Donisim Metodu, Kesirli Diferansiyel
Donlisim Metodu, Adomian Ayrisim Metodu, Varyasyonel iterasyon Metodu, Kesirli
Kuvvet Serileri.
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC
EQUATIONS

Birol iBiS

Department of Mathematics
Ph.D. Thesis
Advisor: Prof. Dr. A.Goksel AGARGUN

In this study,We developed numerical solution methods fort he fractional differential-
algebraic equations. The thesis is made up of seven sections. In the first section, The
studies that has been done previously are expressed briefly. In the second section, the
definitions and theorems that will be used later are given. In the third section general
information about the fractional differential-algebraic equations is given. In the fourth
section, among the numerical solution methods applied for differential-algebraic
equations, Fractional Differential Transform Method, Adomain Decomposition
Method, Variational Iteration Method and Fractional Power Series Method are
explaided and applied to a test problem. In the section five, fractional differential-
algebraic equations are investigated and numerical methods are developed. In the
section six, developed numerical solutions are applied to various test problems and the
results are compared. In the last section, the results taken from numerical methods
are commented and suggestions presented.

Anahtar Kelimeler: Differential-Algebraic Equations, Fractional Differential-Algebraic
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BOLUM 1

GIRIS
Yapmis oldugumuz doktora tez c¢alismasinda, kesirli mertebeye sahip diferansiyel-
cebirsel denklemlerin nimerik ¢éziimlerinin bulunmasi amaglanmistir. Genel olarak,
cesitli muhendislik bilimleri, doga bilimleri (fizik, kimya v.b) gibi uygulamali bilim
dallarinda ortaya ¢gikan matematiksel modellemelerde karsilasilan problemler adi/kismi
diferansiyel denklem, diferansiyel-cebirsel denklem icermektedir. Elektrik devre
tasarimi, matematiksel modelleme teorisi, bilgisayar destekli tasarim (CAD/CAM),
mekanik sistemlerin similasyonu, glg sistemleri, kimyasal islemlerin simiilasyonu ve
optimal kontrol gibi problemlerin matematiksel modellemelerinde diferansiyel-cebirsel
denklemler dnemli bir rol oynamaktadir. Bu tip diferansiyel denklemlerin ¢6zim igin
literatlrde bircok farkli yontem gelistirilmistir. Uygulamali bilim dallarinda karsilasilan
problemlerin matematiksel modellemelerinde lineer problemlerden ziyade lineer
olmayan problemlerin ortaya ¢ikmasi, problemlerin ¢éziimlerinin analitik bicimde elde
edilmesini daha da zorlastirmaktadir. Bu ise diferansiyel denklemlerin agik
¢Ozlimlerinin veya herhangi bir baska yontem kullanilarak nimerik ¢ozimlerinin
bulunmasi sorununu ortaya c¢ikarmistir. Bu sorun nimerik ve yaklasik ¢6zim
yontemlerinin gelistiriimesini daha da o6nemli kilmaktadir. Nimerik yéntemler son
zamanlarda teorinin pratikte uygulanabilirligi bakimindan ¢ok 6nemli rol oynamaktadir.
Hizli bilgisayarlarin varhgi, uygulamali bilim dallarinda ortaya ¢ikan karmasik
problemlerin nimerik yontemlerle daha hizli ¢ozilmesine imkan vermektedir. Bugline
kadar birbirlerinden farkl bircok nimerik yontem ortaya konmustur. Bilgisayar
teknolojisinin hizla gelismesi ile birlikte nliimerik yontemlerin bilgisayar ortaminda

uygulanabilirligi de artmistir. Basit bir algoritmayla ¢ok daha hizli sonucglanan, hem



lineer hemde lineer olmayan problemlerin ¢éziiminde kullanilabilen metotlar ortaya

konmustur.

1.1 Literatiir Ozeti

Diferensiyel-cebirsel denklemlerin nimerik ¢oziimleri igin ilk genel teknik 1970 yilinda
Gear tarafindan ele alinmistir. Gear, slresiz network analizi ve siirekli sistem
similasyonunda ortaya ¢ikan diferansiyel-cebirsel denklemleri inceleyerek

siniflandirmig ve ¢dziimlerini incelemistir [1].

Petzold, diferansiyel-cebirsel denklemlerin adi diferansiyel denklemlerden farkli

oldugunu ortaya koymustur [2].

Gear ve Petzold, adi diferansiyel denklemler icin gelistirilmis nimerik yontemlere gére
diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢o6zilebilirlikleri incelemis, siniflandirmis ve

¢ozulememe durumlarini ortaya koymuslardir [3].

Brenan, Campbell ve Petzold, elektrik akiminin similasyonu, kimyasal reaksiyonlar gibi

matematiksel modellemelerde ortaya gikan
M@y =f(ty), te[ab]

seklindeki diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢6ziimiyle ilgilenmislerdir [4].

Hairer, Lubich ve Roche, Runge-Kutta metodunu kullanarak diferansiyel-cebirsel
denklemlerin nimerik ¢ozimleriyle ilgili calisma yapmis ve bu tip denklemleri ¢6zmek

icin baslangig/sinir deger metotlarini sunmustur [5].

Ascher ve Spiter, siralama (collocation) metodunu kullanarak sinir degerleri verilmis

diferansiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmuslerdir [6].

Lucht ve Strehmel, sabit katsayil lineer kismi tiirevli diferansiyel-cebirsel denklemlerin
indeksleri, baslangic ve sinir deger tutarlliklari, ve nimerik ¢ozliimleri {zerine

calismalar yapmuislardir [7],[8],[9].

Martinson ve Barton, kismi tiirevli diferansiyel-cebirsel denklemlerin karakteristik

analizi ve diferansiyel indeks tizerine calismislardir [10],[11].



Miler, diferansiyel-cebirsel denklemlerle modellenmis dinamik sistemin iyi yonleri

(pros) ve koti yonleri (cons) ile ilgili bir calisma yapmistir [12].

Celik ve Bayram, diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢6ziimiinde Pade yaklasimini

kullanmiglardir [13],[14],[15].

Ayaz, diferansiyel donisiim yontemini kullanarak, diferansiyel-cebirsel denklemler igin

yeni bir nimerik yaklasim ortaya koymustur [16].

Celik ve Yeloglu, Diferansiyel-cebirsel denklemlerin Chebyshev serileri yardimiyla

nimerik ¢6zim Gzerinde ¢alismalar yapmislardir [17].

Kiziloglu, Adomian ayristirma metodunu kullanarak diferansiyel-cebirsel denklemlerin

nimerik ¢6zim Gzerinde ¢alismalar yapmistir [18].

Debrabant ve Strehmel, lineer kismi tirevli diferansiyel-cebirsel denklemlere

uygulanan Runge—Kutta metodunun yakinsakligini incelemislerdir [19].

Guzel ve Bayram, Pade yaklasimini yiksek indeksli diferansiyel-cebirsel denklemlere

uygulamislardir [20].

Hosseini, Adomian ayrisim metodununu lineer ve lineer olmayan diferansiyel-cebirsel

denklemlere uygulamistir [21],[22].

Liu ve Song, diferansiyel donlsim metodunun, 2-indeksli diferansiyel-cebirsel
denklemlere  uygulanabilirligini,  3-indeksli  diferansiyel-cebirsel  denklemlere

uygulanamadigini ortaya koymuslardir [23].

Diferansiyel-cebirsel denklemlerin nimerik ¢éziimleri lzerine yapilan ¢alismalarin yani
sira Campbell ve Marz lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin indeksi ve
¢Ozllebilirligini incelemisler, Hosseini de lineer Hessenberg sistemleri icin indeks

indirgeme metodu ortaya koymustur [24],[25],[26],[27].

Mertebesi tamsayl olmayan, yani kesirli mertebeye sahip tiirev ve integralle, teoride
cok eskiden beri bilinmesine karsilik fizik, kimya ve muihendislik alanlarindaki
uygulamalariyla son donemlerde siklikla karsilasilmaktadir. Son zamanlarda kesirli
mertebeye sahip diferansiyel denklemlerin c¢o6zilebilirlikleri icin bircok c¢alisma

yapiimistir. Kesirli mertebeye sahip diferansiyel denklemlerin ¢oéziimlerinde oOzellikle



Laplace ve Fourier dontsimleri gibi bir¢cok analitik yaklasimlar ortaya konulmustur.
Ancak bu yontemler, lineer ve sabit katsayili problemlerin ¢6ziimlerinde daha cok ise
yaramaktadir. Fakat uygulamalarda karsilasilan kesirli mertebeye sahip diferansiyel
denklemler lineer veya sabit katsayili olamayacagl gibi tam ¢ozimlerinin de
bulunamamasi matematikgileri yeni yontemlerin gelistiriimesine sevk etmistir. Son
donemlerde yapilan galismalarda, Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM), Homotopy
Perturbasyon Metodu (HPM), Homotopy Analiz Metodu (HAM), Adomian Ayrisim
Metodu (ADM) ve Diferansiyel Donisim Metodu (DDM) gibi yaklasik ¢6zim

yontemlerine agirhk verilmistir.

Arikoglu ve Ozkol, kesirli mertebeye sahip diferansiyel denklemler icin diferansiyel

donlisim metodunu tanimlayarak bu denklemlere uygulamislardir [28].

Momani ve Al-Khaled, ayrisim (decomposition) metodunu kesirli mertebeye sahip

diferansiyel denklem sistemleri icin uygulamislardir [29].

Odibat ve Momani, varyasyonel iterasyon metodunu kesirli mertebeye sahip

diferansiyel denklemlere uyarlamislardir [30].

Adomian ayrisim metodunu; Ray ve Bera, kesirli mertebeye sahip lineer olmayan
diferansiyel denklemeler igin; Hu,Luo ve Lu ise kesirli mertebeye sahip sabit katsayili

lineer diferansiyel denklemler icin uygulamislardir [31],[32].

Abdulaziz, Hashim, ve Momani, Homotopy analiz metodunu, kesirli mertebeye sahip
baslangic deger problemlerine, Ganjiani ise kesirli mertebeye sahip lineer olmayan

diferansiyel denklemlere uygulamistir [33],[34].

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler icin niimerik
¢O0zim yontemlerinin gelistirilmesi amaglanmistir. Zurigat, Momani ve Alawneh,
yayinladiklari makalede kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemleri
tanimlamislar ve bu denklemler icin Homotopy Analiz Metodunu (HAM) gelistirerek
elde edilen sonuglari yayinlamislardir [35]. Bu tezde, Kesirli Diferansiyel Donlsim
Metodu (KDDM), Adomian Ayrisim Metodu (AAM), Varyasyonel iterasyon Metodu

(VIM) ve Kesirli Kuvvet Serileri ile Cozim yoéntemleri Kesirli mertebeye sahip
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diferansiyel-cebirsel denklemler igin  gelistirilerek uygulanmigtir.  Gelistirilen
yontemlerden elde edilen sonuglar kendi aralarinda ve Homotopy analiz metodu ile
karsilastirilmis ve yakin sonuclar elde edilmistir. Uygulanan ydntemlerden, Kesirli
Diferansiyel Donlisim Metodunun, diger metodlara gore ¢6ziime daha kolay ulastigi
gorllmustir. Fakat bu yontemin uygulanamadigl problem tipleri icin diger yontemlerin

uygulanabilirligi gozlemlenmistir.

1.3 Hipotez

Kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler i¢in yaklasik ¢c6ziim yontemleri
arastirilmis ve bu tip denklemlere uygulanmistir. Elde edilen sonuglar, Kesirli
Diferansiyel Donlisim Metodu (KDDM), Adomian Ayrisim Metodu (AAM), Varyasyonel
iterasyon Metodu (ViM) ve Kesirli Kuvvet Serileri ile Coziim yodntemlerinin Kesirli

mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulanabilirligi ortaya konmustur.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Uygulamali bilim dallarinda karsilagilan matematiksel modellemelere ait problemler
genel olarak adi diferansiyel denklem, kismi diferansiyel denklem, diferansiyel-cebirsel
denklem ve son zamanlarda da kesirli mertebeli diferansiyel denklem olarak karsimiza
cikmaktadir. Bu tip denklemlerin analitik ¢6zliimleri denklemin vyapisina gore
degismektedir. Ozellikle analitik olarak ¢6zimi mimkiin olmayan denklemlerin
nimerik ¢oézUmlerinin arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin gelismesine
biyik katki saglamistir. Bu bélimde tezimizde sik kullanilan bazi temel tanim ve
teoremler verilecektir. Burada yer verilen bazi teoremlerin ispatlari, literatlirde ayrintih

bir sekilde verildigi icin ayrica yapilmamistir.

Tanim 2.1 Bir bagimsiz degisken ile bagimh degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tirevlerini iceren denkleme diferansiyel denklem denir. Bu tlr

denklemler genel olarak

f Y, Y, y™)=0 (2.1)

seklinde ifade edilir. Burada y(”), y’nin x’e gore n-inci mertebeden tirevini temsil

etmektedir. (2.1) denklemi y(”) ‘ve gore ¢ozilduginde
y© =gy, Y,y YY) (2.2)

elde edilir. Bu denklem (2.1) diferansiyel denkleminin agik formda yazilmis seklidir.



Tanim 2.2 Yy +p L (X)Y" ™+ + p(X)Y + P (X)y =r(X) (2.3)

seklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem denir. Burada, esitligin sag

tarafindaki r ve sol tarafta ki p,, p,.. p,, katsayilari X degiskenine baghdir.
Tanim 2.3 m -inci dereceden bir

f(X)=ax"+ax" +..+a, x+a, (2.4)

polinomun sifira esit kilinmasiyla elde edilen

f(x)=ax"+ax" +..+a,,x+a,=0 (2.5)

ifadesine cebirsel denklem, pozitif m tamsayisina da (2.5) denkleminin derecesi denir.

f(x) polinomunda f(x)=0 denklemini saglayan X, degerlerine denklemin koku

denir.

Tanim 2.4 Eger f(x) fonksiyonunun X, =C de her mertebeden tiirevi varsa, f(x)

fonksiyonu
B , f"(c) 2 f™(c) n
f(x)=f(c)+ f'(c)(x—c)+ 1 (x—c) +...+T(x—c) +... (2.6)
seklinde yazilabilir. (2.6) ifadesinden elde edilen
w f(”)(c) ]
f(x)=> (x—c) (2.7)

toplamina x, =c noktasinda f(x) fonksiyonunun Taylor serisi adi verilir. Eger (2.7)

denkleminde ¢ = O alinirsa

8

(0
fx)=> fk" (2.8)

n:

toplamina f(x) fonksiyonunun Maclaurin serisi adi verilir.

Tanim 2.5 Leopold Kronecker tarafindan tanimlanan asagidaki fonksiyona Kronecker-

Delta fonksiyonu denir.



Ll
=1 ' 2.9)
0 i#

Tanim 2.6 (Gamma Fonksiyonu) n> 0 igin,

r'(n)= T X" e ~*dx (2.10)

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonunun bazi

Ozellikleri asagida verilmistir.

1. I'(n+)=n-I'(n),n>0vel'(n+)=n!,n=012,.. (2.112)
1
2. F(Ej=\/; (2.12)
3 r(n)=r(nn+1), <0 (2.13)
4. T(p)Tl-p)=—2—,6 0<p<1l (2.14)
sin pr
5. 22X‘1F(x)1“(x + %) =7 -T(2x) (2.15)

Tanim 2.7 (Beta Fonksiyonu) Beta fonksiyonu iki degiskenli bir fonksiyondur ve

asagidaki sekilde tanimlanir,

B(X, y)=ItX’l(1—t)y’1dt, x>0, y>0 (2.16)

Beta fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

1. Bxy)=p(y.% (2.17)
2. B(xY) =% (2.18)



* Ustel

Tanim 2.8 (Mittag-Leffler Fonksiyonu) Mittag-Leffler fonksiyonu e
fonksiyonunun genellestirilmis halidir ve kesirli analizde (fractional calculus) 6nemli bir
rol oynar. Mittag-Leffler fonksiyonu tek degiskenli ve iki degiskenli olmak Ulizere

asagidaki gibi kuvvet serileri yardimiyla tanimlanir.

E,(x)= Z(;F(ak+l) a>0 (2.19)
E.;(X) :;r( 7 a,p>0 (2.20)

Tanim 2.9 (Mellin-Ross Fonksiyonu) Mellin-Ross fonksiyonu E,(v,a) asagidaki gibi

tanimlanir.

E (v,a) =t"e*T"(v,1) (2.21)

Ayrica Mellin-Ross fonknsiyonu,

& (ab)”

E (v,a)= tzr(k+ i) t'E, .. (at) (2.22)

seklinde de ifade edilebilir.

Tanim 2.10 ( Dirichlet’s Formulii) h( X, y surekli bir fonksiyon ve z,v>0 olmak

Uzere,

[ &= "ax] (x=y)"*h(x, y)dy = [dy[ (t =x)**(x= )" *h(x, y)dx (2.:23)

Eger h(x,y)=g(x)f(y) ve g(x)=1 alinirsa,

[ =3 dx] (x=y)" £ (n)dly = B W) | (£ =) F (y)dy (2.24)

elde edilir. Burada /8, beta fonksiyonunu ifade etmektedir.

Tanim 2.11 x>0ve f(x) reel fonksiyonu igin fl(x)eC[O,oo) olmak uzere

f(x)=x"f,(x) olacak sekilde bir p>u, (£eR) reel sayisi varsa f(x) reel



fonksiyonuna C, uzayindadir denir. Eger ne N ve £ eC, ise f(x) fonksiyonuna

C,, uzayindadir denir.

Tanim 2.12 (Riemann-Liouville integral operatérii) Bir f €C , x> -1 fonksiyonu igin

a >0 mertebeli J; Riemann-Liouville integral operatord,

J:ﬁf(x):ﬁj(x—t)“lf(t)dt, X>a, (2.25a)

J2f(x) zﬁi(t—x)“‘lf(t)dt, x<a, (2.25b)

seklinde tanimlanir. Ozel olarak Riemann-Liouville integral operatériinde a =0 igin,

J2F(x) = f(x) (2.26)

elde edilir.

Teorem 2.1 Riemann-Liouville integral operatoéri icin asagidaki 6zellikler gegerlidir.

1 38 F()=3035F(0) =5 F(X), & p>0, feC,, u>-1, (2.27)

I'(y+1)

2. Ji(x—a) =
INa+y+1)

‘(x—a)*”, a>0,y>-1 x>0 (2.28)

Tanim 2.13 (Riemann-Liouville Kesirli Turevi) Bir f(x) fonksiyonunun « -mertebeli
Riemann-Liouville kesirli tlirevi Riemann-Liouville integral operatéri yardimiyla

tanimlanir. m—1<a <m, me Z"ve X > X, olmak tzere,
dm
Dy f(x)=D"| ,D,™f(x) [=D"| I (x) |=—| I f(x 2.29
D F()=D"[ D™ (0 [=D"[ I (9 = [ I ()] (2.29)

esitliginde Riemann-Liouville integral operatéri yardimiyla verilen Riemann-Liouville

kesirli tirevi (2.25)'den,

d m
dx™

_ 1
I'm-a)

a m 0 m-a-1 1 h m-a-1
an f (X) =D ( -!:(X—t) f (t)dtj: m (:!: (X—t) f (t)dt] (2.30)

10



seklinde de ifade edilebilir.

Tanim 2.14 (Caputo Kesirli Turevi) Bir f(x) reel degerli fonksiyonun « -mertebeli

Caputo kesirli turevi, f e C7igin,

DI () =3I T ()], (2.31)
veya,
— L=t O dt,m—1<a <m, meN
a r(n_a)
DI (X)= a (2.32)
dm
f(x M=«
dx" 9
seklinde tanimlanir.
Teorem 2.2 Caputo kesirli tlirevi icin agsagidaki 6zellikler gegerlidir.
1. DXJ“f(x)=f(x) (2.33)
m-1 Xk
2. JDIF) =)=, f<k’(0*)m,x>o, n-l<a<nneN (2.34)
k=0 .
3. DI (AT (X)+ 1g(x)) = ADS T (x) + uDIg(X), A, u birer sabit. (2.35)
4. DDff(x)=D*f(x), a,BeR", (2.36)
0 ,yeNu{O}ve y<n
5. D (x") = 2.37
) Mx”‘,yeNveyvaeya yeNvey>m ( )
I'y+1l-«)

Tanimlardan da gorilecegi gibi kesirli mertebeden bir tlrevi elde etmek icin Caputo
kesirli tlrevinde ilk oOnce adi tirev, daha sonra kesirli integral islemleri
uygulanmaktadir. Riemann-Liouville kesirli tlirevinde ise bu islemlerin sirasi yer
degistirmistir.

Teorem 2.3 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) O<a <1 igin f(X)eC[a,b]

ve D] f(x) e C(a,b] olsun. Bu durumda,

11



f(x)=f(a)+ (Df f)(&)-(x-a)" (2.38)

I'()

olur. Burada, ¥x e (a,b] i¢in a<&<x ve D;, a -mertebeli Caputo kesirli tirevdir.

ispat (2.25a) ve (2.34) den

(J2DZ £)(x) =$I(x—t)al(D§’ f )t (2.39)

integral ortalama deger teoreminden,

(JZD;”f)(X)=$(D§’)(§)I(X—t)“’ldt=$(fo)(é)-(X—a)“, 0<E<x (2.40)

elde edilir. Diger taraftan, (2.34) den,

(J2D; 1)) =T() - f(a) (2.41)

olur. (2.39) ve (2.41) den (2.38) elde edilir. & =1 olmasi durumunda genellestirilmis

ortalama deger teoremi klasik bilinen ortalama deger teoremine dénusur.

12



BOLUM 3

DIFFERANSIYEL-CEBIRSEL DENKLEMLER

Mekanik sistemlerin simuilasyonu, gli¢ sistemleri, kimyasal islemlerin similasyonu,
optimal kontrol, elektrik devre tasarimi, molekiler dinamik gibi uygulamali bilimlerde
karsimiza ¢ikan matematiksel modelleme problemlerinin bazilari diferansiyel-cebirsel
denklem seklinde oldugu goriilmektedir. Son yillarda yapilan arastirmalar, diferansiyel-
cebirsel denklemlerin nimerik ¢6ziim yontemleri Gizerinde yogunlasmistir. Diferansiyel-
cebirsel denklemlerin nimerik ¢6zliimleri igin ilk genel teknik 1970 yilinda Gear
tarafindan verilmistir [1]. Daha sonra arastirmacilar tarafindan pek ¢ok yontem
gelistirilmistir. Hairer, diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢6zimi igin Runge—Kutta
yontemini kullanmistir [5]. Ascher ve Spiter, sinir degeri verilmis diferansiyel-cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii icin siralama (collocation) yontemini kullanmislardir [6]. Celik ve
Bayram, diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢ozimiinde Pade vyaklasimini
kullanmiglardir [13],[14],[15]. Ayaz, diferansiyel donisim yontemini diferansiyel-
cebirsel denklemlere uygulamistir [16]. Glzel ve Bayram, Pade yaklagimini yliksek
indeksli diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulamislardir [20]. Hosseini, lineer ve
lineer olmayan diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢6zimi i¢cin Adomian ayristirma
yontemini kullanmistir [21],[22]. Liu ve Song, Adomian ayristirma yontemini yliksek
indeksli diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulamislardir [23]. Diferansiyel-cebirsel
denklemlerin niimerik ¢6zimleri Uzerine yapilan g¢alismalarin yanisira Campbell ve
Marz, lineer ve lineer olmayan diferansiyel-cebirsel denklemlerin indeksi ve
¢Ozilebilirliklerini incelemisler; Hosseini de yiiksek indeksli diferansiyel-cebirsel

denklemlerde indeks indirgeme icin bir yontem sunmustur [24],[25],[26],[27].
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3.1 Diferansiyel-Cebirsel Denklemler

Tanim 3.1.1 Diferansiyel-cebirsel denklem sistemi baslangic degerleri ile birlikte

F(t, y(@), y'(t)=0 (3.1a)
yt) =Yo» Y(t) =V, (3.1b)
formundadir. (3.1a) denklemine kapali (implicit) diferansiyel-cebirsel denklem denir.

Burada FeR",y e R" ve t € Rdir.

Ay’ + f(y,t)=0 (3.2a)

Y(t)=Yo, Y{t) =¥ (3.2b)
denklemine lineer kapali diferansiyel-cebirsel denklem denir. Diferansiyel-cebirsel
denklemi agik formda,

F(y,y,x,t)=0 (3.3a)
G(y,x,t)=0 (3.3b)

seklinde vyazilabilir. (3.3) denklem sisteminin (3.3b) kisminda goérilduga gibi
diferansiyel-cebirsel denklemler Uzerinde cebirsel kisitlamalar vardir. Burada

y diferansiyel degisken ve X de cebirsel degiskendir. Eger (3.1) denklem sistemi n-

tane denkleme sahip ve p-tanesi diferansiyel degisken ise (n-p) tanesi cebirsel

degiskendir.

3.2 Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin indeksi

indeks kavrami, diferansiyel-cebirsel denklemlerin davraniglarinda ve

siniflandirilmasinda énemli bir rol oynamaktadir. indeks tanimini vermeden énce

X' = f(x,y,t) (3.4a)

0=g(x,y,t) (3.4b)
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ifadesini géz 6nlne alalim. Diferansiyel-cebirsel denklemin bu sekilde yazilisina yari—

acik form denir.(3.4b) denkleminin t ye gore tirevi alindiginda,

X = f(x,y,t) (3.5a)
g, (% y, X' +g,(x, y,t)y =-g,(x, y.t) (3.5b)

denklem sistemi elde edilir. Eger g, nonsingller ise (3.5) sistemi adi diferansiyel

denklem sistemine indirgenir ve bu durumda diferansiyel-cebirsel denklemin
indeksinin 1 (bir) oldugu soylenir. Eger (3.5) sistemi adi diferansiyel denklem sistemine
donlismezse bazi matematiksel islemler ve koordinat degisiklikleri yardimiyla adi
diferansiyel denklem elde edilmeye calisilir. Eger acik formda adi diferansiyel denklem
elde edilirse, (3.4) sisteminin indeksi 2 (iki)’dir denir. Eger elde edilen yeni sistem de
acitk formda yazilmis adi diferansiyel denklem degilse isleme acgik formda yazilmis adi
diferansiyel elde edilinceye kadar devam edilir. Bu sirada yapilan tiirev alma sayisina

sistemin indeksi denir.

3.2.1 Tanim (3.1a) diferansiyel-cebirsel denkleminin y' diferansiyelini olusturabilmek

icin denkleminin hepsinin veya bir kisminin t ye bagh minimum tirevlenebilme sayisina

(3.1a) denklem sisteminin indeksi denir [4].

3.3 Sabit Katsayili Lineer Diferansiyel-Cebirsel Denklemler
Ave B mxm tipinde iki matris olmak Uzere,
AX'+Bx=f (3.6)

sabit katsayili lineer diferansiyel-cebirsel denklem sistemi olsun. A kompleks

parametre olmak lzere, AA+ B matrisine matris kalemi denir. Burada, P ve Q mxm
tipinde nonsingliler matrisler olmak lizere, X=Qy doénlsimi yapilir ve (3.6)

denkleminin her iki yani P matrisi ile ¢arpilirsa,

PAQy' + PBQy= Pf (3.7)

elde edilir. Boylece yeni matris kalemi APAQ+ PBQ olur.

Eger AA+ B nin determinanti sifirdan farkl ise, matris kalemi regiilerdir.
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3.3.1 Teorem Eger AA+B kalemi regiler ise, o zaman AX +Bx=f sistemi

¢Ozllebilirdir [4].

3.3.2 Teorem AA+ B kalemi regiiler olsun. N nilpotentlik derecesi k olan nilpotent
matris (N* =0 ve N*? =0 ise N ye nilpotent matris ve k ya da nilpotentlik derecesi

denir) ve | birim matris olmak Uzere,

| 0 C 0
PAQ{O N}, PBQ{O J (3.8)

olacak sekilde P ve Q nonsingliler matrisleri vardir [4].

Burada N =0 ise k=1 dir. Ayrica A nonsingiiler ise PAQ=1,PBQ=C, k=0 olarak
alinabilir.  det(1A+B) sabit ise, (3.8) ifadeleri PAQ=N,PBQ=1 seklinde

dizenlenebilir. N nin nilpotentlik derecesi AA+ B kaleminin indeksi, dolayisiyla

diferansiyel-cebirsel denklemin indeksidir.

Teorem 3.3.2'yi saglayan P ve Q matrisleri (3.6) denklemine uygulanirsa, (3.6)

denklemi (3.7) denklemine donisiir. (3.7) denklemi (3.8) formunda yazilirsa,

y +Cy, =1 (3.9)
Ny, +y, = f, (3.10)

sistemi elde edilir. (3.9) denklemi bir adi diferansiyel denklemdir ve herhangi bir f, ve

baslangic¢ degeri icin bir ¢oziim vardir. (3.10) denklemi,

(ND+1)y, =1, (3.12)

seklinde yazilabilir (D =d/dt). Buradan fz(i) =d'f,/dt' ve (ND) =0 olmak uzere

(3.11) denklemi,

=~

-1 o .
Y, =(ND+1)"f,=> (-1 N'f," (3.12)

Il
o

seklinde ¢oziilebilir. Bu ifade daha acik bir sekilde yazilacak olursa,
y, = f, — Nf/+ N2 f/— (D)< Nk, (3.13)
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denklemi elde edilir. Buradan agik formda yazilmis adi diferansiyel denklem elde etmek

icin (3.13) ifadesinin tirevini alindiginda,

v, = £/ = Nf/+ .. (-1 NF 0 (3.14)

denklemi elde edilir. Buradan adi diferansiyel denklem elde edebilmek igin sistemin k
defa tlrevinin alinmasi gerektigi sonucuna varilir. Yani diferansiyel cebirsel denklemin

indeksi k dir.
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BOLUM 4

DIFERANSIYEL-CEBIRSEL DENKLEMLER iCiN YAKLASIK COZUM
METODLARI

4.1 Diferansiyel Doniisim Metodu (DDM)

Bu bolimde, Diferansiyel Donlisim Metodunun (DDM) tanimi ve genel 6zellikleri ifade
edilecektir. Diferansiyel Donlsim Metodu, diferansiyel denklemlerin cebirsel
denklemlere donustirilerek ¢6zilmesini igermektedir. Diferansiyel denklemleri
cebirsel denklemlere donistiren baska yontemler var olmakla birlikte ¢alismalar
gostermistir ki, diferansiyel donlisiim yontemi bu yontemlere nazaran cok daha iyi
sonuclar vermektedir. DDM ilk olarak 1986 yilinda Zhou tarafindan elektrik devre
analizinde karsilagilan lineer ve lineer olmayan baslangi¢c deger problemlerini ¢6zmek
icin kullanilmistir [36]. Bu tip problemler icin kapali seri ¢6ziim formlari elde edilerek
gelistirilmistir. Diferansiyel donlisim yontemi, diferansiyel denklemin icerdigi bagimsiz
degisken sayisina gore sekillenmektedir. Tek boyutlu, iki boyutlu ve n-boyutlu

diferansiyel donisim metodu ile ilgili literatirde ¢alismalar yapilmistir.

Diferansiyel donisim metodu bircok lineer ve lineer olmayan problemlerin
¢O6ziiminde kullaniimistir. Jang ve Chen, diferansiyel dénlisim yontemini baslangi¢
deger problemlerinin ¢oziiminde kullanmislardir [37]. Hassan, bazi 06zdeger
problemlerinin ¢6zliminde diferansiyel donltisim metodundan faydalanmistir [38].
Ayaz, diferansiyel doénidsim yontemini lineer diferansiyel-cebirsel denklemlerin
niimerik ¢6ztmlerinin bulunmasinda uygulamis ve indeksi 1 olan diferansiyel-cebirsel
denklemlerin nimerik ¢ozimleri ile acik ¢ozimlerinin tutarh oldugunu gostermistir

[16]. Liu ve Song, ise diferansiyel donisim yontemini indeksi 2 ve 3 olan lineer
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diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulanabilirligi tzerine ¢alismislar ve diferansiyel
donlsim yonteminin indeksi 2 olan diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik
¢Ozlimleri icin uygulanabilir olmasina ragmen indeksi 3 olan diferansiyel-cebirsel
denklemlerin (seri katsayilari hesaplanamamistir) niimerik ¢éziimlerinin bulunmasinda

uygulanabilir olmadigini géstermislerdir [23].

4.1.1 Tanim Bir y(t) fonksiyonunun diferansiyel dénlisimi,

Y (K) =%{%} (4.1)

seklinde tanimlanir. Burada, y(t) orijinal fonksiyon, Y (k) ise T-fonksiyonu olarak

isimlendirilen donlisim fonksiyonudur.

4.1.2 Tanim Y (k) 'nin ters diferansiyel dontsim,

y(t) = StV (k) (4.2)

seklinde tanimlanir. (4.1) ve (4.2) denklemlerinden ters diferansiyel doniisimi olarak,

y(t) =g%{d dfft)} (4.3)

elde edilir. (4.3) denklemi diferansiyel donlisiimin Taylor serisi acilimindan tiretildigi
dislincesini akla getirmektedir. Fakat bu metot sembolik olarak tirevleri
hesaplamamaktadir. Bununla beraber, hesaplamalar icin gerekli tlrevler, asagidaki
Cizelge 4.1 de goruldugi gibi asil(orijinal) fonksiyonlarin dontisim denklemleri olarak

tarif edilen bir iteratif yontemle hesaplanirlar [16].

Yukaridaki (4.2) ve (4.3) denklemlerinin tanimlarindan, Cizelge 4.1 deki temel
matematiksel islemlerin dénlisim fonksiyonlariyla uyustugu kolaylikla gorilebilir ve

kanitlanabilir. y(x) fonksiyonu sonlu bir seriyle ifade edilir ve (4.2) denklemi

y(t) = ith (k) (4.4)

olarak yazilabilir. (4.4) denklemi ile Zw

k:MXKY(k) ifadesinin ihmal edilebilecek kadar

kiicik oldugu acikca goriilmektedir [16].
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Cizelge 4.1 Bazi fonksiyonlarin diferansiyel déntisimu.

ORIJINAL FONKSIYON

DIFERANSIYEL DONUSUMU

f(t) =ah(t)+ 59(1)

F(k) = aH (k) + AG(k)

f(t) = dg(t) F(k) = (k +1)G(k +1)
f(t)=d:ﬁn(t) F(K) = (K +D (K +2)---(k + n)G(K +n)

f(t)=g(t)-h(t)

F (k) =Zk:G(r)« Hk-r)

(1) =0,(t)- 9,(t) -~

9.(t)

F (k) = Z Z ZG (k ) n—l(kn—l - kn—z) : Gn (k - kn—l)

=0k, ,=0 k=0

f(t)=g(t+a)

N — oo igin F(k) :i(n-a"k -G(r)

r=k

d"g(t+a)

= dt"

N — oo igin F(k)_(k+n) Z [k nJ a"™" ™" - G(r)

k- r=k+n

f(t)=[g(t)dt

F(k):%, (k >1)

f(t)=t"

1,k=n

F(k):g(k—n):{ 0 o

f () = e

k

FlO =1,

f(t) =sin(at + p)

F(k) = [% -sin(%Jr aj

f (t) =cos(at+ f)

F(k) = (% ~co{k7ﬁ+aj
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4.2 Varyasyonel itersayon Metodu (ViM)

Varyasyonel iterasyon metodu, J.He tarafindan gelistirilmis varyasyonel tabanli analitik
bir ¢c6ziim teknigi olup, cesitli lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler, sinir-
deger ve baslangic-deger problemleri ile diferansiyel denklem sistemlerin ¢éziimiinde
etkin bir sekilde kullanilabilen, ¢o6ziimlere hizli bir sekilde yakinsayan iteratif bir
yontemdir [39],[40],[41]. Soltanian, Karbassi ve Hosseini, Varyasyonel iterasyon

metodunu diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulamislardir [42].
Varyasyonel itersayon metoduna gore bir diferansiyel denklem,

Lu+Nu=g(t) (4.5)

seklinde ifade edilebilir. Burada, L-lineer operatori, N -lineer olmayan operatéru

temsil etmektedir. u,(t)’nin Lu=0 sisteminin bir ¢6zimi oldugu varsayilarak belirli

bir nokta icin bu deger asagidaki gibi diizeltilebilir.

udUzeItiImLs

@) =u, (1) + j A-(Lu, + Nu, — g)dt (4.6)

Burada, A genel langrange ¢arpanidir ve varyasyonel teori yardimiyla elde edilir.(4.6)
denkleminin sagindaki ikinci terim ise dizeltme olarak adlandirilir. He, bu yontemi

asagidaki sekilde bir iteratif yonteme donustiirmastdr.
ty

Uy (t) = U, (t) + [ 4+ (Lu, +Nu, — g)dt (4.7)
0

Burada Uu,(t) muhtemel degiskenlerle bir baslangi¢ tahmini ve u,, 6-u, =0 sartini

saglayan sinirh varyasyon olarak dusinulebilir. Herhangi bir t; icin bu denklem

asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

Uyt (8) =, () + [ A+ {Lu, (&) + Nu, (&) - g(&)} d& (4.8)

(4.8) denklemine diizeltme fonksiyonu denir. Bu denklemde, A - langrange carpani, U

n

, N-nci yaklasik ¢6z(im olarak ifade edilir.
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He tarafindan gelistirilen varyasyonel iterasyon metoduna (VIM) gore, lineer olmayan

diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde (4.8) diizeltme fonksiyonu,

Upa () =, (O + [ A-{Lu, (&) + Nua(&) - g (&)} d¢ (4.9)

olarak alinir. Burada, A- langrange carpani, U, ise O-Un=0 kosulunu saglayan
varyasyon kisitlaridir. Bu metotta oncelikle A-langrange carpanlari belirlenir.
Langrange carpanlari belirlendikten sonra, genel olarak u, baglangi¢ fonksiyonu olarak
diferansiyel denklemin baslangi¢ kosullari alinir ve u, (n>0) n-nci yaklagim fonksiyonu
elde edilir. Boylece (4.8) diizeltme fonksiyonu yaklasik ¢ozimu verecektir. Tam ¢dzim
ise,

u=Ilimu, (4.10)

nN—o0

seklinde elde edilir.

4.3 Adomian Ayrisim Metodu (AAM)

Adomian ayrisim metodu, Adomian tarafindan literatlire kazandirnilmistir [43],[44].
Ayrisim metodu, lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢6ziiminde kullanilan diger
yontemlere gore daha basit ve daha karmasik denklemlere uygulanabilen seri ¢6zim
yontemidir. Hosseini, Adomian ayrisim metodunu lineer ve lineer olmayan diferansiyel-

cebirsel denklemlerine uygulamistir [21],[22].

Lu+Ru+ Nu=g(t) (4.11)

diferansiyel denklemini ele alalim. Burada, N diferansiyel denklemde lineer olmayan
terimi; R lineer operatérden kalan kismi ve L verilen diferansiyel denklemin en
yiksek mertebeden tirevini gostermektedir. L lineer bir operatordiir ve terside

mevcuttur. (4.11) esitliginden,

Lu=g(t)—Ru—Nu (4.12)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafina L™ ters operatorii uygulandiginda,
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u= f(t)-L"(Ru)-L"(Nu) (4.13)

elde edilir. Burada f(t)=L"(g(t))+e(t)’dir. (@(t): L'(u) islemi ve baslangig

kosullarindan elde edilen bir fonksiyondur.)

Ayristirilmis seri ¢6zim fonksiyonu

ut) =S u, (1) (4.14)

seklinde olsun. Lineer olmayan terimlerden olusan Nu terimi,

0

Nu=> A (4.15)

n=0

seklinde ifade edilebilir. Buradaki, A, polinomlari 6zel polinomlardir ve “Adomian
Polinomlari” olarak ifade edilir. Her i degeri icin A polinomu, U,,U,,...,u; terimlerini

icermektedir. (4.14) ve (4.15) esitlikleri (4.13) de yerine yazildiginda,

>u,0= FO-LRYu,0)-L'(A) (a.16)

elde edilir. Bu esitlikten ayristirilmis seri elemanlari
U = f () =L7(g(®) + (1)
u,(t) =-L"(Ru,) - L™*(A)

U, (t) =—L™"(Ru) - L™(A) (4.17)

uk+1(t) = _I—_l(Ruk) - I—_l(Ak)

olarak bulunur.

F(u) = Nu olmak tGzere A, Adomian polinomlari,

1 dn n i
An = n |:F(§ llu|]:| ’ n:0,1,2,... (4'18)
nldA 0

i=0
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veya aclk olarak

Ab = F(uo)
A1 =u- F’(Uo)
Ay = U (0) + 2 UF (L) (4.19)

!’ n 1 m
As =U3F (U0)+U1U2F (uo)"'aufl: (uo)

formaulleri yardimiyla elde edilmektedir.
Adomian ayrisim metodunu diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulamak igin,

yi =t y,..y,) , 1=12,...,n (4.20)
diferansiyel-cebirsel denklem sistemini ele alalim.

t
L:% lineer operator ve L*l:IO(.)dt ters operator olmak Uzere (4.20) esitligi

L operatoriine bagh olarak,

Lyi = fi(t!yll---lyn) 1 i:l,2,...,n (421)
seklinde ifade edilebilir. (4.21) denklemine L™ ters operatori uygulandiginda,

Vi =Y O+ [ £ty y)dt =120 (4.22)
0

elde edilir. (4.22) denkleminin ¢6zUmina

yi=> fi, (4.23)
i=0
seri toplamiolsun. A ;(f;,, f;;,..., f;;), Adomian polinomlari olmak tizere,
£t Yy Vo) = 2 A (Fio fianen £) (4.24)
j=0
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seri toplami seklinde ifade edelim. (4.23) ve (4.24) esitlikleri (4.22) de yerine
yazildiginda,

S = %O+ [A (o i )=+ 2 [ A (o, fr £ )t (4.25)

j=0 0 i=0 =00

buradan,

fi,o =Y, (0)

(4.26)
f o=

i,n+1

AL (fio fien f)dt . N=0,12,..

[ S——

elde edilir. Bu degerler (4.23) de yerine yazilarak (4.22) denkleminin ¢6zimui yaklasik

olarak bulunur.

4.4 Kuvvet Serileri ile C6ziim Metodu

(3.1) diferansiyel-cebirsel denkleminin ¢ézlimlerinin,
y(t) =y, + yt+et’ (4.27)
seklinde oldugunu kabul edelim. (4.27) ifadesi ile tirevleri (3.1) denkleminde yerine

yazilir ve yiksek dereceden terimler ihmal edilirse A ve B terimleri sabitler olan

matrisler olmak Gzere,

Ae, =B (4.28)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi e’ye gbre ¢ozilir ve (4.27)

denkleminde yazildiktan sonra (3.1) denkleminin ¢éziimlerinin,

y(t) =y, + yt+et’ +et’ (4.29)

seklinde oldugu kabul edilerek yukaridaki islemler tekrar edilirse (3.1) diferansiyel-

denklem sisteminin ¢6zim{ icin keyfi dereceden kuvvet serileri bulunur.
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4.1 Ornek indeksi 2 olan ve baslangic kosullari ile verilen lineer olmayan diferansiyel-

cebirsel denklemi ele alalim.

X'(t) = X(t) - y(t) - 2(t) +sint +t cost (4.30a)
y'(t) =tz(t) + x(t)? +sec?(t) —t*(cost +sin’t) (4.30b)
0=x(t)—z(t) +t(cost —sint) (4.30c)
x(0) =y(0)=2(0)=0 (4.30d)

Diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin tam ¢6ziimleri;

X(t) =tsint, y(t)=tant, z(t)=tcost (4.31)

seklindedir.
Diferansiyel Déniisiim Metodu ile ¢6ziim;

Cizelge 4.1 de verilen donisim formillerinden (4.30a), (4.30b) ve (4.30c)

denklemlerine ait diferansiyel donlisim formiilleri;

(K+1)- X (K+D) = X (K) =S iY(I)-Z(I—r)+Gl(k) (4.32)
(k+1)-Y (k +1)=Zk:§(l—1)-Z(k—|)+zk:X(I)~X(k—l)+GZ(k) (4.33)
0= X (k)= Z (k) + G, (k) (4.34)

seklindedir. Burada, G,(k), G,(k), G,(k) ifadeleri sirasiyla g,(t) =sint+tcost,
g,(t) =sec’t—t?(cost +sin’t) ve g,(t) =t(cost—sint) fonksiyonlarinin donisim
formdallerini temsil etmektedir.

(4.32)-(4.34) denklemlerini asagidaki sekilde diizenleyelim.

Z (k) = X (K) + G, (k) (4.35)
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X(k+1) = (kll){X(k) ZZY(I) Z(I—r)+G(k)} (4.36)

\((|<+1)—(k {Z&(l -1)- Z(k—l)+ZX(I) X (k-1)4G, (k)} (4.37)

(4.1) denklemini, (4.30d) esitligi ile verilen baslangi¢ kosullarina uyguladigimiza,

X (0)=Y(0)=2Z(0)=0 (4.38)

elde edilir. Sirasiyla  g,(t),0,(t)ve g,(t) fonksiyonlarinin Taylor agilimlarindan

G,(k),G, (k) ve G,(k) degerleri elde edilebilir.

G,(0)=0,G,(1) = 2,G,(2) =0,G,(3) :—%,61(4) =0,G,(5) :2—10, (4.39)

G,(0)=1G,(1) =0,G,(2) =0,G,(3) =0,G,(4) = %,Gz (5) =0, .. (4.40)

G,(0)=0,G,(1) =1.G,(2) =—1G,(3) =— =, G,(4) = =, G, (5) = — (4.41)
3 =Y 93 =493 —TH 3 _2’3 _613 _24"'- :

(4.35)-(4.41) denklemlerinden  k=0,1,...,m degerleri icin X(k), Y (k) ve Z(k)

degerleri

X(0)=0, X(1) =1, X(2):—%, X(3):%, X(4):—%, X(5):%,...

Y(©)=0,YD)=1Y(@2)=-1Y@) =L Y@ =-1Y{5)=1.. (4.42)

Z(0)=0, Z() =1, Z(2)=-1, Z(3) =1, Z(4) =-1, Z(5) =1,...

olarak bulunur. (4.2) ters dontisim formuliinden,

X(t)=ZX(i)-t‘=t2—1t4+ Ly Lp, 1 g L1 o, (4.43)
i 6 120 5040 362880 39916800

y(t)=ZY(i)~ti=t+1t3+£t5+ 177, 02 o, 1382 ) 21848 5\ (404
i 3 15 315 2835 155925 6081075
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2) =3 Z() t =t-Tf g gL u
= 2 24 720 40320 3628800

(4.45)

elde edilir ki bu ifadeler sirasiyla, Xx(t)=tsint, y(t)=tant, z(t)=tcost

fonksiyonlarinin Taylor agilimlarina karsilik gelmektedir.
Varyasyonel iterasyon Metodu ile ¢éziim;

Varyasyonel iterasyon metodunu (4.30) ile verilen diferansiyel-cebirsel denklem

sistemine asagidaki gibi uygulanabilir.

2, ()= %,(0) + g,V (4.46)
Xy ) =%, O+ [ £(9) (X&) =%, () +9,(£)2,() - 6,(9)} d& (4.47)
Yoa® = ¥, O + [ 4,()-{Y2(O) ~&-2,(9) ~%,(&)* ~ 0, de (4.48)

(4.47) ve (4.48) denklemlerindeki X, y, ve Z ifadeleri 6X =06y, =07, =0 sartini
saglayan varyasyon kisitlaridir. Varyasyonel iterasyon metodu igin, éncelikle 4,($) ve
A,(&) langrange carpanlari ve bunlar yardimiyla da diizeltme fonksiyonlari elde

edilmelidir. Bunun icin oncelikle (4.47) ve (4.48) denklemlerinin her iki tarafi o ile

carpilirsa

%1 (1) = 0%, (0) + 5[ 4() - {X,(£) = X, (&) + §,(&) - 2,(£) — 0,(£) } d&
8%,.1(8) = 8%,0) + [ 4(&)-{5% (&) =%, (&) +57,(£) - 2,(£) - 69,()} d&

X, (1) =X, (t)+ j-ﬂ,l((f) {6% (€)= 6%, (&)} d& (kismi integrasyondan)

t

8%,.1 (1) = 0%, (O) + 4 (£)%, ()., — [{A(&) + 4()} 5%, (§)d¢

0

0-X,,,(t)=0 oldugundan,
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1+ 4(8),, =0

(4.49)
A (&) +4(£)=0
denklemleri elde edilir. Buradan 4,(£) Langrange garpani,
A(&)=-e" (4.50)
olarak bulunur. Benzer sekilde,
8Yna ()= 5Y, () + 5[ 2,() {¥1() =& 2,(H) = %,(8)" - 9,(H)} d&
8Yna(®) =8Y, (0 + [ £,(&)-{8Y;(£) —&-67,(£) —5%,(£)* —59,(&)} d&
oy, (t)=0oy,(t) +j2,2(§) {8y, (&)} d¢ (kismi integrasyondan)
Y1 () =89, O+ L ()Y, ()., — [ 4()- Y, (&)d&
0-Y,,(t)=0 oldugundan,
1+4,(8),., =0
(4.51)
4(£)=0
denklemleri, buradan da 4,(&) Langrange garpani,
L&) =-1 (4.52)

olarak bulunur.

(4.50) ve (4.52) esitlikleri ile verilen Langrange carpanlari (4.47) ve (4.48)
denklemlerinde yerlerine yazildiginda (4.46)-(4.48) iterasyon formilleri asagidaki gibi

olacaktir.

Zy.a (1) = X, () + 95() (4.53)
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X (t) =X, (t) _J.eFﬁ ) {Xrg (5) - X, (5) +Y, (f) "z, (5) - gl(g)} d§ (454)

Your () =Y, O = [{¥1 (&) =&-2,(&) - %,(£)" - 9,(&)} d& (4.55)

iterasyon formilleri icin baslangic degerleri olarak
X, =%(0)=0, y,=y(0)=0,z,=2(0)=0, ve g,(t), 9,(t), g5(t) fonksiyonlarinin yerine
t=0 noktasindaki ve €' langrange carpaninin yerine t=¢ noktasindaki Taylor

acthmi kullanilabilir.

gl(t)zzt—3t3+it5— L t’ + L t° (4.56)
3 20 630 36288
gz(t)=1+1t4 + 241t6 NENC 182611 t* (4.57)
6 360 1008 1814400
gg(t)=t—t2—1t3+1t4+it5— L 1y, 1, 1 g (4.58)
2 6 24 120 720 5040 40320

t— 1 2 1 3 1 4 1 5 1 10
e f:1+(t—§)+5(t—§) +§(t—§) +m(t—§) +§(t—§) +...+ﬁ(t—§) (4.59)

Boylece n=0,1,2,... degerleriicin (4.52)-(4.54) iterasyon formdllerinden ilk 5 terim;

xl(t)=t2+1t3—it4—it5+ Lo, 1y 1 1 g,
3 12 60 180 1260 6720 60480

yl(t)=t+1t5+1t6+£t7—it8+it9+--- (4.60)
30 9 2520 90 56

zl(t):t—1t3+it4+it5— Lo 1o, 1 p 1 o)
6 12 40 360 1680 20160 60480

Lo 1o 1 o 26
120 5040 362880 9775543

X (t) =t° —%tu

ys(t)=t+1t3+3t5+ 17 t’+ 62 t? — 92455 "+
3 15 315 2835 480534863
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z5(t)=t—1t3+it5—1t7+ L o, 87 u
3 24 720 40320 18461529

olarak bulunur. ilk 5 iterasyondan da gériilecegi gibi n — o icin x_,(t), ¥, (t), ,,,(t)
ifadeleri sirasiyla  x(t) =tsint, y(t)=tant, z(t)=tcost fonksiyonlarinin Taylor

actlimlarina yaklasir.

Adomian Ayrisim Metodu ile ¢6ziim;

d t
Adomian ayrisim metodu icin lineer operator L:a ve ters operator L% :Idt
0

alindiginda, (4.30) ile verilen diferansiyel-cebirsel denklem sistemi,

Lx(t) = x(t) — y(t)z(t) + G, (t) (4.62)
Ly(t) =tz(t) + x(t)* + g, (t) (4.63)
0=x(t)—z(t) — §,(t) (4.64)

olarak ifade edilebilir. Burada,  §,(t), §,(t), §;(t) fonksiyonlari  sirasiyla

g,(t), 9,(t), 95(t) fonksiyonlarinin Taylor agilimlarini temsil etmektedir.

Baslangig sartlari olarak, X, (t) = x(0) =0, y,(t) = y(0) =0 ve z,(t) = z(0) =0, alinir ve

Adomian ayrisim metodu uygulandiginda;
X (t) = L (X, (t) — A, + G, (1))
z,(t) = x, () + §,(t) (4.65)

Y1 (t) =Lt (tzl(t) + Bl + GS (t))

Xa () = L7 (X, (1) - A)
Zn+1(t) = Xl(t) (466)

yn+1 (t) = L71 (tzn+1(t) + Bn+1)
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(4.66) esitliklerinde verilen A ve B_ ifadeleri, sirasiyla

n n

(4.62) ve (4.63)

denklemlerindeki y(t)z(t) ve x(t)*> lineer olmayan terimlerin Adomian polinomlarini

temsil etmektedir. (4.18) esitliginden A, ve B, Adomian polinomlari,

A =Y, (1) 2,(t) =0
A =y, (1) z,(t)+y,(t)-z(t)=0

Ay =Y, (1) 2o () + Y1 () - 2, () + ¥, (1) - 2, (1) = 1 (1) - 24 (1)

(4.67)

A3 = ys(t) "L, (t) +Y, (t) ' Zl(t) + yl(t) "z, (t) + yo(t) ’ Zs(t) =Y, (t) ’ Zl(t) + y1(t) ' Zz(t)

B, = X,(t)> =0
B, =2x,(t)-x,(t) =0
B, = X (t)* +2X,(t) - X, (t) = X, (t)?

By = 2x,(t) - X, (1) + 2%, (1) - X3 (£) = 2, (1) - X, (1)

(4.68)

seklindedir. (4.65) ve (4.66) esitlikleri ile verilen iterasyon formulleri n=0,1,2,...10 icin

uygulanir ve elde edilen degerler (4.23) esitliginde yerine yazilirsa (4.30) diferansiyel-

cebirsel denklem sisteminin Adomian Ayrisim metodu ile yaklasik ¢6ziimi olarak,

Lo 1 o, 1 o
120 5040 362880

x(t)=ixi(t)=t2—%t4+

10
1, 2. 17 ., 62 , 1382
=Sy @) =t t+ S+t et 'y
Yo izzo:y'() 3 5 315 2835 155925

10
z(t)=Zzi(t)=t—1t3+it5— Ly, 1 p 1B
~ 2 24 720 40320 554400
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bulunur. Burada iterasyon sayisini arttirdigimizda, sirasiyla tam ¢6ziimler olan

x(t) =tsint, y(t)=tant, z(t)=tcost fonksiyonlarinin Taylor agilimlarina yaklasilr.
Kuvvet Serileri ile ¢b6ziim;

(4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin ¢ézlimlerinin,

X(t) =x(0) +et=et

y(©) =y(0) +et=e;t (4.72)
z(t)=z(0)+et =et

seklinde oldugunu kabul edelim. §,(t), §,(t), §;(t) fonksiyonlari sirasiyla

0,(t), 9,(t), 9,(t) fonksiyonlarinin Taylor agihimlari olmak tizere, (4.72) ile verilen

esitlikler ve tirevleri (4.30) denklem sisteminde yerine yazildiginda,

el+Ql(Zm:aktkj=O

k=1

~1+e,+Q, (i bktkj =0 (4.73)
k=1

(1+e —e)t+Q, (Zm:ckt"j =0

seklinde denklem sistemi elde edilir. Burada Q,,Q,,Q, ylksek mertebeden terimleri

iceren ifadeleri ihmal edersek elde edilen lineer denklem sisteminin ¢6ziimiinden

e, =0,e, =1, e, =1 degerleri elde edilir. Boylece,

x(t)=0, y(t)=t ve z(t) =t (4.74)
olur. (4.74) denkleminden (4.30) denklem sisteminin ¢6zlimlerinin,

X(t) =et?

y(t) =t+et’ (4.75)

2(t) =t+et’
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oldugunu kabul edelim. Benzer sekilde (4.75) esitliklerini ve tiirevlerini (4.30) denklem

sisteminde yerlerine yazarsak,

(2e, - 2)t+Q, (Zm: aktkj =0
2e,t+Q, (Zm:bkt"j =0 (4.76)
(—1+e —e )’ +Q, (Zm: ckt"j =0

denklemleri elde edilir. Q;,Q,,Q, yliksek mertebeden terimleri iceren ifadeleri ihmal
edersek elde edilen lineer denklem sisteminin ¢dziminden e =1e,=0,6,=0

degerleri elde edilir. Boylece,

x(t) =t%, y(t) =t ve z(t) =t (4.77)

olur. (4.77)'den (4.30) denklem sisteminin ¢éziimleri,
x(t) =t* +et®
y(t) =t+et’ (4.78)

2(t) =t +e,t’

kabul edilir ve (4.78) esitlikleri ile tirevleri (4.30) denklem sisteminde yerlerine

yazilirsa,
3et’ +Ql[2akt"] =0
k=3
(—1+3e,)t? +Q2(2bktkj:o (4.79)
k=3

(L+e —e)t’+Q, (icktka 0

k=4
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denklemleri elde edilir. Q,,Q,,Q; ylksek mertebeden terimleri igeren ifadeleri ihmal

edersek elde edilen lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden ele,ezzé, e3:—%
degerleri elde edilir. O halde (4.30) denklem sisteminin ¢c6zimd{i,
x(t) =t°, y(t):t+§t ve z(t):t—zt (4.80)

olur. Yukaridaki islemler tekrar edilirse (4.30) diferansiyel-denklem sisteminin ¢dzimu

olarak,

x(t)=t2—1t4+ Lo 1o, 1 po 1 e, 1 o (4.81)
6 120 5040 362880 39916800 6227020800

y(t)=t+1t3+3t5+ 1y 62 t? + 1382 '+ 21844 t + 929569 t*° (4.82)
3 15 315 2835 155925 6081075 = 638512875

z(t)=t—1t3+it5— ! t’ + L t° — L ™+ L 13 (4.83)
2 24 720 40320 3628800 479001600

kuvvet serileri elde edilir.
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Cizelge 4.2 (4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun
yaklasik ¢ozlimlerin karsilagtirmasi.

t Xram Coziim Xseri ¢oziim Xpom Xaam Xvin
0.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000
0.1 | 0.00998334 | 0.00998334 | 0.00998334 | 0.00998334 | 0.00998334
0.2 | 0.03973387 | 0.03973387 | 0.03973387 | 0.03973387 | 0.03973387
0.3 | 0.08865606 | 0.08865606 | 0.08865606 | 0.08865606 | 0.08865606
0.4 | 0.15576734 | 0.15576733 | 0.15576733 | 0.15576731 | 0.15576733
0.5 | 0.23971277 | 0.23971276 | 0.23971276 | 0.23971245 | 0.23971285
0.6 | 0.33878548 | 0.33878549 | 0.33878549 | 0.33878251 | 0.33878638
0.7 | 0.45095238 | 0.45095238 | 0.45095238 | 0.45093167 | 0.45095892
0.8 | 0.57388487 | 0.57388487 | 0.57388487 | 0.57377298 | 0.57392141
0.9 | 0.70499422 | 0.70499422 | 0.70499422 | 0.70449544 | 0.70515927
1.0 | 0.84147098 | 0.84147098 | 0.84147098 | 0.83955818 | 0.84209889
1.57
1.25—3
“:I_; / —— Tam Cdzim
EI.?'E-: - Seti Gazirm
- DDM Gézim
059 : —— AAM Cozim
0251 e ViM Gaziim
oot
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

Sekil 4.1 (4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun
tam ¢6zUmd ile yaklasik ¢ozlimlerinin grafikleri.
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Cizelge 4.3 (4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun

yaklasik ¢ozlimlerin karsilagtirmasi.

t yTam(;szm ySerigdzUm yDDM yAAM yV]M
0.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000
0.1 | 0.10033467 | 0.10033467 | 0.10033467 | 0.10033467 | 0.10033467
0.2 | 0.20271004 | 0.20271004 | 0.20271004 | 0.20271004 | 0.20271004
0.3 | 0.30933625 | 0.30933625 | 0.30933625 | 0.30933625 | 0.30933623
0.4 | 042279322 | 0.42279320 | 0.42279320 | 0.42279317 | 0.42279280
0.5 | 0.54630249 | 0.54630249 | 0.54630249 | 0.54630187 | 0.54629754
0.6 |0.68413681 | 0.68413669 | 0.68413680 | 0.68412989 | 0.68409816
0.7 |0.84228838 | 0.84228666 | 0.84228830 | 0.84223525 | 0.84206450
0.8 | 1.02963860 | 1.02962060 | 1.02963730 | 1.02932110 | 1.02858970
0.9 |1.26015820 | 1.26001170 | 1.26014240 | 1.25858410 | 1.25595020
1.0 | 1.55740770 | 1.55641560 | 1.55724480 | 1.55059600 | 1.54233090
3.0
2.5
E.EIE — Tam Gézim
E Ser Cozim
1.5
] - + DD Cazim
107 o —— AAM Cozim
] T Wik Ceizim
D-EE | a5
I:II:I ] I-: -:I II l T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

Sekil 4.2 (4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun

tam ¢6zUmd ile yaklasik ¢ozlimlerinin grafikleri.
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Cizelge 4.4 (4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki z(t) fonksiyonunun
yaklasik ¢ozlimlerin karsilagtirmasi.

t Z V4 Z

Tam Céziim Serigoziim ZDDM ZAAM VIM

0.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000

0.1 | 0.09950042 | 0.09950042 | 0.09950042 | 0.09950042 | 0.09950041

0.2 |0.19601332 | 0.19601331 | 0.19601331 | 0.19601331 | 0.19601331

0.3 | 0.28660095 | 0.28660095 | 0.28660095 | 0.28660095 | 0.28660095

0.4 | 0.36842440 | 0.36842440 | 0.36842440 | 0.36842438 | 0.36842439

0.5 |0.43879128 | 0.43879128 | 0.43879128 | 0.43879097 | 0.43879132

0.6 | 0.49520137 | 0.49520137 | 0.49520137 | 0.49519839 | 0.49520203

0.7 |0.53538953 | 0.53538953 | 0.53538953 | 0.53536884 | 0.53539516

0.8 |0.55736537 | 0.55736537 | 0.55736537 | 0.55725352 | 0.55739890

0.9 | 0.55944897 | 0.55944897 | 0.55944897 | 0.55895027 | 0.55960545

1.0 | 0.54030231 | 0.54030231 | 0.54030231 | 0.53838974 | 0.54090842

0B
051 1_;__.__4..- \\
0.4
] d__- — Tam Gazim
0.3 Nl Seri Gozim
027 B + DDM Cazim
] e — AAM Cdzim
011 7 Wi Cazam
0.0 ] 1-' T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T
0.o 025 s 0.7s 1.0

Sekil 4.3 (4.30) diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki z(t) fonksiyonunun
tam ¢Ozlimd ile yaklasik ¢ozliimlerinin grafikleri.
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BOLUM 5

KESIRLI MERTEBEYE SAHIP DIFERANSIYEL-CEBIRSEL DENKLEMLER ICiN
YAKLASIK COZUM METODLARI

Tam degerli olmayan yani kesirli mertebeye sahip tiirev ve integral, teoride ¢cok eskiden
beri bilinmesine karsilik fizik, kimya ve miihendislik alanlarindaki uygulamalariyla son
donemlerde siklikla karsilasiimaktadir. Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri igin
yapilan calismalarda bircok gelismeler meydana gelmistir. Bu tip denklemlerin
¢Ozlimlerinde 6zellikle Laplace ve Fourier donlstmleri gibi bir ¢cok analitik yaklasimlar
ortaya konulmus, ancak bu yontemler kesirli diferansiyel denklemlerin lineerlik, sabit
katsayili olup olmadigi gibi 6zel durumlarin ¢éziimlerinde daha ¢ok ise yaramaktadir.
Fakat uygulamalarda karsilasilan kesirli diferansiyel denklemler lineer veya sabit
katsayili olamayacagi gibi tam ¢6ziimlerinin de bulunamamasi matematikgileri icin yeni
yontemlerin gelistiriimesine sevk etmistir. Son ddnemlerde yapilan calismalarda,
Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM), Homotopy Perturbasyon Metodu (HPM),
Adomian Ayrisim Metodu (ADM) ve Kesirli Diferensiyel Dénitisiim Metodu gibi yaklasik

¢0zlm yontemlerine agirlik verilmistir [45-56].

Uygulamali bilimlerde karsilasilan matematiksel modellerden bazilari kesirli mertebeye
sahip diferansiyel-cebirsel denklemlerden olusmaktadir. Zurigat M., Momani S. ve
Alawneh A. kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler icin Homotopy
Analiz Metodunu (HAM) uygulamislar ve elde edilen sonuglari yayinlanmislardir [35].
Bu tip denklemler icin baska yontemler uygulanmamis olup, tezimizin amacina uygun
olarak kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler icin farkh yaklasik
¢O0zim yontemleri ele alinmistir. Bu tip denklemlere Kesirli Diferansiyel Donlsim
Metodu (KDDM), Varyasyonel iterasyon Metodu (ViM), Adomian Ayrisim Metodu
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(AAM) ve Kesirli Kuvvet Serileri kullanilarak ¢6ziim elde edilmeye c¢alisiimistir.
Uygulanan metodlardan elde edilen sonuglar c¢izelgelerde karsilastirilmis ve yakin

sonuglara ulagildig goralmustir.

5.1 Tanim Kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemi baslangig

degerleri ile birlikte,

DX (1) = £, (8 X, Xy0 e X0 X, Xy, X)), 1=1,2,3,..,n=1,120,0<a <1 (5.1a)
0=g(t, X, X,,..., X;) (5.1b)
x(0)=a, 1=123,..,n (5.1¢)

seklinde tanimlanir. Burada, DX (t), X (t) fonksiyonun Caputo kesirli tirevini ifade

etmektedir. (5.1b) denklemi, (5.1a) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel

denklem Uzerinde cebirsel bir kisitlamadir.

5.1 Kesirli Diferansiyel Doniisiim Metodu (KDDM)

5.1.1 Tanim Bir y(t) fonksiyonunun kesirli diferansiyel doniisim,

1 - [D%y(t)} K/ €2 (k=012,...na-1)

Y(k)=1Td+) ° (5.2)

0 ,%gz*

seklinde tanimlanir. Burada n kesirli mertebeli diferansiyel denklemin mertebesi, y(X)

orijinal fonksiyon, Y (k) ise donisim fonksiyonudur [28].

5.1.2Tanim {Y(Kk)},  dizisinin ters kesirli diferansiyel déntisim,
> k

Yt =YY (K- (t-t,)’ (5.3)
k=0

olarak tanimlanir [28].

(5.2) ve (5.3) denklemleri birlikte diistnildigilinde,
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YO =Y — | Dy

(1), (K ez) (5.4)
NS -
(94

elde edilir. Burada (5.4) esitliginden, kesirli diferansiyel dontisim kavraminin kesirli

kuvvet serileri agiimindan elde edildigi agiktir.

5.1.3 Teorem Bir y(t) =u(t) £ v(t) fonksiyonunun kesirli diferansiyel doniisim,

Y (k) =U (k) £V (k) (5.5)

seklindedir [28].

ispat

YO = SUKRIE-t) % £ 3V (K)E-t,)

YO =Y UKV (0]a-t)"

yazilir. Tanim 5.1.2’den,
Y(k)=U(k)xV (k)
elde edilir.

5.1.4 Teorem Bir y(t) =u(t)-v(t) fonksiyonunun kesirli diferansiyel déntisimi,

Y(K)=U DOV (Kk-1)=SU(l)VK-1) (5.6)

seklindedir [28].

ispat
y(t) = gu k)t —t,) xgv (K)(t—t,)
- [u (0)+U @)t -t,)* +U )t —t,)  +---+U (n)(t—to)%‘}
x[v (0)+V @t —t,)7 +V (2)(t —t,)7 +--+V (N)(t —to)%‘}
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=[UQOV (0)]+[U 0V @) +U @V (0)](t )
+HUOV @ +U@V D +U @V ()]t -t,) +--
FUOV (M) +U@V (n—1) +-+U (n—DV @) +U (MV (0)]t —t,)"
dir. Bu ifade,
y(t) = ggu KV (k =)t _to)%
seklinde yazilabilir. Tanim 5.1.2den,
Y (k) =2U(l)-V(k_|)

elde edilir.

5.1.5 Teorem Yy(t)=u,(t)-u,(t)----- u,,(t)-u (t) fonksiyonunun kesirli diferansiyel
donlsimi,

Kk

YR =Y S > S U (KU, (K —k)-+-U, 4 (K, o —k, )0, (K=K, ) (5.7)

Kig=0ky,=0  k,=0k=0

seklindedir [28].

ispat U, (t)-u,(t)----- u,,(t)-u,(t) ifadesinin kuvvet serisi agihmini kullanarak,
YO = 2 U () 1) < U (0 -1) "+ U, 4 (0(E-1) 7 x 20, ()t -1,)

= [U1(0)+U1(1)(t_to)% +Ul(2)(t—t0)%‘ +~~}><|:U2(0) +U2(]_)(t_to)%z +}

x| U, 04U, B 1) +U, @)t -1)  +--
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=[U,(0)U,(0)---U, (0)]

+[U, MU, (0)---U,,(0)U, (0) +U, (O)U,(1)---U, ,(0)U,(0)

+"'+U1(O)U2(0)"'Un—l(l)Un(o) +U1(O)U2(0)"'Un—l(O)Un(l)](t _to)%
+[U, U, [MU,(0)---U,,(0) +U, (YU, (0)U,(1)---U, (0)
+"'+U1(1)U2(0)U3(0)”'Un(1) +U1(0)U2(1)U3(1)”'Un(0)

+'"+U1(O)U2(1)U3(O)”'Un(l) +--~+U1(O)U2(O)--'Un,l(l)Un(l)

U, U, (0)+U,; OV, 0+ +U, (00U, 0)-+-U,, ,(OU, ()1t ~t) " + -

Bu ifade genel olarak,

YO=3> 3 SSUL KU, (K, —k)- U, (ke s —ky U, (K=K, ) (E—t)

k=0 k, ;=0k, ,=0  ky=0k;=0

seklinde ifade edilebilir. Tanim 5.1.2’den,

k K1 ks ko

Y(k) = Z Z "'zzul(kl)uz(kz _kl)”'Un—l(kn—l_kn—z)un(k_kn—l)

Kn1=0k, ,=0  k,=0k=0
elde edilir.

5.1.6 Teorem Yy(t)=(t-t,)? fonksiyonunun kesirli diferansiyel doénusimi

1,k=0 .
o(k) = olmak Uzere,
0,k=0

Y (k) =6(k—ap) (5.8)

seklindedir [28].

ispat  y(t) fonksiyonu dirac-delta fonksiyonu cinsinden asagidaki sekilde ifade

edilebilir.
YO =Y 5k~ ap)(t-1,)"

Tanim 5.1.2°den,
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Y(k)=5(k—ap)
elde edilir.

5.1.7 Teorem y(t) = D/ [u(t)] fonksiyonunun kesirli diferansiyel dontistimii,

_T(@+1l+k/a)

FiT K] Uk+a-q) (5.9)

Y (k)

seklindedir [28].

ispat y(t) = Dt‘: [u(t)] olsun. (5.2) denkleminden,

Y(K)=—— )D%[D“(Uﬂ))lzto

r(1+k/a

yazilabilir. (2.36) ‘dan,

_ 1 L2
Y= Fm O O]

t=t,

_ 1 'F(q+1+k/a) ktag,/
- T(1+k/a) T(q+1+ k/a)[D (U(t))}

t=t,

B F(q +1+ k/a). 1 k+aaq -
T T(1+Ka) F(1+k+aqj[D (u(t)) . ((5.2) denkleminden)
a
_T@+1 K)o g
rl+k/a)
elde edilir.

5.1.8 Teorem Yy(t)=D%[u,(t)]- D%|u,(t)]---D**[u, ,(t)]- D™ [u,(t)] fonksiyonunun

kesirli diferansiyel dontusimi i =1,2,3,.., n i¢in ag, € Z" olmak tzere,
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Y(k)— Z Z er(q +1+k/0‘) r(q +1+(k — kl)/a)_“r(qnl+l+(km7kn2)/a)

o ki T(lek/a) r(1+k, -k)/a) r(i+k -k ) a)

T(g, +1+ (k- k) a)
r(1+(k-k, )/ a)

U, (k +aq)U,(k, —k +aq,)U_(k, -k +eaq)  (5.10)

’ Unfl(knfl - kn—Z + aqnfl)Un (k - knfl + aqn)
seklindedir [28].

Ispat i=12,3,....n icin D [ui(t)]'nin t =t, noktasindaki kesirli diferansiyel déntisimu
C,(k) olarak tanimlayalim. Teorem 5.1.5’den y(t) fonksiyonunun diferansiyel
donlsimi,

Y= S 3 CK)C, (K, —k)-+-Cp s (K —ky5)C, (K=K, 1)

11=0k, =0  Kk,=0k;=0
dir. Teorem 5.1.7’den,

r'(q, +1+k,/a)

C.lk) = rl+k /)

U,(k, +a-q,)

Cz(kz _kl) — (qz +1+(k —k )/a)U (k

(1+(k k@) “kta-a,)

1—‘(Qn—l +1+ (kn—l — kn—z)/a)
1—‘(:l'—i_ (kn—l - kn—z)/a)

Cn—l(kn—l - kn—z) = u n—l(kn—l - I(n—2 ta- qn—l)

e o T e (k—ky) /) ,
Cn (k kn—l) - F(l-i— (k _ kn,l)/a) Un(k kn—l ta qn)

elde edilir. 1 =1,2,3,...,n i¢cin C, (k) degerleri yerlerine yazildiginda,

_ kL & & & F(q1+1+kl/a)‘F(qz+1+(k2_kl)/a)”'r(qn—l+1+(kn—l_kn—2)/a)
Y(k)_k§0kn,2=0 k22=0k1=0 r(1+k1/a) F(1+(k2_k1)/a) F(1+(kn—l_kn—2)/a)

I'(q, +1+(k-k,,)/a)
F(1+(k - knfl)/a)

U, (k, +aq)U,(k, -k, +aq,)---U, (k=K _, +aq,)

bulunur.
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5.2 Adomian Ayristirma Metodu (AAM)

Yaklasik hesaplamalarda kullanilan Adomian Ayrisim Metodu (AAM) bir seri ¢6zim
yontemidir. Amerikali matematik¢i Adomain (1923-1996) tarafindan gelistirilen bu
metod lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklemlere basariyla
uygulanabilmektedir. Adomian ayrisim metodunun kesirli mertebeli diferansiyel
denklemlere uygulanmasi icin genel anlamda asagidaki baslangi¢ deger problemini ele

alalim.

DIy(x)+Ly(x) + Ny(x) =g(x), y®(©0)=c,, k=0L1.,m-1, m-l<a<m (5.11)

Burada, L lineer operatori, N ise lineer olmayan operatéri temsil etmektedir.

Ayrisim metodu

Yy =3y, (%) (5.12)

formundaki ¢dzlimlerin bulunmasini icermektedir.

Lineer olmayan Ny(X) operatérd,
Ny(X) =D A (Yor Yireen Vo) (5.13)
n=0

ayrisimi olarak yazilabilir. Burada A, ile Adomian polinomlari temsil edilmektedir ve bu

polinomlarin genel formu,

1 dn s | .
o]

seklindedir. Ny = F(y) lineer olmayan fonksiyonunun Adomian polinomlari,
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A= F(yo)

Ai = F’(YO) Y

! l n
A =F (yo)-y2+5yfF (o)

1 (5.15)
As = F'(yo) Yt F"(YO) ‘1Y, +§ yme(yo)

! n 1 1 m 1 v
A =F'(Y)) y,+F (yo)-(y1y3+5y§)+5F (yo)~yfyz+mF( (Vo) Vi

bicimindedir.
Simdi, (5.11) ile verilen baslangi¢c deger denklemine J“ operatoriini uygulandiginda,

J'DIy(x)=J3%g(X)—J“Ly(X)— I “Ny(x) ((2.34)'den)

y(x)—mzy“)(ow%:J“g(x)—J“Ly(x)—J“Ny(x)

k

y(x)=ch%+J“g(x)—J“Ly(x)—J“Ny(x) (5.16)
k=0 .

elde edilir.(5.12) ve (5.13) esitlikleriyle verilen ifadeler (5.16) denkleminde yerine

yazildiginda,

0 m-1 Xk " " Y 0

2 Ya(0=2,6, 7437900 =3 Ly () =3 2 A (Yo, Yo Vi) (5.17)
n=0 k=0 - n=0

bulunur. Buradan y, bilegenleri sirasiyla,

m-1 Xk
Yo =ZCkF+J“g(X)
k=0 -
y, =—=J%Ly,(X)-J“A, (5.18)

y,=-J°Ly, ,(x)-J“A,,, n=2
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olarak elde edilir. Buradan, (5.11) ile verilen kesirli mertebeli baslangic deger
probleminin seri ¢6zim{,
n-1

oo =Y ve lim g, (X)=y(x) (5.19)

i=0

olur.

5.3 Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM)

Varyasyonel iterasyon metodu (VIM), pozitif bilimler ve miihendislik alanlarinda
yapilan arastirmalarda 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu method, Cinli matematik¢i He
tarafindan genel Langrange carpan metodunun modifikasyonu olarak gelistirilmistir

[36],[37],[38].

Bu method bir ¢ok lineer yada lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢ozimlerinin elde edilmesinde kullanilmistir. Varyasyonel iterasyon metodunu

uygulamak i¢in asagidaki kesirli mertebeli diferansiyel denklemi ele alahm.

Diy—f(x,y)=0, m-1l<a<m (5.20)

Bu metodun temel unsuru, (5.20) ile verilen denklemin diizeltme fonksiyonunu

kurmaktir. A -Langrange ¢arpani olmak tzere (5.20) denkleminin diizeltme fonksiyonu,

Yo () =¥, 00+ 39[2-(D2y, (00 = F (,,(%))] (5.21)

seklindedir. Burada, y, n-nci yaklagik ¢6ziim fonksiyonu, 8-y, =0 olmak uzere Y,

ise kisitlayici varyasyon olarak tanimlanir. (5.21) dizeltme fonksiyonunda kesirli
mertebeden oldugu zaman A -Langrange c¢arpanini belirlemek igin belli bir yol yoktur.
A-Langrange carpanini yaklasik olarak belirleyebilmek icin kesirli mertebe yerine m
yada m-1 tamsayi degerleri kullanilir. Bu durumda (5.21) ile verilen dogrulama

fonksiyonu,

m

yn+1(x) =Y, (X)+J.|:ﬂ“£ d

i Yo () - (X, ¥, (X)H dt (5.22)

veya
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wﬂa)zyJ@+f{z(§§§y4m—4(xyxmj}ﬂ (5.2

olur.

Odibat ve Momani [30] calismalarinda (5.20) ile verilen denklemin dogrulama

fonksiyonunu,

m

i d
yn+1(x) = yn(X) +'(|).|:/l£dtm

Yo (¥) = F(x, Y/n(X)H dt (5.24)

olarak yapilandirmislardir. Bu durumda, m=1 icin Langrange carpaninin A=-1
oldugu aciktir. Boylece (5.24) denklemindeki A-Langrange g¢arpani belirlenerek yerine

yazildiginda asagidaki iterasyon uygulanir.

Yo (00 = Yo 00+ [ 2-(DEY, 00 = £ (. 9,(0)) |t (5.25)

Verilen baslangic kosullari ve (5.25) deki iterasyon formulii uygulanarak (5.20)

denkleminin yaklasik ¢6zimi elde edilebilir. Tam ¢6zliim ise,

y(x) =lim y, (x) (5.26)
esitligi ile elde edilir.

5.4 Kesirli Kuvvet Serileri ile Coziim

(5.1) denkleminde acik olarak verilen kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel

denklemi kapali formda F € R", X e R" ve t € R olmak tizere,

F(Dx(), x(t), 1)) =0

(5.27)
X(ty) =%,
seklinde ifade edilir. (5.27) denkleminin ¢6ziimleri,
x(t) =X, +et%ﬂ (5.28)
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seklinde olsun. Burada, £, a kesirli sayisinin kesir degeri, €, X, ile ayni boyutta bir

vektorel fonksiyondur. (5.27) denkleminde (5.28) ifadesi ve tirevleri yerine yazilir

sonra yliksek dereceden terimler ihmal edilirse,

Ae=B (5.29)

seklinde e’ye gore lineer denklem sistemi elde edilir. Burada, A ve B sabit
matrislerdir. (5.29) lineer denklem sisteminin ¢éziimiyle e vektoru belirlenir ve (5.28)
da yerine yazilir. Yiksek dereceden terimler igin bu islem tekrar edilirse (5.27) denklem

sisteminin kesirli kuvvet serileri elde edilmis olur.

Yukaridaki islemleri daha genel olarak ifade etmek gerekirse, (5.27) ifadesi ile verilen

kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemin ¢éziimleri,

X (t) =%, +Zn:e”t% (5.30)
j=1

seklinde olsun. (5.30) ifadesi ile kesirli tirevlerini (5.27) denkleminde vyerine

yazildiginda,
N L]
fi :(fi,n+ Pi &+t pi,mem)tﬁ +Q(tﬂ ] (5.31)

elde edilir. Burada, f., (5.27) denklemindeki F kapali denklem sisteminin i-nci

denklemi, p; ;’ler sabit ve e,,e,,.., €,, (5.30) denklemindeki e vektoriniin tabani ve m

degeri vektorin boyutudur. Eger, f. denklemi D.ix,(t) kesirli turevini igeriyorsa

j =«,, icermiyorsa j=0’dir. (5.29) ve (5.31)'dan,

A=P

i]

(5.32)
B=- fi,n

lineer denklem sistemi elde edilir. Burada P

i, elemanlari p;; olan matristir. Bu lineer
denklem sisteminin ¢oziminden e, (i=12,.., m) bulunur ve (5.30) denkleminde

yerine yazildiginda (5.27) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemin

¢Ozimu icin keyfi terimden olusan kesirli kuvvet serisi elde edilir.
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BOLUM 6

ARASTIRMA SONUCLARI

Bu bolimde, kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler icin sunulan
metotlar dort problem lizerinde test edilmis ve elde edilen sonuclar kendi aralarinda
karsilastinmistir. Kesirli tirevin farkh degerleri icin yaklasik ¢oziimler grafik olarak
verilmistir. Literatirde yapilan ¢alismalar incelendiginde kesirli mertebeye sahip
diferansiyel-cebirsel denklemlerin nimerik ¢oézlimleri icin sadece Homotopy Analiz
Metodu (HAM) uygulanmistir [35]. Bu calismada sunulan metodlarla elde edilen
sonuglar HAM ile elde edilen sonuglarla karsilastirildiginda ayni sonuglar elde

edilmistir.

6.1 Test Problemi

Asagidaki baslangic kosullari ile verilen kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel

denklemi ele alalim.

DIx(t) —ty'(t) + x(t) - A+t)y(t) =0, O<a<l (6.1a)
y(t)—sint=0 (6.1b)
x(0)=1, y(0)=0 (6.1¢)

a =1 icin (6.1) denklem sisteminin tam ¢oziimleri Xx(t)=e™ +t-sint, y(t)=sint

seklindedir.
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Kesirli Diferansiyel Déniisiim Metodu (KDDM) ile ¢6ziim;

Teorem 5.1.3, Teorem 5.1.5 ve Teorem 5.1.8 den (6.1a) ile verilen denklemin

diferansiyel donisimii,

(1+k/pB) (2+1/8)
X(k—i—aﬂ)—m{z ok — [ (1+|/,B)Y(|+ﬂ)+Y(I)j—X(k)+Y(k):| (6.2)

olarak ifade edilir. (5.2) den (6.1b) ifadesine ait diferansiyel donlisim:

=3 otk pGi+D) 63)

i=0

(5.2) den (6.1c) ile verilen baslangi¢ degerleri,

X(0)=1 X(k)=0, k=12,.a5-1 (6.4a)
Y(k)=0, k=12,.a8-1 (6.4b)

a =1 igin (6.1) denklem sisteminin tam ¢6zimu,

X(t)=e " +t-sint (6.5a)
y(t) =sint (6.5b)

a=1p=1ve k=0,12,...n igin (6.2), (6.3), (6.4a) ve (6.4b) esitliklerinden,

X(0)=1 Y(0)=0,

3 1 1 1 7
XD =-1 X)) ==, X@B)=—=, X(4)=-=, X(B)=——, X(6)=—
@ ()2()6()8() 120 (6) =0
1 1 11
x7_—— 8)=———, X(9)=- , X(10) =
% 5040 X®) 5760 ®) 362880 10 3628800
(5.3)" den,
n E n
X(t) =Y X(k)-t/ => X(k)-t*
k=0 k=0
X(t) =t— S L Lis Lo, Tye L 7 1 4 L o, (6.6)

2 6 8 120 720 5040 5760 362880
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serisi ede edilir ki bu seri (6.1a) tam ¢6ziminin Taylor acilimi ile aynidir.

(6.1) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemin «=0.5, =2 i¢cin KDDM

ile elde edilen ¢6zim;

20 k
X(t) = > X (k) -t? =1-1.12837914/t +0.9999999t +0.7522527t"2 —0.4999999t?

k=0

+0.9027033t2-0.4999999t*-0.0859718t"'* +0.0416667t* (6.7)
—0.0955242t”% +0.0416667t° +0.0034736t™% +- -
olarak bulunur.

Varyasyonel iterasyon Metodu (ViM) ile ¢6ziim;

(6.1) denklem sistemine (5.16) formuli uygulandiginda diizeltme fonksiyonu,

X (1) = X (1) = 3 (DI X, (1) +%, () - (1)) (6.8)

seklindedir. Burada, §(t) fonksiyonu, g(t)=tcost+ (1+t)sint fonksiyonunun Taylor

acthmidir.
10 ¢n

g(t):Zt—g(”(O)=2t+t2—3t3—1t4+it5+ L Ly 1, 1 p
~n! 3 6 20 120 630 5040 36288

X,(t) =1 ile iterasyona baslandiginda,

X (t) =1
ta 2t1+a 2t2+a 4t3+a 4t4+a 6t5+a
X (t)=1- + + - - + 4o
I'l+a) T'2+a) T@+a) T'G+a) T'G+a) T'(6+a)
(6.9)
2ta t2a 2tl+zx 2tl+2a 2t2+a 2t2+2a
X, (t)=1- + + - + - 4
INl+a) T'l+2a) T2+a) TI'(2+2a) T'(B+a) I'(3+2a)

elde edilir. (6.1) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemin a =0.5 igin

ViM ile elde edilen ¢6ziimj;
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X, () =1-1.1283792+/t +t +0.7522520t%% — 0.5t2 +0.9027033t*2 — 0.5t
—0.0859718t"?+0.0416667t* —0.0955241t** + 0.0416667t°
+0.00347361t"% +- -

olarak bulunur.

Adomian Ayrisim Metodu (AAM) ile ¢6ziim;

(6.1b), (6.1a) denkleminde yerine yazildiginda

DIx(t) = —x(t) +tcost + (1+t)sint

Denklemi elde edilir. (6.11) denkleminde J“ operatorii uygulandiginda,

X(t) =1+ J(tcost + (L+t)sint) — I “(x(t))

bulunur. g(t) =tcost+(1+t)sint fonksiyonunun Taylor agihmi,

Ot 2, 1., 1 1 1 1
Gt)=> —§M0) =2t +t* - =t* -t >+ —t° - —t" t®
90 ;n!g ©) 3 6 20 120 630 5040

olmak Gizere (6.11) denklemi,

DZx(t) = —x(t) + § (t)

seklinde yazilabilir. Adomian ayrisim metoduna gore, (6.11) denkleminden

X (t)=1

X, (£) = 3% (=%, (1) + § (1)),

Xnua (1) ==3%(x, (1))

iterasyon formiilleri elde edilir. n>1 icin (6.15) iterasyon formiillerinden
X (t) =1

ta 2t1+a 2t 2+a 4t3+a 4t4+a 6t5+a
X (t) =-

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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t2a 2t1+2a 2t2+2a 4t3+2a 4t4+2a 6t5+2a
— j— + + p— +...
I'l+2a) T'(2+2a) T(3+2a) T'(4+2a) T'(5+2a) TI'(6+2x)

X, (t) =

elde edilir. (6.1) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemin a =0.5 igin

AAM ile elde edilen ¢6zim(;

20
X(t) =" x(t) =1-1.1283792+/t +t +0.7522528t¥2 —0.5t% + 0.9027033t%2 — 0.5t
i=0

—0.0859718t"2+0.0416667t* —0.0955241t>* +0.0416667t° (6.16)

+0.0034736t*2 +...

olarak bulunur.
Kesirli Kuvvet Serileri ile ¢6ziim;

(6.1) kesirli mertebeye sahip denklemin ¢6zimini a =0.5 icin ¢c6ziminl inceleyelim.

Bu durumda g =2’dir ve (6.1a) denkleminin ¢6zim{,

X(t) = X(0) + Zn:eit% (6.17)

seklinde oldugunu kabul edelim. y(t) =sint fonksiyonu yerine Taylor agilimi ve (6.17)

ifadesi (6.1a) denkleminde kesirli trevleriyle birlikte yazildiginda,

Zn:e Mti_}/2 +zn:eit% SIS CIEICINE TR BCp

—6 cee—
= T((i+2)/2) < sU et gt gt =0 (618)

elde edilir. (6.18) denkleminden n=1,2,3,... degerleri igin;

n-1 m
n=1igin (0.88622695 €, +1)+ Q. (chtk’2 + > ckt"’zj:O
k=0

k=n+1

= 0.88622695-¢, +1=0 = ¢ =-1.1283791
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n-1 m
n=2 igin (1.1283791-e, -1.1283791) v/t + Qa (Zthk/Z + > cktk’zj:o

k=0 k=n+1

—1.1283791-¢,-1.1283791=0 = e,=1

n-1 m
n=3icin (1.3293404-e,-1)-t+ Q. [cht"’2+ y cktk“]:o
k=0 k=n+1
= 1.3293404-¢,-1=0 = e,=0.75225277

n-1 m
n=4 icin (1.5045055-e4+0.75225277).t% + Qi [chtk’z + > thk”j:O
k=0

k=n+1

=1.5045055-¢, +0.75225277 =0 = e,=-0.5

Bu sekilde devam edilirse, @ =0.5 igin (6.1a) denkleminin kesirli kuvvet serisi ¢6zUmu

olarak,

x(t) = x(0) + Zeit% =1-1.1283791/t +t +0.7522528t¥2 — 0.5t + 0.9027033t°

=1
— 0.5t —0.0859717t"? +0.0416667t* —0.0955242t°" (6.19)

+0.0416667t° +0.0034736t™2 +- -

bulunur.

(6.1) denklem sisteminin o’ nin farkli degerleri igin Kesirli Diferansiyel Donisim
Metodu (KDDM), Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM), Adomian Ayrisim Metodu
(AAM) ve Kesirli Kuvvet Serileri ile elde edilen yaklasik ¢ozlimlerinin karsilastirmasi

Cizelge 6.1'de, grafikleri Sekil 6.1'de verilmistir.
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] 0=0.75
] — =05
5.0~

Sekil 6.1 (6.1) denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun a=1,a=0.75 ve
a =0.5 degerleri igin grafikleri.
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89

Cizelge 6.1 (6.1) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun yaklasik ¢6ztimlerinin karsilastirmasi.

a=05 a=0.75 a=1
t

Xseri XKDDM XVIM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM XTam(;ézUm
0.0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
0.1 | 0.7642924 | 0.7642925 | 0.7642925 | 0.7642925 | 0.7642925 | 0.8492996 | 0.8492996 | 0.8492995 | 0.8492996 | 0.8492995 | 0.9148208 | 0.9148208 | 0.9148208 | 0.9148208 | 0.9148208 | 0.9148208
0.2 | 0.7545095 | 0.7545095 | 0.7545097 | 0.7545096 | 0.7545097 | 0.8016697 | 0.8016697 | 0.8016698 | 0.8016697 | 0.8016696 | 0.8584646 | 0.8584646 | 0.8584646 | 0.8584646 | 0.8584646 | 0.8584646
0.3 | 0.7903162 | 0.7903162 | 0.7903162 | 0.7903162 | 0.7903162 | 0.7978999 | 0.7978999 | 0.7978997 | 0.7978999 | 0.7978999 | 0.8294743 | 0.8294743 | 0.8294743 | 0.8294743 | 0.8294743 | 0.8294743
0.4 | 0.8524952 | 0.8524951 | 0.8524950 | 0.8524950 | 0.8524950 | 0.8250875 | 0.8250871 | 0.8250869 | 0.8250871 | 0.8250873 | 0.8260874 | 0.8260874 | 0.8260874 | 0.8260874 | 0.8260874 | 0.8260874
0.5 | 0.9323248 | 0.9323246 | 0.9323247 | 0.9323247 | 0.9323247 | 0.8760169 | 0.8760143 | 0.8760143 | 0.8760144 | 0.8760146 | 0.8462434 | 0.8462434 | 0.8462434 | 0.8462434 | 0.8462434 | 0.8462434
0.6 | 1.0242051 | 1.0242050 | 1.0242051 | 1.0242051 | 1.0242052 | 0.9454683 | 0.9454581 | 0.9454582 | 0.9454581 | 0.9454582 | 0.8875971 | 0.8875971 | 0.8875971 | 0.8875971 | 0.8875971 | 0.8875971
0.7 | 1.1237906 | 1.1237904 | 1.1237905 | 1.1237905 | 1.1237906 | 1.0291093 | 1.0290756 | 1.0290756 | 1.0290755 | 1.0290755 | 0.9475377 | 0.9475377 | 0.9475377 | 0.9475377 | 0.9475377 | 0.9475377
0.8 | 1.2273296 | 1.2273291 | 1.2273291 | 1.2273290 | 1.2273291 | 1.1230542 | 1.1229595 | 1.1229594 | 1.1229594 | 1.1229592 | 1.0232138 | 1.0232138 | 1.0232138 | 1.0232138 | 1.0232138 | 1.0232138
0.9 | 1.3313933 | 1.3313916 | 1.3313915 | 1.3313916 | 1.3313916 | 1.2236723 | 1.2234367 | 1.2234364 | 1.2234365 | 1.2234363 | 1.1115640 | 1.1115639 | 1.1115639 | 1.1115639 | 1.1115639 | 1.1115639
1.0 | 1.4327592 | 1.4327551 | 1.4327552 | 1.4327551 | 1.4327552 | 1.3275088 | 1.3269766 | 1.3269756 | 1.3269758 | 1.3269757 | 1.2093504 | 1.2093504 | 1.2093505 | 1.2093504 | 1.2093506 | 1.2093504




6.2 Test Problemi

Asagidaki baslangi¢c kosullari ile verilen kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel

denklemi ele alalim.

DAx(t) —ty'(t) +t22'(t) + x(t) — (L+t) y(t) + (t* + 2t)z(t) =0 (6.19a)
D y(t) —tz'(t) — y(t) + (t—1)z(t) =0, O<ey,a, <1 (6.19b)
z(t)—sint=0 (6.19c¢)
x(0)=1, y(0)=1, z(0)=0 (6.19d)
a=a,=1 igin (6.19) denklem sisteminin tam ¢oziimleri

x(t)=e" +te', y(t)=e"+tsint ve z(t) =sint seklindedir.
Kesirli Diferansiyel Déniisiim Metodu (KDDM) ile ¢6ziim;

Teorem 5.1.3, Teorem 5.1.5, Teorem 5.1.6, Teorem 5.1.7 ve Teorem 5.1.8’ den 6.19a

ve 6.19b denklemlerine ait diferansiyel donlisim,

X (k + ) =— 0K/ A) [i(r(”'/ﬁl)va+ﬂl>+v<l)—2za)j5<k—l—ﬂl)

r(a1+1+k/ﬂ1) 1=0 r(l—i—l/ﬁl)
(6.20)
o(T(2+V/4) o
_g‘[r(ln/ﬂl)Z("Lﬂl)*Z(')Jﬂk 1-24,) X(k)+Y(k)}
_ TA+k/B) | &[(T(2+1/5,) i N
Y(k+a2ﬂ2)_F(az+1+k/ﬂz){§(r(1+|/ﬁz)Z(”ﬂz) Z(')Jﬂk 1-5,) o

+Y (k) +Z (k)]

Burada, = EKOK(/4,, 5,) dir.(5.2) den (6.19c¢) ifadesine ait diferansiyel donlsim,

Z (k) :2(2(;i)1l)!'5(k_ B(2i +1) (6.22)

(5.2) den (6.19d) ile verilen baslangic degerleri,
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X(0)=1 X(K)=0, k=12,..08 -1 (6.23a)

Y(k)=0, k=12, -1 (6.23b)
o, =a, =1 i¢in (6.11) denklem sisteminin tam ¢6ziimd,
x(t)=e" +te', y(t)=e'+tsint, z(t)=sint (6.24)

a=a,=1 ve k=012,..n igin (6.20), (6.21), (6.22), (6.23a) ve (6.23b)

esitliklerinden,

X(0)=1 X(1)=0, X(2)=g, x<3)=%, X(4)=2—54, X(5)=%,X(6)=%,
3 1 1 7

Y(0)=1 YD) =1Y@)=, Y(3)=%,Y(4)=—§, V()= YO =

(5.3)’den (6.19) denklem sisteminin yaklasik ¢6zimu olarak

n I3
X(t) =D X(k)-t# i3 lei S ey T Loy (6.25a)
= 2 3 24 30 720 840

n 13
y(t) =D Y (k)-t* Crtaspete oy Ly T, 1oy (6.25b)
par; 2 6 8 120 720 5040

serileri ede edilir ki bu seriler (6.24) tam ¢6zlimlerinin Taylor agilimi ile aynidir.
(6.19) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin o, =, =0.75

icin KDDM ile elde edilen ¢6zimd;

40 k
X(t) = X(k)-t* =1+0.7522528t" +0.6217516t""* + 0.5884068t""*
k=0

+1.8806319t%2-1.3565489tV4-0.2916667t%+0.3922712t*** (6.263)
+0.3438870t"? —0.2260915t"*'* +0.3541667t*

—0.1703983t"""* —0.3438870t*% +0.3236678t"* +- .-
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k

40 k
y(t) =D Y(k)-t* =1+1.0880653t" +0.7522528t** +1.2435031t""*

k=0

+0.39227121"+0.6018022t°°-0.4521830t™" +0.1666667t" ¢ 1

+0.2413976t"* —0.1719435t"'2 —0.1808732t""*

+0.0833333t* —0.0567995t"""* —0.0573145t%2 +. ..

olarak bulunur.
Varyasyonel iterasyon Metodu (ViM) ile ¢6ziim;

(6.19) denklem sistemine (5.16) ile verilen formil uygulandiginda dizeltme

fonksiyonlari,

X (1) = X, (1) =3 (D*alxk (1) —ty, (1) + % (1) - (t+D)y, (1) + g~1(t))
(6.27)
Yer® = % (=3 (DY, (1) -y, () - §,(1)), k >1.

seklindedir. Burada, §,(t),§,(t) ifadeleri, sirasiyla g,(t) =t*cost+ (t*+2t)sint ve

g,(t) =tcost—(t—1)sint fonksiyonlarinin Taylor agilimlaridir.

X, (t) = ¥, (t) =1 ile iterasyona baglandiginda,

X (t) =1,
Yo v =1
Tty 2+ 3+ d+ay 5+
X, (t) =1+ t B 6t B 6t N 20t N 20t e (6.28)
I'2+ea)) I'G+e) TI'd+a) TI'G+ea) T'(6+a)
taz 2t1+a2 2t2+a2 4t3+a2 4t4+a2
y, () =1+ + - - + 4
I'l+e,) I'C+ea,) I'G+e,) T'(d+ca,) T(G+a,)

elde edilir. (6.19) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin

a, =a, =0.75 igin ViM ile elde edilen ¢6zimd;
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X, (t) =1+1.3164424t%% +0.6217516t"* +0.2942034t** +1.8806319t>*
—1.3565489t™* +0.4166667t%+0.3922712t*** + 0.3438870t"2
(6.29a)
—0.2713098t*"* +0.3541667t* —0.1703983t*""*

—0.3295584t”% +0.3236678t"'* +- -

Y, (t) =1+1.0880653t¥* +0.7522528t¥* +1.2435031t"* +0.3922712t**
+0.6018022t>? — 0.4521830t'"* +0.1666667t° + 0.2413976t**
(6.29b)
—0.1719435t"? —0.1808732t"* + 0.0833333t* — 0.0567995t*"*
—0.0573145t2 +...
olarak bulunur.
Adomian Ayrisim Metodu (AAM) ile ¢6ziim;

(6.19) denklem sistemi,

D2x(t) = ty'(t) — x(t) + 1 +t) y(t) —t* cost — (t* + 2t) sint (6.30a)
D2y(t) = y(t) +tcost — (t —1)sint (6.30b)

olarak ifade edilebilir. (6.30) denklem sistemine J“ integral operatorii uygulandiginda,

X(t) =1+J37 (ty'(t) — x(t) + A+ 1t) y(t)) - I“ (t2 cost + (t* + 2t)sint) (6.31a)

y(t) =1+J3”(y(t))+JI” (tcost—(t—1)sint) (6.31b)

buluruz. (6.31) denklem sisteminde hesaplamalarin kolay vyapilabilmesi igin

g,(t) =t*cost + (t* + 2t)sint ve g,(t)=tcost—(t—1)sint fonksiyonlarinin Taylor

acthmlari kullanilabilir.
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L " 50 Lo, T o 1o 1, 1, 1

§,(t)=> —§,"(0)=3t* +t* —=t* - =t° + —t* + —t" ——t" - t° +
9.0 nzz(:'n!gl ©) 6 6 120 120 560 5040 362880
(6.32)
o ¢ 2., 1 1 1 1 1 1
§,0)=> —@§,"0)=2t—t* —=t* + =t* + —t° ——t° ——t + —— "+ ——+°
9.() Emgz © 3 6 20 120 630 5040 36288
Adomian ayrisim metoduna gore, (6.31) denklem sisteminden,
Xo(t)=x(0)'
Yo (1) = y(0),
X, (1) = 3% (tyy (t) — %, (1) + L+ 1) y, (1) — G, (1)),
(6.33)

Y2 (1) = 37(y, (0 + G, (1)),
Xna (1) = 37 (ty, () = %, (1) + L+ D)y, (1)),

yn+1 (t) = J ¢ (yn (t)),

iterasyon formdilleri elde edilir. n>1 igin (6.33) iterasyon formdllerinden

Xo (t) =1
Yo (t) =1
t1+a 6t2+a 6t3+a 20t4+a 20t5+0,
Xi(t) = - - + + +...
I'2+a) TBR+a) T@+a) T'G+a) T(6+a)
t* 2tl+a 2t2+0‘ 4t3+01 4t4+a
yl(t) = + - - + 4.
I'l+a) TR+a) I'(B+a) T'(d+a) TG+a)
X, (t) = (l+a) 2 4 4+3a RIE N 4 {2120 _ 6o +16 (320
T(l+2e)  T(2+2a) [(3+2a) F(4+2a)
Y, (t)= L 2 + 2 tl+2e —;thza ——4 t3+2a
Fl+2a)  T[(2+2a) I'(3+2a) T(4+2a)

elde edilir. (6.19) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin

a, =a, =0.75 icin AAM ile elde edilen ¢6zim;
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20
X(t) =" x(t) =1+1.3164424t*% +0.6217516t"* +0.2942034t"* +1.8806319t°"*

i=0

—1.3565489t"4 +0.4166667t%+0.3922712t**'* +0.3438870t"'?

(6.34a)
—0.2713098t""* +0.3541667t* —0.1703983t*""* —0.3295584t %
+0.3236678t" + -
20
y(t) =y, (t) =1+1.0880653t** +0.7522528t** +1.2435031t " + 0.3922712t**
i=0
+0.6018022t>2-0.4521830t""* +0.1666667t> + 0.2413976t** (6.34b)

—0.1719435t7'2 —0.1808732t*"* +0.0833333t* —0.0567994t*"*

—0.0573145t%% +...

olarak bulunur.
Kesirli Kuvvet Serileri ile ¢6ziim;

(6.19) kesirli mertebeye sahip denklem sisteminin o, =a, =0.75 igin ¢dzimini

inceleyelim. Bu durumda £ =4’dir ve (6.19) denklem sisteminin ¢6ziimd,

X(t) = x(0) +Zn:eit% =1+ Zn:eit% (6.35a)
y(t) = y(0)+ Z ft/4 =14 Z % (6.35b)

seklinde oldugunu kabul edelim. z(t) =sint fonksiyonu yerine Taylor agilimi ve (6.35)

ifadeleri (6.19) denklem sisteminde tlrevleriyle birlikte yazildiginda,

n r'(1+i/4) - i
> TV4) s i) g prppes 2t Lo Leiiso (636b)
~ O T((+1)/4) 3 6 20 120
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elde edilir. (6.36) denklemlerinden n=1,2,3,... degerleri icin;

n=1icin 0.51138288-¢ -t +Q, ( Z thk/4] -0

k=n-2

!
0.51138288- f, 1" + Ry ( Z dktkmj =0

JE-E-H

0.51138288
=
0 0. 51138288

n=2 igin 0.72320455-¢, t‘1’4+Q,hma,[ d¢ t""‘j 0

k=n-2

0.72320455- f, -t +R, (

k

Z dt k"‘] 0
o

-5

- 0.72320455
0 0.72320455 )

n=3 i¢in 0.91906252-e; + Q,a ( Z thk/“j -0

k=n-2

0.91906252. f, —1+ R.hma.( 3 .t k/4j=
—n—2

k

0.91906252 0 e,) (0 e, 0
= . = - =
0 0.91906252 ) | f, 1 f, 1.0880653

n=4 icin 1.1032627-¢, -t"* +Qihmal( > thkmj:o

k=n-2

1.1032627 - f, -t"* + thmal( Z d t““j 0

k=n-2

=("0" saan (3)lo) = (1)
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n=5igin 1.2784572-¢, -t"? +Qihma|( z C, k/4]=
2

k=n-

1.2784572- f, t”2+R,hma,(

O d k/4j —

1.2784572 0 e) (0 e) (0
j— . = - =
0 1.2784572) | f. ) |0 f.) o

n=6 icin (1.4464091-e, —1.9041143)-t¥* +Q, ( D cktk"‘j =0

k=n-2

(1.4464091- f, —1.0880653)-t¥* + R, dt“* =0
6 ihmal k

k=n-2
1.4464091 0 €s 1.9041143 € 1.3164424
j— . = f— =
0 1.4464091) | f, 1.0880653 f, 0.75225280

n=7 igin (1.608359%4-¢, —1)-t+Qihma,( > ckt""‘j
k 2

=n—

(1.6083594- f, —2)- t+thma,[ > d tk"‘J

k=n-2
_, (16083594 0 &) _(1) _ (& )_(062175158
0 1.6083594 ) ( f, ) |2 f, ) | 1.2435032

Bu sekilde devam edilirse, o, =, =0.75igin (6.19) denklem sisteminin kesirli kuvvet

serisi ¢ozimu olarak,

X(t) =x(0) + eit% =1+1.3164424t%% +0.6217516t"* + 0.2942034t”*

i=1
+1.8806320t%2 —1.3565489t'* +0.4166666t°
(6.37a)

+0.3922712t"/* —0.2713098t"'* + 0.3541666t*

—0.1703983t'""* —0.3295584t%2 +0.3236678t'%/* +
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y(t) =y(0)+ >, fit% =1+1.0880653t** +0.7522528t¥% +1.2435032t""*
i=1

+0.3922711t**+0.6018023t°%-0.4521830t*

+0.1666667t° +0.2413976t'¥* —0.1719435t " (6.37b)
—0.1808732t" +0.0833333t* —0.0567994t'"

—0.0573144t%% +...

bulunur.

(6.19) denklem sisteminin o nin farkh degerleri icin Kesirli Diferansiyel Donlsim
Metodu (KDDM), Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM), Adomian Ayrisim Metodu
(AAM) ve Kesirli Kuvvet Serileri ile elde edilen yaklasik ¢ozlimlerinin karsilagtirmasi

Cizelge 6.2 ve Cizelge 6.3'de, x(t) ile y(t) fonksiyonlarinin grafikleri sirasiyla Sekil 6.2

ve Sekil 6.3’de verilmistir.
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10.0-
7.5
5.0
259
I:II:I T T T T | T T T T | T T T T | T T T T |
0.0 0.5 1.0 15 2.0
=1
=075
=5

Sekil 6.2 (6.19) denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun «, =a, =1,
a,=a,=0.75 ve o, =a, =0.5 degerleri icin grafikleri.

100
751
5.0
251
I:II:I T 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 T 1 1 |
00 05 1.0 15 20
o=1
a=0.75
o=05

Sekil 6.3 (6.19) denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun o =a, =1,

o, =a,=0.75 ve a, =a, =0.5 degerleri igin grafikleri.

68



69

Cizelge 6.2 (6.19) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun yaklasik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi.

a,=a,=05 a,=a,=0.75 a=a,=1

t

Xseri XKDDM X\/IM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM XTam(;bzi]m
0.0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
0.1 | 1.2228686 | 1.1826669 | 1.2228686 | 1.2228686 | 1.2228685 | 1.0685942 | 1.0422900 | 1.0585942 | 1.0685942 | 1.0585940 | 1.0153545 | 1.0153545 | 1.0153545 | 1.0153545 | 1.0153545 | 1.0153545
0.2 | 1.5533696 | 1.4791622 | 1.5533696 | 1.5633696 | 1.55633698 | 1.1865367 | 1.1430426 | 1.1866367 | 1.1865367 | 1.1865374 | 1.0630113 | 1.0630113 | 1.0630113 | 1.0630113 | 1.0630107 | 1.0630113
0.3 | 1.9879446 | 1.8829159 | 1.9879445 | 1.9879445 | 1.9879446 | 1.3773918 | 1.3013450 | 1.3773918 | 1.3773918 | 1.3773921 | 1.1457759 | 1.1457759 | 1.1457759 | 1.1457759 | 1.1457757 | 1.1457759
0.4 | 2.5299287 | 2.3963004 | 2.5299284 | 2.5299284 | 2.5299252 | 1.6329568 | 1.5209151 | 1.6329568 | 1.6329568 | 1.6329549 | 1.2670499 | 1.2670499 | 1.2670499 | 1.2670499 | 1.2670519 | 1.2670499
0.5 | 3.1842984 | 3.0237759 | 3.1842965 | 3.1842965 | 3.1842820 | 1.9571515 | 1.8067239 | 1.9571515 | 1.9571515 | 1.9571484 | 1.4308913 | 1.4308913 | 1.4308913 | 1.4308913 | 1.4308954 | 1.4308913
0.6 | 3.9569430 | 3.7709033 | 3.9569350 | 3.9569350 | 3.9568828 | 2.35561134 | 2.1645730 | 2.3551133 | 2.3561133 | 2.3551127 | 1.6420829 | 1.6420829 | 1.6420829 | 1.6420829 | 1.6420863 | 1.6420829
0.7 | 4.8545885 | 4.6441750 | 4.8545612 | 4.8545612 | 4.8544043 | 2.8329698 | 2.6010423 | 2.8329695 | 2.8329695 | 2.8329735 | 1.9062122 | 1.9062122 |1.9062122 1.9062122 | 1.9062103 | 1.9062122
0.8 | 5.8849542 | 5.6511265 | 5.8848760 | 5.8848761 | 5.8844792 | 3.3978266 | 3.1235606 | 3.3978254 | 3.3978254 | 3.3978313 | 2.2297617 | 2.2297617 | 2.2297617 | 2.2297617 | 2.2297507 | 2.2297617
0.9 | 7.0670359 | 6.8005903 | 7.0568382 | 7.0568385 | 7.0559691 | 4.0578601 | 3.7405416 | 4.0578567 | 4.0578567 | 4.0678543 | 2.6202125 | 2.6202125 | 2.6202125 | 2.6202125 | 2.6201919 | 2.6202125
1.0 | 8.3814772 | 8.1030425 | 8.3810239 | 8.3810247 | 8.3793211 | 4.8224735 | 4.4615632 | 4.8224644 | 4.8224644 | 4.8224367 | 3.0861613 | 3.0861613 | 3.0861613 | 3.0861615 | 3.0861362 | 3.0861613




0L

Cizelge 6.3 (6.19) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun yaklasik ¢éziimlerinin karsilastirmasi.

o, =a,=05 o, =a,=0.75 a=a,=1

t

yseri yKDDM yVIM yAAM yHAM yseries yKDDM yVIM yAAM yHAM yseries yKDDM yVIM yAAM yHAM yTamQtszm
0.0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
0.1 | 1.5442147 | 1.5442147 | 1.5442147 | 1.5442147 | 1.5442148 | 1.2429149 | 1.2429149 | 1.2429149 | 1.2429149 | 1.2429149 | 1.1151543 | 1.1151543 | 1.1151543 | 1.1151543 | 1.1151546 | 1.1151543
0.2 | 1.9720908 | 1.9720908 | 1.9720908 | 1.9720908 | 1.9720908 | 1.4845588 | 1.4845587 | 1.4845588 | 1.4845587 | 1.4845587 | 1.2611366 | 1.2611366 | 1.2611366 | 1.2611366 | 1.2611373 | 1.2611366
0.3 | 24385129 | 2.4385129 | 2.4385129 | 2.4385129 | 2.4385129 | 1.7602815 | 1.7602815 | 1.7602815 | 1.7602815 | 1.7602815 | 1.4385149 | 1.4385149 | 1.4385149 | 1.4385149 | 1.4385142 | 1.4385149
0.4 | 29526384 | 2.9526385 | 2.9526384 | 2.9526384 | 2.9526385 | 2.0732557 | 2.0732556 | 2.0732556 | 2.0732556 | 2.0732556 | 1.6475920 | 1.6475920 | 1.6475920 | 1.6475920 | 1.6475902 | 1.6475920
0.5 | 3.5159836 | 3.5159836 | 3.5159836 | 3.5159836 | 3.5159834 | 2.4240283 | 2.4240283 | 2.4240283 | 2.4240283 | 2.4240283 | 1.8884340 | 1.8884340 | 1.8884340 | 1.8884340 | 1.8884328 | 1.8884340
0.6 | 41279358 | 4.1279358 | 4.1279358 | 4.1279358 | 4.1279358 | 2.8122851 | 2.8122849 | 2.8122849 | 2.8122849 | 2.8122849 | 2.1609043 | 2.1609043 | 2.1609043 | 2.1609043 | 2.1609054 | 2.1609043
0.7 | 47870918 | 4.7870918 | 4.7870918 | 4.7870918 | 4.7870924 | 3.2373243 | 3.2373235 | 3.2373236 | 3.2373236 | 3.2373236 | 2.4647051 | 2.4647061 | 2.46470561 | 2.4647061 | 2.4647091 | 2.4647051
0.8 | 54917779 | 54917779 | 5.4917779 | 54917779 | 5.4917788 | 3.6982688 | 3.6982663 | 3.6982665 | 3.6982665 | 3.6982665 | 2.7994258 | 2.7994258 | 2.7994258 | 2.7994258 | 2.7994312 | 2.7994258
0.9 | 6.2403394 | 6.2403393 | 6.2403394 | 6.2403394 | 6.2403387 | 4.1942027 | 4.1941958 | 4.1941963 | 4.1941963 | 4.1941963 | 3.1645973 | 3.1645973 | 3.1645973 | 3.1645974 | 3.1646012 | 3.1645973
1.0 | 7.0313499 | 7.0313499 | 7.0313499 | 7.0313501 | 7.0313458 | 4.7242853 | 4.7242679 | 4.7242695 | 4.7242695 | 4.7242695 | 3.5597528 | 3.5597528 | 3.5597528 | 3.5597528 | 3.5697519 | 3.5597528




6.3 Test Problemi

Asagidaki baslangic kosullari ile verilen kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel

denklemi ele alalim.

X(t)+y(t) =e™" +sint (6.38a)
DIx(t) + x(t) — y(t) =-sint, O<a <1 (6.38b)
x(0)=1, y(0)=0 (6.38c)

a =1 icin (6.38) denklem sisteminin tam ¢dziimii X(t) =e™", y(t) =sint seklindedir.
Kesirli Diferansiyel Déniisiim Metodu (KDDM) ile ¢6ziim;

Teorem 5.1.3 ve Teorem 5.1.7’den (6.38a) ve (6.38b) denklemleri ile (5.2)'den

g,(t)=e" ve g,(t)=sint fonksiyonlarina ait déniisiim formdilleri,

X (K) +Y (k) = G, (K) + G, (K) (6.39)
X(k+a,8):M[—X(k)+Y(k)—S(k)] (6.40)
I'(a+1+k/B) '

_\kIB
EY _ kipez:

G (K)=1 (k/p)! " (6.41)
0  kiBeZ
6,005 sk- i) (6.42)
? ~ (2i+1)!

(5.2)'den (6.38c) ile verilen baslangi¢ degerleri,

X(0)=1 X(k)=0, k=12,.08-1 (6.43)
Y(0)=0 (6.44)

a =1 ic¢in (6.38) denklem sisteminin tam ¢6zimd,

x(t)=e", y(t)=sint (6.45)
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k=0,12,...n icin (6.39)-(6.44) esitliklerinden,

1 1 1 1 1
X(O)=1, X(1)=—1, X(Z):E, X(3)=—€, X(4):ﬂ’ X(S):—E,X(6):%,
1 1
Y(0)=0, Y1) =1 Y(2)=0, Y(3):—6,Y(4)=O, Y(5)=@,Y(6)=o,...

elde edilir. (5.3) den (6.38) denklem sistemine ait yaklasik ¢6zlim,

n « 1, 1, 1 1 1

X)) =D X(K) -t =1-t+t* P+t -t "+ .. (6.46a)
s 2 6 24 120 720

lo, 1 1 4,

£+ —— (6.46b)
6 120 5040

y(t)=zn:Y(k)-tFZ —t-

serileri ede edilir ki bu seriler (6.45) tam ¢ozlimlerinin Taylor agihmi ile aynidir.

(6.38) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin o =0.5 icin KDDM
ile cozim;

k

40 k
X(t) = > X (k)-t? =1-1.1283792t? + 2t —3.7612639t* + 5t> — 5.7171211t>2
k=0

+6.3333333t% — 6.6198244t"* +6.4166667t* —5.8651836t*'°

(6.47a)
+5.1166667t° —4.2690617t"'* + 3.4138889t° — 2.6265805t™°
+1.9503968t" —1.4009142t"'* +0.9752480t° + - --

40 k
y(t) =D Y (k)-t? =1.1283792t"2 — 2t + 3.7612639t* — 4.5t +5.7171211t>2
k=0
—6.6666667t> + 6.6198244t"'* —6.3750000t* +5.8651836t"" (6.47b)

—5.1166667t° + 4.2690617t*Y% —3.4125000t° + 2.6265805t*'2

—1.9507937t" +1.4009142t"* —0.97522321t% +- -

olarak bulunur.
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Varyasyonel iterasyon Metodu (ViM) ile ¢6ziim;
(5.16) ile verilen formul (6.38) denklem sistemi icin uygulandiginda dizeltme

fonksiyonlari,

Y () =0, (1) + G, () — % (©)
(6.48)

X (6) =% ()= 3 (DX (D) + X% (D)= Y, () + G, (1)) , k=1,

seklindedir. Burada, ,(t) ve §,(t)sirasiyla g,(t)=¢e"" ve g,(t)=sint fonksiyonlarinin

Taylor agilimlaridir.

X, (t) =1ve y,(t) =0 ile iterasyona baslandiginda,

yO (t) = 01
Xo (t) =1,

yl(t)=3t2—1t3+it4+ Ly 1 g 1 o L o

— + + (6.49)
2 3 24 720 2520 40320 3628800

ttZ tl+ll t2+a t3+0{ t4+ll t5+0!

J— _l_ pu— + —_ +...
I'l+a) T'2+a) TR+a) T@A+a) T'G+a) T'(6+a)

% () =1~

elde edilir. (6.38) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin a =0.5
icin ViM ile elde edilen ¢dziim;
X (1) =1-1.1283792t" + 2t —3.7612639t>% + 5t* —5.7171211t°"?
+6.3333333t% - 6.6198245t "2 +6.4166667t* —5.8651836t%*
(6.50a)
+5.1166667t° —4.2690617t"% + 3.4138889t° — 2.6265805t ™2

+1.9503968t" —1.4009142t"% +0.975223222t° +- -
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Yy (t) =1.1283792tY2 — 2t +3.7612639t>* — 4.5t* +5.7171211t*?

—6.6666667t% +6.6198244t"'2 — 6.3750000t* +5.8651836t°2

(6.50b)

—5.1166667t° + 4.2690617t"% — 3.4125000t° + 2.6265805t**

—1.9507937t" +1.4009142t*'* —0.97482639t° +---
olarak bulunur.
Adomian Ayrisim Metodu (AAM) ile ¢6ziim;
(6.38) denklem sistemi
y(t) = —x(t) +e " +sint (6.51a)
DI x(t) = —x(t) + y(t) —sint (6.51b)
olarak ifade edilebilir. (6.38b) denklemine J“ integral operatori uygulandiginda,
y(t) = —x(t) +e " +sint (6.52a)
X(t) = x(0) + 3 (—x(t) + y(t) — 6, (1)) (6.52b)

elde edilir. (6.52) denklem sisteminde hesaplamalarin kolay yapilabilmesi igin
g,(t)=e"+sint ve g,(t)=sint fonksiyonlarinin  10-terimli  Taylor acilimlari

kullanilabilir.

10, ¢ 1., 1 1 1 1 1 1
g,0)=> — g, (0)=1+=t* -3+ —t* + —t° - t" + t®+ 10
6,(t gn!g1 © 2 3 24 720 2520 40320 362880

(6.53)
10 ¢ 1 1 1 1

0.0 =S g.M(0)=t— =134 —_t°_ [ t°

d,(0) ;n!gz O=t=6"+ 120" “5040" " 362880

Adomian ayrisim metoduna gore, (6.52) denklem sisteminden,
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Yo () =y(0)
X, (t) = x(0)

Y1(t) ==X t)+ G1(t)

(6.54)
X, (1) = 3% (=%, (t) + Y1 () — G, (1))
yn+1 (t) = _Xn (t)
o1 (1) = 39 (=X, (1) + ¥4 (1)), n=>1.
iterasyon formiilleri elde edilir. n>1 igin (6.54) iterasyon formillerinden
Yo (t) =0
X, (t) =1
y, (t) =1t2 —Et3 +it4 2 t° - L t’ + L t® + Lo
2 3 14 120 2520 40320 362880
ta tl+a t2+a t3+a t4+a t5+a t6+a
Xi(t) == - + - + — + 4.
'l+a) T'R+a) T'B+a) T'd+a) T'G+a) T'(6+a) TI'(T+a)
ta t1+a t2+a t3+a t4+a t5+a t6+a
y,(t) = + - + - + - 4o
I'l+a) T(2+a) T@+a) T@+a) TG+a) T'G+a) T'(7T+a)
2t2a 2tl+2a 2t2+2a 2t3+2a 2t4+2a 2t5+2a 2t6+2a
X, (t) =

+ - + - + - 4oee
I'l+2a) T'2+2a) T'(B+2a) T'(4+2a) T'G+2a) TI'(6+2a) TI'(7T+2a)

elde edilir. (6.38) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin a =0.5

icin AAM ile elde edilen ¢6zimd;

30
X(t) =" x(t) =1-1.1283792t" + 2t —3.7612639t** + 5t* —5.7171211t"

i=0
+6.3333334t% — 6.6198245t"'2+6.4166667t* —5.8651836t°2 (6.55a)
+5.1166667t° — 4.2690617t*¥% + 3.4138889t° — 2.6265805t™'

+1.9503969t" —1.4009142t"'? +0.97524804t°% + - --
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30
y(t) =y, (t) =1.1283792t"? — 2t + 3.7612639t>? — 4.5t* +5.7171212t°?

i=0

—6.6666667t> +6.6198245t"'* —6.3750001t" +5.86518361t"" (6.55b)

—5.1166667t° + 4.2690617t*2 —3.4125000t° + 2.6265805t™'?

—1.9507937t +1.4009142t"'* —0.97522324t° + .-

olarak bulunur.
Kesirli Kuvvet Serileri ile ¢6ziim;

(6.38) kesirli mertebeye sahip denklem sisteminin o =0.5 igin ¢6zimiini inceleyelim. Bu

durumda g =2’dir ve (6.38) denklem sisteminin ¢dzim{,

X(t) = x(0)+_zn:eit% =1+ Zn:eit% (6.56a)
y() = y(0) + Z ft/2 = Z 1% (6.56b)

seklinde oldugunu kabul edelim. g,(t)=e™"+sint ve g,(t)=sint fonksiyonlarinin

yerine Taylor agihmlarini ve (6.56) ifadeleri (6.38) denklem sisteminde tiirevleriyle birlikte

yazildiginda,

Zn:(e.+f.)t%—1t2+1t3—it4— Lo, 1 g L o L
— i i 2 3

—~ —~ t°+..-=0 (6.57a)
24" 720 2520 40320 362880

o | LUEV2) i on ) gLy el Lo
;ei [F((i+1)/2)t +1 iZzl:fit H e ot =0 (6.57b)

elde edilir. (6.57) denklemlerinden n=1,2,3,... degerleriicin;

n=1icin (g +f)-t’+Q, ( z ckt"’z]:o

k=n+1

|
0.88622695-€, +1+R, _ [Z dktk’z] =0
k=n
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1 1) (&) (0 e) (-1.1283791
0.88622695 0) \ f; -1 f, 1.1283791
n=2icgin (e, +f,)t+Q, ( > cktk’z) =0
k=n+1

(—2.2567582+1.1283791-¢,) Y2 4 Rl (Z dktk/zj -0
k=n

1 1) (e, 0 e, 2
1.1283791 O f, 2.2567582 f, -2
n=3igin (e;+f,)t**+Q, ., ( z cktm] =0
k=n+1

5+1.3293404-¢,)-t+ R dt* =0
( 3 ihmal k

k=n
1 1) (e, 0 e,) (-3.7612639
j— . = f— =
1.3293404 0) | f, -5 f, 3.7612639

n=4 igin (e, + f, —0.50000000)-t> +Q, ( > cktm] =0

faret
(-7.5225278+1.5045055-¢,) -t** + R, | [Zm:dktk’zj =0
P
N ( 1 1)[@1):( 0.50000000 ] N [84}( 5.0000002}
1.5045055 0) | f,) | -7.5225278 f, ) | -4.5000002
n=5igin (e + f,) " +Q,. ( Zm: ckt"’zj =0
fare!

(9.5000002+1.6616755-¢,)-t* + R, _ (z dktmj 0
k=n
1 1) (& 0 6.) (-5.7171212
= . _ N _
1.6616755 0) | f;) (-9.5000002 f,) | 57171212
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Bu sekilde devam edilirse, oz =0.5 igin (6.38) denklem sisteminin ¢6zimi olarak,

x(t) = x(0) + Zeit% =1-1.1283792t"? + 2t —3.7612639t%> 4+ 5t* —5.7171211t>?
i=1

+6.3333333t% — 6.6198245t"'*+6.4166667t* —5.865183t*?

(6.58a)
+5.1166667t° — 4.2690616tY? + 3.4138889t° — 2.626580t**'
+1.9503968t" —1.4009142t*'? +0.97524802t% +- --

y(t)=y(0)+ >, fit% =1.1283792t"% — 2t +3.7612639t¥* —4.5t* +5.7171211t>*
i=1
—6.6666667t° +6.6198245t"2 —6.3750000t* +5.86518361°'2 (6.58b)

—5.1166667t° + 4.2690616t"> —3.4125000t° + 2.6265805t"*"

—1.9507936t" +1.4009142t"'* —0.97524802t° + - --

bulunur.

(6.38) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin « nin farkl
degerleri icin Kesirli Diferansiyel Déniisim Metodu (KDDM), Varyasyonel iterasyon
Metodu (VIM), Adomian Ayrisim Metodu (AAM) ve Kesirli Kuvvet Serileri ile elde edilen
yaklasik ¢ozimlerinin karsilastirmasi Cizelge 6.4 ve Cizelge 6.5'de, Xx(t) ile y(t)

fonksiyonlarinin grafikleri sirasiyla Sekil 6.4 ve Sekil 6.5'de verilmistir.
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Cizelge 6.4 (6.38) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki Xx(t) fonksiyonunun yaklasik ¢éziimlerinin karsilastirmasi.

o, =a,=0.5 o, =a,=0.75 o =a,=1

t

Xseri XKDDM XVIM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM XTam(;OZUm
0.0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
0.1 | 0.7608910 | 0.7608910 | 0.7608911 | 0.7608910 | 0.7608910 | 0.8373931 | 0.8373931 | 0.8373932 | 0.8373929 | 0.8373931 | 0.9048374 | 0.9048374 | 0.9048374 | 0.9048374 | 0.9048374 | 0.9048374
0.2 | 0.6909261 | 0.6909262 | 0.6909261 | 0.6909261 | 0.6909262 | 0.7494390 | 0.7494391 | 0.7494390 | 0.7494391 | 0.7494391 | 0.8187308 | 0.8187308 | 0.8167308 | 0.8167308 | 0.8187308 | 0.8187308
0.3 | 0.6396502 | 0.6396502 | 0.6396501 | 0.6396502 | 0.6396502 | 0.6816129 | 0.6816129 | 0.6816129 | 0.6816128 | 0.6816129 | 0.7408182 | 0.7408182 | 0.7408182 | 0.7408182 | 0.7408182 | 0.7408182
0.4 | 0.5970877 | 0.5970877 | 0.5970878 | 0.5970877 | 0.5970878 | 0.6250322 | 0.6250322 | 0.6250322 | 0.6250321 | 0.6250322 | 0.6703201 | 0.6703201 | 0.6703201 | 0.6703201 | 0.6703201 | 0.6703201
0.5 | 0.5599927 | 0.5599926 | 0.5599928 | 0.5699927 | 0.5599926 | 0.5760121 | 0.5760122 | 0.5760122 | 0.5760124 | 0.5760122 | 0.6065307 | 0.6065307 | 0.6065307 | 0.6065307 | 0.6065307 | 0.6065307
0.6 | 0.5268889 | 0.5268894 | 0.5268895 | 0.5268891 | 0.5268894 | 0.5326236 | 0.5326238 | 0.5326238 | 0.5326237 | 0.5326238 | 0.5488116 | 0.5488116 | 0.5488116 | 0.5488116 | 0.5488116 | 0.5488116
0.7 | 0.4969632 | 0.4969640 | 0.4969654 | 0.4969651 | 0.4969640 | 0.4937126 | 0.4937128 | 0.4937127 | 0.4937127 | 0.4937128 | 0.4965853 | 0.4965853 | 0.4965853 | 0.4965853 | 0.4965853 | 0.4965853
0.8 | 0.4697014 | 0.4697024 | 0.4697067 | 0.4697066 | 0.4697022 | 0.4585197 | 0.4585198 | 0.4585197 | 0.4585197 | 0.4585197 | 0.4493290 | 0.4493290 | 0.4493290 | 0.4493290 | 0.4493290 | 0.4493290
0.9 | 0.4447420 | 0.4447444 | 0.4447577 | 0.4447741 | 0.4447448 | 0.4265075 | 0.4265076 | 0.4265077 | 0.4265077 | 0.4265076 | 0.4065697 | 0.4065697 | 0.4065697 | 0.4065697 | 0.4065697 | 0.4065697
1.0 | 0.4218152 | 0.4218206 | 0.4218511 | 0.4219688 | 0.4218207 | 0.3972736 | 0.3972738 | 0.3972736 | 0.3972732 | 0.3972736 | 0.3678795 | 0.3678795 | 0.3678794 | 0.3678794 | 0.3678794 | 0.3678794
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Cizelge 6.5 (6.38) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun yaklasik ¢éziimlerinin karsilastirmasi.

a,=a,=05 a,=a,=0.75 a=a,=1

t

yseri yKDDM yVIM yAAM yHAM yseries yKDDM yVIM yAAM yHAM yseries yKDDM yVIM yAAM yHAM yTamezUm
0.0 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.00000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000
0.1 | 0.2437798 | 0.2437798 | 0.2437798 | 0.2437798 | 0.24377987 | 0.1672777 | 0.1672777 | 0.1672777 | 0.1672777 | 0.1672777 | 0.0998334 | 0.0998334 | 0.0998334 | 0.0998334 | 0.0998334 | 0.0998334
0.2 | 0.3264740 | 0.3264739 | 0.3264740 | 0.3264740 | 0.32647396 | 0.2679611 | 0.2679610 | 0.2679611 | 0.2679611 | 0.2679610 | 0.1986693 | 0.1986693 | 0.1986693 | 0.1986693 | 0.1986693 | 0.1986693
0.3 | 0.3966883 | 0.3966883 | 0.3966883 | 0.3966883 | 0.39668830 | 0.3547255 | 0.3547256 | 0.3547255 | 0.3547255 | 0.3547256 | 0.2955202 | 0.2955202 | 0.2955202 | 0.2955202 | 0.2955202 | 0.2955202
0.4 | 0.4626506 | 0.4626507 | 0.4626506 | 0.4626505 | 0.46265067 | 0.4347062 | 0.4347062 | 0.4347062 | 0.4347062 | 0.4347062 | 0.3894183 | 0.3894183 | 0.3894183 | 0.3894183 | 0.3894183 | 0.3894183
0.5 | 0.5259634 | 0.5259636 | 0.5259638 | 0.5259636 | 0.52596360 | 0.5099440 | 0.5099441 | 0.5099441 | 0.5099440 | 0.5099441 | 0.4794256 | 0.4794255 | 0.4794256 | 0.4794256 | 0.4794255 | 0.4794255
0.6 | 0.5865647 | 0.5865648 | 0.5865657 | 0.5865653 | 0.58656476 | 0.5808303 | 0.5808303 | 0.5808302 | 0.5808303 | 0.5808303 | 0.5646425 | 0.5646425 | 0.5646425 | 0.5646425 | 0.5646425 | 0.5646425
0.7 | 0.6438384 | 0.6438391 | 0.6438416 | 0.6436411 | 0.6438391 | 0.6470902 | 0.6470902 | 0.6470901 | 0.6470901 | 0.6470902 | 0.6442177 | 0.6442177 | 0.6442177 | 0.6442177 | 0.6442177 | 0.6442177
0.8 | 0.6969792 | 0.6969827 | 0.6969880 | 0.6969944 | 0.6969830 | 0.7081653 | 0.7081653 | 0.7081653 | 0.7081653 | 0.7081653 | 0.7173561 | 0.7173561 | 0.7173561 | 0.7173561 | 0.7173561 | 0.7173561
0.9 | 0.7451437 | 0.7451522 | 0.7451589 | 0.7452119 | 0.74515197 | 0.7633889 | 0.7633889 | 0.7633890 | 0.7633889 | 0.7633890 | 0.7833269 | 0.7833269 | 0.7833269 | 0.7833269 | 0.7833269 | 0.7833269
1.0 | 0.7875108 | 0.7875299 | 0.7875336 | 0.7878171 | 0.78752995| 0.8120763 | 0.8120766 | 0.8120770 | 0.8120772 | 0.8120769 | 0.8414710 | 0.8414710 | 0.8414710 | 0.8414710 | 0.8414710 | 0.8414710




1.0
0.75-
057
0.251
|:||:|-||||||||||||||||||||||||
0.0 0.25 05 075 10
o=1
a=0.75
o=015

Sekil 6.4 (6.38) denklem sistemindeki X(t) fonksiyonunun «a=1, a=0.75 ve
a =0.5 degerleri igin grafikleri.

1.0q
0.754
|:|.5-_
0.254
o047 7T 7T 7T T T T T 1T T T T T 17 T T T T T T T T
0.0 0.25 0.4 0.75 1.0
_— =1
o=0.75
o=0.5

Sekil 6.5 (6.38) denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun «a=1, a=0.75 ve
a =0.5 degerleri igin grafikleri.

81



6.4 Test Problemi

Asagidaki baslangic kosullari ile verilen kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel

denklemi ele alalim.

DAxX(t) —t*x(t) + y(t) -2t =0 (6.59a)
Dy(t)-2z(t)+2t+2=0, O<a,, <1 (6.59b)
z(t) - y(t) - 2tx(t) +t* —t-1=0 (6.59¢)
x(0)=0, y(0)=0, z(0)=1 (6.59d)
a=a,=1 icin (6.59) denklem sisteminin tam cozimleri

x(t)=t*, y(t)=t* ve z(t)=2t>+t+1 seklindedir.
Kesirli Diferansiyel Déniisiim Metodu (KDDM) ile ¢6ziim;

Teorem 5.1.3, 5.1.6 ve 5.1.7’dan (6.59) denklem sistemine ait donlisim formdilleri,

_ T(1+k/p) [< ~ ' n B
X(k+alﬂl)_F(O{l+1+k/ﬂl)[§5(l 23)- X(k=1)=Y (k) +25(k ﬁl)} (6.60)

_ T(1+k/B) st Ay
Y(k+a2ﬁ2)—F(a2+1+k/ﬂ2)[22(k) 25k — B,) —25(K)] (6.61)
Z(k):Y(k)+2-Zk:§(|—ﬂ)-X(k—l)—4§(k—4ﬁ)+5(k—ﬂ)+§(k) (6.62)

olur. Burada = EKOK(f,, f3,) dir. (5.2) den (6.59d) ile verilen baslangi¢ degerleri,

X(kk)=0, k=01,.o,5 -1, Y(k)=0, k=01,...,a,6,-1ve Z(0)=1 (6.63)

a, =a, =1 igin (6.59) denklem sisteminin tam ¢&ziimleri,

x(t)=t*, yt)=t* ve z(t)=2t>+t+1 (6.64)

k=0,12,...n icin (2.40a), (2.40b) ve (2.40c) esitliklerinden,
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X(0)=0, X()=0, X(2) =1 X(4)=X(5)=...= X(n)=0
Y(0)=0, Y()=0,Y(2)=0, Y(3)=0, Y(4) =1, Y(5)=Y(6)=...=Y(n)=0

Z(0)=1 Z(M) =1, Z2(2)=0, Z(3) =2, Z(4) =0, Z(5)=Z(6)=...=Z(n) =0

elde edilir. (2.2) den (2.39) denklem sistemine ait yaklasik ¢oziim,

N 3
X(t) =Y X(k)-t/ =t? (6.65a)
k=0
n I3
yt)=> Y (k)-t% =t* (6.65b)
k=0
(6.65c¢)

N *
2(t) =Y Z(k)-t% =2t° +t+1
k=0

ede edilir ki bu ¢oziimler tam ¢ozimler ile aynidir. (6.59) kesirli mertebeye sahip

diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin o = o, =0.5 igin KKDM ile elde edilen ¢6zimu;
60 k

X(t) =D X (k)-t? =1.5045056t** —1.7194349t"? — 0.93750000t* —1.5283866t°
k=0

—0.93333333t° +0.47241040t*¥% + 0.31527778t°
(6.66a)
+1.3514999t"'? +1.2373016t7 +0.70911438t™'?

+0.73377976t% —0.14456907t*"2 + - ..

k

60 k
y(t) =Y Y (k)-t2 =3.3333333t° + 3.4388698t "2 + 3.3333333t" + 2.1397412t*"

k=0

5 11/2 6
—1.1333333t” —2.5079435t"“ — 4.4500000t (6.66b)

—4.8609107t"'* — 2.9079365t" —1.6356943t%/2

+0.74300595t° + 2.1750578t""/? + -
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60 k
2(t) =D Z(K)-t2 =1+t +3.009011t"? +3.3333333t° + 3.4388698t "2 + 2.3333333t"
k=0

—1.2991286t%2 —3.0083333t* —5.5647167t> — 6.3166667t° (6.66¢)

—3.9160899t**2 —2.277381t" +1.0673055t**'% +3.2176091t® +- --

olarak bulunur.
Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM) ile ¢6ziim;

(5.16) ile verilen formil (6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem

sistemi icin uygulandiginda diizeltme fonksiyonlari,

X (£) =%, ()= 3 (D%, () =t* - X, (1) + ¥, () — 2t)

z.,0=y O +2t-x_ ,(t)-t" +t+1 (6.67)
Vi ®) =¥, () =3 (DY, () -2-7,.,(t) + 2t +2)

seklinde alinabilir.  x,(t) =0, y,(t) =0, z,(t) =1 baslangic kosullari ile iterasyona
baslandiginda, (6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin

a, =a, =0.5 icin ViM ile elde edilen ¢6zimd;
X, (t) =1.5045056t%> —1.7194349t"'> —0.93750000t* —1.5283866t°>

—0.93333333t° +0.47241040t" +0.31527778t° +1.3514999t"*"2

(6.68a)
+1.2373016t" +0.70911438t""* +0.73377976t°
—0.14456907t""% +- .
Y, (t) = 3.3333333t° + 3.4388698t "' + 3.3333333t* + 2.1397412t°?
—1.1333333t° — 2.5079435t'"% — 4.4500000t° — 4.8609107t**"
(6.68b)

—2.9079365t" —1.6356943t"'% + 0.74300595t°

+2.1750578t"2 +...
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Z,,(t) =1+t +3.0090111t** +3.3333333t° +3.4388698t "' + 2.3333333t*
—1.2991286t°* —3.0083333t° —5.5647167t"/* —6.3166667t° (6.68¢)

—3.9160899t"¥2 —2.2773810t" +1.0673055t**'? +3.2176091t® +- --
olarak bulunur.
Adomian Ayrisim Metodu (AAM) ile ¢6ziim;

(6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemi

D x(t) =t?x(t) — y(t) + 2t (6.69a)
z(t) = y(t) + 2tx(t) —t* +t +1 (6.69b)
D2 y(t) =2z(t) -2t -2 (6.69c¢)

olarak ifade edilebilir. (6.69a) ve (6.69c) denklemlerine sirasiyla J* ve J%integral

operatorleri uygulandiginda,

X(t) = x(0) + 3 (£ x(t) - y(t) + 2t) (6.70a)
z(t) = y(t) + 2tx(t) —t* +t +1 (6.70b)
y(t) = y(0)+J3* (2z(t)—2t—2) (6.70c)

bulunur.Adomian ayrisim metoduna gore, (6.70) denklem sisteminden,

X, (t) = x(0)

2,(t) = (0)

Yo () = y(0)

X (1) = 3 (1° - %, (1) = Y, (1) + 20)

Z,(t) = y, (t) + 2tx (1) - t* +t+1 (6.71)

Y1(t) =J% (Zzl(t) —-2t- 2)
Xpoa (8) = 37 (17 - %, (1) = ¥, (1))
Zn+1 (t) = yn (t) + 2txn+1(t)

Yo (1) =37 (22, (1))
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iterasyon formilleri elde edilir. n>1 igin (6.71) iterasyon formillerinden

Xo (t) =0
Z, (t) =1
Yo (t) =0
2ta1+1
() ==
r2+a)
oy+2
z(t) = Attt
'2+ea,)
J o Bla et et e
T IGrata) T@+a) TG+a)
X (t) = 2(0{1 h 2)(a1 + 3)t2a1+3 _ 8(“1 + 2)t2a1+a2+3 " teareett N 24ttt
2 I'4+2q,) r4+2a,+a,) T'+o,+a,) TGB+a+a,)
7 (t) _ taz+1 B 24t0!2+4 + 4(a1 + 2)(0{1 + 3)t2a1+4 . (10al + 20+ 2a2)ta1+a2+2
2 r+ea,) TI'G+a,) '(4+2a,) rG+a,+a,)
v = — o202t B 4827+ B 16(ey, +2)(2e, + o, + 3)t2a1+2a2+3
2 [(2+2a,) T(5+2a,) (3+2a, + 2az,)

elde edilir. (6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin

o, =a, =0.5 igin ¢6ziimi;
20

X(t) = > x(t) =1.5045056t° —1.7194349t"'? —0.93750000t* —1.5283866t°”
i=0

—0.93333334t° +0.47241041tY2 +0.31527778t°
(6.72a)
+1.3514999t"/% +1.2373016t" +0.70911438t"'2

+0.73377977t% - 0.14456907t""% .-
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20
y(®) =y, (t) = 3.3333333t° + 3.4388698t /2 + 3.3333333t" + 2.1397412t*"

i=0
—1.1333334t° — 2.5079435t¥2 — 4.4500000t°
—4.8609107t"'> —2.9079365t" —1.6356943t*2

+0.74300596t° + 2.1750578t""/? + .-

(6.72b)

20
z(t) = z z,(t) =1+t+3.0090111t>* +3.3333333t> + 3.4388698t "> + 2.3333333t"

i=0
—1.2991286t%2 —3.0083334t° —5.5647167t'"?
—6.3166667t° —3.9160899t**2 — 2.2773809t’

+1.0673056t™'* +3.2176090t° +---

olarak bulunur.
Kesirli Kuvvet Serileri ile ¢6ziim;

(6.59) kesirli mertebeye sahip denklem sisteminin o, =a, =0.5 igin

inceleyelim. Bu durumda £ =2’dir ve (6.59) denklem sisteminin ¢6ziimd,

X0 =X(0)+ Y et =1+ Y et
y(t) = y(0) + Zn: ft/2 = Zn: 1%

2(t)=2(0)+ Y gt? =1+ Y gt ?

(6.72c)

¢6zimuna

(6.73a)

(6.73b)

(6.73c)

seklinde oldugunu kabul edelim. (6.73) ifadeleri (6.59) denklem sisteminde tlirevleriyle

birlikte yazildiginda,

N .Mi‘%_”% ST AP
;e‘ (F((i+1)/2)t t j+;fit 2t=0

g‘f‘ r((i+1)/2)t Zégit +2t=0
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> (g + 22 e 2 4ttt =0 (6.74c)
i=1 i=1
elde edilir. (6.74) denklemlerinden n=1,2,3,... degerleri igin;

n=1icin 0.88622695¢ +Q,, ., (Z ct* =0
k=n

|
0.88622695f, + R, ., [Z dt“* =0
k=n

(gl - fl) 'tllz + I::;hmal ( z dktk/2 =0

k=n+1

0.88622695 0 0) (e 0 e 0
= 0 0.88622695 O |- f, |=|0| =] f, |=|0
0 1 -1)\09, 0 g, 0

n=2 igin 1.1283791e2t1’2 + Qina [chtmj -0
k=

n

1.1283791f t"* +R, ( dktk’zj =0

k=

(91 - f1 _l)'t"' Pihmal ( Z dktk/?_J =0
k

=n+l

1.1283791 0 0) (e 0 e, 0
= 0 11283791 O f, |=|0| =]| f, |=|0
0 1 -1) {9, 1 d, 1

n=3 icin (1.3293404e, - 2)t + Q, .. (z cktk’z) =0
k=n

|
1.3293404f t + R, ., (Z dktk’zj 0
k=n

(g3 - fs) 't3/2 + I:)ihmal ( z dktklzj = 0

k=n+1
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1.3293404 0 0) (&) (2 e,) (15045055
= 0 13293404 O f, |=|0|=| f, [=| 0

0 1 -1) {0, 0 J, 0

0

n=4 igin 1.5045055¢,t** +Q, (chtk’z)

k=n

1.5045055f t¥ + Ry ( dktm] =0
k=n

(94 - f4)'t2 + Pihmal ( Z dkth =0

k=n+1

1.5045055 0 0) (e, 0 e, 0
= 0 1.5045055 0| f, |=| 0| =| f, |=|0
0 1 -1) | g, 0 g, 0

n=5 i¢in 1.6616755e.t* +Q, ., [chtk’zj -0

k=n

M_

=~
Il

1.6616755f,t> +R, | ( dktm] =0

n

(95 - f5 —3.0090110) 7+ Pimal ( z dktklzj =0

k=n+1

1.6616755 0 0) (e, 0 e, 0
= 0 16616755 O f. |=| 0 = f|=| o
0 1 -1) g,/ (3.0090110 g:) (3.0090110

nN=6 icin 1.80540668.t"% +Q, (Z thmj 0
k=n

|
: —-6. 7+ R te | =
(1.8054066f, —6.0180220)t>* + R, | > d,t“* |=0

k=n

(gs - fs) 'ts + Pihmal ( z dktm] =0

k=n+1
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1.8054066 0 0) (e, 0 &, 0
= 0 1.8054066 O |-| f, |=| 6.0180220 | = | f, |=| 3.3333333
0 1 -1) g, 0 9, ) 3.3333333

Bu sekilde devam edilirse, o, = a, =0.5 igin (6.59) denklem sisteminin kesirli kuvvet serisi

¢Oziimi olarak,

X(t) =x(0)+ eit% =1.5045056t*? —1.7194349t"* —0.93750000t"
i=1

—1.5283866t%2 —0.93333333t° + 0.47241040t*"2
(6.75a)

+0.31527778t° +1.3514999t**2 +1.2373016t’

+0.70911438t"*% +0.73377976t° — 0.14456907t7/2 + - --

y(t) = y(0)+ > fit/? =3.3333333t" + 34388698t + 3.3333333t"

i=1

92 5 1172
+2.1397412t 1.1333333t> —2.5079435t (6.75b)

—4.4500000t° — 4.8609107t"** — 2.9079365t’

—1.6356943t"'? +0.74300595t% + 2.1750578t""'% +---

2(t) = 2(0)+ > gt’? =1+t +3.0090111t% + 3,3333333t° + 3.4388698t™"

i=1

+2.3333333t* —1.2991286t*% — 3.0083333t>
(6.75¢c)

—5.5647167t*Y% —6.3166667t° —3.9160899t*%2
—2.2773810t" +1.0673055t™/% +3.2176091t® +---

bulunur.

(6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin « nin farkl
degerleri icin Kesirli Diferansiyel Déniisim Metodu (KDDM), Varyasyonel iterasyon

Metodu (VIM), Adomian Ayrisim Metodu (AAM) ve Kesirli Kuvvet Serileri ile elde edilen
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yaklasik ¢6zlmlerinin karsilagtirmasi Cizelge 6.6, Cizelge 6.7 ve Cizelge 6.8'de;
X(t), y(t), z(t) fonksiyonlarinin grafikleri sirasiyla Sekil 6.6, Sekil 6.7 ve Sekil 6.8'de

verilmistir.
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Cizelge 6.6 (6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki x(t) fonksiyonunun yaklasik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi.

a,=a,=05 a,=a,=0.75 a=a,=1

t

Xseri XKDDM X\/IM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM Xseries XKDDM XVIM XAAM XHAM XTam Gozim
0.0 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 1.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 1.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000
0.1 | 0.0468839 | 0.0468839 | 0.0468839 | 0.0468839 | 0.7608910 | 0.0220868 | 0.0220868 | 0.0220868 | 0.0220868 | 0.8373931 | 0.0100000 | 0.01700000 | 0.01700000 | 0.0700000 | 0.0700000 | 0.0100000
0.2 | 0.1256710 | 0.1256709 | 0.12567106 | 0.1256709 | 0.6909262 | 0.0738823 | 0.0738823 | 0.0738823 | 0.0738823 | 0.7494391 | 0.0400000 | 0.0400000 | 0.0400000 | 0.0400000 | 0.0400000 | 0.0400000
0.3 | 0.2069285 | 0.2069285 | 0.2069285 | 0.2069285 | 0.6396502 | 0.1483883 | 0.1483883 | 0.1483882 | 0.1483883 | 0.6816129 | 0.0900000 | 0.0900000 | 0.0900000 | 0.0900000 | 0.0900000 | 0.0900000
0.4 | 0.2635406 | 0.2635406 | 0.2635406 | 0.2635406 | 0.5970878 | 0.2403222 | 0.2403222 | 0.2403222 | 0.2403222 | 0.6250322 | 0.1600000 | 0.1600000 | 0.1600000 | 0.1600000 | 0.1600000 | 0.1600000
0.5 | 0.2692381 | 0.2692381 | 0.2692381 | 0.2692381 | 0.5599926 | 0.3435493 | 0.3435493 | 0.3435493 | 0.3435493 | 0.5760122 | 0.2500000 | 0.2500000 | 0.2500000 | 0.2500000 | 0.2500000 | 0.2500000
0.6 | 0.2064375 | 0.2064374 | 0.2064375 | 0.2064375 | 0.5268894 | 0.4503451 | 0.4503451 | 0.4503451 | 0.4503451 | 0.5326238 | 0.3600000 | 0.3600000 | 0.3600000 | 0.3600000 | 0.3600000 | 0.3600000
0.7 | 0.0771393 | 0.0771393 | 0.0771394 | 0.0771394 | 0.4969640 | 0.5510810 | 0.5510811 | 0.5510811 | 0.5510811 | 0.4937128 | 0.4900000 | 0.4900000 | 0.4900000 | 0.4900000 | 0.4900000 | 0.4900000
0.8 | -0.087473 | -0.087474 | -0.087474 | -0.087474 | 0.4697022 | 0.6342821 | 0.6342821 | 0.6342822 | 0.6342822 | 0.4585197 | 0.6400000 | 0.6400000 | 0.6400000 | 0.6400000 | 0.6400000 | 0.6400000
0.9 | -0.224971 | -0.224971 | -0.224972 | -0.224972 | 0.4447448 | 0.6872098 | 0.6872098 | 0.6872107 | 0.6872107 | 0.4265076 | 0.8100000 | 0.8700000 | 0.8100000 | 0.8100000 | 0.8100000 | 0.8100000
1.0 | -0.253646 | -0.253649 | -0.253648 | -0.253648 | 0.4218207 | 0.6972492 | 0.6972492 | 0.6972563 | 0.6972563 | 0.3972736 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
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Cizelge 6.7 (6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki y(t) fonksiyonunun yaklasik ¢éziimlerinin karsilastirmasi.

a,=a,=05 a,=a,=0.75 a=a,=1

t

yseri yKDDM yVIM yAAM yHAM yseries yKDDM yVIM yAAM yHAM yseries yKDDM yVIM yAAM yHAM yTamezUm
0.0 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000 | 0.0000000
0.1 | 0.0047962 | 0.0047962 | 0.0047962 | 0.0047962 | 0.0047962 | 0.0006640 | 0.0006640 | 0.0006640 | 0.0006640 | 0.0006640 | 0.0001000 | 0.0001000 | 0.0001000 | 0.0007000 | 0.0007000 | 0.0001000
0.2 | 0.0446486 | 0.0446486 | 0.0446486 | 0.0446486 | 0.0446486 | 0.0079990 | 0.0079990 | 0.0079990 | 0.0079990 | 0.0079990 | 0.0016000 | 0.0016000 | 0.0016000 | 0.0016000 | 0.0016000 | 0.0016000
0.3 | 0.1654479 | 0.1654479 | 0.1654479 | 0.1654479 | 0.1654479 | 0.0347313 | 0.0347313 | 0.0347313 | 0.0347313 | 0.0347313 | 0.0081000 | 0.0087000 | 0.0087000 | 0.0081000 | 0.0081000 | 0.0081000
0.4 | 0.4099255 | 0.4099255 | 0.4099255 | 0.4099255 | 0.4099255 | 0.0988115 | 0.0988115 | 0.0988115 | 0.0988115 | 0.0988115 | 0.0256000 | 0.0256000 | 0.0256000 | 0.0256000 | 0.0256000 | 0.0256000
0.5 | 0.7956629 | 0.7956628 | 0.7956628 | 0.7956628 | 0.7956628 | 0.2220253 | 0.2220253 | 0.2220253 | 0.2220253 | 0.2220253 | 0.0625000 | 0.0625000 | 0.0625000 | 0.0625000 | 0.0625000 | 0.0625000
0.6 | 1.2918230 | 1.2918231 | 1.2918230 | 1.29182307 | 1.2918230 | 0.4277909 | 0.4277910 | 0.4277910 | 0.4277910 | 0.4277910 | 0.1296000 | 0.1296000 | 0.1296000 | 0.1296000 | 0.1296000 | 0.1296000
0.7 | 1.8063925 | 1.8063925 | 1.8063925 | 1.8063926 | 1.8063925 | 0.7376692 | 0.7376692 | 0.7376692 | 0.7376692 | 0.7376692 | 0.2401000 | 0.2401000 | 0.2401000 | 0.2401000 | 0.2401000 | 0.2401000
0.8 | 2.1992058 | 2.1992062 | 2.1992065 | 2.1992066 | 2.1992173 | 1.1662342 | 1.1662344 | 1.1662343 | 1.1662343 | 1.1662343 | 0.4096000 | 0.4096000 | 0.4096000 | 0.4096000 | 0.4096000 | 0.4096000
0.9 | 23316970 | 2.3316970 | 2.3316969 | 2.3316969 | 2.3319582 | 1.7141423 | 1.7141424 | 1.7141421 | 1.7141421 | 1.7141421 | 0.6561000 | 0.65671000 | 0.65671000 | 0.6561000 | 0.6561000 | 0.6561000
1.0 | 2.1479874 | 2.1479845 | 2.1479835 | 2.1479833 | 2.1509580 | 2.3596234 | 2.3596233 | 2.3596213 | 2.3596213 | 2.3596212 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
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Cizelge 6.8 (6.59) kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklem sistemindeki z(t) fonksiyonunun yaklasik ¢éziimlerinin karsilastirmasi.

a,=a,=05 a,=a,=0.75 a=a,=1

t

Zseri ZKDDM ZVIM ZAAM ZHAM Zseri ZKDDM ZVIM ZAAM ZHAM Zseri ZKDDM ZVIM ZAAM ZHAM ZTamezUm
0.0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
0.1 | 1.1140729 | 1.1140729 | 1.1140729 | 1.1140729 | 1.1140729 | 1.1049813 | 1.1049813 | 1.1049813 | 1.1049813 | 1.1049813 | 1.1020000 | 1.1020000 | 1.1020000 | 1.1020000 | 1.1020000 | 1.1020000
0.2 | 1.2933168 | 1.2933169 | 1.2933169 | 1.2933169 | 1.2933169 | 1.2359519 | 1.2359519 | 1.2359519 | 1.2359519 | 1.2359519 | 1.2160000 | 1.2160000 | 1.2160000 | 1.2160000 | 1.2160000 | 1.2160000
0.3 | 1.5815050 | 1.5815060 | 1.5815050 | 1.5815050 | 1.5815060 | 1.4156642 | 1.4156643 | 1.4156643 | 1.4156643 | 1.4156642 | 1.3540000 | 1.3540000 | 1.3540000 | 1.3540000 | 1.3540000 | 1.3540000
0.4 | 1.9951580 | 1.9951579 | 1.9951579 | 1.9951579 | 1.9951579 | 1.6654694 | 1.6654692 | 1.6654692 | 1.6654692 | 1.6654692 | 1.5280000 | 1.5280000 | 1.5280000 | 1.5280000 | 1.5280000 | 1.5280000
0.5 | 2.5024009 | 2.5024009 | 2.5024008 | 2.5024008 | 2.5024009 | 2.0030744 | 2.0030745 | 2.0030745 | 2.0030745 | 2.0030745 | 1.7500000 | 1.7500000 | 1.7500000 | 1.7500000 | 1.7500000 | 1.7500000
0.6 | 3.0099480 | 3.0099479 | 3.0099478 | 3.0099478 | 3.0099479 | 2.4386050 | 2.4386050 | 2.4386050 | 2.4386050 | 2.4386050 | 2.0320000 | 2.0320000 | 2.0320000 | 2.0320000 | 2.0320000 | 2.0320000
0.7 | 3.3742876 | 3.3742874 | 3.3742877 | 3.3742876 | 3.3742876 | 2.9690827 | 2.9690826 | 2.9690826 | 2.9690826 | 2.9690826 | 2.3860000 | 2.3860000 | 2.3860000 | 2.3860000 | 2.3860000 | 2.3860000
0.8 | 3.4496477 | 3.4496477 | 3.4496483 | 3.4496483 | 3.4496824 | 3.5714851 | 3.5714849 | 3.5714858 | 3.5714858 | 3.5714857 | 2.8240000 | 2.8240000 | 2.8240000 | 2.8240000 | 2.8240000 | 2.8240000
0.9 | 3.1706479 | 3.1706481 | 3.1706472 | 3.1706472 | 3.1713371 | 4.1950118 | 4.1950119 | 4.1950212 | 4.1950213 | 4.1950213 | 3.3580000 | 3.3580000 | 3.3580000 | 3.3580000 | 3.3580000 | 3.3580000
1.0 | 2.6406827 | 2.6406863 | 2.6406852 | 2.6406852 | 2.6477138 | 4.7540535 | 4.7540532 | 4.7541338 | 4.7541338 | 4.7541338 | 4.0000000 | 4.0000000 | 4.0000000 | 4.0000000 | 4.0000000 | 4.0000000




0.0
]
-EI.E—_ =1
a=0.75
o=0.5

Sekil 6.6 (6.59) denklem sistemindeki Xx(t) fonksiyonunun o, =a, =1,

o, =a,=0.75 ve a, =a, =0.5 degerleri icin grafikleri.

2487
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o0l "T—7r 7T T T T T 17T T T T T T T T T
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Sekil 6.7 (6.59) denklem sistemindeki Yy(t) fonksiyonunun o, =a, =1,
o, =a,=0.75 ve a, =a, =0.5 degerleri igin grafikleri.
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Sekil 6.8 (6.59) denklem sistemindeki z(t) fonksiyonunun o, =a,=1,

o, =a,=0.75 ve o, =a, =0.5 degerleri icin grafikleri.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Uygulamal bilimlerde karsilasilan matematiksel modellemeler ile ortaya ¢ikan
denklemlerin ve 6zellikle de lineer olmayan denklemlerin analitik ¢c6zimi ya cok zor ya
da imkansiz olabilmektedir. Bu durumda nimerik ¢6zim yontemleri kullanilarak
¢Ozlime ulasilmaya calisilmaktadir. Son zamanlarda yapilan c¢alismalar da nimerik
¢6zim ydntemler tizerine yogunlasmistir. Ozellikle hizli sonug veren, algoritmasi kolay
ve hassasiyeti ylksek olan yontemler son derece ilgi ¢ekici olup hem zamandan hem de

maliyetten tasarruf saglamaktadir.

Bu tezde, kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler, kesirli diferansiyel
doénisim metodu, varyasyonel iterasyon metodu, Adomian ayrisim metodu ve kesirli
kuvvet serileri kullanilarak vyaklasik olarak ¢6zildi. Uygulanan metotlari
karsilastirdigimizda, kesirli donisim metodu, ¢6zim igin karmasik integral ve tiirev
alma islemleri yerine denklem sistemini cebirsel denklem sistemine donustirerek
¢O6ziime daha kolay ve hizli ulasmasi ile dikkat ¢cekmektedir. Yaklasik hesaplamada
gostermis oldugu hassasiyet ve kolay hesaplanabilirlik 6zelliginden dolayl diger
metodlardan ¢ok daha etkili ve daha hizli sonug¢ Uretmektedir. Fakat donlisim
metodunun uygulanamadigi modellerde ise diger metodlar 6n plana c¢cikmaktadir.
Varyasyonel iterasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu uygun baslangig
fonksiyonu secimiyle lineer olmayan denklemlerde ¢6ziime hizli ve etkili bir sekilde
yaklasmaktadir. Sonuc olarak, benzerlerinden daha etkili olan diferansiyel dénisim
metodu glinimizde cokca karsilasilan bircok problemin ¢éziimine yardimci olmaya

aday yeni ve oldukga etkili bir metottur.
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