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ikili sabit nokta teoremleri sabit nokta teorisinde énemli bir yer tutar ve uygulamali
matematikte periyodik sinir deger probleminin ¢oézimunin varligini ve tekligini
gostermede kullanilir. Bu tezde ilk olarak keyfi bir n pozitif tam sayisi igin ikili sabit
nokta ve ikili cakisma noktasinin genellestirmeleri olan n-li sabit nokta ve n -li cakisma
noktasi kavramlari verildi. Bu kavramlarin varligina ve tekligine iliskin teoremler kismi
sirall tam metrik uzayda ispatlandi. Ardindan n-li sabit nokta teoremleri kismi sirali
tam sezgisel fuzzy normlu uzaylarda ¢alisildi. Ayrica bir fonksiyonun ve bir kiimenin
approximate sabit nokta o6zelligi sezgisel fuzzy normlu uzaylarda tanimlandi. Sabit
nokta teorisinde kullanilan bazi déntisimlerin sezgisel fuzzy versiyonu verildi ve bu
doniisimlerin approximate sabit nokta 6zelligine sahip olup olmadigi arastirildi.

Anahtar Kelimeler: n-li sabit nokta, n-li cakisma noktasi, sezgisel fuzzy normlu uzay,
sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligi

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

Vi



ABSTRACT

FIXED POINT THEORY AND SOME OF ITS APPLICATIONS IN
INTUITIONISTIC FUZZY NORMED SPACES

Miizeyyen ERTURK

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA
Co-Adviser: Prof. Dr. Mohammad MURSALEEN

Coupled fixed point theorems have an important role in the fixed point theory and are
used to show existence and uniqueness of solution of periodic boundary value
problem in applied mathematics. In this thesis, firstly, for an arbitrary positive integer
it was given the concepts of n-tuplet fixed point and n-tuplet coincidence point which
are the generalization of coupled fixed point and coupled coincidence point. Theorems
related with existence and uniqueness of these concepts in partially ordered complete
metric space were proven. After, n-tuplet fixed point theorems were studied in
partially ordered complete intuitionistic fuzzy normed space. Also, approximate fixed
point property of a function and a set was defined in intuitionistic fuzzy normed space.
Intuitionistic fuzzy version of class of maps used in fixed point theory was given and it
was researched whether these maps have approximate fixed point property or not.

Keywords: n-tuplet fixed point, n-tuplet coincidence point, intuitionistic fuzzy
normed space, intuitionistic fuzzy approximate fixed point property

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

viii



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

insanoglu kendi bakis acisina gére dis diinyaya hitkmetme egilimindedir. Bu amacini
gerceklestirmek icin cesitli arac ve yontemler kullanir. Matematik bu araglardan biridir.
Diger ¢ogu bilim dalinda oldugu gibi matematik de “Bir sey ya A-dir veya A-olmayandir,
Uclinct bir durum dustnidlemez.” kesinligine dayanan Aristo mantiginin giidimiinde
gelismistir. Ancak dis diinyadan veri elde etmek ve bu verileri bir kesinlik igerisinde
modellemek her zaman c¢ok saglikh bir cikarim yapmamiza olanak vermez. Cinki
hayat, siyah-beyaz, arti-eksi, 0-1 olarak net bir sekilde ayirt edilmeyecek kadar

karmasik olaylarla doludur.

1965 yilinda, gergek diinyadaki karmasik olaylari matematiksel olarak ifade etmede
yetersiz kalan Aristo mantigina alternatif olarak Zadeh [1], fuzzy mantigi ve fuzzy
mantik kurallarini kullanan fuzzy kiime teorisini ortaya atti. Karmasikligin veya
belirsizligin matematiksel olarak formillestiriimesine olanak saglayan bu mantik “bir
sey ya A-dir veya A-olmayandir” ikilemine karsin “bir sey belli bir dereceye kadar A

olabilir” bakis agisini getirmistir.

Onceleri Aristo mantigini temel alan bati tarafindan dislanan bu mantik, doguda
teknolojiye basariyla uygulanmasinin ardindan ilgi gérmistir. ilk olarak bir buhar
makinesinde, ardindan bir ¢imento fabrikasinda sicakligin kontroliinde fuzzy mantik
kullanilmistir. Simdilerde giinlik hayatimiza iyice nifuz eden cep telefonu, fotokopi
makinesi, beyaz esya, klima, asansor, trafik isiklari gibi bir¢cok teknolojik aracta fuzzy

mantik kullaniilmaktadir.



Fuzzy mantigin temel kavrami fuzzy kiimelerdir. Aristo mantigina gére bir eleman bir
kiimenin elemanidir ya da degildir. Kimenin elemani olma durumu 1, kiimenin elemani
olmama durumu O ile temsil edilir. Fuzzy mantigin getirdigi bakis agisiyla artik bir
eleman bir kimenin belirli bir dereceye kadar elemani olabilmektedir. Yani [0,1]

araligindaki sonsuz deger, elemanin liye olma derecesini belirlemektedir.

Bilime yeni bir soluk getiren bu ¢ok degerli mantik, Atanassov [2] tarafindan sezgisel
fuzzy adiyla genellestirildi. Fuzzy mantik, bir 06zelligin saglanmasina gore
derecelendirmeyi yaparken sezgisel fuzzy mantik, 6zelligin hem saglanmasini hem de
saglanmamasini derecelendirir. Yani bu mantikta, “bir sey belli bir dereceye kadar A-

dir ve belli bir dereceye kadar A-olmayandir”.

Sezgisel fuzzy mantigin getirdigi bakis agisi matematigin bircok alaninda uygulandigi
gibi fonksiyonel analizde de kendine yer bulmustur. Bilindigi gibi, matematikte bostan
farkli herhangi bir kiimenin iki elemani arasindaki uzakliga metrik denir. 2004 yilinda
Park [3] fuzzy kiimelerde birer islemci olan t-norm ve t-conorm yardimiyla sezgisel
fuzzy metrik uzayr tanitmistir. Park’in bu c¢alismasinda metrik olgusu sezgisel fuzzy
mantikla bostan fakli bir kiimenin iki elemaninin birbirine yakin olma derecesi ve
birbirine yakin olmama derecesi olarak anlam bulmustur. Ardindan Saadati ve Park [4]
sezgisel fuzzy normlu uzayl tanitmislardir. Bu galismalarda sezgisel fuzzy metrik ve
normlu uzaylarda yakinsaklik, Cauchy dizisi, tam olma gibi bir¢cok temel kavramin
tanimi verilmistir. Bu makaleler fonksiyonel analizde ele alinan bircok konunun sezgisel
fuzzy uzaylarda da calisilabilirligi Gzerine fikir vermis ve sayisiz eser literatiire

kazandinlmistir (bkz. [5-14]).

Fonksiyonel analizde dikkat ¢eken bir alan olan sabit nokta teorisi sezgisel fuzzy ve
fuzzy mantigin uygulandigi alanlardan biridir. Bir adi diferansiyel denklemin
¢Ozimunidn varhg ve tekligi Gizerine insa edilen bu alan matematikte ortaya cikan
problemlerin ¢6ziiminde kullanilmasinin yaninda tip, ekonomi, fizik gibi bilimin bir¢ok
alaninda uygulama alani bulmustur. Sezgisel fuzzy ve sabit nokta teorisi alanlarinin

zenginliginden dolayi bircok ¢alisma ortaya konmustur (bkz. [15-23]).

Sabit nokta teorisindeki temel teoremlerden biri Banach contraction teoremidir [24].

Bu teorem tam metrik uzaydaki bir contraction donlisimiinin bir tek sabit noktasi



oldugunu ifade eder. Birgok yazar Banach contraction teoreminin genellestirmeleri
Uzerine calisti. Tam metrik uzay! degistirerek veya donlsiimin contraction sartini
genisleterek bu genellestirmeler yapildi (bkz. [25-31]). Kismi sirali tam metrik uzaydaki
genellestirmesi Ran ve Reurings [32] tarafindan daha zayif bir sartla verildi. Ran ve
Reurings’in vermis olduklari teoremde contraction sarti sadece tam metrik uzaydaki
kismi siralamaya goére karsilastirilabilen elemanlar icin saglanir. Bu calismayi temel
alarak bazi sabit nokta teoremleri bircok yazar tarafindan elde edildi (bkz. [33-37]).
Bhaskar ve Lakshmikantham [38] kismi sirali metrik uzayda ikili sabit nokta ve karisik
monoton donlisim kavramini tanimladilar ve bu kavramlari periyodik sinir deger
probleminin ¢dzimunun varligi ve tekligine iliskin bir teoremde kullandilar. Daha sonra,
Lahsmikantham and Ciri¢ [39] ikili sabit nokta kavraminin genellestirmesi olan ikili

cakisma noktasi kavramini ve karsik g-monoton donlisimuni tanittilar ve karisik @ -

monoton contraction dontsimi igin ikili ¢akisma noktasinin varhgini ve tekligini
calistilar. Bu calismalardan ilham alinarak farkh tip contraction déntstmleri icin ikili

sabit nokta teoremleri ¢cahisildi (bkz. [40-46]).

ikili sabit nokta teoremleri (izerine olan bu ilgi bu kavrami [47], [48] de {i¢li sabit nokta
teoremlerine, ardindan [49], [50] calismalarinda dortlii sabit nokta teoremlerine

genellemek icin motive etti.

Diger yandan yukarida da bahsedildigi gibi sabit nokta teorisi uygulamali matematikte
bir adi diferansiyel denklemin ¢6zimiinin varhg ve tekligi Gzerine insa edilmistir.
Dolayisiyla uygulamali matematikteki bircok problem sabit nokta teorisi yoluyla
¢ozulebilmektedir. Fakat bazen problemin kesin ¢6zimi yerine bir yaklasik ¢6zim
fazlasiyla yeterli olacagindan dolayr sabit noktalarin varligi ¢6zimin varhgr icin
gerekmeyebilir. Bu yaklasimin dikkat ¢gekmesinin nedeni problemleri ¢6zmek amaciyla
sabit noktalarin varhigini garantilemek icin gicli sartlarin eklenmesidir. Bu gibi
durumlarda daha az sart koyarak problemin ¢6zimiini sabit nokta ile degil de yaklasik
bir ¢6zim ile daha dogrusu yaklasik bir sabit nokta ile bulmak daha kolay
olabilmektedir. Bu distince, dogal olarak bir fonksiyonun approximate sabit noktasini
veya ¢&-sabit noktasini tanitmak ve bu kavramla ilgili teoriler Uretmek fikrini

dogurmustur. Bir f fonksiyonunun bir X approximate sabit noktasi demek ile



f (X)'in X’e “yakin” oldugu anlasilir. Literatiirde bu kavramin galisildig bircok calisma

vardir (bkz. [51-57]).

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde lglincli bolimde keyfi bir n pozitif tam sayisi icin ikili sabit nokta ve ikili
cakisma noktasi kavramlarini genellestirerek n-li sabit nokta ve n-li cakisma noktasi
kavramlari tanitilacak, bu kavramlarin varhigi ve tekligi tGzerine teoremler verilecek ve

ispatlanacaktir.

ikili ve Gclii sabit nokta teoremleri [22] ve [23]'de n-6zelligi denen bir 6zellikle ve t-
norm ve t-conorm islemcilerine bir sart ylklenerek sezgisel fuzzy normlu uzaylarda
tanitildi.  Dordinci boliimde, Uglincli bolimde calisilan n-li sabit nokta kavramiyla
iliskili teoremler sezgisel fuzzy normlu uzaylarda n-6zelligi kullanmaksizin ve t-norm ve

t-conorm islemcileri igin herhangi bir sart yliklemeksizin ¢aligilacaktir.

Besinci bolimde sabit nokta teorisinde ¢ok calisilan bir konu olan approximate sabit
nokta 6zelligi sezgisel fuzzy normlu uzaylarda tanimlanacak ve bu kavramla iliskili bazi

teoremler ve sonuglar verilecektir.

1.3 Hipotez

Uclincii bélimde (X,<<) kismi sirali tam metrik uzayi, g: X — X surekli bir dontsim
ve n keyfi bir pozitif tam sayl olmak Uzere karisik g-monoton 6zelligine sahip ¢-
contraction sartininin bir benzerini saglayan F : X" — X dénisiminiin siirekli oldugu
veya X ‘de X ‘e yakinsak, azalmayan (Xk) dizisi icin X, << X oldugu ve Y ’ye yakinsak,
artmayan (yk) dizisi icin y <y, oldugu varsayilarak F ve g ddénusiimlerinin bir n-li
cakigma noktasina sahip oldugu ve bu noktanin tek oldugu 6ngérulmustir.

Doérdiincl bolimde (X, W, v,*,0), < ile gosterilen kismi siralamaya sahip tam sezgisel
fuzzy normlu uzay ve g: X — X sezgisel fuzzy surekli bir donlisiim olmak lzere karigik

g-monoton 6zelligine sahip, (4.1), (4.2) ve (4.3) sartlarini saglayan F: X" — X

donisimiinin g ile bir n-li gakisma noktasina sahip oldugu gosterilmistir.



Besinci bolumde sezgisel fuzzy normlu uzaylarda f : X — X donlsimdiinin ve uzayin

bir alt kiimesinin approximate sabit nokta 6zelligine sahip olmasinin ilk defa tanimlari

yapildiktan sonra, sabit nokta teorisinde kullanilan bazi dénisim siniflarinin sezgisel

fuzzy versiyonu igin bu dontsiimlerin x < f (x) sartini sagladigi ayrica z(.,t)’nin
azalmayan ve V(.,t)'nin artmayan oldugu varsayimlari altinda approximate sabit nokta

Ozelliklerine sahip oldugu gosterilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde Ulglinci ve daha sonraki bolimlerde bahsi gecen temel kavramlar ve

sonuclar verilecektir.
2.1 Analiz Kaynakli Kavramlar

Tanim 2.1 X ve Y bostan farkli iki kime olmak lizere << X xY 'ye X ’den Y ’ye bir
baginti denir. Eger <, XxX(:Xz)'in bir alt kimesi ise «<’ye X’de veya X
Uzerinde bir baginti denir [58].

Tanm 2.2 X #J olmak Uzere «, X’de bir baginti olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintisi denir [58].
(i) Her x e X icin X <« x'dir (yansima ozelligi),
(i) X<y ve y< X ise x=y dir (ters simetri 6zelligi),
(iiif) X<y ve Yy 7 ise X< z'dir (gegisme ozelligi).
X ’de kismi siralama bagintisi tanimlanmis ise X ‘e kismi sirali kiime denir ve (X,<<)
ile gosterilir [58]. (X, y) e< olmasi X <y veya y > X ile temsil edilir.
Ornek 2.3 X pozitif tam sayilarin kiimesi yani X =N olsun. X,y € N olmak lizere <«

bagintisi “X <« y < X, y’yi béler” seklinde tanimlanirsa (N,<<) kismi sirali bir kimedir.

Bu 6rnege dikkat edilirse birbirini bélmeyen tam sayilar vardir. Demek ki kismi sirah bir

kiimede X <y veya Y < X olarak yazilamayan elemanlar vardir [58].



Tanim 2.4 Eger X,y elemanlari igcin X<y veya Yy < x’den en az biri dogru ise X ve

y ‘ye karsilastirilabilir elemanlar denir [58].

Tanim 2.5 Kismi sirali bir kimenin herhangi iki elemani karsilastirilabilirse bu kiimeye

tam sirali kime denir [58].
Ornek 2.6 R’de “x<y< x<y” seklinde kismi siralama bagintisi tanimlanirsa

(R,<) tam sirali bir kiimedir [58].

Tanim 2.7 (X, <) ve (Y,<') iki kismi sirali kiime ve f :X —Y bir déniisiim olsun.
X <y sartini saglayan her x,y e X igin f(x)<' f(y) ise f’ye monoton artan (veya
azalmayan) f(y)<'f(x) ise f’ye monoton azalan ( veya artmayan) fonksiyon denir.
Tanim 2.8 X = J olmak tizere d : X x X — R" fonksiyonu her x,y,z e X icin
asagidakileri saglarsa d’ye X izerinde bir metrik, (X,d) ikilisine bir metrik uzay
denir [58].

(i) d(x,y)=d(y,x) (Simetriklik),

(i) d(x,y)=0 ve d(X,y)=0< x=Yy (Pozitif tanimlilik),

(i) d (x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Usgen esitsizligi).
Tanim 2.9 (X,d) bir metrik uzay ve (X,) bu uzayda bir dizi olsun. Her &>0 igin
k >k, oldugunda, d(x,,X)< ¢ olacak sekilde bir k, =k, (&) e N tamsayisi varsa, (X, )
dizisine X e X noktasina yakinsaktir denir ve X, — X ile gdsterilir [58].
Tanim 2.10 (X,d) bir metrik uzay ve (X, ) bu uzayda bir dizi olsun. Her &> 0 igin
m,k >k, oldugunda, d (XX, )< ¢ olacak sekilde bir k, =k, (&) tam sayisi varsa, (X, )
dizisine Cauchy dizisi denir [58].
Tanim 2.11 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her (X, ) Cauchy dizisi yakinsak

ise (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [58].



Tanim 2.12 X =(X,d) ve Y =(VY,d’) iki metrik uzay, f:X —Y bir déniisim ve
X, € X olsun. Her &£>0 sayisi icin, d(x,X,)<5 oldugunda d'(f(x),f(x,))<e
olacak sekilde bir 5=5(5)>0 sayisi varsa, f’ye X, noktasinda sireklidir denir. f,

X ’in her noktasinda stirekliise, f’ye X ’de stireklidir denir [58].

Tanim 213 X =(X,d) ve Y =(Y,d") iki metrik uzay, f:X —Y bir dénisiim ve
X, € X olsun. X’de x, —>X, olan her (x/) dizisi icin Y =(Y,d")uzayinda
f(x.)— f(x) oluyorsa f’ye X, noktasinda dizisel siirekli denir. f, X’in her

noktasinda dizisel surekliise f’ye X ’de dizisel strekli denir.

Teorem 2.14 X =(X,d) ve Y =(Y,d') iki metrik uzay ve f:X —Y bir doénisiim

olsun. f ’nin surekli olmasi icin gerek ve yeter sart f 'nin dizisel strekli olmasidir.

Tanim 2.15 V bostan farkh bir kime ve F bir cisim olsun. +:VxV >V ve
-:FxV =V islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar saglanirsa V 'ye F cismi lzerinde

lineer uzay (vektor uzayi) denir:
V , + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
(i) Her x,y €V igin x+y eV “dir,
(i) Her x,y,z eV igin x+(y+2z)=(x+y)+z"dir,
(iii) Her x eV igin x+6 =60+ x =X olacak sekilde 8 €V vardir,
(iv) Her x eV igin X+(—x)=(—x)+ x = folacak sekilde —x €V vardrr,
(v) Her X,y €V igin X+ Yy=y+Xx’dir.
X,yeV ve a,f €F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:
(vi)a-x eV ‘dir,
(vi)a-(X+Yy)=a - x+a-y’dir,

(vii) (a+ B)-x=a-x+ B-x"dir,

(ix) (a-B)-x=a-(B-x) dir,



(x) 1-x=x"dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).
F=1R ise V ’'ye reel lineer uzay, F=C ise V 'ye kompleks lineer uzay adi verilir [59].

Tanim 2.16 V bir vektor uzayi olmak lzere,

. ||:V — R" fonksiyonu
(i) x[|=0<x=0,

(ii) Her ¢ € F ve her X eV igin ||a-x||:|a|-||x

(i) Her x,yeV icin [x+y|<[x|+]y]

sartlarini saglarsa | . | fonksiyonuna V ’de (veya V iizerinde) norm, (V,

|l) ikilisine
de normlu uzay denir.

V uzerindeki bir norm, V (zerinde

d(xy)=[x-y| (x.yeV)

ile verilen bir metrik tanimlar ve bu metrige norm tarafindan tretilen metrik denir.

Tanim 2.17 V normlu uzay olmak tzere V, d(xy)=|x-y

, (x,yeV) norm
metrigine gore tam ise V ’ye Banach uzayi denir.

V “nin reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayi, reel veya kompleks
Banach uzayi olarak adlandirilir.

2.2 Sabit Nokta Teorisi Kaynakli Kavramlar

Tanim 2.18 X bostan farkh bir kime ve f : X — X herhangi bir dontisiim olsun. Eger

f (x) = X olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina f 'nin sabit noktasi denir ve

f “nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F ( f) ile gésterilir [60].
Ornek 2.19
(i) Eger X =R ve f(x)=x>+5x+4 ise F(f)={-2}

(i) Eger X =R ve f(x)=x+2ise F(f)=4 [60].



Tanim 2.20 X bostan farkh bir kime ve f : X — X bir déniisim olsun. Herhangi bir
xe X igin f'(x)= f(fk(x)) olacak sekilde f“(x) tanimlansin. f*(x), x’in f
altindaki k. iterasyonu olarak adlandirihr [60].

Tanim 2.21 (X,d) metrik uzay ve f:X — X bir fonksiyon olsun. Her xe X igin

limd ( ! (x), £ (X)) =0 ise f’ye asimptotik regiiler doniisim denir [61].

k—o0
Tanim 2.22 (X,d) metrik uzay, f:X — X bir déniisim olsun. Verilen bir & >0 igin
d(f(x).%)<e ise X, € X noktasina f 'nin approximate veya ¢ -sabit noktasi denir.

f “nin approximate sabit noktalarinin kiimesi F, ( f ) ile gosterilir.

Tanim 2.23 Her £ >0 igin F,(f )= ise f:X — X dbnlsimine approximate sabit

nokta 6zelligine sahiptir denir.

5

Tanim 2.24 (X, ) bir normlu lineer uzay ve K < X olsun. Egerher f:K > K

nonexpansive dontsimi igin

inf{|x— f(x):xeK}=0

ise X'in K alt kimesi icin approximate sabit nokta 6zelligine sahiptir denir [62].

Tanim 2.25 (X,d) ve (X',d’) birer metrik uzay ve f:X — X' bir déntsiim olsun.
Eger her X,y € X icin d'(f (x), f (y)) <L-d(xy) olacak sekilde bir L>0 sayisi
mevcut ise f’ye bir Lipschitzian (veya L -Lipschitzian) donlisim denir. Bir L-
Lipschitzian f donusimi L <1 igin contraction donlsim, L=1 igin nonexpansive
déniisiim olarak adlandirilir. Eger her X,y € X ve X# Y igin d’( f(x),f (y)) <d(x,y)

ise f ’ye contractive donusiim denir.

Tanimdan da gorildugu UGzere her f Lipschitzian donusimu dizgun sureklidir.
Gergekten, §<E secimi yaplilirsa d’(f (x), f (y))S L-d(x,y)<e&’dur[63].

Ornek 2.26 Asagidaki dérneklerde X kiimesi izerindeki metrik d (x, y) :|x— y| olarak

alinsin. Bu durumda,
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(i) X :[%,1) ve f:X — X donisimi f(x)=l bagintisi ile verilsin. f, 4 -
X

Lipschitzian dénustimuddr.
(i) X =R ve f:X—>X dénisimi f(x):§+3 bagintisi ile verilsin. f,

contraction dontslimuddr.

(iii) X =[L,0) ve f:X — X déniisimii f(X)=x+l bagintisi ile verilsin. f,
X

contractive dontistimuddr [60].

Asagidaki teorem sabit nokta teorisinde cok O6nemli bir yere sahip olan Banach

contraction teoremidir.

Teorem 2.27 (X,d) bostan farkli bir tam metrik uzay olsun. f : X — X contraction

dénusiimiinin bir tek p sabit noktasi vardir ve herhangi bir x, € X i¢in

X =T (x.)=1(%), k=12,...

ile tanimli (X, ) iterasyon dizisi p ’ye yakinsar [24].

Banach contraction teoremini genellestirmenin bir yolu contraction sartini

genellemektir. Bu genellestirmeler bazi fonksiyon siniflari yardimiyla yapilir. Asagida

contraction sartini genellemek icin kullanilan (p:[O,oo)—)[O,oo) fonksiyonlarinin

ozellikleri verilecektir:
¢:[0,00) —[0,00) fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri sagladigi goz 6niine alinsin [60]:
(i) @ monoton artandir.
(i) Her t> 0 icin o(t) <t dir.
(ii) @(0)=0"dr.
(iv) @ slreklidir.

(v) Her t >0 igin (gpk (t)), 0’a yakinsar.

11



(vi) Her t > 0 icin i(pk (t) yakinsar.

k=0
(vii) t — oo igin t—¢(t) — oo dur.
(viii) @ alt toplamsaldir.

Lemma 2.28 (i) ve (ii) ozellikleri (iii)’t, (i) ve (iv) ozellikleri (iii)’G, (i) ve (v) ozellikleri

(ii)'yi gerektirir [60].

Tanim 2.29 Bir ¢ fonksiyonu (i) ve (v) sartlarini saglarsa comparison (mukayese)

fonksiyonu, (i) ve (vi) sartlarini saglarsa c-comparison fonksiyonu olarak adlandirilir.
(vii) sartini saglayan bir comparison fonksiyonu strict comparison fonksiyonu olarak

adlandirilir [60].

Lemma 2.30 Herhangi bir c-comparison fonksiyonu, comparison fonksiyondur.
Herhangi bir strict comparison fonksiyonu bir comparison fonksiyondur. Bir
comparison fonksiyonu (iii) 6zelligini saglar. (viii) 6zelligini saglayan bir fonksiyon (iv)
ozelligini de saglar. Eger @ bir comparison fonksiyonu ise her k e N igin (pk da bir

comparison fonksiyonudur [60].

Ornek 2.31
(i) ae(O,l] ve te(0,0] olmak tzere ¢(t)=at fonksiyonu (i)-(viii) 6zelliklerinin
hepsini saglar.
(ii) te(O,oo] ve (p(t):lt—tfonksiyonu bir (strict) comparison fonksiyondur fakat
_+_

bir c- comparison fonksiyon degildir.

(iii) te[0,1] igin q)(t):%t ve te(l,0) igin (p(t):t—% fonksiyonlari birer c-
comparison fonksiyondur fakat bir strict comparison fonksiyon degildir [60].

Tanim 232 (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger her x,yeX icin
d(f(x),f(y))<e(d(xy)) olacak sekilde bir ¢:[0,50)—>[0,50) comparison

fonksiyonu varsa f : X — X doénilsimiine bir ¢ -contraction denir [60].
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Banach contraction teoreminde bahsi gecen f:X — X donlsimi contraction

donisim oldugundan sireklidir. Kannan, Banach contraction teoremini genellestirmek

icin f’nin strekli olmasini gerektirmeyen Tanim 2.33’deki contractivelik sartini

tanimlamistir.

Tanim 2.33 (X,d) bir metrik uzay ve f : X — X bir déniisiim olsun. Her x,y € X igin

d(f(x),f(y))<ald(x 1 (x)+d(y. f(y))]

1
olacak sekilde en az bir a e (O,E) sayisi varsa f ’ye Kannan doniisim denir [64], [65].

Chatterjea, Kannan’dan esinlenerek benzer bir contractive’lik sarti vermistir:

Tanim 2.34 (X,d) bir metrik uzay ve f : X — X bir déniisim olsun. Her x,y € X igin

d(f(x).f(y))<b-[d(x f(y))+d(y.f(x)]

1
olacak sekilde en az bir be(O,Ej sayisi mevcutsa f ’ye Chatterjea donisim denir

[66],[64].

1972'de Zamfirescu Banach’in, Kannan’in ve Chatterjea’nin contractive’lik sartini bir

araya getirerek asagidaki tanimlamayi yapmistir:

Tanim 2.35 (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bir dénisiim olsun. Eger her

X,y € X igin

(i) d(f(x), f (y))sﬂ,d(x,y)

(i) d (f (x), F(y))<b-[d(x T () +d(y. f (x))]

sartlarindan en az birisinin dogru olacagi sekilde, /16[0,1), 0<a,b<1/2 sartlarini

saglayan A,a ve b reel sayilarivarsa, f ’ye Zamfirescu dontsimi denir [67].
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Berinde Zamfirescu’nun vermis oldugu (i)-(iii) sartindan daha genel olan asagidaki

contraction sartini vermistir:
Tanim 2.36 (X,d) bir tam metrik uzay ve f : X — X bir donlstim olsun. Eger her
X,y € X igin

d(f(x),f(y))<od(x,y)+Ld(y, f(x))

olacak sekilde bir 0 € (0,1) sabiti ve bir L>0 mevcut ise, f ’ye bir zayif contraction
denir [68].

Asagidaki teorem, Teorem 2.27 (Banach contraction teoremi)’nin Ran ve Reurings

tarafindan kismi sirali tam metrik uzayda verilen bir genellestirmesidir:
Teorem 2.37 (X,<<) kismi sirali kiimesi d metrigi ile donatilsin. f: X — X
donlisimiiniin agsagidaki sartlari sagladigi varsayilsin.

(i) (X,d) tamdir.

(ii) f surekli ve monoton bir dontsumdar.

(ii) x, < f(x,) yada x, > f(X,) olacak sekilde x, € X vardir.

(iv) x> y’yi saglayan her X,y e X igin d ( f(x),f (y))< cd(x,y) olacak sekilde

ce(0,1) vardr.

Bu takdirde f bir tek p sabit noktasina sahiptir. Dahasi her x e X igin f* (X) — p’dir
[32].

Kismi sirali metrik uzayda Bhaskar ve Lakshmikantham, karisik monoton dénlisim ve
ikili sabit nokta kavramlarini tanimlayip bir contraction sarti kullanarak ikili sabit

noktanin varligina ve tekligine iliskin teoremler verdiler:

Tanim 2.38 (X, <) kismi sirali bir kime ve F: X x X — X bir dénistim olsun. Eger
F(x,y), x ‘de monoton azalmayan, y’de monoton artmayan ise yani her X,y e X

icin
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X, X, € X ve X, < X, iken F(x,y)<F(x,,Y),

Y, Y, € X ve y, <y, iken F(X,y,)>F(XY,)

ise F ’ye karisik monoton 6zelligine sahiptir denir [38].

Tanim 2.39 F: X x X — X dénistimii igin F(X,y)=x ve F(y,x)=yise (X,y)eX

elemanina F ’nin ikili sabit noktasi denir [38].

Teorem 2.40 (X,<) bir kismi sirali kime ve d, (X,d) tam olacak sekilde X

Gzerinde bir metrik olsun.F: X xX — X, X (zerinde karisik monoton 06zelligine

sahip stirekli bir dénisiim olsun. Her X>U ve Yy <V igin
k
d(F(x,y),F(u,v))sz[d(x,u)+d(y,v):|

esitsizligini saglayan bir ke[0,1) oldugu varsayilsin. Eger X, < F(X,Y,) ve
Yo > F(Y,,X%,) olacak sekilde x,,y,€X  varsa bu takdirde F(x,y)=x ve

F(y,x)=y esitliklerini saglayan X,y € X vardir [38].

Teorem 2.41 (X,<) bir kismi sirali kime ve (X,d) bir tam metrik uzay olsun. X ’in

asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu varsayilsin:
(i) Azalmayan ve x’e yakinsayan (X, ) dizisiigin X, < x"dir.
(i) Artmayan ve y’e yakinsayan (y, ) dizisi igin y, >y dir.

F:XxX — X, X Uzerinde karisik monoton 6zelligine sahip bir donlisim olsun. Her

X>U ve Y<KV igin
d(F(x,y),F(u,v))s%[d(x,uﬁd(y,v)]

esitsizligini saglayan bir ke[0,1) oldugu varsayilsin. Eger X, < F(X,Y,) ve
Yo > F(Y,.X%,) olacak sekilde x,,y,€X varsa bu takdirde F(x,y)=x ve

F(y,x)=y esitliklerini saglayan X,y € X vardir [38].
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Teorem 2.42 (X,<) bir kismi sirali kiime oldugundan X x X 'i asagidaki kismi

siralama bagintisi ile donatilabilir.

(%,¥),(u,v)e X xX igin (X,y) < (u,v) < x<<u,y >V

Teorem 2.40 ve Teorem 2.41’in hipotezlerine ek olarak her (X,y),(u,v)e X x X igin
(x,y) ve (u,v) ile karsilagtirilabilen bir (z,z,)e XxX oldugu varsayilsin. Bu

durumda Teorem 2.40 ve Teorem 2.41’de var olan sabit noktalar tektir [38].

Lakshmikantham ve Ciri¢, [39]‘da Bhaskar ve Lakshmikantham [38]'in calismasini

genellestirdi:

Tanim 2.43 (X,<) kismi sirali bir kime, F:XxX — X ve g:X — X dontstimler

olsun. Eger F ilk bileseninde monoton g -azalmayan ve ikinci bileseninde monoton ¢ -

artmayan ise yani her X,y € X i¢gin

X, X, € X ve g(x)<g(x,)iken F(x,y)<F(x,Y)
Yi.Y, € X ve g(y,)<g(y,)iken F(xy,)>F(x,y,)

ise F karisik monoton 6zelligine sahiptir denir [39].

Tanim 244 F:XxX—>X ve g:X — Xdonisimd icin F(x,y)=g(x) ve
F(y,x)= g(y) ise (X,y)e X elemanina F ve g’nin ikili cakisma noktasi denir [39].

Tanim 2.45 X bostan farkl bir kime, F: X xX — X ve ¢g:X — X donlstimler
olsun. Her X,y e X igin g(F(X,y))= F(g(x),g(y)) ise F ve g’ye degismeli denir
[39].

Teorem 2.46 (X,<) bir kismi sirali kime ve d, (X,d) tam olacak sekilde X

tizerinde bir metrik olsun. Her bir t>0 lim(r)<t ve ¢(t)<t olacak sekilde bir

rot+

¢:[0,00) = [0,00) fonksiyonunun oldugu varsayilsin. F:XxX — X ve g:X - X
donidstimleri F karisik g - monoton 6zelligine sahip olacak sekilde dontstimler olsun

ve g(x)< g(u) ve g(y)> g(v) sartinin saglayan her X, y,u,ve X igin
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d(F(x,Y)aF(U,v))Sco{d(g(x)’g(u));d(g(y)’g(v))]

esitsizligi gergeklensin. F(X xX)c g(X), g sireklive F ile degismeli olsun. Ayrica

asagidaki sartlarin saglandigi kabul edilsin.
(i) F sireklidir,
veya
(ii) X asagidaki o6zelliklere sahiptir.

a) (x,) azalmayan ve x’e yakinsayan bir dizisi ise X, < x'dir.
b) (y,) artmayan ve y’ye yakinsayan bir dizi ise y, > y"dir.

Eger g(X,) < F (X, Y,) ve 9(Y,)>F(Y,.X,) olacak sekilde x,,y, € X varsa bu
takdirde F(X,y)=9g(x) ve F(y,x)=g(y) olacak sekilde x,y € X vardir. Yani F ve
g ikili gakisma noktasina sahiptir [39].

Teorem 2.47 Teorem 2.46'nin hipotezine ek olarak, her (x,y),(X,y’) icin
(F(u,v),F(v,u)), (F(x,y),F(y,x)) ve (F(x’, y),F(Y, x’)) ile karsilastirilabilir
olacak sekilde (u,v)e X x X ’in var oldugu varsayilsin. Bu takdirde x=g(x)=F(x,y)

ve y=g(y)=F(y,x) olacak sekilde (x,y)e X x X vardir [39].

2.3 Sezgisel Fuzzy metrik ve Normlu Uzaylardaki Bazi Temel Kavramlar

ilk olarak, Park’in siirekli t-norm ve t-conorm yardimiyla vermis oldugu sezgisel fuzzy
metrik uzayin tanimi ve bu uzaydaki fonksiyonel analiz kaynakli temel kavramlar

verilecektir.
Tanim 2.48 *:[0,1]x[0,1] > [0,1] seklinde tanimlanan bir ikili islem asagidaki &zellikleri
sagliyorsa surekli t-norm denir [69].

(i) * islemi birlesmeli ve degismeli,

(ii) * islemi surekli
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(iii) Her a€[0,1] icin a*1=a,
(iv) Her a,b,c,d [0,1]icin a<c ve b<d oldugunda a*b<c=d.
Ornegin a*b=a-b ve a*b=min{a,b} birer t-normdur.

Tanim 2.49 0:[0,1]x[0,1]>[0,1] seklinde tanimlanan bir ikili islem asagidaki
ozellikleri sagliyorsa surekli t-conorm denir [69].

(i) ¢ islemi birlesmeli ve degismeli,

(ii) O islemi surekli

(iii) Her a€[0,1] icin a00=a,

(iv) Her a,b,c,d €[0,1]i¢in a<c ve b<d oldugunda adb <cod.
Ornegin a<>b=min{a+b,1} ve a<>b=maks{a,b} birer t-conormdur.

Tanim 2.50 X bostan farkh bir kime * islemi slirekli bir t-norm, ¢ islemi sirekli bir t-

conorm ve v kiimeleri X*x(0,) tzerinde fuzzy kiimeler olmak iizere asagidaki

sartlar saglanirsa (X,/,z,v,*,O) beslisine bir sezgisel fuzzy metrik uzay denir. Her

X,ye X ve s,t >0 igin
(i) x(xy,t)+v(xyt)<I,
(ii) (%, y,t)>0,
(iii) z(x,y,t)=1 ancak ve ancak x =y,
(V) 4 (x,y,t)= u(y,xt),
(V) (X y,t)* (Y, z,8) < p(X, 2,t+5),
(vi) (x,Y,.):(0,00) —>(0,1] streklidir,
(vii) v(x,y,t) <1,

(viii) v(x,y,t)=0 ancak ve ancak x=y,
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(ix) v (x,y.t) =v (¥, x.t),
() v(Xy,t)0v(Y.z,5)2v(X,2,t+5),
(xi) v(X,Y,.):(0,00) >[0,1) sireklidir.
(u,v) ikilisine X uzerinde sezgisel fuzzy metrik denir. Burada (X, y,t) ve v(X,y,t)

fonksiyonlari sirasiile X ve y’nin t’ye gore birbirlerine yakin olma ve yakin olmama

dercesidir [3].
Sezgisel fuzzy X metrik uzayinda x(x,y,.) azalmayan ve v(X,y,.) artmayandir.

Ornek 2.51 (X,d) bir metrik uzay olsun. Her a,be[0,1] icin a*b=a-b ve

a<>b=min{1,a+b} olsun ve her m,n,h,k € R" igin ¢ ve v asagidaki gibi tanimlansin:

ht" d(X,Y)
t)= t)= '
s (5 3:1) "+ md (xy) (%) ht" -+ m.d(x,y)

Bu takdirde (X,yd ,Vd,*,O) bir sezgisel fuzzy metrik uzaydir [3].

Uyan 2.52 Yukaridaki 6rnekte m=n=h =Kk =1 alinirsa

t d(x,y
Hy (X, y,t)zm ve vy (X, y,t):%

elde edilir. Bu metrige d tarafindan olusturulan standart sezgisel fuzzy metrik uzay
denir.

Ornek 2.53 X =N, her a,b €[0,1] igin a*b =maks{0,a+b—1} ve adb=a+b-ab
olsun. u ve v fuzzy kiimeleri her X,y € X ve t>0 igin X? x(O,oo) Uzerinde asagidaki

gibi tanimlansin:

H(xy.t)=

> |< < |x
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Bu takdirde (X,,u,v,*,O) bir sezgisel fuzzy metrik uzaydir. Dikkat edilirse bu 6rnekte

ve v(x,y,t):M olacak sekilde bir d

X Uzerinde ,u(X,y,t): t d(x y)
+ )

t
t+d(xy)
metrigi mevcut degildir. Ayrica bu Ornekteki ¢ ve v igin a*b:min{a,b} ve

a0b =maks{a,b} olarak alinirsa (1, v) bir sezgisel fuzzy metrik olmaz [3].

Tanim 2.54 (X, u,v,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay, r€(0,1), t >0 ve x € X olsun.
B(x,r,t)= {y e X u(x=y,t)y>1-r,v(x-y,t)< r} kiimesi t’ye gére X merkezlive r
yari ¢capl acik yuvar olarak tanimlanir [3].

Teorem 2.55 Her agik B(x,r,t) yuvari bir agik kiimedir [3].

Uyan 256 (X,u,v,%0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda
Ty = {Ac X : Her xe Aligin B(X,y,t) = A olacak sekilde t >0 ve r €(0,1) vardlr.}
ailesi X (zerinde bir topolojidir [3].

Teorem 2.57 Her sezgisel fuzzy metrik uzay bir Hausdorff uzaydir [3].

Tanim 2.58 (X, u,v,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve Ac X olsun. Eger her X,y € A
icin, (X, y,t)>1-r ve v(X,y,t)<r olacak sekilde re(0,1) ve t>0 varsa, A
kiimesine sezgisel fuzzy sinirlidir denir [3].

Uyan 2.59 (X,,u,v,*,()), X uzerindeki d metrigi tarafindan uretilen sezgisel fuzzy
metrik uzay olsun. Ac X sezgisel fuzzy sinirlidir< A kimesi sinirlidir [3].

Teorem 2.60 (X,,v,*0) sezgisel fuzzy metrik uzay ve 7., (uv) tarafindan
dogrulan topoloji olsun. X ’de bir (Xk) dizisi x e X ’e yakinsaktir ancak ve ancak

p1(%, X, 1) > 1 ve v(x,x,t) > 0[3].

Tanim 2.61 (X, v,*0) bir sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Eger her £>0 ve

t>0icin k,I>k, oldugunda p(x.X.,t)>1—-¢ ve v(x,X,t)<e olacak sekilde
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k, €N varise (Xk) dizisine (,u,v) sezgisel fuzzy metrigine gore bir Cauchy dizisi denir
[3].
Tamim 2.62 (X,u,v,%0)'deki her Cauchy dizisi 7, 'ye gére yakinsak ise

(X, u,v,%,0) e tam sezgisel fuzzy metrik uzay denir [3].

(v) (1v)
Lemma 2.63 (X, 1,v,*,0) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Eger x, — X ve y, =y

ise her t > 0 icin asagidakiler saglanir [15].

() (%, y,t) < liminfu(x,, y,..t) ve v(X,y,t) = limsupv (., Y,.t),
(i) z(x, yat)ZLmSUpﬂ(Xkaywt) ve v(X, y,t)slliirgoinfv(xk,yk,t).

Simdi Saadati ve Park [4]'In sezgisel fuzzy metrik uzay fikrini kullanarak tanimladiklar
sezgisel fuzzy normlu uzay kavrami, ardindan bu uzaydaki bazi temel kavramlar

verilecektir.

Tanim 2.64 Eger X bir vektor uzayi, * islemi slrekli bir t-norm, ¢ islemi strekli bir t-

conorm ve u,v kimeleri X x(O,oo) Uzerinde asagidaki sartlari saglayan fuzzy
kiimeleri ise (X, z,v,*,0) beslisine bir sezgisel fuzzy normlu uzay denir. Her X,y e X

ve S,t >0 igin
(i) p(xt)+v(xt)<I1,
(ii) p(x,t)>0,

(iii) z(x,t)=1ancak veancak x =0,

(iv) o #0Oicin p(ax,t)= u[X,L],

al

(v) p(x,t)*u(y,s)< p(x+y,s+t),

(vi) 2(x,.):(0,00) = (0,1] siirekli,
(vii) lim (x,t) =1 ve lim (x,t) =0,
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(viii) v(x,t) <1,

(ix) v(x,t) =0 ancak ve ancak x=0

(x) & #0Oigin v(ax,t)= v[x,|t—J,

(xi) v(x,t)0v(y,s)2v(x+y,s+t),

(xii) v(X,.):(0,00) —[0,1) stirekli,
(xiii) !mv(x,t)=o ve Iti_r)row(x,t)zl.
Bu durumda (,v) ikilisine bir sezgisel fuzzy norm denir [4].

Dordincl ve besinci bolimlerde ispatlarda kolaylik olmasi agisindan sezgisel fuzzy

normlu uzay igin [14])'de verilen asagidaki 6zelligin saglandigi kabul edilecektir:

(xiv) Her a€[0,1] icin a*a=a,ada=a’dr.

Ornek 2.65 ( X,

||) bir normlu uzay olsun. Her abe[0,1] isin a*b=ab,

adb=min{a+b,1} olsun ve g, ve v, kiimeleri her te R" icin X x(0,00) Uzerinde

asagidaki gibi fuzzy kiimeler olsun.

||

t+{x|

Hy(X,t) = ve v, (x.t)=

t+ x|

Bu takdirde (X, 1,,v,,*,0) bir sezgisel fuzzy normlu uzaydir [4].

Tanim 2.66 (X, ,v,%9) bir sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. Eger her t>0 ve
k= o0 igin p(x —xt)—>1 ve v(x —x1t)—>0 ise (X ) dizisine (x,v) sezgisel fuzzy

(#v)
normuna gére X e X ’e yakinsar denir. Bu durum X, — X ile gosterilir [4].

(uv)
Bu tezde sezgisel fuzzy metrik veya norma goére vyakinsaklk X, — X veya

(/,z,v)—limxk = X sembolleri ile gosterilecektir.
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Lemma 2.67 (X,,u,v,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. Eger u ve v,

1(x,y,t)=u(x-y,t) ve v(x,y,t)=v(x-y,t)
seklinde tanimlanirsa (y,v) sezgisel fuzzy normu, bir sezgisel fuzzy metrik dogurur [4].

n
Tanim 2.68 * t-norm, O t-conorm, X=(X,X,...X,)eR", []a =2a*a,*..*a,,

19 Ry 5eeey -
i=1

n
]_[ai =3a,0a,0..08,,t>0, (,u,v) sezgisel fuzzy norm ve
i=l

d)(x,t)=1jy(xi,t) ve ‘P(x,t)=]i;[v(xi,t)

olmak Uzere (CD,‘I’) ikilisi sezgisel fuzzy Euclidean norm ve (R”,,u,v,*,@) beslisi
sezgisel fuzzy Euclidean normlu uzay olarak adlandirilir [4].

Tanim 2.69 X ve Y iki sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. f : X =Y donlisim igin,

noktasina yakinsarsa f, X, € X noktasinda stireklidir denir [70].
Tanim 2.70 (X,/J,V,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve Ac X olsun. Her t >0 ve
her xe X igin u(x,—Xt)>1-¢ ve v(x —Xt)<1-¢ olacak sekilde A’da en az bir

(Xk) dizisi varsa A’ya X sezgisel fuzzy normlu uzayinda yogundur denir [11].

Alaca ve dig. [15], Banach contraction teoreminin sezgisel fuzzy benzerini asagidaki

sekilde verdiler:
Teorem 2.71 (X,,u,v,*,()) bir tam sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. f: X — X
dénustimii her x,y € X ve k €(0,1) igin

,u(f (x), f (y),kt)Zy(x, y,t) ve v(f (x), f (y),kt)SV(X, y,t)

esitsizliklerini saglasin. Bu takdirde f bir tek sabit noktaya sahiptir [15].

Gordji ve dig. [22], asagida tanimlanan n-0Ozelligini kullanarak ikili sabit teoremlerini
kismi sirali tam sezgisel fuzzy normlu uzaylarda Teorem 2.73’de verdiler:
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Tanim 2.72 (X,,u,v,*,()) bir sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. Eger xe X,k >1 ve

p>0 oldugunda Lm[y(x,k”t)]np =1 ve Lm[v(x,k”t)]np —1 ise (u,v), Xx(0,0)
Uzerinde n-6zelligini saglar denir [22].

Teorem 2.73 (X,<) kismi sirali bir kiime (X, z,v,*0) n-ézelligine sahip bir tam
sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. Ayrica t-norm ve t-conorm islemcileri her a,b €[0,1]
icin adb <ab<ax*b esitsizligini saglasin. F: XxX — X ve g:X — X donusumleri

verilsin ve F, karisik g—monoton 0zelligine sahip olsun. 0<k <1 oldugunda,

g(x)<g(u) ve g(y)>g(v) sartini saglayan her X, y,u,ve X icin
#(F (%)= F(uv).kt)= u(g(x)-g(u).t)*1(a(y)-9(v).1),

(F (xy)~F (0.9).k) <v(g(0) - (u).)0 (9(¥) -5 (v).1)

olsun. F(XxX)cg(X), g surekli ve g’nin F ile degismeli oldugu ve ayrica
asagidakilerin saglandigi kabul edilsin.
(i) F sireklidir,
veya
(ii) X asagidaki 6zelliklere sahiptir.

a)(x, ) azalmayanve x, — X ise her ke N i¢in g(x )< g(x),
b) (y,) artmayanve y, —y ise her ke N icin g(y,)>g(y).

Eger g(%,) < F (X, Y,) ve 9(¥,) < F(Y,,X,) olacak sekilde x,,y, € X varsa F ve

g, Xx X ‘de bir ikili gakisma noktasina sahiptir [22].

[23]'de Gordji ve dig. calismasindan ilham alinarak benzer sekilde Gcli sabit nokta

teoremleri sezgisel fuzzy normlu uzaylarda galisildi.
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BOLUM 3

KISMi SIRALI METRIK UZAYLARDA CONTRACTIVE TiP DONUSUMLER iCiN
n-Li SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu kisimda, n keyfi bir pozitif tam sayi olmak lzere Bhaskar ve Lakshmikantham [38]’In
vermis oldugu ikili sabit nokta ve ikili gakisma noktasi kavramlarinin bir genellestirmesi
olan n-li sabit nokta ve n-li cakisma noktasi kavrami tanitilip, kismi sirali tam metrik

uzaylarda bir contraction sartini saglayan karisik g -monoton dénisiimiiniin n-li sabit

noktalarinin varhigina ve tekligine iliskin teoremler verilecek ve ispatlanacaktir. ilk

olarak bu amacg icin bazi yeni tanimlar verilecektir.

Tanim 3.1 (X,<) bir kismi sirali kime ve F:X"— X bir doniisim olsun. Eger

F(x',x*,x’, ...,x") tek bilesenlerinde monoton azalmayan, gift bilesenlerinde
monoton artmayan ise F karisik monoton o6zelligine sahiptir denir. Yani her

X,X, X, ..., X" e X icin
vy, e X,y < 7' = F(y, x5 %, X)) < F(Z2', X7, ..., x")

vyt e X,y <P = FXL YL ), L x> F(xXL 22, x, ., x")

(3.1)
yLz"e X,y < "= FXL A KLy < F(xL X3, %L,z (Eger ntek ise)
yL"e X, y" < 2" = F(xLxA XLy > F(xL X X, 2 (Eger n cift ise)
saglanir.

Tanim 3.2 X bostan farkh bir kiime olsun ve F : X" — X dénisumd verilsin. Eger
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F(x', x5, %, .., x") =x

FOC, X, X", x) = x?
( b b 7. b ) (3.2)

F(x",x',x%,..,x")=x"

ise (X', x*,X°,...,X")e X" elemanina F ’nin n-li sabit noktasi denir.

Tanim 3.3 (X,<) kismi sirali bir kime ve F:X"— X ve g:X — X doénistimler

olsun. Eger F(x',x,x’,..,X") tek bilesenlerinde @-monoton azalmayan, cgift
bilesenlerinde g-monoton artmayan ise F karisik g-monoton 6zelligine sahiptir

denir. Yani her x',x*,x’,...,X" € X icin
.2 eX.g(y')<g(2)= F(y. 0 x) < F(Z, X, X, x")
y’, 2% € X,g(y2)<< g(zz):> F(x',y% X, x> F(x', 2%, %%, ...,x")
(3.3)
y', 2" e X,g(y”)<< g(z“):> F(x',x*,x, .., y) < F(x',x*,x’,..,2")  (Eger ntekise)

y",z" e X,g(y”)<< g(z”):> F(x',x%,x°,..,y") > F(x', x>, x,..,2")  (Eger ngiftise)

saglanir. Eger g(X) =X ise bu tanim Tanim 3.1’e kisitlanir.

Tanim 3.4 X bostan farkh bir kime veF: X" — X ve g:X — X doénlsumleri

verilsin. Eger

FOX, %, x) =g(X')
FOx32, %, x",x") =g(x?
( X 9(x') (3.4)

F(x”,xl,xz,...,x“’l):g(x“)

ise (X', x,x,..,x")e X" elemani F:X"—> X ve g:X — X’nin n-li cakisma

noktasi olarak adlandirilir.

Eger g(x) =X ise (X',x*,X’,....x")e X", F ’nin n-li sabit noktasi olur.
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Tanim 3.5 (X, <) bir kismi sirali kime F: X" — X ve g: X — X dénustmler olsun.

Eger her X', x*,x*,...,X" € X icin
g(F(xl,xz,x3,...,x“)):F(g(xl),g(xz),g(ﬁ),...,g(x“)) (3.5)

ise F ve g degismeli (commutative) olarak adlandirilir.
3.1 n-li gakisma noktasinin varligi
Asagida verilecek olan teorem ve sonuglarin ifadesini kisaltmak amaciyla (X,<<)
kimesive F: X" — X icin asagidaki Varsayim géz 6niine alinacaktir:
Varsayim Asagidaki sartlardan birinin saglandigi varsayilsin.
(i) F streklidir.
veya

(i) (X, <) asagidaki sartlari saglar.
(a) Azalmayan (x, ) dizisi icin x, — X ise, her k igin x, < x"dir.
(b) Artmayan (', ) dizisiigin y, — y ise, her k igin y, > y’dir.

Teorem 3.6 <, (X,d) tam metrik uzayi Gzerinde bir kismi siralama bagintisi olsun.
F:X"—> X ve g: X — X doénisimleri verilsin ve F karisik g-monoton 6zelligine
sahip olsun.  ¢:[0,00) —[0,00) siirekli bir comparison fonksiyon olmak iizere
g(x)<a(y'),  9(x*)>g(y*). 9(x")<g(y")(eger n  tek ise),
g(x”)>> g (y”)(eéer n gift ise) seklindeki tim x',x*,x*,...x", ¥y, y>,¥’,...,y" € X igin

F:X"— X ve g: X — X ’nin asagidaki sarti sagladigi kabul edilsin:

d(FO XD, F (YL YL Y e y™)
< o[ 4(80).:80)) +d (90X, 9(y) .-+ (90X, 9(y") (3.6)

n

27



F(X"Ycg(X), g’nin surekli ve F ile degismeli oldugu varsayilsin. Ayrica

Varsayim’in saglandigi kabul edilsin. Eger
9(%) < F (%5, % X3 X7 )
(%) F (X% X0, % )

(3.7)
9(X3)<< F(XS,X(I),XS,XS,...,XQ”) (eger n tekise)

g (X8)>> F (X(r)]axévxgaxgs---g X(;H) (EEer n (_;lftlse)

olacak sekilde X;,X;,X:,...,X) € X varsa bu takdirde

F(x',x*,x,..,x") = g(xl)
F(x3x,..,x",x") = g(xz)

FOXM, XL X2, XM = g(x”)

esitliklerini saglayan x',x*,x’,...,x" € X vardir, yani F ve g, n-li gakisma noktasina

sahiptir.

ispat: Adim 1: ilk olarak (Xi),(xf),(xi),...,(xl'j) dizileri  kurulacaktir.

Xg» Xg» Xo .0 X € X, (3.7)'deki gibi olsun. F(X™) < g(X) oldugundan k =1,2,....,n igin

(Xf< ),(Xf),(xi),...,(xs) dizileri agagidaki gibi kurulabilir:

1 23 n
g (Xk)= F (Xk—lﬂxk—lﬁxk—lﬁ"" ka1)

g(Xf)= F(le—lﬂle—lﬂ""xl?—li‘xll—l) (3.8)

Adim 2: Her k e N igin
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1 1

g(xk_l)<< g(xk)

g(xf_1)>> g(xk)

[SS]

(3.9)
9(x)<g(x) (eger n tekise)

g (XL[I ) > (XE) (eger n giftise)

oldugu gosterilecektir. Bunun igin timevarim yontemi uygulanacaktir. (3.7)’den dolayi

(3.9)'daki siralamalar k =1 igin saglanir. Yani

9(X) ) < F (X% %% X)) (eBer n tekise)

9(X))> F (X% %% X)) (eger n giftise)
dir. Boylece iddia k =1 icin dogrudur. (3.9)’daki siralamalarin k =m icin saglandig

kabul edilsin. Bu durumda

(3.10)
g(xp.)<g(xp) (egern tekise)

g (me1) > (x;) (eger n giftise)

dir. Simdi (3.9)’daki siralamalarin k=m+1 icin saglandigi gosterilmelidir. (3.10) ile

birlikte F ’nin karisik g - monoton 6zelligi ve (3.8) g6z dnline alinarak

1 1 2 n
9(%n)=F (X0s X X )
1 2 n
< F(xm,xmfl,...,xmfl)
1 2 n
< F(xm,xm,...,xmfl)
1 2 n-1 n
< F (X X0 X0 X0 )
< F(x‘ X2, ., X! x”)zg(x1 )

m? “'m? m 2 m-+1
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2 2 3 n 1
g(xm) I:(Xm—l’xm 1 Xin-1> Xm 1)
> F (X2 X0 0o X2 X0 )
> F(x,i,x; X" x}nfl)
2 3 1 1
> F (X0 Xpoeoes Xpy X0y )
2 3 1) __ 2
> F (X0 X X X0 ) =0 (X2 )

(eger n tekise)

*
n 1 2
> F (X0 Xy Xy X )
> F(x“,x‘,x2 x”’_‘)
mrm e (eger n ift ise)
> F(x;,x}n X2 x;’fl)
> F(xr?],x}n X2 ey x;’1)=g(x;+l)

elde edilir. Boylece (3.9) her keN i¢in saglanir. Dolayisiyla asagidaki (3.11)

siralamalari yazilabilir:

> g(x)>g(x)> > g(x)>9(x)
L<g(x)<g(x,) <. <g(x)<g(x)

(3.11)
> g(xQ)>> g(x,ffl)>>...>> g(x{‘)>> g(x[)‘) (Eger n tekise)

< g(xli‘) < g(x571)<< R g(x{‘) < g(x{)‘) (Eger n giftise)
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Adm3: ¢ (X|1< ), g (le), g (le),..., g (XL‘) dizilerinin Cauchy dizisi oldugu gésterilecektir.

Bu amag igin

S =d (904, 9(%))+d(g(x). 904, )+ ..+ d (). 9(x,,))

tanimlansin. (6, ) icin

é‘k+1 < n'(” (ﬁj
n

saglanir. Clinki (3.6), (3.8) ve (3.11) kullanilarak

d (g(xliﬂ)’ g(xli+2))
= 0 (F (X K)o F (X s X))

< (/{d (900, 90x))+d (906, 9 (X)) +-.+d (X, g(XEH))J

n
n

(ka) g(xm))

= ( s X Xk Xk 1seees Xiy1o Xll< 1))
< { 906 ), 9(%)) +-+d (g (). g (xp.)) +d (%), g(xm))J
B n
)
S| —
n

d(g0x,)), g(xm))

( Xk Xk 7 ’ (XI?-H Xli+1 Xl?;ll ))
. ( 906, 904.))+d (906, 904+ +d (90O¢ ™), (%)
B n
20
n
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yazilir ve (3.13)-(3.15) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

d(g(xiﬂ),g(x&ﬂ))m(g(xi+l>,g(xf+2>)+...+d(g(xk“ﬂ),g(x;‘ﬂ))sn.co(%j (3.16)

elde edilir. Dolayisiyla (3.12) esitsizligi gosterilmis olur.

(3.12)  esitsizliginde  her  t>0  igin p(t)<t oldugu  kullanilirsa

0, o,
Sy < n.¢(—kj< n.— = ¢, oldugu gorulur. Buradan (&, )’nin monoton azalan bir dizi
n n

oldugu sonucuna varilir. Ayrica (5k) alttan sinirli oldugundan

lims, =6 (3.17)

k—0

olacak sekilde ¢ >0 vardir. Simdi 6 =0 oldugu gosterilecektir:

0 >0 oldugu varsayilsin. (3.12)’'nin her iki tarafinin 6, — ¢ icin limiti alinirsa ve her

r >0 igin Iirr?(/)(r) <t oldugu g6z onlinde bulundurulursa
0, 0,
d=limg, ., <lim n.go(—kj = lim n.(o(—kj < n.é =4 (3.18)
k—0 k—o0 n o0 n n

elde edilir ki bu da bir geliskidir. Yani 6 =0 olmahdir. Dolayisiyla

lim d (906, 906.)) +d (906, 9. )+ +d (9 (), 9 (X)) = 0 (3.19)

dir. Simdi g(x&),g(xi),g(xi),...,g(XC)’nln Cauchy dizileri oldugunu gésterelim.
2

Bunun igin g(xi),g(xk),g(xi),...,g(xf)'den en az birinin Cauchy dizisi olmadig

varsayilsin. Boylece

t=d (9064 9044 )+ d (9064 . 90K )+

(3.20)
..+d (g(x;.‘(k)), g(xl”(k))) >¢
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olacak sekilde j(k)>1I(k)>k ‘yi saglayan j(k),I(k) tamsayi alt dizileri bulunabilir.
Ayrica, j(k), I(k)’dan biyiik, j(k)>1(k)>k ve (3.20)'yi saglayan en kiigiik tamsayi

olacak sekilde j(k) segilebilir. Dolayisiyla
A (90X > 904 )+ A (906 ) 0 )+ d (906, ) 905, < & (3.21)

dur. Ucgen esitsizligi kullanilarak ve (3.20) ve (3.21) g6z 6niinde bulundurularak

et

=d (906 4)): 8044) ) +d (9064 90K+ -+ d (9K 9 x5 )

<d (90X 90K )+ A (9K ), 906
+d (g(x?(k)), g(X?(k)_l)) +d (g(x?(k)—1)> g(xlz(k)))

+ot
0 (90 00X ) +d (90K 906,) 3.2
<d (g(x}(k)), g(x}(k)fl))+ d (g(xj?(k)), g(xf(k)fl))+...+ d (g(xj”(k)), g(X?(k)il))-i-g
:5j(k)_1 +¢&
elde edilir. (3.22)’de k — oo igin limit alinir ve (3.19) kullanilirsa
imt,
:lm[d(g(x}(k)),g(x}(k)))m(g(xf(k)),g(xlz(k)))+...+d(g(x;‘(k)),g(x{‘(k))ﬂ (3.23)
=&

dir. (3.20)’ye tekrardan asagidaki gibi Giggen esitsizligi uygulanirsa
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te = (90K 904 )+ A (906 905 )+ - +d (90K, 06
< (90X 9000+ 4 (9040, 900 ) + 8 (9K I 6

+ (904 90G0))+ 4 (90640, 9060.)) + 4 (906,00, 906

+...+ (3.24)
A (9040 90640, )+ A (GO0, G0 )+ A (9O 905
< 8,00+ S + 8 (90X ), 90X, )+ 4 (900 906 ) )+

..t+d (g(x?(k)ﬂ)’ 9(X|n<k)+l))

yazilir. j(k)>1(k) oldugundan

9(Xi)> 9 (X
9(Xw) < 9 (X
: (3.25)

g (X?(k)) >0 (X;Ek)) (Eger n tekise)
g (X?(k)) < (X{Ek)) (Eger n giftise)
dir. Boylelikle, (3.25), (3.8) ve (3.6)’dan
d (g(xlj(k)ﬂ)’ g(xll(k)+1))
= (X KK ] F (K K50 )
< (/?(%[d (Q(X}(k))a g(X:(k))) +d (Q(X?(k))a g(Xlz(k))) +...+d (g(X?(k))s g(XEk))):U (3.26)
— 1:k
o[}
A (906> 906.))
=d F(xf(k),...,x?(k),x}(k)),F(xf(k),...,x{zk),x:(k)))

%[d (g(X?(k))’ g(X'z(k))) +..+d (g(x?(k))s g(XIrEk))) +d (g(X}(k))s g(X:(k))):U (3.27)
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yazilir. (3.26)-(3.28) taraf tarafa toplanip (3.24) ile birlikte diisiiniiliirse ve her t > 0 icin

¢(t) <t oldugu kullanilirsa

t < 5 +5I(k)+1

j(k)+1

(9043, 900400 )+ 8 (G060 0G0 ) -+ A (90K 9060

t 3.29
< 5j(k)+1 + 5I(k)+1 + n-¢(ﬁkj ( )

t
k
< 5j(k)+1 +5I(k)+1 + n-F

esitsizligi bulunur. k — o igin (3.29)’da limit alinirsa & < & geliskisi elde edilir. Bu geliski
g(xi),g(xf),g(xs),...,g(x;)’dan en az birinin Cauchy dizisi olmadigi varsayimindan
elde edildiginden g(xi), g(xf),g(xi),...,g(XC)'nin Cauchy dizileri oldugu anlasilir ve

X tam metrik uzay oldugundan

Ilmg(xk) X' Ilmg(xk) x? Ilmg(xk) ,...,Li_r)gg(xf)zxn (3.30)

k—0

olacak sekilde x',x*,...,x" € X vardir.

Adim 4: Bu adimda Varsayim’daki sartlar altinda F ve g’nin n-li gakisma noktasina

sahip oldugu gosterilecektir.

g strekli oldugundan (3.30)’dan,
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limg(g(x:))=9(x). (331

9(9(x))=9(F (%% %)) =F(9(x).- 0 (%) 9(x)) 3.32)

ilk olarak Varsayim’daki (i) sartinin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde (3.8), (3.30)
ve (3.32) kullanilarak

g(xl)zhmg(g(xiﬂ))zhmg(F(xk X2 xQ))

- (a5 0() -
=F(jmo(x).im g (x)....lm g ()

:F(xl,xz,...,x”)

elde edilir. Benzer olarak,
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Ilmg(g Xkl) Ilmg( ( .,X:,Xi))

—L'Q;F(g(xi) 9(x:)-9(x)) 530
=F(1mg(x:)...im g (). im g (x}))

=F(X*,...x".x'),

g(x")=1limg(g(x0.,))=lim g (F (X))

=lim F(9(x0)-9(x).- 9 (x)) 39
= (m () Jma(x)..-ima ("))

=F (X" x,...x""

elde edilir.
simdi Varsayim’daki (i) sartinin saglandigi kabul edilsin. Eger n tek ise
9(1)-0(x )0 (x¢) szalmayan ve g(x¢).9(x')..-.a(x;") artmayan oldugundan,
eger n cift ise g(x).9(x)...9(x") azalmayan ve g(x),g(x)....9(x{)
artmayan oldugundan

9(x)=>x.9(x)>x.9(x ) > %....g(x) > x" oldugu géz 6niine alinarak her k
icin

g(x)<x.9(x)>x,9(%)<x,...9(x ) < X"(Eger n tekise)
3.36
g (X,?)>> x"(Eger n giftise) 330)

elde edilir. Boylece licgen esitsizligi ve (3.32) ile
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sd(g(x) (g(xll+l))+d(g(g(x'l<l)) F(x.x7 Xn))
=d(g(x‘),g(xﬁﬂ))er(g(F(x&,xi,...,xL‘)),F(xl,xz,...,xn)) (3.37)
~(0(¢). 8.+ (F (8485 )8 (). F (X )

. . 1 1 d(g(g(x&)),g(xl))jtd(g(g(xkz))ag(xz))+
<d(g(x').9(x)) {n{ﬁd(g(g(x;)),g(xn)) H

1 2

yazilir. K — o0 i¢in (3.37)’de limit alinirsa d(g(xl),F(X , X ,...,X”))SO olur. Boylece

g (X1 ) =F (X‘,Xz,..., x") elde edilir. Benzer sekilde

oldugu gorulebilir. Yani F ve g’nin bir n-li cakisma noktasi vardir.

Sonu¢ 3.7 «, (X,d) tam metrik uzayl Uzerinde bir kismi siralama bagintisi ve
F:X"— X déniisimii karisik monoton ézelligine sahip olsun. ¢:[0,00)—[0,0)

siirekli bir comparison fonksiyon olmak lizere x' <y', x> > y’,., X" < y"(eger n

tek ise), X" > y" (eger n cift ise) olacak sekildeki tim
1 2 n 1 2 3

XL XL YL YL YLyt e X igink F: X" — X'nin asagidaki sarti sagladig

varsayilsin:

d(FO XD F (YL YL YY)

d(x‘,y1)+d(xz,y2)+...+d(x“,y”)
- .

<@

Ayrica Varsayim’in saglandigi kabul edilsin. Eger
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1 1 2 3 n
X, K F(xo,xo,xo,...,xo)

2 2 3 n 1
Xo 3> F (X5, %5,.. X} % )

n

Xy < F(xg,xé,xj,xg,...,xo") (eger n tekise)

n—

Xp > F(xg,x}),xj,xg,...,xo 1) (eger n iftise)

olacak sekilde X},X,X;,...,X; € X varsa bu takdirde
F(x',x*,x, .., x")=x'

F(x*,x,..,x",x)=x

n

F(x", x', x%,.., X" =x

esitliklerini saglayan x',x*,X’,...,x" € X vardir, yani F, n-li sabit noktaya sahiptir.
Ispat Teorem 3.6’da g(X) = X alinirsa Sonug 3.7 elde edilir.

Sonug 3.8 Eger (i) saglanirsa ve ¢(t)=ct,c€(0,1) ise n=1 ve g(x)=X igin Teorem
3.6, Teorem 2.37’ye ( [32]’nin Teorem 2.1’ine) kisitlanir.

Asagidaki sonuc [39]'deki Sonug 2.1’in ve [38]’'deki Teorem 2.1'in bir genellestirmesidir.
Sonu¢ 3.9 «, (X,d) tam metrik uzayi Gzerinde bir kismi siralama bagintisi olsun.
F:X"—>X ve g:X— X doénusimleri karisik g-monoton 6zelligini saglasin.
g(x')<a(y'). g(x*)>g(y’), 9(x") < g(y")(eger n tek  ise),
g (X” ) > (y” ) (eger n cift ise) esitsizliklerini saglayan tim

1 2

XXX YL YL YLy e X icin F: X" = X ve g: X — X ’nin asagidaki sarti
sagladigi kabul edilsin:
d(FOL XD, F (YL Y YY)

o (3.38)
<—~(d(90),9(y))+d (906, 9(y) + ... +d (9(x"). 9(¥"))

F(X")c g(X), g surekli ve F ile degismeli oldugu ve Varsayim’in saglandigi kabul

edilsin. Eger
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(3.39)

n

g(xg)<< F(Xg,xé,xg,xg,...,xo’l) (eger n tek ise)

n

g(x))> F (X%, X, X, X0 ) (eer N gift ise)

olacak sekilde X},X,X;,...,X; € X varsa bu takdirde

F(x', x*,x°,..,x") = g(xl)
F(x*,x,..,x",x") = g(xz)

FOXM, XL X2, XM = g(x”)
esitliklerini saglayan x',x*,x’,...,x" € X vardir, yani F ve g, n-li gakisma noktasina
sahiptir.

3.2 n-li gakisma noktasinin tekligi

Bu kisimda n-li gakisma noktasinin tekligi gosterilecektir. (X,<<) kismi sirali bir kime

oldugundan X" (izerinde asagidaki siralama bagintisi verilebilir:
Tam (X', %%, %, .., x"), (YL Y5 ¥, .,y e X" igin

(X13X2’X33"'9Xn)<< (yl’ yz’ y33"'9 yn)

(3.40)
oSx <y, x>y, x" < y" (eger ntekise ) X" > y"(eger n giftise )

Ayrica
(XL x5 XD =YL YL YLy e X =y X =y L x =y dir.

Teorem 3.10 Teorem 3.6 "deki hipotezlere ek olarak her
(X15X27X3)"'7 Xn) 7(y17 y27 y3""7 yn) e Xn igin

(F(zl, 22, 7°,..., 1", F(*,2°,...,7",7"),...F(z", 7', zz,...,z”‘l)) n -lisinin

(F(xl,xz,x3,...,x”),F(xz,x3,...,x“,x‘),..., F(x“,x‘,xz,...,x“‘l)) ve
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(FOL Y YYD F Y YY) FOY YL YY)

ile karsilastirilabilir olacak sekilde bir (z',z°,2°,...,z2")e X"’nin mevcut oldugu

varsayilsin. Bu takdirde F ve ¢, ortak bir tek n-li sabit noktaya sahiptir. Yani

Xl = g(Xl) = F(XIJXZ’X:;’".,X”)’

x> =g(x*)=F(*,x,..,x",x"),
X" =g(x")=F(x",x',x*,..,x"")

olacak sekilde (x',x*,x*,...,x") e X" vardir.

ispat: Teorem 3.6’dan, n-li cakisma noktalarinin kiimesi bostan farklidir. Eger

(X, x5, %, x") ve (Y, Y2, ¥2,..., ") iki n-li cakisma noktasi iseler, yani eger

g(x")=F(x", x>, x°,...x"),

g(x*)=F(x,x°,...,x", x"),
g(x")=F(x",x',x*,...,x"™")

ve

g(yH=Fy.Ly5Ly.yh,
g(y) =F(yy,..y"yh,

gy =FynyLyh..y™h
ise

g(x)=g(y")
a(x*)=g(y*)

(3.41)
g(x")=g(y")
oldugu gosterilmelidir. Varsayimdan dolayi
(F(XI,XZ,XS,...,X"), FOx, %, .., x", xY, .., F(X", x‘,xz,...,x”‘l)) (3.42)
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ve

(FOLYLY Y F O Y Y Y FO YL YY) (3.43)
elemanlari
(F(zl,zz,z3,...,z”),F(zz,z3,...,z",zl) ..... F(z".2'.2°,...2"")) (3.44)

ile karsilastirilabilir olacak seklide (z',2%,2°,...,z2") e X" vardir.
7' =7, =12,,..,2"=12) ve
1 1 2 n
9(z)=F(@.20 0 2y)
2 2 n 1
g (Zk ) = F(Zk—l"“’ L s Zk—l)

n noo,l 2 n-1
g (Zk ) =F (2 L )

seklinde g(zi),g(zlf),...,g(zf) dizileri tanimlansin. (3.42) ve (3.43), (3.44) ile

karsilastirilabilir oldugundan

(0(x').9(>¢). 0 (")) (0 (z)-0(2)--0 ()
elde edilir. (3.40)'dan
9(x')>9(z)
o) =<o(z)
: (3.45)

g (X”)>> g (ZQ) (Eger n tekise)

n n

g (X )<< g (Zk) (Eger n giftise)

yazilabilir. (3.45) ve (3.6) ile
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=d(F',x*x,....x"),F (zi, 2002 )) (3.46)

=d F(xz,x3,...,x”,x‘),F(zﬁ,...,zk”,z;)) (3.47)

—d F(x”,x‘,xz,...,x”“),F(zk”,z;,zkz,...,zk”“)) (3.48)

yazilir. (3.46)-(3.48)’i toplarsak

4(9(x)-9(z1))+d(9(x'). (2 ))+--+d(g(x'). o(2)

n (3.49)

<o[ Ha(ax ) o(a))+a(a(x)a()) - ra(a(x ()

oldugu gorulir. Dolayisiyla her k >1 icin

d(9(x').9(za))+d(9(x).9 () +-+d(9(x"). 0 (20.))

n (3.50)

<o/ [0(0() 0(2)) e (8 ) (z) -5 ) o(2)

elde edilir. ¢ bir comparison fonksiyon oldugundan her bir t > 0 igin lI(im (ok (t) =0’dir.

Boylelikle (3.50)'den
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Iimd(g(xz)fg(ziﬂ))zo (3.51)

Il(iirgod(g(x“),g(z,ll) ):0
elde edilir. Benzer olarak

Iimd(g(yl),g(ziﬂ))zo

k—0

limd(g(y*).9(2:.))=0 (3.52)
limd(g(y").0(z,) )=0

oldugu gordlebilir.

(3.51) ve (3.52)'i birlikte distinerek ve l¢gen esitsizligini kullanarak

d(a(x).9(y))<d(a(x).0(z))+d(g(zt).0(y')) > 0k >
d(g(x).0(y*))<d(g(x).0(z))+d(0(2.)-9(y*)) > 0k > 553

;(g(x”),g(y“) )Sd(g(x“),g(zgﬂ))jtd(g(zQH),g(y“))—m,k N

yazilir. (3.53)'den g(x')=g(y"),g9(x*)=g(y?),....,g(x")=g(y") elde edilir ve (3.41)

gosterilmis olur.

F ve g’nin degismeliliginden

g(9(x))=9(F (X" X)) =F (g (%), 9 (x"), 9 (x")) (3.54)
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g(w)=F(w,.,w,w (3.55)
g(w')=F(w,w,w, . w")

elde edilir. Béylece (W',w’,..,w") bir n-li cakisma noktasidir. (y',y*,...,y") de bir
gakisma noktasi oldugundan (3.41)’den
g(v')=9(w).a(y*)=9(w)....g(y")=g(w") veyine (3.41)den,
g(W)=9(x).g(w)=9(x’)..9(w)=g(x)

cikar. Yani g(w')=w',g(w’)=w’,...,g(w")=w""dir. (3.56)

(3.55) ve (3.56)'dan

w=g(w)=F(w,w, . .w)
e =g(w2): F(w2 ..... w" Wl)
w'=g(w")=F(w',w,w,. . w")

2

yazilir. Dolayisiyla (Wl,w ,...,W”), F ve g’nin ortak bir n-li sabit noktasidir. Tekligi

ispat etmek icin (ul,uz,...,u”) baska bir n-li ortak sabit nokta olsun. (3.41)’den

elde edilir. Bu da ortak n-li sabit noktanin tekligini gosterir.
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BOLUM 4

SEZGIiSEL FUZZY NORMLU UZAYLARDA n-Li SABIT NOKTA TEOREMLERI

[22] ve [23]'de ikili ve Ugli sabit nokta teoremlerinin ispatinda teoremlerin hipotezinde
ifade edilen adb <ab <ax*b sarti kullanilmistir. Her seyden 6nce ispatlarda kurduklari
dizilerin Cauchy oldugunu gostermede kullandiklari bu sart adb = ab olamayacagindan

dolayi hatalidir. Dolayisiyla teoremlerin ispatinda bazi hatalar olusmustur.

Ayrica sezgisel fuzzy normlu uzaylarda calismalarina ragmen Teorem 2.73’de goruldugi
gibi klasik normlu uzaylarda verdikleri (i) ve (ii) sartlarini kullanarak ispatlarinin bir

kismini klasik normlu uzaylarda calisiyor gibi yapmislardir.

Bu bélimde lglincli bolimde tanitilan n-li sabit nokta kavrami sezgisel fuzzy normlu
uzaylarda calisilacaktir. Bu amag¢ dogrultusunda Uglinci bolimde tanimlanan

kavramlarin bazilari bu bolumde de kullanilacaktir.

t-norm ve t-conorm i¢in herhangi bir sart konmamakla beraber Tanim 2.72’de verilen
n-6zelligini tasimayan sezgisel fuzzy normlu uzaylarda ispatlar yapilacaktir. Ayrica ispat
yontemi, sezgisel fuzzy normlu uzaylarda ikili ve Ugli sabit noktanin galisildigi [22] ve
[23] calismalarindan farklidir ve bu yontemle yukarida bahsi gecen eksiklikler giderilmis

olacaktir.

Tanim 4.1 (X,y,v,*,()) bir sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. Tanim 2.68’e benzer

olarak, X" Uzerinde bir sezgisel fuzzy norm su sekilde verilebilir:

n n
x=(X,%,..x)e X", [[a=a*a*.xa, [Ja=a0a0.0a ve t>0 olmak

i=1 i=1

Uzere
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n

Hy ) ve ¥(x,t)=]]v(x.t)

i=1

ile tanimh (®,¥) ikilisi X" (zerinde (®,¥) bir sezgisel fuzzy normdur ve
(X”,CD,‘P,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzaydir. (X”,(D,‘P,*,O), sezgisel fuzzy

normlu uzaylarin kartezyen garpimi olarak adlandirilir.

Teorem 4.2 F: X" > X, < ile gosterilen kismi siralamaya sahip tam sezgisel fuzzy

normlu uzay (X,H,v,*,0) uzerinde karisik g —monoton 6zelligine sahip bir sezgisel

fuzzy surekli dénisim olsun. Ayrica F(X")c g(X) ve g, F ile degismeli, sezgisel

fuzzy sirekli bir dénisim olsun. Ie{l 2,.. ’nzl} iken g(XZH)<<g(y2H) ve

ie{l,Z,...,g} iken g(XZi)>> g(yz‘) sartlarini saglayan her

XL XLy yha,y'eX  ve ae(01) icin F:X">X ve g:X->X

donistimlerinin

ﬂ(F(X Koo X' )= F (Y'Y ") )

2 u(9(x)=0(y?):t)ru(9 () -0 (y").t) - ufg(x')-g(y")1

V(F (XX )= F (Y y”) ]
<v(g(x)- )OV(Q( )=(v7)t)o-0v(g(x')-0(y") 1)

sartlarini sagladigi varsayilsin. Eger

(4.1)

(4.2)

g(x(l))<<F(x X; .. ,x(’)‘)
g(x§)>> F(xo, S X] x)

: (4.3)
)<< F(Xn X, ... ngl) (eger n tekise)

02 7N02 >

)>> F (Xg,xé,...,ngl) (eger n giftise)
. 1 2 n 1 2 n
olacak sekilde X,,X;,.... Xy, Yo, Yo »--» Yo € X Varsa
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F(x', x*,x%,..,x") = g(xl)

F(xz,x3,...,X",Xl)=‘g(X2) (4.4)

F(x", x',x%,...,x") =g (x“)

esitliklerini saglayan x',x*,...x" € X vardir, yani F ve g bir n—li cakisma noktasina

sahiptir.

Ispat Bu teoremin ispati dort adimda yapilacaktir.

Adim 1: ilk adimda (Xﬂ(),(xlf),...,(xf) dizileri tanimlanacaktir. X,,X,..., X € X,
(4.3Ydeki gibi olsun. F(X")=g(X) oldugundan dolayr (X ).(X;)....(x;) dizileri
Uclinct boélimde bulunan Teorem 3.6’nin ispatindaki gibi insa edilsin:

Her k =1,2,...,n icin

1 1 2 n
g(xk): F (xk_l,xk_l,...,xk_l)

(%) =F (% X X0 )

«
—_~
x
~ >
~—
|

= F (X1 Xepsen X0 )-
Adim 2: Asagidaki siralamalarin her k € N icin saglandigi gosterilecektir:

9(%) < 9(x)
0(2.)> 9 (%)

: (4.5)
g (x,'(‘_l)<< g (X,f) (eger n tekise)

n n

g (xk71)>> g (Xk) (eger n giftise)

ispatin bu adimi Giclincii bélimdeki Toerem 3.6’nin ispatindaki kisimla ayni oldugundan
bu adimin gosterilmesi atlanacaktir. Fakat ispatin diger adimlarinda bu adim
kullanilacagindan dolayi ispatin buttinliga agisindan bu adimi kullanarak asagidaki (4.6)

siralamalari yazalim:
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> > g(x&)>> g(x;_1)>>...>> g(xl)>> g(xé)

<. g(xf)<< g(x§_1)<<...<< g(x1 )<< g(xoz)

(4.6)
>..>g(x)>g(x,)>...>g(x)>g(x) (eger n tekise)
<..<g(x)<g(x,)<..<g(x)<g(x) (eger niftise).

Adim 3: Bu adimda g(xi),g(X,f),...,g(x;‘)dizilerinin (X,W,v,*,0)’de birer Cauchy

dizisi oldugu gosterilecektir. Bunu yapmak icin &, (t)ve & (t) asagidaki sekilde

310 (9 )0 ) {8 ()0 ()t (8 )~
57 (t):v(g(xi)—g(xiﬂ),t)Ov(g(xf)—g(xkz+1),t)<>...<>v(g(x5)—g(xQH),t).

(4.1) ve (4.6)’y1 gbz 6nline alarak asagidaki esitsizlikler elde edilir:

t (4.7)
coes{a()-a0).)
:é](ll(lj’
[04
ﬂ(g(XE)—Q(XEH)J)—#(F(XE1 X1 XL 1)_F(le X Xl) aéj
>u(g(><il)—g(xk2) l)*
(4.8)
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(4.9)

t-normun (iv) ozelligini ve sezgisel fuzzy normun (xiv) ozelligi ile birlikte ve (4.7)-(4.9)

esitsizliklerinde kullanarak

5 ()26, (ij +, (lj —_—ry (lj =5, (ij
(04 (04 (04 (04

elde edilir. Tekrardan (4.1) ve (4.6)’y1 gbz 6niline alarak

; g ’
( (4.10)
* *ﬂ(g(xgz)_g(xsl)’?j
:éﬁz(#ja
/u(g(xlfl)_g(xlf) _j:ﬂ(F(sz XI?Z X; 2) F(lel Xl?l Xlil)a 2]
>u[g(x52)—g(le) iz)* :
“ (4.11)
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i 906.1)=808). L = F (6200 st~ F (KX )t |
2ﬂ(g(xl?_z)—g(x;_l),#j*,u(g(X,l(_z)—Q(X;_l),%j
e 906t)-0(1). )

t
=5 | —
k_z(azj

esitsizlikleri yazilabilir. (4.10)-(4.12) ile beraber t-normun (iv), sezgisel fuzzy normun

(xiv) 6zelligini kullanarak

5 {ij > 6, (ij
a a

elde edilir. Stireg bu sekilde strdrulirse

5 (123, (ﬂ S5 (aLj > >4 (Lk) (4.13)

a

sonucuna varilr.
Benzer islemleri &; (t) icin yapalim:

(4.2) ve (4.6) kullanilarak

v(g(xi)—g(xiﬂ),t)=v(F(xi1,xk21,...,x[1)—F(xi,xf,...,x£),aéj

(4.14)
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v[g(le)—g(xs),%jov(g(Xi -a(x) —j (4.15)
ft)
v(g(x)-9(x.) t):v(F(xkn1 M) I ) “%)
<v{ o )-a().EJov( a(d.)-a(x).L N

esitsizlikleri elde edilir.

(4.14)-(4.16) ile birlikte t-conormun (iv) ve sezgisel fuzzy normun (xiv) ozelligi

kullanilarak

5 (1)< o2, [ij 062, (ij 0..062, [lJ _ 52, (ij
(04 (04 (04 o

oldugu sonucuna varilir. Tekrardan (4.2) ve (4.6) ile birlikte

i sz (4.17)
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(x;_z)_g(x;_l),izjw[g(x;_z)_g(x;_l),izj (4.18)

(24

v(g (x)-9 (x,?),%] = v(F (X0 Xy X ) = F (X0 xli_l,...,x,?_f),a%]

(04
3v(g(><£z) g(XEI),#jov(g(Xiz)—g (Xil),i]
<>...<>v(g(xk”§)—g(xk”f),%j (4.19)

esitsizlikleri yazilr.

Boylece (4.17)-(4.19) ve t-conormun (iv) ve sezgisel fuzzy normun (xiv) 6zelliginden

52, (ij <, (ij
o o

elde edilir. Bu sekilde islemler stirdurillrse

S (t)<68., G] <68, [éj <..<6; (ij (4.20)

(21

sonucuna ulasilir.
Simdi g(x;),g(xf),...,g(x;) dizilerinin (X,u,v,*,0) 'de birer Cauchy dizisi oldugu

(4.13) ve (4.20) yardimiyla gosterilebilir. Her bir t >0 ve p >0 igin
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(9 (%0) =9 (%)t * (9 (%5) — 9 () t) % (9 (0,5 ) - 9 (%) )
) [g(xm)g(xtwl)w( .

~—g(x)+a(x.)-9(x).

[g (Xli—p)_ g (le+p—1)+ g (le+p—l)_ g (le+p—2)+ g (Xli.p_z )}
24

(4.21)
---—g(XE1)+g(xk21)—g(x§),lp+lp+...+lp
g(xl?+p)_ g (X:+p—1)+ g (XI?er—l)_ g(xl?+p—2)+ g (XI?er—z)
g ---—9(X£_1)+9(X5_1)—9(Xf),6+ip+...+ip
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t t t
= 5Il+ p-1 (BJ * 5k1+ p-2 (B] LK 5k1—l (Bj

" pa " pa
* *u[g(xo”) g(xl“),paLpIJ*
ﬂ(g(Xé)—g(Xf)a pakt+p_zj*ﬂ[9(xg)‘9(xlz)’ 00" P 2)
. *u[g(xo”)—g(x{‘),pakt+p_zj
ol 8(¢)-0(x) s o 0)- 0.
*m*ﬂ(g(xg)_g(x]”), p;k lj
ve

v(g(x;w)—g(x&),t)@v(g(xk2+p)—g(xj),t)O...Ov(g(pr)—g(xk”),t)
_ [Q(Xpr)g (X'l<+p—1)+ g(xllwp—l)_ g(xi+p—2)+ g(xllpr)}o

=% )+ 9(X)—9(X) =+ =t —

(g (Xlip)_ g (le+p—1)+ g (Xlip—l)_ g (Xlip—z)—" g (X|f+p72 )J
14

---—g(Xf1)+g(xk21)—g(x5),ip+ip+...+lp
0.0

g(XI:-p)_g (Xl?+p—l)+ g(XI?+p—])_ g(xl?+p—2)+ g(xl?+p_2)
|4

-—g(xz_l)"‘Q(XQ_I)—Q(XQ),%+%+...+%
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0 <>v[g(x¢1)—g(><i)aipj

0... (4.22)
(o000 )4 Jov{ 00 )00, 4

0 OV(Q(XE_l)_g(Xl?)’lpj
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9 pa 9 pa
n n t
<>...<>v(g(x0)—g(x1 ). -~ 1}
dir. (4.21) ve (4.22)’de k — wiken — :+ — s — degerleri oo’a gider.
pa™ P pat? pa

Dolayisiyla sezgisel fuzzy normun (vii) ve (xiii) 6zellikleri ile asagidaki (4.23) ve (4.24)

esitsizlikleri elde edilir:

in[(o(.0)-0(5) (o (5.)-5(2).)

(4.23)

Lig;[v(g(X&+p)—g(Xi),t)@v(g(xip)—g(sz),t)

(4.24)
<>...<>v(g(xk"+p)—g(x;),t)}so 000..00=0.

Boylece g (xi ), g (le ),..., g (x;) dizileri (X, u,v,*,0)’de Cauchy dizileridir.

Adim 4: Son adimda F sezgisel fuzzy strekli iken g ve F 'nin n-li gakisma noktasina
sahip oldugu gosterilecektir. X  tam sezgisel fuzzy normlu uzay ve

g(x,ﬁ),g(xﬁ),...,g(x;) Cauchy dizileri oldugundan
my(g(x;)—x‘,t)ﬂ ve mv(g(x;)—x‘,t)zo,
imy(g(xf)—xz,t):l ve lmv(g(xf)—xz,t):o,

lmy(g(x;‘)—x”,t):l ve lim v(g(xﬁ)—x”,t):o

—>0

olacak sekilde x',x’,...,x" € X vardir. g’nin sezgisel fuzzy stirekliligini kullanarak

im a(9(g(%))=0(x').t) =1 ve limv(g(a (x))-g(x').t) =0
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lim y(g(g(xkz))—g(xz),t):l ve Lmv(g(g(xﬁ))—g(xz),t):o (4.25)

K—o0

lim ,u(g(g(xlf))—g(x”),t):l ve lim v(g(g(x;‘))—g(x“),t):o

k—o0 k—0

yazilabilir. g ve F ’'nin degismeliliginden

9(9(x.))

g(g(xfﬂ)): g(F(xkz,...,xQ,x;)): F(g(xlf),...,g(xg),g(x;)) (4.26)

I
(@]
—_—
T
—_
>
= =
X
~ N
X
~ >
SN—
~—
I
M
—_—
«
—_
X
= =
—
(@]
—_
X
S
S~—"
«
—_
X
~ >
SN—
~—

9(9(x0))=9(F (4 X X)) = F 9 (x0). 9 (% )0 (x7)

yazilir. X sezgisel fuzzy normlu uzayinda

oldugu kullanilarak ve * t-norm ve ¢ t-conormun sirekliginini géz oniinde

bulundurarak X" sezgisel fuzzy normlu uzayinda

Iim@((g(xﬁ),g(xﬁ) ..... g(xk”))—(xl,xz,...,x”),t)

k—o0

= lim [y(g(xl‘()—x‘,t)*y(g

k—o0

(
= lim y(g(x;)—x‘,t)* lim y(g(xf)—xz,t)*...*lmy(g(xlf)—x”,t)

k—o0 k—o0

=1*1*_ *1=1

ve
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II(igowo‘ll((g(x,‘(),g(xlf) ..... g(xlf))—(xl,x2 x”)t)
I[ILYO\OLP(( (x)-x.g(x)-x g(x'k“)—x")t)

g
-~ lm[‘/(g(x )—Xl,t)Ov(g(X —xz,t)o...Ov(g(x'k‘)—x“,t)}

1 2
k k
= lim v(g(xi)—xl,t)ollmv(g(xkz)—xz,t)o...omlv(g(x:)—x”,t)

k—o0
=0000---00=0
(@.¥)
elde edilir. Yani (g(xi),g(xf),...,g(xp)) — (x‘,xz,...,x”)’dir. Benzer sekilde

F(Q(Xi) g(xi) ...,g(xf))—> F(x1 X2, x“)
(v)
F(g(xf) ..... g(x:),g(xl‘())e F(x2 ..... x”,x‘) (4.27)
(/.I,V)

dir.
Sezgisel fuzzy normun (v) ve (xi) dzellikleri ile birlikte (4.26) kullanilarak
y(g x‘)—F(xl,xz,...,x”),t)

= u g(x‘)—g(g(xi+l))+g(g(xiﬂ))— F(xl,xz,...,x”),t)

(4.28)
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(4.29)

elde edilir. (4.28) ve (4.29) esitsizliklerinde limit alinir ve (4.25) ve (4.27) kullanilirsa
1= y(g (xl)— F (x‘,xz,...,x“),t),

0=v(g(x1)—F(xl,xz,...,x“),t)

sonucuna ulasihr.  Sezgisel fuzzy normun (iii) ve (ix) oOzelliklerinden
F (Xl,xz,...,xn): g (Xl) oldugu gorulur.

Benzer sekilde sezgisel fuzzy normun (v) ve (xi) 6zellikleri ile birlikte (4.26) kullanilarak
y(g xz)—F(xz,...,x“,xl),t)

= (9(¢)-0(8(5.) 0(9 ) F (<’

(4.30)

2)=F(x3,..,x"x ),
v(g X ) (x X', X ) t) @31
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elde edilir. (4.30) ve (4.31) esitsizliklerinde limit alinir ve (4.25) ve (4.27) kullanilirsa

I:y(g(xz)— F(xz,...,x”,x‘),t),
Ozv(g(xz)— F(xz,...,x“,xl),t)

elde edilir. Sezgisel fuzzy normun (iii) ve (ix) 6zelliklerinden F(Xz,...,xn,xl): g(xz)

oldugu sonucuna varilir. islemler bu sekilde siirdirilirse

<g<xﬂ> F ()

t
(4.32)
= u(9(x")=g(9(x))+ 99 (X))~ F (x". X x).t)

(4.33)

elde edilir. (4.32) ve (4.33) esitsizliklerinde limit alinir ve (4.25) ve (4.27) kullanilirsa
1= u(g (x”)— F (x”,xl,...,x”"),t),
Ozv(g(x”)—F(x",xl,...,x“’l),t)

oldugu sonucuna ulasilir. Sezgisel fuzzy normun (iii) ve (ix) Ozelliklerinden

F (x“, xl,...,x”‘l): g (x”) oldugu sonucuna varilr.
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Teorem 4.3 F: X" > X, < ile gosterilen kismi siralamaya sahip tam sezgisel fuzzy

normlu (X,u,v,*,0) Uzerinde karisik g — monoton 6zelligine sahip bir déntsiim olsun.
Ayrica F(X")cg(X) ve g, F ile degismeli strekli bir donlisim olsun. X ’in

asagidaki 6zellige sahip oldugu varsayilsin:

(k)
(i) Azalmayan (X, ) dizisi igin x, — X ise, her k igin X, < x’dir.

(uv)
(i) Artmayan (y, ) dizisi igin y, — Y ise, her k igin y, > ydir.

. n+1 i i . n
Ayrica ie<l,2,..,—— iken ') < 1) ve |e{1,2,...,—} iken
y { . } g(x")<g(y™) 5

g (XZi)>> g(yZi) esitsizliklerini saglayan her x',x*,...x", ¥, y’,..,y" € X ve a€(0,1)

icin F: X" —> X ve g: X — X donlstimlerinin

p F(xl,xz,...,x”)—F(yl,yz,...,y”),at)
g

2 u(9(<)=(y'):t)2 (9 (x)=(y")-t) =9 (") = 9 (¥").)

v(F(xl,xz,...,x”)—F(yl,yz,...,y”),at)

<v(9(x)-9(y))ov(a()-s(¥").)o-0r{s(x')-(y")1
sartlarini sagladigi varsayilsin. Eger

9(%) < F (X% %))

1
0
(%5 )> F (XX %)

g(x3)<< F (xg,x}),...,xg‘l) (eger n tekise)
n
0

)>> F (Xg,x(l),...,xg’l) (eger n ciftise)

olacak sekilde X;,X:,..., X}, Yo, Yos-rs Yo € X varsa
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esitliklerini saglayan x',x*,....x" € X vardir, yani F ve g bir n—Ili cakisma noktasina

sahiptir.

ispat: Bu teoremin ispati da dért adimdir. ilk tic adim Teorem 4.2’nin ilk {ic adimiyla

aynidir. Dolayisiyla sadece son adim gosterilecektir. (i) ve (ii)'de verilen hipotezler ve

g (Xi )(z) x',g (Xf)(g) X .., O (XQ)(g) X" oldugu goz 6nline alinarak her K igin
g (x& ) <x',g (Xf) > X*,..., 0 (xk”)<< X" (eger n tekise), (4.34)

g(x¢)> X" (eger n iftise)

dir. g ’nin sezgisel fuzzy strekliligi yoluyla

(u.v)

a(s(x)) > 0(x)9(9(%)) = 9(x)..- 9(a(x)) > 9(x) (4.35)

yazilabilir. (4.1), (4.2) ve (4.34) ile
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=v(9(¥)=9(9(X))+9(9 (%))~ F (XX X"t

<v{ al¢)-a(a(x.))-% Jov[ a(a(x.))-F (). 5
~+(a()-0(0(4.))- & Jor{o(F (.. -F (X0x) £

[ 0(x)-a(a()1 % Jov( F(a(x )0 (6)mng ()~ F (). 5
<v[ ax)-(a(x))-% Jor( a(alx))-0(x)3

ov{ala0))-0().5 Je-ov{ala(x))-a(x).5]

dir ve k — o0 icin yukaridaki esitsizliklerde limit alinir ve (4.35) kullanilirsa

y(g(xl)—F(xl,x2 ..... x”),at):l
ve
v(g(xl)—F(xl,x2 ..... x”),at):o

elde edilir. Boylece g(xl): F(Xl,xz,...,x”) oldugu gorulir. Yukaridaki hesaplamalara

benzer bir yolla

64



v(9(¥)=F (X x.X') )

=v(0(%)-0(8 (%)) +8(0())~F (.o’ x') ct)
<v{00¢)-(05.))- % Jov{ a0, ))-F (1 xtx) 2

v 9(¢)=9(0(%))-% Jor| 0(F (.rxisx )= F (e )a?t)
-{o00)-0(006.0) 2 Jor F(00). () () Fio k) 2
v{00)-s(o(%.))-2)ov(s(s(¢)-() L

oo alal)-s06) o s(o(4) ol

dir ve k — o0 icin yukaridaki esitsizliklerde limit alinirsa

y(g(xz)—F(xz,...,x”,xl),at):l
v(g(Xz)—F(X2,...,X”,Xl),at):0

elde edilir. Boylece g(xz):F(xz,...,X”,xl) elde edilir. islemler bu sekilde

strdurilirse
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=v(9(x")=0(9(x.0))+(9(%))=F (XXXt
<v(a(¢)-a(a(x))-% Jor{(a(x)-F (XX x). 4

[ 9()-0((4.0)) % Jov[ 8 (F (XX ) - F (). 5
~(a(¢)-a(0(.))-% Jor{ Fa().0(x)ewna(67))F (X ). 5
<v{a()-a((¢.)- % Jov( a(a())-a(<').5)
ov{a(a())-a(x).5 Jo-ov( a(a () -a(x) 3

oldugu gorulir. kK — oo icin yukaridaki esitsizliklerde limit alinirsa

/J(g(x“)—F(x“,x1 ..... x”‘l),at)zl
ve
v(g(x“)—F(x“,x1 ..... x”*),at):o

elde edilir. Boylece g(x”)=F(x“,X1,...,X”‘1) elde edilir. Yani F ve g’nin bir n-li

cakisma noktasi vardir.
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BOLUM 5

SEZGISEL FUZZY NORMLU UZAYLARDA APPROXIMATE SABIT NOKTA
OZELLIGI
Bu bolimde sezgisel fuzzy normlu uzaylarda bir fonksiyonun ve bir kimenin
approximate sabit nokta 6zelligine sahip olmasinin tanimi verilecektir. Ayrica sabit
nokta teorisinde kullanilan bazi donisim siniflarinin sezgisel fuzzy versiyonlarinin
tanimi verilecek ve bu donlsliimlerin approximate sabit nokta ozelliginin saglanip
saglanmadigi incelenecektir.
Tanim 5.1 (X, z,v,*,0) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f:X — X bir fonksiyon

olsun. Verilen bir £ >0 ve her t >0 igin

w( (%)= %t)>1=2 ve v(f(x)=X,t)<e

ise X, € X, f’nin sezgisel fuzzy approximate sabit noktasi veya ¢ -sabit noktasi olarak
adlandirilir. f ’nin sezgisel fuzzy approximate sabit noktalarinin kiimesi Fg(”’v)(f) ile

gosterilir.

Tanim 5.2 Eger her £ >0 igin Fg(”’v)( f ) # ise f sezgisel fuzzy approximate sabit

nokta Ozelligine sahiptir denir.

Ornek 5.3 f:R —> R fonksiyonu f(x):x+% ile verilsin. | .|, R uzerinde alisimis

mutlak deger normunu goéstersin. Her a,be[0,1] icin axb=ab ve

adb =min{a+b,1} iken
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ve v(x,t)=ﬂ

“ON =T thlx

_t+|x|

ile (R,,u,v,*,()) bir sezgisel fuzzy normlu uzaydir. Bu fonksiyonun herhangi bir sabit

noktasi yoktur. Fakat & > ve t >0 igin

2t +1

ERLICSRE

,u(f (X)—X,t):m>l—g ve V(f(x)—x,t)—m<g

oldugundan dolayr her xeR, f icin bir sezgisel fuzzy aprroximate sabit noktadir.

ve t >0 icin F“"”(f):@’dir.

&

Fakat ¢ <
2t +1

Ornek 5.4 ((0,1),,u,v,*,<>) beslisi yukarida tanimlanan t-norm, t-conorm ve sezgisel

fuzzy normla bir sezgisel fuzzy normlu uzaydir. f:(0,1)—(0,1) dénusimi f (x)=x

ile verilsin. Her £ >0 ve her t > Oigin

| (x)-x]

p(f (x)—x,t)=m>l—g ve v(f(x)—x,t):m<g

yani ‘Xz —X‘ <lg—t’yi saglayan x € (0,1) vardir. Her &> 0 igin Fg(”’v)(f) bostan farkl
—&
oldugundan f sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Tanim 5.5 K, (X, z,v,*,0)’in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. t > 0 igin
S, (K)=inf{u(x-y,t):x,yeK} ve 5,(K)=sup{v(x-y,t):x,y e K}

olmak Uzere (5# ( K),é‘ (K)), K’nin t’ye gore sezgisel fuzzy ¢api olarak adlandirilir.

14

Teorem 5.6 (X,/J,V,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay, f: X — X bir donusim ve

£ >0 olsun.
(i) F“) ()=

(ii) Her x,y e F*") (f)ve &,¢,€(0,1) igin
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p(x=y,t) =g *u(f(x)-f(y).t) = u(x-y,t)29(s)

vix=y.t)<gxv(f(x)-f(y).t)=v(x=y.t)<9(s,)

olacak sekilde 9(¢,),9(¢,)€(0,1) oldugu varsayilsin. Bu takdirde
(8, (F¥()),8, (R (1)) = (8(1-2),8()) dr.

ispat £ >0 ve x,y e F“"(f) olsun. Bu takdirde her t > 0 igin
p(x=1f(x),t)>1-¢ ve v(x-f(x),t)<e,
u(y—f(y),t)>1-c vev(y-f(y),t)<e

dir.

p(x=y,t)=pu(x—f(x)+ f (x)= f(y)+ f(y)-y.t)

=(1—g)*y(f(x)—f(y)>_j
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Teoremin (i) sartindan u(x—y,t)>9(1-¢),v(x-y,t)<I(e) elde edilir. Her
X,yng(”’V)(f) icin - u(x-y,t)>9(1-¢) ve v(x-y,t)<I(e) oldugundan

inf{y(x— y.t):X,ye Ff"’”(f)} =9(1-¢)

ve

sup{v(x— y,t):X,ye ) (f )} = 9(&)’dir. Dolayisiyla

(6, (R (1)).0,(F¥ (1)) = (8(1-2),8(2)) .

Simdi verilen bir fonksiyonun sezgisel fuzzy approximate sabit noktalarinin olup
olmadigini test etmek icin 6nemli bir arac olarak kullanilacak olan sezgisel fuzzy

asimptotik regilerlik 6zelligi tanimlanacaktir.

Tanim 5.7 (X,,u,v,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f:X — X bir fonksiyon

olsun. Her x e X ve her t >0 igin
. k+1 k _ . k+1 __fk _
i'i‘;“(f (x)-f (x),t)_l ve Lmv(f (x)-f (x),t)_O

ise f’ye sezgisel fuzzy asimptotik regiler denir.

Teorem 5.8 (X, 1, v,*,0) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f:X — X bir fonksiyon

olsun. Eger f sezgisel fuzzy asimptotik regiler ise f sezgisel fuzzy approximate sabit

nokta 6zlligine sahiptir.

Ispat X,, X ’in keyfi bir elemani olsun. f sezgisel fuzzy asimptotik regiiler oldugundan

lim ,u(fk“(xo)— fk(xo),t):l ve Limv(fk”(xo)— fk(xo),t):O

dir. Bu durumda her k >k, (&,t) igin
y(fk“(xo)— fk(XO),t)>1—e ve v(fk“(xo)— fk(XO),t)<g

olacak sekilde k, (&,t) e N vardir. Eger £*(x,), Y, ile gésterilirse
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(£ (%)= £ (% )ot) = (£ (F5(%)) = £ (%)) = 22( £ (¥o) = Yoot) > 1=

V(£ (%)= 40 ),t) =v (£ (F5(%)) = £ (% ):t) =v(F (¥o) = Yoot <&

elde edilir. Bu da y,’in f ’nin bir sezgisel fuzzy approximate sabit noktasi oldugunu

gosterir.

Simdi sabit nokta teorisinde kullanilan bazi dontsim siniflarinin sezgisel fuzzy
versiyonu tanimlanacak ve sezgisel fuzzy approximate sabit noktalara hangi kosullarda
sahip oldugu arastirilacaktir. ilk olarak, Alaca ve dig. [15])'de calistiklari sezgisel fuzzy
metrik uzaylardaki Banach contraction teoreminde (Teorem 2.71) gecgen sezgisel fuzzy
contraction donlsimiiniin sezgisel fuzzy approximate sabit noktalarinin oldugu

gosterilecektir.
Teorem 5.9 (X,,u,v,*,()) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f:X — X bir sezgisel

fuzzy contraction déniigiim olsun. Bu takdirde her ¢ €(0,1) igin ) (f)=D dir.

ispat xe X,e€(0,1) ve t>0 olsun. f’nin sezgisel fuzzy contraction olmasindan

yararlanarak

(£ ()= £ (), t) = (£ (F())= F (£ (x))1)



elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerde k — oo icin limit alinirsa ae(O,l) oldugundan

t
— —>oo’dur. Sezgisel fuzzy normun (vii) ve (xiii) 6zelliklerinden

limoy(f"“ (x)-f* (x),t):l ve lmv( ferr(x)— £ (x),t):O

elde edilir. Yani f sezgisel fuzzy asimptotik regilerdir ve Teorem 5.8’den dolayi

sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Ornek 5.10 Ornek 5.3’de verilen sezgisel fuzzy norm, t-norm ve t-conorm ile (0,1)

kiimesi bir sezgisel fuzzy normlu uzaydir. f :(0,1) —>(0,1) dénisimi f(x)=§ ile

verilsin. Bu dénusimun sabit noktasi yoktur. Ayrica her X,y € (0,1) ve 1>0 igin

1
t B t
F(x)=f(y).~|= - = u(x-y.t
u( (x) (y>,2j t+x_y‘ ey )
2 2 2
ve
X_y‘
t 2 2 x—Y|
F(x)=f(y).~|= - —y(x—y.t
2 2 2

oldugundan f bir sezgisel fuzzy contraction dontusumddir. Her £ >0 ve t >0 igin

t >1l—¢ ve

p(x—f (X)’t)=”(X_%X’t):ﬂ6x’tj= t+|—x
2
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v(x—f (x),t):v(x—%x,tj:v(%x,tj:

esitsizliklerinden lx<g—t yazilir. Her £ >0 ve t>0 igin lx<g—t olacak sekilde
2 l-¢ 2 1-¢

Xe(O,l) oldugundan bu donisiim sezgisel fuzzy approximate sabit nokta ozelligine

sahiptir.

Tanim 5.11 (X, 1, v,*,0) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f:X — X bir fonksiyon

olsun. Eger her X,y e X ve t >0 igin
w1 (x)= T (y).at)= p(x= 1 (x).t)*u(y=f(y).1)

ve

v(f(X)=f(y).at)<v(x—1f(x),t)ov(y—f(y).t)

1
olacak sekilde ae(O,Ej varsa f:X — X donusimine sezgisel fuzzy Kannan

donisimi denir.

Teorem 5.12 a*b=min{a,bjve adb=max{a,b}olmak izere (X,u,v,*0),< ile

gosterilen kismi siralamaya sahip bir sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. << X x X kismi

siralama bagintisi igin asagidakilerin saglandigi varsayilsin:
(i), X x X 'in bir alt vektor uzayidir.
veya
(ii) X , tam siral bir kimedir.
Eger her xe X igin f: X — X sezgisel fuzzy Kannan donlisimi x < f (X)'i saglar ve
her t>0 ve x> sartini saglayan her xe X igin x( .,t) azalmayan ve v( .,t)
artmayan ise, her £e(0,1) icin Fg(”’v)( f)=@’dir, yani f:X — X sezgisel fuzzy

Kannan donlsimi approximate sabit nokta 6zelligine sahiptir.
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ispat XeX,ge(O,l) ve t>0 olsun. f sezgisel fuzzy Kannan dénisimu igin

x < f(x) oldugundan
x< f(X)< ()<< f(x)<..
yazilabilir. Bununla birlikte herhangi bir sezgisel fuzzy normlu uzayda ,u(x, .)’nin

azalmayan ve v(X, . )’nin artmayan oldugu hatirlanarak ve hipotez geregi x( . ,t)’nin

azalmayan ve v( . ,t)'nin artmayan  oldugu g6z onine  alinarak,
(£ (x)= £ (), t) = (£ (F(%))= F (£ (x)).1)
Z,u(fk(x)— fk“(x),l]*y(f“(x)- fk(x),lj
a

(94

zﬂ( £ (x) = fkl(x),zij*ﬂ( £ (x)= £ (x),

o

<’nin alt vektér uzayl veya X ’in tam sirali olmasi ile birlikte f*(x)< f*'(x) ve

:,u(f" (x)- fk‘(x),ZLJ*/u(fkl(x)_ fkﬂ(x)’ij

f(x)— " (x)< £ (x)— f*"'(x) oldugundan

,u(fk(x)— fk‘l(x),ij
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“H(x) < £5(x) ve

f
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f (x)-x< f?(x)—x oldugundan

f(x)< f*(x) ve
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elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerde k — oo igin limit alinirsa ae(O,%j oldugundan

— — oo ’dur. Sezgisel fuzzy normun (vii) ve (xiii) 6zelliklerinden

(22)

—>0

lim ,u(f"“(x)— fk(x),t)zll(i_r:;y(x— f(x), t J:I

ve

lim V(fk”(x)— fk(x),t)g lim v(x— f(x), t JzO

k—0 k—0 (2a)k
elde edilir. Bu da sezgisel fuzzy Kannan operatoriiniin sezgisel fuzzy asimptotik regiiler,
dolayisiyla da approximate sabit nokta 6zelligine sahip oldugunu gosterir.

Sonug 5.13 Teorem 5.12’de sezgisel fuzzy Kannan donlsimdi igin x < f (x) ise ve her
t>0 ve x<@ sartini saglayan her xe X igin u(.,t) artmayan ve v(.,t)

azalmayan ise f:X — X sezgisel fuzzy Kannan doénlisumu yine approximate sabit

nokta 6zelligine sahip olur.

Tanim 5.14 (X,,u,v,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f : X — X bir fonksiyon

olsun. Eger her x,ye X ve t >0 igin
w(F ()= T (y)sat)z u(x=T(y).t)xuly=1(x).1)
ve

v(F(X)=f(y).at)<v(x=f(y).t)ov(y—f(x).t)

1
olacak sekilde ae(O,Ej varsa f:X — X donusimine sezgisel fuzzy Chatterjea

donitstimi denir.
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Teorem 5.15 a*b=min{a,bjve adb=max{a,b}olmak tzere (X,u,v,*0),< ile

gosterilen kismi siralamaya sahip bir sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. < X x X kismi

siralama bagintisi icin asagidakilerin saglandigi varsayilsin:
(i) <, X x X 'in bir alt vektor uzayidir.
veya
(ii) X, tam sirali bir kimedir.
Eger f:X — X sezgisel fuzzy Chatterjea déniisimi her x e X igin x < f (x)’i saglar
ve her t>0 ve x> @ sartini saglayan her xe X igin x( .,t) azalmayan ve v( .,t)
artmayan ise, her £<(0,1) icin Fg(”’v)( f)=’dir, yani f:X > X sezgisel fuzzy

Chatterjea donisimi approximate sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Ispat xe X, ¢ € (O,l) ve t > 0 olsun. Teoremdeki varsayimlar géz 6niine alinarak,

(£ ()= 1), t) = (£ (1)) = F (£ (x))1)

Zﬂ(fk(x) fkl(x),%j*ﬂ(f“(x) fk+1(x),%j
:y(fk(x)—fk‘l(X),éj*ﬂ(fk“(X) fk_z(x)’éj
:min{u(fk(x) fkl(X)aéjaﬂ(ka(x) fk_z(x)=%j}

<, X'in bir alt vektor uzayi veya X tam sirali bir vektdr uzayr oldugundan
f X)< f'(x)  ve —f“"(x)«<-f*(x) oldugu gbz o6nine alinirsa
f(x)— " (x) < £ (x)— £7(x) elde edilir. x( .,t) azalmayan oldugundan islem

asagidaki gibi devam eder.
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' ()< f4(x) ve —f?(x)<-f“°(x) oldugu gbz o6nine alinirsa
fr(x)- 2 (x)< £4(x)- £*7(x) elde edilir. x(.,t) azalmayan oldugundan

islem asagidaki gibi devam eder.
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islem asagidaki gibi olur.
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f(x)- f"(x)<

k+1 (X)— fl2
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(fk(x)—f (x),%)
(f“(x)—f (x),%)



Smaks{v( £ (x) = f"‘z(x),%),v(fk(x)— f“(x),%)}

fr(x)- 2 (x)< £4(x)- £*7(x) ve v(..t)'nin artmayan oldugu géz éniine

:v(f“(x)— f“(x),%jw(fk(x)— f“(X)’%J

bulundurulursa islem asagidaki gibi devam eder.

=v(f“(x)—f"2( )Lj
a

sv(f“(x)—f“( )ijo\/(f“ CE(x),
o o’

00| 100 1 (0 = 1700 1 (9.
o

SV[f“(x)— f“(x),%jw(fk “(x)- £ L6

10110 o 0 0 )

f(x)- £ ()< £ (x)= £¥*(x) ve v(.,t)’nin artmayan oldugu géz éniine

bulundurulursa islem asagidaki gibi devam eder.

a

=v[ £2 ()= f"‘S(x),LéJ

:V[fz(x)- f (x),%)

o
t

gv(f (x)- f (x),ij{x— fz(x),%j

Yukaridaki esitsizliklerde Kk —>o0 igin limit alinirsa ae(O,%) oldugundan

t
— — ©’dur. Sezgisel fuzzy normun (vii) ve (xiii) 6zelliklerinden
o
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t

lim z( £5 (x) = £5(x),t) 2 lim ,u[X— fz(x),Wjﬂ

k—0 k—0

ve
. + . t
(£ ()= 1)) imv  x- £ (. | =0

elde edilir. Bu da sezgisel fuzzy Chatterjea operatoriiniin approximate sabit nokta

ozelligine sahip oldugunu gosterir.

Sonug 5.16 Teorem 5.15’de sezgisel fuzzy Chatterjea donisiimu icin X < f (X) ise ve
her t>0 ve x< @ sartini saglayan her xe X ig¢in x( .,t) artmayan ve v( .,t)

azalmayan ise f : X — X sezgisel fuzzy Chatterjea donlsiimi yine approximate sabit

nokta 6zelligine sahip olur.

Tanim 5.17 (X,,u,v,*,()) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f : X — X bir fonksiyon

olsun. Eger her X,y e X ve t>0 igin asagidakilerden en az biri dogru olacak sekilde
1 1 e e .
€(0,1),ke 0,5 ,Ce O’E varsa f:X — X dénlsimine sezgisel fuzzy

Zamfirescu donlisimu denir:
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pu(x=1(y)t)xu(y=f(x).1)
v(F(X)=f(y).ct)<v(x—f(y).t)ou(y-f(x).t).

Teorem 5.18 (X,,u,v,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f: X — X bir sezgisel

fuzzy Zamfirescu donlisim olsun. Sezgisel fuzzy Kannan ve Chatterjea donlisimi igin
verilen sartlarla sezgisel fuzzy Zamfirescu doniisimi approximate sabit nokta 6zelligine

sahiptir.
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Ispat Teorem 5.9, Teorem 5.12 ve Teorem 5.15’den approximate sabit nokta 6zelligine

sahip oldugu goralar.

Tanim 5.19 (X,,u,v,*,O) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f : X — X bir fonksiyon

olsun. Eger her X,y € X ve t >0 igin
u(f ()~ (V)at)zﬂ(X—y,éj*u(y— f (x),%j
v(F(0)- 1 (y),t)Sv(x— y,ﬂoﬂ(y_ f (X)’{j

olacak sekilde ae(O,l) ve L>0 varsa f:X — X donusimu sezgisel fuzzy weak

contraction olarak adlandirilir.

Uyarn 5.20 ,u(x—y,t)=,u(—1(y—x),t)=,u£y—x,il|]=,u(y—x,t) oldugundan

sezgisel fuzzy weak contraction donlisimi her X,y € X ve t >0 igin

p(f(x)-f (y),t)z;{x_y,éj*l{x_ ¢ (y)’{j
v(f(x)-f (y),t)év(x—y,ijov(x_ ¢ (y)’a

a

seklinde de tanimlanabilir.
Teorem 5.21 (X, 1, v,*,0) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve f:X — X bir sezgisel

fuzzy weak contraction déniisiim olsun. Her >0 ve t > 0 icin F“") (f)=dr.

&

ispat xe X,&¢€(0,1) ve t>0 olsun.

(£ ()= £, t) = (£ (F4(%))= F (£ (x)).1)

—ut fk(x)—fk_'(x),éjad:,u(fk(x) f"“(x),é]
Zy(fk‘(x) sz(X),%j*ﬂ(fkl(x)_fkl( ),lj



t
a €(0,1) igin — —> oo’dur. Sezgisel fuzzy normun (vii) ve (xiii) 6zelliklerinden
a

im g £ (%) - fk(x),t)zmy(f(x)_x,%jzl

ve
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v (£ () £ (x).t) < Iimv[f(x)—x,%}=0

k—0 k—0

elde edilir. Bu da sezgisel fuzzy weak contraction doénisimunin sezgisel fuzzy

approximate sabit nokta 6zelligine sahip oldugunu gosterir.

Simdi sezgisel fuzzy normlu uzayindaki bir kiimenin approximate sabit nokta 6zelligine
sahip olmasinin tanimi verilecektir. Daha sonra approximate sabit nokta oOzelligine
sahip bir sezgisel fuzzy normlu uzayin yogun alt kiimesinin de approximate sabit nokta

Ozelligine sahip oldugu gosterilecektir.

Tanim 5.22 (X, u,v,*,0) bir sezgisel fuzzy normlu uzay ve K < X olsun. Eger her

sezgisel fuzzy nonexpansive f : K — K dontsumd, her t > 0 igin
sup{y(x— f(x).,t):xe K} =1 ve inf{v(x— f(x)t):xe K} =0

esitliklerini saglarsa K'’ya sezgisel fuzzy approximate sabit nokta ozelligine sahiptir

denir.

Teorem 5.23 (X,,u, v, *,0) sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligine sahip bir

sezgisel fuzzy normlu uzay olsun. Eger K, X ’in sezgisel fuzzy anlaminda yogun bir alt

kiimesi ise K da sezgisel fuzzy approximate nokta 6zelligine sahiptir.

ispat f: X — X déniisimii sezgisel fuzzy nonexpansive déniisim olsun. ilk olarak

t,s>0 icin

sup{y(x—f(X),t):XeK}zsup{y(y—f(y),s):yeX} (5.1)
inf{v(X—f(X),t):XE K}zinf{v(y—f(y),s):yex}

oldugu gosterilecektir. K < X oldugundan

sup{,u(y— f(y).s):ye X} Zsup{,u(x— f(x),t):xe K} (5.2)

inf{v(y— f(y).s):ye X} Sinf{v(x— f(x).t):xe K}
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dir. ye X olsun. K, X ’de sezgisel fuzzy anlaminda yogun oldugundan her y € X igin

(mv)

Y, — Y olacak sekilde y, € K vardir. Her bir k e N ve t >0 igin

sup{,u(x— f(x),t):xe K}Zy(yk = f(y):t)
= (Y =y +y=f(¥)+ ()= f(%)t)

ool
s 10105

W | —

ve

inf{v(x— f(x),t):xe K} <v(yo—f(%)1)
=v(y—y+y=f(y)+f(y)-f(%).1)

s‘/(yk—y,gjOv(y—f(y),gj (5.4)

yazilabilir. f sezgisel fuzzy nonexpansive doniusim oldugundan sezgisel fuzzy
. . (#’V) .
sureklidir. Clinklii y, — y iken

a(F(y)=f().t) 2 u(y—y.t) =1

v(f(y)-f(y).t)<v(y-y.t)>0

(mv)

oldugundan f(y,)— f(y)’dir. (5.3) ve (5.4)'de k — o igin limit alinirsa ve %:s'

denirse, her ye X ve t>0 igin
sup{y(x—f(x),t):XEK}Zy(y—f(y),%j:y(y—f(y),s')
ve

inf{v(x— f(x).t):xe K} £v(y— f (y),ij:v(y— f (y),s')

3
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elde edilir. Buradan

sup{,u(x— f(x)t):xe K} Z{y(y— f(y).s'):ye X} (5.5)

inf{v(x— f(x).t):xe K} s{v(y— f(y).s'):ye X}
yazilir. (5.2) ve (5.5)’den (5.1) gosterilmis olur.

Simdi K uzerinde tanimh herhangi bir sezgisel fuzzy nonexpansive f, :K — K

(1:v)
dénisimi géz onlne alinsin. K, X ’de yogun oldugundan her ye X i¢in y, >y

olacak sekilde y eK vardir. Ayrica f,:K—> K doénlsimi sezgisel fuzzy
nonexpansive, dolayisiyla sezgisel fuzzy surekli oldugundan X  (zerinde
f(x)=lim(z,v)-f(x,) tanimlanarak f : X > X déniisimiine genisletilebilir.

Lemma 2.63 kullanilarak her X,y € X ve t >0 igin
,u(f (x)—f (y),t): iI(i_r:;sup,u( f(x)—f (yk),t)z II(i_r:gosup,u(xk —Y.t)=u(x-y,t)

v(f(x)=f(y).t)= lI(imim‘v( f(x)=-f(y).t)< liminfv (X = y.t)=v(x-y.t)

—>®0

yazilabilir. Buradan f: X — X donusiminiin sezgisel fuzzy nonexpansive oldugu

sonucuna ulasitir. X sezgisel fuzzy approximate sabit nokta oOzelligine sahip

oldugundan (5.1) ile birlikte
sup{y(x— f(x).t):xe K} :sup{,u(y— f(y).s):ye X} =1 (5.6)
inf{v(x— f(x),t):xe K} :inf{v(y— f(y).s):ye X} =0

dir. Bu da K’nin sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligine sahip oldugunu

gosterir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada ilk olarak lglinci bolimde ikili sabit nokta ve ikili ¢akisma noktasi
kavramlarinin genellestirmesi olan n-li sabit nokta ve n-li cakisma noktasi kavramlari
tanitildi. Kismi siralama bagintisi ile donatilmis tam metrik uzayda, bir contraction

sartini saglayan karisik g -monoton donilisiim igin bu kavramlarin varligina ve tekligine

iliskin teoremler verildi. Elde edilen sonuglar literatiirdeki sonuglardan daha geneldir.

n-li sabit nokta ve n-li gakisma noktasi kavramlari farkli ve daha genel tip contraction
sartini saglayan donitstimler icin calisilabilecegi gibi, tam metrik uzay yerine farkl
Ozelliklere sahip bagka bir uzayda caligilabilir. Ayrica bu tezde elde edilen sonuglar
uygulamali matematikte bir periyodik sinir deger probleminin ¢éziimiinde kullaniimasi
icin Onerilebilir.

Dordiinci bolimde, Uglinci bolimde kismi sirali tam metrik uzayda calisilan n-li
cakisma noktasi kavrami, sezgisel fuzzy contraction sartini saglayan karsik g -monoton
Ozelligine sahip bir donlisim igin kismi sirali tam sezgisel fuzzy normlu uzaylarda
calisildi. Elde edilen sonuglar [22] ve [23]'deki sonuglardan daha genel olmakla beraber

kullanilan ispat yontemi bu ¢alismalarda kullanilan ispat yonteminden farklidir.

Besinci bolimde approximate sabit nokta Ozelligi sezgisel fuzzy normlu uzaylarda
tanimlandi. Cesitli 6rneklerle bu 6zellik sezgisel fuzzy normlu uzaylarda calisildi. Sabit
nokta teorisinde kullanilan g¢esitli dontsim siniflarinin  sezgisel fuzzy benzerleri
verildikten sonra bu doénidsimlerin hangi sartlarla sezgisel fuzzy approximate sabit

nokta Ozelligine sahip oldugu gosterildi. Ayrica bir kiimenin sezgisel fuzzy ¢apinin
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tanimi verildikten sonra sezgisel fuzzy approximate sabit nokta kiimesinin sezgisel
fuzzy capi ile ilgili bir teorem verildi. Ardindan sezgisel fuzzy normlu uzayin bir alt
kiimesinin approximate sabit nokta Ozelligine sahip olmasinin tanimi verilerek
approximate sabit nokta 6zelligine sahip bir sezgisel fuzzy normlu uzayin yogun bir alt
kiimesinin de sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligine sahip oldugu gosterildi.
Bu calismalarimizdan ilham alinarak sabit nokta teorisinde kullanilan baska dénlsim

siniflarun sezgisel fuzzy approximate sabit nokta 6zelligi incelenebilir.
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