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SIMGE LISTESi

(r,,r,,r,) Sandvig plagin (alt dis, orta, iist dis) tabakas: ile ilgili buiyiikliikler

Vv Catlak icermeyen sandvi¢ plagin kapsadigi bolge
v Sandvig plagin tabakalari

02, Ele alinan catlaklarin bulundugu bolgeler (i=1,2)
v’ Ele alinan sinir deger probleminin ¢dziim bolgesi

0,(03) Dikdortgen plagin Ox, (Ox;) dogrultusunda plak uzunlugu

7, (=1,/1,) Ox, dogrultusundaki plak uzunlugunun, Ox, dogrultusundaki plak uzunluguna
orani

(,,({y,) Ele alinan ¢atlagin Ox, (Ox,) dogrultusundaki uzunlugu

X(="05/l,,) Ox; dogrultusundaki catlak uzunlugunun, Ox, dogrultusundaki catlak

uzunluguna orani
h Sandvi¢ plagin kalinlig
h, (h.) Sandvi¢ plagin dis (¢ekirdek) tabakasinin kalinhig

€ Catlak yiizeylerindeki On egintinin derecesini goOsteren boyutsuz kiiclik bir
parametre

f(x,x;) Catlak yiizeylerindeki 6n egintinin formunu gosteren fonksiyon

Gﬁj’“ [lgili tabakada Cauchy gerilme tansorii bilesenleri

Gf.j" »a g. yaklagima ait Cauchy gerilme tansorii bilesenleri

(_Sﬁj’“ Laplace uzayindaki Cauchy gerilme tansorii bilesenleri

8,(.;‘) Maddesel genleme tansoril bilesenleri

efj" »a g. yaklasima ait maddesel genleme tansorii bilesenleri

E;’“ Laplace uzayindaki maddesel genleme tansorii bilesenleri

u™ Yer degistirme vektorii bilesenleri

u" g. yaklasima ait yer degistirme vektorii bilesenleri

™ Laplace uzayindaki yer degistirme vektorii bilesenleri

o Kronecker deltas1

(R Hacim orani

A, w Viskoelastik malzemeye ait Lame sabitleri

A, W Viskoelastik malzemeye ait Lame sabitlerinin Laplace doniisiimii

t, T Zaman parametreleri

p Diizgiin yayil statik dig basing kuvveti

n/i S* ve S~ yiizeylerinin birim dig normal vektoriiniin bilesenleri (B6liim 2)
+

n; Catlak yiizeylerine ait birim dig normal vektoriin bilesenleri (Bolim 3, 4, 5)
S7(S7), =135 Secilen catlagin, x, = A, ’deki ist (alt) ylizeyleri

S7(S7), i=2,4,6 Secilen catlagin, x, = h, +h. deki iist (alt) yiizeyleri

@ (©;), i=1,3,5 Secilen catlak i¢in, x, = A, ’deki temas bolgeleri

; (©;), =2,4,6 Secilen ¢atlak i¢in, x, = h, +h,. deki temas bolgeleri

S Laplace doniisiim parametresi
17 Fonksiyonel
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k. sonlu eleman

k. sonlu elemanda aranan yer degistirme fonksiyonu
k. sonlu elemanda sekil fonksiyonu matrisi

k. sonlu elemanin diigiim noktalarinda aranan yer degistirmeleri iceren vektor
Katsayilar (rijitlik) matrisi
Diigiim noktalaria etki eden kuvvetleri iceren vektor

E®(v") Cekirdek tabakanin malzemesine ait elastisite modiilii (Poisson oranr)
E™® (v'®)Dis tabakalarin malzemesine ait elastisite modiilii (Poisson orani)
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0, (0,)
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I (x)

) Dis tabakalarin elastisite modiiliiniin (Poisson oraninin) anlik degeri

Viskoelastik malzemenin boyutsuz reolojik parametreleri
Boyutsuz zaman

Reolojik parametrenin #'=0 (¢'=c0)’daki degeri
Rabotnov operatorii

Gamma fonksiyonu

Do ( Dy ) Viskoelastik malzemede ¢'=0 (t'= oo )’daki kritik burkulma kuvveti

C

ijrs (0)
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ijrs(1)
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Mekanik sabitlerin ¢'=0 anindaki degerleri
Viskoelastik anizotrop ortamlarin gevsemesini belirten integral operatdrlerin

cekirdekleri
Gerilme tansorii bilesenleri

Ele alinan malzemenin normalize edilmis mekanik sabitleri

Laplace uzayinda ele alinan malzemenin normalize edilmis mekanik sabitleri
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OZET

CATLAK ICEREN UC KATLI ELASTIK VE VISKOELASTIiK SANDVIC KALIN
PLAKLARIN DELAMINASYONU

Bu calismada, {ii¢ tabakadan olusan elastik ve viskoelastik sandvic kalin plaklarin
delaminasyon burkulma problemleri ele alinmistir. Incelemelerde; sandvi¢ plagm tabakalari
arasinda catlaklar oldugu ve bu catlak yiizeylerinin dogal durumda, baslangicta ¢ok kiiciik 6n
egintiye sahip oldugu kabul edilmektedir. Elastik plaklar icin, ¢atlaklar dogrultusunda etkiyen
dis basing kuvveti dolayisiyla 6n egintinin gelisimi; viskoelastik plaklar icin, sabit dig basing
kuvveti etkisinde zaman ilerlerken bahsedilen 6n egintinin gelisimi incelenmis ve Hoff
yaklasimi ¢ercevesinde kritik parametreler belirlenmistir.

Ele alinan delaminasyon burkulma problemlerinin matematiksel modeli viskoelastisite
teorisinin geometrik nonlineer ii¢ boyutlu kesin denklemleri yardimiyla kurulmustur.
Problemlerin ¢oziimii icin Laplace doniisiimii, sinir tipli pertiirbasyon yontemi, ii¢ boyutlu
sonlu elemanlar yontemi ve Shapery yontemi (sayisal ters Laplace doniisiimii igin)
kullanilmustir.

Bu calisma, alti bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde; delaminasyon burkulma
problemleri hakkinda genel bilgi verilmis ve bu problemlerin miithendislik uygulamalarindaki
yeri ve o©nemi Ozetlenmistir. lkinci boliimde; ele alinan delaminasyon burkulma
problemlerinin matematiksel modellemesinde kullanilan Lineerize Edilmis Ug¢ Boyutlu
Stabilite Teorisi’nin denklemlerinin g¢ikarilmasi verilmistir. Uciincii boliimde; ele alian
elastik ve viskoelastik sandvi¢ plaklarin, tabakalar1 arasinda bant catlaklar icermesi
durumunda delaminasyon burkulma problemleri ele alinmistir. Bu problemin matematiksel
modeli, sonlu eleman formiilasyonu, problemlerin ¢6ziimii ve elde edilen sayisal sonuglar ile
cesitli problem parametrelerinin kritik parametrelere etkisi ve miihendislik agisindan analiz ve
yorumlarina da deginilmistir. Dordiincii boliimde; ele alinan elastik ve viskoelastik sandvig
plaklarin, tabakalar1 arasinda kenar catlaklar icermesi durumunda delaminasyon burkulma
problemleri ele alinmistir. Bu problemlerin matematiksel modeli, sonlu eleman modellemesi
ve elde edilen sayisal sonuglar verilerek, cesitli geometrik ve malzeme parametrelerinin kritik
parametrelere etkisi gosterilmistir. Besinci boliimde; ele alinan elastik ve viskoelastik sandvig
plaklarin, tabakalar1 arasinda i¢ catlaklar icermesi durumunda delaminasyon burkulma
problemleri ele alinmistir. Ele alinan problemlerin matematiksel modeli, sonlu eleman
formiilasyonu, ¢oziimii ve elde edilen sayisal sonuclar ile cesitli problem parametrelerinin
kritik parametrelere etkisi ayrintili olarak verilmistir. Altinci bolimde, sonuglarin genel
degerlendirmesi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sandvi¢ plak, delaminasyon burkulma, bant catlak, kenar catlak, i¢
catlak, viskoelastik malzeme, kritik zaman, kritik burkulma kuvveti, burkulma modu
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ABSTRACT

DELAMINATION OF ELASTIC AND VISCOELASTIC SANDWICH THICK
PLATES WITH THREE LAYERS INCLUDING CRACK

In this study, the delamination buckling problems of elastic and viscoelastic sandwich thick
plates consisting of three layers are considered. In the analyses; it is assumed that there are
cracks between the layers of the sandwich plate, and the crack surfaces have infinitesimal
initial imperfections in the natural state. The development of the imperfection of the edge
surfaces of the cracks due to external compressive forces acting in the direction of the cracks
for the elastic plates and that the duration of the deformation under the constant external
compressive forces for the viscoelastic plates are analysed, and critical parameters are
determined within the framework of Hoff approach.

The mathematical model of the considered delamination buckling problems is formulated by
the usage of the three dimensional geometrically non-linear exact equations of the theory of
viscoelasticity. For the solution of the problems; the Laplace transform, boundary form
perturbation method, the three dimensional finite elements method (FEM) and the Shapery
method (for the numerical inverse Laplace transform) are used.

The study consists of six chapters. In the first chapter, general information on the
delamination buckling problems is given and the place and the importance of these problems
in engineering applications are provided briefly. In the second chapter, the derivation of the
equations of the Three-Dimensional Linearized Theory of Stability used for the mathematical
modeling of the mentioned delamination buckling problems is given. In the third chapter, the
delamination buckling problems of the elastic and viscoelastic sandwich plates with band
cracks between the layers of sandwich plate are considered. The mathematical modeling of
these problems, finite element formulations, solutions to the problems, the obtained numerical
results, the effects of various problem parameters on the critical parameters, and their analysis
and conclusions from the point of view of engineering applications are presented as well. In
the fourth chapter, the delamination buckling problems of the elastic and viscoelastic
sandwich plates with edge cracks between the layers of the plate are considered. The
mathematical modeling of these problems, finite element modeling and the obtained
numerical results showing the effects of the various geometrical and material parameters on
the critical parameters are given. In the fifth chapter, the delamination buckling problems of
the elastic and viscoelastic sandwich plates with embedded cracks between the layers of the
plate are mentioned. The mathematical modeling of the considered problems, the finite
element formulation, the solution of the problems and the obtained numerical results revealing
the effect of various problem parameters on the critical parameters are presented in detail. In
the sixth chapter, general conclusions of the results are formulated.

Keywords: Sandwich plate, delamination buckling, band crack, edge crack, embedded crack,
viscoelastic material, critical time, critical buckling force, buckling mode
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1. GIRIS
Bu boliimde doktora tezine inceleme ve hesap konusu olan elastik ve viskoelastik kompozit

malzemeler ile tez cercevesinde ele alinan problemler hakkinda genel bilgiler verilecektir.

1.1 Viskoelastik Sandvi¢ Plaklara Ait Genel Bilgiler

Plak yap1 elemanlari, diisiik agirhik ve yiiksek yiik tasima kapasitesi 6zelliklerinden dolay1
kullanim agisindan ¢esitli mithendislik uygulamalarinda genis yer tutarlar. Plak elemanlar,
celik gibi klasik malzemelerden iiretildigi gibi kompozit malzemelerden de iiretilmektedirler.
Bilindigi iizere, kompozit malzemeler, en az farkli iki malzemenin aralarinda kimyasal etki
olmaksizin bir araya getirilmesiyle olusan malzemeler olarak tanimlanmaktadir. Kompozit
malzemeyi olusturan farkli malzemelerin her birine “bilesen” adi verilir. Bilesenler, kompozit
icerisinde iistlendigi goreve gore giiclendirici veya matris olmak iizere ikiye ayrilirlar.
Genellikle gii¢lendiriciler, kompozit malzeme igerisinde yiik tasima gorevini; matris

malzemesi ise, giiclendiricilerin birligini ve karsilikli etkilesimini saglarlar.

Tez cercevesinde ¢ok kathi levhali kompozitler ele alinacaktir. Cok kath levhali kompozit
malzemeler, levhalarin basitge iist iiste dizilisinden olusturulmaktadir. Diger bir deyisle, en az
farkli iki malzemeden yapilmis, ¢ok sayida levhanin aralarinda kimyasal etki olmaksizin iist
iste konularak olusturulmasindan meydana gelen kompozit malzemelerdir. Eger ele alinan
cok kath kompozit malzeme 6zel olarak ii¢c levhadan (tabakadan) olusuyor ise buna “sandvi¢”
malzeme adi verilmektedir. Bu durumda sandvi¢ kompozit malzeme, farkli iki malzemeden
yapilmis ii¢ levhanin ardigik diziliminden olusmus, 6zel levhali kompozit malzemelerdir. Bu
malzemelerde tabakalar, orta/cekirdek (core) ve dis yiizey tabakalar1 (face-plane) olmak tizere

isimlendirilir.

Cok katli levhali kompozit malzemelerin dis etkiye kars1 gosterdigi tepki, sadece levhalarin
malzemesine degil, dizilis swrasina (simetrik, anti-simetrik vb.) gore de degismektedir. Bu
malzemeden yapilmis yap1 elemanlarinin incelenmesinde, ele alinan malzeme esdeger
homojen malzeme (cisim) veya parcali siirekli homojen malzeme (cisim) olarak iki sekilde
modellenmektedir (Cristensen, 1979; Akbarov ve Guz, 2000). Sandvi¢ plaklarin incelenmesi;
ancak, parcali siirekli homojen cisim modeli c¢ercevesinde yapilabilmektedir. Bu model
cercevesinde, her bir levha icin yonetici denklemler ve levhalar arasinda (temas yiizeylerinde)
ise temas kosullar1 cercevesinde olusan denklem sistemi yardimiyla incelemeler

yapilabilmektedir. Literatiirde; genellikle sandvi¢ plaklara ait caligmalarin, sandvi¢ plagi



olusturan levhalara ait yonetici denklemlerin yaklasik plak teorileri cercevesinde ele
alimmasiyla yapilmis calismalar oldugu goriilmektedir (Altenbach vd., 2004; Sadowski ve de
Borst, 2009).

Plaklar, 6zelliklerine gore siniflandirilmaktadir. Bunlardan bazilari; a) geometrik dzelliklerine
(orta diizleminin geometrik formuna, kalinliklarinin ince/kalin veya sabit/degisken olmasina),
b) mekanik ozelliklerine (izotrop, anizotrop, enine izotrop, ortotrop vb.), c¢) inceleme
yontemine (Kirchhoff, Mindlin vb. plaklar1) gére siniflandirmalardir. Tez kapsaminda sandvig
plaklar ele alinacagindan, ele alinan plagin mekanik Ozellikleri anizotrop olacaktir. Bu
ozellikler detaylandirildiginda, kompozit malzemenin mekanik 6zelliklerinin, 1) bilesenlerinin
(matris ve gii¢lendirici) mekanik 6zelliklerine, 2) giiclendiricilerinin geometrik formlarina,
yayilimina, dogrultusuna ve kompozit icerisindeki hacim oranina ve 3) matris ve gii¢lendirici
ara ylizeylerindeki temasin dogasina ve niteligine dogrudan bagli oldugu goriilmektedir.
Bununla beraber genel kapsamda ele alindiginda, bilim dalina gére kompozit malzemelerin
kendi icerisinde, 1) giiclendiricilerinin geometrik formuna (tanecikli, lifli ve levhali), 2)
kompoziti olusturan bilesenlerin malzemesine (metal, seramik ve polimer) vb. gibi bazi
acilardan simiflandirildigr goriilmektedir (Yahnioglu, 1996; Talreja ve Manson, 2000). Tez
cercevesinde ele alinacak olan sandvic malzeme/yap1 elemanlarina ait yaygin bir
siiflandirma bulunmamasina karsin, sandvi¢c malzemeyi olusturan orta/cekirdek tabakanin
malzemesine veya Ozel bicimlerine (kopilik, bal petegi vb.) gore isimlendirmelere

rastlanilmaktadir.

Kompozit malzemeyi olusturan bilesenlerin metal, seramik veya polimer malzemelerden
olabilecegi yukarida verilmisti. Bu acgidan incelendiginde, kompozit malzemenin
bilesenlerinin mekanik Ozelliklerinin zamandan bagimsiz (elastik) veya zamana bagh
(viskoelastik) ozellik gosterecegi aciktir. Elastik malzemeler, iizerine etkiyen kuvvete ani
tepki gosteren, bu kuvvetin belirledigi bir sekil degistirme durumunu derhal gercekleyen ve
kuvvet degismedikce bu sekil degistirmeyi koruyan malzemelerdir. Bu malzemeler, kuvvet
kaldirildiginda ani olarak baslangigtaki konumuna geri donerler. Viskoelastik malzemelerde
ise, ylikleme altinda cabuk sayilabilecek elastik bir sekil degistirme yaptiktan sonra yeteri
kadar uzun bir siire gozlendiklerinde, {iizerlerine etkiyen yiik degistirilmese de sekil
degistirmenin yavas olarak devam ettigi gozlemlenir. Bu olay siinme olarak adlandirilir. Yine
uzun siire gozlendiginde ylikleme altinda belirli bir sekil degistirme durumuna erismis bir
malzemenin bu durumunu koruyabilmesi i¢in, iizerine etkiyen yiikiin zamanla azaltilmasinin

gerektigi de goriilmiistiir. Bu olaya da gevseme adi verilir. Daha 6zenli yapilan deneyler,



yiiklenen bir kati cismin erigebildigi sekil degistirme durumunun, yiikiin yalmizca son
degerine degil yiiklenis hizina da bagh oldugunu gostermistir. Bu veriler gerilme-gsekil
degistirme bagintilarinin, yiiklemenin son degeriyle birlikte degisim hizindan da etkilendigini
ifade eder (Erdogan, 2000). Dolayisiyla boyle durumlarda; zaman parametresi, ortamin
mekanik davranigini belirlemede ¢ok onemli bir rol oynadig i¢in hesaplamalarda géz Oniine

alinmalidir.

1.2 Viskoelastik Malzemelerin Gerilme-Sekil Degistirme Bagintilari

Viskoelastik malzemelerin biinye denklemlerine ait pek cok matematik model literatiirde
mevcuttur. Bu modellerden iki tanesine kisaca burada deginilecektir. Viskoelastik malzeme
modellerinde, viskoelastik malzemelerin elastik 6zelliklerini temsil icin elastik bir yay ve
zaman etkisini temsil i¢in viskoz akiskan dolu bir piston kullanilir. Burada deginilecek
viskoelastik malzeme modelleri Maxwell ve Kelvin-Voigt modelleridir. Her iki model, ¢cubuk

gibi bir boyutlu ve kiiciik sekil degistirmelerin oldugu ortamlar icin gecerlidir.

Maxwell cismi i¢in, biinye denkleminde yay ve pistonun birbirine seri baglandig: kabul edilir.
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Sekil 1.1 Maxwell cismi
Maxwell cismi i¢in gerilme-sekil degistirme iliskisi
6+ko=E¢ (1.1)

diferansiyel bagintist ile verilir. E katsayis1 Young modiiliine karsi gelir ve k zaman

boyutunda bir sabittir. (1.1) denklemine, €(¢) verildiginde ¢ gerilmesini belirleyen bir

diferansiyel denklem olarak bakilirsa
o(t)=ce ™ + Ee™ [&(t)e" dt (1.2)

yazilabilir. (1.2)’de ¢ integrasyon sabitidir. Bu model deneylerde tespit edilen siinme olaymi
aciklayamamak ile birlikte, gevseme olayim1 (sabit sekil degistirme altinda gerilmenin

zamanla degisiminin gerekliligini) aciklayabilmektedir.



Ele alinan yay ve pistonun birbirine paralel baglanmasi durumu Kelvin-Voigt cismi i¢in

kullanilir.
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Sekil 1.2 Kelvin-Voigt cismi

Bu modele gore, kiiciik sekil degistirme bileseni € ile gosterilirse, gerilme-sekil degistirme

iliskisi
c=FEe+pe (1.3)

seklinde verilir. (1.3)’de €= de/ dt, E ve L malzeme sabitleridir. Bu modelle, siinme olay:

aciklanabilmektedir. Burada, bu iki olgunun farkli modellerin ciktist olduguna dikkat
edilmelidir. Malzemenin bu iki 6zelligi ayn1 anda tagimas1 s6z konusu oldugundan, yukarida
verilen iki modelin birlestirilmesi gerekmektedir. Benzeri sekilde, literatiirde viskoelastik

malzemelerin modellenmesine ait pek cok model bulunmaktadir (Suhubi, 1994; Ersoy, 2001).

Eger viskoelastik cismin biinye denkleminde gerilmenin, sekil degistirme tansoriine
bagimlhiligi keyfi (6rnegin lineer veya nonlineer) fakat, sekil degistirme hizi tansoriine
bagimliligi lineer alinirsa, “lineer viskoelastisite” elde edilmis olunur. Bu durumda biinye
denklemleri, sekil degistirmenin zamanla ¢ok yavas degistigi viskoelastik ortamlar1 temsil
eder. Bu tiir viskoelastik malzemeler lineer viskoelastik malzemeler olarak nitelendirilir. Tez
cercevesinde goz Oniine alinan viskoelastik malzeme, lineer viskoelastik malzeme olarak
kabul edilmistir. Tez cercevesinde kullanilan lineer viskoelastik malzemenin biinye
denklemleri Rabotnov operatorii yardimiyla temsil edilmektedir. Deneysel verilerin
formiilasyonu ile elde edilen bu biinye denklemleri, epoksi bazli viskoelastik kompozit
malzemelerin temsilinde iyi bir yaklasim vermektedir (Akbarov ve Yahnioglu, 2010). Buna

gore lineer viskoelastik bir malzemenin elastisite modiilii ve Poisson katsayisi,

E=E, [1_ (’)()R; (_(’*)0 -, )] ’
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V=v,|1+ : o,R, (_(’*)0 _(’)oo) (1.4)
0

ile verilir (Akbarov ve Rzayev, 2001; Akbarov ve Yahnioglu, 2001). Burada E, ve V,

0°

sirastyla anlik Young modiili ve anlik Poisson katsayisidir. o, @, ® ’ler viskoelastik

0

malzemenin reolojik parametreleri, R, Rabotnov operatériidiir (Rabotnov, 1977). Bu operator

R, 0(t) = j R, (B, t—1)0(T)dt (1.5)

oo n t11(1+(x)

=1 —l<a< 1.
R, (B.1) t;r((l+n)(l+a)), l<a<0 (1.6)

olarak tanimlanmaktadir. Burada, B:& olarak tanimli olup, (1.6)’da 7I'(x) Gamma
(Q))

o

fonksiyonudur (Akbarov ve Yahnioglu, 2001; Akbarov vd., 2001).

1.3 Tez Konusuna Ait Mevcut Calismalar

Levhali kompozit malzemelerde ortaya ¢ikan en yaygin kirilma mekanizmalarindan birisi,
yerel delaminasyon burkulmasi olayidir. Bu olaymm mekanizmasi pek ¢ok arastirmaci
tarafindan, bu malzemeler olusturulurken veya yapi elemanlar1 diizenlenirken cesitli
nedenlerle levhalar arasinda kalan bosluk, catlak vb. kusurlarmn, bu bosluk/catlak
dogrultusunda etkiyen dig basing kuvveti etkisinde, malzemede/yap1 elemaninda yerel
stabilite kaybina sebep olmas1 seklinde agiklanmaktadir. Bu nedenle bu olaylarin
modellenmesinde, onceden ¢ok katli kompozit malzemenin tabakalar1 arasinda c¢atlaklarin
varligit kabul edilerek, incelemeler buna gore yapilmaktadir. Bu alanda ilk calismalar
Kachanov (1976) tarafindan yapilmistir. Kachanov; ¢aligmalarinda, delaminasyon burkulma
problemlerini, yapinin i¢ kisminda yer alan ¢atlak ile yap1 elemaninin serbest yiizeyi arasinda
kalan kismin, catlaga paralel dis basing kuvveti etkisinde burkulmasi-stabilite kayb1 olarak
modellemis ve bazi 0rnek sinir deger problemlerini yaklasik plak teorileri cercevesinde
incelemistir. Belirtilen problemler, giiniimiize kadar pek ¢ok arastirmaci tarafindan calisilmis
ve hala yogun olarak caligilmaktadir. Bunlardan bazilar1 Chai vd. (1981); Nilson vd. (1993);
Kardomateas vd. (1995); Wang vd. (1995); Bolotin (1996); Akbarov (1998); Guz (2000);
Hutchinson vd. (2000) ve Moon vd. (2002, 2004) ile bu calismalarin kaynaklarinda listelenen

diger calismalar verilebilir.



Belirtilen burkulma problemleri Guz ve Ogrencileri tarafindan da caligilmistir. Ancak bu
caligmalarda, catlak iceren yap1 elemaninin kirilmasina sebep olan kritik parametre degerleri,
bu malzemenin tiim olarak stabilite kayb1 degerleri ile esdeger alinarak modellenmistir. Bu
problemlerin ayrintili aciklanmasi, kirtlmanin mekanizmasi ve bazi Ornek problemlere
uygulanmasi Guz (2000, 2001); Babich vd. (2001); Babich ve Guz (2002); Guz ve Guz
(2003); Guz vd. (2004) caligmalar ile bu ¢alismalarin kaynaklarinda yer alan calismalarda
verilmistir. Ancak; bu sekilde modellenen problemlerin c¢6ziimiinden kritik degerler
belirlenebilmesine karsin, catlak ucunda olusan gerilme yigilmasi veya yapida olusan gerilme

yayilimi belirlenememektedir.

Burkulma olayina, ince tabaka ile ortiilii yiizeylerde de sikga karsilagilmaktadir. Ince tabaka
ile ortiilii (film serit) yap1 elemanlar: icin disg basing etkisinde, kaplamada (drten tabakada)
meydana gelen burkulma olaylar1 yogun olarak Hutchinson ve dgrencileri tarafindan deneysel
olarak calisilmis ve calisilmaktadir. Buna ait bazi ¢alismalar Hutchinson ve Suo (1992);
Hutchinson vd. (1992); Evans ve Hutchinson (1995); Nilson ve Giannakopoulos (1995);
Gioia ve Ortiz (1997); Wang ve Evans (1998) ve Moon vd. (2002) ile verilebilir. Dig basing
kuvveti etkisinde; kaplamada olusan burkulma, burkulma mod sekilleri ve olusma
mekanizmalar1 yapilan gézlem ve deneylere dayanilarak aciklanmaya caligilmistir. Belirtilen
yazarlarin bu ve diger c¢alismalarinda (Hutchinson vd., 2000; Moon vd., 2004) burkulma
olayinin gelisimi, kaplama ile alt (Ortiilmiis) tabaka ara yiizeyindeki “ara yiizey kirilma
enerjisi” ile agiklanmaktadir. Bu model cercevesinde, kaplamalardaki burkulma olayinin
gelisimine, dnceden var olan kusurun (¢atlagin) biiyiikliigiiniin, ¢atlagin konumunun (i¢ ¢atlak
veya kenar catlak), kaplamanin kalinliginin, ortamdaki sicaklik degisiminin etkileri ayrintili
olarak incelenmis ve yaklasik matematiksel modeller verilmistir. Benzeri bir ¢alisma (rijid
ylizey lizerine Ortiilii ince film tabakasinin burkulmasina ait bir ¢aligma), Crosby ve Bradley
(1999) ile Li ve Siegmund (2004) tarafindan yapilmistir. Bu ¢aligmalarda, dis basing kuvveti
etkisinde ince film seritte meydana gelen siniis-dalgasi burkulma modunun gelisimi, cisimde

biriken elastik enerji salinim1 yardimiyla a¢iklanmaya ¢aligiimistir.

Burkulma delaminasyon olaym etkileyen en 6nemli parametrelerden birisi de catlagin
geometrik boyutlaridir. Yukarida verilen arastirmalarin sonuglari, catlak ile serbest yiizey
arasindaki kismin kalinliginin, catlak boyutunda veya daha biiylik olmasi durumlarina
uygulanamaz. Belirtilen kismin geometrik boyutlarinin burkulma kuvvetine etkilerini
inceleyen, 6rnegin Chai vd. (1981); Hwang ve Mao (1999); Short vd. (2001); Arman vd.
(2006) gibi literatiirde pek cok calisma mevcuttur.



Yukarida verilen biitiin caligmalarda, sekil degistirebilen cisimler mekanigine ait {i¢c boyutlu
nonlineer denklemlere dayanan, ornegin Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Stabilite Teorisi
(LEUBST) gibi temel stabilite teorileri kullanilmamustir. Belirtilen teorinin catlak iceren
cisimlerde yerel burkulma problemleri i¢in gelistirilmesi, Guz ve Ogrencileri tarafindan
yapilmistir (Guz ve Nazerenko, 1985a,b; Guz, 1999). Bu calismalarin ayrintih 6zeti Guz ve
Nazeronko (1989a,b); Guz vd. (2004); Bogdonov vd. (2009) calismalarinda verilmistir.
LEUBST’ nin basarili uygulamalar1 Akbarov ve Tekercioglu (2006, 2007); Dekret (2008a,b);
Guz ve Dekret (2008, 2009a,b); Akbarov ve Aliyev (2009) olarak verilebilir.

Yukarida verilen, Akbarov ve Tekercioglu (2006, 2007); Akbarov ve Aliyev (2009)
calismalar1 disindaki diger biitiin ¢aligmalarda ele alinan problemde, yap1 eleman1 malzemesi
zamandan bagimsiz olarak sec¢ilmistir. Akbarov ve Ogrencilerine kadar, viskoelastik
malzemeden yapilmis yapi elemanlarinin delaminasyon burkulma problemleri ele
almamamistir. Belirtilen problemlerin mekanik o©zellikleri zamana bagh (viskoelastik)
malzemeden yapilmis yap1 elemanlarinin delaminasyon burkulmast problemlerine
uygulanabilmesi, Akbarov ve 6grencileri tarafindan LEUBST’in mekanik zellikleri zamana
bagli malzemeler icin gelistirilmesi ile miimkiin olmustur (Akbarov, 1994, 1998, 2007;
Akbarov vd., 1997; Akbarov ve Yahnioglu, 1999, 2001 ve digerleri). LEUBST cercevesinde
incelenen delaminasyon burkulma veya stabilite kayb1 problemlerinde, kritik parametrelerin
(elastik durumda kritik burkulma yiikii ve viskoelastik durumda sabit bir dig basmg¢ kuvveti
etkisinde kritik zaman) belirlenmesinde, Hoff (1954) tarafindan verilen “baslangic eginti
kriteri” kullanilmistir. Belirtilen problemlerin bazi1 sonuclar1 Akbarov ve Guz (2000)
kaynaginda verilmistir. Bu teorinin iki veya lic boyutlu bazi stabilite kayb1 problemlerine
uygulanmasi Akbarov ve Yahnioglu (1999); Yahnioglu (2000); Yahnioglu ve Kutug (2000);
Akbarov vd. (2001); Yahnioglu ve Akbarov (2002); Selim ve Akbarov (2003); Kutug vd.
(2003); Akbarov vd. (2004) ve Kutug (2009) calismalarinda yapilmistir. LEUBST nin bazi
delaminasyon burkulma problemleri i¢in basarili uygulamalar1 olarak Akbarov ve Rzayev
(2002a,b,c, 2003); Rzayev ve Akbarov (2002) caligsmalar1 verilebilir. Ayrica bu ¢aligmalarin
ozeti Akbarov (2007) kaynaginda verilmistir. Bu calismalarda catlak iceren
elastik/viskoelastik serit-plak ve dairesel catlak iceren dairesel plaklar i¢in delaminasyon
burkulma problemleri LEUBST c¢ergevesinde basariyla uygulanmistir. Cesitli geometrik ve
malzeme parametrelerinin, ele alinan yapi elemaninin delaminasyon burkulmasima etkileri

ayrintili olarak incelenmistir.

Ele alian delaminasyon burkulma problemlerinin LEUBST gergevesinde dikdortgen plaklar



icin gelistirilmesi ve ornek problemlere uygulanmasi Akbarov, Yahnioglu ve Karatas (2009,
2010a,b,c) ¢alismalarinda verilmistir. Bu caligmalarda catlak igeren dikdortgen viskoelastik
kompozit kalin plagin delaminasyon burkulmasi problemleri, LEUBST cercevesinde
modellenerek 6rnek problemler iizerinde ilk defa uygulanmistir. Sandvi¢ kalin plaklar i¢in
delaminasyon burkulmasi problemlerinin LEUBST ¢ergevesinde modellenmesine ait ilk
uygulamalar Akbarov, Yahnioglu ve Tekin (2010a,b) calismalarinda verilmistir. Belirtelim ki
bu ¢alismalarda ele alinan problemlerin ¢6ziimii, ti¢ boyutlu sonlu elemanlar modellemesi

yardimiyla sayisal olarak yapilmistir.

1.4 Konunun Gerekliligi ve Giincelligi

Malzemeler iizerindeki arastirmalar ile iiretimlerinde kullanilan yeni teknolojilerin
gelistirilmesine bagli olarak, miihendislik uygulamalarinda kullamilan distiin 6zelliklere
(yiksek mukavemet, hafiflik, 1s1 iletimi/yalitimi, elektrik iletimi/yaliimi vb.) sahip
malzemelerin kullanimi yayginlasmistir. Giiniimiizde iistiin 6zelliklere sahip malzemelerin
kullannmina pek cok alanda karsilagilmaktadir, 6rnek olarak tibbi aletler, spor malzemeleri,

mutfak malzemeleri, her tiirlii tasit verilebilir.

Miihendislik uygulamalarinda kullanilan malzemelerin cesitlenmesi, malzeme {iiretiminde
yeni teknolojilerin veya {lstiin Ozelliklere sahip yeni malzemelerin kullanilmast pek cok
avantaj saglasa da bu yeniliklerin kendi igerisinde yeni sorunlar1 icerdigi unutulmamalidir. Bu
anlamda iiretimde veya montajda ortaya cikabilecek pek cok nedenlerden dolay1 (6rnegin
teknolojik uyumsuzluk gibi), malzemelerdeki veya yapi1 elemanlarindaki cesitli kusurlarin

(catlak, yarik vb.) olusumunun engellenmesi miimkiin olamamaktadir.

Yukarida verilen nedenlerden dolayr pek cok miihendislik uygulamasinda; kirilma,
delaminasyon vb. gibi istenmeyen olaylar ile karsilasiimaktadir (Erdogan, 2000). Tez
kapsaminda, giiniimiizde kullanimi yaygin olan c¢ok kath kompozit malzemelerin
kullaniminda karsilagilan ve 6nemli bir sorun teskil eden delaminasyon burkulma olay, ii¢
tabakadan olusan dikdortgen sandvi¢ plak misalinde incelenmektedir. Incelemelerde yapinin
tabakalar1 arasinda birbirine paralel ve 6zdes iki adet catlagin bulundugu 6nceden kabul
edilmektedir. Kompozit malzemeler agisindan delaminasyon burkulma olaymin incelenmesi

giincel problemlerden olup, hem teorik hem de uygulama ag¢isindan dnem tagimaktadir.

Belirtilen alanda, literatiirdeki mevcut caligmalar ¢ogunlukla iki boyutlu problemler ile

smirlidir. Ayrica, bu ¢alismalarin pek ¢ogunda yaklasik plak teorileri kullanmilmis ve elastik



malzemeler i¢in hesaplamalar yapilmistir. Bilindigi tizere miihendislik problemlerinin iki
boyutlu problemler olarak modellenebilmesi ancak 6zel durumlar (diizlem gerilme, diizlem
sekil degistirme) icin miimkiindiir. Dolayisiyla bu problemlerin ¢6ziimlerinden elde edilecek
sayisal sonuclar, ancak kisith alanlardaki sorulara cevap verebilir. ki boyutlu ¢oziimlerin
yeterli olmadig1 sinirsiz sayidaki miihendislik problemi i¢in daha gercekei, kesin teoriler
cercevesinde ii¢ boyutlu problem modellenmesine ve ¢oziimiine ihtiya¢ vardir. Bu acidan ele
alman tez, kesin teori cergevesinde ii¢ boyutlu problem formiilasyonu ve elastik/viskoelastik
malzeme alinmasi agilarindan literatiirdeki mevcut calismalara gore teorik ve uygulama
acisindan onemli iistiinliiklere sahiptir. Dolayisiyla, tez ¢ercevesinde elde edilen sonuglarin,
ele alman arastirma dalindaki bir ¢ok yaklagik yontemin hassasiyet derecesinin nitelik ve
nicelik acisindan degerlendirilebilmesi, mevcut aragtirmalarin sayisal sonuglarimin gegerlilik

stnirlariin belirlenebilmesi agilarindan da 6nemli bir referans teskil edecegi ongoriilmektedir.

Tez cercevesinde ii¢ boyutlu olarak modellenen delaminasyon burkulma problemlerinin
¢cOziimii; sonlu elemanlar yontemi yardimiyla, sayisal olarak yapilmistir. Bunun icin {i¢
boyutlu sonlu eleman modellemesi uygulanmistir. Dolayisiyla ele alinan problemlerin
¢Oziimii, baz1 acilardan ¢6ziim yonteminin (sonlu elemanlar yontemi) gelistirilmesini
gerektirmistir. Ayrica, ¢Oziim yOnteminin gerektirdigi biitiin algoritma ve programlar
tarafimizdan yapilmis olup, tez cercevesinde gosterilen c¢abalarin, bu alandaki bilgi
birikiminin olugmasimma ve bundan sonra yapilacak arastirmalara da onemli Olgiide katki

saglayacag1 ongoriilmektedir.

1.5 Yapilan Calismanin Amaclari ve Kapsam

Tezin amaci; (i) c¢ekirdek tabakanin ve dig tabakalarin malzemesi elastik, (ii) cekirdek
tabakanin malzemesi elastik ve dis tabakalarin malzemesi lineer viskoelastik malzemelerden
yapilmig, iic tabakadan olusan dikdortgen sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulma
problemlerinin LEUBST cercevesinde formiilasyonu ve bazi sinir deger problemleri iizerinde
incelenmesidir. Bu amacla, tabakalar1 arasinda birbirine paralel ve 6zdes catlaklar (bant, kenar
ve i¢ catlak) bulunan lineer viskoelastik dikdortgen sandvi¢ plakta, statik dig basing kuvveti
etkisinde delaminasyon burkulmasina sebep olan kritik parametrelerin (elastik durumda kritik
dis basing kuvveti, viskoelastik durumda kritik zaman degeri) belirlenmesi ve bu kritik
parametrelere, gesitli malzeme ve geometrik parametrelerin etkisi arastirilmistir. Incelemeler
esnasinda lineer viskoelastik oldugu kabul edilen dis tabaka malzemesinin viskozite

ozellikleri Rabotnov (1977) ile verilen operatdrler yardimiyla ele alinmis ve bu operatore
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dahil olan reolojik parametrelerin kritik zaman degerlerine etkisi aragtirilmistir.

LEUBST cergevesinde, literatiirde simdiye kadar ele alinan problemler genellikle cok katli
kompozit malzemeden yapilmig serit-plak veya dairesel plaklar igin yapilmistir. Bu
problemlerin formiilasyonu ve c¢oziimiinde, iki boyutlu problem formiilasyonu yeterli
olmaktadir. Aciktir ki, iki boyutlu problem formiilasyonu ile temsil edilebilecek problem
sayist ¢ok kisitli olup, bu modelleme cercevesinde elde edilecek sayisal sonuglar ancak 6zel

durumlar (6rnegin, diizlem sekil degistirme veya diizlem gerilme durumlari) i¢in gecerlidir.

Dikdortgen kalm plaklar icin LEUBST gercevesinde kisith sayida calisma bulunmaktadir.
Ciinkii bu problemlerin incelenmesi ii¢ boyutlu problem formiilasyonunu ve ¢6ziim
tekniklerini gerektirmektedir. Bu problemlerin incelenmesi teknik ve miihendisligin
gerektirdigi daha gercekci yaklasim ve c¢oziimler elde edilmesi agisindan gereklidir. Bu
nedenle tez kapsaminda, literatiirdeki bu boslugun doldurulmasi, LEUBST nin baz1 agilardan

gelistirilmesi ve ornek problemlerde uygulanmasi dngoriilmektedir.

Tez cercevesinde ele alinan problemler; ii¢ boyutlu, parcali homojen, lineer viskoelastik cisim
icin, dogrusal olmayan kesin alan denklemleri ¢ercevesinde modellenmis bir sinir deger
problemini temsil etmektedir. Ele alinan ii¢ tabakadan olusan sandvi¢ plagin dig tabaka
malzemesinin biinye denklemleri zamana bagli oldugundan problemin matematiksel
modelinde bu parcalara ait yonetici denklemler, dogrusal olmayan ii¢ adet degisken katsayili
integro-diferansiyel denklemden olusan denklem takimidir. Orta tabakanin malzemesi elastik
kabul edildiginden bu tabakaya ait yonetici denklemler, dogrusal olmayan ii¢ adet kismi
tirevli diferansiyel denklemden olusan denklem takimini temsil eder. Ayrica tabakalar
arasinda temas-siireklilik kosullar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla ii¢ tabakadan olusan lineer
viskoelastik malzemeye ait yonetici denklem takimi; dogrusal olmayan alti adet degisken
katsayili integro-diferansiyel denklem, ii¢ adet kismi tiirevli diferansiyel denklem ve ara
ylizeylerde yazilmis temas kosullarindan olusan bir denklem takimidir. Bu denklem takiminin
verilen smir kosullar1 cergevesinde c¢oziimii i¢in smir tipli pertiirbasyon teknigi, Laplace
doniisiimii, ii¢ boyutlu sonlu elemanlar yontemi ve ters Laplace doniisiimii i¢in Shapery
yontemi kullanilmigtir. Belirtelim ki; modellenen sinir deger problemi dogrusal olmadigindan,
oncelikle ¢6ziim i¢in aranan biiyiikliikler catlak yilizeylerinin baslangi¢ egintisinin derecesini
gosteren kiigiik parametreye gore seri formda temsil edilir. Bu ifadeler alan denklemlerinde ve
sinir kosullarinda yerine yazilir ve kiiglik parametrenin derecesine gore gruplastirilirsa, kiiciik
parametrenin her bir derecesine gore kapali denklem takimi (seri-sinir deger problemleri) elde

edilir. Elde edilen her bir seri-sinir deger problemi, kiiciik parametrenin derecesine gore;



11

sifirinci, birinci vb. dereceden yaklagim (sinir deger problemi) olarak isimlendirilir. Belirtilen
seri-sinir deger problemlerinden sadece sifirinci ve birinci yaklasima ait simir deger
problemlerinin ¢6ziimiinden, delaminasyon burkulmasina ait kritik parametre degerleri elde
edilmistir. Her bir yaklagim icin ortaya ¢ikan sinir deger problemi, yer degistirme esasli sonlu
elemanlar yontemi yardimiyla sayisal olarak c¢oziilmiistir. Coziim  bdlgesinin
ayriklastirdmasinda sekiz nodlu standart dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar kullaniimaigtir.
Catlak iceren viskoelastik kalin plagin delaminasyon burkulmasimna sebep olan kritik
parametre degerleri, “baslangic eginti kriteri (Hoff, 1954)” yardimuyla belirlenmistir. Tez
cercevesinde ele alinan problemlerin ¢oziimiiniin gerektirdigi biitiin algoritma ve programlar

tarafimizdan yapilmistir.
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2. LINEERIZE EDIiLMIi$ UC BOYUTLU STABILITE TEORISi

2.1 Giris

Bir ¢ok durumda kompozit malzemelerden yapilmis yap1 elemanlarinin = stabilite
problemlerinin incelenmesi Lineerize Edilmis Ug¢ Boyutlu Stabilite Teorisi (LEUBST)
denklemlerinin uygulanmasini gerektirmektedir. LEUBST denklem ve bagmtilari, sekil
degistiren kat1 cisimler mekaniginin lineer olmayan kesin denklemlerinin lineerize edilmesi
yolu ile elde edilir. Bu islemlerin ayrintili aciklamasi Biot (1934, 1939, 1965); Guz (1972,
1999) kaynaklarinda verilmektedir. Baz1 arastirmacilar, 6rnegin Southwell (1913); Biezeno ve

Hencky (1929) LEUBST teorisi yerine "Genel Stabilite Teorisi" adin1 kullanmislardir.

Tarihsel gelisimi agisindan, LEUBST denklemleri ilk kez Southwell (1913) tarafindan,
stabilite kayb1 Oncesi gerilmelerin homojen olmasi durumu icin fiziksel yorumlama
yardimiyla elde edilmistir. Daha sonralar1 Biezeno ve Hencky (1929) ayni fiziksel yaklasimi
uygulayarak, bu denklemleri stabilite kayb1 oncesi gerilmelerin homojen olmadig durumlar
icin gelistirmislerdir. LEUBST denklemlerinin, nonlineer Elastisite Teorisinin kesin
denklemlerinin lineerize edilmesi yolu ile belirlenmesi Biot (1934, 1939) tarafindan
yapilmistir. Bu ¢alismalarda stabilite kayb1 Oncesi sekil degistirmelerin kiiclik olmasi hali ele
alinmig ve sekil degistirmeden once kartezyen koordinatlarla ¢cakisan Lagrange koordinatlar1
kullanilmistir. Bundan bagka Biot (1965); Guz (1972, 1999) ve digerlerinin aragtirmalar1 ile
LEUBST nin gelistirilmesine ¢cok ©nemli katkilar yapilmis ve bu teori cercevesinde ¢ok
sayida somut problem incelenmistir. Bu incelemelerin 6zeti Guz (1999); Bazant (1971);
Babich ve Guz (1983) vb. kaynaklarinda verilmektedir. Bu kaynaklarin incelenmesinden
goriildiigii gibi, LEUBST teorisi sadece mekanik ozellikleri zamandan bagmsiz olan
kompozit malzemelerden yapilmis yap1 elemanlar1 icin uygulanabilmistir. Bu uygulamalar ve
arastirmalar Euler-Bifurcation yaklasimi agisindan yapilmistir. Bilindigi tizere; Euler
yaklagiminin, mekanik Ozellikleri zamana bagli olan malzemelerden yapilmis yap1
elemanlarinin stabilite kaybimin incelenmesine uygulanmast miimkiin olamamaktadir. Bu
nedenle Guz (1999) tarafindan, bu tiir problemlerin incelenebilmesi i¢in dinamik arastirma
yontemi teklif edilmistir. Ancak bu yontemin LEUBST denklemleri cercevesinde
uygulanmasinda baska engeller ortaya cikmaktadir. Ornegin bu durumda LEUBST
denklemlerindeki katsayilarin zamana bagli olmasi ve bircok durumda belirtilen islemlerin
yapilmasmin olanaksiz olmasi gibi sorunlarla karsilagilimaktadir. Bundan bagka, Guz

(1999)’da s6z konusu olan stabilite problemlerinin incelenmesi icin Kritik Deformasyon
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Yonteminin uygulanmasi Onerilmektedir. Bu yonteme gore, viskoelastik ve uygun elastik
problemlerin kritik sekil degistirmelerinin esit oldugu varsayilarak bu esitlikten, malzemenin
biinye denklemi yardimiyla kritik zaman degerleri elde edilir. Ag¢iktir ki, kritik deformasyon
yontemi, ¢cok kaba bir yaklagim olmakla birlikte sadece stabilite kayb1 dncesi gerilmelerin

homojen oldugu durumlar i¢in uygulanabilmektedir.

Zamana bagli malzemelerden yapilmis yap1 elemanlarinin stabilite kaybinin incelenmesinde
cogunlukla Hoff (1954) yaklasimi1 kullanilmaktadir. Bu yaklasima gore, ele alinan yapi
elemanlarinda baglangicta ideal durumdan cok kiiciik sapmalarin oldugu varsayilmaktadir ve
stabilite kayb1 kriteri olarak, bu sapmalarin dis basing yiikleri altinda zamana bagh olarak
biiyiimesi ve sonsuza gitmesi durumu kabul edilmektedir. Hoff yaklastminin LEUBST
cercevesinde gelistirilmesi Akbarov vd. (1997) makalesinde verilmistir ve bu makalede tek
yonlii viskoelastik kompozitlerin basing altinda kirilmasinin incelenebilmesi icin LEUBST
cercevesinde bir yontem teklif edilmistir. Teklif edilen bu yontem ile, Akbarov (1998);
Akbarov ve Yahnioglu (1999); Yahnioglu (2000); Yahnioglu ve Kutug (2000); Akbarov ve
Yahnioglu (2001); Akbarov vd. (2001); Yahnioglu ve Akbarov (2002) calismalarinda,
mekanik Ozellikleri zamana bagli malzemeden yapilmis bazi yapi1 elemanlariin stabilite
problemleri ¢oziilmiistiir. Ayrica catlak iceren elastik veya viskoelastik malzemeden yapilmis
eksenel simetrik dairesel plaklarin burkulmasina ait bazi problemler, Akbarov ve Rzayev
(2001, 2002a, 2002b, 2003); Rzayev ve Akvarov (2002); Yahnioglu ve Akbarov (2002);
Kutug vd. (2003); Akbarov vd. (2007) c¢alismalarinda verilmistir. Bant veya kenar c¢atlak
iceren, elastik veya viskoelastik dikdortgen plaklarin delaminasyon burkulmasi
problemlerinin LEUBST c¢ergevesinde ii¢ boyutlu modellenmesi ve ¢oziimleri Akbarov,
Yahnioglu ve Tekin (2010a,b); Akbarov ve Yahnioglu (2010); Akbarov, Yahnioglu ve
Karatas (2009, 2010a,b,c) caligmalarinda yapilmistir. Tez cercevesinde, catlak iceren elastik
ve viskoelastik sandvi¢ dikdortgen plaklarin delaminasyon burkulmasina ait bazi ti¢ boyutlu
problemler ele alinmis ve kritik parametrelerin belirlenmesinde Akbarov ve Ogrencileri

tarafindan LEUBST cergevesinde gelistirilen Hoff yaklagimi (1954) kullanilmigtir.

2.2 Burkulma Probleminin Formiilasyonu ve Temel Alan Denklemleri

Bu alt bolimde, tez cergevesinde ¢oziimii Ongoriilen problemlerin matematiksel
modellemesinde kullanilan LEUBST denklemleri, karsilikli iki kenarindan basing kuvveti
etkisinde ve biitiin yanal yiizlerinden basit mesnetle tutturulmus viskoelastik dikdortgen

plagin burkulma problemi icin elde edilmektedir. Tezde yer alan diger biitiin sinir deger
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problemlerine ait matematiksel modeller, burada verilecek islemlerin uygun sekilde

tekrarlanmasi ile kolayca elde edilebilmektedir.
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Sekil 2.1 Ele alinan dikdortgen plak ve yiikleme durumu

Ele alinan problemin matematiksel modellemesinde, yiiklemeden 6nceki durumda kartezyen
koordinatlar ile cakisan Lagrange koordinatlar1 kullanilmaktadir. Oncelikle, ele alinan
viskoelastik kalin plagin Q2={0<x </, —h<x,<+h, 0<x,<(,} bolgesini kapsadigi
(Sekil 2.1) ve baslangicta cok kiiciik bir 6n egintiye sahip oldugu varsayilmaktadir. Plagin

orta yiizeyine, dogal durumda kartezyen koordinatlarla cakisan Oxx,x; Lagrange

koordinatlar1 yerlestirilmistir. Plagin iist ve alt serbest yiizeyleri, sirasiyla S ve S~ ile temsil
edilmektedir. Baglangi¢c durumda (yiiklemeden 6nce) kalin plagin kiiciik bir 6n egintiye sahip
oldugu kabul edildiginden, plagin orta yiizeyinin denklemi

xzzF(xl’x3):8f(x1’x3) (2.1

ile verilmektedir. Burada € plagin baslangic sapmasinin mertebesini gosteren c¢ok kiigiik
boyutsuz bir parametre olup 0 <&<<1 esitsizligini saglamakta, f (x,,x,) fonksiyonu ise bu
On egintinin formunu gostermektedir. Ele alinan dikdortgen plagin biitiin yanal yiizlerinden
(x,=0;¢,, x,=0;¢,) basit mesnetle tutturuldugu kabul edildiginden, baslangi¢ sapmay1

belirten (2.1) fonksiyonu keyfi olamaz ve asagidaki kosullar1 saglamak zorundadir:

0 f(x,x;)

=0,
ox,

fx), L, =0,

x,=0:¢,
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0 f(x,,x;)

=0, 2.2
B (2.2)

x3=0:03

82([‘% +[‘iﬂ<<1; 5 e(0.0,), xe(0.0). (23)
ox, ox,

Baslangi¢ durumunda, plak kalinliginin sabit ve 2h’ye esit oldugu kabul edilmektedir.

S (X, x3)

]

x3=0;(3

Matematiksel modellemede, geometrik dogrusal olmayan kesin alan denklemlerinden
yararlanilmistir. Alan denklemleri, kiiciik sekil degistirme durumlarinda (gerilmelerin
hesaplanmasinda sekil degistirmeden 6nceki ve sekil degistirmeden sonraki alan ve hacim
farklarinin ihmal edilebilecek kadar kii¢iik oldugu durumlarda) gecgerli olmaktadir. Buna gbre
geometrik nonlineer durumda; alan denklemleri, biinye denklemleri ve kinematik denklemler

asagidaki bicimde yazilabilir:

0 . ou, h
g |:Gjn (81 + a_j} = O 4 Gij = Cijrs(())grs (t) + J. Cijrs (t - T)Sm (T)dt ’
J 0

X

n

& =5 —

_ 1) 9u O Ou, Ou,
dx; dx, Ox; ox;

J, i,j,n=L123. 24

(24) esitliginde; o, Cauchy gerilme tansorii bilesenleri, €, maddesel genleme tansorii

bilesenleri, u, ise yer degistirme vektorii bilesenleridir. Ayrica, t ve T zamam gostermektedir.

C

ijrs (0)

C

ijrs

anizotrop ortamlar i¢in mekanik sabitlerin baslangictaki (/=0 anindaki) degerlerini,
() fonksiyonlar1 ise, viskoelastik anizotrop ortamlarin gevsemesini belirten integral

operatorlerin ¢ekirdeklerini gostermektedir.

(2.4) denklemi £ alaninda saglanmaktadir. Bolgenin iist ve alt serbest yiizeylerinde (S* ve S~

ylizeylerinde) saglanmasi gereken sinir kosullari,

ou,
R
|:Gln[ i + ax” j}

olur. Burada nf, sirasiyla S* ve S~ yiizeylerinin birim dis normalinin bilesenleridir. Ele

nt=0 (2.5)

J
st

alinan kalin plagm, biitiin yanal yiizlerinden basit mesnetle tutturuldugu ve Ox, yOniinde

x, =0 ve x, ={, yiizlerinden $ekil 2.1°de gosterildigi gibi p diizgiin yayili basing yiikii ile
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yiiklendigi kabul edildigine gore, yanal yiizlerindeki sinir kosullar1 agagidaki gibi verilebilir:

u,(0,x,, %) =u,({,,x,,x,) =0,

. ou ., Ou
|:Gjn [81 +a_xlj}n/ :p’ |:6jn [834_8_;}}”/ :0’
n x=0:/, n x,=0:¢0,
u, (x,,%,,0) = u, (x,,%,,0,) =0,
. ou ., ou
|:Gjn [81 +a_xlj}n/ :0, |:Gjn [63 +§j}n/ :0 (26)
n n x3=0:/5

x3=0303

Yukaridaki verilenler ¢ercevesinde ¢oziimii ongoriilen problem, dis basing kuvveti p sabit

olarak verildiginde, ele alinan plaktaki 6n egintinin (baslangic sapmasinin) zamana gore
degisiminin (2.1)-(2.6) formiilasyonu cergevesinde incelemesi olarak verilebilir. Bu durumda,
plaktaki s6z konusu 6n sapmanin zaman parametresi arttikca biiyiimesi, dolayisiyla sonsuza
yaklasmasi, plagin stabilite kayb1 olarak kabul edilir ve bu duruma kars1 gelen zaman degeri

“kritik zaman” olarak belirlenir (Hoff, 1954).

Sekil 2.2 x, =¢,/2 kesitinde dikdortgen plagin 6n egintisi ve geometrik bityiikliikler
(2.1) denklemleri yardimiyla, orta yiizey egrisinin parametrik denklemleri,

X, =S x,=F(s;,8,)=€f(s,,8,), s€[0,0],5,€[0,0,] 2.7)

olur. Orta yiizey iizerinde segilen keyfi bir (s,, F(s,,s,),s, ) noktasindan ¢izilen ve birbirlerine

dik iki tegetin egimleri
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ox, 0% 95 o, ds; Iy,
dx, Os, 0x, Os, dx, Os,

%:%ﬂ_,_%%:% (2.8)
ox, Js, ox; s, 0x, Os, .

olur. Bu egimler yardimiyla orta yiizey tizerindeki (s, F(s,,s,),s,) noktasi ile iist (veya alt)
yiizey iizerinde seg¢ilen ()cl+ VX Xy ) (veya (x;,x,,x; )) noktasindan gecen dogrularin denklemi

yazilabilir. Aym1 zamanda plak kalinliginin sabit oldugu g6z Oniinde bulundurulursa, se¢ilen

noktalar arasindaki mesafe yardimiyla ilave bir denklem daha yazilabilir. Bu denklemler:

(.Xlt—sl)z aF(Sl,S3)

s (xf—F(sl,s3)),

()Ct—SS): aF(Sl,S3)

s, (xf —F(sl,s3)),

(xli_sl)z +(x3i—s3)2+(x2i—F(sl,s3))2 =h’ (2.9)

olur. Bu ii¢ denklemden

Eos ¥ h eaf(sl,s3)’

. h . _ h €df(s,s,)
TV (s,s)  Os, ’

X =¢f(s,s,)* , X, =S5 F
AR V(s,,s;) 7TV (s,s,) O,

) ﬁz ﬁz
V(sl,s3)—[l+[aS1j +[as3j] (2.10)

bulunabilir. Plagin {ist veya alt yilizeylerinin birim normallerinin bilesenleri olan nf’lerin

(S

ifadeleri, yiizeyde alinan bir noktanin yer vektorii yardimiyla asagidaki bicimde verilebilir
(Akbarov ve Guz, 2000):

oF _ or
7X7
- - = "y — aSI aS3 .
r=xi+x,j+xk ve n=————ig¢in,
o I
ds, 0s,

. A(s,8)

n, = . 2.11
TAY(s,s,) 1D



1 S3
+ _Ox, 0x;  Ox; Ox)
A3 (SI,S3) - ~ N S
ds, ds, Js, Os,

A*(s,,8,) = [(Af(sl,%))z +(A2i(sl,s3))2 +(A3i(s1,s3))2}
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(S

(2.12)

olur. (2.12)’de x° (i=1,2,3)ler, S* yiizeylerinin koordinatlaridir. Benzer sekilde yan

ylizlerdeki noktalarin koordinatlar1 i¢in agsagidaki denklemler elde edilebilir:

U eaf(sl,s3)|
T V(s,s)  9s

]

5,=0
SZ
V(s,,s5)

X, =€ f(s,85) g0 T

5,=0
o5 eaf(sl,s3)|
B V(s,s,)  0Os,

]

5,=0

U eaf(sl,s3)|
a V(s,s;)  0s

bl

53=0
SZ
V(s,,s;)

Xy, =€ f(s,,53) =0 +

53=0
Xow = §. — Sy 88]0(51’53)|
B V(s,,s;) 08,

bl

53=0

S, eaf(sl,s3)|
V(s,,s;) 05

‘x12 - Sl

bl

s5={,
SZ
b
Vsl _,

U eaf(sl,s3)|
2 V(s,s,)  Os,

Xy, =€ f(s,,5;) e, +

]

s={,

s eaf(sl,s3)|
V(s,s;)  0s

- ’

X14
§3=(5

SZ
9
Visis3)l, .

X, =€ f(s,,5;) et +

s eaf(sl,s3)|
V(s,,s;)  0s;

X34— 3

§3=(5

(2.13)

(2.13)’de, x,, x,, x, ve x,, swasiyla x,=0, x, =/, x;,=0 ve x, =/, yiizlerinin

koordinatlaridir ve s, (—h<s, <+h) parametredir.
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Yukaridaki islemlerden sonra, plakta olusan gerilme-sekil degistirme durumuna karsi gelen

biiyiikliikler, € parametresinin kuvvet serisi olarak,

{0,585} =>€"{c:eu"} (2.14)
n=0

seklinde temsil edilebilir. (2.11) ve (2.13) ifadeleri goz oniine alinir ve (2.14) ifadesindeki her

bir yaklagima ait biiyiikliikler serbest yiizler i¢in (s, h,s;) (yanal yiizler i¢in (0,s,,s,) ile

(?,,s,,8,) ve (s,,5,,0) ile (s,,s,,¢,)) civarinda Taylor serisine acilir ve diizenlenirse, (2.5)

serbest ylizlerdeki sinir kosullar1 ((2.6) yan yiizlerdeki sinir kosullar1) her bir yaklagim i¢in
elde edilebilir. Bu durumda her bir n. yaklasim icin elde edilen serbest ve yan yiizlerdeki sinir
kosullarina, onceki tiim yaklagimlara ait biiyiikliikler dahil olmaktadir. Belirtelim ki, bu

islemlerin biitiinii, sinir formu pertiirbasyonu yonteminin esasini olusturmaktadir. Daha sonra

(2.14) serisi (2.4) denklemlerinde uygulanir ve ayn1 mertebeden olan €"’larin katsayilari sifira
esitlenirse, her bir yaklasim i¢in uygun kapali denklemler takimi elde edilir. Bu durumda
biinye denklemleri lineer oldugundan, her bir n. yaklasim bu denklemleri ayr1 ayri
saglayacaktir. (2.4)’deki geometrik iliskiler ve alan denklemlerinin (2.14) yardimiyla

diizenlenmesi ve €"’nin kuvvetlerine gore gruplastirilmasi sonucunda, n. yaklagim i¢in elde
edilen her bir denkleme kendisinden Onceki yaklagimlara ait biiyiikliikler de katilacaktir.
Boylece ele alinan sinir deger problemine ait seri-sinir deger problemleri i¢in denklem takimi
ve sinir kosullar1 elde edilir. Elde edilen seri-sinir deger problemlerinden (yaklasimlardan)

bazilar1 agagida verilmektedir:

Sifirinc1 Yaklagim

a . aul(()) t
oD 8+ |20, 0 =C 0l (0 + [ Cy (- DED (DT,
ox, ox

J 0

n

gy =— +
2{ dx; dx,  ox; O

au
%g@ug; ,
xll

0 0
u” (0,x,,x,) =us” (£, %,,x,) =0,

me W9+M?Wp] i jn=12.3 (2.15)

=0, (2.16)

x,=th
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R au<°> \ au““
{i?[S | ﬂ “p. {i?[a L ﬂ o,
" x=0:0, n x=0:¢,
) (x,,x,,0) =ul” (x,,x,,0,)=0,
(0) 0)
T RN | BT PO i | Ry .17)
a'xn —0:0 a'xn —0:0

Burada; sifirinct yaklagim icin verilen (2.15), (2.16) ve (2.17), sirasiyla (2.4), (2.5) ve (2.6)

denklem ve sinir kosullarindan elde edilmistir.

Birinci Yaklagim

(0) @
i];@ =0, 7}(1) 5” au G(,L) +G(](1)1) au ’
ox, " ’ ax,. ox,
a (0) 9 @ 1 a (0) 9 @
eﬁ.”:l o+l | Ty oy S | P
T2 ox, )ox; 2’7 axj ax,.
6 =C, 0l (D) + j C,,t-ve? (vdr, (2.18)
of (x,, ou'” of (x,,x ou'”
7—;(21) i) — f(axl x3) [8:1 + aul Gil(l)) + f(al 3) 8:1 + al 6(3(1)1) , (219)
e xl x” (Xl,ih,x3) x3 x” (Xl ,ih,x3)
@) — @) _ (1) — (1 _
2 ly=00, 0, u 5200y 0. T =00, 0, Ty 5200y 0. (2.20)

Burada; birinci yaklasim i¢in verilen (2.18), (2.19) ve (2.20), sirasiyla (2.4), (2.5) ve (2.6)

denklem ve sinir kosullarindan elde edilmistir.

(2.15)-(2.17)’den goriildiigii gibi, sifirinct yaklasim i¢in elde edilen sinir deger problemi,
nonlineer simir deger problemidir. Birinci yaklasim i¢in elde edilen (2.18)-(2.20) sinir deger
problemi ise, lineer bir problemdir. Birinci yaklagima ait sinir deger problemine ¢ogu zaman
lineerize edilmis problem denir. Daha sonraki yaklagimlara ait olan denklem ve sinir kosullari

genel olarak asagidaki bicimde yazilabilir:

0) @
T@ _ @ (T(” T(q 1)) T@ =| §" + ou; 67 +6© ou;
.. . geee s ij i ax jn jn ax )
i n

1
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ou (0) au(q) au(()) (11) q- lau(q r) au(r)
(q) _ 811 811 n
K [ ax, J x, 2[ o, } 0

r=1 i j

(q) _ (q) (q)

0l =C, 0 €0 (1) + j C,,t-DE? (Vdr, (221)
'(q) gp T(l) T(q D <(0) (0) 222
i2 (Xl,ih,x3) ( g GU b i )(Xl ,ih,x3) ’ ( ’ )
(n) — (¢) — (¢) — (¢) — 223
2 |xy=0., ’ =0, 0. u x3=0,05 ’ 3B x=0,04 0. (2.23)

Burada; (2.21), (2.22) ve (2.23) denklemleri, swrasiyla (2.4), (2.5) ve (2.6)’dan elde
edilmektedir. (2.21), (2.22) ve (2.23)’e dahil olan ¥ , Ve ¢1q fonksiyonlarinin ifadeleri ¢ok

1
uzun oldugundan burada verilmemistir. Ancak, bu ifadelerin her bir yaklagim icin elde edilme
yontemi yukarida agiklanmistir ve uygun islemler neticesinde kolaylikla elde edilebilir.
Boylece, (2.14)’teki her bir yaklasimin belirlenmesi icin uygun denklemler takimi ve sinir
kosullar1 elde edilir. Bundan baska, (2.21)-(2.22)’den goriildiigii gibi, ikinci ve daha sonraki
yaklasimlar i¢in elde edilen denklem ve simr kosullarinin sol taraflar1 (bilinmeyenleri iceren
kismi), birinci yaklasim i¢in elde edilen uygun denklem ve sinir kosullarinin sol taraflar ile

cakigmaktadir.

Tez’de ele alinan problemler, nispeten kat1 viskoelastik kompozit malzemelerden olusan yap1
elemanlarina uygulanmaktadir. Bu durumlarda sifirinci yaklagima ait denklem ve simr
kosullaria dahil olan nonlineer terimler kiiciik oldugundan ihmal edilebilir. Boylece sifirinci

yaklasim, asagidaki lineer sinir deger problemi ile yer degistirmektedir:

aG(f}) 1 aug()) au(.())
—L =0, g =—| —/—+—— |, ij.n=123 (2.24)
axj 2 axj ox,
oy| _,, =0, (2.25)
u”(0,x,, %) =us" (£,,x,,%,) =0, o, =p, oY =0,
x=0:0, x,=0:0,
())(xl,xz,O) u ())(xl,xz,f )=0, Gg(l)) 0r. = 0, c;;” or. = 0. (2.26)
X3=0363 X3=U363

(2.15)-(2.17) nonlineer probleminin, (2.24)-(2.26) problemi ile yer degistirmesi prensip

acidan ©nem tasimamaktadir. Gerektigi durumda dogrudan (2.15)-(2.17) nonlineer
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probleminin incelenmesinden de baslamak miimkiindiir. Genelde stabilite problemlerinde adi

gecen sifirinc1 yaklagimdaki gerilme durumu, plak-kiris, dikdortgen plak, prizmatik ¢ubuklar

vb. gibi yap1 elemanlarinin kenarlarindan diizgiin yayili normal basing yiikii altinda olusan

gerilme durumuna karsi gelmektedir. Bu durumlarin belirlenmesinde yap1 elemanlarinin

malzemesi nispeten rijid oldugu hallerde, geometrik lineer veya geometrik nonlineer

denklemlerin uygulanmasi (bu yap1 elemaninda baglangi¢ sapmalar olmadigi hallerde) hemen

hemen hi¢ bir sayisal fark gostermez. Bu nedenlerden dolayr (2.15)-(2.17) nonlineer

probleminin (2.24)-(2.26) lineer problemiyle yer degistirmesi, sonuglarin yeterliligi acisindan

hi¢ bir kusku yaratmaz. Boylece sifirinci yaklagimin elde edilmesinde, klasik lineer teorilerin

uygulanabildigi hallerde ou”/dx; <<1 oldugundan birinci ve daha sonraki yaklagimlara

dahil olan (& +0u® /dx, ) icin (5;’ +ou”/ ax”)z 8! alimmasi miimkiindiir. Boylece birinci

yaklasim i¢in elde edilen (2.18)-(2.20) ifadeleri, asagidaki uygun ifadelerle yer degistirebilir:

1) (6] 1)
9 oo 2| g, en L2470
ox, | " " ox T2 oy, oy

n

) S o LI o
2=ty M l=tm 9 i3 \(xy=th)’
2 X, > X, 2
1) _
u =
2 Ix=0., ’
ou'” ou'”
1 0) oY, _ 1 0) o, _
o) +ol) —- =0, o) +oy) —— =0,
ox, ox,
x=0.1, x=0,0,
(1) _
u =
2 lx=0.t4 ’
au(l) au(l)
1) 0) 3 _ 1) 0) 3 _
O,; +0,; . =0, Oy +05; —— =0.
X, ‘ ox, ‘
x3=0,04 x3=0,04

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Benzer sekilde, ikinci ve daha sonraki yaklagimlara ait olan denklem ve sinir kosullarinin sol

taraflar1 (2.21)-(2.23)’ten yararlanilarak yazilabilir.

Genelligi bozmadan, ele alinan dikdortgen plagin malzemesi, elastik simetri eksenleri Ox,,

Ox, ve Ox, olan homojen, anizotrop ve lineer viskoelastik malzeme oldugu kabul edilsin. Bu

durumda, biinye denklemleri asagidaki bicimde verilebilir:
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G!(!{z) — A..S(.q) i,jzl, 2’3

[
(q) _ (q) (q) _ (q) (q) _ (q) —
6,3 =2A485, 05 =2A.7, 06,Y=2A,,8%Y, ¢=0,12,.. (2.30)

Burada A,,...,A;’ler ele aliman malzemenin normalize edilmis mekanik Ozellikleri olup,

asagida verilen operatorler ile tanimlanir:

Ay = Ay, + [ Ay (=DdT, i =11;22;33;12;13;23,44;55;66. (2.31)
0

[zleyen alt béliimde yapilan arastirmalarda, sifirinct yaklagimin belirlenmesinde (2.24)-(2.26),
(2.30), (2.31) ve birinci yaklasimin belirlenmesinde ise (2.27)-(2.31) smir deger

problemlerinden yararlanilmaktadir.

2.3 Burkulma Probleminin LEUBST Cercevesinde Coziimii

Bu alt boliimde, biitiin yanal yilizeylerinden basit mesnetle tutturulmus, viskoelastik kompozit
malzemeden yapilmis dikdortgen plagin stabilite probleminin ¢dziim yontemi verilmektedir.
Ele alian problemin matematiksel modelinin LEUBST c¢ercevesinde ¢oziimii, Boliim 2.2’de
seri-sinir deger problemlerinin ¢oziimiine indirgenmis ve her bir yaklasimin matematiksel
formiilasyonu verilmistir. Buna gore sifirinct yaklasimin matematiksel formiilasyonu (2.24)-
(2.26), (2.30), (2.31), birinci yaklasimin matematiksel formiilasyonu ise, (2.27)-(2.31) ile
verilmektedir. Bu ifadeler, problemin LEUBST cercevesinde formiilasyonuna Kkarsi

gelmektedir.

Her bir yaklagimin denklem ve bagmtilar1 zaman parametresine bagh oldugundan; ¢oziime
gecmeden Once, zamana gore her bir yaklagimdaki denklem ve ifadelerin Laplace doniisiimii

alimir. s > 0 parametresine gore
o(s)=[o(r)ear (2.32)
0

Laplace doniisiimii uygulanir. (2.32) ve Konvoliisyon teoremine gore bu doniisiim sonucunda

(2.30), (2.31) denklemleri asagidaki bigcimde yazilabilir:

IA..e edt :I A0 € e di + J'[J' A (1—=1)e, (1-1) drj e dt =
0 0

yJ
(AN
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= A0 + A€ = (A0 + Ay )E, = AT, (2.33)

5(0) = jj 5 (1) ij(0) 5 (1)

(2.32) ve (2.33) her bir yaklasimda gbz Oniine alinirsa, her bir seri-sinir deger problemi,

uygun biiyiikliiklerin Laplace doniisiimlerine gore diizenlenmis sinir deger problemi olarak

elde edilir, {ij’”,efj’”,u,(”); vl,El} = {(_Sfj”),E,./(.’”,ﬁ,(”); v, El} olur. Bu diizenlenmis denklem ve

ifadelerin formu, daha Once verilen seri-sinir deger problemlerinin denklem ve ifadelerine
benzerdir. Bu nedenle belirtilen siir deger problemlerinin, biiyiikliiklerin Laplace

doniisiimlerine gore elde edilmis yeni formlar1 verilmemistir.

Ele alinan seri-sinir deger problemlerinden, uygun biiyiikliiklerin Laplace doniisiimlerine gore
diizenlenmis sifirinc1 yaklasimmn LEUBST ¢ergevesinde ¢oziimii, bir ¢ok arastirmadan da

goriilebilecegi lizere yiiksek hassasiyetle,

(0)

o =p8, of =0(x.x,x.0 (i,j=12,3) (2.34)

olarak kabul edilebilir. Akbarov vd. (1997) calismasindan da goriildiigi iizere, dig basing

kuvveti p degeri zamana gore sabit tutuldugunda, Gf;)) gerilmelerinin yiiksek hassasiyetle

zamandan bagimsiz oldugu kabuliine imkan saglamaktadir. Ag¢iklanan bu durum, birinci
yaklasima Laplace doniisiimiiniin uygulanabilmesini saglamaktadir (Akbarov, vd., 2001).
Yukarida verilenleri goz Oniine alarak, birinci yaklasima kars1 gelen (2.27)-(2.31) problemini

ele alalim. Plagin baglangic sapmasin belirleyen (2.1) fonksiyonunun

A
X, =F(x,x;)=¢f(x,x;) =€/, sin[%jsin[&j, £€=— (2.35)
1
olarak secildigi kabul edilsin. (2.35)’de; A, plagin baslangic sapmasimnin genligini
gostermektedir. Eger A <</ oldugu kabul edilirse, 0 <& <<1 olur. (2.35) ve (2.27)-(2.31)

ifadeleri gbz Oniine aliarak, aranan " (x,,x,,x,,s), i=1,2,3 yer degistirmelerin Laplace

doniisim fonksiyonlarinin belirlenmesi i¢in ii¢ boyutlu sonlu elemanlar yOntemi
uygulanmistir. Sonlu elemanlar yontemi yardimiyla yer degistirmelerin Laplace doniistimleri
belirlendikten sonra bu fonksiyonlarin ilkellerinin belirlenebilmesi i¢in ters Laplace

doniisiimii uygulanmistir (Schapery, 1966).

Tez cercevesinde ele alinan delaminasyon burkulma problemlerinde; elastik dikdortgen
sandvi¢ plak icin kritik dis basing kuvvetinin, viskoelastik dikdortgen sandvig plak icin kritik

zaman degerinin belirlenmesinde, alt boliim 2.2°de verilen seri-sinir deger problemlerinden
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sadece sifirinct ve birinci yaklasim kullanilmistir. Ciinkii, daha ©nce belirtildigi gibi,
baslangicta ele alinan nonlineer denklemler, uygulanan ¢oziim yontemi geregince lineerize
edilmis smir deger problemleri serisinin ¢oziimiine getirilmektedir. Birinci ve sonraki
yaklagimlara ait sinir deger problemlerinin matematiksel formiilasyonundaki denklem ve
ifadelerin bilinmeyenleri iceren kisimlar1 (denklem ve ifadelerin sol taraflar1) ayni, sadece sag
taraflar1 birbirlerinden farklidir. Dolayisiyla LEUBST denklemleri ve uygun ifadeleri ile
cakismaktadir. Ikinci ve sonraki yaklagimlarin ¢oziimiinde, sonlu eleman modellemesinde
bilinmeyenlerin katsayilarini igeren K rijidlik matrisi, birinci yaklasimda elde edilen K rijidlik

matrisi ile c¢akigmaktadir. Birinci yaklasimda elde edilen kritik parametre degerleri,
det||K||:0 durumuna karsi geldiginden ve daha sonraki yaklagimlarda da K matrisi
degismediginden, sonraki yaklasimlarin gdz Oniine alinmasi, kritik parametrelerin degerlerini

degistirmemektedir. Dolayisiyla, yapilan arastrmalarda sadece sifirinci ve birinci

yaklasimlarin g6z oniine alinmasi yeterli olmaktadir (Akbarov vd., 1997).

2.4 Schapery Yontemi

Alt boliim 2.3’de sifirmer ve birinci yaklasima ait sinir deger problemlerinin ¢dziimiinde,
uygun biiyiikliiklerin Laplace doniisiimleri belirlenmisti. Bu biiyiikliiklerin ters Laplace
doniisiimii yardimiyla ilkellerinin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun i¢cin Schapery yontemi
kullanilmigtir. Bu yOntem, aranan biiyiikliiklerin Laplace doOniisiimlerinin, doniisiim
parametresi s’in bazi s=s ’deki degerlerinden yararlanarak ilkellerinin bulunmasina

dayanmaktadir. Ornegin, Ox, dogrultusundaki yer degistirme u.” nin, {x, =0, x, =0, x, =0}
noktasindaki degerinin zamana bagl olarak degisimi belirlenmek istensin. Bu amagcla ilk dnce

L_tz(l)(0,0,0,S) ‘nin s=s5, (n=12,..,N)’lerdeki degeri, sonlu elemanlar yontemi yardimiyla
elde edilerek, su,”(0,0,0,s) ile logs arasindaki bagintinin grafigi cizilir. Eger bu grafik

dogruya yakin bir form gosteriyorsa veya egriligi ¢ok kiiciikse, u”(0,0,0,7) degerleri

u’(0,0,0,1) = sty (0,0,0, 5)

(2.36)

s=1/(21)

formiiliinden elde edilmektedir (Akbarov vd., 2000; Akbarov ve Guz, 2000). Eger bu kosul
saglanmazsa (2.36) ifadesi gegersiz olur ve bu durumda u!"(0,0,0,¢) ’in belirlenmesi igin su
islemler yapilir. ilk 6nce (2.33) denklemlerinde Zy operatorleri yerine, onlarin ¢ — oo daki

degerleri yazilarak u}”(0,0,0,7) lerin bu duruma kars1 gelen degerleri (bunu u!_(0,0,0) ile
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gosterelim) belirlenir ve u{"(0,0,0,7)

us”(0,0,0,1) =8"ul’ (1) +u'l (0,0,0)

(2.37)
olarak ifade edilir. (2.37)’deki 8'u" Dirichlet serisi bigiminde,
N
8'u’ (=) Se™ (2.38)
i=1

gosterilerek Kolakasyon yontemi ile belirlenir. (2.38)’deki A, ’ler reel sayilar olarak segilir,

S, ’ler ise bilinmeyen sabitler olarak kabul edilir. Bu bilinmeyenler

N RS
S[143] 5, =l 0001000

J=1 i

(2.39)
s=N\;

denkleminden bulunur. Bu denklemler

Q:T(a'ugw(t)_ﬁ[u%j S,} dt (2.40)

1

fonksiyonelinden S,’lere gére minimizasyon yapilarak elde edilir. Buradaki A; degerleri

sity”(0,0,0,5)-log s grafiginden segilir. Cogu zaman A; degerleri birbirinden esit araliklarla
yerlesmis s’in degerleri seklinde secilir ve elde edilen sonuglarin hassasiyeti (2.38)-
(2.40)’daki N’nin biiyiitiilmesi ile artirilir. Tez cercevesinde s=s  degerlerinin se¢iminde

s ~1/t iliskisi kullanilmustir.
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3. BANT CATLAK iCEREN ELASTIK VE VISKOELASTIK SANDVIC KALIN
PLAGIN DELAMINASYONU

Bu boliimde ele alinan ii¢ tabakadan olusan sandvi¢ kalin plagin x, =0;/¢, ile x,=0;/,

kenarlarindan basit mesnetle tutturuldugu, plagin tabakalar1 arasinda birbirine esit uzunlukta,
birbirine paralel iki adet bant catlagin bulundugu ve catlaklarin yiizeylerinin baslangicta

(yiikleme yapilmadan 6nce) ¢ok kiiciik n egintiye sahip oldugu kabul edilmektedir. Her bir

catlak bolgesinin orta diizlemi (x, —x,) dikdortgen seklindedir. Ele alinan sandvi¢ kalin

plagin delaminasyon burkulma probleminin incelenmesi, c¢atlak yiizeylerinde oldugu kabul
edilen bu ¢ok kiiciik 6n egintilerin gelisiminin incelenmesine doniistiiriilmektedir. Buna gore
yap1 elemani malzemesi elastik secilirse, ¢atlaklar dogrultusunda etkiyen dis basing kuvveti
nedeniyle, catlak yiizeylerindeki kiiciik egintilerin (veya catlak yiizeylerindeki diisey yer
degistirmelerin) biiyliyerek sonsuza gitmesi, burkulma kriteri olarak kabul edilmistir. Eger
yap1 elemani malzemesi lineer viskoelastik secilirse, bu durumda kritik parametre, sabit dig
basing kuvveti altinda zamanin ilerlemesi ile belirtilen durumun gerceklesmesinden
belirlenmistir. Belirtilen yaklasim Hoff (1954) tarafindan onerilen ‘baslangic eginti kriteri’

olarak bilinmektedir.

3.1 Problemin Matematiksel Modeli

Bu alt boliimde, dort kenarindan basit mesnetle tutturulmus, ii¢c tabakadan olusan ve tabakalari
arasinda birbirine paralel ve esit uzunlukta iki makro-bant catlak bulunan, ¢ekirdek tabakasi
elastik ve dis tabakalar1 lineer viskoelastik olan sandvi¢ kalin plagin, karsilikl iki kenarindan
catlaklar dogrultusunda etkiyen diizgiin yayil1 statik basing yiikii etkisinde delaminasyon
burkulma problemine ait matematiksel model verilmektedir. Ayn1 problem, her ii¢ tabakanin
malzemesinin elastik olmas1 durumunda da incelenmistir. Yap1 eleman1 malzemesinin elastik
olmas1 durumunda ele alinan problemin matematiksel modeli, viskoelastik malzeme ig¢in
verilen matematiksel modelin 6zel durumu olarak kolayca elde edilebildiginden ayrica

verilmemistir.

Ele alinan problemin matematiksel modeli, Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Stabilite Teorisi
(LEUBST) cercevesinde yapilmustir. Belirtilen teorinin denklem ve bagintilari Bolim 2’de
0zel bir durum icin ayrintili olarak ele alinmis ve elde edilmistir. Burada ele alian
problemlerin matematiksel modelinde, Bolim 2’de verilen denklem ve bagmtilar uygun

sekilde kullanilmaktadir.
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Bant catlaklar iceren sandvi¢ kalin plagin yiikleme durumu ve geometrik boyutlar1 Sekil
3.1°de gosterilmektedir. Bu sekilde dis tabakalar F (Face) ve orta (cekirdek) tabaka C (Core)

sembolleri ile gosterilmistir. Plaga bagh Oxx,x,; kartezyen koordinat takimi, plagin

yiiklemeden onceki durumunu belirten Lagrange koordinatlari ile iligkilendirilmektedir.

(a) (b)

Sekil 3.1 Bant ¢atlaklar iceren sandvic kalin plakta yiikleme durumu ve plak geometrisi;
a) bolgenin tamami b) yarim bolge

Ele alinan sinir deger probleminin ¢dziim bolgesi,

V=V-02 -0, (3.1)
olur. Burada,

V=v®uye oy

VW ={0<x <l 0<x,<h; 0<x, </,},

Vv ={0<x <l; hy <x,<h,+h.; 0<x, <0},

V" ={0<x </ h,+h. <x,<h; 0<x, <0}, (3.2)
Q={(t,—t,y))2<sx,<(0,+0,,)/2; x,=h; 0<x, <0, ),
Q,={(t,=0,,)/2< x5, <(£,+0,,)/25 x,=hp +he; 0<x, <0} (3.3)

dir. Yukarida verilen ifadelerde V"~ (k=1,2,3) sandvi¢ plagin tabakalarini, £, (i=12)
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sandvi¢ plagin igerdigi bant catlaklarin bulundugu bolgeleri temsil etmektedir. Ayrica, /¢,
bant ¢atlagin Ox, dogrultusundaki uzunlugunu gostermektedir. Catlak yiizeylerinin &nceden
cok kiigiik egrilige sahip oldugu ve bu egriliklerin x, =/, /2 diizlemi ile x, = h, (alt catlak)
ve x, =h, +h, (ist ¢atlak) diizlemlerine gore simetrik oldugu kabul edilmektedir. Buna gore,

alt ve iist catlak ylizeylerinin denklemleri,
X, =h, +ef(x), x =h,+h.+ef*(x),
(fl_fl())/zsxlS(f1+€10)/2’ OSX3S€3 (3-4)

seklinde verilmektedir. (3.4)’de € (&<<1), catlak yiizeylerinin baslangicta sahip oldugu kabul

edilen egintinin derecesini gOsteren boyutsuz kiiglik bir parametre, f(x,) catlak

ylizeylerindeki kiiclik egintinin formunu gosteren fonksiyondur. f fonksiyonunun {ist
indisinde bulunan ‘+ (‘-’), gbz Oniine alinan ¢atlagin iist (alt) ylizeyini temsil etmektedir.

f(x,) fonksiyonunun asagidaki esitliklerini sagladigi kabul edilmektedir:
f+(~x1) = _f_(x1) )
fi ((fl _Em)/z) = fi ((fl +f10)/2):0 >

dar((6,—1,,)/2) _df*((¢,+0,)/2)
dx, a dx,

=0. (3.5)

Asagida verilen ifadelerde, cekirdek tabaka ve dis tabakalar ile ilgili degerler, sirasiyla {ist
indis (1) ve (2) ile gosterilmistir. Matematiksel temsilde kolaylik acisindan ayn1 zamanda iist

indis r, (k=1,2,3) kullamlmistir. Burada r, ve r,, sirasiyla alt ve iist dis tabakalarla ilgili

biiyiikliikleri, r

2

ise cekirdek tabakasi ile ilgili biiyiikliikleri belirtmektedir. Boylece

rn=r,=2), rn=(1) olur.

Ele alinan problemin matematiksel modeli, viskoelastik cisim i¢in li¢ boyutlu geometrik

dogrusal olmayan yonetici denklemler yardimiyla verilebilir. Buna gore;

denge denklemleri

d du™
g{cgﬁ')[&? H ﬂ =0, (3.6)
J

n
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geometrik iligkiler

(1) () (1) (1)
S(H’k) — l aui ' + auj + aun ' aun '
T2 ox; oy dx, Ox,

biinye denklemleri

ij’k) = 7\( (’k)e(’k)sij + 2“ (’k)ggj’k)’ e(’k) — gﬁk) +8(2’2A) +8;’3A)

3.7

(3.8)

olarak yazilabilir. Yukaridaki ifadelerde i;j;nik=12,3, r,=r,=(2), =) dir. Ayrica

A ve u viskoelastik malzemenin mekanik sabitleri olup,

A Wo(1) = AW o) + M’“(r —-D)(r)dr,
0

K 0p() = 1 o)+ [ 1 (1 =Dy p(2)de
0

operatorleri ile verilmektedir.

GOz Oniiniine alinan plakta sinir kosullari:

() — () —
u =0 u =
2 y=0:, ’ 2 =050, ’
ou”’ Aul |
() n 1 _ () n 3 _
G, | O + p) =p, G, | 8+ =0,
X 0x
L m Ay =050, L 2l =0;1
ou'™” ou )|
() 1 _ () 3 _
G| & + 3 =0, G| &) + =0,
X ox
L 7 Ay =0504 L =054
aufrl) aufrz)
oyl | 8 +— =0, oy | & +— =0,
2n i a 2n i
X 0x
L n dlx,=0 L n dlx,=h

ou'™ ou'™
o] & +— n;=0, |o\W]§ +— nt =0,
jn i jn i J
ox, ox
L sy m /sy

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Sli:{((gl_gl())/2sxlS(€1+€10)/2)’ x;_r:hF"'sfi(xl)’ OSX3S€3}’

Sy ={((t,=0,0)/2<x <(£,+10,,)/2). x5 =h, +h.+&f* (), 0Sx, <.} (3.12)

olarak verilebilir. (3.10)-(3.12) esitlikleri, sirasiyla dikdortgen plagin yan kenarlarindaki

mesnet kosullarini, alt ve list serbest ylizeyi ile catlak yiizeylerindeki sinir kosullarini

gostermektedir. (3.12) ifadesinde bulunan nf, g0z Oniine alinan catlak yilizeyine ait dig birim

normal vektoriin bilesenlerini gostermektedir.

Tabakalar arasinda ideal temas kosullarinin saglandigi kabul edilirse, temas kosullar:

(1) _ () (13) _ ., ()
' o g w P
ou'" ou'”™
() n i _ (ry) n i
62111 6i + - 6211 6i + ’
ox, )| o, )| .
- =l - 2
ou'™ ou'™
(ry) n i _ (r3) n i
6211 6i + - 62131 6i + s
ox, )| o, )| .
- i Z 2

1o z{xle ((0.(6,=2,0)12)O((0,+0,5)/2.1,)). x,=h, £0, x,&(0.4,)},

go§:{xle((0,(€1—fm)/2)u((€1+€m)/2,€1)), x, =h, +h.£0, x,€(0,4,)} (3.13)

olur. (3.6)-(3.13) ile verilen denklem ve bagintilar dogrusal olmayan sinir deger problemini
gostermektedir. Problemin ¢oziimii, verilen matematiksel modelin dogrusallastirilmasi ile elde
edilen ‘‘Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Stabilite Teorisi’> denklemleri kullanilarak yapilmistir.
Bu denklem takimimin dogrusallastirilmast i¢in boyutsuz kii¢iik parametre €’dan
yararlanilmistir. Belirtilen islemler Boliim 2’de ayrintili olarak verildigi i¢in burada LEUBST

denklemlerinin elde edilmesi 6zet halinde verilmektedir.

Oncelikle, (3.4) ile verilen, c¢atlak yiizeylerine ait xi =h,+&f *(x,) veya
X, =h, +h. +€f*(x,) denklemi kullanilarak, catlak yiizeylerinin birim normal vektoriiniin

bilesenleri i¢in izleyen ifadeler elde edilir:
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i‘S df_(xl)
+
= dx, , nt = *1 _ nt=0. (3.14)
L) L4
dx, dx,
daf(x) Y

Burada, 82[ % }<<1 oldugu kabul edilirse, (3.14) ile verilen ifadeler € cinsinden

'xl

kuvvet serisi ile ifade edilebilir:

oo

F=2 e (x), =1 +Zez"n§k(x1 ni =0. (3.15)
k=0
Akbarov vd. (1997); Akbarov (1998); Akbarov ve Yahnioglu (2001); Akbarov ve Rzayev
(2002a, 2002b, 2003); Rzayev ve Akbarov (2002) calismalarina dayanarak aranan
biiyiikliikler boyutsuz kii¢iik parametre olan € 'na gore seri formunda asagidaki gibi yazabilir:

oo

{ (). (). (rk)}zzg {G(a)q 8(n)q (rA),q} e<<l1 (3.16)
l ’ . ’

g U i ij
q=0

(3.16) ifadesi, yonetici denklemlerde ((3.6)-(3.8)), plak kenarlarindaki sinir kogullarini ifade
eden denklemlerde ((3.10)-(3.11)) ve tabakalar arasindaki temas kosullarinda ((3.13)) yerine
yazilir ve € ‘nun kuvvetlerine gore diizenlenerek gruplastirilirsa, bu parametrenin kuvvetlerine
gore kapali denklemler sistemi, plak kenarlarinda sinir kosullar1 ve tabakalar arasinda temas
kosullar1 elde edilir. Aym1 zamanda, (3.16)’daki biyiikliikler, c¢ekirdek tabaka igin
(x,he +0,x;,) ve (x,h, +h.—0,x,) civarinda, alt dis tabaka igin (x,,%, —0,x,), list dis

tabaka icin ise (x,,h, +h.+0,x,) civarinda seriye agilir ve catlak yiizeylerine ait birim

normal vektoriin bilesenlerini ifade eden (3.15) denklemleri ile birlikte, catlak ylizeyleri i¢in
verilmis olan (3.12) smir kosullarinda yerlerine yerlestirilir ve €’nun kuvvetlerine gore
diizenlenerek gruplastirilirsa (smir tipli pertiirbasyon teknigi), bu parametrenin kuvvetlerine

gore catlak ylizeylerinde uygun sinir sartlari elde edilir.

Yukarida 6zetlendigi sekilde € ’nun kuvvetlerine gore elde edilen her bir sinir deger problemi,
€ nun derecesine gore isimlendirilir. Ornegin; sifirinci, birinci yaklasim vb. (veya sifirinci,
birinci vb. sinir deger problemi) adi verilir. Aranan ¢6ziim, bu seri-sinir deger problemlerinin
coziilmesi ve ¢oziimlerin siiperpoze edilmesi ile elde edilir ve elde edilen her bir yaklagim,

kendisinden 6nceki yaklasimlara ait biiyiikliikleri icermektedir.
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Elde edilen seri-sinir deger problemlerinden sifirinci yaklasima ait denklem ve bagintilar
nonlineer, diger yaklagimlar ise lineerdir. Ele alinan cismin nispeten kati-rijid malzeme

oldugu g6z Oniinde bulundurulursa, bilinen mekanik goriisler dogrultusunda, sifirinci

yaklasimin matematiksel modelinde (8} +0u® /ox, )=~ 8! esitligi kullanilabilir. Boylece

viskoelastik malzeme kullanilarak, sifirinc1 yaklasim i¢in elde edilen alan denklemleri, sinir
ve temas kosullar1 klasik lineer teoriden elde edilenlerle cakigsmaktadir (B6liim 2). Bu islemler
neticesinde, ele alinan delaminasyon burkulma probleminin ¢dziimii, elde edilen seri-sinir
deger problemlerinin c¢oziimiine indirgenmektedir. Ancak belirtilen seri-sinir deger
problemlerinde, ikinci ve sonraki yaklagimlara ait denklem ve ifadelerin sol taraflari, birinci
yaklagimla iist iiste diismekte, sadece bu denklem ve bagintilarin sag taraflar1 (homojen
olmayan kisimlar1) birbirinden farklilasmaktadir. Incelenmesi 6ngoriilen problemlerde kritik
burkulma degerleri belirleneceginden, ayrica ikinci ve sonraki yaklasimlar bu kritik
parametrelerin degerlerini degistirmediginden, incelemeler sadece sifirinci ve birinci yaklagim
cercevesinde yapilmistir. ikinci ve sonraki yaklasimlarin g6z Oniine almmasi sadece gerilme
yayiliminin hassaslastirilmasinda etkindir. Bu calismada amacimiz kritik delaminasyon
burkulma kuvveti ve kritik zaman degerlerinin belirlenmesi oldugu icin, hesaplamalar sifirinci

ve birinci yaklasim cercevesinde sinirlandirilmistir.

Ele alinan problemin her bir yaklagimina ait alan denklemleri ve bagintilar, Bolim 2’de ele
alman kalin plak icin elde edilen; sifirinc1 yaklasim icin (2.15)-(2.17), birinci yaklagim i¢in
(2.18)-(2.20) ve g. yaklasim icin (2.21)-(2.23) denklem ve bagintilarina benzerdir. Bu ifadeler

cok uzun oldugu i¢in burada tekrar verilmemistir.

Ele alinan delaminasyon burkulma problemi i¢in sadece sifirinct ve birinci yaklagimin
coziilecegi, kritik parametrelerin bu iki yaklasimin ardisik iterasyonlari ile elde edilecegi daha
once verilmisti. Bu iki yaklasimin ¢oziimiine gecmeden Once, yapi eleman1 malzemesi
viskoelastik oldugu icin ¢6ziimden 6nce her bir yaklagima ait denklem ve bagintilara Laplace
doniisiimii uygulanmaktadir. Buna gore, sifirinct yaklagimin ¢dziimiinden once, bu yaklagima
ait biitlin denklem ve bagintilara s>0 icin Laplace doniisiimil uygulanir. Bu doniisiime gore

keyfi ¢(¢) fonksiyonunun Laplace doniistimii

B(s) = [ Qe dt (3.17)

(7:),0

(1.0
ij ° j

(1.0
i )

;w0 A u" biyiikliikleri, sirasiyla G,

seklindedir. (3.17) yardimiyla & £
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E( 1,0

i w0 A " ile gosterilir ve bu biiyiikliikler sifirinct yaklagima ait denklemlerde

uygun sekilde Laplace doniisiimleri ile yer degistirilirse, ilgili biiylikliikklerin Laplace
doniisiimlerine gore diizenlenmis sifirinci yaklasim alan denklemleri, sinir ve temas kosullari
elde edilir. Aym islem birinci yaklasmm icin de tekrarlanirsa, ilgili biiyiikliiklerin Laplace

doniisiimlerine gore diizenlenmis, birinci yaklasima ait denklemler asagidaki gibi bulunur:

(7)1 2—(r, )1
G ; L5 di,"

11 2
ox; ox;

=0,

SO0 _ TGOS 4 g0
G, =AY + 20 ES,

—(r),1 ()l
<o _ L[ 9" +a”j

ij ) (3.18)
2( ox, ox,
Plak kenarlarindaki sinir kosullar1:
—(r )1 —(n )1
uz(’A ) = 0 , uz(’A ) | ,
0=0;(, x3=0505
dig, "
— 1 — 0 —=
R T & )
ax x=0:0,
n x=0;0,

&)l —&nl —
G = =0. 3.19

30y =0:0, B g =0s, ( )
Plagin alt ve iist serbest yiizeylerindeki siir kosullari:
—(rn,l‘ _=ml| =il _ sl =il =l _ 3.20
621 x,=0 622 x,=0 23 x,=0 O ’ 621 x,=h 622 x,=h 623 Xy=h O ’ ( ’ )

Catlak ylizeylerindeki sinir kosullari:

— — df~ — ().l — ()1
5| sl s —aw —o.
Sy dx1 S Sy
+
=)l =(1),0 df =(n)l _ =)l _
Gy |, = O d Gy | =0 | = 0,
dxl Sy Sy
—oi| =m0 df —|  _ =] _
G ‘— =0y > Gy, ‘g; =0, ‘g; =0,
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.
—m0 df —o|  _ =] _
_ =) L&} - — 62’33 O ,

5

SE={((6,—0)/2< 5, <(4,+0,)/2), x3 =h, £0, 0<x, <14,
§2i:{((€1_€10)/23x1S(€1+€1())/2)’ x§:hF+hCiO, OSX3S€3}‘ (3'21)

Tabakalar arasindaki temas kosullari:

—(l =)l ] ()l
" Lof IR P 3 o Ui ‘505 ’
_ _ R _ _ Qi M
o volt S| [a e |
ox, | ox, | .
1 1
—=(r).1 —=(n)1 —=(r).1 —=(n)1
[ =0 [ =0
2 lpr 2 g’ B g B e’
—(13),1 I/_l(r )1
oo | <o e |
ox, | . ox, _
. §
—=(r).1 _—(r2>,1‘ =(r).1 _—(r2>,1‘
G =0 G =0 (3.22)
2 g; 2 g’ B e B g

olur. Birinci yaklagim icin elde edilen (3.18)-(3.22) ifadelerinde, G}*" sifirinct yaklagima ait

gerilmeleri gostermektedir. Boliim 2’de belirtildigi tizere, her bir yaklasim kendisinden 6nceki
yaklasimlara ait bityiikliikleri icermektedir. Ayrica A"’ ve I operatdrler olup, Laplace

doniisiimii uygulanmamaisg hali (3.9)’da verilmistir.

(3.18)-(3.22) denklem ve ifadelerinde, ¢arpim durumundaki biiyiikliiklere Laplace doniisiimii,
Konvolusyon teoremi yardimiyla uygulanmistir (Akbarov vd., 1997; Akbarov, 1998, 2007;
Akbarov ve Yahnioglu, 2001). Ancak bu prosediiriin kullaniminda birtakim giicliikler ortaya
cikmaktadir. Birinci yaklagim icin elde edilen (3.18)-(3.22) ifadelerinde bulunan Gﬁ‘ N0
biiyiikliigli zamana baghdir ve bu sebeple (3.18)-(3.22) denklem ve bagmtilarin ilkel halinde

bulunan 6! (1)’ [ox? ve o!"*(1)d u'/dx, ifadelerinin Laplace déniisiimleri,

srastyla G0 9% fox? ve G0 0w [ax, olarak gergekte yazilamaz. Bu giigligiin

tistesinden gelmek igin ¢!’ (¢) teriminin zamana gore degisiminin ¢ok diisiik oldugu ve sabit



36

bir r=¢ ammnda o)’ /ox} ve oV°(r)d u**' [ox, terimlerinin Laplace

doniisiimleri olarak, srasiyla 6\*°(1,)0’w"" [ox} ve o\ ()0 [ox, yazilabilecegi
kabul edilmistir. Bu varsayim, Akbarov ve Yahnioglu (2001); Rzayev (2002); Rzayev ve

Akbarov (2002) kaynaklarinda da kullamlmis olup, o!%*’(¢) teriminin zamana gore

degisiminin ¢ok diisiik olmasi durumunda, kesin sonuclarin elde edilmesine olanak

vermektedir. Boylece, bu kabul kullanilarak, (3.18)-(3.22) ifadelerinin ilkel hallerinde yer

alan G(")l, ef;‘)l, u™ A n" ve o(¢) terimleri, sirastyla Laplace doniisiimleri olan

=)l E(ﬂ )1 I/_t,-(r‘ )1

ij ’ ij 2

(rA)O

G, , A ve o0(t,) terimleriyle uygun sekilde yer degistirilirse,

belirtilen biiyiikliiklerin Laplace doniisiimiine gore diizenlenmis birinci yaklasima ait alan
denklemleri, sinir ve temas kosullar1 elde edilir. Eger istenirse, belirtilen islemler uygun

sekilde tekrarlanarak, ikinci ve sonraki yaklasimlara ait formiilasyonlar kolayca elde

edilebilir.

Bundan sonra, sifirinci ve birinci yaklagima ait sinir deger problemlerinin ¢dziimii
verilecektir. Ancak sifirme1 yaklasimin ¢oziimii, ele alinan sinir kosullar1 ve yiikleme durumu

ile bilinen mekanik goriisler cercevesinde dogrudan yazilabilir:

(2) "(t)+h Gm (1) = ph, (2) o([)/E*(z) _ G(l)()(t)/E*(l) ) (3.23)
Burada,
E"V() = B g(t)+ [ EV (1= n)p(v)dT (3.24)

oldugu goz oniine alinirsa, sifirinci yaklasimin Laplace doniisiimiiniin ¢6ztiimil i¢in,

G0 =50 = E*(z)_(th +h£)
R s(2n,E® +h E™)

— no E
Gif)o _Gill)o JRC
G =0, (j#11) (3.25)

yazilabilir. Sifirinci yaklasimin matematik modeli, karsilikli iki kenarindan basing yiikii ile
yiiklenmis sandvi¢ kalin plaga ait bir sinir deger problemini temsil eder. Plak malzemesi

parcali siirekli oldugu icin, bu problemin ¢oziimiinden elde edilen gerilmelerin, tabakalar
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icerisindeki yayilimi homojen olur. Ancak bu gerilme yayilimi, her bir tabaka icin, simirlar
civarinda homojen olmaz, yani (3.25) ¢Oziimii sinirlar civarinda saglanmaz. Ancak, ele alinan
delaminasyon burkulmasi problemi géz Oniine alindiginda, burkulma olay1 catlak civarinda
incelendigi i¢in, sifirmnc1 yaklagimda sinirlar civarinda gerilmelerin homojen olmamasi, kritik
burkulma degerini etkilememektedir. Bu nedenle tez ¢ercevesinde, delaminasyon burkulma
problemi icin kritik parametrelerin belirlenmesinde, sifirinci yaklasimda, sinirlar civarindaki

gerilme yayiliminin homojen olmamas1 durumu gézard: edilmistir.

Sifirinct yaklagimin ¢dziimii sonucunda elde edilen gerilmeler (3.25) ile verilmistir. Birinci
yaklasimin c¢coziimii igin ise (3.18)-(3.22) ile verilen simir deger probleminin ¢dziimii

yapilmalidir. Birinci yaklagimin ¢6ziimii, bir sonraki alt boliimde ele alinmaktadir.

3.2 Sonlu Elemanlar Modeli

Birinci yaklagimin Laplace uzayindaki formuna ((3.18)-(3.22) sinir deger problemine) ait

sonlu eleman formiilasyonunun belirlenmesinde,

3 a ().l a—(rk),l
_ _ _ u, u
U(uf"’“ TR (rm Z J'J'J' Gﬁ*“ G(’*)"(t) 1 "
k=1 V' axl

xl

-1 4
13
a 2 a 3
au(r,‘)l au(r,‘)l aI/_[(rA)l a—(r,‘)l
1 0 —= ,1 1
G(zrf) (VA) ([ ) 2 + G(zré) 2 + G(zré) 2
ox, ox, ox, ox,
_ L N G
S+ ol (1) 2 wo P s M gy dvdy, |-
ox, ox, ox, ox,

Ly (£1+0y)/2 a - Ly (£y+0y)/2 1 a +

(4)0([) f —(n)l dxldXS_J. J' _Gﬁzwaf L—tluz),l dx,dox, —
0 (=12 2y =hp—0 0 (=12 X 2y =hp 40
Ly (£y+0y)/2 1 a -

(ra)O(t) f —(r;)l dxldx3_
0 (£=Ly)/2 § Xy =(hp +he)-0
Ly (£y+0y)/2 af+

(13),0 —(n),l

-0, (tl)a—u1 . dx,dx, (3.26)

0 (4=1)/2 * X, =(hp+he )+0

fonksiyoneli ve Ritz teknigi kullamlmistir. Belirtelim ki, (3.26) fonksiyonelinin yer
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degistirmelere gore birinci varyasyonunun sifira esitliginden,

30 oIl or71 ol7
OIT = du™ + Sul™ +——8u{" |=0 (3.27)
kz_; oul™ T out T oulw T

birinci yaklagima ait alan denklemleri ve gerilmelere gore verilmis sinir kosullar1 elde
edilmektedir. Bu islemler yapilarak, (3.26) fonksiyonelinin, ele alinan sinir deger problemine

0zdes bir fonksiyonel oldugu gosterilmektedir.

Sonlu eleman c¢oziimiinde, ¢oziim bolgesi ve yiikleme durumu goz Oniine alindiginda,

xp=0,12, x5 =h/2 ve x; =1, /2 diizlemlerine gore simetri 6zelliginden yararlanilarak, ele

alinan plagin 1/8’lik parcast sonlu sayida alt bolgeye (sonlu elemana; Q. , k=1,2,...M)
ayriklagtirdmigtir. Dolayisiyla,

M
V':U Q2 (3.28)

olur. Sonlu eleman ayriklagtirmasi, sayisal sonuglarin yakinsakligi 6zelliginden ve
literatiirdeki uygun sayisal sonuglara en iyi yaklasimin saglandigi sonlu eleman ag1 arasindan
secilmistir. Bolgenin ayriklastirilmasinda, biitiin bolgede sekiz nodlu standart dikdortgen

prizmatik sonlu elemanlar kullanilmistir (Zienkiewicz ve Taylor, 1989).

Cesitli kaynaklarda catlak iceren yap1 elemanlarinin sonlu eleman ayriklastirmasinda, catlak
ucu civarinda tekil (singiiler) sonlu elemanlarin kullanilmasi Onerilmektedir. Ancak, tez
cercevesinde ele alman delaminasyon burkulma problemleri icin Akbarov vd. (2007)
tarafindan yapilan arastirmada, ¢atlak ucu civarinda tekil sonlu eleman kullanilmasinin, kritik
degerleri degistirmedigi tespit edilmistir. Bu tespit g6z Oniine alinarak, ele alinan ¢alismada

catlak bolgesi civarinda sadece standart tipte sonlu elemanlar kullanilmigtir.

Sonlu eleman ayriklastirmasinda plagin 1/8’lik parcasi, Ox, dogrultusunda 20, Ox,
dogrultusunda 12 ve Ox; dogrultusunda 20 adet dikdortgen prizma seklindeki sonlu elemana
ayriklastirilarak, toplamda 4800 adet sonlu eleman, ¢,,=0.5¢, durumu i¢in; 5943 diigiim

noktast ve 16309 serbestlik derecesi kullamlmistir. Belirtelim ki, catlak biiylikliigiine bagl
olarak diigiim noktas: sayis1 ve bilinmeyen sayisi degismektedir. Ornegin toplam sonlu
eleman adedi sabit kalmak sart1 ile yapidaki catlak boyutu arttrildiginda (azaltildiginda)

diigiim noktas1 sayisi, dolayisiyla bilinmeyen sayis1 artmaktadir (azalmaktadir).



39

Sonlu elemanlar yontemi geregi aranan fonksiyon, her alt bodlgede polinom olarak
secilmektedir. Segilen bu fonksiyonlar, (3.26) fonksiyonelinde gz Oniine alinarak, Ritz
teknigi yardimiyla aranan biiyiikliikkler bulunmaktadir. Tez kapsaminda yer degistirme esasli
Sonlu Elemanlar Yontemi kullanilmistir. Sonlu eleman ayriklagtirmasinda, diigiim
noktalarinda bilinmeyen olarak sadece yer degistirme degerleri alinmaktadir. Aranan yer
degistirme fonksiyonunun polinom olarak ifadesi; sekil fonksiyonlar1 ve diigiim noktalarinda

aranan yer degistirmeler yardimiyla asagidaki gibi secilir
u® =N®a® k=12,...M (3.29)
(3.29)’da (k) st indisi, ilgili biyiikliiklerin £, sonlu elemanma ait oldugunu ifade

(k

etmektedir. a vektoriiniin bilesenleri ise, £ elemanin diigiim noktalarinda aranan yer

degistirmeleri gostermektedir. u™’, N® ve a® ifadeleri asagida verilmistir:

T
O\ _(=k =k —k —k —k —k —k —k —k
(a ) = (”11 Uy Uy Upy Upy Uszp.... Uy Ung ”38)’

N 0 0 NY 0 0o - - - NP 0 0
(N)'= 0o N® 0o 0 NP 0 --- 0 NP 0|
o o N® 0o o NP ... 0 o0 NV
T
(”_‘(k)) :(I’_‘lk(xl’xz’x3) I’_‘zk(xl’xz’x3) I’_tSk(xl"XZ"XS) ) (3.30)

(3.29) ifadesi (3.26) fonksiyonelinde yerine yazilarak Ritz teknigi yardimiyla uygun cebrik

denklem sistemi elde edilir:
Ka=r. (3.31)

Burada, K katsayilar (rijitlik) matrisini, a diigim noktalarinda bilinmeyen yer degistirme
vektoriinii ve r diigim noktalarina etki eden kuvvet vektoriinii gostermektedir. Coziimde
ortaya ¢ikan integral ifadelerin sayisal hesaplamasinda, Gauss karelemesi metodu 10 Gauss

noktasi alinarak belirlenmistir (Zienkiewicz, O. C. ve Taylor, R. L., 1989).

(3.31) cebrik denklem sisteminin ¢oziilmesiyle, diiglim noktalarinda aranan yer degistirme
degerleri dolayisiyla, her sonlu elemanda yer degistirme fonksiyonu belirlenmektedir. Bu
fonksiyonlarin ilkel (orijinal) degerlerinin belirlenmesinde Schapery (1966) metodu
kullanilmigtir. (Bolim 2.4). Ele alinan problemin ¢6ziimiin gerektirdigi biitiin algoritma ve

programlar tarafimizdan FTN77 ile yapilmistir.
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3.3 Sayisal Sonuclar ve Degerlendirme

Iki adet bant catlak iceren sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulmasi; cekirdek tabakanin
ve dig tabakalarin malzemesi elastik ile cekirdek tabakamin malzemesi elastik ve dis
tabakalarin malzemesi lineer viskoelastik olmas1 durumlarina gore, iki ayr1 problem halinde
incelenmis ve sayisal sonuglar ayr1 ayr1 verilmistir. Dig tabakalarin aym1 malzemeden,
cekirdek tabakasinin ise farkli malzemeden yapildigt kabul edilmektedir. Cekirdek

O}

tabakasinin malzemesine ait mekanik sabitler E ve v, dis tabakalarin malzemesine ait

mekanik sabitler

1-2v®
2\’(2;) m()Ra (_(Do —@, ) (3-32)
0

0" "o

2) _ () 2 _ (@)
EY=E; [1—(0R(—(00—(ow)], v =vP 1+

operatdrleri ile verilmektedir. (3.32)’de, E;” ve v{”, sirasiyla elastisite modiilii ve Poisson

oramnin anlik degerleri, o, ®, ve ®_ viskoelastik malzemenin reolojik parametreleri, R, ise

Rabotnov operatoriidiir (Rabotnov, 1977) ve bu operator,
R0() = [ R, (B, t-)9(1)dt (3.33)
0

bi¢iminde tanimhdir. (3.33)’de R,

oo n t11(1+(x)

R, (B.t)=t ;F((l+n)(1+oc))’ —-1<a<0 (3.34)

dir. (3.34) ifadesindeki 7/ (x), Gamma fonksiyonudur (Béliim 1). Viskoelastik malzemenin

mekanik sabitlerinin (3.32)-(3.34) seklinde secilmesi, epoksi bazli viskoelastik kompozit
malzemelerin matematiksel modeline iyi bir yaklasim vermektedir (Akbarov ve Yahnioglu,

2010).

Catlak ylizeylerine baslangigta verilen on egintinin saglamas1 gereken sartlara uygun olarak

(3.4) ifadesinde verilen f i(xl) fonksiyonu

FE(x) =20, sin® i[xl—MJ (3.35)
gl() 2

seklinde secilmistir. (3.35) fonksiyonu, catlagin alt ve {ist yiizeylerinin birbirine gore simetrik

ama zit yonde egrilige sahip olmasina kars1 gelmektedir (Sekil 3.2).
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A

——

-—

Sekil 3.2 Ele alinan plakta, ¢atlak yilizeylerine baslangicta verilen 6n egintinin geometrik
formu

Yapilan hesaplamalarda, boyutsuz reolojik parametre ®=0w_/®, ve boyutsuz zaman
¢ ="t kullamilmstir. Sayisal sonuglarin elde edilmesinde, /¢, =0.15, v =v{¥ =0.3

degerleri sabit kalmak iizere, diger malzeme ve geometrik parametrelerin degisiminin, kritik

burkulma degerleri iizerindeki etkisi incelenmis ve elde edilen sonuglar agagida verilmistir.

3.3.1 Elastik Dikdortgen Sandvi¢ Plakta Delaminasyon Burkulmasi

Bu kisimda, dis tabakalar ile cekirdek tabakanin malzemesi farkli (E”/E® #1) ve aym
(E’/E® =1) olmak iizere, her ii¢ tabakanin elastik malzemeden yapilmasi durumu
incelenmistir. Boyutsuz zaman parametresinin t'=0, ' =o degerleri icin, sirasiyla
Poo! EV. p,../ EV seklinde ifade edilecek olan kritik delaminasyon burkulma kuvvetleri

aragtirilmigtir. "= oo i¢in yapilan hesapta, =2, o =—0.5 degerleri kullanilmigtir.

Problemin ¢oziilmesiyle, x, =h, deki catlagin alt yiizeyine (x,=h, -0, /(,/2<x,</,,
0<x, </¢,/2) ait noktalarn, diisey dogrultudaki yer degistirmelerinin yiizey grafiginden
yararlanilarak, sandvi¢ plagim burkulma modu Sekil 3.3’de verilmistir. Sekil 3.3a’da verilen
ylizey grafigi, x, =/, diizleminden goriiniimii (6n yiiz), Sekil 3.3b’de verilen yiizey grafigi,
x, =/, /2 diizleminden goriiniimii (arka yiiz) ifade etmektedir. Bu grafigin elde edilmesinde
parametrelerin ¥, =1,  h./{,=00375,  (,/¢,=05, ~ EP/EV=10  ve
(poo/E"—p/ E(l))< 10" degerleri kullanilmigtir. Sekil 3.3’de eksenler x(=x,) ve
2(=0,—x,) ile gosterilmistir. Elde edilen yiizey grafigi, catlak yiizeylerine baslangicta

verilen ve (3.35) denklemi ile gosterilen 6n egintinin formuna uygun diismektedir.
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2),,(2) 2),,(2)
Lyuy By u,

Lp

(@) (b)

Sekil 3.3 Ele alinan sandvig kalin plagin x, = A, —0 yiizeyinin burkulma modu a) x, =/,

diizleminden goriiniim b) x, =/, /2 diizleminden goriiniim

Cizelge 3.1 y,, =(,/(,, h, /{, ve E® /E" degisiminin, p, ,/E" degerlerine etkisi

(L,,10,=0.5)
h !0,
0.0250 0.0375 0.0500
T E® /EV
1 5 10 1 5 10 1 5 10
1 0.0120 | 0.0565 | 0.1080 | 0.0217 | 0.1003 | 0.1899 | 0.0336 | 0.1543 | 0.2922
2 0.0111 | 0.0518 | 0.0985 | 0.0198 | 0.0904 | 0.1699 | 0.0304 | 0.1377 | 0.2589
3 0.0109 | 0.0510 | 0.0968 | 0.0195 | 0.0887 | 0.1665 | 0.0298 | 0.1349 | 0.2532
4 0.0109 | 0.0507 | 0.0963 | 0.0193 | 0.0881 | 0.1653 | 0.0296 | 0.1339 | 0.2513
5 0.0108 | 0.0505 | 0.0960 | 0.0193 | 0.0878 | 0.1648 | 0.0295 | 0.1335 | 0.2504
6 0.0108 | 0.0505 | 0.0959 | 0.0193 | 0.0877 | 0.1645 | 0.0295 | 0.1333 | 0.2499
8 0.0108 | 0.0504 | 0.0957 | 0.0192 | 0.0875 | 0.1642 | 0.0294 | 0.1330 | 0.2494

Cizelge 3.1°de v,, parametre degerinin arttirilmasinin ( Ox; dogrultusundaki plak uzunlugun
arttirllmasinin), kritik burkulma kuvveti degerine ( p,, / EV) etkisi, farkli h, /¢, ve

E” 1 E™ igin verilmistir. Sayisal sonuglardan goriildiigii iizere her bir vy,, degeri icin, h, /¢,
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(dis tabaka kalinliklarinin) ve/veya E\” /E" (dis tabaka elastisite modiilii/cekirdek tabakasi

elastisite modiilii) oraninin artmasiyla elde edilen kritik degerlerin biiyiidiigii tespit edilmistir.

Ayrica, 7, degerinin artmasiyla elde edilen kritik degerler azalarak bir asimtoda

yaklagmaktadir. Bu asimtot degeri, uygun diizlem sekil degistirme probleminden elde edilen
sonuclara uygun diismektedir. Tez cergevesinde Boliim 3’te ele alinan problem, Rzayev
(2002)’in calismasinda diizlem sekil degistirme durumu icin incelenmistir. ilgili calismada

kritik degerler p, ,/E\” seklinde verilmektedir. Tez cercevesinde yapilan hesaplamalarda ise

kritik degerlerin boyutsuzlastirilmast p,, ,/E®" seklinde ifade edilmistir. Dolayisiyla, tez

calismasindan elde edilen sonuclari, Rzayev (2002)’in caligmasindan elde edilenlerle

kargilagtirmak i¢in kullanilan kritik burkulma degeri o

kr.0?

810 (= Pivoh! QEPh, +EVhy)) (3.36)

seklinde tamimlanmustir. Tez cahsmasinda v, =8, ¢,/ ¢, =05, h/¢,=0.15 parametreleri

10

icin elde edilen 9, , kritik burkulma kuvvetleri (pay) ile, Rzayev (2002)’in ¢alismasinda ayni

kr.0
parametre degerleri icin verilen kritik burkulma kuvvetleri (payda) toplu olarak Cizelge

3.2’de gosterilmigtir. Sonuglarin  karsilastirilmasindan, vy, =8 icin hesaplanan kritik

burkulma degerlerinin, diizlem sekil degistirme durumundaki uygun problemin ¢éziimiinden

elde edilen sayisal sonuglarla uyum gosterdigi soylenebilir.

Cizelge 3.2 Baz1 E” / E" ve h, /(| i¢in bulunan 3, degerleri (tez calismasi (pay)/ Rzayev
(2002) (payda)) (v, =8, £, /¢, =0.5, h/¢,=0.15)

(2) (1

bl E®/E
1 5 10 20
00050 | Q0108 | 0.0235 | 0.0382 | 00656
0.0081 | 0.0269 | 0.0456 | 0.0722
00375 | 20192 | 00525 | 0.0903 | 0.1581
0.0165 | 0.0471 | 0.0796 | 0.1304

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2°de verilen sayisal sonuglardan, ele alinan delaminasyon
burkulmasi problemlerinin sayisal ¢6ziimiinde kullanilan ve tarafimizdan yapilan algoritma ve

programlara giiven saglanmaktadir.
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Tez gergevesinde, tablo ve grafik olarak verilen diger sayisal sonuglarin hepsi v, =1 degeri

icin hesaplanmistir.

. o p JEY
Cizelge 3.3 E\* / E" degisiminin, % degerlerine etkisi (v, =1, £,,/¢,=0.5,
kr .o

h, 10, =0.0375)

Pio! E"

E® | ED
’ P | EV

0.0067

0.3 0.0047

0.0111
0.0077

0.5

0.0217
0.0153

) 0.0423
0.0299

0.1003
0.0715

0.1899

10 0.1363

0.3516

20 0.2558

Cizelge 3.3’te, tabakalarin elastisite modiili oranlarimin ( E{” /E") degisiminin, kritik
burkulma kuvveti iizerindeki etkisi incelenmistir. Tablodaki sayisal veriler incelendiginde, dig
tabakalarin elastisite modiiliiniin artmasiyla, p, ,/E" (pay), p,./E" (payda) kritik

burkulma kuvveti degerlerinin arttig1 goriilmektedir.
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)
Cizelge 3.4 h, /(, ve E” /E" degisiminin, p""’—//E(D degerlerine etkisi (,, =1,

kr.oo

lo!t,=0.5)
hp 10, E/E

1 2 5 10
001250 | Gon3s | ooms | ooiss | 0030
00875 | Gooss | oorts | 002m | 0053
002500 | Gogss | votes | 00w | 0070
003125 | Goris | oo | 00547 | 0107
003750 | Gois3 | 009 | 00715 | 0363
00875 | 5993 | 0037 | 00w | 0712
00500 | 50356 | 006t | 0109 | 0200
005625 | Googt | ooss | 013 | 02511

Cizelge 3.4°te, Ox, dogrultusundaki dig tabaka kalinliklarimin (4, / ¢,) ve E” / E’’nin baz1

degerlerinde hesaplanan p, ,/E" (pay) ve p, ./E" (payda) kritik burkulma kuvveti

degerleri verilmistir. Tablodaki sayisal verilerden, dig tabakalarin kalinhigr ve/veya dig

tabakalarin elastisite modiilii arttik¢a, kritik burkulma degerlerinin arttig1 goriilmektedir.
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O RO
060 £ E
— =0

i .

- S ®=2,a=-0.5

- o /ET=10 he/ ¢=0.0375
ey y=4/4=1
0.20
0.00 L) ] ) I ) | L) I ) L) I--I_l -I—I—-I—l- ) 1 I ﬂlo/fl

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sekil 3.4 Cesitli £,,/¢, ve E” /E" i¢inelde edilen p,,/E" ve p,. . /E®" degerlerinin,

0,,/0, e bagl degisimi (y,, =1, h, /¢, =0.0375)

10

Sekil 3.4’te, Ox; dogrultusundaki catlak uzunlugunun (/,,//,) cesitli degerleri i¢in
hesaplanan p, ,/E" ve p, _/E" degerleri grafik olarak verilmistir. Sonuglardan

goriildiigi lizere ve beklenildigi gibi catlak uzunlugu azaldikca ve/veya dis tabakalarin

elastisite modiilii arttik¢a kritik burkulma kuvveti degerleri artmaktadir.

3.3.2 Viskoelastik Dikdortgen Sandvi¢ Plakta Delaminasyon Burkulmasi

Bu alt boliimde, dis tabakalarin malzemesinin lineer viskoelastik ve c¢ekirdek tabakasi
malzemesinin elastik olmasi durumuna karst gelen viskoelastik sandvi¢ kalin plagin
delaminasyon burkulmasi probleminin ¢dziilmesinden elde edilen kritik zaman parametresine

ait sayisal sonuglar verilmektedir.

Ele alinan durumda, sabit dis basing kuvveti (p/E") i¢in, zaman ilerlerken sandvi¢ kahn

plagin delaminasyon burkulmasina neden olan kritik zaman degeri (#; ), Hoff kriteri’nden

belirlenmektedir. Hesaplamalarda kullanilan sabit dis basincin degeri p/ E",

Poo! EV<plEV <p, I/ EV (3.37)
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kosulundan secilmektedir. Boylece, gdz Oniine alinan lineer viskoelastik malzemeden
yapilmig sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulmasina sebep olan kritik zaman degeri,
cesitli geometrik ve malzeme parametreleri cercevesinde incelenmistir. Elde edilen sayisal

sonuglar ve yorumlari asagida verilmistir.

Cizelge 3.5 Cesitli h, /¢, ve E” / E"” i¢in hesaplanan 7, degerleri (v, =1, ¢, /¢, =0.5,
0w=2,0=-0.5)

h !0,

E®/EY 0.0375 0.0250 0.0125

p/E(l) tkr p/E(l) tkr p/E(l) tkr

0.0210 | 0.001 | 0.0110 | 0.010 | 0.0052 | 0.003
1 0.0200 | 0.008 | 0.0100 | 0.104 | 0.0050 | 0.010
0.0190 | 0.034 | 0.0900 | 1.885 | 0.0048 | 0.029
0.0400 | 0.003 | 0.0220 | 0.005 | 0.0100 | 0.007
2 0.0390 | 0.008 | 0.0210 | 0.020 | 0.0090 | 0.093
0.0380 | 0.017 | 0.0200 | 0.066 | 0.0080 | 2.261
0.0960 | 0.001 | 0.0510 | 0.015 | 0.0250 | 0.003
5 0.0950 | 0.003 | 0.0500 | 0.025 | 0.0240 | 0.011
0.0940 | 0.004 | 0.0490 | 0.041 | 0.0230 | 0.033
0.1800 | 0.003 | 0.1000 | 0.007 | 0.0480 | 0.004
10 0.1700 | 0.021 | 0.0900 | 0.113 | 0.0460 | 0.016
0.1600 | 0.096 | 0.0800 | 5.171 | 0.0440 | 0.048

Cizelge 3.5'te E\”/EY, h,/(, ve p/E" parametre degerleri degisiminin, #, degerine

etkisi, v, =1, £,/ ¢, =05, =2, ao=-0.5 i¢in verilmistir. Tablodaki sayisal sonuglardan

10

goriildiigii iizere, p/E™ degerleri biiyiidikge (kiigiildiikge), yani bu deger p,,/E"

(p,,.. | E") degerine yaklastikga, kritik zaman degeri azalmaktadir (artmaktadir).
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Cizelge 3.6 Cesitli ® ve o icin hesaplanan 7, degerleri (vy,, =1, ¢,,/¢,=0.5,
h,[t,=0.0250)

EPIEY | pl/EY o ® f,
1 0.014
-0.5 2 0.020
3 0.032
2 0.0210
-0.3 0.051
-0.5 2 0.020
-0.7 0.002
1 0.016
-0.5 2 0.025
3 0.042
5 0.0500
-0.3 0.059
-0.5 2 0.025
-0.7 0.003
1 0.052
-0.5 2 0.113
3 0.414
10 0.0900
-0.3 0.173
-0.5 2 0.113
-0.7 0.042

Cizelge 3.6’da farkli elastisite modiilii oranlarinda, viskoelastik malzemenin reolojik

parametrelerinin (® ve o) cesitli degerlerinin, kritik zaman iizerindeki etkisi, v, =1,

(! ?,=05 ve h,/t,=0.0250 icin arastirilmistir. Sonuglardan goriildiigii tizere kritik zaman

10
degeri, ® arttikca artmakta; |0c| arttikca azalmaktadir. Bu durum bilinen mekanik goriislerle
uyumludur. Ciinkii, viskoelastik malzemelerde ® parametresinin artmasi, malzemede daha

rijit bir davranis1 ortaya koyarken, |0c| degerinin artmasi, malzemenin rijitligini azaltic1 yonde

etki gostermektedir. Dolayisiyla, tablolarda verilen ve tez cercevesinde elde edilen sayisal

sonuglar bilinen mekanik goriislere uymaktadir.
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4. KENAR CATLAK iCEREN ELASTIK VE ViSKOELASTIK SANDViIC KALIN
PLAGIN DELAMINASYONU

Bu boliimde, tez cercevesinde ele alinan sandvi¢ kalin plagin tabakalari arasinda kenar
catlaklarin olmas1 durumu incelenmektedir. Incelemelerde, ii¢ tabakadan olusan sandvi¢ kalmn

plagin x, =0;/¢, ile x, =/, kenarlarindan basit mesnetle tutturuldugu, ¢ekirdek ve dis yiizey

tabakalar1 arasinda birbirine esit uzunlukta, birbirine paralel iki adet kenar ¢atlagin bulundugu
ve catlaklarin yiizeylerinin baslangicta cok kiiciik bir on egintiye sahip oldugu kabul
edilmektedir. Ele alinan sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulma probleminin, c¢atlak
yiizeylerinde oldugu kabul edilen bu cok kiiciik 6n egintilerin gelisiminin incelenmesine
doniistiiriilmesi ve kritik parametre degerlerinin belirlenmesi yine Hoff kriteri cercevesinde

yapilmistir (Hoff, 1954).

4.1 Problemin Matematiksel Modeli

Bu alt boliimde, ii¢ kenarindan basit mesnetle tutturulmus, ii¢ tabakadan olusan ve tabakalari
arasinda birbirine paralel ve esit uzunlukta iki makro-kenar catlak bulunan, ¢ekirdek tabakasi
elastik ve dis tabakalar1 lineer viskoelastik olan sandvi¢ kalin plagin, karsilikl iki kenarindan
catlaklar dogrultusunda etkiyen diizgiin yayili statik basing yiikii etkisinde delaminasyon

burkulma problemine ait matematiksel model verilmektedir.

Burada ele alinan sinir deger problemi, Bolim 3’te verilen sinir deger probleminden sinir
kosullar1 ve catlak geometrisi agilarindan farklilik gostermektedir. Bu farkliliklarin Bolim
3’te verilen matematiksel modelde g6z Oniine alinmasi ile ele alinan sinir deger problemine ait
matematiksel model elde edilebilir. Dolayisiyla, ele alinan problemin matematiksel modeli,
Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Stabilite Teorisi (LEUBST) ve lineer viskoelastik malzemeler
icin parcali siirekli cisim modeli c¢ercevesinde yapilmistir. Sandvi¢ plagin elastik ve
viskoelastik malzemeden yapilmis olmas1 durumlar ayr1 ayr1 incelenmis; ancak, matematiksel

model plak malzemesinin viskoelastik olmas1 durumu i¢in verilmistir.

Kenar c¢atlaklar iceren sandvi¢ kalin plagin geometrisi ve yiikleme durumu Sekil 4.1°de

verilmektedir. Plaga bagh Ox, x,x; kartezyen koordinat takimi, plagin yiiklemeden Onceki

durumunu belirten Lagrange koordinatlar1 ile iligkilendirilmektedir.
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Sekil 4.1 Kenar catlaklar iceren sandvig¢ kalin plakta; a) yarim plak geometrisi b) tiim plak

icin yiikkleme durumu

Ele alinan sinir deger probleminin ¢6ziim bolgesi,
V=V-02 -2,

olur. (4.1)"de,

V=v"uv® oy

VW ={0<x <l 0<x,<h; 0<x, </,},

Vv ={0<x <l; hy <x,<h,+h.; 0<x, <0},

V' ={0<x </; h,+h. <x,<h; 0<x, <0},
Q={(t,=0,)/2Sx,<(0,+0,,)/25 x,=hy; 0Sx,< 0, },

Q,={(t,—0,y)/2<x, (0, +0,0)/25 X, =hy +he; 0<x, <0}

4.1

(4.2)

(4.3)
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dir. Yukarida verilen ifadelerde V' (k=1,2,3) sandvig kalin plagin tabakalarini, 2, (i=1,2)
sandvi¢ plagin igerdigi kenar catlaklarin bulundugu bolgeleri temsil etmektedir. Ayrica;
(4.3)’deki ¢

0> s> swrasiyla kenar catlagin Ox,, Ox, dogrultularindaki uzunluklarini

gostermektedir. Catlak yiizeylerinin Onceden c¢ok Kkiiciik egrilige sahip oldugu ve bu
egriliklerin x, =/¢,/2 diizlemi ile x, =h, (alt ¢atlak i¢in) ve x, =h, +h. (list catlak i¢in)
diizlemlerine gore simetrik oldugu kabul edilmektedir. Bu duruma uygun olarak alt ve {ist

catlak yiizeylerinin denklemi,
x,f =h, +8fi(x1,x3), x,f =h, +h, +8fi(x1,x3) ,
(6, =0)/2Sx,<(0,+0,)/2, 0<x, <0, (4.4)

seklinde verilmektedir. Burada € (e<<l1), catlak yiizeylerinin baslangicta sahip oldugu kabul
edilen egintinin derecesini gosteren boyutsuz kiiciik bir parametre, f(x,,x;) catlak
ylizeylerindeki kiiclik egintinin formunu gosteren fonksiyondur. f fonksiyonunun {ist

indisinde bulunan ‘+’ (‘-’), gdz Oniine alinan catlagin iist (alt) ylizeyini ifade etmektedir.

f(x,,x,) fonksiyonunun asagidaki esitlikleri sagladigi kabul edilmektedir:

f+(x1’x3) :_f_(x1’x3) s

fi ((gl —fm)/Z,xS ) 0<x,<ly = fi ((gl + gl")/z’%)ogx}g/w =0,
I =ty)/2w)|  _F(CHh2x)
ax3 0<x;< 15, ax3 0<x,< 05,
f (xl’ ls0 )‘(/l—/“,)/zgls(/lw“,)/2 =0,
af_ ('xl’g?)()) :O. (4.5)
ox,

(£1="10) /250 (01+41)/2

Boliim 3’de oldugu gibi, matematiksel ifadelerde kullamlan 7, st indisi, sandvi¢ kalin plagin
tabakalarina ait biiylikliikleri (, ve r, sirasiyla alt ve list dig tabakalara ait biiyiikliikleri, r,

cekirdek tabakasma ait biiyiikliikleri) gostermektedir. Ele alinan problemin matematiksel
modeli, viskoelastik cisim i¢in {i¢ boyutlu geometrik dogrusal olmayan yonetici denklemler

yardimiyla verilebilir. Buna gore;
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denge denklemleri

9| ) ou'’
o &+
o a2

geometrik iligkiler

0, (4.6)

) (n) () ()
g(n) au ' + auj + aun ' aun ' , (47)
ox,  ox ox, Ox;
biinye denklemleri
ij’k) — }\‘*(’k )e(’k)aij + 2u*(’k)85j’k)’ e(’k) — gﬁk) + S(ZVZA) + ggg) (48)

olur. Yukaridaki ifadelerde bilinen notasyonlar kullamilmistir ve i j;nk=1,2,3,
n=r=(2), r,=() dir. Ayrica A’ ve W viskoelastik malzemenin mekanik sabitlerini

gosteren operatorlerdir (Boliim 3).

Ele alinan sandvi¢ plaga ait sinir kosullar

u =0, ul¥ =0,
x=0:0, xy=l5
I au(") I au(")
(r ) n _ (r ) n _
lnA 6 - p s lnA 6 - 0 ’
ox ox
L m /g =050, L /=051,
I ou'™’ I au(")
oy | 3+ =0, |oy| &+ =0,
ox ox
L n =14 L " ==l
I ou™
ng.) 8:1 + i — 0 (49)
ox,
L —lx;=0
I ou" ] ou™’
oV | 8 + =0, | & +—— =0, (4.10)
ox ox
- " —lx,=0 n Xx,=h
I ou" ou'™
( _ ( 6 + _
ol &+ n;=0, |[c| 8 +—— n; =0,
ax” ox,
L dlsy -ls3
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S;_r :{((gl_gl())/zs'x

(ry)
jn

[ 8[1

au.(’ 2)
ox

n

)

|

S;

S;L :{((gl_gl())/zs

olarak verilebilir. (4.9)-(4.11) esitlikleri, sirasiyla dikdortgen plagin yanal kenarlarindaki

mesnet kosullarini, iist ve alt serbest ylizeyi ile catlak yiizeylerindeki sinir kosullarini

gostermektedir. (4.11) ifadesinde bulunan nji.,

normal vektoriin bilesenlerini gostermektedir.

Sandvi¢ plagin tabakalar1 arasinda ideal temas kosullarinin saglandigi kabul edilirse, tabakalar

J

S(€1+€10)/2),

|

S(€1+€10)/2),

(1)
jn

arasindaki ylizeylerde temas kosullar

ufrl)

1

ufrl)

1

o1

[ 8[1

(’1
211

(ry) n
0211 [61

— u(rz)

3

[ 8[1

(’1
211

(ry) n
0211 [61

— u(rz)

i

b
"
1

au(rl
ox,

ou'?
ox

n

b
"
2]

aufrl)
ox,

ou'™
ox

n

)

_j

_j

o

(r)
u;’

4
2

— ., (n)
= ui

&
&
—
-
-

(r )
211

(’3)
211

(r )
211

(’3)
211

au(r)

1

ox,
a u (r3)
ox

n

[ 8[1

X, :hF+gfi(x1,x3), 0<x, S530}’

W)
)

au(rz)
ox
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n

g6z Oniine alinan catlak ylizeyine ait dig birim

or ={x e ((0.(0,=1,0) 12) (£, +£,5)712.0,)).

«50; :{xle ((O’(gl_gl())/z)u((gl+€1())/2’€1))’ X

+

3

{(fl_fl())/z

(f +€1())/2 x2_hFi0 €3()_x3S€3}’

+

n.

J

0,

x;—’ =h, +hC+8fi(X1,X3), 0<x, S530}

x,=h, 0, x,€(0,4,)},

=h. +h.+0, x,€(0,¢,)},
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@, ={(0,=0,0)12<x, <(0,+0,,)12, x,=h, +h.£0, (, <x,<(} (4.12)

olarak verilebilir. Belirtelim ki, (4.6)-(4.12) ile verilen denklem ve bagmtilar dogrusal
olmayan bir sinir deger problemini gostermektedir. Problemin ¢6ziimii, verilen matematiksel
modelin dogrusallastiriimasi ile elde edilen ‘‘Lineerize Edilmis Ug Boyutlu Stabilite Teorisi
(LEUBST)”’ denklemleri kullanilarak yapilmistir. Bu denklem takimimin dogrusallastiriimasi
icin boyutsuz kiiciik parametre €’dan yararlanilmaktadir. Belirtilen islemler Bolim 2°de
ayrmtih olarak verildigi icin burada LEUBST denklemlerinin elde edilmesine kisaca
deginilmistir.

Oncelikle, (4.4) ile verilen, c¢atlak yiizeylerine ait x, =h, +&f (x,x,) veya
X, =h, +h. +€f *(x,,x,) denklemi kullanilarak, catlak yiizeylerinin birim normal vektoriiniin

bilesenleri i¢in izleyen ifadeler elde edilir:

ig afi('xl"XB)

+ axl
I’ll = . 2 . 2 s
l4g? af_(xl’x3) P af_(xvxs)
ox, ox,
. +1
I’lz_ = s
. 2 R 2
l4g? af_(x1’x3) P af_(xl"XS)
ox, ox,
igafi(xv)%)
= ij3 _. (4.13)
1+82 afi(x1’x3) +82 afi(xl’)%)
ox, ox,
P) " (a
Burada, €’ [ y” éxl’x3 j ( y” éxl’x3 j <<1 oldugu kabul edilerek, (4.13) ile verilen
X, X,

ifadeler € cinsinden kuvvet serisi olarak ifade edilirse,

oo oo

=Y e (x,xy), ny =% +Zez" ny (X, %), ny =) eng (x,x;) (4.14)

k=0 k=0

yazilabilir. Diger taraftan aranan biiyiikliikler, boyutsuz kiiciik parametre olan € ’na gore seri

formunda asagidaki gibi yazilabilir (Boliim 2);
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{ijfk);gfjfk);u;rk)} — qu {Gl{jrk )4 ;ggjfk),q;ulgrk),q} . e<<l. (4.15)
q=0

(4.15) ifadesi, (4.6)-(4.8) yonetici denklemlerinde, plak kenarlarindaki sinir kosullarini (4.9)-
(4.10) ve tabakalar arasindaki temas kosullarin1 (4.12) ifade eden denklemlerde yerine yazilir
ve €’nun kuvvetlerine gore diizenlenerek gruplastirilirsa, bu parametrenin kuvvetlerine gore
diizenlenmis kapali denklemler sistemi ile plak kenarlarinda smir kosullar1 ve tabakalar

arasinda temas kosullar1 elde edilir. Aym1 zamanda, (4.15)’deki biiyiikliikler, ¢ekirdek tabaka

icin (x,,h, +0,x,) ve (x,,h, +h.—0,x,) civarinda, iist dis tabaka (alt dis tabaka) icin ise
(x,,hy +h.+0,x,) ((x,,h, —0,x,)) civarinda seriye agilir ve catlak yiizeylerine ait birim

normal vektoriin bilesenlerini ifade eden (4.14) denklemi ile birlikte, catlak yiizeyleri icin
verilmis olan (4.11) smir sartlarinda yerlerine yerlestirilir ve €’nun kuvvetlerine gore
diizenlenerek gruplastirilirsa (smir tipli pertiirbasyon teknigi), bu parametrenin kuvvetlerine
gore catlak ylizeylerinde uygun sinir sartlar1 elde edilir. Belirtelim ki, yukarida elde edilmesi
Ozetlenen seri-sinir deger problemlerinin her bir yaklagimina ait denklem ve ifadeler cok
biiyiik oldugu icin burada yer verilmemistir. Ancak 6zel bir problem i¢in benzeri yolla elde
edilen seri-simir deger problemlerinin, her bir yaklagimina ait matematiksel modeli Bolim
2’de verilmistir. Seri-simir deger problemlerinin Boliim 2°de verilen matematiksel modelleri
g6z Oniinde bulundurularak, bu kisimda elde edilebilecek uygun seri-sinir deger problemleri
icin bir benzesim kurulabilir. Yukarida Ozetlendigi sekilde €’nun kuvvetlerine gore elde
edilen her bir sinir deger problemi, kendisinden Onceki yaklasimlara ait biiyiikliikleri
icermektedir. (4-6)-(4.12) dogrusal olmayan simir deger probleminin ¢dziimii, bu seri-sinir

deger problemlerinin her birinin ¢dziilmesi ve ¢oziimlerin siiperpoze edilmesi ile elde edilir.

Ele alman ii¢ katli sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulma probleminin ¢6ziimiinde,
Boliim 2’de ayrintilhi olarak verilen burkulma kriterleri (Hoff, 1954) kullanilarak, kritik
parametrelerin degerleri belirlenmistir. B6liim 2 ve Boliim 3’te aciklanan nedenlerden dolay:
kritik parametrelerin belirlenmesinde, sadece sifirinci ve birinci yaklasimin ¢oziilmesi yeterli
olmaktadir. Bu nedenle, yukarida agiklanan seri-sinir deger problemlerinde sadece ilk ikisi
coziilerek kritik parametreler belirlenmistir. Bu iki yaklagimin ¢dziimiine gecmeden Once,
yap1 elemant malzemesi viskoelastik oldugu icin ¢6ziimden Once her bir yaklasima ait

denklem ve bagmtilara, Boliim 3’te belirtilen tarzda Laplace doniisiimii uygulanmaktadir.

(1.0
ij °

(17,0
ij

Sifirinct yaklasim i¢in (3.17) yardimiyla © €

, w0 A biiyiikliklerinin

Laplace doniisiimleri, sirastyla 65/."' 20 g0

—r)0 () =) .. o e a1 qes
s T A Y le gbsterilirse, bu biiytikliikler
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sifirinc1 yaklasima ait denklem ve bagintilarda uygun sekilde Laplace doniisiimleri ile yer
degistirilirse, ilgili biiylikliiklerin Laplace doniisiimlerine gore diizenlenmis sifirinci yaklagim

alan denklemleri, sinir ve temas kosullar1 elde edilir.

Ayni islem birinci yaklagim i¢in de tekrarlanirsa, ilgili biiyiikliiklerin Laplace doniistimlerine

gore diizenlenmis, birinci yaklasim denklem ve bagintilar1 asagidaki gibi bulunabilir:

=)\l 2—(r )l
acji +G0 J u "

11
ox ox;

J

=0,

UL 7 QUOLS S 4 AT g ()
G, =AY +2u M ES

—(r).l —( )l
oon _ 1 ou " Ju;

— (4.16)
72l ey, oy
Plak kenarlarindaki sinir kosullar1:
—(n )l —(n)l
u(’A)’ :0’ uz(’A)a :O’
x=0:0, x3=l3
_ — 0 O ! _
G 4Gl L =0, o' =0
a x=0:0,
n x=0:0,
—=(n )1 —=(n )1
o], <o, =0.
3 3753
=00l N (il _
oy =sw|  =ow| =0, (4.17)
- -
Plagin alt ve iist serbest yiizeylerindeki sinir kosullari:
—(rn,l‘ _=ml| =l _0n &l sl =l _
(¢ =0 = =0, 06 =0 =0 =0. 4.18
21 x,=0 2 x,=0 23 x,=0 > xy=h 2 x,=h 2 xy=h ( )
Catlak ylizeylerindeki sinir kosullari:
of
—=(n),1 _ =)0 —(n),1 (1)1
G(zr{) ‘f __Gﬁl) > 0'22' ‘f _0-2;1 ‘7, =0,
axl S5 S5
of "
&)l _&(m),0 &n)l sl _
Gy " |, = Oy 2 s Gy, 5+ =0y 5+ =0,
3 xl 3 3
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=)l =(n),0 af+ =(n)l —=(n),1
Gy " ‘—, =—0;" ) Gy, ‘—7 =0y ‘—7 =0,
ox, 5 5
of
=(r3),1 _ _ =)0 —=(r3)1 _ =)l _
G, o =0,/ > 6223 o 233 o 0.
Si ox, J

1

§3¢ :{((€1_€1())/2SX1 S(£1+£10)/2)’ x;_r :hF £0, OS)C3 S£30}’

§f:{((€l—£m)/23x1S(€1+€10)/2), x;L:hF+hCi0, OSX3S£3O}’

Tabakalar arasindaki temas kosullari:

— 1 —(r),l — ,1 —(r),1
uim), ‘ = ui(’-) B uim) ) :uim B
1 (2 §2 £,
! u'™
=) =;).0 9Y; _| w0l =)0 9Y;
621 +Gll - 621 +Gll
axl - axl .
1 (2
—(r1>,1‘ _ =)l —(r1>,1‘ _ =)l
o =0 o =0
2 gy 2 g’ B g B g’
ab—l(rz)al ab_t(’z)al
—=(r),1 —=(1),0 i _| =)l —=(13),0 i
G21 +611 - G21 +611
ox, . ox, )
§22 §2
=(n)l|  _ =(n)l =(n)l|  _ =(n)l
0-22 ‘ - _0-223 + 0 0-23 - _0-233 ’
§2 2 (2 I
I/_li(r')’l ) :ﬁi(’”’l B ﬁi(’z)’l ) :ﬁi(’“’l ’
3 3 4 A
! !
=)l =00 9Y; _| =1 | =050 9Y;
62{ -l_cslll - 621 +Gll
ox, ) ox, .
23 23
—(r1>,1‘ _=(n)l —(r1>,1‘ _ =)l
[ =0 [ =0
22 I°s 22 603 s 23 I°s 23 603 s
o !
=)l | =)0 9% _| =)l =)0 9Y;
621 +Gll - 621 +Gll
a‘xl — a‘)Cl +
24 4
=(n)l _=(r),1 =(n)l _ =)
5", = o, =
22 — 22 603 ’ 23 — 23 603

(4.19)

(4.20)
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olur. Bdylece, birinci yaklasim icin Laplace doniisiimiine gore diizenlenmis ydnetici

denklemler, sinir ve temas kosullar1 (4.16)-(4.20) ile ifade edilmektedir. Yukarida verilen

ifadelerde, 632' " sifirmci yaklasima ait gerilmeleri gostermektedir. Boliim 2’de belirtildigi

gibi her bir yaklasim, kendisinden onceki yaklagimlara ait biiytikliikleri icermektedir. Ayrica

()

A ve W operatorler olup, Laplace doniisiimii uygulanmanus hali (3.9)’da verilmistir.
(4.16)-(4.20) denklem ve ifadelerinde, carpim durumundaki biiyiikliiklere Laplace doniistimii
uygulanirken karsilasilan giigliikkler ve bu giicliiklerin asilabilmesinde, Bolim 3’te aciklanan

islemler tekrarlanmistir.

Birinci yaklagima ait simir deger probleminin ifadelerinde, sifirinct yaklasima ait gerilme
biiyiikliigliniin bulunmasi sebebiyle, Oncelikle sifirinct yaklasimin ¢oziimii belirlenmistir.
Sifirinct yaklasimin ¢6ziimii, ele alinan sinir kosullari ve yiikleme durumu ile bilinen mekanik

goriisler cercevesinde dogrudan yazilabilir (Bolim 3):

2h, 62 () +h.o ()= ph, P°W)/E® =c)(0)/E. (4.21)

Burada,

E'V9() = B g(t)+ [ E (1= n)p(v)dT (4.22)
0

oldugu g6z Oniine alinirsa, sifirincit  yaklagimin  Laplace dOniisiimiiniin  ¢oziimii

T(2)
G0 =50 = ) E"? (2h, +h.)
i —°u = =) =
s(2m.E® +h.E)
B0
—(1),0 _ =(),0
611 - Gl 1l E*(z) ’
ijrk)’o:o’ (l]ill) (423)

olarak elde edilir.

Boliim 3’te aciklandign lizere, tez gercevesinde incelenen delaminasyon burkulma problemi
icin kritik parametrelerin belirlenmesinde, sifirinc1  yaklasimin ¢6ziimiinde, smurlar
civarindaki gerilme yayilimlarinin homojen olmamasi durumu gozardi edilmistir. Boylece
sifirinct yaklasimin ¢dziimii sonucunda elde edilen gerilmeler (4.23) ile verilebilir. Birinci
yaklagimin ¢6ziimil i¢in (4.16)-(4.20) ile verilen sinir deger probleminin ¢dziimii yapilmalidir.

Birinci yaklagimin ¢6ziimil, bir sonraki alt boliimde ele alinmaktadir.
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4.2 Sonlu Elemanlar Modeli

Birinci yaklasimin Laplace uzayinda verilmis (4.16)-(4.20) sinir deger problemine ait sonlu

eleman formiilasyonunun belirlenmesinde,

— ()1 ab_l(rk )1

A)l (’A)l
H(LTI("’“ (n)l’—(ﬁ)l J'J'J' c_sﬁ")’1+cﬁ")°(t) u au +6§§')’1 au1 +(—$§gk),1 1
ox, ox, ox ox,

2

au ()1 ab_l(rk )1 _ ab_l(rk )1 _ ab_l(rk ).l
Gy +01 (1)) 2 4G 22—+ 22—+
ox, ox, ox, ox,
_ au(ﬁ)l a—(ﬁ)l _ a ()l _ ab—t(ﬁ)l
o\ + o0 (1) —— +($(3r2‘)1—+($;r3‘)1 dx,dx,dx; |—
ox, ox, ox, ox,
lyg (L+0y)/2 - Lyg (L+0y)/2
1 of _ 1 of " _
01"~ — f g dxde - [ [ =l v f g dndx, -
0 (£,=0)/2 § Xy=hp—0 0 (£=t)/2 § Xy=hp+0
L3g (L+00)/2 f
(r)()(t) —(r)l dxldx3—
0 (/1‘/10)/2 x2:(hF+hC)—()
l3g (+0y)/2 1 a
0 — 1
J o (1)~ f " dx,dx, (4.24)
0 (4=0)/2 § _:(hF+hC)+()

fonksiyoneli ve Ritz teknigi kullamlmustir. Belirtelim ki; (4.24) fonksiyonelinin yer

degistirmelere gbre birinci varyasyonunun sifira esitliginden,

_(’A)
T O 5 O (4.25)

11 = Z a—(r ) ab_ll(r” +

birinci yaklagima ait alan denklemleri ve gerilmelere gore verilmis sinir kosullari elde
edilmektedir. Bu islemler yapilarak, (4.24) fonksiyonelinin, ele alinan sinir deger problemine

0zdes bir fonksiyonel oldugu gosterilmektedir.

Sonlu eleman c¢oziimiinde, ¢oziim bolgesi ve yiikleme durumu goz Oniine alindiginda,
xy=1,/2 ve x, =h/2 diizlemlerine gore simetri dzelliginden yararlanilarak, plagin 1/4’liikk
parcasi gdz Oniine alinmigstir. Buna gore, ele alian ¢dziim bolgesinin 1/4’liikk pargasi, sonlu

sayida alt bolgeye (sonlu elemana; 2, , k=1,2,...M) ayriklastirllmigtir. Dolayisiyla,
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v=|]ae (4.26)

M
k=1

olur. Sonlu eleman ayriklagtirmasi, sayisal sonuglarin yakinsakligi 6zelliginden ve
literatiirdeki uygun sayisal sonuglara en iyi yaklagimin saglandigi sonlu eleman ag1 arasindan
secilmigtir. Bolgenin ayriklastirmasinda, biitiin bolgede sekiz nodlu standart dikdortgen
prizmatik sonlu elemanlar kullanilmistir (Zienkiewicz, O. C. ve Taylor, R. L., (1989)). Sonlu

eleman ayriklagtirmasinda plagin 1/4’°liikk parcasi, Ox, dogrultusunda 20, Ox, dogrultusunda
12 ve Ox; dogrultusunda 20 adet dikdortgen prizma seklindeki sonlu elemana

ayriklastirilarak, toplamda 4800 adet sonlu eleman, /¢, =/,,=0.5/, durumu i¢in; 5833

10 = %30
diigiim noktas1 ve 16283 serbestlik derecesi kullanilmistir. Belirtelim ki, catlak biiyiikliigline
bagl olarak diigiim noktasi sayis1 ve bilinmeyen sayis1 degismektedir. Ornegin toplam sonlu
eleman adedi sabit kalmak kosuluyla, yapidaki catlak boyutu arttirldiginda (azaltildiginda)

diigiim noktas1 sayis1 dolayisiyla serbestlik derecesi artmaktadir (azalmaktadir).

Tez kapsaminda yer degistirme esasli sonlu elemanlar yontemi kullamildigindan, aranan yer
degistirme fonksiyonunun polinom olarak ifadesi, sekil fonksiyonlar1 ve diigiim noktalarinda

aranan yer degistirmeler kullanilarak asagidaki gibi secilir:
u® =N®a®  k=12,...M (4.27)

(4.27) ifadesi, (4.24) fonksiyonelinde yerine yazilinca Ritz teknigi yardimiyla uygun cebrik

denklem sistemi elde edilir:
Ka=r. (4.28)

(4.28) cebrik denklem sisteminin ¢oziilmesiyle, diiglim noktalarinda aranan yer degistirme
degerleri, dolayisiyla her sonlu elemanda, yer degistirme fonksiyonu belirlenir. Bu
fonksiyonlarin ilkel (orijinal) degerlerinin belirlenmesinde Schapery (1966) yontemi
kullanilmigtir (B6liim 2.4). Daha onceki boliimlerde oldugu gibi bu bélimde de ele alinan

problemin ¢ozlimiiniin gerektirdigi biitiin algoritma ve programlar tarafimizdan yapilmistir.

4.3 Sayisal Sonuclar ve Degerlendirme

Iki adet kenar catlak iceren sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulmasi; ¢ekirdek tabakanin
ve dig tabakalarin malzemesi elastik ile cekirdek tabakamin malzemesi elastik ve dis

tabakalarin malzemesi lineer viskoelastik olmas1 durumlarina gore, iki ayr1 problem halinde
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incelenmis ve sayisal sonuclar ayr1 ayr1 verilmistir. Dig tabakalarin aym1 malzemeden,

cekirdek tabakasinin ise farkli malzemeden yapildig1 varsayilmaktadir. Cekirdek tabakasinin
malzemesine ait mekanik sabitler EV ve v, dis tabakalarin malzemesine ait mekanik
sabitler E® ve v'® ile gosterilmektedir. Viskoelastik malzemenin mekanik sabitleri olan

E'® ve v'@ ifadelerinin aciklamalari (3.32)-(3.34) ile verilmistir.

Catlak ylizeylerine baglangicta verilen 6n egintinin saglamasi gereken kosullara uygun olarak

(4.5) ifadesinde verilen f(x,,x;) fonksiyonu

FHx,x,) =£L,, sin® [%[xl _&—_ﬁ}jxmz [%(ﬁm -, )j (4.29)
30

10

seklinde secilmistir. (4.29) fonksiyonu, catlagin alt ve {ist yiizeylerinin birbirine gore simetrik

ama zit yonde egrilige sahip olmasina kars1 gelmektedir (Sekil 3.2).

Yapilan hesaplamalarda, boyutsuz reolojik parametre ®=®_/®, ve boyutsuz zaman

¢ ="t kullamilmstir. Sayisal sonuglarin elde edilmesinde, /¢, =0.15, v =v{¥’ =0.3

degerleri sabit kalmak iizere, diger malzeme ve geometrik parametrelerin degisiminin kritik
parametreler {izerindeki etkisi incelenmis ve elde edilen sayisal sonuglar izleyen alt

boliimlerde verilmistir.

4.3.1 Elastik Dikdortgen Sandvi¢ Plakta Delaminasyon Burkulmasi

Bu alt boliimde, dis tabakalar ile gekirdek tabakanin malzemesi farkli ( E.” / E® #1) ve aym
(E/E® =1) olmak iizere, her ii¢ tabakanin elastik malzemeden yapilmasi durumu
incelenmistir. Boyutsuz zaman parametresinin t'=0, ' =o degerleri icin, sirasiyla
Puol EV, p,./E" seklinde ifade edilecek olan kritik delaminasyon burkulma kuvvetleri

arastirilmustir. =0 igin yapilan hesapta, ®=2, oo =—0.5 degerleri kullanilmistir.
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@
Cizelge 4.1 E® / E” degisiminin, % degerlerine etkisi (y, =1, ¢,, /¢, =0.3,
kr.oo

0!, =05, h, /0, =0.0375)

pkn() / E(l)

E(Z) /E(l)
° pkrw / E(l)

0.0092

0.3 0.0062

0.0153
0.5 0.0103

0.0300
0.0204

0.0583
0.0399

0.1379
0.0950

0.2598

10 0.1805

0.4755
0.3369

20

Cizelge 4.1°de, tabakalarin elastisite modiilii oranlariin ( ES” / E"”) degisiminin, p, ,/E"

(pay) ve p,,.. /E" (payda) kritik burkulma kuvveti degerlerine etkisi incelenmistir. Tabloda

verilen sayisal sonuclardan, dis tabakalarin i¢c tabakaya gore elastisite modiilii oranlarinin

artmasiyla, kritik burkulma degerlerinin de arttig1 goriilmektedir.



63

@
Cizelge 4.2 h, /¢, ve E® /E® degisiminin, % degerlerine etkisi (v, =1,
kr.oo

0/, =03, 0,/0,=05)

hy 10, E/ET

1 2 5 10
001250 | Gooss | gotio | 00269 | 00525
001875 | Goosr | gotel | 001 | 0o7ss
002500 | G516 | o8 | 00550 | 01053
003125 | Goiss | o308 | 00738 | 01408
003750 | Gonos | 00399 | 00950 | 011805
004375 | G353 | 0097 | ol1st | 02241
005000 | (o309 | oosol | 01429 | 0271
005625 | G036 | 0009 | 01691 | 03227

Cizelge 4.2°de, Ox, dogrultusundaki dis tabaka kalinliklarinin (4, / /) cesitli degerleri i¢in
hesaplanan p, ,/E" ve p,_/E" (tabloda verilen sonuglarda, sirasiyla pay ve payda) kritik

burkulma kuvveti degerleri verilmistir. Sayisal sonuglar incelendiginde, dis tabakalarin
kalinlig1 ve/veya dis tabakalarin elastisite modiilii arttik¢a, kritik burkulma degerlerinin arttig1

goriilmektedir.

Kenar catlak icin elde edilen Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2 ile bant catlak icin elde edilmis olan,
sirastyla Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’te verilen sonuclar karsilastirilirsa, kenar catlak i¢in elde
edilen kritik delaminasyon burkulma kuvvetlerinin, bant catlak i¢in elde edilen degerlerden

daha biiyiik oldugu goriilebilir.
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Pico . Pires — t'=0
O w0
050 qF E ——-t=»
] w=2,0=-0.5
’ Eg/ EV=10 L it
0.40 0/ 4703
i Ef)2)/ ED =5 hp /¢,=0.0375
030_- y=l3/€1=]
0.20
0.10 =
I s T E———
0.00 LINLIL I LI B | I LI B | I LINLIL I L I flo/fl

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sekil 4.2 Cesitli ¢,,/¢, ve E” / E” i¢inelde edilen p,,,/E® ve p, . /E" degerlerinin,
0,0/t e bagh degisimi (v, =1, (5, /¢,=0.3, h, /¢, =0.0375)
Sekil 4.2’de, Ox; dogrultusundaki gatlak uzunlugunun (/,,/¢,) degisiminin p_,/E®" ve
P | EV kritik burkulma kuvveti degerlerine etkisi grafik olarak verilmistir. Sekil 4.2°deki
grafiklerden goriildiigii tizere, Ox, dogrultusundaki catlak uzunlugu azaldik¢a ve/veya dis
tabakalarin elastisite modiilii arttik¢a, kritik burkulma degerleri artmaktadir. Parametrelerin
Yy, =1, 0,,/¢,=03 ve h,/l =0.0375 degerleri i¢in ¢izilmis olan bu grafik, diger

parametre degerleri i¢in de benzer 6zellikler gostermektedir.
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pkr,() - pkﬁ
E® ’ E®
0.50 A Bant catlak
i — =00
- cem= 1=
0.40 — =2 0=—0.5
i 4o/ 4=05
0.20 -
i E®/EM =10
0.10 i E®/E® =5
i ====  E®/E"=2
0.00 ] L) 1 I ) ) L) I ) L) ) I ﬁ30/ ﬁ]
0.20 0.40 0.60 0.80

Sekil 4.3 Cesitli £,/ ¢, ve E” / E" i¢inelde edilen p,,,/E" ve p, . /E" degerlerinin,
0,,/¢, e bagl degisimi (v, =1, ¢,, /¢, =0.5, h, /¢, =0.0375)

Sekil 4.3’de sandvi¢ kalin plagin kenar catlak icermesi durumu igin, Ox, dogrultusundaki
catlak uzunlugunun (/,,/ ¢,) farkl: degerlerinde hesaplanan kritik burkulma kuvveti degerleri
verilmistir. Ayrica yapt elemanmmin bant ve kenar catlak icermesi durumlarinin

karsilagtirilabilmesi i¢in aymi sekil ilizerinde, sandvi¢ kalin plagin bant catlak icermesi

durumunda (B6liim 3) elde edilen uygun kritik burkulma degerleri de gosterilmistir.

Sekil 4.3’de verilen grafiklerden, yap1 elemaninin kenar catlak icermesi durumuna ait sayisal

sonuglar incelendiginde, Ox; dogrultusundaki c¢atlak uzunlugu azaldikca ve/veya dis

tabakalarin elastisite modiilii arttikga, kritik burkulma degerlerinin arttigi goriilmektedir.
Ayrica kenar catlagin Ox, dogrultusundaki uzunlugu (/,,/¢,) arttkca elde edilen kritik
degerler, bant catlak durumu icin elde edilen uygun kritik degerlere kiiciilerek yaklagsmakta ve
belirli bir catlak boyutlar1 icin her iki duruma ait kritik sayisal sonuclar ¢cakismaktadir. Her iki
problemden elde edilen sayisal sonuglarin gakistigi £,,/¢, degeri, elastisite modiilii oraninin
degisiminden etkilenmemektedir. Belirtelim ki, Sekil 4.3’de verilen sayisal sonuglar, sandvic
plagin bant catlak icermesi durumunda plagmn biitiin yanal kenarlarindan, kenar catlak

icermesi durumunda ise x, =0 yiizeyi hari¢ diger yanal kenarlarindan basit mesnetle
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tutturulmus olmast durumu igin verilmistir.

1.00 q V
| lyo/ £,0=0.2353
0.00
i 0.3333
-1.00 — l30/6,=0.2 0.3636
4 h./(=0.0375
4 x,/( =h//(,
41 x,/¢ =00
-2.00 — T v T ' T ' T 1 (x/()100
0 10 20 30 40 50

Sekil 4.4 Catlak yiizeyindeki diisey yer degistirmelerin, baz1 /,,/¢,, degerlerinde, x, /¢, e
gore degisimi (x;, =0, x, =h, —0)
Sekil 4.4’de Ox, dogrultusundaki c¢atlak uzunlugunun, Ox, dogrultusundaki catlak
uzunluguna oranimn (/,,/¢,, ) degisiminin, burkulma modlar: (gatlak yiizeyindeki diisey yer
degistirmelerin yayilimi) iizerindeki etkisi aragtirilmigtir. Bu amagla ¢,,//¢,, orammn cesitli
degerleri i¢in, x; =0 ve x, =h, —0 diizlemlerinin ara kesitindeki ¢atlak yiizeyinde bulunan
diisey yer degistirmelerin, x,//,’e gore yayilmi Sekil 4.4 ile verilmistir (/,,/¢,=0.2,

h.1¢,=0.0375, E?/E® =10, x, =0, x, =h, —0). Burada, diisey eksendeki degerler

max u{’— min u
0<x,/0,<0.5 0<x,/0,<0.5

(2)

y=2u? ( j (4.30)

esitliginden belirlenmistir. Sekildeki grafiklerden, burkulma modlarimn, /,,//,, oranna

onemli dl¢iide bagh oldugu goriilmektedir. Bu oran kiigiildiikge, catlak yiizeyindeki diisey yer
degistirmelerin yayiliminin, baslangigta catlak yiizeylerine verilen ve (4.29) denklemi ile
gosterilen 6n eginti formundan uzaklagarak, farkli bir yayilim gosterdigi belirlenmistir. Bu

farkliligin olusumu ve gelisimi Sekil 4.4 ile gosterilmektedir.
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Burkulma modunun, baslangig eginti formundan farklilastigi ¢, /¢, orammnin degeri (gecis
degeri), (,,/¢,, =y =sabit ile gosterilmistir. Sekil 4.4’te verilen parametre degerleri igin
cizilmig olan grafikler incelendiginde, ¥ =0.3636 (gecis degeri) degerinden kiiciik olan

{4/, oranlarinda, burkulma modunun 6n eginti formundan uzaklastigi goriilmektedir.

Buna gore, f30/f102x(: 0.3636) durumunda iken burkulma modu, baslangicta catlak
ylizeylerine verilen ©n egintinin formuna uygun diismekte (Sekil 4.5), ancak
L3/l <%(=0.3636) durumunda ise, burkulma modu 6n eginti formundan ¢ok farkli bir

formda gerceklesebilmektedir (Sekil 4.6).

E®,® E®,2
0 2 0 2

lp Lp

(@) (b)

Sekil 4.5 Ele alinan sandvi¢ kalin plakta, ¢,,/¢,, =y (=0.3636) i¢in, x, =h, —0 yiizeyinin

burkulma modu a) x, =/, diizleminden goriiniim b) x, =0 diizleminden goriiniim
x, =h,’deki catlagin alt yiizeyine (x,=h, -0, 0<x,</,, 0<x </,/2) ait noktalarin,
diisey dogrultudaki yer degistirmelerinin yiizey grafigi (burkulma modu) Sekil 4.5 ile
verilmigtir. Sekil 4.5a’da verilen yiizey grafigi, x, =/, diizleminden goriiniimii (6n yiiz),
Sekil 4.5b’de verilen ylizey grafigi, x, =0 diizleminden goriinimii (arka yiiz) ifade

etmektedir. Bu boliimde yanyana verilmis olan tiim yiizey grafikleri, alt tabakanin, sirasiyla
on ve arka yiizden goriiniimiinii gostermektedir. Bu ylizey grafiginin elde edilmesinde

kullanilan parametre degerleri v, =1, (¢, /¢(,=03, (,/¢,=05, (,/(,=0.6,
h.10,=0.0375, EP/E® =10 ve (p,,—p)<10™ almmustir. Sekilde eksenler x(=x,) ve

(=1 —x) ile gosterilmistir. Parametrelerin verilen degerleri icin
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Ly /fw (=0.6)>%(=0.3636) oldugundan Sekil 4.5 ile verilen yiizey grafigi, on egintinin
formuna uygun diismektedir.

Sekil 4.5 ve burada yer verilmeyen ¢, /¢, >%(=0.3636) durumunu saglamak iizere,

Eéz) / EV ve h, /¢, parametrelerinin ¢esitli degerlerinde ¢izilen burkulma modlarinin, ¢atlak

ylizeylerine verilen 6n eginti formuna uygun oldugu goriilmiistiir.

@,,@
E&u® EPu

2
Lp

Lp

Sekil 4.6 Ele alinan sandvi¢ kaln plakta, /,,/¢,, <x(=0.3636) i¢in, x, =h, —0 yiizeyinin
burkulma modu

x, =h,’deki catlagm alt yiizeyine (x,=h, -0, 0<x,</(,, 0<x </, /2) ait noktalarin
diisey dogrultudaki yer degistirmelerinin  yiizey grafigi (burkulma  modu),
03/ 00 <%(=0.3636) durumu icin Sekil 4.6 ile verilmistir. Bu grafigin elde edilmesinde

kullanilan parametrelerin ¢, /¢, =02, ¢,/¢,=0.75, £, /0, =0.2667, h,/t,=0.0375,
EPJEV =10 ve vy, =1 degerleri icin, p,,/E®=03911 olarak hesaplanmistir.
Parametrelerin  verilen  degerlerinde 7.,/ (=0.2667) <% (=0.3636)  oldugundan,
burkulmanin  gerceklestigi  p,,,/ E"” =0.3911 degerinde g¢izilen yiizey grafiginin, ©n
egintinin formuna uygun diismedigi goriilmiistiir.

Sekil 4.6 ve burada yer verilmeyen /,,/¢,, <%(=0.3636) durumunu saglayan parametrelerin

cesitli degerleri i¢in ¢izilen burkulma modlarinin, ¢atlak yiizeylerine baslangicta verilen on

egintinin formundan farkli oldugu tespit edilmistir.

On egintinin formundan farkli olan ve Sekil 4.6 ile verilen burkulma modunun gelisim
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asamalarini gorebilmek amaciyla, hesaplanan kritik kuvvetten ( p,,,/E" =0.3911) daha
kiiciik degerler i¢in, x, =h, —0’deki catlak ylizeyinde bulunan diisey yer degistirmelerin
ylizey grafikleri (plagin burkulma modlar1) Sekil 4.7 ile verilmistir. Belirtilen burkulma
modlari, p/E" <p,,/E” olmak iizere, swasiyla p/E® =0.3000 (Sekil 4.7a),

p/E® =0.3900 (Sekil 4.7b), p/E =0.3910 (Sekil 4.7¢c) ve p/E™ =0.39109 (Sekil 4.7d)

degerleri icin ¢izilmiglerdir.

@, @,,@
Ly u B u;

glp Klp

(a)

@, 2 @, @
E"u, E7u,

Lp lp

(b)
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@), @
EO uZ

lLp

(©)

2),,2) {2).(2)
Eu Ey"u;

S)

(d)

Sekil 4.7 Ele alinan sandvig kalin plakta, p, ,/ E"” =0.3911 igin elde edilen burkulma
modunun olusum asamalari; a) p/E® =0.3000,b) p/E® =0.3900, ¢) p/E® =0.3910,
d) p/E" =0.39109

Bu boliimde elde edilen ve 6zel ¢atlak geometrisi i¢in ortaya ¢ikan farkli burkulma modlari,
Hutchinson ve Suo (1992); Hutchinson vd. (1992); Evans ve Hutchinson (1995); Nilsson ve
Giannakopoulos (1995); Gioia ve Ortiz (1997); Wang ve Evans (1998) ile Moon vd. (2002)
tarafindan yapilan deneysel ¢alismalarda da goriilmektedir.
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054 " he/ £,=0.0125
. 0.01875
i 0.0125 0.0250
. 0.03125
=U.0 T 2) —
4 EY/ED=10 0.04375
1 6,70, =02
. 30051 0.05625
T /0, =06
1 ¢,/0,=03333
-1.5 1 x,/¢, =hg/t,
1 x3/¢, =00
=) lll|"'|"'|"'|"'|(Xl/ﬁl)loo
0 10 20 30 40 50

Sekil 4.8 Catlak yiizeyindeki diisey yer degistirmelerin, baz1 A, / ¢, degerlerinde, x, / l’e
gore degisimi (x, =0, x, =h, —0)
Sekil 4.8°de h, /¢, ’nin gesitli degerleri i¢in, x,=0 ve x,=h,—0 diizlemlerinin ara
kesitindeki catlak yiizeyinde bulunan diisey yer degistirmelerin, x,/¢,’e gore yayilimi
verilmistir (¢,,/¢,=0.2, ¢,,/¢,=0.6, {,,/¢,,=0.3333, E?/E" =10, x, =h, -0, x,=0).
Sekil 4.8’deki grafiklerin diisey eksenindeki degerler (4.30) ifadesinden belirlenmistir.
Sekilden goriildiigii tizere, h,/¢, parametresi (sandvi¢ plagin dig tabakalarinin kalinligi)

azaldikca, plagin burkulma modu, ele alinan parametre degerleri i¢in, catlak ylizeylerine

verilen 6n eginti formundan uzaklasarak, farkli bir form almaktadir.

Sekil 4.4 ve Sekil 4.8’den, kenar catlaklar iceren sandvi¢ kalin plagin burkulma moduna,
catlak geometrisi ile birlikte, catlak ile plagin serbest yiizeyi arasindaki kismin kalinligimn da

etki gosterdigi tespit edilmistir.

4.3.2 Viskoelastik Dikdortgen Sandvi¢ Plakta Delaminasyon Burkulmasi

Bu alt boliimde, ele alinan sandvi¢ kalin plagin dis tabakalarin lineer viskoelastik ve cekirdek
tabakasinin elastik bir malzemeden yapildigi kabul edilmektedir. Cesitli malzeme

parametrelerinin viskoelastik sandvi¢ plagin delaminasyon burkulmasina etkisi, plagin kenar

catlaklar icermesi durumu icin ele alinarak, sabit bir p/E" dis basing kuvveti icin
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delaminasyon burkulmasina neden olan f,, kritik zaman degerleri belirlenmistir. 7,, kritik

zaman degerlerinin belirlenmesinde kullamilan p/E® statik dis basincin degeri (3.37)

esitsizliginden secilmektedir (Boliim 3).

Cizelge 4.3 Cesitli &, /¢, ve E” / E" igin hesaplanan 7, degerleri (Y, =1, (,,/¢,=0.3,
0,110,205, ©=2, 0=—0.5)

h 10,
E® /EY 0.0375 0.0250 0.0125
pl/EY | t, | p/EY | &, | p/EY | 1,
0.0280 | 0.004 | 0.0160 | 0.004 | 0.0080 | 0.001
1 0.0270 | 0.012 | 0.0150 | 0.023 | 0.0070 | 0.046

0.0260 | 0.029 | 0.0140 | 0.100 | 0.0060 | 1.591
0.0560 | 0.001 | 0.0310 | 0.005 | 0.0150 | 0.007
2 0.0550 | 0.002 | 0.0300 | 0.014 | 0.0140 | 0.036
0.0540 | 0.005 | 0.0290 | 0.030 | 0.0130 | 0.163
0.1300 | 0.002 | 0.0730 | 0.009 | 0.0380 | 0.001
5 0.1200 | 0.029 | 0.0720 | 0.013 | 0.0370 | 0.004
0.1100 | 0.197 | 0.0710 | 0.018 | 0.0360 | 0.010
0.2500 | 0.001 | 0.1400 | 0.007 | 0.0700 | 0.010
10 0.2400 | 0.006 | 0.1300 | 0.049 | 0.0650 | 0.055
0.2300 | 0.020 | 0.1200 | 0.293 | 0.0600 | 0.302

Cizelge 4.3'te farkhi h, /¢, p/E® ve E?”/E" igin bulunan , degerleri, =2 ve
o.=-0.5 icin verilmistir. Sonuclardan goriildiigii iizere, p/E" degerleri arttikca (veya

Puo ! E" degerine yaklastikga), kritik zaman degeri azalmaktadir.
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Cizelge 4.4 Cesitli ® ve « i¢in hesaplanan 7, degerleri (v, =1, ¢,,/¢,=0.3, ¢,,/¢,=0.5,
h, /¢, =0.0250)

E(()Z) /E(l) p/E(l) o o) tl:r
1 0.010
-0.5 2 0.014
3 0.020
2 0.0300
-0.3 0.038
-0.5 2 0.014
-0.7 0.001
1 0.009
-0.5 2 0.013
3 0.018
5 0.0720
-0.3 0.037
-0.5 2 0.013
-0.7 0.001
1 0.028
-0.5 2 0.049
3 0.105
10 0.1300
-0.3 0.096
-0.5 2 0.049
-0.7 0.010

Cizelge 4.4°de farkli elastisite modiilii oranlarinda, viskoelastik malzemenin reolojik

parametrelerinin (® ve o) cesitli degerlerinin kritik zaman lzerindeki etkisi, p,, =1,
(! ;=05 ve h,/t =0.0250 i¢in arastrlmigtir. Tabloda verilen sayisal sonuglardan
goriildiigii lizere; kritik zaman degeri, ® arttikca artmakta ve |0c| arttikca azalmaktadir. Daha

once, yapi elemaninin bant catlaklar icermesi halinde elde edilen etkiye benzer olan bu

durum, bilinen mekanik goriislerle uyumludur.
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5. IC CATLAK iCEREN ELASTIK VE ViSKOELASTIK SANDVIC KALIN
PLAGIN DELAMINASYONU

Bu béliimde, tez cercevesinde ele alinan viskoelastik sandvic kalin plagin tabakalar1 arasinda
i¢ catlaklarm olmasi durumu incelenmektedir. Incelemelerde, ii¢c tabakadan olusan sandvig

kalin plagin x, =0;/, ile x, =0;/, kenarlarindan basit mesnetle tutturuldugu, ¢ekirdek ve dis

ylizey tabakalar1 arasinda birbirine esit uzunlukta, birbirine paralel iki adet i¢ catlagin
bulundugu ve catlaklarin yiizeylerinin baslangicta cok kiiciik bir 6n egintiye sahip oldugu
kabul edilmektedir. Catlak yiizeylerindeki kiiciik ©n egintilerin; plagin karsilikli iki
kenarindan catlak yiizeylerine paralel dogrultuda etkiyen, dig basing kuvveti etkisinde
biiyiiyerek sonsuza gitmesi (Hoff, 1954) durumuna karsi gelen kritik parametre degerleri
belirlenmistir. Kritik parametre degerlerine, ¢esitli geometrik ve malzeme parametrelerinin
etkisi incelenmis ve Onceki bolimlerde ele alinan problemlerin ¢6ziimiinden elde edilen
sayisal sonuclar ile bu boliimde elde edilen sayisal sonuglar karsilastirilarak degerlendirmeler

yapilmistir.

5.1 Problemin Matematiksel Modeli

Bu alt boliimde, dort kenarindan basit mesnetle tutturulmus, ii¢c tabakadan olusan ve tabakalar1
arasinda birbirine paralel ve esit uzunlukta iki makro-i¢ catlak bulunan, ¢ekirdek tabakasi
elastik ve dis tabakalar1 lineer viskoelastik olan sandvi¢ kalin plagin, karsilikl iki kenarindan
catlaklar dogrultusunda etkiyen diizgiin yayil1 statik basing yiikii etkisinde delaminasyon

burkulma problemine ait matematiksel model verilmektedir.

Burada ele alinan sinir deger problemi; Boliim 3’te verilen sinir deger probleminden, ¢atlak
geometrisi acisindan farklilik gostermektedir. Bu farkliligin Bolim 3’te verilen matematiksel
modelde gdz Oniine alinmasi ile ele alinan sinir deger problemine ait matematiksel model elde
edilmektedir. Dolayistyla; ele alinan problemin matematiksel modeli, Lineerize Edilmis Ug
Boyutlu Stabilite Teorisi (LEUBST) ve lineer viskoelastik malzemeler i¢in pargah siirekli
cisim modeli gercevesinde yapilmistir. Sandvi¢ plagmn elastik ve viskoelastik malzemeden
yapilmis olmasi durumlar1 ayr1 ayr1 incelenmis; ancak, matematiksel model plak

malzemesinin viskoelastik olmasi durumu i¢in verilmistir.

Ic catlaklar iceren sandvi¢ kalin plagin geometrisi ve yiikleme durumu Sekil 5.1°de

verilmektedir. Plaga bagh Oxx,x; kartezyen koordinat takimi, plagin yiiklemeden Onceki

durumunu belirten Lagrange koordinatlar1 ile iligkilendirilmektedir.
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(a)

P P
— N D e ——
N X2 —_—
— D e ——
— D e ——
— D e ——
— o) xl D e ——
— D ——
—_— X3 —
— D e ——

(b)

Sekil 5.1 Ig catlaklar iceren sandvi¢ kalin plakta; a) yarim plak geometrisi b) tiim plak icin
yiikleme durumu

Ele alinan sinir deger probleminin ¢6ziim bolgesi,

V'=V-0Q -0, (5.1)
olur. (5.1)’de,

V=v®ouve oy

VW ={0<x <l; 0<x, <h; 0<x <1},

Vv ={0<x, <l by <x,<h, +h.; 0<x, <0,},

VA ={0<x <05 h+h.<x,<h; 0<x, </}, (5.2)
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'Ql:{(fl_flo)/zsxlS(fl"'flo)/z; Xy =hys (€3_€30)/2sx3S(€3+€30)/2}’
Q,={(0,—00p) /2 xS (0 +0,0)[2: X, =y +he; (L5—04))2S %, < (05 +05)/2} (5.3)

dir. Yukarida verilen ifadelerde V' (k=1,2,3) sandvi¢ plagin tabakalarini, 2. (i=1,2)

sandvi¢ plagin icerdigi i¢ catlaklarin bulundugu bolgeleri temsil etmektedir. Ayrica;
(5.3ydeki /¢,,, [,,, swasiyla i¢ catlagin Ox,, Ox, dogrultularindaki uzunluklarim
gostermektedir. Catlak ylizeylerinin Oonceden ¢ok kii¢iik on egrilige sahip oldugu ve bu
egriliklerin x, =/ /2 ve x,=/(,/2 diizlemleri ile x, =h, (alt ¢atlak icin) ve x,=h, +h,
(tst catlak i¢in) diizlemlerine gore simetrik oldugu kabul edilmektedir. Bu duruma uygun

olarak alt ve iist ¢atlak yiizeylerinin denklemi,
xf =h, +8fi(x1,x3), xf =h, +h, +8fi(x1,x3) ,
(0 =00)/2Sx,<(0,+0,4))2, (03=14)/2Sx,<(05+04)/2 (5.4)

seklinde verilmektedir. Burada € (e<<l1), catlak yiizeylerinin baslangicta sahip oldugu kabul

edilen egintinin derecesini gosteren boyutsuz kiiciik bir parametre, f(x,,x;) catlak
ylizeylerindeki kiiclik egintinin formunu gosteren fonksiyondur. f fonksiyonunun {ist

indisinde bulunan ‘+’ (‘-’), gdz Oniine alinan catlagin iist (alt) ylizeyini ifade etmektedir.

f(x,,x,) fonksiyonunun asagidaki esitlikleri sagladigi kabul edilmektedir:

frx,x) =—f(x,x),
ft ((fl_gl())/z’)%)

:ft((€1+£10)/2’x3)

(£3139 )/25)‘35(/3‘*'/3(1 )/2 (/3‘/30)/25)‘35(/3‘*'/341 )/2

afi((ﬁl—ﬁm)/2,x3)| :afi((€1+€10)/2,x3)|
ax3 ax3

(6313 )/25)‘35(/3‘*'/341 )/2 (£3=30 )/25)‘3 (L3439 )/2

fi ('xl’(€3_€30)/2)

=0,

(=tyo )/25)‘1 <(ly+yg )/2

:fir ('xl’(€3+€30)/2)

(=110 )/25)‘15(/1‘*/10)/2

afi(xl,(ES—ESO)/Z)‘ zafi(xl,(ES—f—Em)/Z)‘

=0. 55
ox, ox, )

(1=t10)/2505(4+4,9) /2

(61=10)/2502(4,+2,9) /2

Ele alinan problemin matematiksel modeli, viskoelastik cisim i¢in li¢ boyutlu geometrik

dogrusal olmayan yonetici denklemler yardimiyla verilebilir. Buna gore;
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denge denklemleri

I ST PV
ox, | "7 oy,

geometrik iligkiler

0, (5.6)

() () ) 3, (1)
g =L o' o, o 0 (5.7)
T2 ox; oy ox, Ox;
biinye denklemleri
G’(j’A) — A‘A(’A)e(ﬁ)alj +2uh(ﬁ)gfjﬁ) , e(’A) — gi?) +8(2’2A) +8;’3A) (58)

olarak yazilabilir. (5.6)-(5.8)’de bilinen gosterilimler kullanilmistir. i jynjk =1,2,3,
rn=r,=2, r,=1"dir. Ayrica, A'¥’ ve p’ viskoelastik malzemenin mekanik sabitlerini
gosteren operatorlerdir (Boliim 3). (5.6)-(5.8) denklemlerinde kullanilan 7, iist indisi, sandvig

plagin tabakalarina ait biiyiikliikleri (r, ve r, dis tabakalara ait biiylikliikleri, 7, ¢ekirdek

tabakasina ait biiyiikliikleri) gostermektedir.

Ele alinan sandvi¢ plaga ait sinir kosullar1

(’”A) — (’”A) —
u =0, u ,
2 x=0:¢, 2 x3=03/3
I o] I ou'™
e A R e
ox ox
L n = Ix=0:¢, L n —lx; =054,
I ou'" I o' |
o] &+ =0, o] &+ =2 =0, (5.9)
ox ox
L n —lx=0;05 L n —lx3=0;05
[ | ™
oy | & +— =0, oy | 8 +— =0, (5.10)
ox, ox,
L lx,=0 —lx,=h
I CRY ou'™’
(5;2) o L n;, =0, 632) o : n; =0,
ox, i ox,
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I, n au(r ) - B n au(r3)
|: (/11)[6 axn j:| . nj :0’ |: (/n [8 axn j:|

Ssi :{((61_610)/23961 §(€1+€10)/2); XZi :hF+8fi(x1’x3);

((05=t3) /2, <(0,+04)/2)}

.
nj=0,

S¢

ng{((zl—zm)/zsxls(zlwm)/z); X =h, +he +ef* (x,x,);
((£3=t) /253 < (05 +104)/2)} (5.11)

olarak verilebilir. (5.9)-(5.11) esitlikleri, sirasiyla dikdortgen plagin yanal kenarlarindaki

mesnet kosullarini, alt ve list serbest ylizeyi ile catlak yiizeylerindeki sinir kosullarini

gostermektedir. (5.11) ifadesinde bulunan nf, g6z Oniine alinan catlak ylizeyine ait dig birim

normal vektoriin bilesenlerini gostermektedir.

Sandvi¢ plagin tabakalar1 arasinda ideal temas kosullarinin saglandigir kabul edilirse, ara

ylizeylerdeki temas kosullar1

(1) — () (13) ()
u,.‘m—u,. o’ uizsaé Polgy?
ou™ I ou™ |
(rn) n _ (ry) n i
02111 6 - 0211 6i + ’
En o, J
- ez - =19
Y] [ au”
()| |n ()| sn i
0211 6 GZ; 6 + ’
ox, )| o, )
- 'z - 2
() — (rz) (rz) (r3)
i P A P ol T g
ou™ I au™ |
(rn) n _ (ry) n i
02111 6 - 0211 6i + ’
ax, )| o, J
- =15 - =15
I Au™ | ou™
(ry) n i _ (r3) n i
c5211 8 a - 622 8 + °
xn - axn
L dlg L Jdl .
6 6

1o z{xle ((0.06,=0,0) 12)O((0,+0,5)12.0,)); x,=h, +0; x,€(0.4,)},
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25 ={x.€ ((0.(0,=0,0) 1 2)O((£,+£,)12.0,)): 2, =hy +he £0; x,€(0.0,)},

@ ={((0,=0,p) 125, <(0,+0,4)/2); x,=h, +0;
xy€ ((0.(£3=030) 12)U((£3+05)12.03))}
e ={((1,=0,) 125, <(0,+0,)12): x,=h, +h, %0,

1€ ((0.(£,=050)12)U((£3+05)12.04))} (5.12)

olur. (5.6)-(5.12) ile verilen denklem ve bagintilar dogrusal olmayan bir sinir deger
problemini  gostermektedir.  Problemin ¢Oziimii, verilen matematiksel modelin
dogrusallastirilmas1 ile elde edilen ‘‘Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Stabilite Teorisi
(LEUBST)”’ denklemleri kullanilarak yapilmistir. Bu denklem takimimin dogrusallastirilmasi
icin boyutsuz kiiciilk parametre €’dan yararlamlacaktir. Belirtilen islemler, Bolim 2’de
ayrmtilh olarak verildigi icin burada LEUBST denklemlerinin elde edilmesine kisaca

deginilmistir.

Oncelikle, (5.4) ile verilen, catlak yiizeylerine ait x, =h, +&f (x,x,) veya
X, =h, +h. +&f *(x,,x,) denklemi kullanilarak, catlak yiizeylerinin birim normal vektoriiniin

bilesenleri i¢in izleyen ifadeler elde edilir:

ig afi(xl’x3)

+ axl
I’ll = )
4 2 R 2
1+82 af_(xl’x3) +82 af_(xl’x3)
ox, ox,
. +1
I’lz_ - )
. 2 R 2
1+82 af_(xl’x3) +82 af_(xl’x3)
ox, ox,
e of *(x,,x,)
nt = o, . (5.13)

\/ng[afi(xl,xgj +gz[afi<xl,x3)j
ox, ox,
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Burada, €’ <<1 oldugu kabul edilirse, (5.13) ile verilen

of* I (x, %) ’ Bf I (x, %)
ox, ox,

ifadeler € cinsinden kuvvet serisi ile temsil edilirse,

oo

nf =Y e (x,x), ny=% +Zez" 5 (ux) . ny =D e ng (g, xy) (5.14)
=0 k=0

yazilabilir. Diger taraftan aranan biiyiikliikler boyutsuz kiiciik parametre olan € ’na gore seri
formunda asagidaki gibi yazabilir (Boliim 2):

{ijrk);gfjrk);ui(rk)}zzgq {G’(;A)q S(VA)LI ’(’A)’q}’ 8<<1 (515)

q=0

(5.15) ifadesi, (5.6)-(5.8) yonetici denklemlerinde, plak kenarlarindaki sinir kosullarini (5.9)-
(5.10) ve tabakalar arasindaki temas kosullarini (5.12) ifade eden denklemlerde yerine yazilir
ve €’nun kuvvetlerine gore diizenlenerek gruplastirilirsa, bu parametrenin kuvvetlerine gore
diizenlenmis kapali denklemler sistemi ile plak kenarlarinda sinir kosullar1 ve tabakalar
arasinda temas kosullar1 elde edilebilir. Aym zamanda, (5.15)’deki biiyiikliikler, cekirdek

tabaka i¢in (x,,h, +0,x,) ve (x,,h, +h.—0,x;) civarinda, iist dig tabaka (alt dig tabaka) i¢in
ise (x.h +h.+0,x,) ((x,h, —0,x,)) civarinda seriye agilir ve catlak yiizeylerine ait birim

normal vektoriin bilesenlerini ifade eden (5.14) denklemi ile birlikte, ¢atlak yiizeyleri i¢in
verilmis olan (5.11) smir sartlarinda yerlerine yerlestirilir ve €’nun kuvvetlerine gore
diizenlenerek gruplastirilirsa (smir tipli pertiirbasyon teknigi), bu parametrenin kuvvetlerine
gore catlak ylizeylerinde uygun sinir sartlar1 elde edilir. Belirtelim ki, yukarida elde edilmesi
Ozetlenen seri-sinir deger problemlerinin her bir yaklagimina ait denklem ve ifadeler cok
biiyiik oldugu i¢in burada yer verilmemistir. Ancak 6zel bir problem icin benzeri yolla elde
edilen seri-sinir deger problemlerinin, her bir yaklagimina ait matematiksel model Boliim 2°de
verilmistir. Seri-sinir deger problemlerinin Boliim 2°de verilen matematiksel modelleri goz
Oniinde bulundurularak, bu boliimde elde edilebilecek uygun seri-sinir deger problemleri i¢in

bir benzesim kurulabilir.

Yukarida 6zetlendigi sekilde € ’nun kuvvetlerine gore elde edilen her bir sinir deger problemi,
kendisinden 6nceki yaklagimlara ait biiyiikliikleri icermektedir. (5-6)-(5.12) lineer olmayan
sinir deger probleminin ¢éziimii, bu seri-sinir deger problemlerinin her birinin ¢oziilmesi ve

coziimlerin siiperpoze edilmesi ile elde edilir.
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Ele aliman ii¢ katli sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulma probleminin ¢6ziimiinde,
Boliim 2’de ayrintih olarak verilen burkulma kriterleri (Hoff, 1954) kullanilarak, kritik
parametrelerin degerleri belirlenmistir. Ancak Boliim 2 ve Boliim 3’te agiklanan nedenlerden
dolayr kritik parametrelerin belirlenmesinde, sadece sifirinct ve birinci yaklagimin ¢oziilmesi
yeterli olmaktadir. Bu nedenle, yukarida agiklanan seri-sinir deger problemlerinden sadece ilk
ikisi ¢oziilerek kritik parametreler belirlenmistir. Bu iki yaklasimin ¢oziimiine ge¢gmeden
once, yap1 elemani malzemesi viskoelastik oldugu icin ¢dziimden dnce her bir yaklagima ait

denklem ve bagmtilara, Boliim 3’te belirtilen tarzda Laplace doniisiimii uygulanmaktadir.

(7:),0

GO0, et w0 A ™ biiyiikliiklerinin

Sifirinc1 yaklasim igin (3.17) yardimiyla © €, :

Laplace doniisiimleri, sirastyla (_Sfj’* » EU(.’*)’O, a0 A m ile gosterilirse, bu biiyiikliikler

sifirinc1 yaklasima ait denklem ve bagintilarda uygun sekilde Laplace doniisiimleri ile yer
degistirilerek ilgili biiyiikliiklerin Laplace doniisiimlerine gore diizenlenmis sifirinc1 yaklagim

alan denklemleri, sinir ve temas kosullar1 elde edilmektedir.

Ayni islem birinci yaklagim i¢in de tekrarlanirsa; ilgili biiyiikliiklerin Laplace doniistimlerine
gore diizenlenmis, birinci yaklagima ait alan denklemleri, sinir ve temas kosullar1 asagidaki

gibi bulunabilir:

ac—s(fk )l azb_t.(r“ )1
Ji + (—s(rk ),0 i — 0 ,

11 2
ox; ox;

=)l _ A ) pn)lj —*(n )= ).l
G, " =AY +2u g,

M A
gém,l:l dw " o | (5.16)
2( o, ox,

Plak kenarlarindaki sinir kosullar1:

I/_lz(rk )1 — 0 I/_l(rk )1

bl

x=0:0, x3=0;03

ox

n

ol
=)l =)0 9%
{61 1 TOi

x=0:0,

- =0. (5.17)
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Plagin alt ve iist serbest yiizeylerindeki sinir kosullari:

=)l

_ _ st
- 622 ;

_ =(n)1
=0, o

=0. (5.18)

X,=h

—(1),1 _ =)l _ =0
oy =oW|  =dh

x,=0 X,=h X, =h

Catlak yiizeylerindeki sinir kosullari:

a B
1 ,0 Bt —(n),1
o\| =-op g ey =a| =0,
55 ox, S: s
a‘f‘+
().l — (1,),0 (1)1 _ =)l —
o __=—0 O, |-, =0, |_. =
21 S;’ 11 a 1 s 22 S;’ 23 S;’ )
a *
21 .0 21 21
G(zrl') ‘77 = —Gi?) —f s G(zrz') __ = 6(22') _ =0,
S ox, S Ss
a‘f‘_
(13).1 — (13),0 (r3),1 _ =)l _
o _=—0 e () _, = =0
21 Sﬁ+ 11 a ’ 22 S;r 23 Sﬁ+ s

§5¢ :{((gl_gl())/zsxl S(€1+€10)/2), X;I =h, £0, ((€3—€30)/23x3 S(€3+£30)/2)}’
Se={((t,=00)/25x <(0,+0,,)/2), x5 =hy +h 20, (L= 05))/2S %, S (L3 +04,)/2)} (5.19)

Tabakalar arasindaki temas kosullari:

—()l| =)l —(ml| =)l
" ‘sor T g W T
! Qg
=0l =00 9Y; _| m)d =)0 9Y;
621 + 611 a - 621 + 6112 ’
X, ox, | .
1 (2
—<r1>,1‘ _ =)l <n>,1‘ _ =)l
o =0 =0
22 — 22 prr 4 23 _ 23 50? )
ab—t(rz)al ab_t(%)al
=)l | =)0 9U; _| =)l | =m0 9Y,;
6212 + 61 12 - 621 + 61 13 s
X X .
2
—(r,).1 —(15).1 —(r,).1 —(15).1
O- 2 ‘ — 3 O- 2 ‘ — 3
22 _ 22 ot 23 _ 23 ot
—()l| =)l —()l| =)l
! o 2 o0 2 ‘m I
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)| =( )08_(”1
—(r, —(r,

621 +Gll a

o5 % 3

s
(rl)l +G§?)O a
ax

1

s
—(4),1‘ &)l —(4),1‘ &)l
G =0 G =0
22 o5 22 ég;r’ 23 o5 23 60;’
().l — ().l
{c—syf%waxﬂﬁ—a”f } {62’5*463“"’—8”'3} ,
) ox
xl ~ 1 +
123 6
()1 — =)l ()1 — =)l
(4] ‘ =0 c ‘ =0 (5.20)
22 e 22 602 4 23 e 23 602

olur. Bdylece, birinci yaklasim icin Laplace doniisiimiine gore diizenlenmis ydnetici
denklemler, sinir ve temas kosullar1 (5.16)-(5.20) ile ifade edilmektedir. Yukarida verilen

ifadelerde, G'*" sifirnci yaklasima ait gerilmeleri gostermektedir. Bolim 2°de belirtildigi

gibi her bir yaklasim, kendisinden onceki yaklagimlara ait biiyiikliikleri icermektedir. Ayrica
A ve W operatorler olup, Laplace doniisiimii uygulanmanus hali (3.9)’da verilmistir.
(5.16)-(5.20) denklem ve ifadelerinde, carpim durumundaki biiyiikliiklere Laplace doniistimii
uygulanirken karsilasilan giicliikler ve bu giicliiklerin asilabilmesinde Boliim 3’te aciklanan

islemler tekrarlanmistir.

Birinci yaklagima ait simir deger probleminin ifadelerinde, sifirinct yaklasima ait gerilme
biiyiikliigiiniin bulunmasi sebebiyle, oncelikle sifirmnc1 yaklagimin ¢oziimii belirlenecektir.
Sifirinct yaklasimin ¢6ziimii, ele alinan sinir kosullari ve yiikleme durumu ile bilinen mekanik

goriisler cercevesinde dogrudan yazilabilir (Bolim 3):

(2)()(t)+h G(l)()(t) — ph, (2)()(t)/E*(2) _G(l)()(t)/E*(l) (521)
Burada,
E"Y¢() = E\ o)+ [ EV (1-n)e(r)dT (5.22)

oldugu g6z Oniine alinirsa, sifirinci yaklasimin Laplace doniisiimiiniin ¢6ziimii

E"® (2h, +h.)
s(2hE® +nE"")’

—=(n),0 _ =(nr),0 _
o =00 =
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7
=)0 _ =<(1).0 E
611 - 611 =E(2) ?
E (2)

50 =0, (jj#11) (5.23)

olarak elde edilir.

Boliim 3’te aciklandig lizere, tez gercevesinde incelenen delaminasyon burkulma problemi
icin kritik parametrelerin belirlenmesinde, sifirinc1  yaklasimin ¢6ziimiinde, smurlar
civarindaki gerilme yayilimlarinin homojen olmamasi durumu gozardi edilmistir. Boylece
stfirinc1 yaklasimin ¢dziimii sonucunda elde edilen gerilmeler (5.23) ile verilebilir. Birinci
yaklagimin ¢6ziimil i¢in (5.16)-(5.20) ile verilen sinir deger probleminin ¢dziimii yapilmalidir.

Birinci yaklagimin ¢6ziimii, bir sonraki alt boliimde ele alinacaktir.

5.2 Sonlu Elemanlar Modeli

Birinci yaklasimin Laplace uzaymnda verilmis (5.16)-(5.20) sinir deger problemine ait sonlu

eleman formiilasyonunun belirlenmesinde,

| | | 3 1 0 (ﬁ)l ab—l(’k),l a—(f i)l a—(n)l
H(u(r‘) uz(rk) ’—(rA) Z J'J'J' —(rA) (rA) (t ) 1 + 6(4)1 +(—$(n)1
= 2% ox, ox, ox, ox,

(1Y A= ()11 Tl T
6(m1+6<rk>o(t)a” ) duy" —(mla ' _H—;(rma -
21

ox, ox, ox, ox,
_ dm \om ! _am . omt
Ggrf')l G(r‘)o(t) 3 + (rA)l +6;r3k)1 3 dxldxzdx3
ox, ox, ox, ox,
(I3+030)/2 (£1+(19)/2 -
1 o _
TRk f g drdx, -
(£3=L30)/2 (£=Ly)/2 § Xy =h;—0
(I3+030)/2 (£1+(19)/2
1 of " _
il 6(’3)0(1, ) f (ra)l dxldx3 _
(£3=l30)/2 (£1=y)/2 § Xy=hp+0
(L3+030)/2 (£1+(19)/2 1 f
(h)() (f ) —(r;)l dxldx3 _
(L3=L30)/2 (41=L)/2 § 1 x2:(11F+11C)—()
(I3+030)/2 (£1+(19)/2 f
0 — 1
o, ) " dx,dx, (5.24)
(£3=L30)/2 (41=L)/2 § 1 X, :(hF +hc)+()
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fonksiyoneli ve Ritz teknigi kullamlmustir. Belirtelim ki; (5.24) fonksiyonelinin yer
degistirmelere gbre birinci varyasyonunun sifira esitliginden,
or7

3| oll o7
81T = Sit " + i + 2§ | =0 (5.25)
kZ:I: ab_ll(rk ) 1 alx_lz(rk ) 2 ab_l;rk ) 3

birinci yaklagima ait alan denklemleri ve gerilmelere gore verilmis sinir kosullar1 elde
edilmektedir. Bu islemler yapilarak, (5.24) fonksiyonelinin, ele alinan sinir deger problemine

0zdes bir fonksiyonel oldugu gosterilmektedir.

Sonlu eleman c¢oziimiinde, ¢oziim bolgesi ve yiikleme durumu goz Oniine alindiginda,

xi=0,12, xy=h/2 ve x,=1/(,/2 diizlemlerine gore simetri dzelliginden yararlanilarak,

plagin 1/8’lik parcast gdz Oniine alinmistir. Buna gore, ele alinan ¢6ziim bdlgesinin 1/8’lik

parcast sonlu sayida alt bolgeye (sonlu elemana; 2

oy k=1,2,...M) ayriklagtirilmistir.

Dolayisiyla,

v=|)e (5.26)

M
k=1

olur. Sonlu eleman ayriklagtirmasi, sayisal sonuglarin yakinsakligi 6zelliginden ve
literatiirdeki uygun sayisal sonuglara en iyi yaklasimin saglandigi sonlu eleman ag1 arasindan
secilmistir. Bolgenin ayriklagtirmasinda, biitiin bolgede sekiz nodlu standart dikdortgen
prizmatik sonlu elemanlar kullanilmistir (Zienkiewicz, O. C. ve Taylor, R. L., 1989). Sonlu

eleman ayriklastirmasinda plagin 1/8’lik parcasi, Ox, dogrultusunda 20, Ox, dogrultusunda
12 ve Ox; dogrultusunda 20 adet dikdortgen prizma seklindeki sonlu elemana
ayriklastirilarak, toplamda 4800 adet sonlu eleman, /,,=/,,=0.5¢, durumu icin; 5833
diigiim noktas1 ve 16000 serbestlik derecesi kullanilmugtir.

Tez kapsaminda yer degistirme esasli sonlu elemanlar yontemi kullamldigindan (diigiim
noktalarinda sadece yer degistirme biiyiikliigii bilinmeyen olarak alindigindan), her bir sonlu
eleman i¢in aranan yer degistirme fonksiyonunun ifadesi polinom olarak secilir. Bu

fonksiyonun, sekil fonksiyonlar1 ve diigiim noktalarinda aranan yer degistirmeler kullanilarak

ifadesi
u® =N®a® k=12,..M (5.27)

olarak yazilabilir. (5.27) ifadesi, (5.24) fonksiyonelinde yerine yazilinca Ritz teknigi
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yardimiyla uygun cebirsel denklem sistemi elde edilir:
Ka=r. (5.28)

(5.28) cebrik denklem sisteminin ¢oziilmesiyle, diigiim noktalarinda aranan yer degistirme
degerleri, dolayisiyla her bir sonlu elemanda, yer degistirme fonksiyonunun Laplace
uzaymdaki formu belirlenir. Bu fonksiyonlarin ilkel (orijinal) degerlerinin belirlenmesinde

Schapery (1966) yontemi kullanilmigtir (B6liim 2.4).

Onceki boliimlerde oldugu gibi bu béliimde de ele alman problemin ¢oziimiiniin gerektirdigi

biitiin algoritma ve programlar tarafimizdan yapilmistir.

5.3 Sayisal Sonuclar ve Degerlendirme

Iki adet i¢ catlak iceren sandvi¢ kalin plagin delaminasyon burkulmasi; ¢ekirdek tabakamin ve
dis tabakalarin malzemesi elastik ile cekirdek tabakanin malzemesi elastik ve dis tabakalarin
malzemesi lineer viskoelastik olmasi durumlarina gore, iki ayr1 problem halinde incelenmis
ve sayisal sonuglar ayri ayri verilmistir. Cekirdek tabakasinin malzemesine ait mekanik
sabitler E® ve v, dis tabakalarin malzemesine ait mekanik sabitler E® ve v'® ile
gosterilmektedir. Viskoelastik malzemenin mekanik sabitleri olan E® ve v'® ifadeleri

(3.32)-(3.34) ile verilmistir.

Catlak ylizeylerine baglangicta verilen on egintinin saglamasi gereken kosullara uygun olarak,

(5.5) ifadesinde verilen f(x,,x;) fonksiyonu

T Yy T 0, -/
*(x,x)=%0 sin®| —| x, ——— | Ixsin?| —| x, ———30 5.29
f ( : 3) a [gl()( : 2 jj (fm( ’ 2 jj ( )

seklinde secilmistir. (5.29) fonksiyonu, ¢atlagin alt ve {ist yiizeylerinin birbirine gore simetrik

ama zit yonde egrilige sahip olmasina kars1 gelmektedir (Sekil 3.2).

Yapilan hesaplamalarda, boyutsuz reolojik parametre ®=®_/®, ve boyutsuz zaman

="t kullanilmustir. Sayisal sonuglarin elde edilmesinde, /¢, =0.15, v =v{¥ =0.3

degerleri sabit kalmak iizere, diger malzeme ve geometrik parametrelerin degisiminin, kritik
parametreler {izerindeki etkisi incelenmis ve elde edilen sayisal sonuglar izleyen alt

boliimlerde verilmistir.
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5.3.1 Elastik Dikdortgen Sandvi¢ Plakta Delaminasyon Burkulmasi

Bu alt boliimde, sandvi¢ kalin plagi olusturan her ii¢ tabakanin elastik malzemeden yapilmasi

durumu incelenmistir. Boyutsuz zaman parametresinin ¢ =0, t'=oo degerleri i¢in, sirasiyla
Puo! EV. p,../ EV seklinde ifade edilecek olan kritik delaminasyon burkulma kuvvetleri

aragtirilmigtir. ¢’ =co i¢in yapilan hesapta, =2, o =-0.5 degerleri kullanilmigtir.

Pio’ E"

Cizelge 5.1 E” / E" degisiminin, o degerlerine etkisi (v, =1, ¢, /¢, =0.5,

kr.oo

0! 0,=05, h 10, =0.0375)

10

Pio! E"
Prr oo /EY

0.0139
0.0097

EP/EY

0.3

0.0230

0.5 0.0161

0.0451
0.0317

0.0873
0.0618

0.2051
0.1466

0.3847

10 0.2773

0.7027

20 0.5147

Cizelge 5.1°de, tabakalarin elastisite modiilii oranlarinin ( E” / E") degisiminin, p, ,/E"
(pay) ve p, ./ E" (payda) kritik burkulma kuvveti degerlerine etkisi incelenmistir. Tabloda
dig tabakalarin malzemesinin elastisite modiilii, ¢ekirdek tabakasinin elastisite modiiliinden
kiigiik (bityiik) olmast E”/E" <1 (E”/E" >1) durumlarina ait sayisal sonuglar
verilmistir.  E” /E" =1 durumu, biitin tabakalarin aym malzemeden yapildigini

gostermektedir. Buna gore tablodaki sayisal sonuclardan, dig tabakalarin i¢c tabakaya gore

elastisite modiilii oraninin artmasiyla, kritik burkulma kuvveti degerlerinin de arttigi
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goriilmektedir. Dig tabakalarin elastisite modiilii degeri azaldikca, kritik burkulma degerleri

azalmaktadir.

@
Cizelge 5.2 h, /¢, ve E® / E® degisiminin, % degerlerine etkisi (y;, =1,
kr.oo

0o/, =05, 0,/0,=05)

he !4, 1 5 Gl 5 10
001250 | G0y | ooiss | 00574 | 00723
001875 | (o136 | 00237 | 00575 | 01105
002500 | G176 | oose | 00829 | 01386
003125 | Gores | 00475 | 01131 | 02148
003750 | 00317 | 0ois | 01466 | 02773
004375 | G397 | 00773 | 01828 | 03453
00000 | Gt | 0o9ss | 02213 | 04183
005625 | Goses | otoz | 02618 | 04973

Cizelge 5.2°de, Ox, dogrultusundaki dis tabaka kalinliklari (%, / ¢,) degisiminin, p, ,/E"
(pay) ve p, . /E®™ (payda) kritik burkulma kuvveti degerlerine etkisi verilmistir. Sayisal

sonuclar incelendiginde, dis tabakalarin kalinhig1 ve/veya dis tabakalarin elastisite modiilii

arttik¢a, kritik burkulma kuvveti degerlerinin arttig1 goriilmektedir.

I¢ catlak icin elde edilen Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2 ile bant catlak i¢in elde edilmis olan,
sirastyla Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4 ve kenar catlak i¢in elde elde edilmis olan, sirasiyla
Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2°de verilen sayisal sonuglar karsilastirilirsa, ayni parametre
degerleri icin, sandvi¢ plagin i¢ ¢atlak icermesi durumunda elde edilen kritik delaminasyon
burkulma kuvvetlerinin, bant veya kenar catlak icermesi durumlarinda elde edilen uygun

degerlerden daha biiyiik oldugu goriilmektedir.
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Piro . Piro =0
O’ RO — =

0.60 qF  E et =0

J w=2,0=-0.5

. 3/ £,,=0.5

hg / £,=0.0375
0.40
} EP/ED=10

0.20

_\\ _______ } E§)2)/E(l)=5

:‘& __________ } EQEO=

] T === } EQED =1

0

000 ) ] ) I 1 LI} I LI L] I LI B | I LI 1 I

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 ‘io/l

Sekil 5.2 Cesitli £,,/ ¢, ve E” /E" i¢inelde edilen p,,/E" ve p,. . /E®" degerlerinin,
0,0/t e bagh degisimi (v, =1, (5, /¢,=0.5, h, /¢, =0.0375)
Sekil 5.2°de, Ox; dogrultusundaki i¢ ¢atlak uzunlugunun (£, /¢, ) degisiminin, p, ,/E" ve
Pu.. | EV degerlerine etkisi grafik olarak verilmistir. Sekil 5.2’deki grafiklerden goriildiigii
lizere, Ox, dogrultusundaki catlak uzunlugu azaldik¢ca ve/veya dig tabakalarin elastisite
modiilii arttik¢a, kritik burkulma kuvveti degerleri artmaktadir. Parametrelerin v, =1,
ly/€,=05 ve h./l =0.0375 degerleri i¢in ¢izilmis olan bu grafik, diger parametre

degerleri icin de benzer ozellikler gdstermektedir.
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pkrAO - pkﬂ
O O
1.00 _E b A Bant catlak
- —t'=0.0
: --- t=w
0.80 EJ/ED=10 ®=2,0=-0.5
] 6,/4,=05
0.60 1 hy/¢=0.0375
0.40 —
0.20 -
0.00
0.20 0.40 0.60 0.80

Sekil 5.3 Cesitli ¢,,/¢, ve E;” /E" i¢in elde edilen p,.,/E" ve p, . /E®" degerlerinin,
(/¢ ebagh degisimi (v, =1, ¢,/ ¢, =0.5, h, /¢, =0.0375)
Sekil 5.3’te sandvi¢ kalin plagin i¢ catlak icermesi durumu i¢in, Ox, dogrultusundaki catlak
uzunlugunun (/,,/¢,) farkli degerlerinde hesaplanan kritik delaminasyon burkulma kuvveti

degerleri verilmistir. Ayrica sandvi¢ kalin plagin bant ve i¢ catlak icermesi durumlarinin
birbiriyle karsilastirilabilmesi i¢in aym sekil iizerinde, sandvi¢ kalin plagin bant catlak

icermesi durumunda (Boliim 3) elde edilen uygun kritik burkulma degerleri de gosterilmistir.

Sekil 5.3’te verilen grafiklerden; yap1 elemaninin i¢ catlak igermesi durumuna ait sayisal
sonuglar kendi i¢inde incelendiginde, Ox,; dogrultusundaki catlak uzunlugu azaldik¢a ve/veya

dis tabakalarin elastisite modiilii arttikca, kritik burkulma kuvveti degerlerinin arttigi

goriilmektedir.

Sandvi¢ plagin tabakalar1 arasinda bant veya i¢ catlak icermesi durumunda elde edilen kritik
burkulma kuvveti degerleri karsilastirildiginda, i¢ catlagin Ox, dogrultusundaki uzunlugu
arttikga (/,,/¢, degeri biiyiidiike) elde edilen kritik burkulma kuvveti degerlerinin, tabakalar

arasinda bant catlak olmasi durumu icin elde edilen uygun kritik burkulma kuvveti
degerlerine kiiciilerek yaklastigi goriilmektedir. Her iki durumda mesnetlenme tipi aynmi

oldugu icin, i¢ catlak durumundaki catlak uzunlugunun (/,,) artarak, bant catlak
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durumundaki ¢atlak uzunluguna (/,) yaklasmasiyla hesaplanan kritik burkulma kuvveti

degerlerinin, bant catlak durumundan elde edilmis olanlara yaklasmasi istenilen bir sonugtur.

Bu durum hem #'=0, hem de #'=o0’da hesaplanan kritik burkulma kuvveti degerleri i¢in

saglanmaktadir.
-V
1.00 (307 £10=0.5882
0.00
7 E30 / Kl =0.50
1 E®Q/E0=10
-1.00 - ‘
1| hp/0=0.0375
- X2 / ﬁl = hF / fl
T X3 / gl = K3 /2
-2.00 T | T | T T T T T | (X] /61)100
0 10 20 30 40 50

Sekil 5.4 Catlak yiizeyindeki diisey yer degistirmelerin, baz1 (,,//¢,, degerlerinde, x,//, e
gore degisimi (x; =/,/2, x,=h,. —0)
Sekil 5.4’te bazi catlak kenar uzunlugu oranlart (¢, /() i¢in, x, =(,/2 ve x,=h,—0
diizlemlerinin ara kesitindeki ¢atlak yiizeyinde bulunan diisey yer degistirmelerin, x,//, e
gore yayillmu gosterilmistic (¢,,/¢,=0.5, h,/{,=0.0375, E®/E® =10). Burada

grafiklerin diisey eksenindeki degerler (4.30) ifadesinden belirlenmistir.

Sekildeki grafiklerden, burkulma modlarinin, sandvi¢ kalin plagin i¢ catlaklar icermesi
durumunda da (kenar catlakta oldugu gibi) ¢, /¢,, oranma onemli dlgiide bagh oldugu
goriilmiistiir. Bu oran kiiciildiikce, catlak yiizeyindeki diisey yer degistirmelerin yayilliminin,
baslangicta catlak yiizeylerine verilen ve (5.29) denklemi ile gosterilen 6n eginti formundan
uzaklasarak, farkli bir yayihm gosterdigi goriilmektedir. Bu farkliligin olusumu ve gelisimi

Sekil 5.4 ile gosterilmektedir.
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Burkulma modunun baslangi¢ eginti formundan farklilastigi ¢,,/¢,, oramnin degeri (gecis
degeri) (,,/(,, =y =sabit ile gosterilmistir. Sekil 5.4’te, verilen parametre degerleri igin
cizilmis olan grafikler incelendiginde, ¥ =0.8333 (gecis degeri) degerinden kiiciik olan

04/, oranlarinda, burkulma modunun 6n eginti formundan uzaklastigi goriilmektedir.

Buna gore, /,,/(,,>%(=0.8333) durumunda iken burkulma modu, baslangicta catlak

ylizeylerine verilen ©n egintinin formuna uygun diismekte (Sekil 5.5), ancak

03/l <%(=0.8333) durumunda ise, burkulma modu 6n eginti formundan farkl bir formda

gerceklesebilmektedir (Sekil 5.6).

(2),5::(2) 2),.(2)
Ey u, Eyu,

lp Lp

(@) (b)

Sekil 5.5 Ele alinan sandvi¢ kalin plakta, ¢,,/¢,, >7(=0.8333) i¢in, x, =h, —0 yiizeyinin
burkulma modu a) x, = ¢, diizleminden goriiniim b) x, = ¢, /2 diizleminden goriiniim
x, = h, ’deki ¢atlagi alt yiizeyine (x, =h, —0, (,/2<x,<(,, 0<x </, /2) ait noktalarin,
diisey dogrultudaki yer degistirmelerinin  yiizey grafigi (burkulma  modu),
Ly !, 2%(=0.8333) durumu icin Sekil 5.5 ile verilmistir. Sekil 5.5a’da verilen yiizey
grafigi, x, =/, diizleminden goriinlimii (6n yliz), Sekil 5.5b’de verilen yiizey grafigi,
x, =/, /2 diizleminden goriiniimii (arka yiiz) ifade etmektedir. Bu grafigin elde edilmesinde
kullamlan  parametre degerleri v, =1, /(¢,,/¢,=05, (,,/¢,=05, (,,/(,=1.0,
h. /¢, =0.0375, Eéz)/E(” =10 ve (pkr‘o /EY — p/E(l)) <10™ olarak alnmistir. Sekilde

eksenler x(=x) ve z(=/,—x;) ile gosterilmistir. Sekil 5.5’ten goriildiigii (iizere,
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04/l (=1.0)=%(=0.8333) durumunda iken ¢izilen burkulma modu, 6n egintinin formuna

uygun diismektedir.

Sekil 5.5 ve burada yer verilmeyen, ¢, /¢, 2%(=0.8333) durumunu saglamak iizere,

E®/E® ve h, /¢, parametrelerinin gesitli degerlerinde cizilen burkulma modlarimin da

catlak yiizeylerine verilen 6n eginti formuna uygun oldugu goriilmiistiir.

Sekil 5.6 Ele alinan sandvi¢ kalin plakta, ¢,,/¢,, <x(=0.8333) i¢in, x, =h, —0 yiizeyinin
burkulma modu

x, =h, ’deki catlagin alt yiizeyine (x, =h, -0, ¢,/2<x,</(,, 0<x, </, /2) ait noktalarin
diisey dogrultudaki yer degistirmelerinin  yiizey grafigi, (burkulma modu),
L3/ 00 <%(=0.8333) durumu icin Sekil 5.6 ile verilmigtir. Bu grafigin elde edilmesinde
kullanilan parametre degerleri vy, =1, /¢, /¢, =05, (/¢ =065, [/, /¢, =0.6250,
hp1¢,=0.0375, EP/E® =10 ve (p,,/E”—p/E"”)<10" alnmistrr. Sekilde eksenler
x(=x,) ve z(=(,;—x,) ile gosterilmistir. Parametrelerin verilen degerleri icin
04/ (=0.6250) < (=0.8333) oldugundan, ¢izilen yiizey grafiginin 6n egintinin formuna

uygun diismedigi goriilmiistiir.

Sekil 5.6’dan ve burada yer verilmeyen /, /¢, <%(=0.8333) durumunu saglayan

parametrelerin ¢esitli degerleri icin cizilen burkulma modlarmin, catlak ylizeylerine

baslangicta verilen 6n egintinin formundan farkh oldugu tespit edilmistir.
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0.50 7"
i hg/ £1=0.05625
0.00
i hp / £,=0.01250
-0.50 . EQ/EO= 10
1 ¢,70,=05
100 g0, =065
1 /0, =0.7692
150 X, /0, =h, /1,
1 x/6 =072
-2.00 — 17T X1/(1)100
0 10 20 30 40 50

Sekil 5.7 Catlak yiizeyindeki diisey yer degistirmelerin, baz1 h,. /¢, (=0.01250, 0.02500,
0.03750, 0.05000, 0.5625) degerleri i¢in, x,/¢, e gére degisimi (x,=/¢,/2, x,=h, —0)
Sekil 5.7°de baz1 h, /¢, degerleri igin, x, =¢, /2 ve x, =h, —0 diizlemlerinin ara kesitindeki
catlak yiizeyinde bulunan diisey yer degistirmelerin, x, / ¢,’e gore yayilimi, parametrelerin
U/t =05, £,,/t,=0.65, £,/0,=0.7692, E/E" =10 ve (p,,/E”-p/E")<10™

degerlerinde verilmistir. Grafigin diisey ekseninde gosterilen biiyiikliikler (4.30) ifadesinden
belirlenmistir. Sekil 5.7°de verilen grafiklerden, sandvi¢ kalin plagin i¢ c¢atlaklar icermesi

durumunda, &, / ¢, (catlak ile serbest yiizey arasindaki mesafenin) parametresinin

degistirilmesinin burkulma modunu ¢ok etkilemedigi goriilmektedir.

5.3.2 Viskoelastik Dikdortgen Sandvi¢ Plakta Delaminasyon Burkulmasi

Bu boliimde, ele alinan sandvi¢ kalin plakta, dig tabakalarin lineer viskoelastik ve cekirdek
tabakasinin elastik bir malzemeden yapildigit kabul edilmektedir. Cesitli malzeme

parametrelerinin viskoelastik sandvi¢ plagin delaminasyon burkulmasima etkisi, plagin i¢

catlaklar igermesi durumu igin ele alinarak, sabit bir p/E" dis basing kuvveti igin
delaminasyon burkulmasina neden olan ¢, kritik zaman degerleri belirlenmistir. Belirtelim ki,
t;. kritik zaman degerleri belirlenmesinde kullanilan p/E™ statik dis basincin degeri (3.37)

esitsizliginden secilmistir (B6liim 3).
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Cizelge 5.3 Cesitli h, /¢, ve E” / E" i¢in hesaplanan ¢, degerleri (v, =1, £,,/¢,=0.5,
lo!l,=05, 0=2, aa=-0.5)

ho !0,
E®/E® 0.0375 0.0250 0.0125
plEY | 6, | p/EY | 1, | p/EY | &
0.0430 | 0.002 | 0.0240 | 0.001 | 0.0105 | 0.003
1 0.0420 | 0.005 | 0.0230 | 0.009 | 0.0100 | 0.015

0.0410 | 0.011 | 0.0220 | 0.030 | 0.0090 | 0.172
0.0840 | 0.001 | 0.0450 | 0.008 | 0.0210 | 0.001
2 0.0830 | 0.002 | 0.0440 | 0.016 | 0.0200 | 0.010
0.0820 | 0.004 | 0.0430 | 0.030 | 0.0190 | 0.038
0.1900 | 0.007 | 0.1070 | 0.009 | 0.0510 | 0.001
5 0.1800 | 0.034 | 0.1060 | 0.012 | 0.0500 | 0.004
0.1700 | 0.136 | 0.1050 | 0.016 | 0.0490 | 0.008
0.3700 | 0.001 | 0.2050 | 0.007 | 0.1000 | 0.001
10 0.3600 | 0.005 | 0.2000 | 0.016 | 0.0950 | 0.008
0.3500 | 0.013 | 0.1950 | 0.031 | 0.0900 | 0.035

Cizelge 5.3’te farkli h,/¢,, p/E" ve E?/E" icin bulunan #, degerleri, m=2 ve
o=-0.5 igin verilmistir. Sonuclardan goriildiigii lizere, p/E" degerleri arttikca (veya

Puo! E" degerine yaklastikca) kritik zaman degeri azalmaktadir.
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Cizelge 5.4 Cesitli ® ve a igin hesaplanan 7, degerleri (y,, =1 .,¢,,/¢,=0.5,¢,/¢,=0.5,
h, /¢, =0.0250)

EPIEY | plEY o ® f,
1 0.012
-0.5 2 0.016
3 0.025
2 0.0440
-0.3 0.044
-0.5 2 0.016
-0.7 0.001
1 0.009
-0.5 2 0.012
3 0.017
5 0.1060
-0.3 0.029
-0.5 2 0.012
-0.7 0.001
1 0.011
-0.5 2 0.016
3 0.023
10 0.2000
-0.3 0.042
-0.5 2 0.016
-0.7 0.001

Cizelge 5.4°de farkli elastisite modiilii oranlarinda, viskoelastik malzemenin reolojik

parametrelerinin (® ve o) c¢esitli degerlerinin, kritik zaman iizerindeki etkisi p;, =1,
(! 0,=05, ¢,/0,=05 ve h,[l,=0.0250 i¢in arastrilmistir. Tabloda verilen sayisal
sonuglardan goriildiigii iizere; kritik zaman degeri, ® arttikca artmakta ve |0c| arttikca

azalmaktadir. Daha Once sandvi¢ kalin plagin tabakalar1 arasinda bant ve kenar catlak
bulunmas: halinde elde edilen etkiye benzer olan bu durum, bilinen mekanik goriislerle

uyumludur.
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6. GENEL DEGERLENDIRME VE SONUCLAR

Ele aliman doktora tezi cercevesinde, elde edilen sonuclar ve degerlendirmeler asagida

maddeler halinde verilmistir:

1.

Tez kapsaminda, yapisinda catlak (bant, kenar ve i¢ catlak) bulunan elastik ve lineer
viskoelastik malzemeden yapilmis ii¢ tabakadan olusan dikdortgen sandvi¢ kalin
plagin, catlaklar dogrultusunda etkiyen statik normal dis basing kuvveti etkisinde

delaminasyon burkulma problemi incelenmistir.

Ele alman viskoelastik kalin plagin delaminasyon burkulmasina sebep olan kritik
parametre degerleri, catlak yiizeylerinde 6nceden var oldugu kabul edilen kiiciik 6n
egintilerin, dis basing kuvveti etkisinde (elastik durum) veya sabit dis basing altinda
zaman ilerlerken (viskoelastik durum) biiyiliyerek sonsuza gitmesi kriterinden

(baslangic eginti kriteri (Hoff, 1954)) yararlanilarak belirlenmistir.

Ele alinan delaminasyon burkulmasi probleminin matematiksel modeli; Lineerize
Edilmis U¢ Boyutlu Stabilite Teorisi cercevesinde, pargali homojen cisim modeli ve

lineer viskoelastisite teorisinin {i¢ boyutlu kesin denklemleri yardimiyla kurulmustur.

Incelenen delaminasyon burkulma problemine ait matematiksel modelin ¢oziimiinde;
Laplace doniisiimii, sinir tipli pertiitbasyon teknigi, ii¢ boyutlu sonlu elemanlar

yontemi ve Shapery yontemi kullanilmistir.

Cesitli geometrik ve malzeme parametrelerinin, kritik parametrelere (elastik durumda
kritik dis basing kuvveti ile viskoelastik durumda kritik zaman degerine) etkileri

incelenmistir.

Sonlu eleman modellemesinde; diigiim noktalarinda bilinmeyen olarak sadece yer
degistirmeler alinarak (yer degistirme esasli sonlu elemanlar yontemi), ¢dziim
bolgesi sonlu adet alt bolgeye (sonlu elemana) ayriklastirilmis ve bu ayriklastirma

isleminde, sekiz nodlu standart dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar kullanilmistir.

Her sonlu eleman iizerindeki sayisal islemler, normalize edilmis koordinatlar
yardimiyla yapimistir. Hesaplamalarda karsilasilan biitiin integraller, 10 Gauss

noktast kullanilarak Gauss karelemesi yardimiyla sayisal olarak yapilmistir.

Tez cergevesinde ele alinan problemlerin ¢oziimiiniin gerektirdigi biitiin algoritma ve

programlar tarafimizdan yapilmis, bu algoritma ve programlardan elde edilen sayisal
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sonuglar 6zel durumda literatiirdeki uygun sonugclar ile karsilastirilarak, algoritma ve

programlara giiven saglanmistir.

Tez cercevesinde ele alinan her bir problemde, geometrik ve malzeme parametrelerinin

degisiminin kritik parametrelere etkisi genis bicimde incelenmis, sayisal sonuglar ¢ok

sayida cizelge ve grafik seklinde verilmistir. Elde edilen sayisal sonuclarin

degerlendirilmesi asagida sunulmaktadir:

1.

Sandvi¢ kalin plagin tabakalar1 arasinda bant, kenar ve i¢ catlak bulunmasi
durumlarindan elde edilen kritik delaminasyon burkulma degerleri, ayn1 parametre
degerleri i¢in karsilastirnnldiginda; sandvi¢ plagin i¢ catlak icermesi durumunda elde
edilen kritik delaminasyon burkulma kuvvetlerinin, bant veya kenar catlak icermesi

durumlarinda elde edilen degerlerden daha biiyiik oldugu goriilmektedir.

Her ii¢ tip catlak durumunda, sandvi¢ kalin plagin tabakalar1 arasinda bulunan
catlaklarin boyutlarinin kiiciiltiilmesi, dis tabakalarin elastisite modiillerinin ve/veya

kaliliklarinin artmasiyla kritik delaminasyon burkulma degerlerini artmaktadir.

Sandvi¢ kalin plagin Ox, dogrultusundaki uzunlugunun arttirilmasiyla elde edilen

kritik burkulma degerlerinin azalarak bir asimtoda yaklastig1 tespit edilmistir. Bu
asimtot degeri, diizlem sekil degistirme durumundaki uygun problemin ¢ziimiinden

elde edilen sayisal sonuclarla uyum gostermektedir (Cizelge 3.2).

Yapi1 elemaninin bant ¢atlak igermesi durumunda elde edilen burkulma modu, ¢atlak
yiizeylerine baslangicta verilen on egintinin formu ile uyum gostermektedir (Sekil
3.3). Sandvi¢ kalin plagin tabakalar1 arasinda bant ¢atlaklar bulunmasi durumunda;
malzeme ve geometrik parametrelerin degisiminin, plagin burkulma modunu

etkilemedigi tespit edilmistir.

Yapi1 elemaninin kenar veya i¢ catlak icermesi halinde elde edilen burkulma modu,
yapidaki ¢atlagin kenar uzunluklari oranina (/,,/¢,, ) bagh olarak degismektedir. Bu
oran belirli bir degerin altinda kalirsa; sandvi¢ kalin plagin burkulma modu, ¢atlak
yiizeylerine baslangigta verilen ©On egintinin formundan farkli bir formda
gerceklesmektedir (Sekil 4.6, Sekil 5.6). Sandvi¢ plagin kenar catlak (i¢ catlak)

icermesi durumunda; plagin delaminasyon burkulma modunun, 4, (catlak ile plagin

serbest yiizeyi arasinda kalan kismin kalinligi) parametresi degisiminden etkilendigi

(Sekil 4.8) (etkilenmedigi (Sekil 5.7)) tespit edilmistir.
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6. Dis tabakalar viskoelastik malzeme olarak ele alindiginda; p/E"
(po/EV<plEV<p,,/E") degerleri arttikca (veya p,,/E" degerine

yaklastikca), kritik zaman degerlerinin azaldig1 goriilmektedir.

7. Ele alinan viskoelastik malzemenin reolojik parametrelerinin kritik zaman iizerindeki

etkisi, her ii¢ tip ¢atlak durumunda da bilinen mekanik goriislere uymaktadir.

Tez cergevesinde ele alinan viskoelastik sandvi¢ plaklarm delaminasyon burkulma
problemlerinin ii¢ boyutlu kesin teoriler cer¢evesinde modellenmesi ve ¢6ziimii, bu alanda ilk
tesebbiisleri olusturmaktadir. Ele alinan problemlerin ¢6ziimii; siur tipli pertiirbasyon teknigi,
tic boyutlu sonlu elemanlar modellemesi Laplace doniisiimii ve Shapery yontemi yardimiyla
yapilabildiginden, kullanilan bu yontemler baz1 agilardan gelistirilmistir. Tez cercevesinde
elde edilen bilgi birikimi, bu calismadan sonraki ¢aligmalara énemli bir baz teskil edecektir.
Ayrica tez cergevesinde elde edilen sayisal sonuclarin, yaklagik teoriler cergevesinde yapilan
arastirmalardan elde edilen sayisal sonuclarin gegerlilik sinirlarinin belirlenmesinde veya
sonraki arastirmalarin sayisal sonuglarimin test edilmesinde ©Onemli yer tutabilecegi

ongoriilmektedir.
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