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OZET

SICAKLIK ETKiSi ALTINDAKi FONKSIYONEL DERECELENDIRILMI$
KiRISLERIN BURKULMA SONRASI DAVRANISLARININ iNCELENMESI

Seref Doguscan AKBAS

insaat Mihendisligi Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Turgut KOCATURK

Bu calismada fonksiyonel olarak derecelendirilmis kirislerin sicaklik etkisi altinda
burkulma sonrasi davranisi incelenmistir. Problemin ¢6ziimiinde kirisler, Timoshenko
kiris teorisi, iki boyutlu siirekli ortam modeli ve (li¢ boyutlu siirekli ortam modeli
cercevesinde ele alinmistir. Her (ic durumda da toplam Lagrangian formilasyonu ile
birlikte sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Kirisin malzeme 6zellikleri, Kkiris
kalinligi boyunca fonksiyonlara bagh olarak belirlenmistir. Bilindigi gibi burkulma
sonras! davranis problemi geometrik dogrusal olmayan bir problemdir. Bununla
birlikte, yer degistirmis konum Uzerinde yazilan geometrik dogrusal olmayan
denklemler daha sonra vyer degistirmeler ve donmeler sinirlandirilarak
dogrusallastirilmakta ve bu durum icin c¢ozimler elde edilmektedir. Buradaki
calismada ise yer degistirmeler ve dénmeler Uzerinde herhangi bir sinirlandirma
yapiimamis olup burkulma ve burkulma sonrasi davranis tam olarak
incelenebilmektedir. Yani geometrik dogrusal olmama hali tam olarak g6z 6niine
alinmistir. Ayrica bu calismada, sicakligin malzeme 6zellikleri Gzerindeki etkisi de
incelenmistir. Malzeme o6zelliklerinin sicakliga bagl olarak degismesi ile birlikte, ele
alinan problem, malzeme yoniinden de dogrusal olmayan bir problem olmaktadir.

Sonlu eleman ifadeleri artimsal formda dogrusallastirilmis olarak elde edilmistir. Bu
dogrusallastirma islemi sonucunda eleman teget rijitlik matrisi bulunur. Daha sonra

Xi



eleman teget rijitlik matrisleri kullanilarak sistem teget rijitlik matrisi elde edilir. Son
olarak ise Newton-Raphson sayisal ¢oziim tekniginin kullanimi ile dogrusal olmayan
esitlikler sisteminin ¢6zimi gerceklestirilir. Bilindigi gibi kuvvetli dogrusal olmama
durumunda yikin de birka¢g adimda uygulanmasi gerekli olabilmektedir ve bu
calismada da yik parcalara bollinerek son adimda nihai yike ulasiimistir. Sayisal
hesaplarda, MATLAB programi kullanilmistir.

Son yillarda fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler uygulama alanina girmis olup
buna paralel olarak bu konu Uzerinde yogun kuramsal arastirmalar yapilmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler, 6zellikle 1si bariyeri olarak kullaniimakta
olup bu acidan bakildiginda boylesi malzemelerle teskil edilen yapi elemanlarinda
sicakhk degisimi cok 6nem arz etmektedir.

Bu calismada, sicakhk artisi ve farkli malzeme dagilislarina gore, kirislerin yer
degistirmesi, burkulma sonrasi konumlari, kritik burkulma yikleri ve kiris kalinhgi
boyunca gerilme dagilimi detayh olarak incelenmistir. Timoshenko kiris teorisi, iki
boyutlu siirekli ortam modeli ve ¢ boyutlu sirekli ortam modeli arasindaki farklar
burkulma sonrasi durum icin arastirlmistir. Bunlara ilave olarak, sicakligin
malzemenin fiziksel 6zellikleri Gizerindeki etkisi ayrintili olarak arastiriimistir.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel derecelendiriimis malzemeler, Kirisler, Toplam
Langragian sonlu elemanlar yontemi, Burkulma sonrasi davranis, Sicakliga bagl
malzeme ozelligi

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

POST BUCKLING BEHAVIOUR OF FUNCTIONALLY GRADED BEAMS
UNDER THE INFLUENCE OF TEMPERATURE

Seref Doguscan AKBAS

Department of Civil Engineering

PH.D. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Turgut KOCATURK

In this study, post-buckling behavior of functionally graded beams under the
influence of temperature loading is investigated by using total Lagrangian finite
element model of two dimensional continuum, three dimensional continuum and the
Timoshenko beam element approximations. Material properties of the beam change
in the thickness direction according to a power-law function. It is known that post-
buckling problems are geometrically nonlinear problems. In this sudy, there is no
retstriction on the magnitudes of deflections and rotations in the beam. Also, the
temperature dependent material properties are investigated in this study. Hence, the
considered problem is both geometrically and physically nonlinear one.

The considered highly non-linear problem is solved by using incremental
displacement-based finite element method in connection with Newton-Raphson
iteration method. In order to use the solution procedures of Newton-Raphson type,
there is need to linearized equilibrium equations, which can be achieved through the
linearization of the principle of virtual work in its continuum form. As it is known,
when the nonlinearity is strong, it is needed to apply the external load step by step.
In this study, the above mentioned solution procedure is applied. The necessary
computer programs are developed by using MATLAB program.
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Functionally graded materials are a new generation of composites that have many
practical applications and much more attention has been given to this area in recent
years. Functionally graded materials are especially used as thermal barriers:
Therefore the design of functionally graded materials in the high thermal
environments is very important.

With the effects of material gradient property and thermal load, the relationships
between deflections, thermal post-buckling configuration, critical buckling
temperature and stress distributions through the thickness of the beams are
illustrated in detail in post-buckling case. The difference between the results of total
Lagrangian finite element model of two-dimensional continuum, three-dimensional
continuum and total Lagrangian finite element model of Timoshenko beam element
is investigated for functionally graded beams. Also, the differences between
temperature dependent and independent physical properties are investigated for
functionally graded beams in detail in post-buckling case.

Key words: Functionally graded materials, Beams, Total Langragian finite element
method, Post buckling behaviour, Temperature-dependent physical properties

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Son yillarda fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerden yapilmis yapi elamanlarinin
davranislari ile ilgili bircok calisma yapilmistir. Yapilan literatir taramalarinda,
burkulma ve burkulma sonrasi davranis ile ilgili calismalar fonksiyonel
derecelendirilmis plak ve kabuk lzerinde yogunlasmistir. Kirislerin sicaklik etkisi altinda
burkulma ve burkulma sonrasi davranislari ile ilgili cok fazla calismaya rastlanmamistir.
Yapilan calismalarda ise cubuk teorisi kullanilarak belirli kisitlamalarla sonuca
gidilmistir. Ayrica sicakhgin malzemenin fiziksel 6zelliklerine olan etkisi tizerinde pek
durulmamistir. Khdeir [1], Gniform sicaklik dagilimina maruz kalin, orta kalin ve ince
capraz katli laminanth kirislerin termal burkulmasini incelemistir. Sankar ve Tzeng [2],
fonksiyonel derecelendirilmis bir kirisin termo-elastik denklemlerini eksenel gerilme
dagilisini elde ederek kapali formda ¢ozmistiir. Radtgo vd. [3], cift simetrik kesitli bir
egrisel kirisin termal burkulma yikini arastirmistir. Ching ve Yen [4], iki boyutlu
fonksiyonel derecelendirilmis kati cisimlerin, hem mekanik hem de termal yiiklemeler
altinda davranisini agsiz Petrov-Galerkin yontemini kullanarak incelemistir. Librescua
vd. [5] fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerden yapilmis ince cidarl kirislerin
termo-elastik modellemesi ve davranisini arastirmistir. Ching ve Yen [6], fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerin gecici termo-elastik sekil degistirmelerini agsiz Petrov-
Galerkin yontemi kullanarak incelemistir. Na ve Kim [7], fonksiyonel derecelendirilmis
malzemelerin, l¢ boyutlu termo-mekanik burkulma analizini yapmistir. Li vd. [8],
fonksiyonel derecelendirilmis bir kirisin sicakhk etkisi altinda burkulma sonrasi

davranisini incelemistir. Bu ¢alismada Timoshenko kiris teorisi kullanilarak, her iki ucu
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ankastre mesnetli kirisin burkulma sonrasi davranisi shooting yontemi ile ¢ozilmdistar.
Na ve Kim [9], Uniform ve Uniform olmayan sicaklik artisina maruz fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin (¢ boyutlu termal burkulma ve burkulma sonrasi
analizini sonlu elemanlar yontemini kullanarak yapmistir. Lu vd. [10], fonksiyonel
derecelendirilmis kalin kirislerin iki boyutlu termo elastik analizini yapmistir.
Mohammadia ve Drydena [11], fonksiyonel derecelendirilmis egrisel bir kirisin termo-
elastik gerilmelerini incelemistir. Carpinteri ve Paggi [12], cok tabakali homojen
olmayan kirislerin termo-elastik gerilme problemini incelemistir. Rahimi ve Davoodinik
[13], fonksiyonel derecelendirilmis Timoshenko kirisinin termal davranisinin analizini
yapmistir. Kapuria vd. [14], tabakali fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin termal
ylikleme altindaki davranisini sonlu elemanlar modelini temel alan (glinclii dereceden
zikzak teorisi ile incelemistir. Song ve Li [15], mekanik ve termal yiklemeye maruz her
iki ucu ankastre mesnetli fonksiyonel derecelendirilmis kemerlerin burkulma
problemini incelemistir. Xiang ve Yang [16], Timoshenko kiris teorisi cercevesinde,
degisik kalinlikta tabakali fonksiyonel derecelendirilmis bir kirisin, termal olarak
indirgenmis baslangic gerilmeleri altinda serbest ve zorlanmis titresimini arastirmistir.
Li vd. [17], ylUzeyinde piezoelektrik tabakalarla baglh fonksiyonel derecelendirilmis
kirislerin hem sicaklik artisi hem de elektriksel gerilim altinda serbest titresim ve
burkulma sonrasi analizini yapmistir. Ke vd. [18], kenarinda catlak iceren fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden vyapilmis kirislerin burkulma sonrasi davranisini
Timoshenko kiris teorisi ve von Karman kinematik bagintilariyla incelemistir. Pradhan
ve Murmu [19], fonksiyonel derecelendirilmis sandvic kirislerin termo-mekanik titresim
analizini incelemistir. Lim vd. [20], fonksiyonel derecelendirilmis dairesel kemerlerin
titresimini, iki boyutlu elastisite teorisi temelinde sicakhiga bagh olarak incelemistir.
Malekzadeh vd. [21], termal ortamda fonksiyonel derecelendirilmis dairesel egrisel
kirislerin diizlem disi serbest titresim analizini yapmistir. Kiani ve Eslami [22], Euler-
Bernoulli kiris teorisi cercevesinde, cesitli termal yikleme tipi altinda fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerin burkulmasini incelemistir. Alibeigloo [23], piezoeletrik-
aktlator ve sensor ile birlestirilmis fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin elektrik ve
termo-mekanik yukleme altinda analitik ¢6zimind incelemistir. Anandrao [24],

fonksiyonel derecelendirilmis Uniform narin kirislerin termal burkulma sonrasi



davranisini von-Karman sekil degistirme-yer degistirme iliskilerini temel alarak klasik
Rayleigh-Ritz formilasyonu ve cok yonli sonlu elemanlar yontemi ile arastirmistir.
Farid vd. [25] baslangicta gerilmis kalin, basit mesnetli, iki parametreli elastik zemine
oturan, fonksiyonel derecelendirilmis egrisel panellerin termal ortamda serbest
titresimlerini tic boyutlu elastisite formilasyonlarini kullanarak ¢ézmustir. Su vd. [26],
sicakhk artisi ve elektrik alananina maruz fonksiyonel derecelendirilmis, yizeyi
piezoelektrik tabakalar ile bagh Timosehenko kirislerin burkulma-sonrasi davranislarini
incelemistir. Kocatlrk vd. [27], izleyici Uniform vyayili ylike maruz fonksiyonel
derecelendirilmis konsol bir kirisin geometik lineer olmayan analizini Timoshenko kiris
teorisi cercevesinde c¢ozmdistir. Li ve Li [28], vyayilli yik altinda fonksiyonel
derecelendirilmis kolonlarin burkulma ve burkulma sonrasi daranislarini incelemistir.
Zhao vd. [29], korunumsuz kuvvetler ile sicakhk yukd altinda fonksiyonel
derecelendirilmis basit bir kirisin burkulma sonrasi analizini incelemistir. Burada
malzeme oOzellikleri sicakliga bagl olarak degismektedir. Akbas ve Kocatlirk [30],
eksenel olarak fonksiyonel derecelendirilmis her iki ucu sabit mesnetli bir kirisin sicakhk
etkisi altinda burkulma sonrasi davranisi Timoshenko kiris teorisi cercevesinde
incelenmistir. Kocatlirk ve Akbas [31], fonksiyonel derecelendirilmis bir kirisin sicakhk
etkisi altinda burkulma sonrasi davranisini Timoshenko kiris teorisi cercevesinde
incelemistir. [30] ile [31] calismalari, tez calismasi kapsaminda Gretilmisdir. Fonksiyonel
derecelendirilmis plak ve kabuklarin sicaklik etkisi altinda burkulma ve burkulma
sonras! davranislari ile ilgili literatirde bircok calisma yer almaktadir [32-55]. Bu
calismalarin cogunda sicakligin malzemenin fiziksel ozelliklerine olan etkisi dikkate
alinmistir. Ayrica, homojen kirislerin sicaklik etkisi altinda burkulma ve burkulma
sonras!i davranislari ile ilgili literatirde bircok calisma mevcuttur [56-79]. Bu
calismalarda, sicakligin malzemenin fiziksel o6zelliklerine olan etkisi Gzerinde pek

durulmamustir.

1.2 Tezin Amaci

Son yillarda fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler uygulama alanina girmis olup
buna paralel olarak bu konu lzerinde yogun kuramsal arastirmalar yapilmistir.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler o6zellikle 1si bariyeri olarak kullaniimakta



olup bu agidan bakildiginda boylesi malzemelerle teskil edilen yapi elemanlarinda
sicakhk degisimi cok onem arz etmektedir. Bu konu {izerinde calismalar oldukca
sinirhdir.  Bu nedenle tez calismasinin hedefi, fonksiyonel derecelendirilmis
malzemelerden yapilmis kirislerin  sicaklik etkisi altindaki burkulma sonrasi

davranislarini ayrintili olarak inceleyerek literatlire bu konuda katki saglamaktir.

1.3 Orijinal Katki

Tez calismasinda, fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin geometrik dogrusal olmama
durumundaki toplam Langragian sonlu elemanlar formilasyonlari, Timoshenko Kkiris
teorisi, iki boyutlu sirekli ortam modeli ve U¢ boyutlu siirekli ortam modeli
cercevesinde gelistirilmistir. Buradaki calismada yer degistirmeler ve donmeler
Uzerinde herhangi bir sinirlandirma yapilmamis olup burkulma ve burkulma sonrasi
davranis tam olarak incelenebilmektedir: Yani geometrik dogrusal olmama hali tam
olarak g6z 6niine alinacaktir. Literatlir calismasinda gorildigi Gzere, kirislerin dogrusal
olmayan analizlerinde genellikle yer degistirmeler ve donmeler Gzerinde belirli bir
sinirlandirma ile c¢alismalar yapilmistir. Bu durum, kirislerin gercek davranislar
hakkinda yetersiz bilgi vermektedir. Ozellikle kirislerin burkulma ve burkulma sonrasi
davranislarinin iyi anlasilabilmesi icin yer degistirmeler ve dénmeler lzerinde herhangi
bir kisitlama yapilmamasi gerekir. Bu ylizden bu tez calismasinda, geometrik olarak
dogrusal olmama hali herhangi bir kisitlama yapilmaksizin tam olarak géz oniine
alinmistir. Ayrica literatlr calismasinda gorildigu Gizere, fonksiyonel derecelendirilmis
kirisler ile yapilmis calismalarda cogunlukla cubuk teorileri kullaniimistir. Bu tez
calismasinda ise, cubuk modeli, iki boyutlu ve Uc¢ boyutlu modeller ile arastirma

yapiimistir. Bu modeller arasindaki farklar etraflica incelenmistir.

Tez calismasinda, sicakhgin malzeme 6zelliklerine olan etkisi de incelenmistir. Malzeme
ozelliklerinin sicakliga bagh olarak degismesi ile birlikte, ele alinan problem, malzeme
yoniinden de dogrusal olmayan bir problem olmaktadir. Literatlir calismasinda
goruldugl Gzere, gerek fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis kirislerin
gerek homojen malzemeden yapilmis kirislerin sicaklik yiiklemesi altindaki davranislari
ile ilgili, malzemelerin sicakliga bagli davranislari da g6z 6niine alinarak yapiimis ¢ok az

calisma bulunmaktadir. Ozellikle kirislerin sicaklik etkisi altinda olusacak burkulma ve
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burkulma sonrasi davranislari ile ilgili cok sinirl calisma yapildigi goriilmustiir. Bu tez
calismasinda, sicakligin malzeme o6zelliklerine olan etkisi, burkulma sonrasi davranis
icin ayrintili olarak incelenmistir. Malzeme 6zelliklerinin sicakliga bagh olma ve olmama

durumlari arasindaki fark ayrintili olarak incelenmistir.



BOLUM 2

KURAMSAL CALISMA

Tez calismasi kapsaminda, fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin burkulma sonrasi
davranislarinin incelenmesinde, Timoshenko kiris teorisi, iki boyutlu sirekli ortam
modeli ve U¢ boyutlu sirekli ortam modeli kullanilmistir. Her lic modelde de toplam
Lagrangian formilasyonu ile birlikte sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Geometrik
dogrusal olmayan toplam Langragian sonlu elemanlar formilasyonlari, fonksiyonel
derecelendirilmis kirisler icin tiretilmistir. Ayrica bu ¢alismada, sicakligin malzemenin

fiziksel 6zelliklerine etkisi de dikkate alinmistir.

2.1 Problemin Geometrisi
Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden vyapilmis bir kirisin maddesel veya
Langragian koordinat sistemi (X, Y, Z) ve uzaysal ya da Euler koordinat sistemi (x, y,z)

sekil 2.1 de gosterilmistir. Koordinat sistemlerinin baslangici O noktasidir. Kirisin her iki

ucu da ankastre mesnetlidir.
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Sekil 2. 1 Sicaklik etkisi altinda fonksiyonel derecelendirilmis her iki ucu ankastre
mesnetli bir kiris.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin kiris kalinhgl boyunca degisen malzeme

ozelliklerinden herhangi biri P (E Elastisite moduli, a, termal genlesme katsayisi, k 1si

iletim katsayisi, T sicaklik, v Poisson orani ve G Kayma modilii) asagida verilen, kiris

kalinligi boyunca belli bir fonksiyona (power-law) bagli olarak degismektedir [80]:

PW%%%—&%%+3H+& (2.1)

Burada,

P: Fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin kalinlik boyunca degisen malzeme

ozelliklerinden herhangi biri.

P; : Kirigin st ylUzeyindeki malzemenin 6zellikleri
P, : Kirisin alt ylzeyindeki malzemenin 6zellikleri
n: Fonksiyonel derecelendirme katsayisi

Y: Kalinlik yontindeki koordinat

h: kiris ylksekligi

Esitlik (2.1) den gorilir ki, Y =—h/2 oldugunda P=P, ve Y =h/2 oldugunda P=PF,

olur. Ayrica fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0 oldugunda P=P, ve n=oco



oldugunda P =P, olur. Esitlik (2.1) deki denkleme goére elastisite moduliinin kiris
kalinligi boyunca dagilimi sekil 2.2 de gosterilmistir. Burada kirisin alt ylzeyi seramik

(Es =Egerami =151 GPa) ve Ust ylizeyi ise Aliminyum (EU = E pigminyum = 70 GPa) dur.
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Sekil 2.2 Fonksiyonel derecelendirilmis malzemede elastisite moduliintin kalinlik
boyunca degisimi.

2.2 Dogrusal Olmayan Problemlerin Genel C6ziim Yolu

Esitlik (2.2) den esitlik (2.13) e kadar olan formilasyonlarin gelistiriimesinde
Zienkiewichz ve Taylor [81] tarafindan genel cercevesi verilen tiretim kullaniimistir.
Bilindigi gibi, dogrusal olmayan problemlerin ¢oziiminde her zaman cebrik esitlikler
takimi elde edilir ve bunlar genel olarak dogrusal degildirler ve izleyen sekilde

gosterilirler.
R(u)=f—P(u)=0 (2.2)

Burada u ayriklastirma parametrelerinin bir takimidir; bu calismada bunlar digim yer
degistirmeleridirler, R artik vektoridir, f ayriklastirma parametrelerinden bagimsiz
bir vektordir ve P ayriklastirma parametrelerine bagimli bir vektordir. Bu esitlikler
birden fazla ¢6ziime sahip olabilirler (yani u nun birden fazla takimi esitlik (2.2) i
saglayabilir). Bu ylzden eger bir ¢6zime varilmissa bu ¢6zim aranan ¢6zim

olmayabilir.



Gercekei cevaplar elde etmek icin problemin dogasina uygun derinlemesine fiziksel
bakis acisi ve genellikle bilinen ¢oziimlerden kiictik adimh artimsal yaklasimlar esastir.
Boylesi artimlar, eger gerilme ve sekil degistirme degisimlerini iliskilendiren blinye

kanunu yola bagimliysa, her zaman gereklidir.
Dogrusal olmayan problem genel olarak izleyen esitligin ¢6zimi seklinde formiile
edilir.

Rn+1 :R(un+1) =1 —P(ll

n+1

)=0 (2.3)

n+1
Burada sayisal islemlere, bilinen yakin bir ¢c6ziimden baslanir:

u=u, R =0, f=f (2.4)

n

Bu ¢6ziim genel olarak zorlayici fonksiyon f, deki degisimlerden ortaya cikar:

f..=f +Af (2.5)
izleyen ifadedeki Au, degisimini belirlemek

u,_,=u +Au, (2.6)

amag olacaktir ve Af artimlari yol bagimhhgi izlenebilsin diye makul dizeyde kiglk

tutulacaktir. Ayrica boylesi artimsal islem yolu asiri sayida iterasyon sayisini

indirgemede ve fiziksel olarak dogru yolu izlemede faydalidir.

Newton-Raphson metodunda birinci mertebeye kadar (2.3) esitligine izleyen sekilde

yaklasim saglanabilir:

R\

du’ (2.7)
Jou

n

n+1

iterasyon sayaci i=1 oldugunda genel olarak

u,, =u (2.8)

n

kabul edilerek iterasyona baslanir ve burada u, bir 6nceki yiik diizeyindeki yakinsanan

¢Oziimddr. Bir teget dogrultuya karsi gelen rijitlik matrisi izleyen sekilde verilir:

oP OR
K -——-_~2>

T - (29)
ou ou



(2.7) esitligi ardisik diizeltmeyi

K du =R/ (2.10a)
veya

. PN | .
du, =(K.) R, (2.10b)

ifadeleriyle verir.

Burada du_nun bir ¢6ziim artimi olup diferansiyel du dan farkh oldugunu not etmek
gereklidir. Genelde lineer olmayan esitlikleri ¢ozerken birinci artim icin baslangic¢
¢6zim vektorl, yani f , =Af, icin ¢dzim vektord, sifir vektorl olarak secilir: Yani
birinci iterasyon ¢oziimi dogrusal ¢6ziime karsi gelir. Bu iterasyon islemi, ardisik iki
¢Oziim vektori arasindaki fark Euclidean normunda secilen bir tolerans kriterinden

kiiclik olana kadar devam ettirilir. S6z konusu tolerans kriteri izleyen sekilde alinmistir.

[(dufl —du, ) T(duffl —du, )]2

R e
Ardisik yaklasimlarin bir serisi
ul=u, +du  =u +Au (2.12)
ifadesini verir, burada
Au/ :idu’,‘, (2.13)
k=1

2.3 Fonksiyonel Derecelendirilmis Kirislerin Timoshenko Kiris Teorisi

Cergevesinde Toplam Lagrangian Sonlu Elemanlar Formiilasyonlari

Fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin Timoshenko kiris teorisi cercevesinde dogrusal
olmayan sonlu eleman modeli, toplam Lagrangian formilasyonlari Uzerine
temellendirilerek olusturulmustur. Toplam Lagrangian formdlasyonlarinin ¢6ziimu igin,
bilinen 6nceki adim ¢ozimlerinden kiicik adimli artimlar yapiimasi yaklasimi yolu
kullanilmistir. Bu calismada, Felippa [82] tarafindan verilen homojen ve izotrop

malzemeli Timoshenko kirisinin toplam Lagrangian sonlu elamanlar formilasyonlari,
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sicaklk ve fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler icin gelistirilmistir. Timoshenko
kiris elemaninin 2 digiim noktali sonlu elaman modeli Sekil 2.3 de gosterilmistir. Her
bir digliim noktasi Uc¢ serbestlik derecesine sahiptir. Bunlar, yatay ve disey yer

degistirmeler olan u,; ve u, ile Z ekseni etrafinda donme olan 6, dir.

Gz

By By

SR T T [o—

Sekil 2.3 iki diigiim noktali kiris elamani [82].

& Ty
8lx) 2
X
I'w C C(K g, tiy)
1
¥
.
) ” vy )=ty
X | By N
i i , X | ()=t
REY) s | i
X, CylX 2
L 1 7 I ___*)x 1a u( ) "
I G, 0) 2

Co

(a) (b)

Sekil 2.4 X dogrultusunda yénlenmis referans konumu ile birlikte olan C, kiris

elemaninin Lagrangian kinematigi a) kirisin dizlemsel hareketi b) hareket tarifinin X
koordinatlariyla 6lctilen bir boyuta indirgenmesi. Bu sekil Felippa [82] tarafindan
alinmistir.
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Sekil 2.4 de goésterildigi gibi, baglangicta (X,Y) kartezyen koordinat sisteminde, C, ilk
konumunda olan bir cisim icinde (X,Y) pozisyonundaki bir A, maddesel noktasi dikkate
alinsin. Burada P,, C, konumunda (X,Y) yerini isgal eden noktanin adidir ve bu ylzden
(X,Y) koordinatlarina maddesel koordinatlar adi verilir. Yiklerin uygulanmasindan
sonra cisim sekil degistirecek ve yeni bir C konumuna gececektir. Artik, gz oniine
alinan P, maddesel noktasinin yeri, yeni C konumunda P olup (x,y) koordinati ile
belirlenir. Burada kesit boyutlarinin degismedigi ve kayma c¢arpilmasinin y<<1
oldugu varsayilmistir. Bu durumda cosy =1 olur ve herhangi bir noktanin koordinatlari

izleyen sekildeki gibi olur (Felippa [82]) :

x=x_—Y(siny+sinycos) = x, —Y[sin(w—|—v)—|—(1—cosv)simb] =x_—Ysinf (2.14)
y =y, +Y(cosb—sinysiny) =y, —|—Y[cos(w—|—v) +(1—cosy)cos]=y, +Ycosb (2.15)

Burada x.=X+u,. ve y_=u,. dir. Sonugta x=X+u,. —Ysin0 ve y=u, +Ycosh
olur. u,. ve u, ifadelerini sirasiyla u, ve u, ile gbstererek Euler ve Lagrange

koordinatlari arasindaki iliski izleyen sekilde elde edilir:

X +u, —Ysin0
uy +YcosO

X
y

(2.16)

Burada u,, u, ve 0, X in fonksiyonlaridir. Boylece Sekil 2.4 de sematik olarak

gosterildigi gibi bir boyutlu modele indirgeme islemi sonuglandirilir. iki digiim noktali

C, elemani icin yer degistirme ve dénme alanlari, digum yer degistirmeleri ve

dénmelerinin lineer fonksiyonu cinsinden izleyen sekilde ifade edilir.

qu
qu
u,(X) 1-¢ 0 0 1+¢& O 0 A
w:uy(X):1 0 1-¢ 0 0 14+4& 0 | '|=Nu (2.17)
u
0(X) 0 0 1-¢ 0 0 1+g| ™
UYZ
e2
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Burada £=(2X/L,)—1 izoparametrik koordinat olup 1 dugiim noktasi ile 2 digim

noktasi arasinda sirasiyla £ =—1 ile £ =1 arasinda degisir.

Green — Lagrange sekil degistirme- yer degistirme iliskisi izleyen sekilde yazilir (Felippa
[82] ).

e.] [e, (1+u§)cos@—|—u§sin6—Y9’—1 e—Yk (2.18)
e = = = f— 2.18
e, [2ey —(14uy )sind +u; sind v
/ 92—91 / ! i AP /
k=0 :—;e:(l—l—uX)COSG—i—uYsmO—l; w:—(l—l—ux)sme—l—uy cosf (2.19)

Burada e eksenel sekil degistirme, y kayma sekil degistirmesi, k kirisin egriligidir.
Sicaklik degisiminin g6z 6niine alinmayla birlikte ikinci Piola- Kirchhoff gerilme ifadeleri
fonksiyonel derecelendirilmis malzeme icin izleyen sekilde ifade edilir. Burada Felippa
[82] tarafindan verilen ifadelere, sicaklik degisimini ve fonksiyonel derecelendirilmis

malzemenin etkileri eklenmistir:

0
S

| o
S,

51 E(y) O

0 G(Y)

e, —oy, (Y)AT(Y)

&

s HEM (& —au N T

(2.20)
sy +G(Y)e,

S,

Burada s; ve s, baglangi¢ gerilmeleri, £ elastisite modilii, G kayma modilii, o, X

dogrultusundaki termal genlesme katsayisi ve AT sicaklik degisimini ifade ederler. Bu
ifadeler esitlik 2.1 de verilen denkleme gore Y koordinatina bagli birer fonksiyondurlar.

Sicaklik artisini temsil eden AT=AT(Y) denklemi, isi transfer denklemi (2.21)

kullanarak elde edilir:

d l dT(y)
dy

T(h/2)=T; ve T(~h/2)=T, siir kosullarinin kullanimiyla (2.21) esitliginin
integrasyonu sonucunda izleyen esitlik ortaya cikar:

h/2

1

ATY)=T,+(T,—T,) | ——dY X

(2.22)

—h/2
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Bu calismada, sicaklik degisimi sadace Y koordinati boyunca oldugu dislntlmuastir.

Cubuk elemani icin sekil degistirme enerijisi izleyen sekilde verilmistir:

1
u=[|(s° )Te+5eTE(Y)e dX
Vo

. (2.23)
_ 0 0 2 2 v
_ fA 0 fL 0 (sPe, +Szez)—|—5(E(Y)el +GlY)e} )| dAdX
Sekil degistirme enerijisi kesit tesirleri cinsinden izleyen sekilde ifade edilir [82]:
U:f[NOe—FlE(Y)A ez]d)_(—i—f[vov—i—lG(Y)A vz]d)_(

! 2 ° J 2 °
° (2.24)

o, 1 2| v
+ f [I\/I e+ SE( )k ]dX

ic kuvvetler, sekil degistirme enerjisinin diugiim yer degistirmelerine gére birinci
varyasyonu sonucunda elde edilir. Sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu

izleyen sekilde verilmistir:

6U= [ (Noe+V by-+Mbr)dX (2.25)
Ly
Burada, eksenel kuvvet N, kesme kuvveti V ve egilme momenti M, ikinci-Piola Kirchhoff
kesit tesirleridir. Bu kesit tesirleri fiziki bir anlam tasimamakta olup sadece sekil
degistirme enerjisinde ortaya c¢ikan matematiksel biyikliklerdir. Bunlar ikinci-Piola
Kirchhoff gerilme tansorii ile Green-Lagrange sekil degistirme tansorlerinin eneriji
acisindan eslenik olmasindan dolayi, sekil degistirme enerjisi ifadesinde kullanilirlar.
Blinye bagintilan (Esitlik 2.20) kullanilarak, ikinci-Piola Kirchhoff eksenel kuvveti N,

kesme kuvveti V ve egilme momenti M izleyen sekilde elde edilir:

N= fsl dA :f [+ E(Y) (e~ Yk — 0, (V) AT(Y))|dA

(2.26)
=N°+A_e—Bkr—N,
V= fs dA fs +G(Y)e, |[dA=V" + A,y (2.27)
M= f s, dA f Y[s2+E(Y)(e—YKk—a, (V)AT(Y))]dA (2.28)
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M=M°"—-B, e+D k+M, (2.29)

Burada

N":fsfdA, v°:fs§dA, I\/Iozf—stdA (2.30)
Ao Ao Ao

(AXX,BXX,DXX):f E(Y)(1,Y,v?)dA (2.31)

A

A,=|G(Y)dA (2.32)
J

(NT,MT):f E(Y)a(Y)AT(Y)(1,Y ) dA (2.33)

A
Burada A _, B, D, ve A,, sirasiyla eksenel, girisim, egilme ve kayma rijitlikleridir. N,

and M, sirasiyla termal eksenel kuvvet ve termal egilme momentidir. Timoshenko

kiris teorisine gore Toplam Lagrangian sonlu eleman modeli i¢in teget rijitlik matrisi
izleyen sekilde verilmistir. Burada Felippa [82] tarafindan homojen ve izotop malzeme
durumunda verilen sonlu eleman ifadeleri fonksiyonel derecelendirilmis malzeme ve

sicakhk degisimi durumlari icin gelistirilmistir.
K, =K, +K, (2.34)

Burada K, geometrik rijitlik matrisi ve K,, malzeme rijitlik matrisi olup Felippa [82]

tarafindan izleyen sekilde verilmistir:

K, :fB,TnSBm dx (2.35)

LO
(2.35) esitliginin integrasyonu sonucu K, izleyen sekilde ifade edilir:
K,=K! +K{ +K! +K;, (2.36)

Burada K;, eksenel rijitlik matrisi, K;, fonksiyonel derecelendiriimis malzeme
durumunda olusan girisim rijitlik matrisi, K,fj, egilme rijitlik matrisi, K, kayma rijitlik

matrisi olup B_ ise izleyen sekilde ifade edilir:
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1 _Cm _Sm _% Ovm Cm Sm _% Ovm
B,=B|_,=—|s, -, iLl+e,) s, —, 3L(+e,) (2.37)
b 0 0 -1 0 0 1
Burada m, kirisin orta noktasini (&z 0) temsil ederve 6 = (61 —i—GZ)/Z , w =0_+4¢,
¢, =cosw,, s,=sinw,, e,=Lcos(B, —V)/L,—1, ve vy, =Lsin(1v—0,)/L, (Bu

semboller Sekil 2.5 de gosterilmistir.). Kirisin baslangic ekseni yatay diisinuldiginde

@ =0 olur. S matrisi izleyen sekilde ifade edilir:

A 0 -B
S={o0 A, © (2.38)
_BXX 0 DXX

T,

X, F)
Sekil 2.5 Keyfi yonlendirilmis referans konumuyla birlikte verilen kiris elemani. Bu sekil

Felippa [82] dan alinmistir.

(2.35) esitligindeki ifadenin integrasyonu sonucu olusan ifadeler izleyen sekilde verilir:
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c C,S, —<,v.L/2 - —C,S,  —CVlo/2
C,.Sn, ) VLS. /2 —C,S, —s2 =y, Ls, /2
Ko —Aa — V.l /2 —Vv, LS. /2 VLG4 v, /2 v,Ls,/2 VL[4 (2.39)
L - —C S, .Vl /2 c cs, c, VLo /2
—C,.S,, - VoloS, /2 .S, s2 Y, LoS, /2
Vb /2 Vo5, /2 Valo/3  C¥ulo/2 VoloS, /2 Vilo/4
0 0O -, O 0 c,
-, 0 0 S,
Ko — By|™Cn ~Sm YVolo €, S, 0 (2.40)
L, C, 0 —C,,
0 0 S, 0 0 —S.
C, S. 0 -, =S, —V.lo
00 0 OO
00 O OO
ki _De0 0 1 00 -1 .a1)
Lio o 0 0O
00 O OO
00 -1 00
s> —,s, —ouls, /2 —s cs, —ylys, /2
—C,.S,, c c,ul,/2 ¢, - c,oul, /2
K, A loules, /2 cuouly /2 oG /4 ks, /2 —c,oul, /2 ol /4 (2.42)
Ll - cs, a,lys, /2 s2 —C S, a,los, /2
C,.S,, - -l /2 —c,s, c —c, 0Ly /2
—uls, /2 coul, /2 &GE/4 ouls, /2 —c,ol, /2 oiL /4

Burada o, =1+e¢_ dir. (2.39), (2.40), (2.41) ve (2.42) ifadeleri Felippa [82] tarafindan

homojen ve izotrop malzeme icin verilen formilasyonlar kullanilarak fonksiyonel
derecelendirilmis Timoshenko kirigi igin gelistirilmistir. Geometrik rijitlik matrisi K, ise

Felippa [82] tarafindan verildigi gibi ayni kalip, izleyen sekilde ifade edilmistir:
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0 S, 0 S,
0 0 —C,, 0 0 —C,,
N Sm _Cm _%Lo(l—i_em) _Sm Cm _%Lo(l—i_em)
K,=—"
2 =S, 0 -S,
0 0 C. 0 0 C,
s, —¢, —sil(1+e) —s, 6 c, —3l(1+e,)
* 7 (2.43)
0 O C. 0 0 c,
0 O S, 0 0 S,
+_m Cm Sm _%Lovm _Cm _Sm %Lovm
0 O —C,, 0 0 —C,,
0 O =S, 0 0 =S,
Cm Sm _%Lovm _Cm _Sm %Lovm
Burada N_, V_ sirasiyla kiris elemaninin orta noktasindaki eksenel ve kesme

kuvvetleridir. DUguim noktalarindaki ic kuvvet vektori izleyen sekilde ifade edilir

(Felippa [82]):

_Cm _Sm %Lovm Cm Sm %LO vm ' N
p=LB z=|s, —c, —ilL(1+e,) s, —c, —ilL(1+e,)| |V (2.44)
0 0 -1 0 0 1 M

Burada ZT:[N vV M]. Digim noktalarindaki dis kuvvet vektori izleyen sekilde

ifade edilir (Felippa [82]):

1-¢, 0 0 1-¢, 0 0
0 1- 0 0 1- 0
0 ogllgfx 0 oﬁllgtx
f=h e ldxdy + b e ldx (2.45
[f 1-¢, 0 0 Iy * fl—gz 0 o | " (2.45)
fo 0 b m,
0 1-¢ 0 0 1-¢ O
0 0 1-¢, 0 0 1-¢,

Burada f,, f, kitle kuvvetleri, t,, t,, m, yuzey kuvvetleridir. b kiris genigligini, h ise

kiris yuksekligini ifade eder. Bu calismada, kitle kuvvetleri ve ylzeysel kuvvetler

dikkate alinmamistir.
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Timoshenko kiris problemi icin toplam Lagrangian formulasyonlarinin ¢ézimiinde,
bilinen 0Onceki c¢o6zimlerden hareketle kiclik adimh artimsal yik yaklasimi
kullaniimistir. Bilindigi gibi, tim yikin tek adimda etkitilmesi durumunda ¢6ziim ancak
dogrusal olmamanin yumusak olmasi halinde mimkindir. Ayrica artimsal islem
yolunun takibi asiri sayida iterasyon sayisini indirgemede ve fiziksel olarak dogru yolu
izlemede faydalidir. Burada artimsal islem yolu ile birlikte Newton-Raphson ardisik
yaklasim yontemi kullanilmis olup n inci yik artiminda i inci iterasyon i¢in ¢6zim

izleyen formda elde edilir:

au, =(K7), (R, (249

n n+1

Burada (K;)S i inci iterasyonda teget dogrultudaki sistem rijitlik matrisi, du’ i inci

iterasyonda ve n+1 inci yik adimindaki artimsal ¢6zim vektord, (R;+1)S i inci

iterasyonda ve n+1 inci yliik adimindaki sistem artik vektortidiir. Bu iterasyon islemi,
ardisik iki ¢6zim vektorl arasindaki fark Euclidean normunda secilen bir tolerans
kriterinden kiiciik olana kadar devam ettirilir. S6z konusu tolerans kriteri (2.11)

esitligiyle verilmistir.

Esitlik (2.46) da bulunan, toplam Lagrangian sonlu eleman modeli icin i inci
iterasyondaki teget rijitlik matrisi (K;)e iki kisimdan olusur (Esitlik (2.34)). R’ ., artik

n+1

vektori izleyen sekilde ifade edilir:

R .=f—p (2.47)

n+1 —

Burada p i¢ kuvvetler vektoru ve f dis kuvvetler vektori olup sirasiyla (2.44) ve (2.45)

esitliklerinde belirtilmistir.

Digim noktalarindaki yer degistirmeler elde edildikten sonra, ikinci Piola-Kirchhoff

gerilme tansorli bilesenleri S, ,S,,,S,,, (2.20) esitligi kullanilarak elde edilebilir.
Cauchy gerilme tansorleri o,,,0,,,0,, ile ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tansorleri

arasindaki iliski izleyen sekildedir:
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2
p| Ox Ox Ox Ox Ox Ox
=|—=-=5 4+2——"§5 +——"5 2.48a
T ‘ploXxox ™ oxoy ¥ ovoy” ( )
2
p|dy Oy dy Oy dy dy
=225 42225 4+~ ""g 2.48b
T ploXxox ™ oxoy ¥ oayoy” ( )
2
pl Ox Ox ox Oy ox Oy
=—|—=——5 +2———~L5 4+ _—_"’g 2.48c
T plOXOX ™ oxoy ¥ oayoy” ( )

Burada °p ve ’p sirasiyla C, ve C konumlarindaki malzeme kitle yogunluklarini

temsil ederler. °p ve *p arasindaki iliski izleyen sekildedir:
o="pJ (2.49)

Burada J, sekil degistirme gradyen tensori F nin determinantidir (veya donisimiin

Jacobieni) ve izleyen sekilde tariflenir:

ox O0x 0x
ax oy oz
J=det(F)= ﬂ Q ﬂ (2.50)
oX oY 0Z
0z 0z 0z
ax oy 0z

Calismada bilinye tensori bilesenlerinin sekil degistirme esnasinda sabit kaldigi kabul

edilmistir. Yani °p~%p kabulii yapiimistir. Eger genlemeler géreceli olarak kiigiikse bu

kabul nedeniyle ortaya ¢ikan hata ihmal edilebilir diizeyde olabilir. Fakat buylk sekil

degistirme problemlerinde fark dnemli olabilir.
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2.4 Siirekli Ortamlar Modeli kullanilarak Toplam Langragian Sonlu Elemanlar

Formiilasyonlari
2.4.1 Siirekli Ortamin Toplam Langragian Formiilasyonlar*

2.4.1.1 Virtiel Yer Degistirmeler Prensibi

Hareketin Langragian artimsal tarifinin esitlikleri virtliel is prensibinden tiiretilebilir.
Burada nihai hedef bir cismi yoneten esitliklerin sonlu eleman modelini gelistirme
oldugundan gercekte hareketin diferansiyel esitlikleri tliretiimeyecek fakat sonlu

eleman modellerini gelistirmek icin virttiel is ifadeleri kullanilacaktir.

Yer degistirme tabanli sonlu eleman modeli, virtiiel yer degistirmeler Uzerine
temellendirilmistir. Prensip, cisim (zerinde yapilan dis virtiel is ve cisimde depolanan

ic virtiiel isin toplaminin sifira esit olmasini gerektirir.
6W:fz 25:8(,e)d>V —6°R=0 (2.51)
v
:fz 25,5(,e,)d?V —6?R =0 (2.52)
v
Burada &°R uygulanan kuvvetlerin yaptigi virtiiel isi gosterir.
2 2 2 2 2
= 2.
§7R fzvféiudVJrfzsthS (2.53)
= [ *fdudv+ [ 7t bud’s (2.54)
v S

d’S yizey elemanini gésterir. *f kiitle kuvveti vektoridir (her bir birim hacim icin).
’t sinir gerilme vektéridir (her bir birim alan igin). Bu biyiklikler C,
konumundadirlar. § bilinmeyen yer degistirme degiskenleri ( ’u. ve u,) izerinde iglem

gormektedir.

! Reddy [83] den alinmistir.
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C, konumu bilinmediginden (2.51) esitligi dogrudan ¢oziilemez. Yer degistirmelerin
sonsuz kiictik oldugu, bu nedenle cismin konumunun degismedigi dogrusal analizle
karsilastirildiginda bu onemli bir farktir. Blylk yer degistirme analizinde cismin
konumunun sirekli degistigi gercegine 6zellikle dikkat edilmelidir. Uygun gerilme ve
sekil degistirme olglleri tanimlanarak konumdaki bu degisim ile ilgilenilebilir. Analizde
bu olcilerin tariflenmesinin amaci (2.51) esitliginde verilen ic¢ isi bilinmeyen konum
Uzerindeki bir integral cinsinden ifade etmektir. Burada gerilme ve sekil degistirme
Olclleri olarak ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tensori ve Green-Langrange genleme

tensori kullanilacaktir ki bunlar birbirleriyle enerji acisindan esleniktirler.

2.4.1.2 Toplam Langragian Formiilasyonu

Toplam Langragian formilasyonunda tim buyuklikler C, baglangic konumu ile ilintili

Olcllir. Bu yluzden (2.51) esitligindeki virtlel is ifadesi baslangic konumuna bagh

biyukliikler cinsinden ifade edilmelidir. izleyen 6zdeslikler kullanilacaktir:

[, os80e,)d?v = [ 3s,8GE,)d"v (2.55)
2 2 2 0

fzvf,.fiu,d v:ﬁvof,@u,dv (2.56)

ﬁszt,éu,dZSZﬁsgt, Su,d°S (2.57)

Burada f)f,. ve f)t,. kiitle kuvveti ve sinir gerilme bilesenleri olup bunlar baslangic
konumu C, a gore ifade edilmislerdir. (2.55)-(2.57) esitliklerinin, (2.52) esitliginde

kullaniimasiyla izleyen ifadeye ulasilir:

[, 25,8CE )V —0GRI=0 (2.58)
Burada
6(§R):L/:V§f, du, d°V+ﬁ5§t, Su, d°S (2.59)

Bu asamada (3.58) ile verilen virtiiel is ifadesi basitlestirilecektir. ilk olarak not

edilmelidir ki
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8(2€s) = 8(aE; ) +8(oz,) =5(o%,)

(2.60)
:6(0e,j)—l—6(0n,j)

Burada 6(3E,.j):0 olur: Clinkd bu ifade bilinmeyen yer degistirmelerin bir fonksiyonu

degildir. Virtiiel genlemeler izleyen sekilde verilir:

1[ O6u.  Odu,  Obu, O8tu, O8iu, Odu
6 == i J k 0~k + 0~k k 261
(Oe”) 2(10°%, 0°x, 0°, 0°x;  0°x 8°xj] (2.61)
1{0bu, Ou ou, Odu
& m. )|== k k4 Kk x 2.62
(On”) 2(0°x, 0°x;  0°x, 6°xj] (2:62)

(2.60) ve :S,='0,+,S; esitlikleri (3.58) esitliginde yerine konarak izleyen ifadeye
varilr:
o:ﬁ 25,0CE,)d°V —5(2R)
f (15, +05,)8,2,)d°V —5(2R)
(2.63)
1 2

:ﬁvés’f 8oz, )V + . 65,84, )d°V +5(3R)—5((R)

Burada 6(3R), C, konumunda cisimde depolanan virtiel i¢c enerjidir (Gergek ig

kuvvetlerin virtiel yer degistirmelerde gordugu is.):
6(;R):ﬁv 15, 8(,e,)d°V (2.64)

Cisim C, konumunda dengede oldugundan C, konumunda uygulanan virtiel is

prensibi vasitasiyla
0= [, 35,80e,)d°V— [ ifbu,d°V— [ itbud°s (2.65)
elde edilir ve bu yizden

6(3R):L/:V3f,6u,.d°V+ﬁséti6uid°$ (2.66)
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(2.63) esitligi sonlu eleman modelinin temelini olusturur. Sadece ,S; genlemeler
cinsinden ifade edilmelidir ve nihai olarak ,S; uygun bir blnye iligkisi kullanilarak yer
degistirme artimlari cinsinden ifade edilmelidir. (2.63) esitliginin birinci terimi C, ve C,

konumlari arasindaki virtlel artimsal yer degistirmeler olan #; ler cinsinden virtiel
sekil degistirme enerjisindeki degisimi temsil eder. ikinci terim baslangic gerilmesi 0Si

lar tarafindan yapilan virtiel isi temsil eder. Son iki terimin ikisi birden C, den C, ye

hareket esnasinda uygulanan kitle kuvvetleri ve ylizey gerilmelerinin yaptigi isdeki
degisimi gosterir. Bu esas olarak iki konum arasinda ortaya cikan geometrik degisimler

yiziindendir. (2.63) esitligi C, ve C, konumlari arasindaki artimsal sekil degistirme igin

virtiel is ifadesini temsil eder ve buna varmada hicbir yaklasim yapilmamistir. (2.63)
esitliginin yer degistirme tabanli sonlu eleman modelini olustururken, artimsal

genleme bilegenleri &, cinsinden S, 1ifade etmek icin (S, ~,C;, (€, blnye esitlikleri

kullaniimistir. (2.63) esitligi izleyen formu alir.
o o€ 022 )d V + [ 35,5(m,)d °V =5CR) 5 (;R) (2.67)

(2.67) esitligi yer degistirme artimlari u, lere goére dogrusal degildir. Bunun

hesaplanabilir olmasi igin u; yer degistirmelerinin kiiglik oldugu kabul edilir (C, den C,
ye hareket esnasinda yuk adimi kiiglik oldugunda gercekten bu durum gegerlidir.).u,

yer degistirmeleri kiiclik alindiginda izleyen yaklasimlar gecerlidir:
055 oCiis o€+ oEy) = 0(,€;) (2.68)
Daha sonra (2.68) esitligi izleyen sekilde basitlestirilebilir:

., oG 0 dloe)d V+ [ 15,80, )d°V =8(R)—8(R) (2.69)

(2.69) esitligi toplam Langragian formilasyonu Uzerine temellendirilmis sonlu eleman

modelinin gelisimi igin zayif formdur. Toplam gerilme bilesenleri ;S izleyen biinye

y
esitligi kullanilarak hesaplanir:

%)Sij :OCijkl (1)Ek/ (2.70)
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Burada ;Ek,, Green-Langrange genleme tensori bilesenleri olup izleyen sekilde

tanimlanmustir.

1 1 1 1
1 _1 60“:‘ | 60“1’ 60Uk 80uk
okii — 1
T200%, 9°x, 0°x; 0°x,

(2.71)

2.4.2 Fonksiyonel Derecelendirilmis Kirislerin iki Boyutlu Siirekli Ortam Modeli

Cergevesinde Toplam Lagrangian Sonlu Elemanlar Formiilasyonlari

Burada Reddy [83] tarafindan homojen ve izotop malzeme durumunda verilen sonlu
eleman ifadeleri fonksiyonel derecelendirilmis malzeme ve sicaklik degisimi durumlar
icin gelistirilmistir. 8 diigim noktali eleman icin iki boyutlu siirekli ortamin toplam

Lagrangian sonlu eleman modeli durumunda i inci iterasyonda (2.10) esitliginde

i

kullanilacak olan teget rijitlik matrisi K| ve artik vektérd R,

izleyen sekilde verilir:

Y,y
y
3 > 8
b 2e¢ i '—X, X
1 ny 6

Sekil 2.6 iki boyutlu, sekiz diigiim noktali eleman.

ir—yi 2¢1 1p1)
u F—F
H={Zz } 272)
v oF  —oF

K11L+K11NL K12L
K21L K22L+K22NL

Burada
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11L 6w 6w
bf[ 00
"o, 00,
G| 22| 90
6Y oY oy (2.73)
Ou | Ou [ O, OV, &p o,
+0C12 A
oxX|oy|ox 8X oYy 0X
Ou |0V, Ou O, ou |0V,  Qu OV,
+,Ces || 1+ Lt Lix||1 -+ - pdXxdy
° 66[ ax)oy Tavax| | ax|avr "oy ox
e bf 6u v M, OV,
X|]OX 00X 0X
0
. +(?v du O, OV,
dy |oy ay oy
ou ov &b 3’¢
c,ll1+—|l1 2.74
ol ox P oy [ax By (2.74)
Ou Ov O, O,
oY 0X JY 00X
ou 3ﬂ) ou 6ﬂ) ov 6’¢’ ’tb 21L
+0Cos || 1+ —— | =L+ 1 + 0 dXdy =K;
oCo| Y ox [av T av x| || oy [ox Tax oY
"o, O, av ) v, A,
K =b ne*"C“ ax aﬂ))( ax ' ° 22[”67] a_ﬂ;ayj
Ov | v [0V, O0; O, O,
+,Cpl1+— EEad Bl 2.75
217 avjox|ox oy 9y OX (2.75)
v |0V, v O, v |0V; v O,
+oCes|| 1+ [ =L+ 14— |—L+ dxdy
“|""ar)ox axayx[ av|ox " ax av
11NL 6w w 6w aw 6w aw
hf ° ”6 X *oSn oy ox T ox oy
” (2.76)
3% j
+§an 6YJ dxdy =Kk;*"
Fr=b[ ifvdxdy+b [ it ovds (2.77)
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S =b [ afvdxdy+b [ it ds (2.78)

Burada (fy, of, kitle kuvvetleridir. 2t,, 2t, yizey kuvvetleridir. Qf eleman

Uzerindeki integrasyon bolgesidir.

ou
oX

ou
oX

oy, 4 ou o,

+ Wo 11 WWO 22

(2.79)
ob, , du o,

1+
oy oy oX

+

;sn}dXdY

(} i 550 11
v
oY

-+[1+—6V

F=b W{avaw,%
o,
6—“;'3522 (2.80)

Op; | Ov 9,
oX 00X oY

14

oy

;sﬂ}dXdY

Burada ,S,;, 4S,, ve oS, cismin C; konumundaki ikinci Piola-Kirchhoff gerilme

tensoériiniin bilesenleridir. ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tensorii (Sekil degistirmemis
birim alandaki donistirilmis mevcut kuvvet: Bu tensér Cauchy gerilme tensori
simetrik oldugunda simetriktir.) ve Green-Lagrange genleme tensori arasindaki iliski

izleyen sekilde kabul edilir:

1 1
oCu oG O 0311 oCu oCp O oE1 — Oy (Y) AT
C= 0C12 oczz 0 éS: ;522 = 0C12 0C22 0 (}EZZ_OLY (Y)AT (281)
0 0 oCes (}512 0 0 0Ces 2;E12

Burada ,C;; cismin C, konumundaki indirgenmis biinye tensériinun bilegenleridir. o,
o, sirastyla X ve Y dogrultularindaki sicaklik genlesme katsayilarini ve AT sicaklik

degisimini ifade etmektedir. Bu ¢alismada, sicaklik nedeniyle Y dogrultusunda ortaya
clabilecek etkiler dikkate alinmamistir. indirgenmis biinye tensoérii matris formda

izleyen sekilde yazilir:
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L STR &P 0
C=1oC oo 0 (2.82)
0 0 0Ces

Blinye tensoriinin bilesenleri Young moduli E, ve Poisson orani v cinsinden izleyen
sekilde yazilabilir:
V(Y)E(Y)
’ C pu— C pu )
E(Y)

) (2.83)
1—2Y) " ° % 21+ u(Y)

Sicaklik degisimini temsil eden AT = AT(Y) denklemi, esitlik (2.22) de verilmistir.

Green-Lagrange genleme tensori iki boyutlu kati sirekli ortam durumunda yer
degistirmeler cinsinden izleyen sekilde ifade edilir:

2 2

ou +1 ou ov
oxX 2|loX oX
1
OEll 6 1 6 2 6 2
v u v
(1)E: (}Ezz :*W E[W +[W (2.84)
2(:)LE12
u, v (ouou  ovov
oY 00X |0X9oY 9OXoY

Sonlu elemanin yer degistirme alanlari digim yer degistirmeleri cinsinden izleyen

sekilde ifade edilebilir:
U:(ﬂ)l'ul +¢2‘Uz +TP3’U3 +1|)4'U4+1|)5'U5+1|)6'U6 +1L)7-u7 +1L>8-u8) (2-85)
V:("*Pl‘VH“bz‘Vz +"ll)3‘V3 —|—1.|)4'V4—|—l|)5'V5—|—”L|)6'V6 +”¢)7'V7 +ﬂ)8'vs) (286)

Bu toplam yer degistirme ve artimsal yer degistirme alanlarina izleyen sekilde yaklasim

saglanabilir:
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[l |2t
O S 287

@) b, (X,Y)
{u}_H_ i —[W]{du} (2.88)

0 0 0 0 0 0 0 0
[M%% b, by LA U Vs ¥ Vg (2.89)
V0, 0 by 0, 0y 0y 0w, 0y

.
{AY ={u, v, u, v, uy v, u, v, ug v ug v U, v, U Vg (2.90)

{du}—{uvuvuvuvuvuvuvuv8 (2.91)

Sekiz diigim noktali dortgensel (quadratic) eleman icin yaklasim fonksiyonlari izleyen

sekilde alinmstir:

R O e L L e i o1

S e R T

(2.92)
o I G B P
i S IR O B e

Rijitlik matrisinde gorilen integralin sayisal hesaplamalari bes noktali Gauss integral

kural kullanilarak gerceklestirilecektir.

Gercek gerilme, yani sekil degistirmis konumdaki gerilme, sekil degistirmis birim
alandaki mevcut kuvvet (son durum kuvveti) olarak ifade edilir. Cauchy gerilme tensori

bilesenleri ZGU ve ikinci Piola-Kirchhoff gerilme tenséri bilegenleri jSl.j arasindaki

iliski esitlik (2.48) de verilmistir.
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2.4.3 Fonksiyonel Derecelendirilmis Kirislerin Ug¢ Boyutlu Siirekli Ortam Modeli

Cergevesinde Toplam Lagrangian Sonlu Elemanlar Formiilasyonlari

2.4.3.1 Ug Boyutlu Siirekli Ortam Modeli

Burada Ui¢ boyutlu sirekli ortam modeli cercevesinde toplam Lagrangian sonlu

elemanlar formiilasyonlari tiiretilmistir. U¢ boyutlu toplam Lagrangian sonlu elemanlar

formuilasyonlarinin tiretilmesinde, Reddy [83] tarafindan verilen iki boyutlu toplam

Langragian sonlu elemanlar formilasyonlarinin tiiretilmesindeki yol izlenmistir. Ayrica

Uc boyutlu toplam Lagrangian sonlu elemanlar formulasyonlari, sicaklik durumu ve

fonksiyonel derecelendirilmis malzeme icin gelistirilmistir.

2.4.3.2 Toplam Langragian Formiilasyonu

izleyen notasyon tariflensin:

’x, =X, °x, =Y, °x,
u,=u, U,=Vv, U;=w

(2.69) esitliginin birinci ifadesi alternatif formda izleyen sekilde yazilabilir:

..l;v OCU"’ 0€u 6(06'7) dv = ﬁv{6oe}T [OC] {oe}d v
[ {5y (o+10,) [, €l ([0)+[,]) {oa}d v

Burada
gu
oX
ov
Oexx 5
Oeyy 6V_V
€ 0z

_ 0~z | ]
loe}= 2.e v ow

yz

udd vV  Owow
OXOX  OXOX  OX OX
udd vV Owow
Yoy  avoy oy oy
Oudu  vov  Owow
0Z0Z 0Z0Z 0OZ OZ
udu vV Owdw dudu v dwdw

2¢ | laz ' oy

ovoz ovoz oy oz ovoz ooz oy oz
udu OV Owdw dudu NV dwdw

oXozZ OXOZ OXOzZ OXOZ OXOZ OX OZ
Qudi vV Owdw Judu Vv Owdw

0~xz
‘20er @—l-a—w
oz X
ou | ov
Loy ' ox

OXOY  OXOY  OXOY  OXOY  OXOY OX Oy

30

(2.93)

(2.94)
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0 o] wo o w o
oX oX oX OX OX oX OX
o O ol | Mo o w o
oY oY oY oY oY oY oY
o o 2 u o o ow 9 u
_ oz|,| ozoz oz oz oz oz = (2.95b)
o 0 0 uo wo wo wo wo owol|
oz ov| |azoy "ovaz azov ovaz ozov ovoz|| W
9, D (w0 o wo vO wd owd
oz ox| |ozox "ozox ozox ozox oz ox oz oX
22 0 6u6L8u6 8V8L8v8 3W8|8W8
o X OYOX XY OYOX OXAY OYOX OX oY
6Oexx
60eyy
§ o p|+[D,)){6u 2.96
R e P R LB LS (296)
20 e,
20 e,
0C11 0C12 0C13 0 0 0
0C12 OCZZ 0C23 0 0 0
[OC]: 0C13 0C23 0C33 0 0 0 (297)
o o o C, O 0O
0O 0 0 0 ., O
0O 0 0 0 0 L
(3.69) esitliginin ikinci ifadesi izleyen sekilde yazilabilir:
ﬁvgsij@(onij)dOvzﬁv{éon}T{3s}d°v (2.98)
QT AT IV OV 0w oW
X X | 9X OX X 9X
QT 9T IV IV 0w 0w
oM e ay ay | ay ay | ay ay
0"y Quow  OvOv  OwIw (2.99a)
.| 1| 9z9z " ezoz oz oz
=150, [T 2|,(2T 0T , o707  owow
2.1, ay oz | ay oz | 9y oz
2,1, ,(0u9u OV OV oW Ow
’ X 92 9X 0z ' 9x 0z
,(04 09U, OV OV  Ow Ow
ax oy ' ax ay | ax oy
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ou 0 ov 0 ow 0
X X X OX X OX
ou 0 ov 0 ow 0
Y oy Y oY Y oy
ou 0 ov 0 ow 0 _
97 07 97 97 9z 97 Y
(w0 ovo) (wo ovo) (awo owd)l (2.99)
oy oz ozov) \avoz " ozov) \ay oz oz ay)| W
Jud oud) (ovo ovo) (owd owo
oX 0Z 0Z oX oX 0Z 0Z oX oX 0Z 0Z OX
ou 0 Ou 0 ov o Ov 0 ow 0 oOw 0
avyox oxov) \oxoy ovox) larox  oxov
:%[Du]{a} (2.99¢)
060 0U | 967 OV 96w O
OX OX OX OX OX OX
obu du  Obv Ov = Odw Ow
ST av oy av oy v or
dgMy, o5t du O v Oow Ow
8. | zoz azozr oz oz
{o,n}=1 =t _ Te e e te ° . _1(2.100a)
26 7, odu du +@(?fiu +86v ov +8v obv +66W6_W+@@
% | [ovoz ovez ovez o oz ov oz ov oz
2% . | |06G0E  Oada 0w ov  ov o | Obwow  Owobw
oMy + + + + +
OX 0Z O0X0Z 0OXO0Z OXO0Z 0OX 0Z OX 0Z
oudu Ouoddu Odvov 0Ovodv  Oowow  Ow Odw
+ === + TE I
OX Y OX9Y OXOY OXoY oOX oY oOX oY
=D, [{ou} =[Dy, [{u} (2.100b)

ikinci  Piola-Kirchhoff gerilme tensérii  (Sekil degistirmemis birim alandaki
donistiridlmis mevcut kuvvet: Bu tensor Cauchy gerilme tensorii simetrik oldugunda
simetriktir.) ve Green-Lagrange genleme tensori arasindaki iliski izleyen sekilde kabul

edilir:
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;Sxx oCu oG oGz O 0 0 ;Exx —Qy (Y) AT
SSW 0Ch oCn oGs O 0 0 SEW —a, (Y)AT
{(1)5} _ ] %izz _ 0313 ogza 0233 2 8 8 J of.. _201‘;<Y) AT | (2.101)
07yz o“a 0Eyz
(}sz 0 0 0 0 G O ZSEXZ
;SXV 0 0 0 0 0 ,Cs ZSEXV

Burada ,C; cismin baglangic konumundaki biinye tensériniin bilesenleridir. a,, o,

o, sirasiyla X, Y ve Z dogrultularindaki sicaklik genlesme katsayilarini ve AT sicaklk
degisimini ifade etmektedir. Bu calismada, sicaklik nedeniyle Y ve Z dogrultularinda
ortaya cikabilecek etkiler dikkate alinmamistir. Blinye tensoriiniin bilesenleri Young
moduli E, ve Poisson orani v cinsinden izleyen sekilde yazilabilir:

E(Y)(1—v(Y))
1+v(Y))(1—2v(Y))

0Cii=0Cn =0 33:(

_ . Erp (2.102)

0C12 =013 = 0Cas (1+v(V)(1—2v())

E(Y)
C..= Co.= Cpp ="
0™~66 0™~55 o“~44 2(1 V(Y))

Sicaklik degisimini temsil eden AT = AT(Y) denklemi, esitlik (2.22) de verilmistir.

Green-Lagrange genleme tensorli U¢ boyutlu kati slirekli ortam durumunda yer

degistirmeler cinsinden izleyen sekilde ifade edilir:

1 1 1 1
__:1 60ui | 60“/’ 60Uk ao“k
T200%, 9°x. 0°x; 0°x,

(2.103)
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SEW
oF 2
2,E,,
2,4E,,
2E

0% xy

= 2

o 10
oX 2|lox
8v+1[@]2
oY 2|loY

1

+
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|
&

e A

ov Y

oX
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_|_

Ov Ov

ow ow

v ow,
YA av

8u

[8u 8u

ou 8u

Ov Ov

oyoz 0yoz oY oz

ow ow

82 8X
ou Ov

ov Ov

+

ay oX

0X 0z 8X 0z - 0X 0z

+[@@+——+——
OXAY  OXIY  9X Y

ow Ow

(2.104)

Bununla birlikte {6 On} yer degistirme artimlari vektérii u nin dogrusal olmayan bir

fonksiyonu oldugundan (2.98) ifadesi sonlu eleman gelistirilmesi icin uygun degildir. Bu

nedenle (2.98) ifadesi sonlu eleman matrislerinin kurulumunu kolaylastiracak sekilde

alternatif bir yolla yazilmalidir. Bu amacla izleyen ifade yazilir:

Jofoy (s

: [aﬁa@+a6vav aawa_w]
0Tl OX OX  OX OX  OX OX
1 oou du 0dv Ov  Odw Ow
+0$}’}’ “av av av v Tav av
oy oy oY 9y oY oY
s, 060 07 066 08
_f "%\ 9z 8z Oz Oz Oz Oz
Y g (0800 OGOST 0V 0V 0V 05 0bw 0w o 06w
ol oy 8z  OY Oz oY 0z 0Y 0Oz oYy 0z 0Y 0z
1 oduodu Ouoddu Odvov Ovodv Odwow Ow Odw
+eS, | ——F——F——+— —
OX 0z OX 0Oz oX 0z OX 0Oz oX 0z OX 0Oz
i (0TOU 0T 06T 05V 97 97 067 95w oW O b
WL OX dY OX Y  OX dY OX JY  OX dY  OX oY
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Boylece (2.69) virtul is ifadesindeki

tamamlanmis olmaktadir.
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S

o O O O O o

Xz
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"[B]'[2s][B){u}d°v

au
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ifadelerin
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alternatif

o

n On

0

[N

o O O O O o

x
<

vy

0~yz

o O O O O o

o
hn
N

<
N

0

[EN

0~zz

ou
oX
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ou
0z
ov
oX
ov
oy
ov
0z
ow
oX
ow
oy
ow
0z

d°v (2.105c)

(2.105d)

(2.106)

formlarinin gelistirilmesi

Toplam ve artimsal yer degistirme alanlarina izleyen sekilde yaklasim yapilsin:

> ubxy,2)

u

{uh=1v =13 0 =lul{ay

w

> wihxy,2)
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> ahxv.2

U

(U =v= Zzlvjwj(x,v,a =[o{A} (2.108)
Y S mura

Burada
W 0 0 %, 0 0 — ) 0 O

[(¥=0 &, 0 0 ¢, 0O —— 0 , O (2.109)
0 0 0 0 Y — 0 0 4

Sekiz digim noktali G¢ boyutlu elemanin sekli ve yaklasim fonksiyonlari izleyen

sekildedir:

A Y5y
2 6
) 8 /{ X,X
4 . >
b 5
7
/.7

ot

Sekil 2.7 Sekiz diigiim noktali, tic boyutlu eleman.

1 2X Y 27 1 2X 2Y 27
=1 1 1 =1 14 1
h 8 a b c b 8[ a] b] c]
1 2X 2Y 27 1 2X 2Y 27
=1 1 14 =1 14 14
t 8 a b ¢ b 8 a b c] (2.110)
1. 2\, 2v). 2z 1, 2\, )\, 2z '
=14 1 1 =—|[1+ 14 1
e sl a b c b sl a b c]
1 2X 2Y 27 1 2X 2Y 27
=1+ |1 14 =14+ |14 || 14
b 8" a bl ¢ i sl all b |c]
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(A ={u, v, w, 0, v, W, 4, v, W, }

(A ={@,5,%,5,5,®,...1,7,#)

Baylece izleyen ifade elde edilir.

J. o6} o C]{e}dOVZ

= J. {63 ((o+[p.) [ocl (Bl+{R.) Tt

— /. fe AT wl} o]0 (w{A} v
- j;v {8} [.c[B]{A}d°v

| foant {ishav

:f 6UTDT35 D|{a}dv
f (A dv

A= 55,0
f e} é
Al

=) o3yl s

6(§R):ﬂvgﬁmd°v+ﬁs 2t Sy d°S

= [ (A} 1 {3 av+ [, {8} (9] {3t} ot"s

Burada

8]=(0]+p,))[%], [B.]=[D] ¥

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.113),(2.116) esitliklerinin (2.69) esitliginde yerine konmasi ve varyasyonlar hesabinin

lemmasinin kullanimi (yani {6&} keyfi degisimlerdir.) lic boyutlu lineer olmayan stirekli

ortamin toplam Langragian formilasyonu ile iliskili izleyen sonlu eleman modeli elde

edilir:
(k] KA ={oF o)
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Burada

K]=J.[8] [.Cla]d*V (2.119)
K= [ [8.] [s5]8.)d" (2.120)
{iF)=/,Ja]' {is}a"v (2.121)
e R R e LR PO (2.122)

ot
}Z{Zt } (2.123)

0%y

of,
Zf: , c2)
tf {éfy} b

Not edilmelidir ki [35] ve [,C] simetrik oldugundan rijitlik matrisi [K]=[K|+K,]
simetriktir. Ayrica toplam Langragian formulasyonlari artimsal formilasyonlardir. Yani

{6A} E{A} nin belirlenmesinde (2.118) esitligindeki rijitlik matrisi teget (tangent) rijitlik
matrisidir. Dogrusal bir analiz icin {A} ={Al, {éF} ={0} ve [k, |=[0].

Ug boyutlu problemler icin [B] ve [B, ] matrisleri izleyen sekilde verilir:

8]=8+8]+&|+E'] (2.124)
%0 0% 0 0 — 2 0 0
0% 0 0% 0 — 035 0

IR A s
0% % 0% % — 0 % %
$o0%%0%-—20%
SH08 %0 —%% o
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¥ 00 &% 00— 4% 00
#% 00 &% 00— 4% 00
[q]:&mi%%a@ >0 &m&%%&um& e &ﬁ%% > (2.126)
wotoz 00 Gotoa 00 — Fotaz 00
2athm 00 BR+EF 00 — ZR+HF 00
545 0 0 AB4ES 00 —— S%48% 00
o &% 00 ZF 0-—0 R O
o 2% 00 2% 0 -—o0 2% 0
g BE 00 &% 00 &% o 129
0 4F+5% 00 Z3+5%2 0 —— 0 25+52 0
0 &F+4m 00 FF+EZ 0 —— 0 ZR+E2 0
0 SF+ow 00 FZ+5% 0 —— 0 FR+5% 0
00 & g @& 0gQ %
00 % g w2 ___gQ %
[3{]:00 % 00 &% ——— 00 A% (2.128)
00 BF+¥%F 00 FR+ie —— 00 FH+i%
00 F+57 00 FR+HF —— 0 0 FR+RY
00 $J+am 00 FR+EFT —— 00 FR+HT
%0 0% 00 —% 0 o0
%0 0 3 0 —— 3 0
2 0 0 % 0o —— % 0
02 0 0 %2 0 — 0 2 0
BJ=0 22 0 0 %2 0 — 0 % 0 (2.129)
02 0 02 0 — 020
0 02 0 0% _ 0 0 2
0 0% 0 0% — 0 0 %
0o 0% o0 0% — 0 0 2%

(2.118) sonlu eleman esitlikleri acik formda izleyen sekilde yazilabilir:
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Burada

Kijl‘lL f {ocn

oo

&b&b[

oy O, 8u[ 8u]
oX oX

C N, Ay 3U[ 8u]
ox oy avr” ' ox

Bl ox oz oz ox

+5(] +.Co

Ny O, B du
o az v oz

[@]2%%
o) oz oZ

sl
oy axovl o) ° %

sty
oz ox\" oxjoz| ° | oz av Y oz
udy,  ou &p] [au&p,,auaw
oy ovozl|lozoy ovoz
4422148 23
az\" ' ox) oz ox X) oz ' az o

[ ww%@wHﬁ &W&@ﬂw
“ox)oy oavox| |\ ax)oy oy ox

[8u] N, Oy,

= C
oY) oy oy ol

- .,

(2.131)

+o s

+Css

+0Ces

ool B o, o,

o o o o

&@2;2’(‘ 0(;3\(%‘%[ ay] ]+%afé‘/&b&|%] (2.132)
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K = f c‘%&p{ ] |24 9% Ow dw c&bf&pfaw[u@w)
! “Hoox oxlox)| °lox oy axor| “lox oz ox\T oz
%fﬁl‘pjawaw 8W26'~b/8"pj %%
+0C12 "y Av Av oy oczz Ay 0 23
oY oX oX oY oY) oy oY oY 82 82 8Y
‘”’WW[ ] e A e
0 ]3 OCB +0C33 1+
oZ oX oX oz oz oYy oz )oY oZ) oZ 0Z| (2.136)
82 EAr T30 i Jor oy oz
e %[1. ] 2o J, oo, wd
“lox\" oaz) ox oz az)ox  ox oz
c [wdn Iaw&p] WO, owd || o,
“lov ox " ox ov| oy ax  ox oy
A, o, O, A, A, o, A, A, A,
K}lN: 15 %/ /+15 i /+ i J +15 i /+ i J
i fl" “ox ox ° *y[av oX ox oy) “loz ox ox oz (2.137)
o, O, A, Oy oy, O, o, O, | 2N _ 3N |
+ e — +,55, +.5 dV =K =K
°”[ay oz oz oy | “ovoy oz oz 7
gﬁlzﬁv §fxﬂ)fd°‘/+fre ot b, ds (2.138)
gﬁz:ﬁv gfylp[dovjufre ot ds (2.139)
= [ v+ [ ot ds (2.140)
Au o, du A, ou N, , \[ au]amp, 8u8w}]1
Fl= +— =L S+ LSy T oS, H| I | oS
o f{[ oxox > oy ay > Taz ez = ox)ay oy ax | (2.141)
ou o, = Ou O, Ou N, Ou |, 0
|1+ L+ S -+ dv
\[ 8x] 0z 0z 8x]° “ oy 9z 0z oY oS,
ov O, ov N, , ov o, , ov |, ovo |,
oF = —LsS +[1+ ] +—=—"0S +\[1+—]—‘+——‘ S
o f{axax"" av oy ° oz oz Y ) ox aan“y(ZMZ)
Ovo Ov &p.]l [ 8v]8mb v O, |4 0
Lt LloS,e |1+ Ly — d’v
0z OX ox 9z )" \ oy) oz 0z oy oS
- Ow O i ow o, , [ 8W]8ﬂ)» . lé’w o, Ow . |,
i = ils 4|14 —|Z s Ly i\ls
of; f{axax“* oy ay °” 0z )09z °°* |9y ox 8xav°”(2143)
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2.5 Sicakhga Bagh Malzeme Ozelligi

Sicakligin degismesi ile birlikte malzemelerin fiziksel 6zellikleri de degismektedir.
Ozellikle yiiksek sicakliklarda bu durum olduk¢a &nem arz etmektedir. Sicakhgin
degismesi ile birlikte malzemelerin Young modiili, sicaklik genlesme katsayi, 1si iletim
katsayisi, akma gerilmesi gibi 0Ozellikleri degismekte olup, yapr elemanlarinin
tasariminda bu durumun dikkate alinmasi gerekmektedir. Yapilan literatir
calismasinda, sicaklik etkisi altindaki kirislerin mekanik davranislari incelenirken,

sicakhgin malzeme 6zelliklerine olan etkisinin ¢cok az incelenmis oldugu gorilmustir.

Malzeme ozelliklerinin  sicakhga baglihginin  dikkate alinmasiyla, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden yapilmis bir yapi elemaninin malzeme dagilimi, hem
koordinat boyunca hem de o koordinattaki sicakhga bagh olarak degisecektir. Sicakligin
degismesi ile malzemelerin fiziksel oOzellikleri degiseceginden, ele alinan problem
malzeme yoniinden dogrusal olmayan bir probleme donisecektir. Bunun sonucunda,
incelenen problem hem geometrik hem de fiziksel dogrusal olmayan bir problem

olmaktadir.

Hacim oranlarina gére malzemenin herhangi bir noktadaki 6zellikleri P, o noktadaki

sicakhga bagli olarak izleyen sekilde olur:

P(Y,T) =P, (T)V,(Y) +Py(T)Vy(Y) (2.144)

Burada P, ve P, sirasiyla alt ve st malzemelerin 6zellikleri olmak uzere, sicakliga bagli
olarak degismektedir. V, ve V,, sirasiyla alt ve list malzemelerin kalinlik boyunca hacim

orani olup, aralarindaki baginti izleyen sekildedir:
V,+V, =1 (2.145)

Hacim oranlari gbz 6nline alinarak, malzemenin kiris kalinhgi boyunca 6zellikleri belli

bir fonksiyona (power-law) [80] gore izleyen sekilde verilmistir:
y 1)"
P(Y,T)=(Py(N)—P.(T)) e Ay (2.146)
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P: Fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin kalinlik boyunca ve sicakliga gore degisen

malzeme 6zelliklerinden herhangi biri.
P, : Kirigin st ylizeyindeki malzemenin 6zellikleri
P, : Kirisin alt ylzeyindeki malzemenin 6zellikleri

n: Kalinhik boyunca malzeme degisimini Ustel dagilim kanununa goére (power-law)

belirleyen pozitif bir katsayi.
Y: Kalinlik yontindeki koordinat
h: kiris ytksekligi

T: Kalinhk boyunca sicakhk

Bu kisimda yer alan nlmerik hesaplarda, fonksiyonel derecelendirilmis Kkirisin
malzemesi Ostenitik paslanmaz celik-316 ile saf molibden alinmistir. Ostenitik

paslanmaz celik-316'in fiziksel 6zellikleri sicakliga bagli olarak izleyen sekilde verilmistir

([84,85,86,87]):

E(T)=205.91—-2.6913x10* T —4.1876x10° T* (GPa) (2.147)
o(T)=(11.813+1.3106x10 * T —6.1375x10 ° T*)x 10 ° (1/K) (2.148)
k(T)=9.0109+1.5298x107* T (W /mK) (2.149)
o,(T)=448.69—1.193T +1.4787x10 ° T°~6.3134x10 ' T°(MPa) (2.150)

Burada E elastisite modilii, o, sicaklik genlesme katsayisi, k 1s1 iletim katsayisi ve oy

akma gerilmesini temsil etmektedir. Sicaklik birimi olarak Kelvin (K) alinmistir. Buradaki

esitlikler, 300 K ile 1000 K sicaklik araligi icin gecerlidir. Poisson orani v=0.27 alinmistir.

Saf Molibdenin sicakliga bagl olarak malzeme fonksiyonlari izleyen sekilde verilmistir

(85,86,88,89,90]):

E(T)=338.93—-3.413x10° T —8.2007x10° T* (GPa) (2.151)

ofT)= (4.9904 +1.1837x10 * T +3.5877x10' T* ) x107° (1/K) (2.152)
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k(T)=152.78 —5.0884x10* T +9.6754x10° T* (W /mK) (2.153)
o,(T)=309.7540.165T —3.675x10 * T* +1.0535x10 ' T*(MPa) (2.154)

(2.151)-(2.152) esitlikleri 300K -2900K, (2.153) esitligi 300K-2600K, (2.154) 300K-2100K

sicakhk araliklari icin gecerlidir. Saf Molibdenin Poisson orani v=0.356'dir.
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BOLUM 3

SAYISAL UYGULAMALAR

3.1 Timoshenko Kiris Teorisi Cercevesinde C6ziim

Bilinen birlestirme islemlerinin kullanimiyla Esitlik 2.34 de verilen, iki digim noktali
eleman icin Timoshenko kiris teorisi tizerine temellendirilen toplam Lagrangian sonlu
eleman modeline iliskin eleman rijitlik matrislerinin kullanimiyla sistem teget rijitlik
matrisi elde edilir. Bundan sonra onceden de belirtildigi gibi dogrusal olmayan
problemlerin ¢ozim islemi kullanilarak Timoshenko kirisinin toplam Lagrangian sonlu
eleman modeli icin ilgili cozimler elde edilir. Sayisal hesaplarda, farkh termal ylikleme,
malzeme dagilimi ve kirisin geometik 6zelliklerine gore, kritik burkulma yukleri, yer
degistirmeler, mesnet tepkileri, termal yikler, Cauchy gerilmeleri incelenmistir. Ayrica
karsilastirma calismalari yapilmistir. Bu boliimdeki sayisal hesaplarda, kirisin seramik

malzemesi zirkon (ZrO,; E=151GPa, E=151GPa, v=0.2882, k=2.09W/(m.K),
a=10x10°K") ve metal malzemesinin aliminyumdan (Al;E=70GPa, v=0.31,
k=204 W/(m.K), a=23x10°K™) olustugu distnilmistir. Buradaki malzemelerin

fiziksel 6zellikleri, Li vd. [8] tarafindan yapilmis olan ¢alismadan alinmistir. Kirisin alt
ylzeyi aliminyum, Ust ylzeyi seramikten yapilmistir. Fonksiyonel derecelendirme
katsayisi n=0 oldugunda kiris malzemesinin tamami seramik (homojen seramik)

olmaktadir. Sayisal hesaplarda, sonlu eleman sayisi 70 alinmustir.

Problemde ele alinan biyuklikler boyutsuzlastirilirsa, izleyen ifadeler elde edilir:
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Burada T, kirisin Ust ve alt ylzeylerindeki sicaklik degerlerinin orani, E, Kirisin Ust ve alt
ylzeylerindeki elastisite modolii degerlerinin orani, P, boyutsuz yatay mesnet tepkisi,
P, boyutsuz diisey mesnet tepkisi, P. boyutsuz eksenel termal yik, m, boyutsuz
termal egilme momenti, m boyutsuz mesnet tepki momenti, A boyutsuz toplam
eksenel uzama, S kirisin sekil degisimi sonrasi uzunlugu, &,, boyutsuz Cauchy normal

gerilmesi, 7,, boyutsuz Cauchy kayma gerilmesi ve X ise boyutsuz termal yiiki temsil

etmektedir.

Elde edilen formilasyonlarin ve Matlab program dilinde yazilan bilgisayar programinin
dogrulugunu test etmek icin, daha Onceden yayinlanmis, literatliirde mevcut olan
calismalarin sonuglariyla karsilastirmalar yapilmistir. Bu amagla, Li vd. [8] tarafindan
yapilan ¢alismanin Sekil 3 de verilen, her iki ucu ankastre mesnede sahip fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeli bir kirisin L/h=15 , X=2 ve T,=1,2,3 degerleri igin
boyutsuz termal eksenel yik P. ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki
iliskinin sonuclari tez calismasinin sonuclari ile Sekil 3.1 da karsilastiriimistir. Sekil 3.1
den gorildigi gibi, elde edilen egriler, Li vd. [8] tarafindan elde edilen egrilere yakin

cikmistir.
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Sekil 3.1L/h=15, X=2 ve T, =1,2,3 degerleri icin boyutsuz termal eksenel yiik P, ile
fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki iliski.

Li vd. [8] tarafindan yapilan ¢calismanda Sekil 7 ile verilen, her iki ucu ankastre mesnede

sahip fonksiyonel derecelendirilmis malzemeli bir kirisin L/h=15, T, =15 ve boyutsuz
termal yik X\=2,3,5 degerleri icin kirisin orta noktasinin boyutsuz disey yer
degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki iliskisi

sunulan tezdeki sonuglarla Sekil 3.2 de karsilastirilmistir. Sekil 3.2 de goraldigi gibi,

elde edilen egriler, Li vd. [8] tarafindan elde edilen egrilere olduk¢a yakin ¢cikmistir.
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Sekil 3.2 L/h=15, T, =15 ve boyutsuz termal yiik X\ =2,3,5 degerleri igin kirisin orta
noktasinin boyutsuz disey yer degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel derecelendirme
katsayisi n arasindaki iliskisi.

Elde edilen formilasyonlarin ve Matlab program dilinde yazilan bilgisayar programinin
dogrulugunu bir kez daha test etmek icin, Li vd. [8] tarafindan yapilan calismada Sekil 4
ile verilen, her iki ucu ankastre mesnede sahip fonksiyonel derecelendirilmis malzemeli
bir kirisin L/h=15, T,=1,1.2,1.5,2,3ve boyutsuz termal yiik X\ =2 degerleri igin
boyutsuz termal egilme momenti M, ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi n

arasindaki iliskisi sunulan tezdeki songlarla Sekil 3.3 de karsilastiriimistir. Sekil 3.3 de
goruldtgl gibi, elde edilen egriler, Li vd. [8] tarafindan elde edilen egrilere yakin

cikmistir.

49



0.3 ; ; ; ?

0.25F """"""""""" e ...._----“--"-"'
0.2 Suimlan
{ é E | mmm——— Li vd. [8]
i1 : _ :

T 0.15 AR "T'IFZ """""" """""""""""" o 1
0.1, “" """""""""""" Tr‘—“lﬁ """""""""""" 7
005 /7 R S— e -

f Tl

 T=l z
0 A =Ih-—=-=—

0 20 40 60 80 100

Sekil 3.3 L/h=15, T, =1,1.2,1.5,2, 3 ve boyutsuz termal ylilk X =2 degerleri igin
boyutsuz termal egilme momenti M. ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n)
arasindaki iliski.

Sekil 3.4 de, kirigin, T, =2, L/h=15, n=3, X=4,6,8 degerleri i¢in burkulma sonrasi

konumlari verilmistir.

i1

LR

0.06}

004

n.ozf

Sekil 3.4 Kirisin T, =2, L/h=15, n=3, X\=4,6,8 degerleri i¢in burkulma sonrasi
konumlari.
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Sekil 3.5 de, T, =3 ve cesitli fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerleri igin

boyutsuz kritik burkulma sicakligi ile kirisin uzunluk/ytkseklik orani arasindaki iliski
verilmistir. Sekil 3.5 de goruldugu gibi egriler L/h=30 dan sonra yaklasik olarak yataya
asimptot olmaktadir. Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 da gorilir ki, fonksiyonel derecelendirme
katsayisi (n) degeri artikg¢a kritik burkulma sicakligi azalmaktadir. Bu diislis formu sekil
3.6 da daha acikca goriilmektedir. Fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=40
degerinden sonra, kiris malzemesinin biylik ¢ogunlugu metal olmakta ve bu ylizden

N, —n egrisi n=40 degerinden sonra yataya asimptot olmaktadir. Fonksiyonel

derecelendirme katsayisi n=0 durumu igin, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeli

kiris homojen seramik olmaktadir.

L/h

Sekil 3.5 T, =3 ve gesitli fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerleri igin
boyutsuz kritik burkulma sicakligi ile kirisin uzunluk/yikseklik orani arasindaki iliski.
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Sekil 3.6 T, =3 ve L/h=10 igin fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) ile boyutsuz
kritik burkulma sicakligi arasindaki iliski.

Sekil 3.7, 3.8 ve 3.9da, T, =3, L/h=20 ve gesitli fonksiyonel derecelendirme katsayisi n
degerleri icin kirisin orta noktasinin boyutsuz disey yer degistirmesi, kirisin toplam
eksenel boyutsuz uzamasi ve boyutsuz mesnet tepkisi degerleri ile boyutsuz termal yik
arasindaki iliskiler gosterilmistir. Sekillerden gorildagi gibi, kritik termal burkulma
yikinden sonra, cok kicik sicaklik artisinda kirisin yer degistirme ve mesnet momenti

degerleri ciddi bir bicimde artmaktadir.
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Sekil 3.7 L/h=20, T, =3 ve fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0, 0.8, 2, 6
degerleri icin kirislerin orta noktasinin boyutsuz diisey yer degistirmesi V(0.5) ile
boyutsuz termal yik X\ arasindaki iliski.

0.12 ' v v .
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Sekil 3.8 L/h=20, T, =3 fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0, 0.8, 2, 6 degerleri

icin kirislerin toplam boyutsuz boy uzamasi A ile boyutsuz termal yik X\ arasindaki
iliski.
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Sekil 3.9 L/h=20, T, =3 fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0, 0.8, 2, 6 degerleri
icin boyutsuz mesnet tepkileri ile boyutsuz termal yik X\ arasindaki iliski.

Sekil 3.7, 3.8 ve 3.9 dan goruldigu gibi, fonksiyonel derecelendirme katsayisi n artikca
boyutsuz yer degistirme, boyutsuz toplam eksenel uzama ve boyutsuz mesnet tepkileri
artmaktadir: Clinkii fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) artikgca kiris malzemesi
Aliminyuma yaklasmakta olup, Aliiminyumun elastisite modulli Seramige gore cok

dislik oldugundan, kirisin rijitligi azalmaktadir.

Sekil 3.10, 3.11 ve 3.12 de, N=2, L/h=20 ve gesitli T, (kirisin Ust ve alt
ylzeylerindeki sicakhk degerlerinin orani) icin kirisin orta noktasinin boyutsuz diisey
yer degistirmesi, kirisin toplam eksenel boyutsuz uzamasi ve boyutsuz mesnet tepkisi
degerleri ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki iliskiler gosterilmistir.
Sekillerden goéruldugi gibi, T, artikga kirislerin orta noktasinin boyutsuz disey yer
degistirmesi, kirisin toplam eksenel boyutsuz uzamasi ve mesnet tepkisi, tim

fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerleri icin artar.
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Sekil 3.10 L/h=20, \ =2 ve gesitli T, degerleri igin kirislerin orta noktasinin boyutsuz
disey yer degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki

iliski.
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Sekil 3.11 L/h=20, X =2 ve gesitli T, degerleri igin kiriglerin toplam boyutsuz eksenel
uzamas! A ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki iliski.
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Sekil 3.12 L/h=20, X\ =2 ve gesitli T, degerleriigin kirislerin boyutsuz mesnet tepkileri
ile fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) arasindaki iliski.

Boyutsuz Cauchy asal normal gerilmeleri, © o izleyen sekilde verilmistir:

max ’ min

— — — — 2
_ o,, + 0, O, =0, _\2
o = + +(o 3.2
max 2 \/[ 2 ( X}’) ( )
G, +0 G — 0,
o ==  _ l Y1 +(T ’ 3.3
min 2 \/[ 2 ] ( Xy) ( )

Sekil 3.13 ve Sekil 3.14 de, kirislerin orta kesitinin Ust noktasinda (£ =0.5,71=0.5)

sirasiyla boyutsuz en biylik Cauchy asal normal gerilmeleri ve boyutsuz en kigik
Cauchy asal normal gerilmeleri ile boyutsuz termal yuk arasindaki iliski verilmistir.
Sekillerden gorildigi gibi, kritik termal burkulma yukiinden sonra, gerilmeler ciddi bir
bicimde degismektedir. Kritik burkulma ylikiinden sonra, en biliyik Cauchy asal
gerilmeleri ile en kiiciik Cauchy asal gerilmeleri monoton bir bicimde azalmaktadir.
Ayrica, ayni termal yikleme durumunda, fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n)

arttikca en biytk ile en kicgik Cauchy asal gerilmeleri artmaktadir.
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Sekil 3.13 L/h=20, T, =3 fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0, 0.8, 3, 10 degerleri
icin kirisin orta kesitinin st noktasinda (£ =0.5,1=0.5), boyutsuz en biyik Cauchy
asal gerilmeleri ile boyutsuz termal yik X arasindaki iliski.
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Sekil 3.14 L/h=20, T, =3, fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0, 0.8, 3, 10
degerleri igin kirisin orta kesitinin ist noktasinda (£ =0.5,1=0.5), boyutsuz en
kicuk Cauchy asal gerilmeleri ile boyutsuz termal yik X arasindaki iliski.

57



Sekil 3.15 ve 3.16 da, N\=4, L/h=20 ve T, =3 degerleri igin kirisin orta kesitinin
sirasiyla boyutsuz en biylik Cauchy asal normal gerilmeleri ve boyutsuz en kigik
Cauchy asal normal gerilmelerinin ylkseklik boyunca dagihimi ile fonksiyonel
derecelendirme katsayisi n arasindaki iliskiler gosterilmistir. Sekillerden gorildigu gibi,
fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n), gerilmelerin kesit yiksekligi boyunca dagilimi

Uzerinde 6nemli bir rol oynamaktadir.
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Sekil 3.15 L/h=20, T, =3, X =4 igin kirisin orta kesitinde boyutsuz en biyiik Cauchy
asal gerilmeleri.
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Sekil 3.16 L/h=20, T, =3, X =4 igin kirisin orta kesitinde boyutsuz en kiiglik Cauchy
asal gerilmeleri.
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Bu koliimde, elde edilen verilerden su sonuglara ulasilmistir:

e Fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) artikca boyutsuz yer degistirme, boyutsuz
toplam eksenel uzama ve boyutsuz mesnet tepkileri artmaktadir: Clinki fonksiyonel
derecelendirme katsayisi (n) artikca kiris malzemesi Aliminyuma yaklasmakta olup
Aliminyumun elastisite modullii Seramige gore cok disik oldugundan, kirisin rijitligi

azalmaktadir.

e T, (Kkirisin Ust ve alt ylzeylerindeki sicaklik degerlerinin orani) artik¢a kiriglerin orta

noktasinin boyutsuz disey yer degistirmesi, kirisin toplam eksenel boyutsuz uzamasi ve

mesnet tepkisi, tiim fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerleri icin artar.

e Kritik termal burkulma yikiinden sonra gerilmeler ciddi bir bicimde degismektedir.
Kritik burkulma yiikiinden sonra, en bliyik Cauchy asal gerilmeleri ile en kiiciik Cauchy
asal gerilmeleri monoton bir bicimde azalmaktadir. Ayrica, ayni termal yikleme
durumunda, fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) artikca en buylk ile en kiguk

Cauchy asal gerilmeleri artmaktadir.

e Fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n), gerilmelerin kesit yiliksekligi boyunca

dagilimi tizerinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

3.2 iki Boyutlu Siirekli Ortam Modeli Cer¢evesinde Coziim

Bilinen birlestirme islemlerinin kullanimiyla esitlik (2.72)’da, 8 diiglim noktali eleman
icin toplam Lagrangian formilasyonu Uzerine temellendirilen iki boyutlu sirekli
ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modeline iliskin eleman rijitlik matrislerinin
kullanimiyla sistem teget rijitlik matrisi elde edilir. Bundan sonra 6nceden de belirtildigi
gibi dogrusal olmayan problemlerin ¢6zim islemi kullanilarak iki boyutlu sirekli
ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modeli icin ilgili c6zimler elde edilir. Sayisal
hesaplamalarda bes noktali Gauss integral kurali kullanilmistir. Bu bolimdeki sayisal

hesaplarda, kirisin seramik malzemesi zirkon (ZrO,; E=151GPa, E=151GPa,
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v=0.2882, k=2.09W/(m.K), a=10x10°K") ve metal malzemesinin aliiminyumdan
(Al; E=70 GPa, v=0.31, k=204W/(m.K), a=23x10°K™") olustugu dusiinilmustir.
Buradaki malzemelerin fiziksel 6zellikleri, Li vd. [7] tarafindan yapilmis olan ¢calismadan
alinmistir. Kirisin alt ylzeyi aliminyum, Ust ylizeyi seramikten yapilmistir. Fonksiyonel
derecelendirme katsayisi n=0 oldugunda kiris malzemesinin tamami seramik (homojen
seramik) olmaktadir. Sayisal hesaplarda, yatay sonlu eleman sayisi 30 ve disey sonlu

eleman sayisi 8 alinmistir.

Bu kisimda yer alan sayisal sonuglarda, iki boyutlu stirekli ortam modeli ile Timoshenko
kiris teorisi arasindaki fark incelenmistir. Sayisal hesaplamalarda MATLAB bilgisayar

programlama dili kullaniimistir.

Elde edilen formilasyonlarin ve Matlab program dilinde yazilan bilgisayar programinin
dogrulugunu test etmek icin, daha o6nceden yayinlanmis olup literatiirde mevcut
calismalarin  sonuclariyla karsilastirmalar yapilmistir.  Bu amagla, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeli bir kiris igin L/h=15, X=2,3,5 ve T, =15 degerleri
alinmasi durumunda boyutsuz orta nokta diisey yer degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel
derecelendirme katsayisi (n) arasinda Li vd. [8] tarafindan elde edilen iliski bu
calismada Timoshenko kiris teorisi, iki boyutlu siirekli ortam teorileri ile bulunanlarla
Sekil 3.17 de karsilastiriimistir. Sekil 3.17 den goéraldiGgu gibi, elde edilen egriler, Li vd.

[8] tarafindan elde edilen egrilere yakin ¢ikmistir (7, kirisin Ust ve alt ylzeylerindeki

sicaklik degerlerinin orani, X ise boyutsuz termal yiku).
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Sekil 3.17 L/h=15, T, =15ve boyutsuz termal yik X\ =2,3,5 degerleri igin kirisin orta
noktasinin boyutsuz disey yer degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel derecelendirme
katsayisi (n) arasindaki iliskisi.

Timoshenko kiris teorisi ve iki boyutlu strekli ortam modelinin karsilastirilmasi, L=80 m
uzunlugunda ve b=1 m genisliginde bir kirisin farkli yikseklik degerlerine gore
yapimistir. Bu amacla, fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0 ve Uniform sicaklk
artisi AT =4000°C icin kirisin burkulma sonrasi yer degistirmeleri ile yikseklik

boyunca gerilme dagilimlari hesaplanmistir. Sekil 4.18 de iki model icin elde edilen

burkulma sonrasi kirisin yer degistirmis konumlari karsilastirilmistir.

X (m) Xm)

Sekil 3.18 L=80 m, b=1 m, n=0 ve AT =4000 °C olmasi durumunda Timoshenko kiris

teorisi ve iki boyutlu stirekli ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi yer
degistirmis konumlari. a) h=1 m, b) h=1.6 m.
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Sekil 3.18 L=80 m, b=1 m, n=0 ve AT =4000 °C olmasi durumunda Timoshenko kiris

teorisi ve iki boyutlu stirekli ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi yer
degistirmis konumlari. ¢c) h=2.667 m, d) h=4 m, e) h=5.33 m, f) h=6.15m, g) h=7.27 m.

Sekil 3.18de gorildigi gibi, kiris yiksekligi arttikca Timoshenko kiris teorisi ile iki

boyutlu sitrekli ortam modeli arasindaki fark artmaktadir.

Sekil 3.19 da, kirisin orta kesitindeki Cauchy normal gerilmelerinin ylikseklik boyunca
dagilimi Timoshenko kiris teorisi ve iki boyutlu sirekli ortam modeline gore

karsilastirilmistir.
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Sekil 3.19 b=1 m, n=0 ve AT =4000 °C olmasi durumunda Timoshenko kiris teorisi ve

iki boyutlu stirekli ortam modeline gore kirisin orta kesitindeki Cauchy normal
gerilmelerinin yukseklik boyunca dagilimi. a) L/h=50, b) ) L/h=30, c) L/h=20,d) L/h=15

e) L/h=13, f) L/h=11.42.

Sekil 3.19 da goruldigu gibi, L/h azaldikca Timoshenko kiris teorisi ile iki boyutlu stirekli

ortam modeli arasindaki fark artmaktadir.
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Sekil 3.20 de, kirisin burkulma sonrasi yer degistirmis formu Timoshenko kiris teorisi ile
iki boyutlu sirekli ortam modeli kullanarak farkli fonksiyonel derecelendirme katsayisi

n degerlerine gore verilmistir.
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Sekil 3.20 L=80 m, b=1 m, h=1 m ve AT =4000 °C olmasi durumunda Timoshenko

kiris teorisi ve iki boyutlu sirekli ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi
konumlari. a) n=0, b) n=0.5, c) n=1, d) n=3, e) n=5, f) n=10.
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Sekil 3.20 de goriilmektedir ki, fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) artik¢ca yer
degistirmeler artmaktadir. Clinkii fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) artikca kiris
malzemesi Aliminyuma yaklasmakta olup Aliminyumun elastisite modulii seramige

gore cok diislik oldugundan, kirisin rijitligi azalmaktadir.

Sekillerden gorildigi Gzere, iki boyutlu strekli ortam modeli sonuglarinin Timoshenko
kiris teorisi sonuglarina gore daha buyik oldugu gorulmektedir. L/h orani kiguldikce
Timoshenko kiris teorisi ile iki boyutlu stirekli ortam modeli arasindaki fark artmaktadir.
Sonuglardan gorulur ki, L/h orani dusiik olan kirislerde daha gergekgi sonuglar

alabilmek icin iki boyutlu stirekli ortam modeli kullanmak gerekir.

3.3 Ug Boyutlu Siirekli Ortam Modeli Cergevesinde C6ziim

Bilinen birlestirme islemlerinin kullanimiyla, 8 digim noktali eleman icin toplam
Lagrangian formilasyonu Uzerine temellendirilen G¢ boyutlu siirekli ortamin toplam
Lagrangian sonlu eleman modeline iliskin eleman rijitlik matrislerinin kullanimiyla
sistem teget rijitlik matrisi elde edilir. Bundan sonra Onceden de belirtildigi gibi
dogrusal olmayan problemlerin ¢6zliim islemi kullanilarak lg¢ boyutlu sirekli ortamin

toplam Lagrangian sonlu eleman modeli i¢in ilgili coziimler elde edilir.

Nimerik hesaplarda, kirisin seramik malzemesinin Zirkon (ZrO,; E=151 GPa,
E=151 GPa, v=0.2882, k=2.09W/(m.K), a=10x10°K") ve metal malzemesinin
Aliminyumdan (Al; E=70 GPa, v=0.31, k=204W/(m.K), a=23x10°K™) olustugu
duslintlmastir. Buradaki malzemelerin fiziksel ozellikleri Li vd. [8] yapmis oldugu
calismadan alinmistir Kirisin alt ylzeyi aliminyum, Ust ylizeyi seramikten yapilmistir.
Fonksiyonel derecelendirme katsayisi n=0 oldugunda kiris malzemesinin tamami
seramik (homojen seramik) olmaktadir. Sayisal hesaplarda, yatay sonlu eleman sayisi
200, disey sonlu eleman sayisi 5 ve enine dogrultudaki sonlu eleman sayisi 5 alinmistir.

Bu kisimda yer alan sayisal sonuglarda, iki ve Ug¢ boyutlu sirekli ortam modeli ile

Timoshenko kiris teorisi arasindaki fark, sicakhk etkisi altindaki fonksiyonel
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derecelendirilmis kirisler icin incelenmistir. Sayisal hesaplamalarda MATLAB bilgisayar
programlama dili kullanilmistir. Sayisal integrasyon hesaplarinda bes noktali Gauss

integral kural kullaniimistir.

Elde edilen formilasyonlarin ve Matlab program dilinde yazilan bilgisayar programinin
dogrulugunu test etmek icin daha Onceden yayinlanmis olup literatiirde mevcut
calismalarin  sonuglariyla karsilastirmalar yapilmistir.  Bu amagla, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeli bir kiris igin L/h=15, X=2,3,5 ve T, =15 degerleri
alinmasi durumunda boyutsuz orta nokta diisey yer degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel

derecelendirme katsayisi n arasinda Li vd. [8] tarafindan elde edilen iliski bu calismada
Timoshenko kiris teorisi, iki ve lic boyutlu strekli ortam teorileri ile bulunanlarla Sekil
3.21 de karsilastiriimistir. Sekil 3.21 den gorildtgi gibi, elde edilen egriler, Li vd. [8]

tarafindan elde edilen egrilere yakin ¢ikmistir (7, kirisin st ve alt yuzeylerindeki

sicaklik degerlerinin orani, X ise boyutsuz termal yiik).
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Sekil 3.21 L/h=15, T, =15 ve boyutsuz termal yilk X =2,3,5 degerleri igin kirisin orta
noktasinin boyutsuz disey yer degistirmesi V(0.5) ile fonksiyonel derecelendirme
katsayisi n arasindaki iliski.
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Sekil 3.22 de, Uc¢ boyutlu kirisin farkh kiris yiUksekliklerine gére burkulma sonrasi
konumlari verilmistir. Kiris ylksekligi ile kiris genisligi degerlerinin ayni olmasi
durumunda kirisin kritik burkulma dogrultusu her iki dogrultuda (Y ve Z dogrultular)
olabilmektedir. Bu durum Sekil 3.22a ve Sekil 3.22b de goérilmektedir. Kiris
ylksekliginin artmasi durumunda, kirisin kritik burkulma dogrultusu degismekte olup
en kicuk eylemsizlik momentinin oldugu eksen etrafinda burkulma ortaya ¢ikmaktadir.
Bu durumda, kiris yiksekligi h>1 m olmasi halinde, kiris en kicik eylemsizlik
momentinin oldugu Y ekseni etrafinda burkulur. Bu durum, Sekil 3.22 de gosterilmistir.
Sekil 3.18 de goriilmektedir ki, iki boyutlu sirekli ortam modeli ile Timoshenko kiris
teorisinde tiretilen formiller dizlem problem icin oldugundan burkulma sadece Z
ekseni etrafinda olmaktadir. Yani kyiris yliksekliginin artmasi ile birlikte, burkulmanin Y
ekseni etrafinda olmasi gerekirken sadece Z ekseni etrafinda olmaktadir. Boylesi bir
durum ise ancak kirisin Y dogrultusunda tutulmus olmasi ile mimkindir. Kiris Y
dogrultusunda tutulu degilse gercekeci sonuglar almak icin kirislerin ic boyutlu uzayda
modellenmesi gerekmektedir. Sekil 3.22 de goriilmektedir ki, kiris ylksekligi h nin
artmasi ile birlikte kirisin Z dogrultusundaki yer degistirmelerinde bir degisiklik
olmamaktadir. Bunun nedeni Y ekseni etrafindaki hem atalet momentinin hem de
sicaklk nedeniyle ortaya cikan yikin A nin artimi ile dogru orantili olarak artmasidir.
Bu durumda h nin farkli degerleri icin ayni sicaklk degerlerindeki yer degistirme

formlari da ayni olmaktadir.

Z 0| EETET L=80 m
| A R I T T ‘
2 \i_h - = h=1m
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e e 0
5 \Mk a) . ﬁsu 60
10— ,.A//{.i
B e 30
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Sekil 3.22 =80 m, b=1 m, n=0ve AT =4000 °C olmasi durumunda ti¢ boyutlu siirekli
ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi konumlari. a) h=1 m.
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Sekil 3.22 =80 m, b=1 m, n=0ve AT =4000 °C olmasi durumunda (i¢ boyutlu siirekli
ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi konumlari. b) 1 m, c) h=2 m, d) h=4 m.
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Sekil 3.22 =80 m, b=1 m, n=0ve AT =4000 °C olmasi durumunda (i¢c boyutlu siirekli
ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi konumlari. e) h=10 m, f) h=15m

Sekil 3.23 de, Ug¢ boyutlu siirekli ortam modeli kullanilarak kirisin burkulma sonrasi yer
degistirme formu farkli fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerleri icin

verilmistir.

Sekil 3.23 L=80 m, b=1 m, h=1 m ve AT =4000 °C olmasi durumunda ¢ boyutlu
stirekli ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi konumlari. a) n=0.
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Sekil 3.23 L=80 m, b=1 m, h=1 m ve AT =4000 °C olmasi durumunda ii¢ boyutlu

strekli ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi konumlari. a) n=0, b) n=0.5, c)
n=1, d) n=3, e) n=5.
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Sekil 3.23 L=80 m, b=1 m, h=1 m ve AT =4000 °C olmasi durumunda ¢ boyutlu
strekli ortam modeline gore kirisin burkulma sonrasi konumlari., f) n=10 g) n=1000

Sekil 3.23 de goriilmektedir ki, kiris malzemesinin homojen olmasi durumunda, yani
n=0 ve n=1000 de, sadece egilme burkulmasi ortaya cikmaktadir. Kiris malzemesinin
homojen olmamasi durumunda, egilme ve burulma birlikte olarak egilme-burulma
burkulmasi ortaya cikmaktadir. Kiris malzemesinin fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme olmasi durumunda, kirisin yiksekligi boyunca yanal dogrultuda egilme rijitligi
degisken oldugundan yanal dogrultudaki yer degistirmeler farkh olacak ve bu farkh
egilme yer degistirmeler de cubuk ekseni etrafinda bir burulma meydana getirecektir.
Boylece tim kesitin basing kuvveti etkisi altinda olmasi durumunda, egilme ile birlikte
burulma da ortaya cikacak ve burkulma, burulmali egilme burkulmasi (Burulma-Egilme
burkulmasi) olacaktir. Homojen malzemeden yapilmis, sadece pozitif egilme momenti
etkisi altindaki | kirislerde Ust baslik basinca, alt baslk ¢cekmeye zorlanacaktir. Boylesi
bir durumda alt bashgin dengesi her zaman kararli olmasina karsin Ust baslik basing
etkisinde oldugundan basing gerilmelerinin belli bir degerinden sonra basing bashgi
yanal burkulacaktir ve tim kiris goz 6niine alindiginda st basligin yanal burkulmasi, alt

basligin bu burkulmayi engellemeye calismasiyla burulma da ortaya cikacaktir. Boylece
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burulmali egilme burkulmasi meydana gelecektir. Bununla birlikte eksenel basing yliki
ile yakll ve cift simetri eksenine sahip homojen malzemeli kesitlerde burulmali egilme
burkulmasi beklenmez. Buna karsin fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden
yapiimis kirislerde geometrik olarak cift simetri ekseni olsa bile basing yiki altinda
burulmali egilme burkulmasi gézlenmektedir. Ayrica sunu da akilda tutmak gerekir ki,
fonksiyonel derecelendirilmis malzeme durumunda, sicaklik nedeniyle ortaya cikan
basing yiikii de sadece geometrik acidan bakilsa bile eksenel olmaktan ¢ikmaktadir.
Yani fonksiyonel derecelendirilmis malzeme durumunda vyikseklik boyunca farkl
sicakhk genlesme katsayilari nedeniyle Uniform sicaklhik durumunda bile ylikseklik
boyunca farkl gerilme degerleri ortaya ¢ikacagindan eksenel yik durumu anlamini
yitirecektir. Bu durumda kiris uclarinda hem basin¢ kuvveti hem de egilme momenti
beraber ortaya c¢ikacaktir. Aslinda, {¢ boyutlu durumda ve fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme goz Onine alindiginda kesit tesirleri yerine gerilme

kavramlariyla hareket etmek daha dogru olacaktir.

Sayisal sonuclardan goruldigu Gzere, fonksiyonel derecelendirilmis yapi elemanlarinin
mekanik davranislarinin incelenmesi ve bu elemanlarin tasariminda daha gercekgi
sonuglar alinabilmesi icin (¢ boyutlu sirekli ortam modelinin g6z 6nline alinmasi

gerekmektedir.

3.4 Sicakhigin Malzeme Ozelliklerine Olan Etkisinin incelenmesi

Sicakligin malzeme ozelliklerine etkisini arastirmak icin daha 6nce Matlab program
dilinde yazilan bilgisayar programlari (2.146) esitligi gz 6nine alinarak yeniden elde
edilmistir. Sayisal hesaplarda, Kirisin alt yiizeyi saf Molibden ve (st yiizeyi Ostenitik
paslanmaz celik (316) malzemelerinden olusmaktadir. Bu degerlere ait malzeme
ozellikleri (2.147)-(2.154) esitliklerinde verilmistir. Buradaki calismada, malzeme
ozelliklerinin sicakhga bagh olma durumuna goére fonksiyonel derecelendirilmis
kirislerin burkulma ve burkulma sonrasi davranislari Timoshenko kiris teorisi
cercevesinde arastirilmistir. Malzeme 06zelliklerinin sicakliga bagli olma ve olmama
durumlar arasindaki fark arastiriimistir. Malzemelerin ilk sicakliklari, oda sicakligina
yakin bir deger olan 300 K alinmistir. Bu kisimda, kiris malzemesinin burkulma ve
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burkulma sonrasi davranisi elastik bolgede incelenmistir. Sayisal islemlerde, kiriste

olusan gerilmeler akma gerilmesine esit oldugu anda sayisal islemler kesilmistir. Bu

ylUzden elastik 6tesi burkulma sonrasi davranis incelenmemistir.

Sekil 3.24 de, Ostenitik paslanmaz celik-316 ve saf molibdenin malzeme &zellikleri ile

sicakhk artisi arasindaki iliski verilmistir.
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Sekil 3.24 Ostenitik paslanmaz celik-316 ve saf molibdenin malzeme 6zellikleri ile
sicakhk artisi arasindaki iliski. a) Elastisite moduld, b) Sicakhk genlesme katsayisi, c)

Akma gerilmesi, d) Isi iletim katsayisl.

m— (stenitik Paslanmaz Celik (316),
————— Saf Molibden.

Sekil 3.24 de gorulmektedir ki, sicakligin artmasi ile birlikte malzemelerin fiziksel

ozellikleri 6nemli oranda degismektedir. Sekil 3.24a da, sicakhigin artmasi ile birlikte

malzemelerin Young modilinde azalma oldugu gorilmektedir. Cinki sicakhigin

artmasi ile birlikte, molekiiller arasi mesafe artar ve molekiiller arasi kuvvet degeri

diser. Bunun sonucunda malzemenin mukavemeti dismektedir. Sekil 3.24b de,
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sicakhgin artmasi ile birlikte sicaklik genlesme katsayisinin ciddi artimi gézlenmektedir.
Sekil 3.24c de, sicakligin artmasi ile birlikte malzemelerin akma gerilmesi degerinin
azaldigi gorilmektedir. Ozellikle, Ostenitik Paslanmaz Celik-316'in diisiisi saf
molibden'e gore daha fazla olmaktadir. Yiksek sicaklklarda, Paslanmaz Celik (316)'in
akma gerilmesi degeri saf Molibden'e gore daha kiiclik olmaktadir. Sekil 3.24d de
goruldigi gibi, sicakligin artmasi ile birlikte, Ostenitik Paslanmaz Celik-316'in 1s1 iletim

katsayisi degeri artmasina karsin saf Molibdenin isi iletim katsayisi degeri diismektedir.

Sekil 3.25, 3.26 ve 3.27 de, yiikseklik boyunca fonksiyonel derecelendirilmis kirisin
farkli sicaklik artisi ve farkli fonksiyonel derecelendiriimis malzeme katsayisi (n)
degerlerine gore sirasiyla elastisite modill, sicaklik genlesme katsayisi ve akma

degerleri gosterilmistir.
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Sekil 3.25 Degisik liniform sicaklik artisi ile birlikte Elastisite modullinin kiris yliksekligi
boyunca degisimi a) n=0 (Tiimuyle Ostenitik paslanmaz celik-316) b) n=0.5 ¢ ) n=3

d) n=ee (Tiimiyle saf Molibden). =====AT =0, ==== AT =200K, AT =200K,
wrbbH A4 rEHA AT:4OOK' - - AT:7OOK
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Sekil 3.26 Degisik Gniform sicaklik artisi ile birlikte sicaklik genlesme katsayisinin kiris
yiksekligi boyunca degisimi a) n=0 (Timdyle Ostenitik paslanmaz celik (316)), b) n=0.5

¢ ) n=3 d) n=co (Tumuyle saf Molibden). == AT —(Q , ==== AT —=200K,
AT = 200K , #sstié AT = 400K, momem AT =700K
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Sekil 3.27 Degisik tiniform sicaklik artisi ile birlikte akma gerilmesinin kiris yiuksekligi
boyunca degisimi a) n=0 (Tiimiiyle Ostenitik paslanmaz celik (316)). a) n=0, b) n=0.5
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Sekil 3.27 Degisik tiniform sicaklik artisi ile birlikte akma gerilmesinin kiris yiuksekligi
boyunca degisimi c ) n=3, d) n=c (Timdlyle saf Molibden). =—— AT —(Q , ===
AT =200K, AT =200K, st AT = 400K, mmemem AT =700K.

Sekil 3.25, 3.26 ve 3.27 de gorildiga gibi, sicakhigin artmasi ile birlikte malzemelerin

fiziksel ozellikleri 6nemli oranda degismektedir. Ayrica fonksiyonel derecelendirme

katsayisinin malzeme 6zelliklerine ciddi bir etkisi oldugu gorilmektedir.

Sekil 3.28 ve Sekil 3.29 da sirasiyla malzeme 6zelliklerinin sicakliga bagh olmamasi ve

olmasi durumlarinda, malzeme fiziksel oOzelliklerinin (Elastisite moduli, sicakhk

genlesme katsayisi, akma gerilmesi ve isi iletim katsayisi) kiris ylksekligi boyunca, farkli

fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerlerine gore degisimi gosterilmistir
(AT =700Kicin ).

5 10 15 16
E (GPa) Oy (UK)

Sekil 3.28 Malzeme fiziksel 6zelliklerinin sicakhga bagli olmamasi durumunda, kiris
ylksekligi boyunca, farkh fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerlerine gore
degisimler (AT =700K cin ). a) Elastisite modul, b) sicaklik genlesme katsayis|, m—



0.5 0.5

vl N\ v

0. E 5 05 f
300 250 300 350 0 20 100 150
0, (Mpa) k (W/mK)

Sekil 3.28 Malzeme fiziksel 6zelliklerinin sicakhga bagh olmamasi durumunda, kiris
ylksekligi boyunca, farkh fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerlerine gore
degisimler (AT =700K gin ). c) Akma gerilmesi, d) 1si iletim katsayis|, m— =0,

- n=0.1, ............... n:0_5' L YT T ] n:l' RN n:3' f=ta e e e n=10, HHHHH- =09,

E (GPa)
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Sekil 3.29 Malzeme fiziksel 6zelliklerinin sicakhga bagh olmasi durumunda, kiris
ylksekligi boyunca, farkh fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n) degerlerine gore
degisimler (AT = 700 K icin ). a) Elastisite moduili, b) sicaklik genlesme katsayisi, c)

Akma gerilmesi, d) isiiletim katsayis|, =—pn=(Q === =01 s n=0.5,

=emem )=], eoessse N=3, sseeee N=10, ++ nN=oo,
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Sekil 3.28 ve 3.29 da gortlmektedir ki, fonksiyonel derecelendirme katsayisinin sec¢imi,
malzemenin vyiksek sicaklik degerlerine karsi sergiledigi davranisinda 6nemli rol

oynamaktadir.

Sekil 3.30 da, malzeme o6zelliklerinin sicakhga bagli olmasi ve olmamasi durumlarinda,
kirisin kritik burkulma sicakhgi ile kirisin uzunluk/yukseklik orani arasindaki iliski, farkl
fonksiyonel derecelendirilme katsayilarina gore verilmistir. Sayisal islemlerde, sicakhigin
malzemenin fiziksel 6zelliklerini degistirmedigi durum model 1, degistirdigi durum ise

model 2 olarak isimlendirilmistir.

120 ? . ;
100}
80f-

60

AT, (K)

40

%o 5 70 e 90
L/h

Sekil 3.30 Farkli fonksiyonel derecelendirilme katsayilarina gore malzeme fiziksel
ozelliklerinin sicakhga bagh olmasi ve olmamasi durumlarinda, kirisin kritik burkulma
sicakhgi ile kirisin L/h orani arasindaki iliski. == Model 1, == === Model 2.

Sekil 3.30 da goriilmektedir ki, L/h orani arttikca model 1 ile model 2 arasindaki fark
azalmaktadir. Sekil 3.30 da gorildigu gibi, L/h oraninin kiiglik olmasi ile iki model
arasindaki farki ciddi bir bicimde ortaya ¢cikmaktadir. Sekil 3.30 da, gosterilen egrilerde
bulunan cember icindeki nokta, kiris malzemesinin ilk akmaya basladigi sicakhgi
gostermektedir. Yani elastik burkulma limitini temsil etmektedir. Sekil 3.30 da

gorilmektedir ki, model 1 ile model 2 arasindaki fark, elastik burkulma limit tGzerinde
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belirgin bir rol oynamaktadir. Ayrica, fonksiyonel derecelendirilmis katsayisi n degeri
artikca, her iki modelin elastik burkulma limit sicakhk degerleri birbirine

yaklasmaktadir.

Sekil 3.31 de, farkh fonksiyonel derecelendirme katsayisi n degerleri icin kirisin orta
noktasinin disey yer degistirmesi V(L/2) ile sicakhk artisi AT arasindaki iliski degisik
L/h oranlarina icin gosterilmistir. Burada, sicakhgin malzeme 6zelliklerini degistirdigi ve

degistirmedigi durumlar arasindaki farklar incelenmistir.

1.4 : 7 :
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Sekil 3.31 Malzeme 6zelliklerinin sicakhga bagh olmasi ve olmamasi durumlarinda,
kirisin orta noktasinin diisey yer degistirmesi V(L/2) ile sicaklik artisi AT arasindaki

iliskisi. @) n=0, b) N=0.5. =—— Mode| 1, == === Model 2.
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Sekil 3.31 Malzeme 6zelliklerinin sicakhga bagh olmasi ve olmamasi durumlarinda,
kirisin orta noktasinin diisey yer degistirmesi V(L/2) ile sicaklik artisi AT arasindaki

iliskisi. C) N=1. w— Mode| 1, = = = Model 2.

Sekil 3.31 de gorildigia gibi, sicakligin artmasi ile birlikte, model 1 ile model 2
arasindaki farklar ¢ok 6nemli oranda artmaktadir. Kritik burkulma sicakhgr gercek
durum olan model 2 de daha disiik ctkmaktadir. Sicakhgin ¢cok yliksek olmasi ile birlikte
modeller arasindaki fark ihmal edilemeyecek mertebelerde olmaktadir. Buradan
goruldugl tzere, sicakhgin malzeme 0Ozelliklerini degistirmedigi varsayilarak (Model 1)
bir vyapi elemaninin mekanik davranisinin incelenmesi ve tasarimi gercekgi

olmayacaktir.

Sekil 3.31 de, gosterilen egrilerde bulunan ¢cember icindeki nokta, kiris malzemesinin ilk
akmaya basladigi sicakhgr gostermektedir. Yiikseklik boyunca kirisin malzemesi
degisken oldugundan, akma tiim kalinlik boyunca ayni anda baslamayacaktir. Sekil 3.27
de goruldigu gibi, ele alinan problemde kiris malzemesinin en ¢ok zorlandigl ve akma
gerilmesinin en dislik kisimlari kirisin en st bolgeleridir. Sicakliga bagli olan durumda,
kiris malzemesi daha erken akacaktir. Ayrica Sekil 3.31 de goruldugi gibi, L/h oraninin
azalmasi ile birlikte kritik burkulma sicakliklari arasindaki fark artmaktadir. Sekil 3.29 da
goruldtgli Gzere, yapi elemanlarinin model 1 e gore yiksek sicaklikta tasarimini

yapmak onemli bir tasarim hatasi ortaya cikmaktadir. Bu yizden yapi elemanlarinin
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sicakhk etkisinde daha gercekci davranislarini gorebilmek ve gilvenli tasarimini
yapabilmek icin mutlaka sicakligin malzeme fiziksel 6zellikleri (izerindeki olan etkisi gbz

online alinmalidir.

Ayrica sekil 3.31 de gorilmektedir ki, fonksiyonel derecelendirme katsayisi n degeri
arttikca, kritik burkulma sicakhgi artmakta ve yer degistirmeler azalmaktadir. Clinki
fonksiyonel derecelendirme katsayisi n arttikca kiris malzemesi saf Molibdene
yaklasmakta olup, saf Molibdenin malzeme &zellikleri Ostenitik paslanmaz celige gore
yliksek degerlerde oldugundan, kirisin dayanimi artmaktadir. Buradan da goraldigi
gibi, fonksiyonel derecelendirme katsayisinin seciminin, malzemenin mekanik davranisi
Uzerinde ¢ok onemli bir etkisi vardir. Bu ylizden fonksiyonel derecelendirilmis bir yapi
elemaninin tasariminda, en uygun fonksiyonel derecelendirme katsayisinin secimi

gereklidir.

Sekil 3.32 de, farkli fonksiyonel derecelendirme katsayisi n degerleri icin en biyuk
Cauchy normal gerilme ile sicakhk artisi AT arasindaki iliski gosterilmistir. Burada,
sicakhgin malzeme Ozelliklerini degistirdigi ve degistirmedigi durumlar arasindaki

farklar incelenmistir.
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Sekil 3.32 Malzeme 6zelliklerinin sicakhga bagh olmasi ve olmamasi durumlarinda en
biylk Cauchy normal gerilmesi ile sicaklik artisi AT arasindaki iliski a) n=0.
Model 1, == === Model 2.
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Sekil 3.32 Malzeme 6zelliklerinin sicakliga bagl olmasi ve olmamasi durumlarinda en
baylk Cauchy normal gerilmesi ile sicaklik artisi AT arasindaki iliski a) n=0, b) n=0.5, c)
N=1. w— NMode| 1, == =—— Model 2.

Sekil 3.32 de gorilmektedir ki, burkulma sicakligindan 6nce gerilmeler yaklasik
dogrusal olarak artarken, burkulma olustuktan hemen sonra aniden artmaktadir.
Ayrica sekil 3.32 de gorilmektedir ki, model 1 ile model 2 arasindaki fark, elastik
burkulma limiti (zerinde belirgin olmaktadir. Sicakliga bagh olma durumunda Kkiris
malzemesi, sicakliga bagl olmayan duruma goére daha erken akacaktir. Bu yizden,
yapisal elemanlarin glivenli tasarimi i¢in sicaklik bagimli fiziksel ozelliklerin g6z énline

alinmasi zorunludur. Aksi halde cok 6nemli hatalar kaginilmaz olacaktir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada fonksiyonel olarak derecelendirilmis kirislerin sicaklik etkisi altinda
burkulma sonrasi davranislari incelenmistir. Problemin ¢6ziminde, kirisler
Timoshenko kiris teorisi, iki boyutlu stirekli ortam modeli ve Ui¢ boyutlu siirekli ortam
modeli c¢ercevesinde ele alinmistir. Her (¢ durumda da toplam Lagrangian
formuilasyonu ile birlikte sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Kirisin malzeme
ozellikleri, kiris yuksekligi boyunca fonksiyonlar seklinde belirlenmistir. Yer
degistirmeler ve donmeler (zerinde herhangi bir sinirlandirma yapilmamis olup
burkulma ve burkulma sonrasi davranis tam olarak incelenmisdir. Sicakligin malzeme
ozelliklerine olan etkisi ayrintih olarak incelenmistir. Sayisal hesaplarda, MATLAB
programi kullanilmistir. Elde edilen formilasyonlarin ve Matlab program dilinde yazilan
bilgisayar programinin dogrulugunu test etmek icin, daha 6nceden yayinlanmis olup
literatiirde mevcut calismalarin sonugclariyla karsilastirmalar yapilmistir. Sicaklk artisi
ve farkli malzeme dagilislarina gore, kirislerin yer degistirmesi, burkulma sonrasi
konumlari, kritik burkulma yiikleri ve kiris ylksekligi boyunca gerilme dagilimi detayli
olarak incelenmistir. Timoshenko kiris teorisi, iki boyutlu stirekli ortam modeli ile {i¢
boyutlu stlirekli ortam modelleri arasindaki farklar burkulma sonrasi durum icin
arastirilmistir. Bunlara ilave olarak, sicakhgin malzemenin fiziksel ozelliklerine etkisi
ayrintili olarak arastiriimistir. Bu calismada elde edilen belli basl sonuclar asagida

kisaca 6zetlenmistir:

e Fonksiyonel derecelendirme katsayisi (n), yer degistirme, uzama, mesnet tepkisi ve

gerilmelerin kesit yiiksekligi boyunca dagilimi Gizerinde 6nemli bir rol oynamaktadir.
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e Sayisal sonuglardan gorildigli Uzere, iki boyutlu sirekli ortam modeli sonuglari
Timoshenko kiris teorisi sonuglarina gére daha buyuk olmaktadir. L/h orani kiguldikce
Timoshenko kiris teorisi ile iki boyutlu strekli ortam modeli arasindaki fark artmaktadir.
Sonuglardan gorular ki, L/h orani dusiik olan kirislerde daha gercek¢i sonuclar

alabilmek icin iki boyutlu strekli ortam modelinin kullanilmasi gereklidir.

e Sonuclardan gorulmektedir ki, kiris malzemesinin homojen olmasi durumunda, yani
n=0 ve n=<c da, sadece egilme burkulmasi ortaya cikmaktadir. Kiris malzemesinin
homojen olmamasi durumunda, egilme ve burulma birlikte olarak egilme-burulma
burkulmasi ortaya cikmaktadir. Kiris malzemesinin fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme olmasi durumunda, kirisin yiksekligi boyunca yanal dogrultuda egilme rijitligi
degisken oldugundan yanal dogrultudaki yer degistirmeler farkh olacak ve bu farkh
egilme yer degistirmeleri de cubuk ekseni etrafinda bir burulma meydana getirecektir.
Boylece tim kesitin basing kuvveti etkisi altinda olmasi durumunda, egilme ile birlikte
burulma da ortaya cikacak ve burkulma, burulmali egilme burkulmasi (Burulma-Egilme
burkulmasi) olacaktir. Homojen malzemeden yapilmis, sadece pozitif egilme momenti
etkisi altindaki | kirislerde Uist baslik basinca, alt baslk cekmeye zorlanacaktir Boylesi bir
durumda alt bashgin dengesi her zaman kararli olmasina karsin Ust baslik basing
etkisinde oldugundan basing gerilmelerinin belli bir degerinden sonra basing bashgi
yanal burkulacaktir ve tim kiris goz 6niine alindiginda Ust basligin yanal burkulmasi, alt
basligin bu burkulmayi engellemeye calismasiyla burulma da ortaya cikacaktir. Boylece
burulmali egilme burkulmasi meydana gelecektir. Bununla birlikte eksenel basing yliki
ile yikli ve cift simetri eksenine sahip kesitlerde burulmali egilme burkulmasi
beklenmez. Buna karsin fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis kirislerde
geometrik olarak cift simetri ekseni olsa bile basin¢ yiiki altinda burulmali egilme
burkulmasi gozlenmektedir. Ayrica sunu da akilda tutmak gerekir ki, fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme durumunda, sicaklik nedeniyle ortaya ¢ikan basing yiiki de
sadece geometrik acidan bakilsa bile eksenel olmaktan ¢ikmaktadir. Yani fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme durumunda yikseklik boyunca farkh sicaklik genlesme

katsayilari nedeniyle Gniform sicaklik durumunda bile yiikseklik boyunca farkl gerilme
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degerleri ortaya cikacagindan eksenel yiik durumu anlamini yitirecektir. Bu durumda
kiris uclarinda hem basin¢ kuvveti hem de egilme momenti beraber ortaya cikacaktir.
Aslinda, ¢ boyutlu durumda ve fonksiyonel derecelendirilmis malzeme goz 6niine
alindiginda kesit tesirleri yerine gerilme kavramlariyla hareket etmek daha dogru

olacaktir.

e Sayisal sonucglardan gorildiugli  Gzere, fonksiyonel derecelendirilmis vyapi
elemanlarinin mekanik davranislarinin incelenmesi ve bu elemanlarin tasariminda daha
gercekci sonuclar alinabilmesi icin ¢ boyutlu siurekli ortam modelinin g6z 6niine

alinmasi gerekmektedir.

el/h orani arttikca, malzeme 6zelliklerinin sicakhga bagli olmasi ve olmamasi durumlar
arasindaki fark azalmaktadir. L/h oraninin blylk degerlerinde, kritik burkulma sicaklig
yaklasik ayni degerde olmaktadir. L/h oraninin diisiik olmasi ile malzeme 6zelliklerinin
sicakhga bagli olmasi ve olmamasi durumlari arasindaki fark cok Onemli oranda
artmaktadir. Ozellikle L/h orani disik olan kirislerin  sicaklik etkisi altindaki
davranislarinin incelenmesinde, mutlaka malzeme 0zelliklerinin sicakhga bagh olmasi

durumu goz onine alinmahdir.

e Yapi elemanlarinin sicaklik etkisinde daha gercekci davranislarini gérebilmek ve daha
glivenli tasarimlarini yapabilmek icin mutlaka sicakligin malzeme o0zelliklerine olan

etkisi gbz ontine alinmalidir. Aksi takdirde, cok 6nemli hatalar yapilmis olur.

e Fonksiyonel derecelendirme katsayisinin se¢ciminin, malzemenin mekanik davranisi
Uzerinde ¢ok onemli bir etkisi vardir. Bu ylizden fonksiyonel derecelendirilmis bir yapi
elemaninin tasariminda, en uygun fonksiyonel derecelendirme katsayisinin secimi

gereklidir.
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