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OZET

Olasilik yorumu da dahil olmak iizere standart kuantum mekaniginin tiim postiilalarini
saglayan rolativistik teori bir boyutlu durum igin gelistirilmistir. Teorinin rélativistik
karakteri, Lorentz grup gosterimlerinin indirgenemez, {initer gosterimleriyle tammlanir. Bu
matris elemanlar1 ise serbest hareketin dalga fonksiyonlaridir(rdlativistik diizlem dalgalar).
Yaklasim, pargacigin rolativistik enerjisi ile momentumu arasindaki iliskiyi anlatan kiitle
kabugu denkleminin Lobachevsky momentum uzaymm tasvir etmesine  dayanmaktadir.
Lobachevsky uzayinin izometri grubu (ya da uzayin hareketler grubu) Lorentz grubudur. Bu
teoride enerji ve momentum operatorleri, fark aralifinin pargacigin Compton dalga boyuna
esit oldugu sonlu fark operatdrleridir. Serbest rélativistik par¢acigin sonlu fark Schrodinger
denklemi standart Schrédinger denkleminden ayirt edilemeyecek bir formda yazilmistir.
Rolativistik yaklagimin gereklerini karsilamak igin kurulan sonlu fark hesaplar gelistirilmistir.
Diferansiyel formlar teorisinin deformasyonlarina dayanan komiitatif olmayan diferansiyel
hesaplarin kisa bir 6zeti verilmis ve komiitatif olmayan diferansiyel hesaplarin rolativistik
Schrédinger denklemi icin dogal bir matematiksel ara¢ oldugu gosterilmistir. Ardindan bir
boyutlu rolativistik sagilma teorisi arastinlmigtir. Rolativistik Green — fonksiyonu,
argiimanlarin kompleks diizleminde Jordon lemmast kullanilarak kapali bir formda
hesaplanmistir. Sonlu fark hesaplar durumu i¢in 6nemli sayida dagilimlar, integral
gosterimleri temelinde genellestirilmistir.

vi



ABSTRACT

The relativistic theory, which satisfies all postulates of standard quantum mechanics,
including probability interpretation, has been developed in one-dimensional case. The
relativistic character of the theory is described by the matrix elements of the unitary,
irreducible representations of the Lorentz group. These matrix elements are the free motion
wave functions (relativistic plane waves). The approach considered is based on a fact that
mass shell equation of a particle (i.e. the relativistic connection between energy and
momentum) describes Lobachevsky momentum space. The isometry group (group of
motions) of the Lobachevsky space is the Lorentz group. In this theory the operators of
energy and momentum are finite-difference operators with the difference interval equal to the
Compton’s wavelength of the particle. The finite-difference Schrédinger equation of free
relativistic particle has been written in a form indistinguishable from the standard Schrédinger
equation. The finite-difference calculus, which is constructed for meeting the needs of the
relativistic approach, has been developed. A short review of non-commutative differential
calculus based on the theory of differential forms as their deformation has been given and it
was shown that the non-commutative differential calculus is a natural mathematical tool for
the relativistic Schrédinger equation. Then the relativistic one-dimensional scattering theory
has been investigated. The relativistic Green’s function has been calculated in a closed form
using the Jordon’s lemma in the complex plane of rapidities. A number of important
distributions have been generalized for the case of finite-difference calculus on a basis of
integral representations.

vii



1.GIRIS

Kuantum mekanigi, kiigiik mesafelerdeki pargaciklarin etkilesmelerini ve fiziksel olaylan
agtklayan yegane teoridir. Rolativistik kuantum mekanigi ise yilkksek enerjili pargaciklar
arasindaki etkilesmeleri ve fiziksel olaylar1 incelemek amaciyla kurulmus bir teoridir. Yiiksek
enerjili parcaciklar igin rélativistik kuantum mekanigine gegilmesiyle, standart kuantum
mekaniginin bazi temel kavramlarinin (6megin izole edilmis tek pargacik, sabit sayida
pargactk sayist vb.) degistirilmesi de zorunlu olmugtur. Bunun sebebi standart kuantum
mekaniginin konfigiirasyon uzayiyla, rélativistik pargaciklarin hareketlerinin tasvir edilmesi
sirasinda  Klein-Gordon denkleminde deginilecedi gibi bazi problemlerle karsilagiimig
olmasidir. Tezin amaci yeni bir rélativistik konfigiirasyon uzayr kavramina dayanan
rolativistik kuantum mekaniginin gelistirilmesidir. Rolativistik konfiglirasyon uzay: kavrami
{initer, indirgenemez Lorentz grup gosterim teorisinin matris elemanlart kullanilarak
olusturulmustur. Bu rélativistik yaklagim ayni zamanda dalga fonksiyonunun olasilik yorumu
da dahil olmak iizere, standart kuantum mekaniginin tiim postiilalarin1 saglamaktadir. Lorentz
grup gosterim teorisine dayanan rélativistik yaklasimin temelleri hakkinda genel bilgilerin
ifade edilmesinden once, rélativistik kuantum mekaniginin tarihsel gelisim stirecine kisaca

deginilebilir:

Rélativistik kuantum mekanigi {izerine ilk dalga denklemi 6nerisi 1926 yilinda Klein, Gordon
ve Fock tarafindan getirilmistir. Klein-Gordon denkleminin en dnemli 6zelligi zamana goére

ikinci mertebeden tiirevin oldugu bir diferansiyel denklem olusuydu. Dalga fonksiyonunun

zamana gére degisiminin belirlenmesi igin hem y hem de %Vti ifadelerinin verilen bir anda

bilinmesi gerekliydi ve bu ifadeler rasgele degerler alabileceginden p ifadesi pozitif, negatif
ya da sifir olabilirdi. Bu da p’nun, pargacigin iyi belirlenmis koordinatlarn i¢in olasilik

yogunlugu olarak yorumlanmasim imkansiz hale getirmisti. Klein-Gordon denkleminin ikinci
problemli noktas: ise negatif enerji ¢6ziimlerine izin vermesiydi. Bu ylizden Klein-Gordon
denkleminin gercek pargaciklari tasvir etmedigi diistinlilmektedir. Bu problemleri gidermek
amaciyla Dirac 1928’de kendi adiyla bilinen bir denklem 6nermistir. Bu denklem stireklilik
denklemine uygun bir denklem olusu ve sadece pozitif olasilik yogunluguna izin verisiyle
Klein-Gordon denkleminin ilk problemine ¢6ziim bulmaktaydi. Ancak halen negatif enerji
¢6ziimleri mevcuttu. Aslinda Klein-Gordon denklemiyle Dirac denklemi aym tip

denklemlerdi. Klein-Gordon denklemi spini sifir olan bozonlar i¢in, Dirac denklemi spini Y2




olan fermiyonlar igin gegerliydi. Daha sonra her iki denklemde de yer alan negatif enerji
¢oziimleri anti pargacik olarak yorumlanmis ve bu yorum yeni bir formalizmin gereklili§ini

de beraberinde getirmistir: Ikinci Kuantizasyan ve Kuantum Alan Teorisi.

Genel hatlanyla deginilen rélativistik kuantum mekaniginin 6nemli bir 6zelligi, rolativistik
belirsizlik bagintilanimin  analizi sonucunda rélativistik teoride momentum uzayimn
kullanilmasinin uygun oldugudur (Davydov, 1965). Bu bakimdan tezin temellerini vermeye
caligtipy rélativistik yaklasim da momentum uzayinda, pargacigin kiitle kabugu denkleminin
yazilmasi ve bu denklemin teskil ettigi i¢ boyutlu ylizeyin Lobachevsky geometrisini tasvir
etmesi esasina dayanir. Kisaca rolativistik yaklagimin temel diistincesinin ifade edildigi bu

satirlarin ardindan simdi tezin kapsamina gegilebilir:

Tezin 2. Boliimiinde kuantum mekaniginin temel varsayimlan ile Schrddinger ve Klein-
Gordon dalga denklemleri anlatilmistir. 3. Boliimde Lorentz grup gosterimine dayanan
rolativistik yaklagimin bir boyutlu temelleri verilmektedir. Pargacigin kiitle kabugu denklemi
(parcacigin rélativistik enerjisi ve momentumu arasindaki iligkiyi g6steren denklem)
Lobachevsky momentum uzayini tasvir ederken; bu uzayin izometri grubu ise Lorentz
grubudur. Rolativistik pargacigin diizlem dalgas: Lorentz grubunun g@steriminin
indirgenemez, iiniter matris elemamdir. Rolativistik yaklasimda enerji ve momentum
operatorleri sonlu fark operatorlerle ifade edilerek, bu operatorlerin 6zdeger denklemlerini
sagladiklar1 (standart kuantum mekaniginin ikinci postiilasi) gésterilmis ve sonlu fark
Schrédinger denklemi, standart Schrédinger denkleminden ayirt edilemeyecek bir formda
ifade edilmistir. Ayrica sonlu fark operatdriin hermitselligi incelenerek (1. postiila), adi
tiirevle olan iliskisi ifade edilmis ve sonlu fark hesaplar(tirevler) ayrintili olarak
gelistirilmigtir. 4. Boéliimde ise komiitatif olmayan diferansiyel hesaplarin temel bagintilari
incelenerek rélativistik Schrodinger denklemi komiitatif olmayan diferansiyel hesaplar
kullanilarak yazilmigtir. 5. Bolimde ise bir bovutlu sagilma teorisi hem standart kuantum
mekanigi hem de rolativistik vaklasim agidan incelenerek, rolativistik Green fonksiyonu
kompleks argiimanlarin diizleminde Cauchy-Residii teoremi ve Jordon lemmasi kullamlarak
hesaplanmig, genellestirilmis basamak fonksiyonunun (sonlu fark basamak operatorii) integral

gGsterimi ifade edilerek delta fonksiyonuyla iligkisi g6sterilmistir.



2. STANDART KUANTUM MEKANIGI ve ROLATIVISTIK KUANTUM
MEKANIGININ TEMEL DENKLEMLERI

2.1 Kuantum Mekaniginin Temel Varsayimlari

Kuantum mekaniginin temel varsayimlar1 yani postiilalann pek ¢ok deneysel verinin
matematiksel olarak karsilanabilmesi amaciyla ortaya ¢ikmistir ve asagida ifade edilen dort

maddeden olugsmaktadir.

1.Varsaymm: Her fiziksel gézlenebilir bir ¢izgisel hermitsel operatotr ile temsil edilebilir.

2.Varsayim: Bir 4 g6zlenebilirine karsilik gelen hermitsel operator A ise A’nm bir kesin
6l¢limiiniin olas: sonucu 4 'nin kesikli veya slirekli 6zdegerlerinden biridir. 4 gézlenebilirinin
bir 6lglimi, A’nin bir a, bzdegerini vermisse sistem, A’nmn a, 6z degerine karsilik gelen u,

6z durumundadir. Bu ifade matematiksel olarak
.;11.:,, =a,u, 2.1)
seklinde yazilir.

3.Varsaymm: Bir sistemin herhangi bir + anindaki durumu, durum fonksiyonu da denilen;
slirekli, tiirevi alinabilir ve genelde sanal degerli olan y/(?,t) dalga fonksiyonu ile

belirlenebilir. Daima

flul*a@’7 =1 22)

Him uzay
integraline gore bire boylandirlabilen (7, ¢)fonksiyonu, sistemle ilgili tiim bilgileri tagir.

4.Varsaymm: Dalga fonksiyonunun zaman i¢indeki degisimi; H , sistemin Hamilton operatorii

olmak iizere,

ih-a—‘t” = flw (2.3)



seklinde ifade edilen ve sistemin zamana bagli Schrddinger denklemi olarak adlandirilan
denklem ile belirlenir (Dereli ve Vergin, 1998).

2.1.1 Schridinger dalga denklemi

Klasik mekanikte kinetik ve potansiyel enerjilerin toplami olan mekanik enerji, operatér
kavramlanyla birlestirilerek; kuantum mekaniginde Schrédinger dalga denklemi elde edilir.

Klasik fizikteki toplam enerji ya da mekanik enerji 7 = (x, y,z) olmak tizere,

E= —;-mSZ +V(7,1) (2.4)
ile tamimlidir. Kinetik enerji

E =2 (2.5)

dir. E ve p? yerine operator karsihiklari olan

p->p=-ilV , p?=-n’V* (2.6-2)
N .0
E—H=in_ (2.6-b)

formiilleri (2.4) denkleminde verlerine yazilip: toplam enerji igin elde edilen operator

denklemi t//(? .t) dalga fonksiyonuna etki ettirilirse,

2
- %Vz (1) +V ) wiFoo) = ih-aa—t w(F.1) @.7)

<

seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklem zamana bagli Schridinger dalga denklemi’ dir.

Bu denkleme gdre; sistemin toplam enerjisini temsil eden A Hamilton operatdrii

2
Hw=EW:>H=—§—mV2 +V (2.8)

olarak yazilir. Dalga fonksiyonu i zamana bagli degilse dalga denklemi



(-%vz + V(F)] w(7)= Ew(F) 2.9)

seklinde yazilir. Bu denklem ise zamandan bagimsiz Schrodinger dalga denklemi olarak

adlandirlir.
2.1.2 Dalga fonksiyonunun olasilik yorumu ve olasiigin korunumu

Standart kuantum mekaniginin 3. postiilast olarak ifade edilen (2.2) denklemi, belirli bir ¢
‘aninda pargacigin uzaydaki noktalarda bulunma olasili1 toplaminin bir oldugunu anlatir. Eger
pargacik kararliysa yani bir bozunma séz konusu degilse; acaba pargacifin uzaydaki
noktalarda bulunma olasiliklar1 toplami, her ¢ zamani i¢in 1 midir? Ya da baska bir deyisle
zaman degistikce (2.2) ifadesi nasil degismektedir? Bu sorunun cevabi igin (2.2) ifadesinin
zamana goére tirevi alinir ve sonug sifirsa yukaridaki yorumun her ¢ i¢in dogru oldugu
sonucuna varilabilir. Yukarida da belirtildigi tizere (2.2) denkleminin zamana gore tiirevi

alinarak

9 N2 O, 1 ou"  « oy
fudl = |— V= - — |dV .
a,Vﬂ‘”(”’” av Jatll//(r’[)l d Vf[w Y at}d (2.10)

ifadesine ulasilir. Zamana bagh Schrédinger dalga denklemi (2.7) ve onun kompleks eslenigi

*
yardimiyla ov ve o ifadeleri
ot ot
dy 1| o Oy’ __L|_ Mg e @2.11)
o | 2m VY a | am VTV '

olarak yazilabilir. Bu ifadeler (2.10) denkleminde yazildiginda; integral igindeki ifade

Oy (- N2 h 2 % xoa 2mf s, -

— MW =—|wvVv —wv Vv+—\ly Vy-wV 2.12
atlw(r )| 2im["’ vy Vs (v ry-pry )} (2.12)

seklinde elde edilir. Hamilton operatérii H hermitsel bir operatdr oldugundan potansiyel
reeldir ve (2.12) denklemindeki son terim bu nedenden &tiirii ortadan kalkar. Denklemin kalan

kismina



fv2g=9.(rvg)-(Vr).(Vg) 2.13)

Ozdesligi uygulanirsa (2.10) denklemi

j-g—t|w(f,t)|2dV=§%j€7. [vou -y Vul|av 2.14)
b v

olarak elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde
,IEaZIW(F,z)|2dV+5%,ﬁ.[W‘ﬁw-y/w/]dho (2.15)

elde edilir. Diverjans teoremine gére bir fonksiyonun diverjansinin hacim integrali yerine bu
hacmi saran ylizey tizerinde fonksiyonun kendisinin integrali alinabilir. Buna gére (2.15)

denklemi diverjans teoremine gore diizenlendiginde

~im

8, . R S B
Ig;lw(r,t)lde+;L [v' Yy -y ¥y ] ads =0 (2.16)
|2 S

elde edilir. Bu ifadede J/ hacmi tiim uzay olarak ele alinirsa, ikinci integral sonsuzdan gegen
kapali yiizey integrali olur. Fakat # — o limitinde dalga fonksiyonu sifira gittiginden (2.15)

formiiltindeki ikinci integral sifir olur ve

[ w0 ar =0 217)
Vat

sonucuna ulasilir. Bagka bir deyisle olasilik korunur. Buna gore (2.15) denklemindeki terimler

icin

p=w0 (2.18)

- h . = ~

J=— Vy-wV 2.19
(v Iy -y Ty’ (2.19)

ifadeleri tanimlanirsa (2.15) denkleminin



%,%.5=0 (2.20)
ot

ile verilen bir siireklilik denklemi olarak yazilabilecegi goriiliir (Shankar, 1980). Bu denklem
gercekten elektrikteki stireklilik denklemi ile aymdir. Eger kaynak ya da batma s6z konusu

degilse, bir bolgedeki yilk yogunlugunun zamanla degisimi o bolgeden ¢tkan net akima eittir.

Buna gore eger Iy/(F ,z‘)l2 ifadesi yani p olasilik yogunlugu ise,J vektorii de olasilik akim
yogunlugu vektorii olarak adlandirilabilir ve p olasilikla iligkili bir biiylikliik oldugu igin her
zaman pozitif degerler alir. O halde pargacigin sonlu bir bélgede bulunma olasihginin

zamanla degisimi bu bolgeden gegen net olasihk akimu ile olusur. j] .ndS akismin art1
s

(eksi) olmasi durumunda yiizeyden ¢ikan (ylizeye giren) bir net olasilik akimi oldugunu

sOyler. Bu durumda ap eksi (art1) olup ¥ hacmi i¢inde olasilifin azalmakta (artmakta)
dt

oldugunu gésterir.
2.2 Klein-Gordon Denklemi

Tek (nokta) rolativistik pargaciklar igin dalga denkleminin yazilmasina ilk teklif 1927 yilinda
Fock . Klein ve Gordon tarafindan ileri siiriilmiigtiir. Amaglanan rolativite prensiplerine
uygun. dogru bir rélativistik kuantum mekaniginin kurulmasiydi. Bu da Lorentz doniisiimleri
altinda formlarim koruyan —Lorentz kovaryant- denklemlerin yazilmasiyla miimkiindiir.
Standart kuantum mekaniginin temel prensiplerine bu boliimiin baginda kisaca
deginildiginden simdi 6zel rélativite teorisinin temel prensiplerinden kisaca bahsetmek

yerinde olacaktir. Ozel rélativite teorisinin temel prensipleri iki maddede toplanabilir:

1) Fizik kanunlar: tim eylemsiz sistemlerde aynidir.

2) Isik hizinin bosluktaki yayilma hiz1 sabittir.

Ik prensip fizik kanunlarmin gozlemcilerin bulunduklar referans sisteminden baZimsiz
oldugunu anlatir. Bu referans sistemleri ise Poincaré grup doniisiimleri ile biri digerinden elde
edilebilen referans sistemleridir. Poincaré grup déniigiimleri, uzay-zaman Stelemeleri, uzaysal
dénmeler ve 6zel Lorentz ddniisiimlerinden tiiretilmektedir. Ozel rélativite teorisinin ikinci

prensibi ise herhangi bir sinyalin hizina bir iist limit getirmektedir.



Kuantum mekaniksel ve rélativistik tamimlamalarnin arastinlmasinda karsilasilan bazi
uyusmazhiklar §6yle siralanabilir. Rolativite teorisi m  kiitleli rolativistik par¢acifin
momentumunu p =mc ile belirlemistir. Fakat Ax.Ap >/ Heisenberg belirsizlik prensibine
gére uzunluk olgegi A = A/mc ile tanimli Compton dalga boyundan kiigiiktiir. Ayrica biiyiik

bir yakinlikla pargacigin konumunu analiz etmek durgun kiitle olarak aynm: mertebeden enerji
ve momentum gerektirir. Bu da yeni pargaciklarin olusmasina izin verilmesine neden olur.
Tim bu uyusmazliklar ileride de goriilecegi tizere tek pargacik i¢in Klein-Gordon
denkleminin dogru olmadigim1 isaret edecektir. Simdi Klein-Gordon denkleminin

yazilmasiyla bu uyusmazliklarin gériilmesine gegilebilir:

Kuantum mekanigi ile rélativistik invaryanslif1 bir araya getirmek i¢in 6zel rélativite teorisi
kullanilarak rolativistik enerji-momentum iliskisini veren denklem ¢ikarilmalidir. Ozel

rélativite teorisinde uzay-zaman koordinatlann z#=0,1,2,3 olmak lizere kontravaryant 4’li

vektoriin bilesenleri

-~
S

xH =(x°,xl.x2,x ): (ct,x,y.2) (2.21)

olarak tamimlamirken; x, kovaryant 4’li vekidrin bilesenleri ise uzay bilesenlerinin

isaretlerinin degistirilmesiyle elde edilebilir.
Xy = (xg,%;.x2.%3) = (ct,=x,~y.~z) _ (2.22)

Bu durumda diferansiyel operatorler ise,

o* = o = (50531‘52,53)=[.1_i,_2_ _6_,__6_) ___(l_@_,_ﬁ)
c

Ox cor’ axl oz ot

# » (2.23)
5, 10 6 0 @ 186 =
8,=—=16,,0,.0,,0;)= y—— ===,V
“ (¢0,01.0,05) [c ot ox oy é’z) (c ot )

ile verilmektedir. Bu durumda 648, ise;

A2 2 2 2 2
048, =—12— "2 —( 82 +:yz +;2J={l—-‘?—__v2} (2.24)



olarak elde edilir. Pargacifin momentum vektérii 4’lii kontravaryant ve kovaryant bilesenler

cinsinden
E _ E _
o) e
c c
ile tanimhidir. Bu vekt6riin invaryant uzunlugu ise deger olarak m?c? ’ye esit olmakla birlikte
2 0 | 2 3 ? 2.2
>.p'p,=p"po+p' py+p’pr+p py==5-pp=mc (2.26)

p=0

islemiyle yazilabilir. Bu durumda rélativistik enerji ve momentum arasindaki iligkiyi anlatan

kiitle kabugu denklemi

2

E? =p2c +mc? 2.27)

ifadesiyle tanimli olur. Rélativistik enerji ve momentum arasindaki iligkiyi gésteren (2.27)

formiiliinde (2.6-a) ve (2.6-b) formiilleri kullanilirsa;

2
_h2 _gﬁ.w(f,,) = —h2c2V2y(F. )+ m>cty(F.0)

2 2
[_172__\72 +(BZ£) ]W(at)=o (2.28)

denklemine ulasilir. Bu denklem daha kapali bir formda (2.23) ifadesi yardimiyla

2 9

[af‘a o ’"7;2“ _ jy/(?‘,t) =0 (2.29)

seklinde yazilabilir. Bu denkleme Klein-Gordon denklemi ad verilir.

Klein-Gordon denkleminin yaziimasinda (2.27) kiitle kabugu denkleminde standart kuantum
mekaniksel enerji ve momentum operatérleri kullamldigindan; Schrédinger denklemine
Klein-Gordon denkleminin rélativistik olmayan yaklagimi olarak bakilabilir. Bu yorumun

ardindan Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimii oldugu varsayilan dalga fonksiyonu {izerine
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Kisim 2.1.2°de yapildigx gibi p ve J hesabi yapilarak siireklilik denkleminin saglanip

saglanmadifi kontrol edilmelidir. Bunun ig¢in (2.28) ifadesi soldan y/* ile ve (2.28)

denkleminin kompleks eslenigi ise soldan y ile ¢arpilarak

(12 -V%(—'ﬁ)fw—o (2.30-a)
Ve n) | '
2 2]
V,[_lz__a_?*vh(_”lc.) v =0 (2.30-b)
c< ot h |

ifadeleri yazilabilir ve (2.30-a)’dan (2.30-b) ¢ikarilirsa,

3 -y

2 a2 ot

1| »8? a%y"
2 2

]+(Wv2¢,“ —p" V2 )=0 231)

elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapilir, (2.13) 6zdesligi kullamlir ve (2.31) ifadesinin her

tarafl L ile garpilirsa,
2m

%{ ih [W* 56!,;/ w aa,/;' ]]+f7|:-_h_(§1/' (Vw)—w(ﬁv/*))] -0 2.32)

2mc? 2mi

denklemi elde edilir. Bu denklem (2.20) stireklilik denklemi ile kiyaslanirsa

in { «oy oy
- _ 2.33
p 2mc2['// 2 Y a[] (2.33)
- h .= =
J=;—(v/ Vy-yVy ) (2.34)
m

ifadeleri yazilabilir. p’nun olasilik yogunlugu olarak yorumlanabilmesi ig¢in sifir ile bir

arasinda deger almasi gerekir. Klein-Gordon denklemi ikinci mertebeden bir diferansiyel
denklem oldugundan y ve aa-(/t/ keyfi degerler alabilir. Dolayisiyla (2.33) ifadesinin negatif

degerler de almasi s6z konusu oldugundan; p ifadesinin olasilik yogunlugu olarak

yorumlanmast miimkiin degildir. p’nun negatif olabilmesi, y dalga fonksiyonuyla Klein-
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Gordon denkleminin tek par¢acik denklemi olarak yorumlanmasim da baglamadan bitirmistir.
Ancak (2.33) ve (2.34) ifadeleri siireklilik denklemini sagladigindan; p, olasilik yogunlugu
disinda baska bir korunumlu biiyiikligilin yogunlugu olarak diisliniilmelidir. Bu sorundan
kurtulabilmek igin, rolativistik olmayan Schrédinger dalga denkleminde oldugu gibi zamana

gdre birinci mertebeden tiirev igeren bir dalga denklemi bulunmasi gerekir.

Klein-Gordon denklemindeki ikinci hastalikli nokta ise (2.27) ile tammlanmus kiitle kabugu
denkleminden dolay

E = (p2c® +m2c4 )2 (2.35)

pozitif enerjili terimler kadar negatif enerjili terimlerin varlifina da izin verilmesidir.
Dolayisiyla enerji spektrumunun alttan bir sinir kalmamigtir. Bu durum rélativite teorisiyle
biiyilk bir uyusmazligi da beraberinde getirmistir. Ciink{i negatif enerji ¢oziimleri 6zel

rolativite teorisindeki m kiitleli rolativistik pargacigin sahip oldugu minimum enerjiyi anlatan,

pozitif me> durgun kiitle enerjisi kavramina ters diigmektedir (Bjorken ve Drell, 1964;

Itzykson ve Zuber, 1980).

Klein-Gordon denkleminden bulunan p ’'nun olasilik yogunlugu olarak yorumlanamayisindan

ve enerjinin negatif degerler almasindan 6tiirli Klein-Gordon denklemi problemli bir
denklemdir. Bu ylizden Klein-Gordon denkleminin ¢oztimii olan fonksiyonun, dalga
fonksivonu olarak yorumlanmasi miimkiin degildir. Bu problemler kuantum alan teorisinin
kurulmasiyla ¢oziimlenmistir. Tezin ifade edecegi rolativistik yaklagimda ise rélativistik dalga
fonksiyonu igin bir denklem (rolativistik kuantum mekaniginin dalga denkleminin)
yazilmasi amag¢lanmistir. Rolativistik yaklasgim sayesinde rolativistik Schrédinger
denkleminin egdegerinin (analofunun), Lorentz grup gésterimleri kullanilarak yazilmasi

miimkiindiir. Bu durumda rélativistik dalga fonksiyonuna ait p ifadesi pozitif olmakta ve

standart kuantum mekaniginin diger postiilalar1 da saglanmaktadir.
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3. ROLATIVISTIK KUANTUM MEKANIGINE YENI BIR YAKLASIM

3.1 Giris

Bu boliimde amaglanan, rélativistik kuantum mekanigine 2. Boliimde bahsedilen standart
kuantum mekanigiyle uyumlu olabilecek, yeni bir yaklagim getirilmesidir. Bu amaca y&nelik
olarak bazi goézlenebilir biiytikliiklere karsilik gelen (enerji, momentum) operatorlere yeni
Oneriler ileri stirtilerek bu dnerilerin standart kuantum mekanigiyle olan uyumunun incelemesi
yapilacaktir. Ardindan bu operatdrlerin hermitselligi incelenecek ve adi tiirev operatérii ile

benzerliginden faydalanilarak temel tiirev tablosu olusturulacaktir.
3.1.1 Rolativistik kuantum mekaniginde yeni bir yaklasimin temelleri

Rolativistik kuantum mekanigine yeni bir yaklasim yapilabilmesi i¢in ige baslanirken 2.

Boliimde ¢ikarilan (2.27) kiitle kabugu denkleminde p, = % ifadesi kullanilarak,

2 2 2.2

Py—p =mc (3.1

denklemi elde edilir. Bu denklemin tasvir ettigi geometri; iki boyutlu uzayda bir boyutlu
egriligi sabit bir egridir. Dolayisiyla (1+1) boyutta (3.1) denklemi bir boyutlu 6klidyen
olmayan geometrivi (Lobachevsky uzayini) temsil eder.Yazilan (3.1) denkleminin tasvir

edilmesi i¢in hiperpolar koordinat sisteminde yazilan

po =mccosh y 3.2)
p=mcsinh y (3.3)

ifadelerinin  kullanilmasi  dogaldir(Mir-Kasimov = ve  Oguz,1999). Momentumlarin

yazilmasinda kullanilan hiperbolik fonksiyonlarin eksponansiyel esitleri ise

PPt
coshy = f__%?__ (3.4-a)

X _o X
sinh y = 5—26—— (3.4-b)
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ile verilmektedir. Onerilen momentum takimi matris formunda yazilmak istendiginde,

parcacigin da hareket etmedigi diisiiniiliirse (yani sadece durgun kiitle enerjisine sahip oldugu

diistintiliirse)
coshy sinhy\(mc) (mccoshy) (p, (3.5)
sinhy coshy)\ 0) \mesinhy) \ p '

h inh
ifadesine ulagilir. Lorentz grubunun ozellikleri kullamilarak [cos xS Z) matrisinin

sinh y coshy
(3.5) denkleminin tek ¢dziimii oldugu da gosterilebilir. Boyutsuz y argiimaninmin (bu terim

Ingilizce’de rapidity olarak gegmektedir.) daha yakindan incelenmesi igin bazi basit

hesaplamalar yapilarak

;{=ln p0+p)=_ln(p0_p)
mc mc

ifadeleri elde edilir. Yeni yaklasimin, standart kuantum mekanigi ile uyumlu olmasi

(3.6)

istenildiginden; dalga fonksiyonu olarak segilebilecek ifade igin, rolativistik olmayan
Schrédinger dalga denkleminin ¢6ziimii olan diizlem dalganin incelenmesiyle ise baslanmasi

uygun olacaktir. Bir boyutlu zamandan bagimsiz Schrédinger dalga denkleminin ¢dziimii

W(x)=elp.X/h (3.7)
diizlem dalgasidir. Eger x koordinati sabit bir a biiyiikltigii kadar 6telenirse, bu 6teleme

I,p.(.\'+a) P8 px Lx

e " =eheh =Teh (3.8)
olarak yazilir. Eger bir boyutlu momentum vektérii olan p &Stelenmek istenirse bu 6teleme

2 px (p+q)x g-x px p.X
h e ? =¢ " =eleh =Tet (3.9)

e
ifadesi ile gosterilir. Bu ifadede uzay, bir boyutlu Oklid momentum uzay: izometrisi (diiz hat

N

izometri ya da oteleme grubu)’dir. Bu durumda yukaridaki Steleme igin e ? g&sterim
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uzayinda bir vektdrdiir. Oteleme grubu komiitatif bir grup oldugundan bu gruba ait (3.9) ile

verilen 7, gosterimleri bir boyutludur.

Rélativistik yaklasimda (3.5) denklemiyle ifade edilen sisteme Lorentz doniistimii yapilmak

istenirse (3.5) denklemi, Lorentz déniigiimlerinin matris gosterimi ile ¢arpilarak

_[me cosh(y +a)

B (mc sinh(y + a))

(cosha sinha)(mc cosh x] (3.10)

sinha coshe J\ mcsinh y

ifadesi elde edilir. Lorentz doniisiimii sayesinde y argiimami « kadar otelenmistir. Ote

yandan (3.1) denkleminde y argiimami yukarida yapilan Lorentz déniislimiine gére o kadar

2 bulunacagindan; (3.1)

Otelenirse,  yine mzcz(coshz(;{+a)—sinh2(z+a’))=mzc
denkleminin Lorentz doéniisiimlerine karsi invaryant oldugu soylenebilir. O halde (3.9)
denklemine gore rolativistik olmayan kuantum mekaniginde bir boyutlu &teleme
doniigiimlerinin rélativistik karsiligi, Lorentz déniigimiidiir. Rélativistik yaklasim da bir
boyutlu oldugu i¢in Lorentz grubu yine komiitatif kalacaktir. Buradan da standart kuantum
mekaniginde serbest pargaciga ait Schrodinger denkleminin ¢6ziimii olan diizlem dalga ile
rolativistik yaklasimda Onerilecek diizlem dalga arasinda bir baglanti  olmalidir sonucuna
varilabilir. Rélativistik yaklasimda (3.10) denklemindeki argiimanlarin toplanmasi (3.9)
denklemindeki momentumlarin toplanmasina karsilik gelir. Standart kuantum mekanigine ait
diizlem dalgaya karsilik rolativistik yaklasimda argiimanlarin toplanmasim ve (3.1)
rélativistik enerji ve momentum arasindaki iligkiyi saglayabilecek bir dalga fonksiyonu
bulunabilir mi sorusunun cevabi olarak 6nerilen ¢5ziim

_mc
I—xx

(x|p)=e 7 (.11

seklinde olabilir. Bu ifadeyle Onerilen dalga fonksiyonu Lorentz grubunu temsil eder.

Bununla birlikte 6nerilen dalga fonksiyonunun ™% seklinde segilememesinin sebebi ise bu
sekilde yazildiginda eksponansiyel ifadenin Ussiiniin x'den kaynaklanan bir uzunluk

boyutuna sahip olmasidir. Eksponansiyel ifadenin t{isstiniin boyutsuz olmasi gerektigi igin;
lisse —n—;—(’: gibi bir ifade ¢arpan olarak eklenmelidir. Bu Compton dalga boyunun tersidir ve bu

carpanin eklenmesiyle eksponansiyel ifadenin {issii boyutsuz hale gelmis olur.
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Simdi e’ n ifadesinin dogrulugunun sinanmas: amaciyla rélativistik olmayan limit (yani
v (1 limiti) incelemesi yapilabilir ve bu limitte dnerilen dalga fonksiyonunun; (3.7) ile
mc

verilen standart diizlem dalgasina esit oldugu gériilebilir. Bunun i¢in de (3.6) formiiliindeki x

2

ve (3.1) denkleminden p,’in rolativistik olmayan limitteki esiti olan mc+—2£— ifadesi
mc
(3.11)’de yerine yazilirsa
2 2
Moy Mon(P2) el By LB )
eh —=e 1 me =e 1 mc mcc ~e mc m-c
ara sonucuna ulasilir. L((l oldugundan
mc
ey (2 e
e B e MAmC —ooh (3.12)

elde edilir. Compton dalga boyu A =i olduguna gore rolativistik diizlem dalga ex /A
mc

seklinde ifade edilebilir. Bu rélativistik diizlem dalganin momentumlar cinsinden yazihs1 ise

(3.4-a) ve (3.4-b) formiillerinin kullanilmasiyla

—ixlA
(-‘|P)=[‘D—°:£] =e™/% (3.13)

mc

seklinde de ifade edilebilir. Dalga fonksiyonu (x| p) ‘nin ardindan (p|x) ifadesi de

(p|x)=(x|p)" (3.14)

seklinde tammlanarak bir boyutlu dalga fonksiyonu i¢in tamlik ve diklik kogullar

dQ, =£‘l£=dsih_l=dx (3.15)
py coshy

bir boyutlu invaryant hacim elemani olmak {izere
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(x| p)aQ, (p[x') = 8(x~x') (3.16)

N-
— 8

4

1

o plx)dxe(x|py=6(x - ') : (3.17)

88

ifadeleriyle tanimhidur.
3.1.2 Rolativistik konfigiirasyon x-uzayinda momentum ve enerji operatérleri

Rolativistik konfiglirasyon uzay: kavrami, serbest rolativistik hareketin standart kuantum

mekanigindeki e”*/" diizlem dalgas: ile degil de; Lorentz grubunu temsil eden e™%/4

diizlem dalgasi ile temsil edilebilecegi fikrine dayanir. Standart kuantum mekaniginin diizlem
dalgasinda ve rolativistik yaklasimda onerilen diizlem dalgada yer alan x aymi karakterle
yazilmig olsa- bile aslinda birbirlerinden tamamen farklidir. Rélativistik yaklagimin diizlem
dalgasinda yer alan x rélativistik konum operatériidiir. Buna gore rolativistik yaklagimda

momentumlarin operatdr gdsterimleri i¢in

D, =mc cosh(z’i %) (3.18)
n . . d
p =-mc smh(zl ;b;j (3.19)

ifadeleri 6nerilebilir (Mir-Kasimov ve Oguz,1999). Onerilen p, ve p operatdr gosterimleri,

., d

bu ifadelerinin eksponansiyel esitleri diistiniilecek olunursa; e T seklinde eksponansiyel

ifadelerden olusmaktadir. Bu ifadeler ileride sonlu fark operatér olarak isimlendirileceklerdir.

d

a2
dy

Her hangi bir f(y) fonksiyonuna e operatdriiniin etki ettirilmesi sonucunda f (y)

fonksiyonunun nasil degistigi (3.22) formiiliinde verilmektedir. Bu operatérlere iligkin
aynintili agiklama ve matematiksel agidan inceleme ise, 3.1.5 ve 3.2 kisimlarinda
verilmektedir. Simdi (3.18) ve (3.19) ile verilen momentum operatérlerinin 6z deger
denklemlerini saglayip saglamadiklarinin incelemesine gegilebilir. Bu inceleme igin
islemlerde kolaylik saglamasi agisindan #=c=m =1 birim sistemine ge¢ilebilir. Segilen
birim sistemine gore (3.13), (3.18) ve (3.19) ifadeleri diizenlenerek; islemlere gegilebilir.

Buna gére pq igin 6z deger denklemini saglamasi igin,
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LU L LA
Poe™ =cosh(i7i—)e""‘ =%(e d ye ‘i"}e“l =—12-(e Aot 1 g "‘e"‘"} (3.20)

ifadesinin p,’a esit olmasi gerekir. Burada iisleri operatdr olan eksponansiyel ifadelerin

fonksiyonlara nasil etki edeceginin goriilmesi igin eksponansiyel ifadelerin Taylor serisine
ai
acilmasi gerekmektedir. Genel olarak e¢ % ile verilen bir eksponansiyel ifadenin Taylor

serisine agilimi

4 2 2 n n
a
e@=ﬁm£+%£—hﬂj—d+mj (3.21)

seklindedir. Bir f (y) fonksiyonuna (3.21) ile verilen ifade etki ettirildiginde

d

5f(y)=(f<> ()—— . 10)+.

a

pm]=f@+@ (3.22)

+i—
elde edilir. Buna gore (3.22) ifadesinden, e 4 sonlu fark operatériiniin sadece x’e etki ettigi

ve fonksiyonda x’i +i kadar degistirecegi sonucuna varlir. Onerilen pg operatriiniin

6zdeger denklemini sagladigi (3.22) denkleminin (3.20)’de yerine konulmasiyla

. Lons Lo T yet ) : ‘
ﬁoeml ___%_(el(.\‘+l)z +ez(x—1)x)=[f___2'te_]elxz =coshze“l = Py o™X (323)

hesabinda gériilmektedir. Ayni ispat p operatérii i¢in yapildiginda
fyeixz — sinh)(eixz = peLVZ (324)

seklinde ozdeger denkleminin saglandign goriilebilir. Onerilen operatorler 6zdeger
denklemlerini sagladiklarindan; bu operatorlerin standart kuantum mekaniginin ikinci

varsayiminm gergekledikleri gériilmektedir. Bu iglemlerden sonra su sonuglar verilebilir:
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1) Onerilen (3.18) ve (3.19) operatorleri rélativistik enerji ve momentum operatérleridir;
¢iinkil rélativistik diizlem dalgaya bu operatorler etki ettirilince (3.1) denklemini saglayan

rolativistik enerji ve momentum 6zdegerlerini vermektedirler.

2) Bu durumda Onerilen diizlem dalganin rélativistik serbest parcacigin hareketini tasvir ettigi

sonucuna vartlabilir.

Simdi p operatériintin rélativistik olmayan limitinin incelenmesine gegilebilir. Rolativistik

olmayan limit hesabi i¢in bir f (*c) fonksiyonuna (3.19) ile verilen p operatérii etki ettirilerek;

islemi yapilmalidir. Bu hesaplamada  f(x) fonksiyonuna sonlu fark operatorleri etki

ettirildiginde (3.22) ifadesi kullanilirsa

o2l for2) 2]

elde edilir. Bu ifadeler Taylor serisine agilirlarsa

dx 2! a2 medx 2\ mc dx2

pflx)= ";c[( flx +lii+1(- L )2ﬁ+-..}~{f‘(x)—iidl+-l—(—z—-) af .,

elde edilir. Rélativistik oImayan limitte x >> A - oldugundan yukaridaki iki seride de
mc

gerekli terimler ihmal edilirse kalan ifadenin (2.6-a) denklemi uyarinca bir boyutlu standart

kuantum mekaniksel momentum operatdrii oldugu

Bf(x)=- [if—l’i]——h ) (3.25)

2 mc dx dx

~

isleminden goriilmektedir. Bu da Onerilen momentum operatériiniin rélativistik kuantum

mekaniginin bir operatdrii oldugunu gésterir.
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Rolativistik yaklasimda enerji 6z degeri olan E ifadesi py = £ formiilii ve (3.2) denklemi
c

kullanilarak
E = pyc = mc? cosh y (3.26)
seklinde elde edilir. Bu E 6z degerine karsilik gelen H o operatorii de
A 5 . d
Hy =mc cosh(zl——] 3.27)
dx
ifadesi ile tammhdir (Mir-Kasimov ve Oguz,1999). Enerji operatdri H o 'In 8z deger

denklemini sagladift # = m = ¢ =1 birim sistemindeki

LAY
Hye™ =% e d 4o dv |BX =%(ei(x+i)z reile=ilz )= cosh ye*% = Ee™% (3.28)

Ly

hesabindan goriilmektedir. Son olarak bir f(x) fonksiyonuna H, operatorii etki ettirilerek

rolativistik olmayan limit hesabina gegilebilir. Buna gére daha onceki rélativistik olmayan

limit hesaplarindaki benzeri islemler tekrarlanarak

ﬁlof(x) = mc? cosh(i-ﬁ——d—)f(x) = ﬁei(f[x + z-ﬁ—) + f(x - z—h—)) (3.29)
mc dx 2 mc

ifadesi elde edilir. Burada ifadeler Taylor serisine agilirsa

Ao )= {(f(x>+fifi+%(ii)z L1 N PORLY S W F ]}

dx? mede 2\ mc) g2

ifadesine ulasilir. Rolativistik olmayan limitte x >> 1 = 8 oldugu bilgisinden yola ¢ikilarak
mc

yukaridaki iki serilerin toplaminda gerekli terimler ihmal edilirse;

2 2 2 A2
hos )= 220+ - E L)t £ ) 630
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elde edilir. Goriildiigii gibi elde edilen ifadede ilk terim durgun haldeki pargacifin i¢ enerjisi

ikinct terim ise rélativistik olmayan enerji ifadesidir.

Tiim bu islemlerin sonunda Onerilen operatdrlerin standart kuantum mekanigi ile uyumlu

olarak 6z deger denklemlerini sagladiklar1 sonucuna varilabilir.
3.1.3 Sonlu fark Schriédinger dalga denklemi

Bu baglik altinda amaglanan, serbest par¢aciga ait sonlu fark Schrodinger dalga denklemini
standart kuantum mekanigindeki Schrédinger denklemi formunda yazmak yani, rélativistik
yaklasimin dalga denklemi olarak yine standart kuantum mekanigi ile uyumlu bir 6neri

getirilmesidir. Serbest pargaciga ait rolativistik Schrédinger dalga denklemi
Hy{x| p) = poc(x| p) (3.31)

ifadesiyle tanimlidir. Bu denklemde H 0> Do V€ (r| p) "nin sirastyla agik ifadeleri olan (3.27),

(3.2) ve (3.13) formiilleri (3.31) denkleminde yerine yazilirsa;

I:mc2 cosh(il i) —mc’ cosh z]e"" 4 =0 (3.32)

dx

A2

ifadesine ulasilir. Bu denklemi serbest parcacifin rélativistik olmayan (2p } Jy/(x)= E x//(x)

m

Schrédinger denkleminden ayirt edilemeyecek bir formda yazmak yani yaklagimin amacina
ulagmak miimkiindiir. Bu amaca yonelik olarak ilk oOnce rolativistik kinetik enerji

operatdriiniin  Snerilmesiyle islemlere baslanmalidir. Rolativistik kinetik enerji E —mc?

seklinde yazilabilir. O halde rélativistik kinetik enerji operatorii fzo icin buna benzer olarak
hy = Hy —~me? (3.33)

ifadesi yazilabilir. Bu denklemde (3.27) ifadesi kullanildiginda, I:zo operatorii igin

hy = mc? cosh(il i) —-mc? = mc? cosh(i}. i) -1 (3.34)
dx dx
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olarak yazilabilir. Burada hiperbolik fonksiyonlar arasindaki
cosh y =1+ 2sinh? 22’- (3.35)
bagintis1 kullanilirsa; rélativistik kinetik enerji operatorii igin

. il d
) 2sinh2(l——] 3.36
0 mc¢ > d ( )

ifadesine ulagilir. Standart kuantum mekaniginde kinetik enerji (2.5) denklemi uyarinca

momentum cinsinden yazilabilecegi gibi, rélativistik yaklasimda da /:eo operatdrii bir

rolativistik kinetik momentum operatorii cinsinden yazilabilir. Bu durumda k rolativistik

kinetik momentum operatérii olmak tizere, rélativistik kinetik enerji operatrii

. 2

ifadesiyle tanimlanabilir. Bu durumda i icin

£ = amh = am2e? sinn?( 4 4 (3.38)
0 2 dx

ifadesine gelinir. Burada k operatorii i¢in (3.38) denkleminin negatif koékiiniin se¢ilmesi
uygun olacaktir. Bu se¢imin sebebi bu operatériin rélativistik olmayan limitinin incelendigi

(3.42) formiiltyle verilmektedir. Bu durumda k operatdriine karsilik olan k 6zdegeri ise
k = 2me sinh% (3.39)

seklindedir. Kinetik momentum operatorii

k= -2mcsinh(-’-2’3i) (3.40)

dx

olarak segildiginde k operatdriiniin 6z deger denklemi ise
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k(x| p) =2mcsinh§e'“1" = k(x| p) (3.41)

seklindedir. Yukarida (3.40) formiilii ile verilen operatére kinetik momentum operatérii adinin

verilmesinin nedeni, rélativistik olmayan limitinin

kf(x)= —2me sinh(iz’l de—) f(x)= ~2mc[f (" * %) - (" - &ﬂ

=- 2mc{[f(x)+ %%+---J —[f(x -12’1-%+---]} = —ih% (3.42)

isleminden de goriilecegi lizere standart kuantum mekaniginin momentum operatoriine esit
olusudur. Bu durumda rolativistik serbest parcaciga ait (3.32) bir boyutlu sonlu fark

Schrédinger dalga denklemi standart kuantum mekanigindeki Schrodinger dalga denklemi

formunda
122 kZ

(, ]w(x)=——w(x) (3.43-a)
2m 2m

olarak yazilabilir. Rolativistik pargacik bir potansiyel alan: etkisi altinda hareket ediyorsa, h
rolativistik Hamilton operatdrii ve e bu operatére karsilik gelen enerji 6z degeri olmak tizere

sonlu fark Schrédinger denklemi

"

r2
hy(x)= (;—m— + V(x)ju/(x)= ey(x) (3.43-b)

seklinde yazilabilir (Mir-Kasimov ve Oguz, 1999).
3.1.4 Sonlu fark operatérlerin hermitselligi

Standart kuantum mekaniginin temel varsayimlarindan ilki, her bir fiziksel gdzlenebilire

karsilik hermitsel bir operatér olmasidir. Temelleri verilmeye ¢alisilan yeni rélativistik

yaklasimda aym varsayimin gegerli oldugu iki yontem kullamilarak gésterilebilir: A bir

operatorii temsil etmek {izere bra-ket notasyonunda
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(w)| dg) = (Apx)|p2) (3.44)

kosulu saglaniyorsa; A operat6rii hermitsel bir operatordiir. Rolativistik yaklagimda 8nerilen
L
momentum ve enerji operatorlerinin eksponansiyel ifadelerinde e 4*sonlu fark operatérleri
.ol
kullamlmistir. Bu operatrlerden A4 =e % operatorinin (3.44) kosulunu saglayip

d
saglamadig: kontrol edilerek hermitsel olup olmadig gésterilebilir. Buna gore (3.44)’de e %
S
operatdriiniin Taylor agilimi olan e - Z —— ifadesi kullanilirsa
n=0 nl dx"
d
R © " j— 0 o n dn
(y@)|4p) = Jv'e Fpdc= [y 2 ), ¢
= dx
53 L0 =
integrali elde edilir. Bu integrale kismi integrasyon uygulanirsa
(plasco)- 30y L0 ATl (3.45-0)
= n! dxn—l 4 dxn—-] d\f '

-

elde edilir. Standart kuantum mekaniginde fonksiyonlarin sadece kendilerinin +o0 ve -o0’da
sifir olmalar yeterliydi. Roélativistik kuantum mekaniginde dalga fonksiyonlan sonsuzlukta,
regiiler ve sifira egit olmahdir. Bu kosuldan &tiirti (3.45-a) denkleminin sag tarafindaki ilk

terim sifira gitmektedir. Kalan ifadeye bir kez daha kismi integrasyon uygulandiginda

. _ dv/"‘ dn—2¢°° w dn—2¢ dZW" .
(p(x) dg(x)) = | T g dx (3.45-b)
s . odRyt gk
ifadesine ulagilir. Burada w(x) ve ¢(x) fonksiyonlar igin P EwE= —— 9 =0 genel

be

kosulunun saglanmas: geregi giindeme gelmektedir. Bu kosulun saglanmas: halinde (3.45-b)
ifadesinin sag tarafindaki ilk terim sifira gitmektedir. Kalan ifadeye (n-2) defa kismi

integrasyon yontemi uygulandiginda
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(vooldpm)=>C ”".(’){I ”’¢dx} I Sy g = j<edw) pd

urt (3.46)

= (dy)|o)

elde edilir. Verilen (3.46) denklemine g6re sonlu fark operatoriin baslangigta ¢(x)
fonksiyonuna olan etkisi; w(x) fonksiyonuna ge¢mistir. Elde edilen (3.46) ifadesinden

sonlu fark operatériiniin hermitsel oldugu sonucuna varilabilir.

Sonlu fark operatoriiniin hermitsel oldugu ikinci bir yéntemle de gosterilebilir. Bu yéntemde

. d
’-———.
sonlu fark operatériin x’e bagl bir fonksiyona etkisine ait e @ w(x)=yw(x+i) ozelligi

.d ®
kullanilmaktadir. Buna gore A=e & olmak lizere; <¢(x)|;1y/(x)>= I¢'(x)y1(x+i)dx ile

ifade edilen integralin  z kompleks diizleminde hesaplanmasi istenirse Onceki metotta
kullanilan tiireviere ait sartin yerine; kompleks diizlemde fonksiyonlarin sonsuzlukta
-1<Imz<0 arahginda sifir olmalan sarti talep edilir. integralinin hesab: igin Cauchy
teoremi kullanilabilir. Cauchy teoreminin uygulanabilmesi igin 6yle bir C konturu
secilmelidir ki; bu kontur {izerinde ve bu konturun gevreledigi bélgede ¢alisilan fonksiyonlar

analitik olmalidir. Buna gore C konturu dort parcadan olugsmak tizere

Ay

-0 A C, / X

P>
"y T
4 A < 2

Sekil 3.1 Konturun sekli
Sekil 3.1°deki gibi olmalidir. Cauchy teoremine gére 4¢'(z)y/(z +i)dz =0 olacaktir. Sekil
c

3.1°deki dort pargadan olusan C kapali konturuna gore 4 ¢ (Z)!//(Z +i)dz =0 integrali
c
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O~i i

3‘¢"(z) (z+i)dz+ I¢ (2)y(z +i)dz + j¢ (2)w(z+i)dz + J'¢ (2Dwlz+i)dz=0 (3.47)

O~ ~&-i

seklinde dort integrale ayrilabilir. Bu durumda £ — e oldugunda (3.47) ifadesindeki ikinci

ve dordiincii integraller sifira giderler; ¢linkii C, egrisi lizerindeki noktalar z=/{-iy

oldugundan ¢ — cooldugunda l¢* (zj —0 ve C, efrisi tzerindeki noktalar z=-/-iy

oldugundan yine ¢ — oo oldugunda 'gf(zj — 0 olur. C,egrisi lizerindeki noktalar igin z =x,

dz =dx ve C; eprisi tizerindeki noktalar i¢in z=x-1i, dz=dx olduguna gére {-—>

limitinde (3.47) ifadesi, sonlu fark operatérlerinin Ozellikleri ile bra-ket notasyonu

kullanilarak

T ptesdae= Jorle- Dot J[ w(x)] (e

A 4
<¢(x) e & t//(x)> = <e % g(x) w(x)>
4

denklemine doniisiir. Buna gére A=e @& operatdrii icin (3.44) kosulu saglanarak A

(3.48)

operatdriiniin hermitsel oldugu gosterilmistir. Sonug¢ olarak ilk y&ntemle yapilan ispatta

sonsuz kez kismi integral alma islemi, rolativistik yaklasimda kompleks diizlemdeki

A
kontur integrali hesabiyla karsilanmaktadir. Iki farkli yontemle incelenen ¢ & operatdrii

d

4
hermitsel olduguna gore; «, reel olmak flizere e #’in fonksiyonu olan

n

d d n
f(e d‘) Za [e ‘“J seklindeki herhangi bir fonksiyon da hermitseldir.

3.1.5 Sonlu fark operatérii ile adi tiirev operatorii arasindaki iliski

Standart kuantum mekaniginden rolativistik kuantum mekanigine gecerken 3. B6limiin ilk
kisminda tamimlanan ve bu béliimde incelenecek olan sonlu fark operatérleri kullanmisti. Bu
kistmda ise bu operatdrlere matematiksel agidan yaklagilarak inceleme yapilmasi

hedeflenmektedir. Onerilen rolativistik yaklagimin temelinde standart kuantum mekanigi ile
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uyum oldugundan; bu uyumun standart kuantum mekaniginin adi tiirev operatérii ile
rolativistik yaklagimin sonlu fark operatorii arasinda da devam etmesinin beklenmesi dogaldir.

Bu uyumun goriilebilmesi igin adi tlirev operat6riiniin

& _ o S+8)- 1) (3.49)
dx &-0 1)

d
o—
ile tamimli ifadesinden baslanmasi uygun olacaktir. Bu ifade ile e @ f(x)= f(x+ &) ifadesi-

arasindaki benzerlikten faydalamilarak (3.49) formiilii

d

s&
df . fa+8)-fx) . |e & -1
B o 5 = lim| ~——— |/ (x) (3.50)

seklinde yazilabilir. Adi tiirev operatériine ait (3.49) tamumi kompleks degiskenler teorisinde
de gegerli bir tanimlama oldugundan ¢ ifadesi & =—id seklinde kompleks bir say1 olarak

secilirse; (3.50) formiiliindeki parantez igindeki ifade i¢in

N —.t (3.51)

seklinde bir operatér tamimlanabilir. Bu operatér sonlu fark operatdrii’diir. Bu operat6riin
rolativistik olmayan limitinin, adi tiirev operatérii oldugu; dolayisiyla standart kuantum
mekaniginin adi tiirev operatorii ile rélativistik yaklagimin sonlu fark operatérii arasinda bir
benzerlik oldugu asagida yapilacak olan hesaptan da goriilebilir. Bu ispat ic¢in bir f (x)
fonksiyonuna (3.51) ile verilen sonlu fark operatérii etki ettirilerek rolativistik olmayan limit

hesabina gegilebilir.
- i -2 i -4
104 1|4 - 19

Bu ifadede (3.22) formiilii kullanilip ardindan Taylor seri a¢ilimi kullanilirsa
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7)1 (e Lo o)

elde edilir. Burada rolativistik olmayan limitin x >> 4 = e kosulu uygulanirsa; sonlu fark

mc
operatdriiniin rélativistik olmayan limiti olarak
; i df(x)) df (x)
A =—| =il 3.52
/) ( =2 == (3.52)

isleminden de goriilecegi gibi adi tiirev operatérii ile kargilasilir. Sonlu fark operatériiniin

h=m = c =1 birim sistemindeki kargilig ise
. L
A= i[e ds 1] (3.53)

olarak yazilabilir. Ayrica adi tlirev operatdrii ile sonlu fark operatorii arasindaki bu benzerlik,
dogal olarak onlarin tiirev tablolarn arasinda da form olarak bir benzerligin olmasim
saglamaktadir. Bu konuya tiirev tablosunun ayrintili olarak ¢ikanldign kisim 3.2°de

deginilecektir. Sonlu fark operatoriiniin belirlenmesinin ardindan adi tiirev operatdriiniin

( (x)p(x)) = () (x)w(v) ~ #(x) (3.54)

ile taniml1 Leibniz kuralinin sonlu fark operatérii ig¢in nasil ¢alistifinin incelenmesi uygun
olacaktir. z//(x) ve ¢(x) fonksiyonlarinmn ¢arpimina  boyutsuz biiyiikliikler birim sisteminde

(3.53) ile verilen sonlu fark operatorii etki ettirilirse,

S~ 5 -1 oI+ S ) s
e ol —i)- (o)

ara islemine gelinir. Bu ifadede yer alan y(x — i) ifadesi Z&(//(x) islemine goére

wlx—i)=y(x)-idy(x) (3.56)
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olarak elde edilir. Bu formiil ¢(x—i) icin de gegerlidir. Buna gore (3.56) genel ifadesi

yardimuyla, (3.55) isleminin sonucu olarak

Ap(x)p(x)) = v(x)A ¢(x)+ d(x)Aw(x)- iRy (x)).(A 4(x)) (3.57)

denklemi elde edilir. Goriildiigti gibi (3.54) Leibniz kurali, sonlu fark operatdrii igin
gecerliligini yitirmistir. Ancak (3.57) ifadesinin rolativistik olmayan limiti yine (3.54) Leibniz
kuralimi vermektedir. Bu sekilde sonlu fark operatérii hakkinda kisa, genel bir matematik
bilginin verilmesinin ardindan rélativistik yaklasimda tanimlanmig olan enerji ve momentum
operatdrlerinin sonlu fark operatorii ve onun kompleks eslenigi yardimiyla yazilabilecegi

gosterilebilir. i=m =c =1 birim sisteminde enerji ve momentum operatérierinin yazilmasi

icin A ve onun kompleks eslenigi olan

) = Lo
A = —i[e ds -1} = i(l-e dx} (3.58)

ifadelerine ihtiyag vardir. Bu durumda py ve p operatorleri

;3:--2-(&&*) B, =1—%(“—“) (3.59)
seklinde yazilabilir.

3.2 Sonlu Fark Operatorlerin Tiirev Tablosunu Olusturma Islemleri

Sonlu fark operatérle tiirev tablosu olusturulurken dikkat edilmesi gereken en temel nokta,
yapilacak iglemler sonucu bulanacak ifadelerin; adi tiirev operat6riiniin verecegi sonuglar
form olarak korumas: geregidir. Iste bu nedenden &tiirii ileride bu uyumu saglayacak

diizenlemeler ve yeni tanimlamalar yapilacaktir.
¢ bir sabit olmak iizere; bu sabitin sonlu fark tlirevi; (3.53) formiiliine gére

4 4
Ac:i[e "“—1]c=ie #e—jc=jc—ic=0 (3.60)
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seklinde adi tlirevdeki %c =0 ifadesiyle uyumlu olarak elde edilir. Yeni rolativistik

yaklasimda sabit kavrami iizerinde bir &rekleme yapilmasi istenirse; ¢ sabiti i ye gbre

periyodik bir fonksiyon olarak disiiniilebilir. En sade sekliyle bu sabite bir &mek olarak

¢ = " * eksponenti verilebilir. Buna gére bu eksponentin sonlu fark tiirevi
Ae*™ = {e—’z"- —1}2”" = i(ez"(““‘) —ez”x)= iez”x(e‘z’“' —1)= 0 (3.61)

olarak elde edilir. O halde rolativistik yaklasimda sabit kavrami i’ye goére periyodik

fonksiyonlar olarak kabul edilebilir. Simdi de x" gibi #’nin tam say1 oldugu x’in

kuvvetlerinde sonlu fark tiirevlerin arastirilmasina gegilebilir. Buna gére x igin

.d d

n - -
Ax=i[e d —1}x=ie dix—ix=i(x—i)—ix=ix+1-ix=1

2

sonucu elde edilir. Bu sonug —;Lx=1 ifadesiyle uyumludur. Sirasiyla x© ve x? igin aym
X

islemler yapilarak »’nin tamsay: oldugu x" ’ler igin sonlu fark tiirev isleminde genellesmeye
gidilmesi ¢alismasi yapilabilir. Buna gore x? icin
d

d .
N J T T L2, a2 . . . .
A.2=z[e d*—-l]x2=ze dx? —ix? =i(x—i) —1x2=z(x2—2xz—1)—zx2=2x—z

ifadesi bulunur. Bulunan sonug %xz =2x ile uyumlu olmadigindan bu uyumu saglamak

amaciyla; x(z) seklinde yeni bir kuvvet tamimlanabilir ve bu ifadenin sonlu fark tlirevinin de

Ax@) = 2 kosulunu saglamas: istenebilir. Bu kosulu saglayabilecek o) i¢in
D =%t =x(x+a)

seklinde bir ifade onerilebilir. Bu yeni x(z) "nin sonlu fark tlirevi
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4
Ax(z) =z{e dx —l}c(z) =2x+a-i

seklindedir. Bu durumda « =i kabulii yapilarak Ax@) = 2x sonucu elde edilebilir.

*® = x(x +1) (3.62)
ile verilirken; onun sonlu fark tiirevi de

o (3.63)

seklinde olur. Ardindan &yle bir x®  tanimlanmalidir ki; sonlu fark tiirevi

Ax®) =3, = 3x(x+i)= 3x2 +3ix olmalidir. Buna gore x )
JLC) ) (x+ B)=x(x+i)(x+ B)

seklinde onerilebilir. Buna gére sonlu fark tiirevi ise
] il
Ax® =il e & 1 [x® =3x2 4248 —ix

seklinde elde edilir. O halde

AP = 3502) (3.64)
sonucunun elde edilmesi igin £ = 2/ olarak alinirsa

x® = x(e+i)(x+20) (3.65)
ile tanimli olur. Benzeri islemler ) , =) , ..... i¢in yapilirsa () genel ifadesi igin

= x(x+i)(x+2i)...(x + (= 1)i) (3.66)
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genel sonucuna ulasiir. Simdi de x(") icin sonlu fark tiirevin adi tlirevde oldugu gibi

%x" = nx"! formunda oldugu

_d 4
Ax(n) — i[e & _I]x(") =je Izi\'x(”) __l'x(")

=il(x =) (x + i) (x + 20 x + 1i =i = 1) = (2 + ) + 20)..c. (x4 1 = )] (3.67)
= i{x(""l)(x —i—-x~in+ i)}= ix"V (= in) = nx*)

isleminden goriilebilir. Hipergeometrik serilerin

T(A+n)
r(1)

A = 2(A+1D)(A+2) A+ (n=1)) = (3.68)

ile tanimli ifadesi ile (3.66) denklemindeki x") arasindaki uyum dikkat ¢ekicidir.(Bunun daha
net goériilebilmesi i¢in gama fonksiyonlarinin temel tekrarlama bagintis1 olan F(x + 1) = xI'(x)
ifadesinden yararlamlabilir (Wang ve Guo,1989).) Eger A = —ix i¢in (3.68) denklemine gore

n’nin ilk birkag¢ degeri i¢in hesaplama yapilirsa bahsedilen benzerlik

0 _; D(ix+1) ; (Cix)C(=ix) _ 4
(- ix) M)

0 _ ;2 T(cix+2) _ 2 (= ix +1)= ix)[(~ ix)
T(-ix) I'(-ix)

X

=x(x+i)

X

n _ n F(—ix+n)

x\" =i F(— ix) (3.69)

islemlerinden goriilmektedir. Bu durumda ileride bir kanigiklida yol agmamasi i¢in x’in tam

say1 olmayan kuvvetleri igin n yerine o kullanilarak; x’in tam say1 olmayan kuvvetleri i¢in

X9 =i i) i+ D =ix+2)(~ix+ (n=1))=i° -I%q—) (3.70)

genel ifadesi ¢nerilebilir. Buna goére, x’ in tam say1 olmayan kuvvetleri i¢in sonlu fark tiirev

. .. . . d -
ifadesinin de, adi tirevdeki —x° =g x°!

= ifadesiyle uyumlu olmasi gerekmektedir. Zaten
x
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bu uyumun saglanmasi amaciyla x) genellesmis kuvveti hipergeometrik serilerin temel
bagintis1 cinsinden yazilmaya c¢ahisilmigtir. Sonlu fark tiirevi hesabinda yine gama

fonksiyonlarmin I'(x +1)= xI'(x) tekrarlama bagintis1 kullamlarak

Ay (o) =] e_i%_ Y(a) = o+l e"'Zd; 1_‘(”ix"'o-)_]‘“(—i'x'."'o-)
A ‘[ 1} [ Cw)  Mew) }
_ l_ﬁ,[r(— i(x=i)+o) T(=ix+ 0')] _ l,,,+,[r(— ix+o-1) T(- ix+a)]
r(-i(x-i)) (- ix) I(-ix-1) (- ix)
_ ia+,[l’(—ix+0'—-1)(—ix—l)_ (—ix+0' -1)r(- ix+0'—1):|
I(-ix) I'(-ix)

=0 ia—l M
(- ix)

(3.71)
x(o‘—l)

sonucuna ulasilir. Boylelikle tiirev tablosundaki x’in tam say1 ve tam say1 olmayan kuvvetleri

icin sonlu fark tiirevleri, adi tiireve form olarak uyan bir sekilde elde edilmistir.

x’in kuvvetlerinin sonlu fark tiirev hesaplarinin ardindan Inx’in sonlu fark tiirevinin

arastirmasina gecilebilir. Yine burada da beklenen sonug %lnx . _ x7! ifadesiyle uyumlu
x

olmalidir. O halde aranilan sonlu fark tlirev sonucu Aln[x]= =0 seklinde olmalidir. Bu

durumda 6yle bir In[x] ifadesi 6nerilmelidir ki; onun sonlu fark tiirevi ) olmalidir. Bunun

i¢in gama fonksiyonlarin logaritmik tiirev ile ilgili

InT(z)= ') (3.72)

d
AR (CE2 VI 5 ) _L@+e@) 1 )1
wle+1)= T(z+1) Tz (z) zI'(z) B r(z) z ve)
v(z+D)-pla)= - (.73)

ifadesinden faydalanilabilir. Bu sonug ile sonlu fark operatériiniin ¢alismasi arasindaki ilgiden

faydalanilarak; sonlu fark tiirev hesabi yapilan fonksiyon w(ix + 1) olarak segilirse;
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d

Aylix+1)= i[e—lZ - 1] wlix+1)= i{e*i%y/(ix +1)~ y(ix + I)J

= ifw(ix + 2) - wlix +1)]

(3.74)

sonucu elde edilir. Logaritmik tiirev ile ilgili (3.73) ifadesinde z=ix+1 ahnirsa

[wlix +2)—wlix+ 1)]= olarak bulunur ve bu sonug (3.74)’de yerine yazilirsa

- 1 1
Aylix+1)=i =— 3.75
W(I ) ix+1 x—i ( )

elde edilir. Acaba Aln[x]= ) sonucuna ulagildi m1? Bu sorunun cevabi igin (3.70)

(=1)s:

ifadesi kullamilirsa x'™’in

) C(-ix-1) I(-ix-1) 11
] (- ix) z(—zx (= ix - l) i(-ix—-1) x-

seklinde oldugu goriiliir. Bu durumda (3.75) denklemi
At//(ix +1)= Aln[x]= ) (3.76)

olarak yazilabilir. $imdi eksponansiyel ifadelerin sonlu fark tiirevinin arastirilmasina

gegilebilir. Genel olarak e® seklindeki bir eksponansiyel ifadenin adi tiirevi

ie‘“ = qe™ 3.77)
dx

ile tammhidir. Gelistirilen rolativistik yaklasimda &yle bir eksponansiyel fonksiyon tanimi

yapilmalidir ki; bu fonksiyonunun sonlu fark tiirevi (3.77) ifadesine form olarak uymalidir.

Rolativistik yaklasimda eksponansiyel ifadeler, x")in kuvvetleri bi¢iminde Taylor serisine

ailabilecek expla, x| ile tanimh olsun. Béyle bir ifadenin sonlu fark tiirevi ise

= _n_(n) © " 0 n-\

- A A (n)
Aexpla,x|=A = ———A\c =
p[ ] nZ=(:J n! nZ—O n! n=0 "1)'

= aexp[a. x] (3.78)
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seklinde form olarak (3.77) denklemini saglar. Simdi #=m=c =1 birim sisteminde e**
rolativistik diizlem dalgasimin ya da genellestirilmis kuvvet fonksiyonunun sonlu fark
tiirevinin aragtirmasi yapilabilir. Bu islemin yapilmasindaki amag, (3.78) denklemindeki sabit
terim olan a’y1 rélativistik diizlem dalga i¢in tayin ederek; rolativistik diizlem dalgay:

exp[a,x] seklinde yazabilmektir. Buna gore genellestirilmis kuvvet fonksiyonunun sonlu fark

tlirevi
Ae™* = i[e'ﬁ’; —l}eixz = i(ef("'"i)" —e'xl)= ie™® (e" —1) (3.79)

seklinde bulunur. O halde [&exp[a,x] = aexp|a, x] kosulundan, a sabiti a = i(e’-’ - 1) seklinde

bulunur ve rélativistik diiziem dalga
e =explife? ~1)x] (3.80)

bigiminde yazabilir. Genellestirilmis kuvvet ifadesini hipergeometrik fonksiyonlarla da ifade
etmek miimkiindir. Cilinkii genellestirilmis kuvvet ifadesinin Taylor seri agilimi ile
hipergeometrik serilere ait temel baginti arasinda bir benzerlik vardir. Iste bu benzerligin

gériilebilmesi i¢in genel hatlariyla hipergeometrik fonksiyonlara deginilebilir.

3.2.1 Hipergeometrik fonksiyonlar

Hipergeometrik diferansiyel denklem

x(1-x)y"(x)+[c—(a+b+1)x]y'(x)-aby(x)=0 (3.81)

seklinde x=0,1,0’da diizenli sonsuzluklar1 olan 2. mertebeden lineer bir diferansiyel

denklemdir. Bu denklemin ¢6zlimii
x> F(a.b;c;x) (3.82)

seklinde gosterilen hipergeometrik fonksiyonlardir. Bu ¢6ztim

2
fz_l_)__{+a(a+1)b(b+l)£_+

y(x)=1+ c 1 clc+1) 2!
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seklinde hipergeometrik seri adi verilen bir seri agihm ile ifade edilebilir. Bu serilerin

katsayilar1 gama fonksiyonlan kullanilarak

_ _T{a+n)
(a)"—a(a+1)(a+2) ........ (a+n-1)= I'(a)
®), =bB+1)B+2)p+n-1)=L (1’3(;)") (3.84)
T(c+n)

(C),,,=C(c+l)(c+2) ....... (c+n-1)=

ifadelerine gére yazilabilir. Ilk birka¢ # degeri igin (3.84) formiilleri

n=0 (a)o=1 (b)o=1 (c)o=1

n=1 (@) =a () =b ()=
n=2 (a),=ala+1) (), =bB+1) (), =clc+1)

seklinde bulunur. Bulunan katsayilar (3.83) denklemindeki serinin katsayilart oldugu igin

(3.81) denkleminin ¢6ziimii olan hipergeometrik fonksiyonlar gama fonksiyonlan cinsinden

DR (a),(d), x" s Ta+n)TGB+n) T() x .
Flabien)= 2 T80T A T 1) Teanm (:8)

n=0

ile ifade edebilir (Arfken, 1970).
3.2.2 Eksponansiyel fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlarla ifade edilmesi

Roélativistik yaklasimda onerilen exp[a, x] ile tanimli bir eksponansiyel ifadeyi temsil

edebilecek hipergeometrik fonksiyon

exp[a,x]zzFl(—ix,l )15 ia) (3.86)

seklinde Onerilebilir. Bu 6nerinin dogrulugu (3.86) bagintisinda (3.69) ve (3.85) ifadeleri
kullanilarak
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F(—zx+n )TA+7n) TQ) () 2 T(-ix+n)a"
A1l da) = Z ~ix) TIQ) r+n) n ",,Z:(:,' T(~ix) n!
"‘")“"  explasx]

n=0 D1°

goriilebilir. Ayrica exp[a,x] =, F(-ix,1;1; ia) ifadesinin dogrulugu bir de sonlu fark tiirevin
A ,F(=ix,1;1;ia)=a ,F(~ix,1;1; ia) kosulunu sagladig1 gosterilerek de ispatlanabilir.

Buna gére , F;(~ix,1;1; ia)in sonlu fark tiirevi
A 2Fl(—ix,l;l;ia)= i{z F](—ix—l,l;l;z’a)—-zF,(—ix,l;l;ia)} (3.87)

isleminden de goriilecegi gibi iki hipergeometrik fonksiyonun farkindan olugmaktadir. Bu
fark, hipergeometrik fonksiyonlarin tekrarlama bagintilari kullamilarak yazilabilir. Burada

(3.87) islemine uygun tekrarlama bagintis1 F' = ,F (a,b;c;x) olmak tlizere
(b-a)1-x)F -(c-a)F(a-1)+(c-b)F(p-1)=0 (3.88)
ile verilir (Bateman, H.. 1953). Ilgili a, b, ¢, x ifadeleri (3.88) denkleminde kullanilarak;

(1+ixt—ia) ,F (= ix,1;1; ia)— (1 +ix) ,Fy (- ix = 1,1;1; ia)=0
, Fi(—ix=1,1;1; ia)=(1-ia) ,F,(~ ix,1 ;1; ia) (3.89)

sonucu elde edilir. Bu denklem (3.87)’de yerine yazildiginda:
A,Fi(~ix.1;1; ia)=a, Fy(-ix.1:1: ia) (3.90)

ifadesine ulasilir. Bu durumda (3.80) rélativistik diizlem dalga hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden

explife? —1), x|, F (- ix, 151 5 (e -1)) (3.91)
olarak yazilirken; sonlu fark tiirevi

AF(-ix,131; = (e —1)=ilex —1), F (- ix,1;31; —(e* 1)) (3.92)



seklinde olacaktir.

3.2.3 Trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlarin sonlu fark tiirevlerinin incelemesi

Trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar i¢in sonlu fark tiirev hesabinin yapilabilmesi igin
oncelikle bu fonksiyonlarin rolativistik yaklasgimda nasil tammlanmalar1 gerektigine karar
verilmelidir ; ¢linkli bu fonksiyonlarin tanimlamalarinda yeni bir diizenleme yapilmadig

takdirde ; cos . sin, cosh ve sinh fonksiyonlarinin sonlu fark tiirevleri sirastyla

Asinax = 2sinh%cos{:a(x - 7)—)] (3.93)

n a .| i]

Acqsax=—251nh—2—sm a(x—;)— (3.94)

s . a [ iY]

Asinh cx = 2sin—cosh a(x—— (3.95)
2 | 2)]

~ a . | i)

Acoshax = 251n751nh a(x—; (3.96)

olarak elde edilir. Bu sonuglarin adi tiirevle uyumlu olabilmeleri igin rolativistik olmayan
limite gegilmesi gerekir. Adi tlirevle uyumlu sonuglara rélativistik olmayan limite gegilmeden
ulagilmas: i¢in, bu fonksiyonlarin eksponansiyvel esitleri diisiiliip burada yer alan

eksponansiye! ifadeler igin rolativistik yaklasimin exp[a,x] ifadesinden faydalanilmalidir.

Buna gore rolativistik yaklasimda bu fonksiyonlar i¢in yeni tamimlamalar sirasiyla

exp[ia, x]+ exp[— ia. x]

cos|a, x] = > (3.97)
sin[a, x] _ exp[z'a, x] -7 jxp[-— ia, x] (3.98)
cosh[a, x] - exp[a, x] +2exp[— a, x] (3.99)
sinh[a, x] = expla, x] - expl-a.] (3.100)

2

ile verilir. Bu ifadelerin sonlu fark tiirevi alinirken (3.78) formtiltinden faydalanilir. Buna gére

cos fonksiyonu i¢in sonlu fark tiirev hesabi (3.98) formiiliiniin de kullanilmasiyla
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A cos[a, x] _ {Z& exp[ia, x] +A exp[—- ia, x]} - {ia exp[ia, x] —ia exp[— ia, x]}

2 2 (3.101)

= —asin|a, x]

olarak adi tiireve form olarak uygun bir gekilde bulunur. Diger fonksiyonlarin sonlu fark

tiirevleri ise bu hesaplamaya benzer olarak

A sin[a,x]=a cos(a, x] (3.102)
Acosh[a,x] = asinh[a, x] (3.103)
A sinh[a,x]=a cosh[a, x] (3.104)

seklinde elde edilir.
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4. KOMUTATIF OLMAYAN DIFERANSIYEL HESAPLAR ve SONLU FARK
SCHRODINGER DALGA DENKLEMI

4.1 Giris

Bu boliimde amaglanan, komiitatif olmayan diferansiyel hesaplarla sonlu fark operatorieri
arasindaki iligkiyi ortaya koymak ve yeni rolativistik yaklagim igin komiitatif olmayan
diferansiyel hesaplarin uygun bir matematiksel ara¢ oldugunun gésterilmesidir. Bu inceleme
i¢in komiitatif olmayan diferansiyel hesaplar hakkinda temel bagintilar ve iligkiler verilerek,
bu bilgilerinin 15181 altinda rolativistik serbest pargaciga ait sonlu fark Schrodinger denklemi

komiitatif olmayan diferansiyel hesaplar kullanilarak yazilacaktir.
4.2 Komiitatif Olmayan Diferansiyel Hesaplar

Komiitatif olmayan diferansiyel hesaplar aslinda diferansiyel formlar teorisinin bir

genellesmesi (deformasyonu) olarak diigtiniilebilir. Incelemelere uygun olmasi agisindan

sadece C kompleks vektér uzayinda 4 komiditatif cebri lizerinden diferansiyel hesaplan

diistiniiliirse; boyle bir uzayda diferansiyel formlar

Q(4)= Y @Q"(4) (4.1)
=0

Q%4)=4 , Q" (4)={0} vr<o 4.2)

ile verilir. Burada Q” (4)’nin elemanlari r-formlardir. Burada

)

d* =0 4.3)
kosulunu saglayan d dis tiirev operatorii vardir ve bu operatér
dww’)=(do)’ +(-1) odo’ 4.4)

Leibniz kosulunu saglamaktadir. Bu ifadede @ ve @’ sirasiyla » ve r’-formlardir. Burada

amaglanan 4’y1 x' i=1273....n koordinat fonksiyonlarindan tretilmis komiitatif bir cebir

olarak diisiinmektir. 4 {izerinde sade diferansiyel hesaplarda
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[x" ,dx/ ]: 0 (4.5)

diferansiyellerle fonksiyonlarin komiitatif olma &zelligi vardir. Yapilmak istenen (4.1)-(4.4)
denklemlerinin dogrulugunu bozmayan bir yolla (4.5) denklemini &yle bir sekilde deforme
etmektir ki; burada komiitatif olmayan diferansiyel hesaplarin bir smifi olugsun. Bu

deformasyon

[x" ,dx/ ]= idx"c"fk (4.6)
k=1

ile verilir (Connes, 1994; Dimakis ve Miiller-Hoissen, 1998). Bu formiilde C¥y lar yapl1

sabitleridir. Bu deformasyonda sade diferansiyel hesaplarda oldugu gibi fonksiyonlar
e x7]= 0 @)

bagintisina gore yine birbirleriyle komiitatiftirler. Artik komititatif olmayan diferansiyel

hesaplarin temel bagintilari (4.6) hipotezine gore ifade edilebilir. Buna gore

1) Cy =ty (4.8)
dir. Bunun boyle oldugu

lx'} dxj]= x'dx/ —dx/x' = d(x’x" )- (dxi )xj - d(x’xi )+ x’ (dx')
o N N (4.9)

= d(x’x’ -x/x )+ x’ (ci‘c‘ )— (dx‘ )x’
isleminden gériilebilir. Koordinat fonksiyonlar1 (4.7) formiiliine gére birbirleriyle komiitatif

olduklarindan (4.9) hesabindaki ilk terim sifir olur ve
[x",dxf]=[xf,dx"] (4.10)

elde edilir. Bu ifade de CYp =C/ kosulunu beraberinde getirmektedir.  Bunun
goriilebilmesi igin bagka bir yol izlenebilir. Bu metot da fonksiyonlarin birbirleriyle komiitatif

olma 6zelliklerinin kullanildig:
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dlxi,xjj=ldxi,le+lxi,dxjj l_x’ dx'J+lx deJ—-—dekCﬂk +dek ¥y =0
k=1

metottur. Buradan da yine
Clly =CYy (4.11)

sart1 elde edilir.

2) Koordinat fonksiyonlarinin birbirleriyle komiitatifligini gdsteren (4.7) denkleminin dx ile

komiitatorii alinursa

H J J [x X de —dx* [\' fo (xixj—xjx’)d.t"—dxk(xixj~xjxi)
( dx") x/ (‘c'dx") dxk(‘c'\" x’; ')
=x (dx x’ + [x’,dx ]) x’(a’.\ x!' +[x ,dx ])—d‘ck(xixj —xjxi)

= x'{dx"xj + idxlCﬂ"z}—x’ {dt"’xi 4t Zn:dxlCik1}—dx" (xixj —xjxi)
=

I=

::{ +demcd‘m}x1 +/z-l:{dt +idxmci1m}cjkl

m=l m=]

—{d\"‘xj + de’"Cjkm} =
=

m=1

ll

=

{d\ x/ +de’"C’I }C”‘/ —drk(xixj -—xjx’)

m=l

- Zdtln (Cilmcjkl _lemci/\'[ =0
{.m=1 (412)

sonucu elde edilir. Bu ayn1 zamanda

C*iC" Zc"lc” (4.13)

I m=1 {.m=1

demektir. Bu ifade daha kapali bir formda

n

Y ctliedl, <o (4.14)

seklinde yazilabilir.
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3) (4.6) ifadesinin x* ile komiitatsrii alinirsa yine (4.13) denklemi elde edilir ve dolayisiyla
y

ek kosullara gerek kalmaz.

4) (4.6) denklemine d dig tiirev operatdrii uygulanir ve (4.4) Leibniz kurali kullanilirsa

diferansiyeller igin
dc'ax’ = —dx/ dx’ (4.15)
klasik komiitasyon ifadesine ulagilir.

5) Komiitatif olmayan diferansiyel formlar i¢in Hodge yildiz operatérii

*(dx" ............... dx”‘ )= —(;1—_—]('7!'28,-] ............ Fpd g eeneenees in dx"‘*l .......... dx'” (416)

_)
standart formiiltiyle verilir. Ancak uygunluk olmas: agisindan sag Hodge yildiz operatérii *

“— -
ve sol Hodge yildiz operatdrii * arasinda bir fark yaratilabilir. Tanim olarak * operat6rii

S ax's £(x)) (4.17)

Z(f(x)dx"l ............... dx'k ) (4.18)

tipindeki formlara etki eder. Boylelikle Hodge yildiz operatorlerinin etki edecekleri formlar

- <«
ayrilir. Eger * operatorii (4.18)’e etki ederse ya da * operatérii (4.17)’ye etki ederse bu

islemin sonucu sifir olacaktir. Hodge yildiz operatorleri sag ve sol olmak iizere ikiye

ayrildigindan ayni sekilde § operatoriine ait
S =% (4.19)

standart tanimi da sag ve sol olmak iizere iki kisma aynlabilir. Buna gére
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N T — —
O == g * O = * *

d (4.20)

olacaktir., Bu tanimlamalarin ardindan rolativistik serbest pargacifa ait Schrddinger
denkleminin, komiitatif olmayan diferansiyel hesaplar kullanilarak yazilmasi iglemlerine

gecebilir (Mir-Kasimov, 2000).

4.3 Komiitatif Olmayan Diferansiyel Hesaplar Kullamlarak Sonlu Fark Schridinger

Dalga Denkleminin Elde Edilmesi

Bu kisimda gosterilmek istenilen, komiitatif olmayan diferansiyel hesaplarin bir

versiyonunun, (3.43-a) sonlu fark Schrddinger denkleminin yazimi igin vyeterli bir

matematiksel ara¢ oldugudur. Bu inceleme i¢in 4'nin. C iizerindeki tiim fonksiyonlarin cebri

oldugu kabulii ile islemlere baslanabilir. Bir boyutta bir degiskenli t//(x) fonksiyonu x

kanonik koordinati olarak alinabilir. 4 {izerindeki herhangi diferansiyel hesabinin en basit
deformasyonundan biri, 4 Compton dalga boyu olmak tizere C =i % olarak segilirse; bu

deformasyon bir boyutta (4.6) denklemine gore

[dx.x]= i—gdx 4.21)
seklinde alinabilir. Bu komiitat6riin agik ifadesi

[dx. x] = (dx)x - x(dx) =i %d‘c

seklindedir. Burada islem yapildiginda dx ile w(x)= x’in sira degistirmesi durumundaki

ifadeler

(d\‘)x = (x +i %)d\: (4.22)

&

x(dx) = dx(x - z-g) (4.23)
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X

olarak Ardindan dx ile w(x)= Z B, r ile tanimli genel bir fonksiyon i¢in sira degistirme
n!

n=0

bagintilaninin bulunmast igin (dx)x” ve x”(dx) ifadeleri bulunmalidir. Bu ifadeler

(@) = (dx)ex"" = (x + i—/—;—}drx"“' == (x + z%) dx
x"(dx) = x""'x(dx) = x" dx(x - 1—'21) == dx(x - l-;i)
seklinde olduklarindan aranan ifadeler

(@) (x) = w(x +i %de (4.24)

w(x) (dx) = dxy/[x - 1%) (4.25)

seklinde elde edilir. Deforme olmus diferansiyel hesaplarla ilgili olarak, genellestirilmis

(deforme edilmis) sol ve sag tiirevler

« -
dy(x)=dx| 0y(x)|=| 0 w(x) |dx (4.26)
ile tanimlidir. Leibniz kurali (4.4) gére

dy (x)p(x)) = dx[ G (v/(x)¢(x))) = (dy (0))p(x) + p(x)(dg(x))

“«— «
=dx| 0 y(x) |g(x)+w(x)dx ¢ ¢(x)
islemine gelinir. Bu ifadenin esiti bulurken (4.25) ifadesi kullamlirsa

« A <
Ay ()p(x)) = dx( 5 w(x))¢(x) +dx W(x - i;)( d ¢(x)) (4.27)
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genel ifadesine ulagilir. Koordinat fonksiyonlarinin birbirleriyle komiitatif olmas: ézelliginden

dolay1

w(x)p(x) = p(x)y(x) (4.28)

kosulu uyarinca d(¢(x)w(x)) = d(w(x)é(x)) durumu s6z konusudur. Buna gére d (¢(x)l//(x))

islemi

d(p(x)y(x)) = dv[g ¢(x))w(x) + ¢<x)dx(5 w(x))
(4.29)

= dx(g ¢(x))z//(x) + d‘c¢(x -1 %J(g W(x)]

seklinde yapilip; d (¢(x) w(x)) =d (W(x) ¢(x)) kosulu kullanildiginda

d‘c{g y/(x){¢(x) - ¢(x —i %)}} = dx{(g ¢(x){y/(x) - t//(x - zg)}} (4.30)

genel ifadesine ulasilir. Bu esitlik

L ) (431)
v -v(x-i%) #o-f x-i%)

-

sartiyla saglanabilir. Ayni islemler sa§ tiirev igin de tekrarlandiginda elde edilecek esitlik

- -
o w(x) _ 0 ¢(x)
A A
[ foeid)-wo

= sabit (4.32)

seklindedir. Simdi (4.31) ve (4.32) denklemlerindeki sabitin bulunmasina gegilebilir. Bunun

icin (4.31) ifadesinde
y(x)=x (4.33)

seklinde segilerek (4.26) formiiliine gére
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« «
dx:dx(éx}:b[ax)=l (4.34)

ifadesi (4.31)’de yerine yazilirsa,

2
5 sabi ) ( )
x—x+z—2—

sabit =

olarak bulunur. Bulunan sabit (4.31) ve(4.32)’de yerine yazildiginda

A
- w(x)- v/(x —15)
8 w(x) = = (4.36)
2
w(w ,g) ()
3 () = 4.37)
2

genel tlirev ifadelerine ulagilir. Tiim bu hesaplamalarin ardindan artik sonlu fark Schrédinger

denklemi ile komiitatif olmayan diferansiyel hesaplar arasindaki net iliskinin goriilmesi

- -
amactyla %(5 d+d6d ]t//(x) islemi yapilabilir. Bu iglemin ayrintili hesab1

%(*dﬂu w(x) =+ 5+ 5de(x) _—(* dxd+sd :d)y/(x)
=% g+g { y/(x) a’x+dx[6 y/(v))}
p)
(x+z—— () w(x)—w[x—z-z—}
;_ + dx +dx

A
l—_
2
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A A A A
4 t//(x+z—)—y/(x)+W(x)—t//(x—i—) - w(x-&-i—)-—w(x—i——
=%(*d+*dJ 2 2 =%( ]d 2 2

7 x ¥
2
=?1£[:+:) W(x+il)*w(x)—wgc+i%)+w(x_if21) .
st o)

+L(:+ :)a’x
iA

i
2

2
7

Fow(x)+wlx+ia)+p(x-ia))

seklindedir. Burada 2(cosh[i/1 -5—] - le(x) = {— 2w (x)+w(x+ iA)+ wlx - izl)} oldugu
X

diisiiniiliip; (3.35) bagintis1 kullanildiginda
- «—
%(5 d+d dJ w(x)= —%(cosh(i/l fl:;—) - 1) w(x)= ——fz—sinhz(iizl-%) w(x)

elde edilir. Sol ve sag momentum operatdrleri

- - — “«

p=-ih*d p=-ih*d

ile tanimlanirsa; serbest pargacigin momentum operatérii i¢in

. 1 -
P=5 p+p

(4.38)

(4.39)

(4.40)

. . - N (>, <
ifadesi yazilabilir. Bu durumda p=5 p+p =—7 *d+ *d| olacagina gore kinetik

enetji operatérii (4.38) sonucu kullanilarak

52 2 - 2 2
£_=_81_(3d*d+*d*dJ=_ﬁ_l(5d 5d) 2 (’;dJ

4m 2 mit

(4.41)
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bulunur. Dolayisiyla (3.43-a) rolativistik serbest pargacifa ait sonlu fark Schrédinger

denklemi (4.41) ifadesinde A = . olarak yerine yerlestirildiginde
mc

a2 .
g— = 2mc? sinhz(l—;—zdx—) (4.42)
m

olarak elde edilir. Boylece komiitatif olmayan diferansiyel hesaplamalara gére rélativistik

Schrodinger denklemi

ﬁzw(x){ f;)w(XFEpw(x) @43)

ifadesiyle temsil edilmis olundu (Mir-Kasimov, 2000).
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5. ROLATIiVISTIK SACILMA TEORIiSi

5.1 Giris

Bu boliimde amaglanan 3. Béliimde verilen bir boyutiu sonlu fark Schrédinger dalga
denklemi kullamlarak bir boyutlu rolativistik sagilma teorisinin gelistirilmesidir. Bu amaca
ybnelik olarak yine bir boyutta standart kuantum mekaniksel sagilma teorisi incelenerek;
ardindan, rolativistik bir boyutlu sagilma teorisinde rolativistik Green fonksiyonu

hesaplanarak, basamak operatorii incelenmesi yapilacaktir.
5.1.1 Sa¢ilmanin genel tanimi ve tipleri

Su ana kadar atomlarin, molekiillerin veya elemanter par¢aciklarin yapisini dgrenmekte en
fazla tercih edilen ydntem sag¢i/ma’dir. Sagilma deneylerinde gelen pargaciklar bir hedef
tarafindan sagilirlar ve bu sagilan pargaciklar da dedektorler vasitasiyla sayilirlar. Gelen
pargacik ile hedef pargacik arasindaki etkilesme uzayin ¢ok kiigiik bir bdlgesinde gergeklesir.
Gelen parcaciklarin hazirlandigi boélge ile sagilan pargaciklarin dedektorlerle sayildiklar
bolgeler hep gelen parcacik ile hedef pargacigin etkilesmeye girdikleri bélgenin disindadir.
Bu sebepten o&tiirti; pargaciklar ilk ve son durumlarinda serbest parcacik olarak hareket
ederler. Sagiima stireci. etkilesme uzayin ¢ok kiigiik bir bolgesinde meydana geldigi igin bir
serbest parcactk durumundan bagka bir serbest pargacik durumuna ge¢is olarak da

yorumlanabilir (Lipkin. 1973).
Sagilma sonucu pargaciklarin son durumlarina gore sagilma tipleri soyle simflandirilabilir:

1. Hedef pargacigin taban durumunda kaldig: esnek sagilma
2. Hedef par¢acigin uyarilmis duruma gegis vapabildigi inelastik sagilma
3. Gelen pargacigin absorplanabildigi ya da yeni pargaciklarin iiretilebildigi reaksiyon

sa¢ilmadir.
5.2 Standart Kuantum Mekaniginde Bir Boyutlu Esnek Sac¢ilma Teorisi

Klasik mekanikten bilindigi gibi m, kiitleli pargacifin m, kiitleli pargacik tarafindan sagilma

problemi, parcaciklar arasindaki etkilesme potansiyeli olan V(F), 7 =7 -7, ile tammh bagil
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mm,

m, +m,

koordinata bagli ise; ¥ (7)potansiyel alani i¢indeki = indirgenmis kiitleli hayali bir

parcacigin sagilma problemine indirgenebilir. Iki parcacifin elastik sagilma probleminin,
V(F) potansiyel alamindaki 4 indirgenmis kiitleli hayali bir pargacigin hareketine
indirgenmesi, ¢arpisan pargaciklarin kiitle merkezinde belirlenmis olan koordinat sisteminde

yapilan kiigiik bir degisiklikle olur.

Elastik sagilma carpisan pargaciklarin i¢ durumlarim ve yapilarimi degistirmedikleri bir
siiregtir. Sagilma siireci birbirlerinden sonsuz uzakta olan iki pargacifin birbirlerine dogru
harekete gegmesiyle baslar. Birbirlerine yeteri kadar yaklastiklarinda, aralarindaki etkilesme,
hareketlerini etkiler ve saparlar. Sagilma siireci pargaciklarin birbirlerinden uzaklagmalar ile

son bulur.

Sagilmanin genel tamimlamasinda da bahsedildigi gibi sagilan pargaciklar merkezden ¢ok
uzaklarda serbest pargaciklarmis gibi hareket ettiklerinden bagil hareketlerinin enerjisi daima
pozitiftir ve kuantize degildir. Boylelikle ¥(F) potansiyel alaninda pozitif E bagil enerjili u
kiitleli parcacigin sagilma problemi, Schrédinger denkleminin ¢6ziilmesine indirgenir

(Dayvdov, 1965). Schrodinger dalga denklemi (2.9) bir boyut i¢in yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa, k? =3;—l£ olmak lizere,
2
w(d>
—_— —+ k- x)=V X 5.1
e R o

elde edilir. Bu denkleme (V2 +k2 )w(x) =0 ile tamiml serbest pargacigin Schrédinger dalga

denkleminin homojen olmayan bir genellesmesi goziiyle bakilabilir. Homojen olmayan (5.1)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in

hz dZ
—Z——(dx, +k2 ]G(x,x') =8(x-x") (5.2)
11\ e

denkleminden faydalanilabilir. Eger (5.2) ile verilen diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak

bir G(x,x’) Green fonksiyonu bulunabilirse; bu fonksiyon yardimiyla (5.1) denkieminin

genel ¢6zlimti olarak; (x) homojen denklemin ¢oziimii olmak tizere
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V(D) =va(e)+ [Glx WV () () 53)

ifadesinin yazilmasi miimkiindiir. Green fonksiyonu Gtelemelere karsi invaryans oldugundan

(Ek-1); (5.2) denklemi

n( a
Zu(dx )G(x x") = 8(x—x') (5.4)

seklinde de yazilabilir. Bu denklemdeki & fonksiyonunun  integral gosterimi serbest

pargacigin operatorlerinin 6z fonksiyonlarina gére

5(x—x")= Elﬂ— J.e"’(""")dq (5.5)

-0

ile verilir. Bu integralde ¢, momentum uzayinda bir boyutlu bir degiskendir. Bu integral

gOsterim, (5.4) denkleminde yerine yazilirsa;

n(d? 1 7 .
+k2 |Gx-x) = — [e ¥4, 5.6
2,u(dx2 ] -x)=o- | 1 (56)

-

ifadesine ulasilir. Green fonksivonunun integral gdsterimi olarak

Glx-x) == [g(q.)e""dg 5.7)
27
ifadesi alinir ve bu denklem (5.6)da kullanilirsa; b = %’;—l olmak {izere, g(q,k) parametresi
h

x

Ig(q,k)[(— iq)(-ig)+ k* etdg = 2= [e'e-)dq
2z =,
hesabina gore
b
S (5.8)
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olarak bulunur. Bu durumda Green fonksiyonunun integral gdsterimi, (5.8) denkleminin

(5.7)’de yerine yazilmasiyla elde edilebilir. Elde edilen ifadede k& =*q noktalar1 bu

integralin basit kutup noktalaridir. Bu kutup noktalar1 k’ya is sonsuz kiigiik faktdriiniin
eklenmesiyle g kompleks diizleminin reel ekseni lizerinden kaydirilabilir. Boylelikle farkli
fiziksel durumlarin incelenmesi saglanabilir. Bu integralin hesaplanmasinin ardindan ¢ — 0
limitine gidilerek aranan integralin hesabi yapilmis olunur. Bu durumda Green fonksiyonuna

ait integral gosterimi

b % eiq(x—x')
Gx-x')=— | ——————=dq 5.9
( ) 2ﬂ_£(k+ie)2—q2 (59
seklinde olur. Bu integralin kutup noktalari
N2 2 q=k+ic -
(k+ie)* —q> =0= : (5.10)
q=-k-~ic

olarak bulunur. Kutup noktalarinin g kompleks diizleminde gosterilisi ise Sekil 5.1°deki
gibidir. Bu integral ise bazi diizenlemelerin yapilmasi kaydiyla Cauchy residii teoremi

vasitasiyla ¢6ziilebilir. Genel olarak Cauchy residii teoremi

cjf(z)dz=2ﬂiZRes(zj) (5.11)

J

ile verilir. Bu formiilde 4 isareti z kompleks diizleminde kapalt bir konturu anlatirken;

Res (z j) ise bu kapali kontur iginde, z, noktalarindaki kutuplarin residiileridir. Buna gore

(5.9) integraline geri déniiliirse; bu integrale Cauchy residii teoreminin uygulanabilmesi igin
q’ya sadece +’dan ~oo’a kadar reel degerler alan bir kompleks degisken géziiyle
bakilmali ve kapali bir kontur belirlenmelidir. ¢ =k +i¢ kutup noktasinin i¢ine alan C;

konturu Sekil 5.1°de verilmektedir.
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q kompleks diizlemi
@)

g=k+ie

A

() G

Sekil 5.1 Kutup noktalarimin ¢ kompleks diizleminde gosterilisi ve bu
diizlemde konturlarin gekli

C, konturu lzerinden hesaplanacak olan integralin R — o limitinde sifira esiti oldugu

gosterilebilirse; kalan kisim (5.9) integralinin esiti olur ve Cauchy residii teoremi
uygulanabilir. Bunun i¢in Jordon lemmasindan faydalamlir. Jordon lemmasinin genel tanimi

Cr. z kompleks diizleminin iist yarisinda bir kapali yarim ¢ember olmak tizere

mo{ je"“: f(z)dz] =0 (5.12)
Cr

kosulunun gergeklesebilmesi i¢in z — oo limitinde f (z)—-)Oolmahdlr. Sekil 5.1°deki C,
konturu tizerinden hesaplanacak olan integralin integrantinin g — oo limitinde sifira esit
olabilmesi ve bu integralden R - oo limitinde bir katkimin gelmemesi igin ¢ =g, +ig,

olarak alinir ve bu durumda integral igindeki eksponent

pila+iar)le=x) _ pia(v=x) ,-q2(x-x')

olur. Ust yan diizlemde ¢,)0 ve (x—x'))0 oldugundan g — o limitinde eksponentin q,’li
terimi sifira gider. Dolayisiyla o integralden bir katki gelmez ve ¢6ziimii aranan integral,
Cauchy integral teoremi ile bulunabilecek duruma gelmis olur. Benzeri yorumlar diger kutup
noktast i¢in de yapilabilir. Bu kez alt kontur igin g,(0 ve (x—x')(O olur ve yine g -» «
limitinde Sekil 5.1’e gére C, konturu iizerinden hesaplanan integralden bir katki gelmez. Bu

durumda Green fonksiyonu icin
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;2
Glx-x')= %ZRes (¢,) . i kutup noktalarinin sayist (5.13)

i=l

denklemi yazilabilir. O halde (x - x’))O icin (5.9) integralinin hesabi

2'lx=x)
limRes (k +ig) = lim
&0 £—0 —_ 2q

ik(x-x")
J = (5.14-a)
g=k+ig

iken; (x—x'X0 icin (5.9) integralinin hesabs ise

ig(x~-x")
limRes (—— k- ig) = lim[— ¢

£-0 &0 - Zq

=- (5.14-b)
q=—k—ig ] 2k

olarak elde edilir. Bu sonuglar (5.13) formiilii uyarinca birlestirildiginde Green fonksiyonu

i¢in

"N o_. u 1\, ik(x-x") ' —ik(x=x")} \ __ Iﬂ ik|x-x'|
Gx-x)=—-——¥lx~x +6lx" —x =——e 5.15
(r=x) = =3Pl =)t 40—l (5.15)
ifadesi elde edilir. Bu ifadede yer alan 6 basamak fonksivonlart (5.3) denklemiyle verilmis
olan y/(x)dalga fonksiyonunun hesabinda sonsuzluklarda integralin sonsuzluga gitmesini

onlemek ya da bagka bir deyisle integralin sifir vermesini saglamak amaciyla getirilmis bir

fonksiyondur ve

9(x—x’)={(1) S (5.16)

, x{(x'

kosuluna gore galismaktadir. Bu durumda (5.3) denkleminde Green fonksiyonunun yerine

yazilmasiyla birlikte; «//(x) genel ¢oziimi

wlx)=e™ ~ ;i% I {H(t —x")e* ) 4 g(x’ — x)e K= }V(x')y/(x’)dt’ (5.17)

olarak ifade edilebilir. Bu ifadede yer alan integrali (—=c.x) ve (x.w)seklinde iki araliga

bolinirse, & basamak fonksiyonunun integrali nasil — <, o noktalarinda sifira gétiirdiigii
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goriilebilir. Buna gore (5.17) integrali ikiye ayriir ve €’min (5.16) ile verilen kurala gére

calistigs diisliniilecek olunursa

hk

w(x)=e™ - E_He"’“ J]e""“'V(x') t//(x')dx’} + {e—"'“ Teib"V(x') y/(x')dx'H (5.18)

elde edilir. Bu durumda x — «© ve x — — i¢in ¢6zlimler sirasiyla

w(x)= (1 —;1%1]; e'i/“'V(x’) w(x") dx'Je”“ =Se* (5.19)
V/(X) — eik.\‘ _.;ZLII;( IeikY'V(xl) l//(x')dxlje_ikx = eikx +Re—ikx (5‘20)

olarak elde edilir. Buna gore S ve R katsayilari i¢in

®©

S=1 —;’Z"—k fe ™V wxyar (5.21)
R= _;’3“; [ V() w(x)ax' (5.22)

ifadeleri yazilabilir. Bu katsayilarin fiziksel yorumlar ise su sekilde yapilabilir: x > x’ i¢in
(5.19) denklemine gore sadece saga dogru ilerleyen bir dalga varken; x <x' igin (5.20)
denklemine gore hem saga hem de sola ilerleven dalga vardir. Bu kosulda (5.20) denkleminin
sag tarafindaki ilk terim gelen dalga ikinci terim ise yansiyan dalga olarak yorumlanabilirken;
(5.19) denklemindeki tek dalga fonksiyonu da iletilen dalga olarak yorumlanabilir. Bu

durumda R ve S katsayilarina, V' (x) potansiyeli igin yansima ve iletilme katsayilar: denebilir

(Lipkin, 1973).

5.3 Rélativistik Kuantum Mekaniginde Bir Boyutlu Sa¢ilma Teorisi

Bu kisimda amaglanan. standart kuantum mekanigi acisindan incelenen sagilma teorisinin, 3.
Bolim’ de gelistirilmeye ¢alisilan rolativistik yaklagim agisindan incelenmesidir. Burada
sacilma incelenirken hareket noktas: yine sonlu fark Schrédinger dalga denklemi olacaktir.
Bir potansiyelin varligi altinda ZA=m=c=1 birim sisteminde sonlu fark Schrédinger

denklemi



56
[cosh(f.j_x)_cosh zilyl(x)=—V(x) () = (5:23)

formiiltiyle verilir. Bu denklem (5.1) denkleminin rélativistik yaklasimdaki karsilifidir. Bu

denklemin ¢6ziimiiniin bulunabilmesi i¢in

. d ' '
[cosh(z Zx—) —cosh z]G(x -x.y)=-6 (x -x') (5.24)
denkleminin ¢6ziimii olan bir Green fonksiyonu bulunmalidir. Bu durumda (5.24)

denkleminin genel ¢6ziimi icin, (5.3) denkleminin benzeri olarak rolativistik serbest

Schrédinger dalga denkleminin ¢éziimii e™% olmak lizere;
w(x)=e™* + :[G(x ~x', )V () (x)dx’ (5.25)

ifadesi yazilabilir. & fonksiyonun rolativistik konfiglirasyon uzayinda integral gésterimi

serbest pargacigin operatorlerinin 6z fonksiyonlarina gére

S(x~x)= ;1; jeia(x--"’) da (5.26)

-

ile verilmektedir. Burada « . rolativistik konfigiirasyon uzayinda y argilimanina benzer bir

boyutlu bir biiytikliiktiir. O halde rolativistik Green fonksiyonunun integral gésterimi
G(x—x'z) =;1_j . 7)e' g (5.27)

ile verilebilir. Yukaridaki ifadede g(@, ¥) parametresi (5.27) ifadesinin (5.24)’de yerine

yazilmasi ve & fonksiyonunun integral gdsterimi olan (5.26) denkleminin kullamilmasiyla

—21— I g(a, # Xcosha — cosh z)e’“(""“')da = ——2—1— Ie"‘”("“')da (5.28)
b4 = T —x
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hesabina gore bulunabilir. Bu hesapla rolativistik konfigiirasyon uzayinda Green fonksiyonu
i¢in; singiiler, sonlu fark (5.24) denklemi Fourier doniigiimii sayesinde cebirsel bir denkleme

doniigiir ve bu cebirsel denklemin her iki tarafimin kiyaslanmasindan g(e, ) parametresi

1
L r)= 5.29
g(a 2 cosh y ~cosha (529)

seklinde elde edilir. Bu ifade ise, standart kuantum mekanigi agisindan inceleme yapilirken
bulunan ve (5.8) ile taniml g(q.k) parametresinin rolativistik yaklagimdaki karsilifidar.
Bulunan g(a, ;() parametresi (5.27) denkleminde yerine yazilarak Green fonksiyonunun
integral g6sterimi bulunabilir. Bu ifadede de kutup noktalar, standart sagiima teorisinde

yapilan isleme benzer olarak burada y arglimanina ie sonsuz kiigiik biiyiikliigiiniin

eklenmesiyle kaydirilabilir. Burada son olarak x-x'=x yaklasimi yapilarak Green

fonksiyonunun integral gésterimi igin

@ iax
e

Glx, x)= L da (5.30)

2 Icosh(xﬂ'a)—cosha

denklemi yazilabilir. Kutup noktalari ise
cosh(y +ig)~cosha =0 (5.31)

ifadesi kullanilarak bulunabilir. Hiperbolik fonksiyonlar sanal eksene gore periyodik

fonksiyonlar olduklarindan; kutup noktalar

a=y+ie+2rin
] . n=tam san (5.32)
o =-—y—ig+2rwin

seklindedir. Verilen kutup noktalarinin a kompleks diizleminde, »’nin hep pozitif oldugu

dért grup halinde gosterilisi ise Sekil 5.2°deki gibidir.
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a kompleks diizlemi

a=-y—~ig+2rxi(n=1) a=y+ic+2ri(n=1)

a=yx+ie (n=0)

a =—y —ie(n=0)

a=-y—ig-2ri(n=1) a=y+ie-2xi(n=1)

Sekil 5.2 Kutup noktalarinin @ kompleks diizleminde gésterilisi ve bu
diizlemde konturlarin sekli

Green fonksiyonunun integral ifadesi (5.30) denklemi standart kuantum mekaniginde
yapildig1 gibi Cauchy residii teoremi kullamlarak ¢o6ziilebilir. Coziimde Cauchy residii
teoreminin uygulanabilmesi igin « "ya sadece +co0’dan —’a kadar reel degerler alan bir
kompleks degisken goziiyle bakilmalidir. C, konturu tizerinden hesaplanacak olan integralin
R — o« limitinde sifira esit oldugu gosterilirse; (5.30) integralinin ¢6ziimii i¢in Cauchy residii
teoremi uygulanabilir. Bu integralin sifira esit oldugunun goriilebilmesi i¢in yine Jordon
lemmasindan faydalanilir. O halde $ekil 5.2°deki C, konturu iizerinden hesaplanacak olan
integralin R — oo limitinde sifir olabilmesi igin ; @ — o limitinde integrantinin sifir olmasi

gerekir. O halde a =, +ia, seklinde alimir ve bu durumda integral igindeki eksponent

(@) +ica )x — eia,x Pl

ei
olur. Ust yan diizlemde a,)0 ve x)0 oldugundan & — o limitinde eksponentin o, ’li terimi
sifira gider. Dolayisiyla bu integralden bir katki gelmez ve ¢oziimii aranan (5.30) denklemi
Cauchy integral teoremi ile bulunabilir. Alt kontur iginse ,{0 ve x(0 olur ve yine @ — «
limitinde Sekil 5.2°ye gére C, konturu lizerinden hesaplanan integralden bir katki gelmez.

Bu durumda x)0 igin Green fonksiyonu
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1 . 0 eim‘ ) eimr
G(x,;g)=7);2m£1_r)ré Z—sinha +Z—sinha
%0 - n=0 a=y+ic+2rin "=l a=-y+ic+drin (5 33)
o e—Znﬂ:x © ) e_z,,,,x
=iy e +Y e
{Zo sinh(y + 27 in) ; sinh(- y + 27 in)

seklindedir. Hiperbolik fonksiyonlarin sanal eksene goére periyodik olmalarindan dolay:
sinh(;(+27rin)=sinh z ve sinh(~ y+2zin)=—sinh y ifadeleri yazilabilir. Bu ifadeler

(5.33)’de yerine yazilir ve gerekli diizeltmeler yapilirsa

i iy - iy -
Glx, p)=—— {Z e g™t _ Ze e 2"’"‘} (5.34)
x)0 sinh Z (n=0 n=|
[- o]
elde  edilir. Z e 4 pemV Lot seklindeki  seri  agilimu
n=0
S, =a+aq+aq’ +aq’ +..... formuna sahip sonsuza kadar giden bir geometrik seri tammina

uyar. Boyle bir geometrik serinin, terimleri toplamu S, =—1—a——’dur. Bu geometrik seride
—-q

a=1lve qg= P olduguna gore (5.34) formiiltindeki ilk seri

= _» 1
e " = ——— (5.35)
Zo 1-e72%
= 2
ile verilirken; (5.34) ifadesindeki ikinci geometrik seri Ze'“”’“ icin benzer bir yolla
n=1

® 5 e—2ﬂ:’c

Ze' e = — (5.36)
n=1 S

sonucuna ulasmak mimkiindiir. Bu sonuglar (5.34) Green fonksiyonu hesabinda yerine

yazilarak

. -2;
Glx, x)=- L e 1 — — g™ e (5.37)
)0 sinh y 1-e™™ 1-e 2™
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ifadesi elde edilir. x(0 i¢in Green fonksiyonu hesab ise

1 2, el o - glox
G(f(;)}() - o 2t lﬂ%{; —sinha =g +ie-2in +,,2=':‘) —sinha a=-z—ie—27rin}
© o217 © - (5.38)
B —i{; e ~sinh(y - 27 in) * ’ée“vfl —sinh(- - 27 in)}

seklindedir. sinh( z— Zﬂin) =sinh y ve sinh(— X - Zm'n) = —sinh ¥ oldugundan; bu ifadeler

(5.38)’de yerine yazilir ve gerekli diizeltmeler yapilirsa

i a© . [ 2]
G x, - etxzeZnnx _ e-ixzean 5.39
1) = o {2 ZO (5.39)

elde edilir. Bu denklemdeki iki geometrik serinin terimleri toplamlan igin sirasiyla

Q 1 e -2

2nmx _ _
© 2mx
dnm _ e _ 1
Z_;e = e T e (5.41)

ifadeleri bulunur. Buna gére x(0 i¢in Green fonksiyonu igin

. -2
G, x)=- d e L _ ez 2 i (5.42)
(0 sinh ¥ [~e 2™ - 2™

ifadesine ulasilir. Buna gore elde edilen (5.37) ve (5.42) denklemleri birlestirilerek

rolativistik Green fonksiyonu

Gl )= -2 ewr L _ oy € (5.43)
X sinh;( l_e—-Zzzr l_e-Zm' *

olarak bulunur. Rolativistik Green fonksiyonuna ait (5.43) denkleminde yer alan (1 1—2:::)
-e

21

~2mx
ve (—1 ¢ ~ ) ifadeleri birazdan tamimlanacak sonlu fark basamak operatérleridir. Bu
—e °
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operatorlerin standart kuantum mekanigindeki hesaplarda kullanilan basamak
fonksiyonlarindan farkli bir 6zelligi vardir. Bu 6zellik onlann asagida (5.44) ve (5.45) ile

tamimh ifadeleri uyarinca stirekli oimalaridir. Buna gére sonlu fark basamak operattrleri

- 1
( l_e-zﬂ

. e—lex 1

O(-x)=~ =1- 545
7 A= (5.:45)

ile tanimlidir. Dolayisiyla rélativistik Green fonksiyonunun son hali

2i ix% A —ixy A
Glx, z)=- - {e”"@(x)+ e (- x)} (5.46)
olarak elde edilir. Bulunan Green fonksiyonunun (5.25) dalga fonksiyonu denkleminde yerine
konulmadan 6nce sonlu fark basamak operatérleri ile standart basamak fonksiyonu
incelenerek kiyaslamalar yapilabilir. Incelemelere standart basamak fonksiyonuyla
baglanabilir. Standart basamak fonksiyonunun x’e gore degisimi (5.16) formiiliiyle
verilmektedir. Buna gore basamak fonksiyonun x’e gore degisim grafigi ise Sekil 5.3’deki
gibidir.
A0(x)

>y

Sekil 5.3 Basamak fonksiyonu B(x) ‘in x’e gbre degisim grafigi

Grafikten de goriilecegi lizere basamak fonksiyonu kesikli bir fonksivondur. Basamak

fonksivonuyla & fonksiyonu arasindaki iligki
—‘-i—e(x) =5(x) (5.47)
dx

seklinde tamimlidir. Basamak fonksiyonuna ait integral g6sterimi, i sonsuz kiigiik bir fakt6r

olmak (izere;




62

w0 igx
o(x)=—— [~—dg (5.48)
2ri Lq—ig

ile tanimlidir. Yazilan (5.48) ifadesinin tiirevi alindiginda (5.5) ile verilen 6 fonksiyonunun
x"= 0 i¢in esiti elde edilir. Basamak fonksiyonuna ait integralin ¢ = i¢ ’da bir kutup noktasi
vardir ve bu kutup noktasini igine alan kontur g kompleks diizlemin iist yarisinda bir
¢emberdir. x >0 i¢in Jordon lemmasina gore; cemberin yarigap: sonsuza gittiginde egri
lizerinden integral sifir olurken basamak fonksiyonunun hesabi Cauchy integral teoremine

g6re residii hesabiyla yapilabilir. Bu durumda

iqx
8(x) = ——2zilim[Res (ig)] = im— =1 (5.49)
2rwi &0 e->0 | geic

olarak bulunur. x <0 i¢in alt yar1 diizlemde kutup noktas: olmadigindan integral sonucu sifir

olur. Boylelikle x>0 ve x<0 i¢in basamak fonksiyonunun (5.16) ile tanimli ¢alisma
kurali test edilmistir. Goriildiigli gibi basamak fonksiyonu kesikli bir fonksiyondur.
Rolativistik  sagilma probleminin incelenmesinde karsilasilan sonlu fark basamak

operatdriiniin tanimt ise (5.47) genel tanimina benzer olarak
A6(x) = 6(x) (5.50)

seklinde ifade edilebilir; ¢linkii standart kuantum mekanigindeki adi tiirev operatériiniin
rolativistik yaklasimdaki karsilig1 sonlu fark operatériidiir. Bu tanmima uyabilen é(*c) sonlu fark
basamak operatdriiniin integral gdsterim Onerisi ise yine i¢ sonsuz kii¢iik bir biiyiikliik olmak
lizere

1 ® iox

J' ? da (5.51)

- 7 a-ie
2ri

6(x)

e -1

ile wverilebilir. Verilen bu operatdriin (5.50) kosulunu sagladigi, (5.26) ifadesinin de

kullanilmasiyla




1 -i% 1 Ge !e“ -—lzl
(x)—hm i—ie = -1 -———da = lim| — I . a
&0 2mi %ea ig _ -0 27 : e® i€ _1

= 51— je“’“da = 5(x)
r

-0

(5.52)

isleminden goriiliir. Sonlu fark basamak operatdriine ait (5.51) integral gdsteriminde uzaklik
mertebesinin  biliylidiigli yani x — tco oldugu durumlar distiniiliirse standart basamak

fonksiyonu gibi ¢alistig1 séylenebilir:

lim 8(x) =1

X—>w

lim é(x) =0

X—>—®D0

(5.53)

Basamak operatoriiniin (5.51) ile verilen integrali i¢in kutup noktas1 « =ig olur ve kontur &

]=1

olurken; alt yar1 diizlemde bir kutup noktasi olmadig i¢in sonug sifirdir.

kompleks diizlemin {ist yarisinda bir ¢gemberdir. x>0 i¢in

é(x)= 1 O} e d =—1—-7m lim[Res (ig)] = lim 7,
2mi e -1 2ri &0 e-0| 2

Tiim bu hesaplamalarin ardindan (5.46) rélativistik Green fonksiyonu (5.25) denkleminde

kullanilarak; dalga fonksiyonu hesabina gegilirken x — x — x’ yapilirsa, dalga fonksiyonu

wj( =1 G(x ~ x') o+ e 2 G(x —x)) V(xw(x)dx' (5.54)

-

— X _
w(x) ¢ smh

elde edilir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Rolativistik kuantum mekaniginin Lorentz grup gosterim teorisine dayandirilarak gelistirildigi
bu calisma, standart kuantum mekaniginin postiilalarim saglamas: itibariyle rélativistik
teoriye yeni bir yaklagimdir. Bu teoride serbest pargacifin hareketi, A pargacigin Compton

dalga boyu olmak {izere; iiniter, indirgenemez Lorentz grup gosterimlerinin matris elemam

olan ¢™'* diizlem dalgas1 ile tasvir edilmektedir. Rolativistik parcacigin enerjisi ve
momentumu arasindaki iligkiyi anlatan kiitle kabugu denklemi Lobachevsky momentum
uzayini tasvir eder. Bu denklemin hareketler grubu ise Lorentz grubudur. Bu uzayda serbest
par¢acifin enerji ve momentum operatdrleri, sonlu fark operatérlere gore yazilirken; bu
operatérlerin rolativistik diizlem dalgaya etki ettiriimeleri sonucunda 6zdeger denklemlerini
sagladiklar1 goriilmiistiir. Rélativistik kuantum mekaniginde sonlu fark Schrodinger dalga
denklemi standart kuantum mekanigindeki Schrodinger dalga denkleminden ayirt
edilemeyecek bir formda yazilmistir.  Rélativistik kuantum mekaniginin sonlu fark
operatorleriyle, standart kuantum mekaniginin adi tiirev operatorii arasindaki iligkiden yola
¢ikilarak, sonlu fark operatorleri i¢in adi tiirev operatorii ile uyumlu bir tiirev tablosunun

olusturulmasiyla sonlu fark hesaplar gelistirilmistir.

Diferansiyel formlar teorisinin bir deformasyonu olarak koordinat fonksiyonlarinin birbiriyle
komiitatif; fakat koordinat fonksiyonlarimin diferansiyellerle komiitatif olmadigi bir cebir
tasarlanarak olugturulan bu matematiksel dilin, sonlu fark Schrodinger dalga denkieminin

yazilmast i¢in uygun oldugu gosterilmistir.

Rolativistik sagilma teorisi standart kuantum mekaniksel sagilmayla kiyaslanarak
gelistirilmistir. Rolativistik Green fonksiyonu hesabi hiperbolik argiimamin kompleks
diizleminde yapilarak, dalga fonksiyonu icin genel ¢oziim  sonlu fark basamak

operatorlerinden faydalanilarak elde edilmistir.

Bu yaklasimda devam eden ¢aligmalardan biri momentum operatorlerinin iki boyuta
genellestirilmesinin Poincaré Lie cebrinden elde edilmesidir (Mir-Kasimov vd., 2000). Ileride
arastirma konusu olabilecek alanlar ise sagilma teorisinin {i¢ boyuta genellestirilmesi, sagiima
genliginin, dalga fonksiyonunun analitik &zelliklerinin incelenmesi ve kuantum alan teorisi

icin ayar teorisinin gelistirilmesidir.
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EK-1

Green Fonksiyonlarinin Oteleme Invaryanshig:

2( 2
g—(;’ + kz}G(x, x')=&(x - x')
sl dy?

denklemi x dogrultusunda a(sabit) kadar 6telenirse

nt( d? 2

—| ————=+k” |G(x+a,x'+a)=0{x+a-x"-a
2,“(d(x+a)2 ) & =2 )
—;—;( d‘2 +k2)G(x+a,x'+a)=6(x—x')

elde edilir. Buna gére G(x +a,x' +a) = G(x,x") = G(x — x") yazilabilir.

f;l(jx; +k2)G(x—x')= S(x-x")

ifadesiyle

Z

hz dl 2 AV '
w(dxz +k )G(y—y)—t?(y—y)

ifadeleri diigtiniildiigiinde y = x+a ve y'=x'+aise
n” (——i-———,-+k2JG(x+a—x’—a)=5(x+a—-x’—a)

_ZTU— d(x +a)’

. (dz . kz]e(x-x')=5(rx')

2u\dx’

elde edilir. Bu da dteleme déniistimleri altinda Green fonksiyonunun G(x-x')=G(y-y')
seklinde invaryant oldugunu gésterir.
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