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OZET

Bu ¢aligmanin amaci Ewald Yéntemi ile basit iyonik katilarin Madelung sabitinin hesabidir.

Bir kristal yap1 i¢in Madelung sabitinin degerini bulma, yapimn elektrostatik
6z-potansiyellerinin degerinin bulunmasi anlamina gelir. Elektrostatik 6z-potansiyellerinin
degerinin bulunmasi ise potansiyel kurami ile bagarilabilir. Kristal yapinin
dz-potansiyellerinin bulunmasi yardimi ile Madelung sabitinin hesaplanmasi igin kullamulan
yontemler, Madelung Yontemi, Dogrudan Toplama ve Ewald Yontemi dir.

Noktasal iyonlardan olugan NaCl ve CsCl gibi kristal yapilar iginde elektrostatik

Oz-potansiyellerin degerlendirilmesinde hizli bir yaklagikha sahip olan Ewald yontemi
yardimiyla Madelung sabitinin degerlendirilmesi ¢alismamin 6zgiin kismim olusturur.
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ABSTRACT

The aim of this study is to calculate the Madelung constant of simple ionic solids by Ewald’s
method. :

Calculation of this constant for a crystal structure means finding the values of electrostatic
eigen-potentials of that structure which in turn, can be accomplished by the potential theory.
The methods used to calculate the Madelung constant by the help of finding the electrostatic
eigen-potentials of the crystal structure are “Madelung”, “Direct summation” and “Ewald’s”
methods. '

The evaluation of the Madelung constant by the help of “Ewald” method that has a good
approximation for the determinaton of the electrostatik eigen-potantials in crystal structures
consisting of point ions such as NaCl and CsCl comprises the original part of this study.
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knistalde (bakir, giimiis, altin, demir, aliminyum ve alkali metaller) en kiigiik yapisal birim

birka¢ atom veya molekiil olabilir.

Tiim kristallerin yapis1 bir 6rgii ile tamimlanabilir. Bu 6rgiiniin her diigtim noktasinda bulunan
atomlar grubuna baz denir. Bu bazin uzayda tekrarlanmasi ile kristal olusur. Bu &rgii

d;,d,,4d5 gibi iig temel Steleme vektoril ile tanimlanir. Buna gore, atomlann dizilisi bir

konumlu yerde nasil ise,
f’=f+u151 +u252 +u3:3i3 (11)

olan T’ konumlu bir yerde de aym olur. Burada {ul,uz,u_o,} her degeri alabilen ii¢

tamsayidir. (1.1) denklemi ile tammlanan ' noktalar1 kiimesine drgii ad: verilir.
Orgti uzayda peryodik olarak stralanmus noktalar dizisidir. Orgii bir gesit soyutlamadir.
Atomlardan olugan bir baz bu orgiiniin her diilim noktasina yerlestiginde kristal olusur.

Orgti, baz ve kristal yabl kavramlan arasindaki bagint:

Orgli + baz = kristal yap (1.2)



seklinde ifade edilebilir.

Herhangi iki T,7’ noktasindan bakildiginda atomlarin dizilisini ayn1 kilan bir {ul,uz,u3}
tamsay: tigliisii her zaman bulunabiliyorsa, d;,8,,85 vektorlerine ilkel dteleme vektorleri

ad1 verilir. Bu tanima gore, kristalin yap1 tag1 olabilecek en kiigiik hiicre bu ilkel 6teleme

vektorleriyle olusur. Kristal eksenlerini tammlamakta genellikle ilkel Gteleme vektorleri

kullanilyr.

Bir 6rgii 6teleme operasyonu
T=u]51 +u2§2 +U353 (1.3)

ile gosterilen bir kristal 6teleme vektorii ile tamimlanir. Orgii tizerindeki herhangi iki nokta bu

tiir vektorlerle birbirine 6telenebilir.

Bir bazdaki atom sayis1 bir veya daha ¢ok olabilir. Bazi olusturan j atomun kendine ait oldugu

6rgii noktasina gére konumu

T

J=xj51+yj52 +Zj53 ‘ (14)

olur.
Ilkel Orgii Hiicresi

a, d,,as ilkel vektorleriyle tammlanan paralel kenar prizmaya ilkel hiicre denir.

Ilkel hiicrelerin yanyana dizilmesiyle de kristal &rgii olusur (Sekil 1.1).

Ilkel hiicrenin sekiz kosesi ve herbir késede birer yap tagi bulunmaktadir. Fakat herbir yap:
tag1 da komsu sekiz tane elemanter hiicreye ortak oldugundan, herbir yap: taginin yalmz 1/8 'i
ilkel hiicreye aittir. O halde herbir elemanter hiicrede 8- (1/ 8) = 1yapi tas1 vardir. Yapi taglari,
yapu itibari ile kiireseldir. Ama bazi durumlarda kiiresel olmayabilir (kristal 6rgii olusurken

ilkel hiicrelerin siki istiflenmelerinden dolayi).



Sekil 1.1 Ug boyutlu bir érgiiniin ilk

Vektorleri 8;,d,,35 olan bir paralel kenar prizme

tizere V =g, -(d, x4, ) dir.

Orgii Cegsitleri

Genel olarak, elde edilen orgii tiirlerine Bravais o

Bravais Orgiisti vardir. 'Iki-boyutta bir 6rgii a,, a; ve ¢

(Sekil 1.2) (Hook ve Hall, 1999).

s

—

a)

.

a) Kare 6rgi
;0 =90°

lall ='[a2

a

L
ﬂ-}/¢

c¢) Dikdortgen 6rgii
la,| #|a, |, = 90°

d.) Merkez
o] #

Sekil 1.2 Iki boyutta bes fa



4

Esdeger noktalardan olusan noktasal orgiilerin gdsterimlenmesinde Bravais geometrisinden
14 depisik tipte ilkel hiicrenin yeterli oldugu anlagilmistir. Ug-boyutta 14 6rgii tiirii ¢izelge
1.1'de goriilmektedir. Birim hiicrelerin gekilleri ise sekil 1.3'de gosterildigi gibidir
(Durlu, 1992).

Cizelge 1.1 Ug boyutlu 6rgii tiirleri

Sistem Uzay orglisli Hermann-Mauguin
sembolii
Triklinik Basit (1) P
Monoklinik Basit (2) P
Taban-Merkezli (3) C
Ortorombik Basit (4) P
Taban-Merkezli (5) C
Yiizey-Merkezli (6) F
Cisim-Merkezli (7) |
Tetragonal Basit (8) P
Cisim-Merkezli (9) I
Heksagonal Basit (10) P (veya C
Rombohedral Basit (11) P
Kiibik Basit (12) P
Yiizey-Merkezli (13) F
Cisim-Merkezli (14) |
8 ) 8 b_
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Sekil 1.3 Ondort uzay érgiistine ait birim hiicreler



Bravais Orgiilerin Elde Edilmesi

Kristallerde miimkiin olabilen biitiin ilkel hiicrelerin gosterilmesi i¢in gerekli olan yedi uzay
ekseni simetrisine veya buna esdeger olan yedi uzay vektorii sistemine Kristal Sistemleri
denir. Herbir uzay sisteminde {i¢ eksen vardir. Bu ii¢ eksen sistemi arasindaki o, B veya y
agilar ile ilkel hiicrenin x, y, z eksenlerinden aynldig1 a;, a, a3 vzunluklarimin (Sekil 1.4)
bagil degerleri kristal sistemlerini belirler (Cizelge 1.2). Herbir sistemden primitif, i¢

merkezli, taban merkezli ve yiizey merkezli 6rgiileri olusturularak Bravais drgiileri elde edilir.

Cizelge 1.2 Kristal sistemleri (Durlu, 1992)

Kristal Sistemi Eksenler Agilar
Triklin azbzc azBzy=90°
Monoklin azb#c a=B=90° =y
Rombik , azb#c a=B=Y=900
Hegzagonal a:b;’:c a=B:9009Y=1200
Tetragonal a=b#c 0L=B=y=90°
Rombohedrik a=b=c o= B =y - 900
KUblk a:b:c a=B=,Y:900

x -

Sekil 1.4 Ug-boyutlu bir 6rgil igin kristalografik eksenler ve birim hiicre (Hook ve Hall, 1999)



Ters Orgiileri

dy,dy,d3 vektorleri ile belirlenmis bir normal kristal orgiiyt, biitiin geometrik dzellikleri ile
temsil edebilecek sekilde bir ters orgii ile godsterebiliriz. Bu ylizden kristal orgliye karsilik

clen ve vektorel olarak d;,8,,d, vektorlerine ters olan @, @, a4 vektorleriyle gosterilir.
g 1,42,23 1,242,483 yleg
Ters orgii vektorleri d;,d5,35, a;,89,43 vektorleri cinsinden

5% —on (3, x3;3) 3 _om (85 xd;) . (3 x3,) (1.5)

a8y xd;)’ i @,xd3)" °  8-(3,xd3)

tanmimlanirlar.

Ters 6rgii noktalari i¢in en genel teleme vektorii
k,, = hd' +ka, +1a; (1.6)
olup (%kl) tam sayilardir.

1.1.1 Kristal Diizlemleri ve Dogrultulan

Orgii noktalarindan gegen diizlemler, kristal tarafindan dalgalarin kirinimi fiziginde 6nemli
bir rol oynarlar ve bu sebeple farkli diizlem takimlarini isimlendirmenin bir yéntemine sahip
olmak gerekir. Bu gaye igin Miller indisleri kullanilir. Bunlar, baslangi¢ noktasina en yakin
diizlemin (fakat gercekten baslangi¢ noktasindan gegen degil) kristal eksenleri tizerindeki
kesim noktalarindan tiiretilir. Boylece sekil 1.5'de, baglangi¢ noktasina en yakin olan
diizlemin kesim noktalar1 a,/3 ve a,/2 olup, bu sebeple bu diizlem takimi (32) Miller

indisleriyle anilir.



Sekil 1.5 Iki-boyutlu bir 6rgiide (32) diizlem takimi (Hook veHall, 1999)

Ug-boyutlu bir 6rgiide 6rgii diizlemlerinin bir takimu igin baslangi¢ noktasina en yakin olan
dizlem a,/h,a,/k,a,/l kesim noktalarina sahip olur ve bu diizlem takimu (hkl) Miller

indisleriyle anilir. Bazi ii¢ - boyutlu 6rnekler sekil 1.6'de gosterilmistir. (700) diizlemleri, hem

y ve hem de z eksenine paraleldir ve boylece yz diizlemine paraleldirler. Negatif y6ndeki
kesim noktalari, bunlara karsilik gelen indislerin iislerine, (1 1 1) ve (ZTO)’da oldugu gibi,

bir ¢izgi yerlestirilerek belirtilir.

Sekil 1.6 Birim hiicrede Miller indisleriyle birlikte
¢izilen bazi kristal diizlemleri (Hook ve Hall,1999)



1.1.2 Ornek Kristal Yapilan
Yiizey-Merkezli Kiibik Yap1

Yiizey merkezli kiibik kristalde atomlar birim hiicrenin késelerine ve ylizeylerin merkezlerine
yerlestirilmigtir. Yiizey-merkezli kiibik yapidaki her atomun gevresi birbirine dzdestir ve
boylece kristal drgii, bu durumdaki atomik yapiya karsilik gelir. Bu 6rgiintin ilkel 6teleme
vektorleri d;,d,,d85 orijindeki bir 6rgli noktasiu ylizey ortalarindaki orgi noktalarna

birlestirirler. Ilkel eksenler arasindaki ag1 60°dir (Bkz. Sekil 1.12).
Cisim-Merkezli Kiibik Yap1

Yiizey-merkezli kiibikten biraz daha az siki-paket olan kiibik bir yap1 cisim-merkezli kiibik
yapidir. Cisim merkezli kiibik 6rgiiniin ilkel 6teleme vektorleri ve ilkel hiicresi sekil 1.7°da

gosterilmektedir.

Sekil 1.7 Cisim merkezli kiibik 6rgiiniin ilkel hiicresi (Kattel, 1986)

Cisim-merkezli kiibik 6rgiiniin ilkel 6teleme vektorleri orijindeki bir 6rgli noktasini cisim
merkezindeki 6rgili noktasina 6teler. Ilkel eskenar prizmay: tamamlayarak elde edilir. Kiibiin a

kenari cinsinden ilkel 6teleme vektorleri soyledir:

a5 +7-2); Gy=za(-F+5+2); G = alE-5+2) 1.7)



NaCl Yapisi

Sodyum kloriir yapisim olugturmak igin Na* ve Cl~ iyonlan basit kiibik Srgliye ardigik
olarak dizilirler. Her iyon zit yiiklii alt1 en yakin komguya sahiptir. Uzay orgiisii (fec) olup
hiicre bazi (000) 'da bir Cl iyonu ve (%%—;—j da bir Na®™ iyonundan olusur

(Bkz. Sekil 1.9).
CsCl Yapis1

Sezyum Kkloriir kristal yapisi, esit sayida katyon ve anyon igeren bir katidir. Kiibik birim

hiicre, késelerde Cs™ iyonlarina ve merkezde ise Cl~ iyonuna sahiptir. Uzay orgiisii basit
kiibik olup hiicre bazi (000) 'da bir Cs™ iyonu ve (%%%} da bir Cl” iyonundan olusur

(Bkz Sekil 1.10).

Bu yapidaki her iyonun koordinasyon sayisi 8’dir, b6ylece katyon etrafinda sikica bagh tam
sekiz tane iyon oldugu zaman, bu yapmin gergeklesmesi olasidir. Bu yapidaki tiim katyonlar
(veya tiim anyonlar) 6zdes bir gevreye sahiptir, boylece bunlarin konumlarn bir kristal érgiisii
olusturur.

1.1.3 Kiristallerin Ampirik Olarak Smiflandiriimasi

Bir katinin bagh durum olugturmasi tamamen negatif yiiklii iyonlar ile pozitif yliklii iyonlar
arasindaki cekici elektrostatik etkilesmeye baghdir. Magnetik kuvvetlerin baglanmaya etkisi
¢ok zayiftir ve gravitasyon kuvveti tamamen ihmal edilebilir. Bunun i¢in degisik baglanma
durumlari kullanilir.

Bunlar sirasiyla metalik baglanma, iyonik baglanma, kovalent baglanma, van der Waals
baglanma ve karigik baglanma olmak iizere bes grup altinda toplaniz. Yapi taslari hidrojen
baglar ile bagli olan kristaller genellikle van der Waals baglara dahil edilir (bunun nedeni de

hidrojen baginin, bag kuvvetlerinin biiytikligtidiir).

Metalik, iyonik ve van der Waals baglarda, bag kuvvetleri belirli bir yéne yonelmemisgtir.
Dolayisiyla bu tiir baglarda, bag kuvvetleri kiiresel simetri gosterirler. Iyonik bagda bunlara
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ek olarak elektronétralite gart vardir (elektronétralite; kristal orgiideki (+) ve (-) iyonlarin

diizenli dagilmasi olarak tanimlanabilir. +/ degerli katyon yerine +2 degerli yabanci bir
katyon yerlestirilirse 6rgiiniin elektronétralitesi bozulur).

Metalik Baglanma

Metaller yiiksek elektrik iletkenligi ile tammlanirlar. Bir metalde genellikle atom bagina bir

veya iki serbestce dolagabilen elektron bulunur ve bunlara iletkenlik elektronlar1 ad: verilir.

Metallerde bag kuvvetleri kiiresel simetriktir. Bu nedenle metallere ait kristal tipinin ortaya
cikisinda ana etken en biiyiik istiflenme sikliginin saglanmasidir. Metalik baglanmanin temel
6zelligi valens elektronlarinin enerjisinin serbest atomdaki degere gére azalmis olmasidir ( Bu
azalma Kittel'in Katihal Fizigine Giris kitabimn bolim 7 ve bslim 9'da ayrintili olarak ele

alinmistir).
Kovalent Baglanma

Elmas, silisyum ve germanyum gibi kovalent bagh kristallerde, baglanma enerjisi atomlar
arasinda degerlik elektronlarinin paylagiimasiyla ilgilidir. Katiyr olusturmak igin atomlarin
biraraya yaklagmasi, degerlik elektronlarinin durumlarini ¢ok biiyiik 6l¢lide degisiklige ugratir
ve enerji, bir atomun birden fazla bag olusturdugu yerde, bu baglarin yénelmesine kuvvetli bir

sekilde baglidir. Boylece kovalent baglarin yénlendirilmis olduklar s6ylenir.

Kovalent kristallerde kararhilik, sik istiflenmeden ¢ok, gerekli sayida bagin gerekli yonlerde

yapilanmasindan dogar. Bu sart kovalent bagin yéne ¢ok bagh oldugunu gosterir.

van der Waals Baglari

van der Waals baglanmanin en basit tiirleri asal-gaz katilaridir. Yalitilmig asal-gaz atomlarinin
kiiresel simetrik olan dolu-kabuk elektronlarmin sekillenimleri ¢ok kararli olup, katry:
olusturmak i¢in atomlar bir araya geldikleri zaman, ¢ok az etkilenirler. Asal-gaz kristallerinin
baglanma enerjileri, atomlar aras1 kuvvetler ve bunlarla ilgili 6zellikler, kristal i¢inde herhangi
iki atomun etkilesmesinin sekil 1.8 bicimindeki atomlararasi bir potansiyelle verildigi

varsayilarak, makul bir dogrulukla hesaplanabilir ( Hook ve Halll, 1999).
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Sekil 1.8 Iki argon atomunun etkilesmesi icin V(r)= a[(gj —Z(EJJ Lennard-Jones
r r

potansiyeli. Potansiyeli belirten € ve ‘C parametreleri argon gazi iizerinde yapilan
Olgtimlerden elde edilir.

Iyonik Baglanma

Asal-gaz katilarindakine benzer bir durum sodyum kloriir gibi iyonik katilarda ortaya ¢ikar.

Sodyum atomundan klor atomuna bir eleketronun gegisi, sirasiyla neon ve argon asal-

gazlarmn kararl elektronik sekillenimlerine sahip olan, Na™ ve Cl~ iyonlarin1 meydana
getirir. Elektron durumlan katiyr meydana getiren iyonlarn biraraya gelmesiyle ¢ok az
etkilenir ve kat1 igindeki herhangi iki iyonun etkilesmesi iki yalitilmis iyonun iyonlararasi

potansiyel egrisi yardimiyla temsil edilebilir.
Karisik Baglanma

Aym kat1 iginde birden gok baglanma tiirii beraberce var olabilir. Ornek olarak, grafitte
hekzagonal diizlemlerin igindeki karbon atomlart kovalent olarak baglanmislardir, halbuki

diizlemler arasinda daha zayif olan kuvvetler koken bakimindan asal-gaz atomlar1 arasindaki

kuvvetlere benzerler.
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1.2 Basit Iyonik Katilarm Kristal

Basit iyonik katilarin baz1 tipik yapilar sekil 1.9 sekil 1.10°de tasvir edilirler. Bu yapilarm
herbiri bir takim birbirinin icine giren basit kiibik (Sekil 1.11) veya yilizey—merkezli kiibik
(Sekil.1.12) Bravais orgiilerinden olugur.

<
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Sekil 1.11 Basit kiibik Bravais 6rglistiniin birim hiicresi (Tosi, 1964)
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J
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Sekil 1.12 Yiizey-merkezli kiibik Bravais 6rgiisii ve birim hiicresi (Tosi, 1964)

Kiip eksenlerine miiracaatla, CsCI yapisi, birbirlerine gore a(%,%,%) kadar kaymus,

iyonlarin herbir tiirli igin bir orgii seklinde iki basit kiibik orgiiden ve NaCl yapisi da

a[l 1 —1-] kadar ylizey—merkezli kiibik érgiiden olugmaktadir. Sekillerde, e ve o isaretleri

> >

hiicrenin iyonlarini temsil ederler.

Bir iyonik yapi birim hiicresi vasitasiyla tasvir edilir. Bu birim hiicre bir paralelkenar
prizmadir; prizmanin kenarlari, yapinin Bravis orgiisiinin 4,, 4,, d, temel &teleme
vektorleridir ve prizma bilesen Bravais oOrgiilerinin herbiri igin bir iyon ihtiva eder.
O zaman bu tasvirde herbir 6rgii yeri / hiicre indisi ve p Bravais Orgii indisi vasitasiyla
belirlenir; 6rgii yerinin ait oldugu birim hiicrenin konum vektoérii 7 =1/,a, + 1,4, + 1,4, (I}, I,
I5 tamsayilar) ve birim hiicre iginde 6rgii yerinin konum vektorii 7,ile tammlamr. Kip

eksenlerine miiracaat ederek, basit kiibik érgiiniin temel 6teleme vektorleri

)

dy=a2 (1.8)

ol
N

]

Y

ﬁl = af( 5
dir ve ylizey—merkezli kiibik 6rgliniin temel Gteleme vektorleri

DD P PSS S
a1=5a(y+z), a2=§a(x+z), a3=5a(x+y) (1.9)
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dir. Yiizey—merkezli kiibik Orgiiye dayali yapilar i¢in, bazen daha biiylik 6rgii hiicrelerini
g6z6niine almak uygundur; daha biiyiik 6rgii hiicreleri gercekte bilesen yiizey—merkezli kiibik
Orgtilerin herbiri dort basit kiibik 6rgiiye boliindigii taktirde bu yapilarin birim hiicreleridir.
Kristalografik bakimdan uygun olmasa da, bu hiicreler kristal potansiyelinin degerini tayin
etmede avantajhi sekilde kullanilirlar.

Iyonik katilarda kristal potansiyelinin matematiksel kuramu, kristal yapimun Bravais
peryodikligini g6sterimleyen kompleks iistel fonksiyonlarin kullamilmasini gerektirir. Yapinin
Bravais 6rgiisiine kargilik gelen ters 6rgiiyti tamimlayarak bu fonksiyonlar dahil edilirler. Ters

orglintin @, d,, d; temel Oteleme vektorleri Bravais érgiintin temel Steleme vektorleri

Kronecker deltasi ile tanimlanirlar:

o Lo
ai.aj*=a25,.j{0 ’i ]j (1.10)

J; Kronecker deltasidir.

O zaman gerekli fonksiyonlar exp(Zm'Eh -F ) fonksiyonlaridir; burada 7 yap1 i¢inde konum

vektoriidiir ve Eh =hd] +kd, +1d3 (h, k, I tamsayilar) ters orgiiniin bir 6rgii noktasim
tammlar. Basit kiibik ve yiizey—merkezli kiibik Bravais Orgiilerinin ters orgiileri sirastyla basit

kiibik ve cisim—merkezli kiibik rgtilerdir.

Kiip eksenlerinin yardimiyla, bu 6rgiilerin temel 6teleme vektérleri sirastyla

i =a %, dy=a’ly, di=a’z (1.11)
ve
B =a” (-R+§+2), =2 (R-9+2), d3=a'(R+7-2) (112)

ile verilirler.
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Yukarida tezle ilgili kavram ve temel bilgiler gozden gegirilmistir. Ikinci boliimde iyonik
katilarin baglanma enerjisi, tiglincii bélimde de Ewald yontemi ile elektrostatik orgil
potansiyellerinin bulunma kuramu ele alinmigtir. Ucgiincti bolimdeki kurama baglh olarak,

dordiincii bslimde de CsCl ve NaCl yapilarin Madelung sabitlerinin hesabr ayrintili olarak

anlatilmistir.
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2. IYONIK KATILAR

2.1 iyonik Katilarda Baglanma

Ideal hale getirilen bir tamimlamada, bir iyonik kristale tamsay1 miktarda net yiikler tagiyan,
kiiresel, 6rtiismeyen iyonlardan olugmus gibi bakilabilir.Bu noktams: yiiklerin elektrostatik
etkilesmeleri, herbir iyon zit yiiklii iyonlarla kusatildifindan dolayr net bir baglanmaya,
ELEKTROSTATIK veya MADELUNG ENERJISI’'ne sebep olurlar. Tipik iyonik
kristallerde, Madelung enerjisi gzlenilen BAGLANMA ENERIJISI’ne olduke¢a yakindir.

Bir iyonik kristalin toplam ORGU ENERJISI, kristali olusturan tiim iyonlar1 birbirinden
ayirip sonsuza gotiirmek igin gerekli enerji olarak tamimlamr. Bir iyonik kristalin orgii
enerjisini, iyonlar arasindaki etkilesmelerden dogan enerji térimlerinden olugmug gibi tasvir
etmek uygundur. Noktams: iyonik yiiklerin elektrostatik etkilesmeleri ile saglanan net
baglanmaya ilave olarak iyonlar igindeki elektron hareketlerinin uyumundan dogan baglanma
g6zoéniine alinmalidir. van der Waals adi verilen bu etkilesmenin 6rgii enerjisine katkisi yiizde
birka¢ mertebelidir. Bir iyon gifti iizerinde karsilikli olarak indiiklenen elektronik dipollerle
alakasi olan POLARIZASYON ENERIJISI ve iyonlarn net yiiklerinin ELEKTROSTATIK
ENERUJISI arasindaki oran kesin olarak birim hacim bagina iyonik polarizlenebilirlikten daha

azdir.

Kristaldeki gekim kuvvetleri, iyonlarn birbirine niifuz etmesine kars:i koyan ortlisme itici
kuvvetleri ile dengelenirler. Itici etkilesmeler baglanma enerjisini ancak takriben % 10 kadar
azaltirlar. Itme enerjisi gergekte kismen ¢ekici ve kismen itici, muhtelif enerji terimlerinin bir
toplamudir. Bu terimler sunlardir: Iyonlarn, serbest iyon halinden bagli iyon haline
degismesinde 6z-enerjisindeki degisme terimi, iyonlarin degis-tokus etkilesme enerji terimi,
ve gercek elektron dagilimimin, Madelung enerjisinin degerlendirilmesinde kabul edilen

basitlestirilmis dagilimdan sapmalarindan dogan, Coulomb enerjisine ait diizeltme terimleri.

Bir iyonik kristalin Orgii enerjisine elektrostatik katki noktamsi iyonik yiiklerin Coulomb

etkilesmeleri ile saglanir. / inci, birim hiicre igindeki p inci iyona ve miiracaat hiicre i¢indeki

p’ ncii iyona ait olan Zpe ve Z,¢ noktams: yiiklerin etkilesme enerjisi

2
Zprve

W f i L S SO
" ’fl +1 "fp"



17

seklinde ifade edilir. Buna gore, kristalin molekiil basina karsilik gelen elektrostatik enerjisi

ZZe

7 LT e

+I" —r

ile verilir; burada toplamdaki “ isareti /=0 halinin p=p’ i¢in dahil edilmeyecegini isaret eder

ve n birim hiicredeki molekiillerin sayisidir. (2.1) denklemi yeniden sdyle yazilabilir:
2
W =-— g‘i)ﬂ 2.2)

burada Z, Z;’lerin en biiyiik ortak garpamdir ve R, kristal yapimn karakteristik bir uzunlugu

olup birim hiicrenin hacminin kiip kékiidiir ve en yakin komsu mesafesidir. Boyutsuz bir

biiyiikliik olan o, Madelung sabiti

R -
g = _ngp'go(rp’) 2.3)
L ARy
Z
olarak tammlanir; burada &, = —é’i ve

Rolf,)=3Y — Q4

P -~ - =
) Ir, +rp—rp,l/
R

de kristalin 7, 6rgli noktasindaki elektrostatik oz-enerjisidir; burada iyonik yiikler Ze

birimleriyle ve iyonlararas1 mesafeler R birimiyle 6lgiiliirler. Madelung sabiti sadece kristal

yapiya baghdir.

Bir kristal yapr igin Madelung sabitinin degerini bulma, yapimin elektrostatik 6z-
potansiyellerinin degerinin bulunmasini gerektirir. Elektrostatik 6z-potansiyellerin degerini
bulma genellikle potansiyel kuramu ile basarilabilir. Nokta iyonlarin bir kristal yapisi iginde
elektrostatik potansiyelin degerini bulmak i¢in Ewald Yontemini tiglincti béliimde ve bu
yontemin sonuglarini kullanarak bizzat Madelung sabitinin hesaplanmasini dérdiincii bslimde

ele alacagiz.
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3. EWALD YONTEMI
3. Ewald Yontemi ile Elektrostatik Orgii Potansiyellerinin Bulunmasi

Sonsuz bir iyonik kristalin elektrostatik potansiyeli oldukc¢a genel olarak bilesen Bravais
Orgiilerinin elektrostatik potansiyellerini istiiste koyarak elde edilebilir. Her bir Bravais
Orgliniin, potansiyelindeki iraksamay1 6nlemek i¢in, diizgiin bir yiik dagilimi ile nétr kilinmas:
diistiniillir; nétr kilinan dagilimlar, kristalin birim hiicresinin nétrliigiinden dolayi, iistiiste
konmada birbirlerini yok ederler. Ewald yontemi diizgiin bir yiik dagilimi ile nétr kilinan
birim nokta yiiklerin bir Bravais 6rgiisiiniin potansiyelini hizli sekilde yakinsak iki seriden
olusan bir ifadeye doniigtiiriir. Bu, tek—boyutlu bir 6rgii icin sekil 3.1°de sematik olarak tasvir
edilecegi gibi, gbzoniine alinan yiik dagilimim iki bilesene ayirarak bagarilir. Yiik dagiliminin

birinci Ewald bigeni

il

(a)

/M\ + \W/

(b)
Sekil 3.1 (a) Notr kilinan tek—boyutlu Bravais 6rgiiniin yiikk dagilimi. Diisey cizgiler
Orgii noktalarindaki birim nokta yiikleri temsil ederler ve yatay ¢izgi nétr kilinan

diizgiin ytik dagilimin temsil eder. (b) (a) yiik dagilimimn Ewald bilesenleri. Herbir
can-bicimli dagilim bir Orgli noktasinda merkezli ve bire normalize olmus bir

Gaussian’i temsil eder (Tosi,1964)

diizgiin, negatif bir yik dagilmi ile nétr kilinan ve +I’e¢ normalize olmug Gaussian
fonksiyonlarin bir Bravais o6rgiistidiir, ikinci Ewald bileseni Gaussian fonksiyonlar1 nétr
kilman ve birim nokta yiiklerin bir Bravais 6rgiistidiir. Istenilen potansiyelin son ifadesinde,

birinci bilesen ile iiretilen potansiyelin Fourier temsili ikinci bilesenin potansiyeli ile
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birinci bilegen ile iiretilen potansiyelin Fourier temsili ikinci bilesenin potansiyeli ile
birlestirilir ve bdylece Gaussian fonksiyonun yar1 genigliginin uygun bir degeri her iki seri
hizla yakinsak olacak gekilde segilebilir. Fiziksel olarak, iki serinin hizli yakinsamasi, yiik
dagilimmin birinci Ewald bileseninin piirlizsiiz olmast gerceginden ¢ikar, halbuki ikinci

bilesende nétr kilinan yiikler iyonlarin nokta yiikleri etrafinda yigilirlar.

T noktasindaki yiik dagiliminin birinci Ewald bileseni

CYRRYE SR N )
Yo (r) nsﬂ%Zexp{ e }A 3.1)

dir; burada 1 Gaussian fonksiyonun yar genisligidir ve A birim hiicrenin hacmidir.
o' (i:) , Orgiiniin peryodikligi ile kompleks {istel fonksiyonlarin bir Fourier serisine agilir:

pOF)= A" Zlexp(—ﬂ2UZE: + 27ik, -F) (3.2)
h

burada Eh =0’a karsilik gelen sabit terim, (') isareti ile isaret edildigi gibi, ihmal edilir

¢linkii yiik dagilimi nétrdiir. Eh # 0'a karsilik gelen, p(‘)(F) ile dretilen potansiyel igin
Fourier serisinin katsayilar1 Poisson denklemi i¢inde (3.2) denklemi kullanilarak bulunurlar.

\11(1)(?) potansiyeli
wO(F) = —IZZ,k;Z exp(—ﬂznzk,f + 27k, -F) (3.3)
ZANN

ile verilir; burada sabit terim, sonsuz ii¢-boyutlu bir kristal i¢indeki potansiyel i¢in referans
potansiyelinin sifirimin keyfi olmasi gibi, ortalama potansiyeli sifir olarak segerek ihmal edilir.

Diger taraftan, ylik yogunlugunun ikinci Ewald bileseni

1 n

,,o)(r):z{a(;_;,)_#exp[_ s }} G4
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dir; burada nokta yiik yogunluklari delta fonksiyonlar: ile temsil edilirler. Karsihik gelen
potansiyel, T 'de merkezli bir Gaussian yik dagilimindan dolayr ¥ noktasindaki elektrik

alanin degerini bulmak i¢in Gauss teoremini kullanarak ve sonra integre ederek bulunur:

1-F(7-7|/n) zn?
@)= A 3.5
vHr)=2 E o (3.5)

burada

X

F(x)= % J'exp(— £ )dt

Ty

hata integralidir ve F Qf—i’l] /n)/ [i"—i’ll ise Tj'de merkezli ve +1'e normalize olmus M yari

genislikli bir Gaussian yiik dagiliminin ¥ noktasindaki potansiyelidir. — 'rmz / A sabit terimi
(3.5) denklemine ortalama potansiyel sifir olacak sekilde dahil edilir. Bu terimin ihmali,
ql(z)(i’) potansiyelinih Fourier temsilinden goriilebilecegi gibi, sonsuz m limitinde 1raksak

olan potansiyelin ifadesini terkedebilecektir.

Birim nokta yiiklerin ndtr kilinan Bravais o6rgiisiiniin \p(i‘) potansiyeli w(l)(i‘) ve
w(z ) (f)'nin toplamidar:
1-F\7 -7/ 2

7 1 ‘ - . =
'//(”)=;A';kh2 eXP(—ﬂznzkf + 27ik, -r)+Z -

] ,7"’-';1

\]J(i‘) -potansiyeli agik sekilde Gaussian fonksiyonun m yar1 genisliginden bagimsizdir.
w®()bilegeni 70 limitinde ortadan kaybolur ve kiigikn’lar igin hizla yakinsar,

halbuki qj(l)('f) bileseni 7 — oo limitinde ortadan kaybolur ver) ’lar i¢in hizla yakinsar.

1 'nin uygun bir se¢imi her iki bilesen i¢in hizl1 yakinsamayi temin eder.

Birim nokta yiiklerin nétr kilinan Bravais orgiisiintin 6z - potansiyeli de (3.3) ve (3.5)
denklemlerinden kolayca elde edilir. Bu, tek boyutlu bir 6rgii igin sekil 1.2.1a’da sematik
olarak tasvir edilen gibi boyle bir ylik dagilimindan dolayr bog bir orgii noktasindaki
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potansiyeldir. Yik dagilimi, sekil 1.14°deki gibi, iki bilesene aymlabilicr ve
6z—potansiyel

(0} = L ! 2 _2.2.0) 2 II—FGEI/IU)_”UZ
W(O)_HA;kh exp( s 77 kh) 71_1/277+Z IFII A (37)

ile verilir. Burada, 2/ \/;77 bir Gaussian yiik dagilim: tarafindan tiretilen merkezindeki

potansiyeldir ve / iizerinden toplam /=0 terimini dahil etmez ¢linkii ~ 6rgii noktas: bogtur.
Nihayet, bir iyonik kristalin elektrostatik potansiyeli ve 6z—potansiyeli igin Ewald

formiillerini veririz. Sayet iyonik yiikler en bilyiik ortak ¢arpaninin birimleriyle 6lgiiliirse,
kristal iginde potansiyeli

o(f)= Zépw(f—‘fp) (3.8)
p

ile verilir, burada toplam kristalin birim hiicresi i¢indeki konumlara sahip iyonlar {izerinden

alinir. (3.6) denklemi

o(r)= LZ’S(h)kh" 2 expl- ik + 22k, 7+ T Y, =F QF -“7, ‘j ,J/m)
A h I p lr -7 _rpl

(3.9)

verir; burada

S(r)=>"¢, expl-2ik, -7, ) (3.10)

x—-151m1 sac¢ilma kuramina dahil olan yap1 genligine karsilik gelir. — TI:T]2 / A toplanabilir
sabitler, farkli Bravais orgiileri icin 7 'larin esit kabul ettigimiz zaman birbirlerini yok ederler.

Benzer sekilde, kristalin fpr orgii noktasindaki 6z—potansiyeli
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olr,)=£,w0)+ Y& v, -7) G.11)

p(=p)

ile verilir ve (3.6) ve (3.7) denklemleri

¢’(”p’ ) = -I—Z'S(h)kf exp(— mintk? + 27k, Py )~ zip'
z’’n

., 1Al @12

I p ‘rp,—r,—rp‘

verir; burada /=0 hali p=p “i¢in son toplama dahil edilmez.

Elektrostatik rgii ve kristal potansiyelleri W(F) ve @(f) 6rgiiniin karakteristik bir uzunlugu
(birim hiicrenin hacminin kiip koki gibi) ile garp11d1klar1 zaman 6rgli parametrelerinin mutlak
degerinden bagimsiz olurlar. Neticede ortaya ¢ikan boyutsuz potansiyeller sadece sirasiyla
Bravais oOrgiiniin tipine ve kristal yapiya bagldirlar. Bravais simetrisi hemen bu
potansiyellerin, birim hiicre igerisinde bilindikleri taktirde, her yerde bilinmelerini temin eder.
Benzer sekilde, dénme ve yansima simetrisi bu potansiyellerin birim hiicre igersinde biitiin
noktalarda hesaplanmalarinin gerekmedigini ima eder. Hund tarafindan isaret edilmis olan
simetrinin diger sonuglar1 birim hiicrenin farkh (kristalografik olarak esdegerli olmayan)
noktalardaki potansiyel degerleri arasindaki lineer iligkilerin tiiretilmesine imkan verir. Birim
hiicre igersinde potansiyelin haritas1 onu Orgii harmoniklerine acarak daha da

basitlestirilebilir.

Sirada son bir yorum vardir. Ewald yonteminin standart formunda Gaussian yiik dagiliminin
(veya ‘herhangi diger uygun dagilimimn) dahil olmas1 saf olarak bir analitik amaca sahiptir.
‘ Mamafih, yontem kesin olarak pozitif bir nokta kor arti verilen yan geniglikli valens
elektronlarinin bir Gaussian dagilimindan olusan, Gaussian iyonlarin nétr kilinan bir Bravais

Orgiistinlin elektrostatik potansiyelini bulma olanagim ihtiva eder. Gergekte, boyle bir 6rgii
icinde yikk dagilimi kolayca p(l) (i") ve p(z)(i") iki Ewald bileseninden kurulur ve
elektrostatik potansiyelin ifadesindeki tek yeni ozellik w(l)("f) ve \u(z)(i‘) Ewald
potansiyellerinin sirasiyla iyonlarin net yiikii ile ve korlarin yiikii ile ¢arpilmalaridir. Sayet

valens elektron dagilimu igin bir iistel staler formu segilirse, benzer dislinceler uygulanir.

Boyle hallerde elektrostatik potansiyel tabiiki diizgiin bir elektron denizi igine gomiilmiig
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pozitif nokta iyonlarin bir orgiisiiniin potansiyeline yaklasan, valens elektron &rtiismesinin
miktarina baghdir. De Wette ve Nijboer keyfi yiik dagilimlarinin rgiistinii isleme almiglardir
ve bu dagilimlar1 ¢ok kutup momentleri cinsinden tasvir etmislerdir. Onlar bdyle bir 6rglintin
yiik dagilimlarinin herhangi biri tarafindan 6rtiismeyen noktalarindaki elektrostatik potansiyel
icin genel bir formiilii, uygun Orgii toplamlarim1 Ewald yonteminin tesili ile bularak,

tiirettirler.
3.1 Ewald Yontemi Ile Madelung Sabitinin Degerini Bulma

Ewald Yontemi ile bir yapinin Madelung sabitinin degerini bulmak iizere tabii ki dogrudan
dogruya nokta iyonlarin bir bilesik kristal yapis1 iginde elektrostatik 6z—potansiyele ait Ewald
formiilii kullanilabilir [Boliim 3.1'de (3.12) denklemi]. Elektrostatik $z-potansiyelin degerini
bulma da kiiresel, 6rtiismeyen iyonlarin nokta yiikler ile yerdegistirebildikleri iyi bilinir.

Ozellikle, esit ve zit yiiklii iyonlarin iki Bravais orgiistinden bilesik olan bir i¢in ax basit
olarak bir negatif iyonun bulundugu noktadaki elektrostatik 6z—potansiyeldir; biitiin yiikler
birim yiiktiir ve biitiin mesafeler R’nin birimi ile &lgiiliirler. (3.12) denklemi dogrudan

dogruya sunu verir:

R Va - 2 2k2 - . y
a0 = Y PR bk, 2. 7)1

_ > 7 7l _ =1/
+_217R;+Rzl F(7 -7, -7|m) L1-F(7|/n)
7-[2

-RZ
77 I

(3.13)

li—?+—;;l ! |7'Il

Burada, 4 birim vektor hacmi, 7. ve 7, birim hiicredeki pozitif ve negatif iyonun yer

vektorleri, F(x) hata integrali, Z biitiin Eh # 0 ters Orgii vektorlerine ve Z biitlin 7 # 0
! !

orgii vektorlerine tesmil edilir;n, uzunluk boyutu, degeri hizli yakinsamay: temsil etmek
lizere secilebilinen bir parametredir. Boliim 3.1°de verilen tartisma, m’y1 yaklagiklikla en

yakin komgu mesafesinin yarisina egit almanin makul olabilecegini igaret eder.

NaCl ve CsCl yapilan i¢in Madelung sabitlerinin degerlerini bularak y&ntemin

yakinsakliginin hizlilig1 6rneklenir:
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3.2.1 CsCl Yapisinin Madelung Sabitinin hesabi,

s b

1 —I—J’de cr-
22

N =

CsCl yapisimin uzay oOrgiisii basit kiibiktir. (000)’da Cs* iyonu ve (

iyonundan olugmaktadir [Bkz. Sekil 1.10].

¥ ve 7, birim hiicredeki pozitif ve negatif iyonun yer vektorleridir. Sekil 1.10’e gore,

=)
+
Ny

NS
<=
+.

7 =05+05+02 ve 7 =

N
(SRR

dir ve (-) ve (+) iyonlar arasindaki fark da
I
r_-r+=5(x+y+z) (3.14)

olarak bulunur. 7 -7, farkindaki birim vektorlerin katsayilar1 C/” iyonunun konumuna gore
degisir. Birinci, ikinci ve liglincli en yakin komgulara kadar Madelung sabitinin hesabinda da

denklem (3.14)’yi kullanacagiz.

CsCl yapis1 basit kiibik oldugu i¢in en yakin komsu mesafesi ve birim hiicre hacmi sirasiyla ,
R=a ve A=a’

diir.

(000)’da Cs™ iyonu ve ( J’de Cl” iyonu arasindaki uzaklik gekil 1.11°den |BD| dir ve

N =

H

N | —

1
23

|4B" = a® +a* = 2a® ve |4B|=av2, |BC|=|4B|/2 ve |BC|=av2/2

1BD|* =|BC|” +|CD|" ve |BD|=av3/2
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elde edilir.

1 uzunluk cinsinden bir parametredir ve en yakin komsu mesafesinin yarisidir. En yakin

komsu mesafesi a+/3 /2 olduguna gore
n= [a\/g/2J/2 ve 7= a3 /4

bulunur.

CsCl yapisinin birinci, ikinci ve iiglincti en yakin komsulara kadar Madelung sabitinin hesabi

icin R, A ve n parametreleri degismez ¢iinkii yap: aynen kalir.
3.2.1.1 CsCl Yapisin Birinci Komsular I¢in Madelung Sabitinin Hesabx

CSCl ‘yaplslmn birinci en yakin komsulara kadar Madelung sabitinin hesabi igin en yakin

komgu sayisi 8’dir. Cs* iyonu ve (é,%,%)’de Cl™ iyonu arasindaki a3 /2 mesafesine

sahip CI” iyonuna komsu olan Cs* iyonlarimin toplam sayisindan hesaplanir.

¥, ve k, sirasiyla Orgii ve ters 6rgli vektorlerini temsil eder. 7, vektorlerinin sayis1 8 tanedir

ve bunlar sirasiyla asagidaki gibidir,

-

7 =a(3?+37+2), 7 =a(~£+)7+2), 7 =a(—J?—J7+2), ty =a(3?-—§+z)
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Bu alt1 diizlem bir kenan1 1/a ve hacmi 1/a®  olan bir kiibiin siirlaridir. Denklem 3.13°de

Eh vektorlerinin yalniz birini kullanip denklem 3.13°deki toplam ifadesinin yerine 6 ¢arpanini

yazacagiz. k, vektoriiniin kareside,

— -

k2=k, k2=(ta!%) (xa 'Rx)=1/a>

bulunur.
Bulunan degerleri kullanarak Madelung sabitini hesaplayalim. Denklem 3.13’deki

expleniky, - (£ - 7, )}-1 (3.15)

ifadesinin hesabi da asagidaki gibidir:

dir. Bu degeri exp. ifade de yerine yazarsak,

exp{Zﬁ.[i 1/2)}}-1 ve exp{tai}-1

elde edilir. exp{t i} ’de Euler denklemi seklinde yazarsak:
™™ =cosztisinm =-1

bulunur. Bu degeride denklem 3.15°de yerine yazarsak,
exp{Zﬂil—c‘h . (F -7, )}-1 =-2

buluruz. Denklem 3.13’deki diger bir terimin, yani |F -7, - 7| ifadesinin degeride agagidaki

gibi hesaplanir:
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Fo-F -F|= %(f+y+2)—a((f+y+'z‘)j

F, | = 2(2+5+2)

Al

seklinde bulunur. Bulunan sonuclar1 sirasiyla denklem 3.13’de yerine yazar ve bu ifadeyi

diizenliyip gerekli matematik islemler yapildiginda

30| 1
a P{IT}_ 2a i-FQ)_ I Fla/a3/a))
aa(CsCl)=7m3 6. e '(—2)+\/;(a\/§/4)+a'8 (a\/i/2) -a.8 (a«/?j)

o, (CsCl) = (— lﬂg}exp{— 3—”2-} + % + %(1—_5@ - —% [1-F(4)]

o, (CsCl) = 2,049 (3.16)

bulunur. Bu deger birinci en yakin komsular i¢in Madelung sabitidir.

3.2.1.2 CsCl Yapisinm fkinci Komsulara i¢in Madelung Sabitinin Hesabi

CsCl yapisinin ikinci en yakin komgulara kadar Madelung sabitinin hesabinda etkilesme aym

degerlikli iyonlar arasinda s6z konusu oldugu i¢in sekil 3.2°den yararlaniniz.
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Sekil 3.2 Ayn1 degerlikli iyonlar arasindaki mesafeyi gosteren CsCl yapisi
Yine birinci yaklasiklik i¢in kullanilan yontemleri kullanacagiz. 7 ve Eh vektorleri sayist

sirasiyla 6 ve 8’dir. Bunlar sirasiyla asagidaki gibidir:

- - —~

L=aX,h =—ax, ; =ay,r, =—ay, s =az, r,=—az

veE

—

) k=a?( % §-2). k=a'(-% 5-2)

o
1]
Q
=
+
<
|
N)
p—
=
[ %)

1l
Q
—_
=)
+
=)
N)

—

ks=a(F-9+2), ks=a(-%-9+2), k,;=a”'( $+5+2), ky=a'(-%+p+2)

k, vektoriiniin kareside,

bulunur.

Denklem 3.15’{in hesab1 agagidaki gibidir:



e
o~
)
+
<)
+
N)

o —
Il
H-

N w

bulunur. Bu degeri exp. ifade de yerine yazip Euler denklemi kullamlarak,
exp{27i(+ 3/2)}-1=-2

degerini buluruz.

ikinci en yakin komgulara gére Madelung sabitinin hesabinda F [|r e _’%J integralini
F (I%J integraline indirgeriz. Ciinkii etkilesme aym degerlikli iyonlar arasinda
gerceklesmektedir.

Ikinci en yakin komsulara kadar Madelung sabitinin hesabinda birinci komgular igin

hesaplanan o, (CsCl) = 2,049 degeride hesaba katilarak o, (CsCl) degeri bulunur.

2
eXp{- w’ .31}. 2
BRIV S D CAP I B
ma 3/a a

bu ifadeyi diizenliyip gerekli matematik islemler yapildiginda

2
a,(CsCl)=2,049 - E).exl) oz
KV 1 16

}6[1-F(4/ 3

a,(CsCI) = 2,0356 (3.17)

bulunur. Bu deger ikinci en yakin komsular i¢in Madelung sabitidir.
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3.2.1.3 CsCl yapisinm Ugiincii Komsulara i¢in Madelung Sabitinin Hesabi
CsCl yapisiun iigiincli en yakin komgsulara kadar Madelung sabitinin hesabinda yine

etkilesme aym degerlikli iyonlar arasinda gerceklesmektedir ve bunu i¢in sekil 3.3’dan

yararlaniyoruz.

. p #
11 /

Sekil 3.3 Ugtincii en yakin komsular gésteren CsCl yapisi

Yine birinci ve ikinci en yakin komsular i¢in kullanilan yontemlerden yayarlanacagiz. 7, ve

Eh vektorleri sayisi sirastyla 12 ve 4°dir. Bunlar sirasiyla asagidaki gibidir:

-—

i =a®+9), 7 =aF-9), , =a(-%+ ), F, =a(-%-5), F, =a(7-2), & =a(k +2)

—

F=a(-%+2), 7 =a(-%-2), %, =a(9~2), 7y =a(-2-7), §, = a5 +2), 7, =a(- 5+ 2)

ki =a'(2%+3), ky,=a(2%-9), ky=a( 2%5+9), k, =a"'(-2%-)
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dir.
Madelung sabitindeki denklem 3.15%{in hesab1 da asagidaki gibidir:

if.h -(F -7+)= a-l(i-Zfi?)'%(f+j+2)=i_%

bulunur. Bu degeri exp. ifade de yerine yazip Euler denklemi kullanilarak,
exp{27i(£ 3/2)}-1=-2

degerini buluruz.

Yine {igiincti en yakin komsulara gére Madelung sabitinin hesabinda F []r -7 -}%j

integralini F (l%) integraline indirgeriz. Cunkil etkilesme yine aym degerlikli iyonlar

arasinda gerceklesmektedir.

Uclinci en yakin komsulara kadar Madelung sabitinin hesabinda ikinci komsular igin

hesaplanan sonug  a,(CsCl) = 2,0356 degeride hesaba katilarak a,(CsCl) degeri bulunur.

2 3a*| 5
eXpy-7 ey / ;
L | 5/016} ~ () annlorel2 o)

o, (CsCl)=2,0356 -

bu ifadeyi diizenliyip gerekli matematik islemler yapildiginda

@, (CsC1) = 2,0356 - (— g).exp{- @}— 6v2[1- Fav2/3 )

16
0,3 (CsCl) = 2,0352 (3.18)

bulunur.



32

3.2.2 NaCl Yapisinin Madelung Sabitinin Hesaba,

NaCl yapisiun uzay Orgisii ytzey-merkezli kiibik yapidir. (000)’da CI™ iyonu ve
(—;—,-;—,%) *de Na™ iyonundan olusmaktadir [Bkz. Sekil 1.9a].

7. ve 7, birim hiicredeki pozitif ve negatif iyonun yer vektoérleridir. Sekil 1.9a’ya gore,

NN

dir ve (-) ve (+) iyonlar arasindaki fark da

|7—7i=§@+y+2) (3.19)

olarak bulunur. 7 -7 farkindaki birim vektorlerin katsayilan CI~ ve Na® iyonunun

konumuna gore degisir. Birinci ve ikinci en yakin komsulara kadar Madelung sabitinin

hesabinda da denklem (3.19)’yi kullanacag1z.

NaCl yapisinin en yakin komsu mesafesi ve hiicre hacmi sirasiyla sekil 1.9b’ye gore,
R=q2veA=fﬁ.

diir.

1 uzunluk cinsinden bir parametredir ve en yakin komsu mesafesinin yarisidir. En yakin

komsu mesafesi R =a/2 olduguna gore,

n=a/4
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NaCl yapisinn birinci ve ikinci en yakin komgulara kadar Madelung sabitinin hesabi i¢in R,

A ve n parametreleri degismez ¢iinkii yap:r aynen kalmaktadir.

3.2.2.1 NaCl Yapisimn Birinci Komgular i¢in Madelung Sabitinin Hesabi

NaCl yapisimn birinci en yakin komsulara kadar Madelung sabitinin hesab: igin
sekil 1.9a’dan yararlaniriz. Sekil 1.12a’ya gére en yakin komsu sayisi 6°dir. Bu sayiyi

(000)°daki C1" iyonu ile R = a/2 mesafesine sahip iyonlarin sayilarinin toplamindan bulunur.
7, ve Eh sirastyla orgii ve ters orgii vektorlerini temsil eder. 7, vektérlerinin sayist 6 tanedir

ve denklem 3.13’de yalmz bunlardan bir tanesini kullanacagiz. Kullanacafimiz orgii

vektoriide asagida belirtilmisgtir:
£=26+2)

Eh vektorlerinin sayisida 8 tanedir ve bunlar sirasiyla agagidaki gibidir,

k, vektoriiniin kareside,
ki=a'(t2+9+2)-a (k2 9+7)=(3/a?)
bulunur.

Madelung sabitinin hesabinda kullanilan denklem 3.13’{in hesab: da asagidaki gibidir:
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dir. Bu degeri exp. ifade de yerine yazip Euler denklemi kullanirsak,

exp{27i(+ 3/2)}-1= 2

degerini buluruz. Madelung sabitinin hesabinda R=a alip 4.1 denklemini 2 ile ¢arpariz.
Clinkd sekil 1.9b°ye gore birim hiicre hacmi NaCl kristal yap:r hacminin yaris1 kadardir.

Birinci en yakin komgulara gore Madelung sabitinin hesabida agagidaki gibidir:

Sekil 1.9b’e gore birim hiicre hacmi:

A=a -(d,xd,)=a’/4

‘bulunur. Bu deger hiicre hacminin yarisidir.

bu ifadeyi diizenliyip gerekli matematik islemler yapildiginda,

o, (NaCl) = (- %} exp{ %2} " 78_7; +24[1- F(2)]- 241 - F2v2 )]

a,(NaCl)=3,5025

bulunur.
3.2.2.2 NaCl Yapismn ikinci En Yakin Komsular i¢in Madelung Sabitinin Hesab

Ikinci en yakin komsulara gére Madelung sabitinin hesabinda birinci yaklasiklik igin

kullamlan yontemler ve hesaplarin benzerleri kulllamlarak Madelung sabitini hesaplariz.
Ikinci komgulara gére 7 vektorlerinin sayist 6 tanedir ve Eh e a"l(i 3ii§fii) tipli 24

tane l;h vektorii vardir. Ikinci en yakin komsularin Madelung sabitinin hesabinda birinci



35

komsulardan gelen katkilarda hesaba katilir. Ikinci Medalung sabitinin hesabi da yine birinci

yaklagiklik igin yapilan benzer yontemlerden

2
a,(NaCl)=3,5025 - Glﬂ] exp[—— 1 i’g j +1242 +12)1- F242)
T

e, (NaCl) = 3,4951
bulunur.

CsCl ve NaCl yapilarimn birinci, ikinci ve tglincti yaklagikliklarinin Madelung hesabi igin
kullanilan denklem 3.13’deki F(x) hata integrallerinin matematiksel olarak nasil
hesaplanacagi Ek.1°de ele anlatiimaktadr.
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4. SONUC

Bu tezde, basit iyonik kristallerin yapisinda ¢ok onemli bir yeri olan Madelung sabitinin
hesabi yapildi. Yapilan hesaplarin sonuglar agagidaki ¢izelgede gésterilmektedir (Bu sonuglar
a orgii parametresi kullamlarak bulunmugtur. Sayet R en yakin komsu mesafesi kullanilarak
NaCl ve CsCl yapilar1 i¢in Madelung sabitini kullanarak hesap yaparsak: a(NaCl ) =1,7475

ve a(CsCl)=1,7626 degerlerini elde ederdik).

Kristal Yap: | Madelung Sabitinin Degeri
CsCl oy (CsCl) = 2,049

o, (CsCl) = 2,0356
a;(CsCl) = 2,0352
NaCl e, (NaCl)=3,5025
a,(NaCl)=3,4951

Ewald yontemi ile yapilan islemlerde elde edilen formiillere gére de Madelung sabitinin
sadece Bravais orgiiniin tipine ve kristal yapiya bagli oldugu anlagilmistir. Fakat, Ewald
y6nteminin uygulamasindaki onemli soru m parametresinin se¢imidir. Ciinkii ele alinan

serilerin sonugta hizli bir sekilde m parametresi sayesinde yakinsak olmalar1 gerekmektedir.

Bu tezin kapsaminda ele alinan yontem ile Madelung sabitinin hesabi daha da gelistirilebilir.
Tezde birinci, ikinci ve {iglincii yaklagikliklar igin hesap yapilmisti. Fakat tezde kullanilan
y6ntemin bilgisayar programu yapilarak n. yaklasikliga kadar Madelung sabitinin hesabim
yapmak miimkiindiir. Degisik iyonik kristaller ve yéntemler kullanilarak da Madelung sabitini
hesaplayabiliriz. Bu yapilara birkag 6rnek, ¢inko alagim, CaF,, ve CuyO yapilar gosterilebilir.
Onerilen yontemlerden birisi de Benson’un Madelung 6rgii toplamidir. Benson’un ortaya
atmi§ oldugu ydntem ile Ewald y6ntemi arasindaki tutarlilik, kisaca agagidaki sekilde ifade
etmek miimkiindiir [Tosi, 1964].

Benson’un ortaya atmis oldugu serinin yakinsama g¢abuklugu a(NaCl )’ya ait Ewald serisinin
yakinsama ¢abuklugu ile kargilagtirlabilir, ¢linkii l—c'h vektorlerinin dort kiimesi, dért ondalik

kisma kadar a(NaCl )’y1 vermek i¢in yeterlidir.
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EK.1 Hata Integralinin Matematiksel Formu
F(x)= 2 ]-e"zdt (Ek1.1)
V7 §

hata integralidir ve denklem 3.13’de FQI" —1/ 11)/ IF -1 sekli ile kullanlir.
FQ? -5 ’/n)/ Ii’ —'ril ise Tj'de merkezli ve +1'e normalize olmug 1| yar geniglikli bir Gaussian

yiik dagilimimin T noktasindaki potansiyelidir Hata integrali bir seri agilimi ile ¢oziilebilir ve
agik formu agagidaki gibidir:

2

F (x) = \e/;x [l - 22.1x2 + 5 43x T ] (integralin seri agilimi) (Ek1.2)

CsCl ve NaCl yapilarinin Madelung sabitlerinin hesabinda kullamlan F (x) hata integrallerinin
degerlerini bulmak i¢in x degerini (Ek1.2) denkleminde yerine koyarak gerekli matematik

islemler yapilarak sonuglar bulunur.
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