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OZET

Giiniimiizde yaygin rekabetin hiikiim siirdiigii bir ortamda gemi 6n tasanimi ve hesaplamalart
¢ok kisa bir stirede yapilmak zorundadir. Bu kisa siire igerisinde yapilan caligmalar daha
sonraki ¢aligmalarin da temelini olugturacagindan kabul edilebilir dogrulukta ve belirli bir
hassasiyet igerisinde yapilmas: gerekmektedir. Sozii gegen bu galigmalarin istenen hassasiyet
ve kabul edilebilir diizeyde olabilmesi ancak bilgisayarlar ve bilgisayar programlar
yardimiyla yapilabilir ve tezin konusu da bu siiregte devreye girmektedir. Gemi formunun
matematiksel ifadesi sayesinde, optimum gemiye ulagmak i¢in gemi dizayn spiralinde yapilan
dongiiler son derece kisa zamanda gergeklestirilebilir, alternatif ¢oziimler siiratle elde
edilebilir.

Bu tezde gemi tekne formunun matematiksel olarak ifade edilme yontemleri incelenmis ve
egri uydurma tekniklerinden global enterpolasyon yontemiyle bir uygulama g¢alismasi
yapilmigtir. Uygulama ¢aligmasi igin C programlama dilinde bir program yazilmugtir. Program
bir gemiye ait ofset degerlerini okuyarak bu noktalardan global enterpolasyon yontemiyle B-
spline egrisi gegirmektedir.

Anahtar Kelimeler : Gemi tekne formunun matematiksel ifadesi, B-spline, NURBS, Egri
uydurma
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ABSTRACT

In today’s highly competitive market ship builders and designers have to be capable of
offering optimum designs usually implying low first cost and in acceptable truth of
calculations which is possible only by applications of computers and softwares. The
mathematical definition of ship hull form is important and is our subject in this way. Defining
mathematical definition of ship hull form and applying this to the computers reduces the time
for calculations so the loop in design spiral .This let designers produce more alternatives for
the design.

This thesis describes the mathematical definition of ship hull form and introduces curve
fitting procedure . As curve fitting procedure global interpolation method is applied to B-
spline curves using the ship offset values as input datas. As an application a computer
program is devoleped using C programming language.

Keywords : Mathematical definition of ship hull form, B-spline, NURBS, Curve fitting
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1. GIRiS

Giiniimiizde yaygin rekabetin hiikiim siirdiigii bir ortamda gemi 6n tasanim1 ve hesaplamalarn
¢ok kisa bir siirede yapilmak zorundadir. Bu kisa siire igerisinde yapilan galigmalar daha
sonraki ¢aligmalarin da temelini olugturacagindan kabul edilebilir dogrulukta ve belirli bir
hassasiyet igerisinde yapilmasi gerekmektedir. S6zii gegen bu ¢aligmalar istenen hassasiyet ve
kabul edilebilir diizeyde olabilmesi ancak bilgisayarlar ve bilgisayar programlann yardimiyla
yapilabilir.

Son yillarda bilgisayarin hizla gelismesi ve her alanda oldugu gibi gemi ingaatina da yogun
bir sekilde girmesi, bu alan igerisindeki hesaplarin ve ¢izimlerin bilgisayar tarafindan
yapilmasinin sagladif: avantajlar karsisinda arastumacilan yeni yontemlerin  bulunup

gelistirilmesi yoniinde ¢aligmalara sevk etmistir.

Bilgisayarlar, ekonomik mihendislik problemlerinin ¢o6ziimiinde miimkiin oldugunca
kabullerden arinmig, miimkiin oldugunca bilimsel temelli, hassas ve siiratli ¢dziim imkan
veren metodlarin kullamlmasim zorunlu kilmaktadir. Bu diisiincenin gemi insaatina
uygulanmas: , hesaplarin biiyiik gogunluguna temel tegkil eden gemi formunun olabildigince
hassas olarak matematiksel ifadesini gerektirir ki bunu mimkiin kilan yéntemlerin

incelenmesi de bu tezin konusudur.

Gemi formunun matematiksel olarak ifade edilme amaci asagida siralanmgtir.

e Gemi tasarimi ve ingaatinda biitiin hesaplamala.r gemi formuna bagh oldugu igin dlger
hesaplarin da diizgtin gekilde yapilabilmesi i¢in matematiksel ifade gereklidir.

¢ Hidrodinamik, hidrostatik ve stabilite hesaplarinda biiyiik kolaylik saglamaktadir.
Matematiksel yiizey denklemleriyle dizayn hesaplarinda istenen hassasiyette sonuglar elde
edilebilmektedir

e Matematiksel ifade bilgisayar destekli imalatin temelini olugturmaktadir.

e Egfrilerin ve yiizeylerin tegetleri, egrilik yarigaplart vb. ozellikleri kolayca
hesaplanabilmektedir.

Ikinci bolimde, gemi formunun ifadesinde kullamilan matematiksel yontemlere kisaca

deginilmistir. Ayrica Gigincii bolimde ayrintili olarak anlatilan kiibik spline egrisi, Bézier

egrileri, B-spline egrileri, NURBS egrileri ve NURBS yiizey ifade yontemleri incelenmigtir.

Ugiincii  bélimde, tiriz ve aguliklanin kullamildigi gemilerin  1/1 olgekte  gizildigi
endezhanelerden bilgisayar ekramina gegiste 6nemli bir yer tutan kiibik spline egrilerinin
matematiksel olarak ifadesi anlatilmigtir. Daha sonra giiniimiiz gemi tasariminda kullanilan
bilgisayar programlarimin temelini olusturan ve Amerikan Ulusal Standartlar Enstitiisii
tarafindan da dosya paylasim igin bir standart olugturulan B-spline, NURBS egrileri



incelenmektedir. Bundan once ise standarda konu olan egrilerin temelini olusturulan ve

bilgisayarla tasarim alaninda bir doniim noktasi olan Bézier egrisi incelenmigtir.

Dordiincti boliimde, giiniimiiz gemi dizayn bilgisayar programlarinin temelini olusturdugu B-
spline ve NURBS yiizeyleri incelenmistir.

Besinci boliimde gemi ingaati1 uygulamalarinda 6nemli bir yer tutan egri uydurma teknikleri
incelenmistir. Bilindigi gibi yeni bir gemi tasarimina baglanirken gogunlukla ornek bir
gemiden veya kabaca ¢izilmig bir taslak resimden yola ¢ikilir. Bu taslak resimden daha sonra
ara postalar ¢izilerek on tasarim hesaplar ve egri diizgiinlestirme iglemi yapilmaktadir. Bu
siireg taslak resimdeki ofset degerlerinin egri uydurma teknikleriyle bilgisayara aktarilmasi ve
bu degerlerden bir egri veya yiizey gegcirilmesiyle 6nemli 6lgiide kisalmaktadir.

Altinc1 bolimde uygulama galigmasi olarak beginci bolimde incelenen global enterpolasyon

yonteminin gemi tekne formunun modellenmesindeki uygulamas: yapilmstir.



2. GEMI TEKNE FORMUNUN iFADESINDE KULLANILAN MATEMATIKSEL
YONTEMLERIN TARIHCESI

Son yillarda bilgisayarin hizla geligmesi ve her alanda oldugu gibi gemi ingaatina da yoZun
bir sekilde girmesi, bu alan igerisindeki hesaplarin ve ¢izimlerin bilgisayar tarafindan
yapilmasinin  saZladifn avantajlar kargisinda aragtirmacilant yeni yontemlerin  bulunup
gelistirilmesi yoniinde galigmalara sevk etmistir. Bu galigmalardaki esas amag bilgisayarlar
yardimiyla geometrik tasarim igin gelistirilen matematiksel modelin teknik ressamlarn ¢izim
icin kullandiklar1 metal, aag veya plastik tirizlerin fiziksel karsilig1 olmasidir. Ozellikle gemi
ingaatinda gemi en kesit egrilerihin, su hatt1 egrilerinin matematiksel olarak modellenmesiyle,
caligmanin yapildigr bilgisayara da baglh olarak istenen hassasiyette hesaplama olanag:
sunulmaktadir. Bu da giiniimizde gemi tasarimi igin kullanilan bilgisayar programlarinin
temelini olusturmaktadir. Ayrica bu yontemlerin gelismesiyle de 1/1 olgekte yapilan egri
diizeltme ya da kalip ¢ikarma gibi endaze iglemlerine de gerek kalmamustir. Boylelikle zaman

ve para tasarrufu saglanmustir.
Gemi formunun matematiksel olarak ifade edilme amaci agagida siralanmgtir.

e Gemi tasarimi ve ingaatinda biitiin hesaplamalar gemi formuna bagh oldugu igin diger
hesaplanin da diizgiin sekilde yapilabilmesi i¢in matematiksel ifade gereklidir.

e Hidrodinamik, hidrostatik ve stabilite hesaplarinda biyiilk kolaylik saglamaktadir.
Matematiksel yiizey denklemleriyle tasarim hesaplarinda istenen hassasiyette sonuglar elde
edilebilmektedir

e Matematiksel ifade bilgisayar destekli imalatin temelini olugturmaktadir.

e Egrilerin ve yiizeylerin tegetleri, egrilik yanigaplan vb. o6zellikleri kolayca
hesaplanabilmektedir.

e Gemi endazesinin bire bir dlgekle ¢izilme zorunlulugu ortadan kalkmigtir. Ayrica istenen
hassasiyette degerler elde edilebilmektedir.

Gemi govde formunun matematiksel olarak ifade edilmesi uzun siireden beri aragtiriimaktadir.
Daire ve elips gibi basit geometrik gekiller, kolay imalatindan dolayi, eski gemilerde sik¢a
kullanilmigtir.

1940°’hh senelerin baslarinda kaynak teknolojisinin gemi ingaat sanayiine girmesiyle,
pargalarin daha hassas bir gekilde imal edilmesi gerekliligini ortaya koymustur. Bu ihtiyag
tizerine birgok aragtirmaci gemi formunun matematiksel olarak ifade edilmesi konusunda

aragtirmalar yapmustir.
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Gemi formunun matematiksel olarak ifade yontemi ilk olarak , Isvegli bilim adam Chapman
(1760) tarafindan aragtmlmugtir. Ik olarak su hatlar igin parabol egrilerini kullandi. Daha
sonra Nystrom (1863) Chapman’in galigmalarini genisleterek gemi egrilerinin ifadesinde

cesitli mertebede polinomlarda kesirleri ve integral bilegenlerini de kullandi.

Matematiksel gemi egrilerinin ifadesinde bir énciliik niteligi tasiyan ¢aligmalar D.W. Taylor
tarafindan yapilmigtir. Taylor matematiksel ifadeler kullanarak prototip bir gemi formunu
yaratmug, daha sonra bu formu gesitli geometrik form parametreleriyle tiireterek gesitli gemi
formu serileri yaratmstir. Amaci, sekil olarak birbirine benzeyen ve sistematik olarak form
parametreleriyle tiretilebilen gemi egrileri olusturmakti. Taylor form parametreleri
yardimiyla kesit alan egrileri, su hatlari ve en kesit egrilerini ¢izdirmistir. Kesit alan egrisi ve
su hatlar1 egrilerinin ifadesinde 4. ve 5. mertebeden kapali olmayan fonksiyonlar

yaklagimindan yararlanmagtir.
Y=Y ax 2.1)
i=0

Bu yaklagimla Taylor, Taylor serileri olarak bilinen ve sistematik olarak gemi form
parametrelerine bagli olarak gesitli form serileri tiretmistir. Cesitli sayida Amerikan savag
gemisi Taylor serilerine gore insa edilmigtir. Gemi formunun polinomlarla ifadesi her ne
kadar basit ve kullamigh olsa da, diiz dip, sabit sintine doniim yarnigaps, sintine kalkimi gibi

gemi formlarinin ifadelerinde yeterli degildir.

Benson (1940) su hatlannin ifadesinde, form parametrelerine bagli olarak 5. dereden

polinomlar kullanmigtir.

Watanabe (1946) benzer sekilde Benson ‘un yaptig: gibi su hatlarimn ifadesinde sadece ¢ift
say1 olmak tizere 10. dereceye kadar polinomlar kullanmigtir. Polinom kaysayilan alan, statik
moment ve girig-¢ikig agilar1 gibi form parametrelerine bagliydi.

1950°li yillarin baglarinda bilgisayarin gemi insaa alamina girmesiyle gemi formunun
matematiksel olarak ifade yontemlerinde de bir takim degisiklikler oldu. Gemi elemanlarinin
imalatinda sayisal kontrollii tezgahlarin kullamlmasina baglanmasiyla daha hassas bilgilere,
verilere ihtiya¢ duyulduu anlagildi. Boylelikle egrilerin ifadesinde yeni matematiksel
metotlar kullanilmaya baslandi. Bu metotlar 6nceki kapah ve kapali olmayan fonksiyonlarin
tersine parametrik olarak ifade edilmekteydi.



Gemi egrilerinin matematiksel ifadesinde kullanilan uzay egrilerini parametrik ve parametrik
olmayan tipte olmak iizere ikiye ayirabiliriz. Parametrik olmayan egriler kapal veya kapali
olmayan fonksiyonlar geklinde olabilir. Kapali olmayan fonksiyonlar y = f(x) seklinde ifade
edilmektedir. f(x) x’e bagh bir fonksiyon olmak iizere x ve y sirasiyla bagimsiz ve bagimh
degiskenlerdir. Kapali veya ayni1 degigkene bagli olarak birden fazla degere sahip olan egriler
bu formda ifade edilememektedir. Kapali fonksiyonlar bu sorunun istesinden gelmektedir.
Kapal: fonksiyonlar f(x, y)=0 seklinde ifade edilmektedir. f(x,y) hem x hem de y’ e bagh
bir fonksiyondur. Kapali bir egride bir nokta denklemin koklerinin hesaplanmasiyla
bulunabilir. Bunun igin de uzun hesaplamalar gerekebilir. Kuvvet fonksiyonlari, iistel
fonksiyonlar ve polinomlar parametrik olmayan egrilere birer érnektir. Bu fonksiyonlar gemi
tekne formunun matematiksel ifadesinde kullanilan ilk fonksiyonlardir. ilerleyen zamanlarda
bu tip fonksiyonlarin gemi tekne formunun ifadesinde yetersiz kaldig1 gorilmiis ve simrl

kullanim alani bulmugtur.

Parametrik egriler, gemi tekne formunun ifadesinde parametrik olmayan egrilerden daha
esnek ve kullamghdir. Egri tizerindeki her bir nokta bir veya birden fazla parametrenin
fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Ornek olarak t parametre degiskeni olmak iizere
x=f(), y=g() seklinde ifade edilmektedir. Bir egri iizerindeki bir noktamin konum

vektorii matris formunda agagidaki gibi ifade edilebilmektedir.

Py =[f® g@)]

Parametrik egriler kapali egrilerin ve bagimsiz bir degiskene bagli ¢oklu degerlere sahip
egrilerin ifadesi igin uygun bir yontemdir. Boylelikle parametrik olmayan fonksiyonlarda
ortaya ¢ikan sonsuz teget degerleri, birden fazla de@erin ifade edilememesi gibi problemlerin
de ustesinden gelinmis olundu. Ayrica parametrik egrinin matrisi déndiirme, dl¢eklendirme,
projeksiyon gibi transformasyon islemlerinde diger matrislerle kolayca isleme
sokulabilmektedir. Bu ozelligi de bilgisayarda grafik islemlerinde 6nemli bir avantaj
saglamaktadir.

Bilgisayar destekli geometrik tasarim alanindaki en biiyiik gelisme spline egri ve yiizey
teorilerinin gelistirilmesiyle olmustur. Spline adim gemi endazesi ¢iziminde kullanilan ve
admna tiriz denilen ince uzun gubuklardan almaktadir. Fiziksel spline‘mn avantajlan ve
kullannmindaki basari arastirmacilan matematiksel olarak ifade etmeye zorladi. Fiziksel
spline’larla ilgili ilk caligmalar 18.yiizyila dayanmaktadir. Bernoulli kardesler, ince bir
gubugu efmek icin gerekli isin ¢ubuBun egriliginin karesiyle dogru orantili oldugunu



gordiiler. Euler de egriligin diferansiyel denklemini tiireterek asagidaki ifadeyi bulmug

oldular.

EI
R(x)

M(x) = (2.2)
Fakat matematiksel olarak spline ilk olarak Schoenberg (1946) tarafindan n. dereceden parga
parca egriler olarak ele alindi. Bu parga egriler birbirlerine C™ siirekliligiye bagliydi. Spline
egrileri, verilen noktalardan gegen egri uydurma teknikleri (Kiibik spline) ve egri yaklagim
teknikleri(B-spline) olarak iki tiirde ifade edilmekteydi.

Kiibik spline daha onceki paragrafta anlatilidift gemi ¢iziminde kullanilan fiziksel tirizin
matematiksel ifadesiydi. Tirizlerle gizilen bir egri agiliklarin kondugu noktalar arasinda
kiibik polinomlarla ifade edilmekteydi. Kiigiik egimlerde tiriz ¢izdigi egri formu pargal: kiibik
spline bigiminde oldugundan kiibik spline fonksiyonu olarak amlmaktadir. ‘Tek parga
parametrik bir kiibik spline agagidaki gibi ifade edilmektedir.

P@=) Bt t, <t<t, (2.3)

Bu galigmalardan sonra spline egrilerinin kendine 6zgii dezavantajlarim1 gidermek igin beta-

spline, 7 -spline, v -spline gibi gesitli spline yéntemleri geligtirilmigtir.

Theilheimer (1957) gemi formunun ifadesinde kitbik spline egrilerini kullanmigtir. Su hatlan

verilen yan genisliklerden gegecek sekilde polinomlarla ifade edilmekteydi.

Kerwin (1960) gemi formunun ifadesinde agafida verilen yaklagim fonksiyonunu

kullanmugtir.

g(x, 25 > a,,y .9, (24)

n=1 m=1

Burada w, ve ¢, sirasiyla su hatlarinin ifadesinde kullamla m.dereceden ve en kesit
egrilerinde kullanilan n. dereceden polinomlan ifade etmektedir. a,,, katsayis: ise verilen f
ofset noktalarindan kiigiik kareler yontemiyle elde edilmektedir.

Taylor (1963) kesit alan egrisini ifade etmek igin kiigiik kareler metodunu ve Chebyshev

polinomlarim kulland1. Chebyshev polinomlari, aym dereceden diger polinomlarla

kiyaslandiginda maksimum sapmasi minimum olan polinomlardir.



Kibik spline egrileri egri uydurma yo6ntemine dayandigi igin her zaman iyi sonug
vermemektedir. Spline egrisi verilen her noktadan gegtigi i¢in , egride kimi zaman hatalar ve
sapmalar olmaktadir. Bu dezavantajlani gidermek igin aragtirmacilar yeni egri yaklagim
teknikleri geligtirmiglerdir. Bu yeni tekniklerle egri kontrol poligonlariyla ifade edilmektedir.
Egri genellikle kendini kontrol eden bu poligonlarin geklini almakta, temel veya agirlik
fonksiyonu olarak adlandirabilecegimiz fonksiyonlara bagh olarak egri sekli degigmektedir.
De Casteljau (1959) ve Bézier (1966) bu alanda aragtirmalan baglatmugtir. Her ikisi de
birbirlerinden bagimsiz olarak Bézier egri ve yiizeylerini geligtirmiglerdir. Her ne kadar De
Casteljau daha 6nce bu yontemi gelistirmis olsa da ¢ahigmalan yayinlanmadifindan Bernstein

formundaki bu egri ve yiizey polinomlari1 Bézier ’in ismiyle amiimaktadir.

Bézier egrileri agik bir ¢okgeni(poligon) olugturan késegen noktalariyla tanimlanmaktadir.
Egri ¢okgenin ilk ve son kenarlarina tegettir. Egrinin mertebesi tanmimlandigi Kkontrol
noktalarina bagh olarak deZismektedir. Omek olarak bir Bézier egrisi 5 noktayla
tammlanmigsa , bu egri 5.mertebeden ve 4. derece bir egridir. Parametrik bir Bézier egrisi
agagidaki gibi ifade edilmektedir,

P@)=Y B, 0<r<1 @.5)
J,, = mz"a —py 2.6)

B-spline egrileri ise Bernstein polinomlarim pargalara bolinmilg geklidir. B-spline egriler
gemi formu ifadesinde genis bir uygulama alam bulmustur. B-spline egrileri, her biri bir
polinomla ifade edilen egri pargalarindan olugmaktadir. B-spline egrisi agagidaki sekilde ifade
edilmektedir.

n+l

P(t)=Y BN, () t SE<t_ 2<k<n+l1 2.7
i=1
1 x,<t<x_
Ni,l(t)={o i

=2 )Nips @ | s =DV, ()

Xive-1 —%; Xiek — Xin

Ni,k @®=




B-spline egrisi, Bézier egrisinde oldugu gibi kontrol noktalarindan gegen gokgenin seklini
almaktadir. Bézier egrilerin kiyasla bir avantaji vardir. Diigiim noktasi vektoriine bagli olarak
B-spline egrisinin derecesi, Bézier egrilerindekinin aksine kontrol noktas: sayisindan

bagimsizdir. Bu da B-spline egrilerine esneklik saglamaktadir.

Versprille (1975) tarafindan B-spline egrileri biraz daha gelistirilerek daire, elips, hiperbol
gibi konik egrilerinin de B-spline egrileriyle ifade edilmesine olanak saglandi. Bu egrinin
adina diizgiin olmayan rasyonel B-spline(Non-Uniform Rational B-spline(NURBS)) egrisi
dendi. Bu yontemle her kontrol noktasinda ayri bir parametreyle ek bir kontrol mekanizmasi
daha eklenmistir. Bu parametreye agirlik degeri denilmektedir ve bu degerin degismesiyle
egri kontrol noktasina uzaklagmakta ya da yakinlagmaktadir. NURBS egrisi agagidaki sekilde
ifade edilmektedir.

Po=5BR,0)=3 B 2Nu® @9)
SN, 0

Yukaridaki ifadede /; degerleri 1° e esit oldugunda NURBS egrisi rasyonel olmayan B-spline
egrisi seklini almaktadir.

Matematiksel yiizeylerin ifadesinde en biyiik gelisme Coons(1964) yiizeyleriyle olmugtur.
Coons yiizeyi Ferguson yiizeyinin genellestirilmig bir halidir. Bu yontemde her sinir egrisi
i¢cin normalize edilmis kiibik spline egrisi kullanilmigtir. Bir yiizey parcast her kosesinde
tanimlanmig birer konum vektorii , ikiger teget vektorii , dort biikiim vektorii ve bir temel
fonksiyonla tammlanmig dort kdse noktasiyla ifade edilmektedir. Coons yiizeyleri esnek bir
tasanim yontemi olmasina kargin , birlesme noktalarinda ve egri kontrolunde bir takim
problemlerle kargilagiimaktayd. Bﬁ problemlerin tstesinden Bézier egrilerinin bir yiizeye

taginmastyla tstesinden gelinmigtir. Bir Bézier yiizeyi asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

o, v) =Z"O:Zm‘;BuJM WK, (W) 2.10)
i=0 j=

Her ne kadar Bézier yiizeyleri Coons yiizeylerinin problemlerini ortadan kaldirmig olsa da,

Bézier yiizeylerinin de bir takim problemleri vardir. Bunlar sirasiyla egrinin derecesinin

kontrol sayisina bagh olmasi, lokal kontroliin zayif olmas:1 gibi. Kontrol sayis1 arttikga egri

mertebesi de arttifinda egrinin geklinde degisiklik olmaktadir. Bu problemler B-spline

ylizeyleri sayesinde ortadan kalkmugtir. Bir B-spline yiizeyi asagidaki gibi ifade edilmektedir.



n+l m+l1

Ou,v) = Z Z‘Bi, jN @M il )

i=1 j=1
Uy SU<Lu 2<k<n+l

Womn SWSW,_ 2<l<m+1
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3. GEMI TEKNE FORMUNUN MODELLENMESINDE KULLANILAN
EGRILERIN MATEMATIKSEL OLARAK iFADE YONTEMLERI

3.1 Kiibik Spline Egri Yontemleri

Kiibik spline egri yontemi, birbirini takip eden noktalarin geometrik siirekliligine sahip olacak
sekilde bir egriyle birlestirme islemidir. Parametrik kiibik spline egrisi de smr sarti
kosullarina gore ikiye, yine her yontem kendi arasinda da t parametresinin hesaplama
yontemine gore de ikiye ayrilmaktadir. Bu da 4 ¢esit kiibik spline egrisinin varoldugu

anlamina gelmektedir.

Parametrik Kiibik Spline Egrisi

PN

Dogal Spline Egrisi Kenetlenmig Spline Egrisi
Kordon Boyu ‘Normalize Kordon Boyu Normalize
Yaklagim Edilmis Yaklagim Edilmis

Fiziksel spline yani tiriz, gemi tasarimi gibi ¢izim gerektiren alanlarda teknik ressamlar
tarafindan verilmis noktalardan diizgiin bir egri gegirmek i¢in kullanilan ince, uzun elastik bir
aractir. Matematik spline ise bu fiziksel spline’dan tiiretilen ve onun matematiksel olarak

ifade edilmig bir modelidir.

Fiziksel spline ince elastik Bir kirig olarak goz Online alinirsa, matematiksel olarak spline
egrisinin sekli, Euler denklemi ile elde edilen elastik y kiriginin ¢okmesine karsihk
gelmektedir. Bu ¢okme de kirig boyunca M (x) olarak egilme momentini hesaplayan Euler
denkleminden elde edilir.

M(x)=%
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Cok ufak ¢okmelerde y” <<1egrilik yaricap: yaklagik olarak

”

1 _ vy P
R(x) (1+ }1'2)3/2 -

almir. Burada ilk @is , x kirig boyunca almak iizere, x’e gore alinan tiirevini ve y de kiris

egimini gostermektedir. Boylece Euler denklemi

-4

sekline doniigiir. Eger tirizin tizerine konulan agirliklar yani kirigin mesnet noktalarinda, kirig

basit mesnetli olarak kabul edilirse, bu destek noktalar arasindaki kirigin egilme momentinin
M(x)=Ax+B

32}

seklinde dogrusal olarak degistigi kabul edilebilir. Boylece Euler denklemi

n_Ax+B
YT TEm

formunu alir. Burada E=1.0 kabul edilirse daha sonras spline egrisi elde edilirken
denklemin her iki tarafi EI’ya boluineceginden gétiirecektir. Boylece

y'=Ax+B
olur. Bu ifade iki defa integre edilirse genel halde kirigin ¢okmesi, yani
y=4x*+Bx*+Cx+D,

olarak elde edilir. Bu da bize iizerine konulan agirliklar arasindaki fiziksel bir spline’mn
seklinin kiibik polinomlarla ifade edilebilecegini gostermektedir. Boylece fiziksel olarak bir
spline’ kiibik polinomlar kullanarak matematiksel olarak modellememiz miimkiindiir. Genel
olarak matematikse! spline egrisi, birlesme noktalarinda (k-1).dereceden siirekli tiireviere
sahip olan k. derecedeki parga parga polinomlardir. Buna gore de kiibik spline birlesme
noktalarinda 2.derece sireklilife sahip pargali tiglincii derece polinomlardan olugmaktadir.
Disiik dereceli polinomlar egri uydurmasinda ve diizeltmesinde ¢ok kullamlighdirlar, ¢linki
diigiik dereceden polinomlar hem hesaplama gereksinimlerini ve hem de yiiksek dereceli
egrilerin yarattify dengesizlikleri de azaltirlar. Esasinda bu dengesizlikler ortak egri igindeki

gesitli noktalarin birlestirilmesi sirasinda arzu edilmeyen bazi salinimlara sebep olmaktadirlar.
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Fakat diigiik dereceli polinomlar rastgele seri noktalar arasinda uzanmayip, birbirini takip
eden bitisik polinom pargalan1 kullamldigindan ve bu polinomlar sadece birbirleri ile iki
noktadan baglantili olduklarindan, her parga ile kiibik spline parga serileri arasindaki uyumu
saglamak igin ortak bir teknik kullamlir. Kiibik spline ‘lanin diger bir avantaji da diisik
dereceden olusan egriler bir noktada i¢ bilkeyden dis bitkeye veya tersine miisaade edebilecek
sekilde uzayda donme kabiliyetine sahip olmasidir. Yukanda kisaca tammu verilen spline
egrilerini genel sekilde soyle tanimlamak mimkiindiir. Herhangi bir f{t) fonksiyonu [a, b]
araliginda ve t1 <t2 < ... < tn (a =t;, b= t,) noktalarinda tanimh olsun. Bu f{t) fonksiyonuna
yaklasan tigiincii derecede spline egrisi P(t) asagidaki kogullan saglar.

Ugtlincii dereceden polinom P [t, t+1] alt araliginda (k =1, 2, 3..., n-1) Py olarak gosterilir.
P@i)=1@,) k=1,..,n

P, )=P.,) k=1,..,n-1

P (t.)=Pt.,) k=1,...,n-2

P, (t,.,)=Pl(t,.,) k=1,...,n-2

Asagida verilen sinir kogullarindan birisinin saglanmas: gereklidir.

P't)=f'@) veP'¢t,)=1'C,)

P't)=P"(t,)=0

Bu sinir sartlarindan birincisini saglayan P(t) spline egrisine kenetlenmis spline, ikincisini

saglayan P(t) egrisine de dogal spline egrisi ad1 verilir.

Bu kosullar saglandiktan sonra bir tek kiibik spline pargasinin denklemini asagidaki sekilde
yazmak mimkiindiir.

P®=Y" B, 1" 1, <ts<t, (3.1

Bu ifadedeki t; ve t» spline pargasimin baslangi¢ ve bitis noktalarindaki parametrik
degerleridir. P(t) ise kiibik spline pargas lizerindeki herhangi bir noktanin konum vektoridir.
Ug boyutlu kartezyen koordinatlarda bir kiibik spline egrisi {izerindeki bir noktamn yer
vektorii asagidaki sekilde gosterilmektedir.
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P@)=[x@) y® z20)

P(t) ‘nin her bir bileseni kendisine benzer bir ifadeye sahiptir.

x(t=Y . Bt t,<tst,
Yo=Y Bt 1, <St<t,
2= Bt 1 <t<t,

Burada “B”, spline pargalarinda verilen sinir sartlarimn kullamilmasiyla tespit edilen sabit

katsayilardir.
P(t)=B, +B,t+B,t* + B’ 1, <t<t, (32

Asagida Sekil 3.1°de gosterildigi gibi spline pargasinin sonlarindaki yer vektorleri Py ve P;
olsun diger taraftan P(t) ‘nin t’ye goére alinan tiirevleri A, ve P, de spline parcasimn ug

noktalarindaki teget vektorleri olsun. Boylece (1) nolu denklemin tirevini aldigimizda
4

PO=[x® y@ ZO=DBG-)" t <t<t, (3.3)
i=1

elde edilir.

Bunu (3.2) nolu denklemi kullanarak daha agik bir sekilde yazdigirmzda asagidaki ifade elde

edilir.
P'(®)=B, +2B,t+3B,t’ t, <t<t, (3.4)

Genel 6zelligini kaybetmeyecek sekilde t; = O oldugunu farz eder ve dort siir sartini
uygularsak

PO)=P,
P(tz):Pz
P'(©)=P
P'@6)=P,

(3.5)

bulunur. Bu ifadeler denklem (3.2) ve (3.3) ‘te kullanilirsa
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P(0)=B,=F . (3.6.9)

P(0)=Y.(G-)'""B,|, =B, =P (3.6.b)
4

P(t,)= ZBiti-llt:tz =B, +Byt, +B3122 +B4123 (3.6.c)
i=1

4
P'(t,)=>.(i-DBt?|,_, =B, +2B;t, +3B,1," (3.6.d)

i=t
elde edilir. Bu ifadelerden B; ve By ¢oziiliirse

_Xp,-P) 2P B

3.7.a)
t,’ t, b (

BS

_XB-R) R P

z‘2 ? t2 ’ t2 ’

B, (3.7.b)
degerleri elde edilmis olur. Bu B; , B2, Bs, B4 degerleri kiibik spline parcasim belirlerler.
Buradan da goriildiigii gibi; spline pargasinin gekli, parganin sonlarindaki teget ve yer
vektorlerine baglhidir. Her bir spline pargasinin yer ve teget vektorlerinin ¢ bileseni
oldugundan, kiibik uzay egrisinin de parametrik denklemi spline par¢asimn sonundaki
parametre deZerine ve 12 vektor bilesenine bagh olacaktir. (3.6) ve (3.7) ifadeleri (3.1)
denkleminde yerine konuldugunda, tek bir kiibik spline pargas: i¢in asagidaki denklem elde
edilir.

P(t)=A +1§?+[3(P2_E)—2P‘ ——Pi}tz+|:2(P‘—P2)+2P' +_1_)2?}3 (3.8)

2 3 2
t, 2 2 L 2 )

Bu ifade tek bir kiibik spline pargasinin denklemidir. Eger biitiin egriyi tammlamak istersek o
zaman, birden fazla parganin bir araya getirilerek birlestirilmesi gereklidir.
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P1, tl p2

Sekil 3.1 Kubik spline egrisi

Sekil (3.1)’den de goriildiigii gibi Py, Py, P; yer vektorleri P/, P), Py teget vektorleri ve tz, t3
bilinen parametre degerleri denklem (3.8) “in kullanilmasiyla sirayla her iki spline pargasina
uygulanarak spline pargalarinin sekilleri belirlenir. Burada P teget vektori bilinmemektedir.
Bu i¢ teget vektorii P, ’niin deBeri i¢ birlesim noktasinda (diigiim noktasinda) siireklilik
sartiin uygulanmastyla elde edilir. Daha 6nceden s6ylendigi gibi k. dereceden parca parga bir
spline’1n i¢ birlegtirme noktalarinda (k-1).dereceden siireklilige sahip olacaktir. Bunun anlami
ise, birlestirme noktalarinda bir efri pargasindan digerine gegiste PJ(f)yani ikinci tiirevi
sirekli olacaktir. Diger bir deyimle birlesim gegislerinde egri siireklidir. Bu noktadan
hareketle denklem (3.5)’in iki defa ttirevi alinirsa

4

P'(t)=> (i-1)@—-2)Bt"* t,<t<t, (3.9)
i=l

ifadesi elde edilir. Burada 0<#<¢, arasindaki birinci spline pargasinda, parganin t = t; olan

yerinde yani sonunda (9) denklemi uygulandiginda

P"=6B,t, +2B,

elde edilir. Benzer sekilde 0 <7<, arasindaki ikinci spline pargasinda, parganin # = O yani

baglangi¢ noktasinda denklem (9)’un uygulanmasi sonucunda

P"=2B,

elde edilir. (3.6) ve (3.7) nolu denklemlerin kullanilmas: ve yukanda son olarak verilen bu iki

denklemin esitlenmesinden
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6,2{2(3 -P) R, 1;}2{2@ -B) 2B _ fg]zz[saz -B) 2B 53;}

t,’ A t,’ L 4 1, L 1L

ifadesi elde edilir. Bu ifade de sol taraf birinci spline par¢asinin sonundaki, sag taraf ise ikinci
spline par¢asinin baglangicindaki egrili§i verir. Burada denklem diizenlendiginde ifade
asagidaki sekle doniigiir.

LR+ 20, + B+ LB = [} (B - P +47(8, - P)] (3.10
2°3
Bu ifadenin i¢ birlesim noktalarindaki bilinmeyen P, teget vektorleri ¢oziilebilir. Buradan da

goriilecegi gibi t parametresinin ug degerleri t; ve t3 sonug denkleminde her zaman yer alirlar.

Yukarida denklem (3.10) ‘da bulunan sonug , (n-1) kiibik spline pargalarinda yer, egim ve
egriligi, ornegin her birlesim i¢ noktasinda siireklilifi olacak sekilde verilen n data noktasi
i¢in genel halde yazlabilir. Sekil (3.1)’deki gibi verilen notasyon sistemini kullanarak
herhangi iki P(t) ve Pi.i(t) bitisik kiibik spline pargalan igin genellestirilmis denklemler

asagida verilmektedir.

Birinci kiibik spline pargas: igin

P)=P, + P;H[s(PM—P,,) _2R 2P, },2 +[(P,z—P,m) LB Pl ],3

2 3 2 2
k4l t k+1 tk+l 4 k+1 4 Ek+1 ¢ k+1

Ikinci kiibik spline pargas: igin

2 3 2 2

tk+2 tk+2 tk-x-z z‘Ic+2 4 k+2

tk+2

Poo(iy= Py + Pl +[3(1‘>k+2—1%+1) 2P, 2R, }2 +{(1’,”1—19,&2) LB P ],3

Burada herbir parga igin parametre aralifi sifirdan baglamaktadir. Ornegin birinci pargada

0<r<t,,,veikinci pargada 0<¢<¢,,, dir.

Herhangi iki komsu spline pargasi igin , ortak i¢ birlesme noktalarninda ikinci tiirevleri
esitlenirse yani P(z,)=P,(0) almrsa , (3.10)’a denk olan genellestirilmis sonug ifadesi

elde edilir.

' ' , 3
tk+2Pk + 2(tk+l +pia )Pk+l + tk+1Pk+2 = _t_[tkﬂz (Pk+2 "Pk+1)+tk+22 (Pk+l _Pk )] (3-13)

k+1°k+2
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Bu ifadeden herhangi iki Py ve Py spline pargasi arasinda bulunan i¢ birlesim noktalarindaki
teget tespit edilir. (3.13) birbirini takip eden biitiin spline pargalarina uygulandif zaman teget
vektor P’y , 2<k<n-1 igin (n-2) adet denklem elde edilir. Bu denklem takimu sistemi
matris formunda asaZidaki gekilde yazilabilir.

2, 2, +1,) t, 0 0 0 0 0 TP
0 t, 2, +1,) ¢, 0 0 0 0P
0 0 t 20, +2,) t, 0 0 0 |P|_
LO 0 0 0 O tn Z(tn+tn—l) tn—lJ_Pn,_
t_?;—%zz(Ps —P2)+t32(P2 "P:)} (3.19
2°3
2 e, -R)+1 (B - B
t,t,
. Y
;—t—én—lz(Pn -Pn-l)+tn2(‘Pn—l —Pn—-l)}
L n-1"n _

Sadece (n-2) denkleme karsilik n adet teget vektorii oldugundan dolay, [M’] bir kare matris
degildir ve boylece [P '] ‘niin ¢oziimii buradan elde edilemez ¢iinkii problem belirsizdir.

Bu matris sinir gartlarina gore iki farklh yaklagimla ¢ozilebilir.

Birinci yontemde baglangig ve bitig vektorlerini bildigimiz kabul edilerek yukanidaki matrise
iki denklem daha eklenerek denklem ¢oziilebilir hale gelir. Bu tip spline egrisine kenetlenmis
simir koguluna sahip spline egrisi kisaca kenetlenmisy spline (clamped spline)egrisi
denmektedir. Bu yontemle birlikte yukaridaki matris agagidaki hali alir.



B 0 0 00 0 0 0 TR

t, 20t,+t,) t, 0 0 0 0 0| P
P/

0 0 0 0 0 tn 2(tn +tn—l) z‘n—l

0 0 0000 0 1 | P

I)Il
3
;T{tzz(Ps ~P2)+t32(P2 _PI)}
2°3
(3.15)
3 o
t 1 %n—lz(Pn _Pn—l)+tn2(Pn—l_Pn—2)}
n-1"n

s,

2) Diger bir yontem ise spline egrisinin ug noktalanndaki egriligin belirlenmesi ile elde edilir.
Eger u¢ noktalarda egrilik sifir ise fiziksel tirizlere benzer serbest ya da diger adiyla
gevsetilmis sir sart1 elde edilir. Bu tip spline egrilerine dogal (natural) ya da
gevsetilmig(relaxed)spline egrileri denilmektedir. Ug noktalarda yaklasik olarak egrilik ikinci
tirevle bulunmaktadir.

P'(t)= i(i ~1)i —2)B,t"* (3.16)

Spline egrisinin baglangi¢ noktasinda t = 0 oldugundan sadece i = 3 ‘ten gelen terim sonug
ifadesine katkida bulunacaktir. Boylece

P'(0)=2B, =2(3(P2 ~h)_2% —ﬁ}o

122 tz t2

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra sonugta
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Pl,_|_fl=3(P2 -PR) (3.17)
2 2,

elde edilir.
Parcali spline egrisinin son pargasinda ise denklem (16)’da t =t, ifadesi yerine konursa

P"(t,)=2B; +6B,t,=0

2[3(});1 _2Pn—l)_2Pn—l _ﬂJ+6(2(‘Pn—l —Pn)_Pn;l _’;’;J=O
t Z, z, t t

n n n n

P +2P =ti(P" -r.) 3.18)

n

denklem (3.17) ve (3.18)’i de denklem (3.14) ‘teki matrise eklersek agagidaki ifade

1 0.5 0 000 0 0 TA
t, 2@,+t) 1, 0 0 0 0 0 |P
1)3'

Z(tn + tn—l) tn—l

A S .

0 n
0 0 0 00 1 2 | P
— 3 -
Z(Pz -Pl)
i{"22(})3 —P2)+t32(P2 _Pl)}
t2t3
3 .
't_t{‘n—lz(Pn _Pn—l)+tn2(Pn—l _Pn—Z)}
n-1"n
3
T(Pn _Pn—l)

elde edilir. (3.17) ve (3.18) “deki matrisleri [M]P"]=[R] formunda yazarsak [M] matrisinin

tersini alarak teget vektorlerinin degerlerini ve buna bagli olarak B; degerlerini bulabiliriz.



20

(3.1)’i matris formunda yazarsak herhangi bir spline egrisi (k) asagidaki sekilde ifade elde

edilir.
Blk
B
Pk(t)=[1 t 2 £ * 0st<t,, (3.19)
B,
B

4k

Genelde egri ve yiizey tammlarinda parametrik denklemler, adina karigim fonksiyonu ya da
agirlik fonksiyonu denilen fonksiyonlarla ve geometrik sartlarinin bulundufu matrislerle
gosterilmektedir. (3.1)’deki spline egrisi denklemimiz afirlik fonksiyonuna bagli olarak
matris formunda agagidaki sekilde ifade edilebilir.

Pk
P O<u<l
P,w)=|[F,(w) F,(w) F,(») F,@)] *' = 3.20
RO ACRAOIAQ) k<1 (3.20)
Pl

1
U=

tk+l

F,@)=2u’ —3u® +1

F,, (u)=—-2u® +3u®

Fy ()=’ - 2u” +u)t,,,
F,@)=@®~u"),,

Pargal bir kiibik spline egrisi yer vektorlerine, teget vektorlerine ve parametre degerlerine
ornegin, herbir spline pargasinin ug¢ noktalarindaki t, ‘lara gore tespit edilir. tx ‘nin segimi

egrinin dizgiinligiine etki eder.

I¢ birlesim noktalarindaki ikinci tiirevlerin siirekliligi tek bagmna egri boyunca minimum
egrilik yoniinden kiibik spline egrisinin dizginlifiini veya diizeltilmesini saglamaz.
Minimum egrilik ve dolayistyla maksimum diizgiinliik elde etmek i¢in herbir spline parcasina
uygun ti’larin segilmesi gereklidir. Daha once de agiklandig: gibi iki yaklagim uygulanabilir.
t’larn tespitinde kullanilan bir yaklagim, birbirini takip eden data noktalari arasindaki
uzakligin parametrik degerlere esitlenmesi suretiyle yapilir. Pratik amaglar yéniinden kabul
edilebilir duzgiin egriler bu teknigin kullamlmasiyla elde edilirler. Birinci noktadaki t degeri

sifir kabul edilmek tizere birinci spline pargasinin ikinci t degeri o pargaya ait noktalar
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arasindaki uzakliga esit alinarak parametrik denklemin ¢oziimii yapilmaktadir. (3.22) “de iki
boyutlu bir spline egrisinin parametrik degerlerinin ¢oziimii verilmistir. Burada » nokta

say1s1d1_1;

Lin = (xm —xk)2 +(J’k+1 _yk)2 1<k<n-1 (3.22)

Diger bir yaklagim yontemi de her bir kiibik spline pargas: i¢in #.; = 1.0 segilerek degigimin
normalize edilmesidir. Bu yontem hesaplama iglemlerini basitlestirir. Bu tip ¢oziim yontemine

ise normalize edilmis ¢6ziim yontemi denilmektedir.

Yukarida ve daha énceden de agiklandig: gibi kiibik spline egrileri sinir sart1 kogullarina gore
ikiye ayrilmaktadir. Bu her iki sinir sart1 kosulu saglanan spline egrisi kendi igerisinde tekrar
parametrik ¢dziim yoOntemine gore ikiye aymlmaktadir. Dolayisiyla verilen ayni data

noktalarindan dért ayn kiibik spline egrisi gegmektedir.

Sekil 3.2, 3.3, 3.4 “de P1(0,0), P2(1,1), P3(2,-1), P4(3,0) noktalarindan gegen parametrik kiibik
spline egrisinin t’mn ¢6ziim yontemine ve simir garti kogullarina gore hesaplanmis ve
AutoCad ¢izim programinda ¢izilmig sonuglar goériilmektedir. Sekil 3.2°de sinir sart1 olarak
kenetlenmis spline egrisi ¢oziimii uygulanmigtir. Buna gdre t’mn ¢6ziim yontemine gore
degisimi incelenmistir. $ekil 3.3’de ise simr sarti olarak dogal spline sart1 uygulanmigtir.
Sekil 3.4°de sinir sart: olarak kenetlenmis sinir sartt uygulanmustir. Burada baslangic ve bitis
teget vektorlerinin siddetinin egrilérdeki degisimi incelenmistir. Teget vektorlerinin [5 5] ve
[5 5] segildiginde grafikte gortildigi gibi diger egrilerden farkli bir ilmik sekli olusmusgtur.
Buradan anlagilacag: gibi teget vektor degerleri belirli araliklar arsinda segilmelidir.

Sekil 3.5, 3.6, 3.7° de Seri 60 tipi bir geminin 5. ve 1/ 2 . postasindaki bilgisayar programi
sonuclar1 gorilmektedir. Bu hesaplamalarda kenetlenmis spline egrisinde birden fazla
alternatif oldugundan sadece dogal spline egrisindeki degisimler incelenmigtir. Sekil 5°de t, =
1.0 oldugu durumda egride bir sapma oldugu goriilmektedir. Sekil 6’da ise kaide hatt1 ile
sintine doniimiinde egride bir sapma oldugu goriilmektedir. Bu sapma, o noktanin At yakinina
bir nokta daha eklenerek giderilebilir. Sekil 3.7°de nokta eklenmis hali goriilmektedir. Burada
At = 0.001 alinmugtir. Sekilden gorilduga gibi kordon boyu yaklasiminda bir diizelme
gorilmesine kargihk diger egride sapma daha da artmustir. Bu grafiklerden gorildiiga gibi
parametrik kiibik spline efrisi ¢6ziim yontemlerinden kordon boyu yaklasimiyla ¢oziilmiis
parametrik kiibik spline egrileri daha iyi sonuglar vermektedir. Sekil 3.8 ve 3.9°de ise yine
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aym Seri 60 tipi gemiye ait en kesit ve su hattt ¢izimleri verilmistir. Burada yine dogal spline

egrisi ve kordon boyu yaklagimi uygulanmagtir.

Parametrik kiibik spline egrilerinin bir diger dezavantaji da bir noktamin konumu degistiginde
tim islemlerin tekrar bagtan yapilmasi gerektigidir. Ayrica koni kesit egrileri parametrik
kiibik spline egrileriyle gizilememektedir.
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Seri 60
Posta 1/7

- chord/relaxed

normalized / relaxed

Sekil 3.5 Kiibik spline yontemine gore ¢izilmis seri 60 tipi bir geminin posta kesttt
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3.2 Bézier Egrileri

Onceki boliimde incelenen kiibik spline yontemi belirli noktalardan gegmektedir. Literatiirde
egri uydurma yontemi olarak bilinmektedir. Bu yontem daha ¢ok deneysel yontemler ve
matematiksel hesaplamalar sonucunda elde edilmis sonuglardan bir egri ya da sekil elde
etmek igin kullamlir. Omek olarak ugak kanatlan, motor valflan, mekanik ya da yapisal
pargalar. Bir difer tasarim yontemi ise elde herhangi bir veri olmadan, estetik olarak sifirdan
tasarim yontemidir. Bu yonteme 6rnek olarak en ¢ok bilinen, otomobil prototipleri, gemilerin
tekne kisimlari, mobilya vb. egyalarin tasanm gosterilebilir. Bu tip tasarim yontemine

yabanct literatiirde ab initio tasarim yontemi olarak rastlanmaktadir.

Bu tip tasanim yontemi Bézier tarafindan gelistirilmistir. Her ne kadar Bézier, yontemin
matematiksel temellerini geometrik digiincelerden almis olsa da Forres, Gordon ve
Riesenfield ‘in yaptign ¢aligmalar Bézier ’in ¢ikarmig oldugu temel fonksiyonlarin Bernstein
temel fonksiyonlariyla es oldugunu gostermigtir.

Bir Bézier egrisi, noktalarin tayin eden bir gokgen ile belirlenmektedir.

Sekil 3.10 Bezier egrisi ve kontrol noktalan

Bézier egrilerinin temel fonksiyonlarinin Bernstein fonksiyonlariyla es olmasindan dolays,

aym1 zamanda Bernstein temel fonksiyonlarinin 6zelliklerini tagimaktadr.

Egri pargalarim belirleyen polinomun derecesi egriyi tayin eden gokgenin kontrol nokta
sayisina baghdir ve nokta sayisindan bir eksiktir. Ornegin , bir Bézier egrisini tayin eden
¢okgenin kontrol nokta sayis: 5 ise, egri 4. derecedendir. Egri genellikle gokgenin seklini
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takip etmektedir. Egrinin ilk ve son noktalan, egriyi tayin eden cokgenin ilk ve son
noktalantyla gakigiktir. Egri sonlarindaki teget vektérleri , egriyi tayin eden gokgenin ilk ve

son pargalarinin yoniiyle ayni yondedir.

Egri ¢okgenin kontrol noktalarinin kaplama alam igerisinde kalmaktadir. (Sekil 3.11) Yani
egri bu noktalarin sinirladig: alanin digina gikamaz. Bu da kiibik spline ‘da gériilen sapmalart

Onlemektedir. Egri kendini tayin eden gokgenden uzaklagma ya da sapma géstermemektedir

Egri bilgisayarda dondiirme, yer degistirme ve Olgeklendirme iglemleri altinda degisiklik
gostermemektedir. Bu islemler egriyi tayin eden gokgenin kontrol noktalarina uygulanarak
yapilmaktadir. Matematiksel olarak Bézier egrisi asagidaki gibi ifade edilmektedir.

P@®)=3Y" BJ,,® 0<t<1 (3.23)

B;:Cokgen kontrol noktalar konum vektorii

JniBézier veya Bernstein karigim fonksiyonu

t :Parametre
nj.
J,i(8) = (i)t’ a-o+ (3.24)
n n!
[i) T il(n—i) (3.25)

Burada n Bernstein temel fonksiyonlarinin derecesini belirtmektedir ve bu gokgenin kontrol

nokta sayisindan bir eksiktir. Ayrica (0)° =1ve 0l=1’dir.

Sekil (3.12)’de ¢esitli n sayilarina ve t’ye bagli olarak ¢izilmis temel fonksiyonlan

gorilmektedir.
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Sekil 3.11 Bezier egrisinin mertebesine gore kontrol noktalarinin kaplama alam

Bézier egrilerinin matris olarak ifadesi asafidaki ekildedir.
pay=[rIvIc] (3.26)

[r]=| ¢ .. ¢ 1] GY =[B, B, .. .. B,]



n\n\ ., (n\r-1) . n\n-n),
oL (Gl -G

=) 0 0
| \OAD l
J
1 1
L J - L -
2,0 12,2 JJ 0 -’3_3
- J - - .
2! I3, J32
0 ! ] t 0 1 L 1 t
0 1 0 1
(a) ®»
i
1 1
i Jio oo/ "\ 5.0 Is55 /7
J J J J.
i 4.1 iz 43 ] i 5.1 Sy s 5.4 i
0 t 0 t
0 1 0 1

() d)

Sekil 3.12 Bezier / Bernstein temel fonksiyonlart , a) 3 kontrol noktast, n = 2;b) 4 kontrol
noktast, n = 3; ¢) 4 kontrol noktasi, n =5; d) 5 kontrol noktast, n =6
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3.3 B-spline Egrileri

Bir gokgenle ifade edilen egrileri matematiksel olarak inceledigimiz zaman aralarindaki
iligkinin enterpolasyon ve yaklagim sekline baght oldugu goriiliir. Bu yaklasim sekli temel
fonksiyonlar veya karisim fonksiyonlaniyla saglanmaktadir.

Bir dnceki boliimde incelenen Bézier egrisinin iki dezavantaji vardir. Bu 6zellikler Bézier

egrisinin kullamimda esnekligini sinirlamaktadirlar. Bunlar ;

¢ Egriyi tayin eden ¢okgenin kontrol nokta sayis: aym zamanda egrini derecesini tayin
etmektedir ve bu nokta sayisim digina gikamaz. Omnek olarak kiibik bir egri 4 kontrol
noktali bir gokgen ile ifade edilebilir. Egrinin derecesini diisiirmek , ancak kontrol sayisini
disiirmekle gergeklesebilir.

» Egri iizerindeki herhangi bir nokta kontrol noktalaninin kangim fonksiyon degerlerine bagh
oldugundan kontrol noktalarindan birisinde yapilan degisiklik biitiin egriyi etkilemektedir.

Bu ozellik egride lokal bir degisiklik yapma imkanini sinirladigindan bilgisayar
uygulamalarinda bir dezavantaj olusturmaktadir.

Diger bir kangim fonksiyonu ise B-spline kariyim fonksiyonudur. Bu fonksiyon belli bir
durum igin Bernstein kanigim fonksiyonu 6zelliklerini de tapimaktadir ancak Bernstein

kanigim fonksiyonlarindan avantajli yonleri vardir.

Bu fonksiyonun avantajli yonti ise egriyi tayin eden gokgenin her bir kontrol noktasi ayr bir
kangim fonksiyonuyla ifade edilmektedir. Dolayistyla her bir kontrol noktas1 egrinin belirli
bir pargasimi etkilemektedir. Bu da kansim fonksiyonunun parametre degerine bagli olarak
sifir digt oldugu degerlerdir. Ayrica B-spline egrilerinin derecesi Bézier egrilerinin aksine
kontrol noktas: sayisindan bagimsiz olarak sabit kalabilmektedir. B-spline egrilerinin teorisi
ilk defa Schoenberg tarafindan gikarilmustir. Bilgisayar uygulamasi ise birbirinden bagimsiz
olarak Cox - de Boor ve Gordon — Riesenfeld tarafindan yapilmistir. Bir B-spline egrisi
agagidaki gibi ifade edilmektedir.

n+l

P@®)=> BN, (t) ton SESE 2<k<n+1 (3.27)
i=1

Karigim fonksiyon ise agagidaki gibi Cox-de Boor formiilityle ifade edilmektedir.

N, (@)= {(1) K (3.282)
N, ()= (t—x)N, ., (1) + (X = ON 1 () (3.28b)

Xivka —X; Xivk — %in
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0/0=0

Bir B-spline egrisi agagidaki kogullar saglamak sartiyla k. mertebeden(( k-1). dereceden) bir
polinom olarak ifade edilir. P(t) fonksiyonu her x, <t¢<x,  araliginda (k-1). dereceden bir

polinomdur. P(t) fonksiyonuve 1., 2. ..... , (k=2). tiirevleri egri boyunca siireklidir. Ornegin ,
4. mertebeden (k=4) bir B-spline egrisi kiibik bir egridir. Yukandaki 6zelliklere ek olarak B-
spline egrisinin 6zellikleri agagidaki gibidir.

e Herhangi bir ¢ parametresi degeri igin B-spline kansim fonksiyonlan degerleri toplam
asagidaki gibidir
n+l

Y N,.®=1 (329

i=1

Her bir kangim fonksiyonunun degeri pozitif ve sifirdig1 bir degerdir.

k = 1 ifadesi harig¢ her bir karisim fonksiyonunun bir maksimum degeri vardir.

Egrinin mertebe degeri maksimum kontrol nokta sayisina esit olabilir.

Egri genellikle kendini tayin eden ¢gokgenin seklini alir.

Egri dondiirme, yer degistirme ve olgeklendirme gibi transformasyon iglemleri kontrol
noktalarina uygulanarak yapilabilir.

e Egr, kontrol noktalarimi kaplayan alan igerisinde yer alir. Bu 6zellik Bézier
egrilerindekinden daha avantajhidir. k. mertebeden (k-1. derece)bir egri iizerindeki nokta k
adet komsu noktalari arasindaki egri tizerinde bulunmaktadir. Sekil 3.11°de bu 6zellik
cesitli k sayisina gore verilmigtir.

(3.28)‘de goruldigi gibi diifim noktasi vektdrli B-spline egri formunu onemli o&lgiide
etkilemektedir. Dugiim noktas: vektori igin sart sadece x, < x,, sartim saglamaladir. Temelde

iki tip diagiim noktas1 vektori vardir. Bunlar

o Diizgiin (uniform) diigiim noktas: vektorii,
¢ Diizgiin olmayan (non-uniform)diigiim noktasi vektori

Her iki tip diigiim vektorii kendi arasinda periyodik ve agik olmak iizere ikiye ayrilir.

Periyodik uniform digim vektoriinde, degerler diizgiin artan sekildedir. Genelde uniform
dugim vektorii O ile baglayip 1 artarak devam eder

[x]=[o 1 2 3 4]
Ya da Oile 1 arasinda normalize edilmigtir.

[X]=[0 025 05 075 10]
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Agik uniform digiim vektorii basta ve sonda & mertebe degerine bagh sayida tekrarhlik
gosterir. Asagida cesitli k degerleri igin diigiim vektorleri verilmigtir.

Artan sirada diigim vektori

k =2i¢in [X]=[0 0 1 2 3 4 4]
k =3 igin [x]=fo 0 0 1 2 3 3 3]
k =4 icin [x]=fo 0 0 0 1 2 2 2 2]

Normalize edilmis diigiim vektori

k=2 [x]=[o 0o 174 12 3/4 1 1]
k=3 [x]=[o 0 0 173 2/3 1 1 1]
k=4 [x]=[o 0 0 0 /12 111 1]

Genel olarak acik diigiim vektorii asagtdaki formiilasyonla elde edilebilir ,

x,=0 1<i<k
x,=i—k k+1<i<n+1
x,=n—-k+2 n+2<i<n+k+1

Yukaridaki formiilasyona gore hesaplanan diigiim vektorine gore hesaplanmig karigim
fonksiyonlan, Bézier kansim fonksiyonlarina benzemektedir. Aslinda B-spline egrisi
mertebesi kendini tayin eden gokgen kontrol sayisina esit oldugu zaman B-spline karnigim
fonksiyonu degerleri Bézier karigim fonksiyonlarina esit olmaktadir. Dolayisiyla B-spline

edrisi, Bézier egrisine déntgmektedir.

Diizgiin olmayan diigim vektorleri de yine diigim vektorleri gibi periyodik ve agik olmak
tizere ikiye ayrilmaktadir.

Sekil 3.15°de farkli mertebelere gore ¢izilmis B-spline egrileri gdriilmektedir. Sekilden
gorildugi gibi mertebe sayisi arttk¢a daha diizgiin bir egri edilmektedir.
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10

Sekil 3.13  Diizgiin periyodik B-spline temel fonksiyonlari,
[X]=fo 1 2 3 4 5 6 7],n+1=4,k=3

10

Sekil3.14  Diizgiin agik B-spline temel fonksiyonlar, [X]=]0 0 0 1 2 2 2 ]
nt+1=4, k=3
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b B,
i 2
3 B,
5 i ‘
k= 4
" B,
00 "Bl | é J ‘l" l é l é l x

Sekil 3.15  Degisik mertebe degerlerinin B-spline egrisine etkisi

Sekil 3.16 ‘de ise aym1 kontrol noktas: tizerinde birden fazla nokta tanimlandiginda egrinin
nasil bir gekil aldig: goriilmektedir. Sekil’de goriilen tiim egriler k = 4 mertebesine sahiptir.
En alttaki egri 4 kontrol noktas1 tammlanarak ¢izilmistir(B1, B2, B3, B4). Ortadaki egri ise 5
kontrol noktasi tamimlanarak ¢izilmigtir. Bu noktalardan ikisi B2 noktasi iizerinde
cakisiktir(B1, B2, B2, B3, B4).En istteki egri ise 6 kontrol noktas: tammlanarak ¢izilmistir.
Bu noktalardan Gg¢ii B2 noktas: iizerinde g¢akigiktir. Sekilden de gorildigi gibi aym nokta
tizerinde birden fazla nokta tamimlanirsa egri o noktaya yaklagmaktadir. Aym nokta iizerinde
tanmimlanan nokta sayis1 k-1 oldugu zaman o nokta iizerinde efride keskin bir kose
olusmaktadir. Bu da bize B-spline egrilerinin bir baska 6zelligini géstermektedir. Gemi formu

belirlenirken gene hatlar1 bu 6zellik sayesinde gizilebilmektedir.

B-Spline karigim fonksiyonlarindaki diiim vektorlerine bagli esneklik , B-spline egrilerinde
¢esitli sekillerde miidahale olanaklan saglamaktadir. Bu olanaklar goyledir :

Digiim vektor gesitliligi(Uniform, Nonuniform)

Karisim fonksiyonunun mertebesinde degisiklik yapma olanag:

Egriyi tayin eden ¢okgenin kontrol noktalarinda yapilabilecek degisiklikler

Aynm1 kontrol noktasi ilizerinde gokiu kontrol noktasi tamimlanabilmesi(Cene hattimn
belirlenebilmesi)

e Diigim vektoriinde ¢oklu diigiim noktast degerleri kullanilabilmesi
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3 multiple vertices

2 multiple vertices B,

No multiple vertices

Sekil 3.16  Bir kontrol noktas: iizerinde birden fazla kontrol noktas: tanimlanmasinin B-
spline egrisine etkisi

3.4 NURBS Egrileri

Rasyonel egri ve yiizey ifadeleri bilgisayar grafik literatiiriinde ilk olarak Coons tarafindan
ele alinmigtir. NURBS egrileri, bilgisayarla grafik tasarimi alaminda bagimsiz formdaki
egrilerin yam sira aym zamanda ¢izgi, diizlem, konik egrilerin (daire, elips, hiperbol) de
ifadesinde kullamlabilen matematiksel bir yontemdir. NURBS egrileri ilk olarak Versprille
tarafindan ele alinmigtir. NURBS egrileri aym1 zamanda Amerikan Standartlar Enstitiisii’nde
grafik paylagim olarak bir standart olarak kabul edilmigtir. IGES standartlan olarak da anilan
bu standart bilgisayar ve bilgisayar yazilimlan arasinda dosya degistirme islemlerinde
kullanilmaktadir.

Rasyonel bir B-spline egrisi, dért boyutlu bir homojen koordinat uzayinda ifade edilen
rasyonel olmayan bir egrinin ii¢ boyutlu fiziksel uzaydaki izdigiimiidiir. Rasyonel B-spline
egrisinin ifadesi agagidaki gibidir.

P(t)=ZBihNi,k ® (3.30)
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Burada B} dért boyutlu uzaydaki kontrol noktalaridir. N,,(f) daha énce (3.28)’de verilen

rasyonel olmayan B-spline temel fonksiyonlaridir. Dért boyutlu uzaydan G¢ boyutlu uzaya
izdtigiim agagidaki gibi dort boyutlu uzayin homojen bir koordinata boliinmesiyle asagidaki
gibi yapiimaktadir.

n+l

ZBihiNi,k (t) nel

P(t):iz—;{—————=ZBiRi,k(t) (331
ShN,0 =
mN, (@)
R, O)=fi— (3.32)
ZhiNi,k @

h; burada homojen koordinatlan ifade etmektedir. /s, degerlerine aymi zamanda agirlik
degerleri denmektedir. (3.31)°de gérﬁl&ﬁgﬁ gibi A, degerleri 1’e esit oldugunda denklem
ifadesi daha oOnceki bolimde inceledigimiz rasyonel olmayan B-spline eZrisi halini
almaktadir. Yukandaki ifadeden de goruldigiu gibi rasyonel B-spline egrileri rasyonel
olmayan B -spline egrilerinin genel bir halidir. Dolayisiyla rasyonel olmayan B-spline
egrilerinin dzelliklerine sahiptir.

Rasyonel olmayan B-spline egrilerinde kullaulan diugiim vektérleri, rasyonel B-spline
egrilerinde de kullanilmaktadur.

h, agirhk degerlerinin etkileri Sekil 3.17 ve 3.18’de gosterilmigtir. Sekil 3.17°de 5 kontrol
noktast, k = 3 ve agik diizgiin diiftim vektoriine gore gesitli A, degerleri igin ¢izilmis temel
fonksiyonlar goriilmektedir. $ekis 3.18’de yine A, deZerlerinin egriye olan etkisi
gorilmektedir. Sekilden de goriilebilecedi gibi /,= 0 oldugu zaman egri diiz bir ¢izgi halini
almaktadir. s, degeri arttif1 zaman ise egrinin kontrol noktasina yaklagtif1 gériilmektedir.

Daha 6nce de belirtildigi gibi NURBS egrileri aym zamanda tiim konik kesitlerin ifadesinde
de kullanilabilir. Konik kesitler ikinci dereceden denklemlerle ifade edildiginden, NURBS
egrisi yontemiyle ifade edilebilmeleri i¢in k = 3 olarak ve ¢ kontrol noktasiyla
tammlanabilmeleri gereklidir. Ug nokta tanimlandig: igin burada agirlik degerlerinden A, *nin
degeri konik kesitin formunu belirlemektedir. Asagida h belirli degerlerine kargilik gelen

konik kesitler verilmistir.
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h, =0  duzizgi
0<h, <1 elips egri pargast
h, =1  parabolik egri pargast
h, >1 hiperbolik egri pargasi

Konik kesitler gemi formunun tamminda en ¢ok sintine dénimi bolgesinde ve geyrek daire

formunda kullanilmaktadir. Sintine doniimiinii ¢eyrek daire olarak ifade edebilmek igin

h, =+/2/2 degeri kullanilmahdir.

. Ry 5 Rys
1 !
NE Rss R R R
3.3 5
13 R2,3 R4'3 3
R3.3 %
1 1 L [l r
00 1 2 3 00 >I " | > J 3 3[
(@ (c)
! R
IANE Ros 2 R
R3.3
o 1 ] 1 t
0 1 2 3
(b) . d)-

Sekil 3.17  Rasyonel B-spline temel fonksiyonlar1 n+1 = 5, k = 3, ac¢ik diigiim vektorii
[x]=fo 0 0 1 2 3 3 3},[H]=] 1 & 1 1], a)hy=0, b)hs=0.25, c)h;=1.0,
d)h3=5
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y
2_ Bz . h3 = 0 84 3
‘!
0.25
1.0
A 50
o 1 1 v L ! '
0 2 B 4 B X

3 s

Sekil 3.18 Rasyonel B-spline egrisi ,n+1 = 5, k =3, agik dugim vektori
[x]=[o 0 0 1 2 3 3 3L[H]=[t 1 & 1 1], 2)hs=0, b)hs=0.25, Jhs=1.0, d)hs=5
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4. GEMI FORMUNUN MODELLENMESINDE KULLANILAN YUZEYLERIN
MATEMATIKSEL OLARAK IFADE YONTEMLERI

Yiizeyler ve yiizey tammlamalan bilgisayarla tasanm ve imalat alaninda biyik bir rol
oynamaktadir. Bilgisayar destekli tasarimda, ii¢ boyutlu gergek bir yiizeyin matematiksel
olarak ifade edilmesi ¢ok 6nemlidir. Béylelikle tasarimin ilk agamalarinda bile egrilik gibi
yiizeysel oOzellikleri ve hacim, yizey alani, atalet momenti gibi fiziksel o6zellikleri
hesaplamaya olanak saglanmistir. Bunun yaninda elde edilen yiizeyin imalat1 i¢in gerekli bilgi
klasik yontemlere gore daha kisa siirede elde edilmektedir. Ornek olarak imalat icin sayisal

kodlarin ¢ikanilmas: yine yardimct bilgisayar yazilimlanyla ¢ok kisa siirede elde edilmektedir.

Yiizey belirleme tekniklerinde temel olarak iki teknik kullanilmaktadir. Bunlardan birincisi
¢oguniukla Coons’un ismiyle amilmaktadir. Coons yiizey ifade tekniginde bilinen noktalardan
yuzey elde etme teknifi kullanilmaktadir. Ikinci olarak ise ¢ogunlukla Bézier *in ismiyle

anilmaktadir.

Bu bolimde yine Bézier yiizeylerinin dogal bir uzantisi olan B-spline ve NURBS yiizeyleri

incelenecektir.

4.1 B-Spline Yiizeyleri

Bézier yiizeyinin dogal bir uzantis1 olan B-spline yiizeyinin kartezyen g¢arpimi asagidaki
sekilde ifade edilmektedir.

ntl m+l

O(u,v) = z ZBi,jNi,k (u)Mj,z (w) 4.1
i=1 j=1
Upin SUS U, 2<k<n+l
W SWSW,_ 2</<m+1
1 x,<u<
Ni,l(u)={o R (429)
~-x. WV, —u)N,
Ni,k (u) — (u J?x )Nl,k—l (u) + (xi+k u) i+l,k-1 (u) (42 b)

Xieka1 — % Xivk — Xin
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Iy, swsy,
M il w)= {0 '
(w —Y; )M saa ) + 0 —wIM jHLI- )

M Al (w)=
Yista = Y; Yist = Yin

(4.3 b)

B-spline egrilerinde oldugu gibi B-spline yiizeyinin geklini ve karakterini [X] ve [Y] dugim
noktas: vektorleri belirlemektedir. Burada da yine agik, periyodik ve diizgiin olmayan diagim
noktast vektérleri kullamlmaktadir. Her iki parametrik yénde de aym tip diigiim noktas:
vektorii kullamlsa da bu gerekli degildir. Ornek olarak bir yonde agik bir yonde periyodik
dogiim noktas1 vektori kullamlabilmektedir. Buna &mek silidirik yiizey verilebilir. Simr
egrileri ve aradaki egrilerin ifadesinde B-spline temel fonksiyonlan kullamildifindan B-spline

o Her iki parametrik yondeki ylizeyin mertebesi ayn1 yondeki kontrol sayisina esittir

o Her iki parametrik yondeki siireklilik, aym1 yondeki mertebe sayisindan iki eksiktir

e B-spline yiizeylerinin bilgisayarda 6l¢eklendirme, dondiirme vb. transformasyon iglemleri
tel kafesin kontrol noktalarina uygulanarak yapilabilmektedir.

e Poligon tel kafesin bir kontrol noktasinin etkisi her iki parametrik yoénde de
+ k£ /2,+1/ 2 kadar kenar sayisi igerisindedir.

e Tel kafesin kontrol nokta sayisi, her iki parametrik yonde de efrinin mertebesine egit
oldugunda ve ara dii§iim noktas: degeri kullamimadifinda yizey Bézier yiizeyine
indirgenmektedir.

o Yiizey kontrol noktalarinin alam igerisinde kalmaktadir.

Daha onceki B-spline egrileri boliimiinde de incelendigi gibi B-spline yiizeylerinde de diiz
yizeyler veya keskin koselere sahip yiizeyler ifade etmek miimkiindiir. Sekil 4.1 — 4.3 “de
iiglincii mertebeden (ikinci derece) yiizeylere ait érnekler bulunmaktadir. Sekil 4.1°da 4x4 tel
kafesten olusan bir yiizey gorilmektedir. Aradaki noktalar dogrusaldir. Simir kontrol
noktalariyla ifade edilen egrinin 6telenmesiyle olugturulmustur. Sekil 4.1 de ise ara noktalara
eklenen bir sira kontrol noktasinin eklenmesi sonucunda olusan yiizey gériilmektedir. Yine
burada da ara noktalar dogrusaldir. Ara noktalarda yiizeyin dilzlestii gériilmektedir. Sekil
4.1’de ara noktalara bir sira daha kontrol noktas: eklenmistir. Bu gekilden de goriildigii gibi
Sekil 4.1°den daha genis bir diiz alana sahip yiizey elde edilmisgtir.
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Sekil 4.1 Ugiincii dereceden B-spline yiizeyleri

Sekil 4.2°de aym kontrol noktast iizerinde k-1 adet gakigtk nokta tammlanmasi sonucunda

olugan B-spline yiizeyi goriilmektedir. Burada sadece bir parametre yoninde ¢akigtk nokta
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tammlanmigtir. Tammlanan yonde keskin bir koge olusmaktadir. Her iki yonde de gakigik
nokta tammlandiinda, her iki yénde de noktalarin tanimlandigi kontrol noktalarin gakigtigt
yerde bir kose nokta olugmaktadir. (Sekil 4.2b) B-spline egrilerinin ve yilizeylerinin her yerde

C*? | C** siirekli olmasindan dolay: bu kige noktalarda daC*2 /C'2. dereceden siireklidir.

B-spline egrilerinin ve ylizeylerinin bir diger avantajli 6zelligi ise kontrol noktalan iizerinde
+ k/2,21/2kenar sayis1 veya tel kafes sayisi kadar lokal kontrole olanak saglamasidir. (Sekil
43)

S §\‘\“‘:=‘-'———_—-—
0 \\\\\\\\\“‘:_
N XS

Sekil 4.2 Aymi nokta {izerinde birden fazla tammianmis kontrol noktasimn dérdiincii
mertebeden B-spline yiizeyine etkisi

Sekil 4.3 B-spline yiizeyinde lokal kontrol
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4.2 NURBS Yiizeyleri

Bir NURBS egrisinin dort boyutlu homojen koordinatlarda kartezyen garpimi agafidaki

gibidir.
n+l m+l

Q)= BEN,, @M, (w) (4.49)
i=l j=1

Yukandaki denklemde B;; dort boyutlu homojen kontrol noktalarni, N, ,(u),M;,(w) ise

daha 6nceki boliimde ifade edilen rasyonel olmayan B-spline temel fonksiyonlarim ifade
etmektedir. Yukaridaki ifadeyi homojen koordinatlara boéldigimizde ¢ boyutlu uzaydaki

izdiigiimii olan rasyonel B-spline yiizeyini elde ederiz.

n+l m+1

; Z; h, jBi,jN we M IT (w) I
Ou,v) = _”:l—mﬂ : =Zl‘§B"jS"f(u’w)
z Z hi,jN e @M 2 (W) ==

i=1 j=1

hi,jN e @M il w)
n+l m+1

Z Z hi, jN ik ()M il (w)

i=1 j=1

Si,j(”:“’) =
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5. EGRIi UYDURMA YONTEMLERININ INCELENMESI

Bir 6nceki béliimde B-spline egrisinin nasil ¢izdirildigini gérmiistiik. B-spline egrisi kendini
tayin eden gokgenler yardimiyla ifade edilir. B-spline egri uydurma yonteminde ise elimizde
var olan noktalardan gegen egrinin kontrol ¢okgenlerinin kontrol noktalarimin elde edilmesi

gerekir.

Egri uydurma yontemleri ikiye ayrilmaktadir. Bunlar sirasiyla enterpolasyon ve yaklagim
yontemleridir. Enterpolasyon yonteminde egri ya da yiizey verilen noktalardan gegmektedir.
(Sekil 9.1.) Yaklagim yonteminde ise egri noktalarin tam iistiinden gegmeyebilir fakat belli bir
hata payiyla yakimindan ge¢mektedir. Bazi uygulamalarda , omnegin sayisal tabletler
yardimiyla bilgisayara bilgi aktarirken ufak hatalarla aktaniimaktadir. Egrinin bu noktalardan
tam olarak gegmesini istersek efride bir takim sapmalar ve gezinmeler olabilir. Boyle
durumlarda yaklagim yontemi uygulanarak bu sapma ve gezinmeler ortadan kaldinlabilir.

Yaklagim yonteminde egri belirli bir sinir degerinde verilen noktadan sapma yapabilir.

Egri uydurma yontemlerine iligkin genis bir aragtirma yapilmistir ve halen yapilmaktadir.
Fakat genellikle kesin bir sonug elde edilememektedir. Ornek olarak Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 ‘de
belirli noktalardan birden fazla NURBS egrisi gegebilir. Bu tamamen uygulayan kiginin
tatminine baglidir. Daha 6nceki bolimlerde de bahsedildigi gibi NURBS egrisinin formu
birden fazla parametreye baglidir. Bunlar sirasiyla parametre degeri ,diifiim noktas: vektori,
agirhik noktalarinin tayinidir. Bunlar birden fazla yontemle belirlenebilmektedir.

Qq

D,

Sekil 5.1 Enterpolasyon yontemine gore egri uydurma
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Sekil 5.2 Yaklagim yontemine gore egri uydurma

Egri uydurma algoritmalart ¢ogunlukla iki grupta toplanmaktadir. Bunlar global ve lokal egri
uydurma algoritmalaridir. Global egri uydurma algoritmalart adindan da anlagilacag: gibi
verilen noktalara global olarak yaklagilmaktadir. Verilen bilgiler nokta koordinatlari ve
tiirevleri ise lineer sistemdir ve ¢dziimii kolaydir. Tayin edilecek egrinin derecesi, diigiim
noktasi vektorii ve agirhk degerleri uygulayict tarafindan segilmektedir. Eger daha fazla bilgi
verilmigse, 6rek olarak egrilik verilmigse ve digim noktas: vektorii ve agirlik degerleri
belirli degilse 0 zaman sistem lineer olmayan bir sistem halini alir. Lokal algoritmalarda ise
efri ya da yiizey par¢a parga tamimlanabilmektedir. Verilen noktalardan birinde olugabilecek
bir degisiklik sadece o noktada lokal bir degisiklie neden olur. Bu algoritmalar bilgisayar
islemleri igin avantajlidir. Ote yandan lokal degisikliklerden tiirii simr noktalarda stireksizlik
olugsmaktadir. Bu da bu yontemin dezavantajlarindandir. Bu bélimde global enterpolasyon

egri uydurma yontemi incelenecektir.

5.1 Global Enterpolasyon Yontemi

Daha 6nceki boliimlerde de ifade ettifimiz gibi B-spline egrisi asafidaki sekilde ifade
edilmektedir.

n+l

P(t)=3 BN, ()

i=1
B, : Bilinmeyen kontrol noktalar:

P: Egri gecirilecek noktalar
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Eger bir nokta bir egri iizerinde ise yukarida verilen denkleme gore asagidaki sekilde ifade
edilir.

I)l(tl)le,k(tl)Bl +N2.k (tl)Bz to +Ni,k(t1)Bi

P,@t,)=N,,(t,)B, + N, (t,)B, +....... +N, . (,)B,

P,(@#;)=N,,(t,)B, +N,,(t;)B, +...... +N, . (,)B,

2<k<n+l1<j

Yukaridaki denklem sistemi matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.
[Pl-IvIz]

PF =[re) A& . B

[B]=[B, B, ... B]

)=

2<k<n+1=j, olduunda [N] kare matris haline doniigmektedir. Denklemin goziimii [N]

matrisinin tersini alarak ¢oziilebilir.
[B]=[NT"[P] 2<k<n+l=j

Bu durumda egri biitiin noktalardan gegmektedir. Her ne kadar efrinin strekliligi her yerde

C*?sirekliliginde olsa da bilinmeyen nokta sayisi kontrol nokta sayisina esit oldugundan

egri diizglin olmayabilir.

Daha diizgiin bir efri daha az sayida kontrol noktasiyla elde edilebilir. Bu halde Denklem
5.1.1%in ¢oziimil asagidaki sekilde olur.



s4
[P]=[v]5]

VT [P1=IvT [V IB]

Bl=[vT W' VT [P]

Yukaridaki her iki ¢6ziim yontemi [N ] matrisinin bilindigi kabuliine gore yapiimaktadir.

Her ne kadar ¢oziim basit gibi goriinse de parametre degerlerinin hesaplanmas: ve diigum
noktast vektoriiniin hangi yonteme gore hesaplanacag: iyi tayin edilmek zorundadir. Aksi
takdirde tekil matris olugmakta ve ¢bziim yapilamamaktadir. Parametre degigkenlerinin
hesaplanmasinda gogunlukla agagidaki li¢ yontem kullamlmaktadir.

e Esit araliklarla hesap yontemi

e Kordon boyu yaklagimi

e Merkezcil hesap yontemi

Esit araliklarla hesap yOntemi verilen noktalar diizensiz ise istenmeyen kapali egriler

vermektedir. Dolayisiyla tavsiye edilmemektedir.

1, =0 t, =1
t, =Z{— k=1,....,n-1
n

Kordon boyu yaklasimi en ¢ok kullamlan yontemlerden bir tanesidir. Noktalar arasinda

mesafeyi baz alan bir hesaplama yontemidir. Diizgiin parametre degerleri vermektedir.

d=3|P - P
k=1
1,=0 t, =1

_ IPk —Pk—ll
I, =t,,+ 7

n : Nokta sayisi

Merkezcil hesaplama yontemi diSer hesaplama yontemlerine kiyasla yeni bir yontemdir.

Yontem keskin déniisler veren noktalar igin diger yontemlerden daha iyi sonu¢ vermektedir.
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d="f:,/|Pk -P, |

k=1
t, =0 ¢t =1
P —-P _
tkztk_l+—h‘—g"—‘l k=1,....,n~2

n : Nokta say1st

Digiim noktas: vektori hesabi igin ise agik, diizgiin olmayan digim vektorii hesabinin yam

sira ortalama diigliim vektorii hesaplama yontemi de kullanilmaktadir.

1j+p—l
’f“‘:Z >t Jj=Le...,n-k-1

i=j
k :Egrinin derecesi
n :Nokta sayisi

Sekil 5.3te 7 noktadan gegen ve yukandaki yontemlere gére hesaplanmug egrilerin
kargilagtinlmasi gorilmektedir. Dz gizgiyle ¢izilen eri esit aralikh parametre ve periyodik
dugiim noktas: vektoriine gore hesaplanmig egridir. Kesikli ¢izgiyle gosterilen egri kordon
boyu parametre yaklagimi ve ortalama dugiim vektorii hesabina gore hesaplanmigtir. Nokta
nokta olan efri ise merkezcil parametre yaklagim ve ortalama digiim vektorii hesap
yontemine gore hesaplanmistir. Sekil 5.4’te ise yine aymi parametre ve diifiim noktast
hesaplama yontemine gore hesaplanmig farkh noktalardan gegen egri goriilmektedir.
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Sekil 5.4 Degisik parametre ve diigiim vektériine gére egri uydurma 6rnegi
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6. EGRI UYDURMA YONTEMININ GEMI TEKNE FORMUNUN
MODELLENMESINDEKiI UYGULAMASI

Bu boliimde ,besinci boliimdeki incelenen global enterpolasyon egri uydurma yontemi igin bir
uygulama caligmast yapilmigtir. Bu uygulama i¢in C programlama diliyle yazilmig bir

bilgisayar programi hazirlanmigtir. Programin genel akig semasi asagida verilmistir.

BsplineCurveFit programinin akis semasi

Girdi dosya ismi (Or. Girdi)

Cikt1 dosya ismi (Or. Ciktr)

GIRDI
Parametre yontemi (Esit aralik, kordon boyu ,
merkezcil)
Parametrelerin Hesaplanmasi (Parameterization())
ISLEM

Diigiim Vektoriniin Hesaplanmasi(KnotVecto())

Denklemlerin Matris Olarak Olusturulmas: ve Coziimi

CIKTI Kontrol Noktalarinin Bulundugu data dosyasi(Cikti.dat)
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Program girdi olarak egrinin gegirilecegi noktalarm bulundufu .txt uzantisinda bir dosya
almaktadir. Aym1 zamanda ¢ikt: dosyalarimn ismi girilmektedir. Programa egri uydurmada
kullamlacak parametre ve diigiim noktasi vektori hesap yontemleri de segenek olarak
girilmektedir. Yapilan 6n galigmalar sonucunda bu segenek kordon boyu parametre hesap
yontemi ve agik diigtim vektori hesap yontemi olarak sabitlenmistir. Parametre ve digiim
vektoéri hesabi yapildiktan sonra matris iglemlerine sokularak kontrol noktalan elde
edilmektedir. DrawBspline fonksiyonu tarafindan alinan bu kontrol noktalar1 egriyi
¢izdirmektedir. Cikt1 olarak daha 6nceden girilen dosya isminde .dat ve .scr uzantili dosyalart
alinmaktadir. .dat uzantili dosyada sonu¢ egrisinin ¢izdirildigi B-spline kontrol noktalart
bulunmaktadir. .scr uzantili dosya ise Autocad isimli bilgisayar programinda sonu¢ egrinin

¢izdirilmesinde kullanilmaktadir.

Sekli 6.1 — 6.4°de 4500 DWT’luk bir kimyasal tankere ait program ¢iktist posta kesitleri
gorillmektedir.
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KORDON BOYU YAKLASIML
ACIK DUGU! [IRU

Sekil 6.1 Ofset degerlerinden B-spline egrisi gegirilmig posta kesiti
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fR2

KORDON BOYU YAKLASIMI
ACIK DUGUM VEKTURU

Sekil 6.2 Ofset degerlerinden B-spline egrisi gegirilmis posta kesiti
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Sekil 6.3 Ofset degerlerinden B-spline egrisi gegirilmis posta kesiti
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KORDON BOYU YAKLASIMI
ACIK DUGUM VEKTORU

Sekil 6.4 Ofset degerlerinden B-spline egrisi gegirilmig posta kesiti
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7. SONUC

Gemi formunun matematiksel ifadesi sayesinde, optimum gemiye ulagmak i¢in gemi dizayn
spiralinde yapilan dongiiler son derece kisa zamanda gergeklestirilebilir, alternatif ¢éziimler
siratle elde edilebilir. Daha 6nceden de belirtildigi gibi, gemi mihendisliginin temelini
olusturan hesaplamalarin hemen hepsi, gemi formuna direkt olarak baglidir ve bu hesaplarin
konvansiyonel yontemler kullanilarak el ile yapilmasi ¢ok uzun zaman almaktadir. Bu ise
zaman kaybi, maliyetlerin yikselmesi ve analitik hesap yerine bazi niimerik yaklasimlar
yapmanin getirdigi hatalar gibi, dezavantajlara sebep olur. Gemi formunun bagarili bir gekilde
matematiksel ifadesi sayesinde bugiin endezhane islemleri (endazenin ¢izilmesi ve
diizeltilmesi , posta ve tiilani egim kaliplaninin ¢ikanimasi, dig kaplama saglarinin agilmasi,
sa¢ egim kaliplarimin ¢ikanimas;, vb.) tamamen bilgisayar ortaminda siratle
yapilabilmektedir. Yine gemi formunun matematiksel ifadesi sayesinde bazi CFD programlari
kullanilarak formun temel direng ve sevk karakteristikleri, olusgturdugu dalga sistemi, akim
hatlari, denizcilik ozellikleri hakkinda dizaynin ¢ok erken safhalarinda bilgi sahibi
olunabilmekte , bu ise model deneylerinde daha sonuca varmadan bir yerden baglama imkam
verdiginden biiyiik bir zaman ve para tasarrufu saglanmaktadir.

Uglincii ve dordiincii boliimlerde gemi tekne formunun modellenmesinde kullamlan egri ve
yizey yontemleri incelenmigtir. Bu inceleme sonucunda NURBS egri ve yiizeyleri hem
serbest formdaki hem de diizlem , konik formdaki egri ve yiizeylerin ifadesine olanak
sagladifindan diSer yontemlere ustiinlik saglamistir. Bu istiinlik Amerikan Ulusal
Standartlar Enstitiisii (ANSI) tarafindan yayinlanan IGES dosya paylagim standartlanyla
tasdiklenmigtir. IGES standartlan NURBS egri ve yiizeylerinin bilgisayar programlar
arasinda paylasima olanak saglamaktadir. NURBS egri ve ylizeyleri bilgisayar programlarimn
temelini olugturmaktadir.

Uygulama ¢aligmas: olarak besinci bolimde incelenen global enterpolasyon efri uydurma
yonteminin gemi tekne formunun modellenmesindeki uygulamasi yapilmigtir. Daha onceki
boliimde de incelendigi gibi B-spline egrisinin formu , parametre hesap tiirii , digim noktast
vektorii hesap tiiri, afirhik degerleri gibi birden fazla parametreye baghidir. Uygulama
¢aligmasinda kullanilan global enterpolasyon yontemi ise diger yontemlere kiyasla daha basit
olmast bakimindan uygun goriilmiigtir. Egri uydurma yonteminin basarist parametre ve
digim vektorii hesap yonteminin segimine baglidir. Yapilan 6n caligmalar sonucunda
parametre tilirQl i¢in kordon boyu yaklagimi daha uygun gérilmiigtiir. Yine diigim vektorii
hesab1 igin de agik diigim vektori hesap yontemi daha uygun gorilmiigtiir.
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