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OZET

Bu ¢aligmanin amaci1 Bayesgil regresyon analizi ile pirlanta fiyatlarinin incelenmesidir.
Caligmada diger parametre tahmin yontemlerinden de bahsedilmektedir. En ¢ok olabilirlik
metodu {izerinde 6zellikle durulmus olup Bayes yaklagimi ile olan ilgisinden s6z edilmistir.
Ayrica prior ve posterior dagilim kavramlan iizerlerinde de durulmustur. Prior dagilimlarin
posterior dagilim iizerine olan etkileri anlatilmaya galigilmigtir.

(Caligmanin uygulama kisminda pirlanta fiyatlarinin belirlenmesinde etkin olan faktorlerden
yola ¢ikilarak bir regresyon modeli kurulmustur. Prior dagilim bilgileri ile 6rnekten gelen
bilgiler birlestirilerek yeni bir regresyon modeli olusturulmustur. Boylelikle regresyon
modelinin parametreleri igin elde edilen giiven araliklarinin uzunluklarinin azaldig:
gozlenmistir.

Anahtar Kelimeler: prior dagilim, posterior dagilim, bayesgil regresyon



ABSTRACT

The aim of this study is to analyse the factors which determine the levels of the prices of
diamonds by a Bayesian regression analysis. Some parameter estimation techniques are also
mentioned in this study. The importance of the maximum likelihood method in parameter
estimation is emphasized and the relation between the likelihood function and Bayesian
approach is put forward. Besides some concepts of prior and posterior distributions are
discussed  to some extent. Some of the affects of prior distributions on posterior
distributions are exposed. On the empirical part of this study, a regression model is
constructed by using the factors which determine the price levels of diamonds. By unifying
the information obtained from prior assumptions and the data at hand a new regression model
is developed. Thus it is observed that the lengths of the confidence intervals for the
parameters have been reduced.

Key Words: prior distribution , posterior distribution , bayesian analysis
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GIRIS

Tezin ilk boliimlerinde olasilik kavramlari olasilik dagilimlarim siirekli kesikli dagilimlar ve
ozel dagilmlarimi anlattim. Daha sonra  istatistikte kullanilan bazi parametre tahmin
yontemlerinden soz ettim. Bayesgil metodolojinin prior dagilim, posterior dagilim, eslenik
dagilimlar , kayip fonksiyonu gibi temel kavramlarini tartismaya ¢aligtim.

Calismanin {giincli boliimiinde ise klasik regresyon analizinin bazi varsayimlarindan ve
metodolojisinden bahsettim.

Uygulama olarak pirlanta fiyatimin meydana gelmesini saglayan parametreleri bayesgil
regresyon metoduyla analiz ettim.Bayesgil regresyon sonuglarin1 klasik regresyon sonuglar
ile kargilagtirdim. Bunu yaparken Minitab ve Excel programlarindan yararlandim.

Tasin fiyatiyla 6zellikleri arasindaki iligkiyi once klasik regresyonla analiz ettim . Cikan
sonucu modele ekleyerek bayesgil regresyon modeli olusturdum. Sonug¢ olarak pirlanta
taginda tecriibeli insanlarin goriislerinin a priori bir bilgi olarak modele dahil edilmesinin daha
uygun bir regresyon modeli olusturmak ag¢isindan yararli olacag: sonucuna vardim.



BOLUM 2: OLASILIK DAGILIMLARI VE OLASILIK YOGUNLUKLARI

2.1. Olasihik Tanimi

Olasilik, bir belirsizlik 6lgiitiidiir. Olasilik kavrami, bir olayin gergeklesebilmesinin sayisal bir
olgiisiinii verir. 0 ile 1 arasindaki bir dlgekle gosterilir. 0 olasiligi olayin gergeklesmesinin

imkansiz oldugunu, 1 olasilig1 ise olayin gergeklesmesinin kesin oldugunu gosterir.

Olasiliklar1 tanimlamanin en eski yolu olan "klasik olasilik kavrami", olanakli biitiin
sonuglarin sansinin esit oldugu zaman uygulamir. Bu durumda, aralarindan birinin
gergeklesmek zorunda oldugu N tane esit sanslhi durum varsa ve bunlardan n tanesi lehte ya da

basar olarak goriilityorsa, o zaman bir bagarinin olasilig1 “n/N” oramyla gosterilir.

Klasik olasilik kavraminin temel aksakligi kullanim alaninin sinirli olmasidir, giinkii pek ¢ok

durumda ortaya ¢ikan olanaklar esit sansh degildir.

Olasilik kavramlarindan en ¢ok benimsenenler arasinda “siklik yorumu” yer alir.

2.2. Orneklem Uzaylar

Olasilik kavraminin daha iyi anlagilabilmesi i¢in 6ncelikle deney, sonug, 6rneklem uzay: ve

olay terimlerinin agiklanmasi gerekir.

Istatistikte gozleme ya da 6lgme siireglerinden her birine deney denmektedir. Bir deneyden

elde edilen bulgular ise deneyin sonuglar1 diye adlandirilir.

Bir deneyin biitiin olanakli sonuglarindan olusan kiimeye 6rneklem uzay1 denir ve genellikle S
harfiyle gosterilir. Bir 6rneklem uzayindaki her sonug¢ 6rneklem uzayinin 6gesi ya da kisaca

orneklem noktasi adim alir. Bir deneyi betimlemek i¢in farkli 6rneklem uzaylar1 kullanilabilir.

Orneklem uzaylan gogunlukla icerdikleri 6ge sayisina gore siniflamirlar. Ornegin bir deneme
bir zarin bir kez atilmasindan ibaretse ve kag¢ gelecegiyle ilgileniliyorsa, 6rneklem uzayi,
S={1,2,3,4,5, 6 } olur. Bu 6rneklem uzay1 sonlu sayida 6ge igerir. Diger bir 6rnek olarak,
madeni bir para yaz1 gelene kadar atilmaya devam ederse, bu ilk atista, ikinci atigta, Gigiincii
atigta, ... olabilir yani sonsuz sayida durum vardir. Bu durumda Orneklem uzayi,
S={ Y, TY, TTY, TTTY, ...} olur. Ama buradaki &gelerin sayilar1 sayma sayilar1 kiimesinin

elamanlari ie birebir eslesebilir ve 6rneklem uzayina sayilabilir sonsuz denir.



Bir 6rneklem uzayimnin sonlu sayida 6gesi varsa ya da 6geleri sonsuz sayida ama sayilabilir ise

bu uzaya ayrik ya da kesikli denir.

Baz1 deneylerin sonuglan ne sonludur, ne de sayilabilir sonsuz. Omek olarak iki kimyasal
maddenin tepkime siiresi Olgiilmek isteniyorsa, orneklem uzaymi olusturan sonuglar
sonsuzdur ve sayillamaz.Ornek olarak zaman,agirlik,hacim siireklidir. Bir dogru pargasi
iizerindeki biitiin noktalar ya da bir diizlem iizerindeki biitiin noktalar gibi bir siireklilik

olusturan 6rneklem uzay: siireklidir denir.

Bir 6rneklem uzaymin her bir altkiimesine olay denir. Bir olay sadece bir 6rneklem noktasi
igeriyorsa basit olay, birden fazla 6rneklem noktasi igeriyorsa bilesik olay olarak adlandirilir.
Bir deneyin sonucunda gergeklesme olasiligi 1 olan olaylara kesin olay, gergeklesme olasilig1

0 olan olaylara ise imkansiz olay denir.

2.3. Bir Olaym Olasihg:

A kiimesi, S 6rnek uzayi igerisindeki herhangi bir olay olsun. A olaymnn olasiligi da P(A) ile

gosterilsin. P(A)’nin tamimlanabilmesi ile ilgili su durumlar gegerlidir.:

* Bir olayin olasiligi negatif degerler almayan reel bir sayidir, yani S’in herhangi

bir A altkiimesi i¢in P(A) =0’dur.
*P(S)=1
Ornek uzayimn gergeklesme olasilig 1°dir.

« A, A, Aj; .. olaylann, S’nin bagdasmayan olaylarinin sonlu ya da sonsuz

bir dizisiyse,

P(AIVY AV A3V ..)=P(A1) + P(A2) P (A3) +...)

2.4. Baz Teoremler

Olasiligin ii¢ 6nermesine dayanarak asagidaki 6nermeler tiiretilmigtir.

Teorem 1: A ile A', S 6rneklem uzayinda tamamlayici( complementary) olaylarsa;
P(AN=1-P(A)

Teorem 2: Herhz;ngi bir 6rneklem uzay: S' de P(J) =0 olur.

Teorem 3: A ile B, S érneklem uzayinda iki olaysa veA B ise,

P(A) = P(B) olur.

Teorem 4: Herhangi bir A olay1 igin 0 < P(A) < 1’dir.



Teorem 5: A ve B, S 6rneklem uzayinda herhangi iki olaysa;

P(AVYB)=P(A) + P(B) - P(AM B)’dir.

Teorem 6: A, B ve C, S 6rneklem uzayindaki herhangi ii¢ olay ise;
P(AVYBVYC)=P(A)+P@B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBMNC)
gerceklesir.Bu durum asagidaki gibi genellenebilir:

Tiimevarim yardimu ile aym 6rnek uzay: S igerisinde yer alan ), £, ..., F, olaylan igin

P(E\VE,VY..VE,)
=ﬁ}P(E")_ZP(E'“Ef)+AZkP(Ez“E/“Ek) - 2;‘ IP(E,“E,-“EWE,H
i <] I<J< i<j<k<

n+l

AH=)""P(E,NE,N..OE,)

bulunur. S6zel bir ifade ile n olayin birlesiminin olasilig1 olaylarin tek tek olasiliklarinin
toplami eksi ikili kesigimlerinin olasiliklarinin toplami art1 ti¢lii kesigimlerinin toplamu ...

bigiminde hesaplanir.

2.5. Kosullu Olasihk
Bazen, bir olayin gergeklesme sansi, baska olaylarin gerceklesip gerceklesmemesine bagh

olabilir. Bu gibi durumlarda kosullu olasilik kavraminin kullanilmas: gerekmektedir.
Kosullu olasiligin tamimui su sekilde yapilabilir; A ile B, S 6rneklem uzayinda iki olaysa ve

P(A) #0 ise, A verilmisken B' nin kosullu olasilig

P(ANB)

P(B/A) = S

; (P(A)#0 igin) olur.

Bazi Teoremler

1. A ile B, S 6rneklem uzayinda birer olaysa ve P(A) # 0 ise,

P(A NB)=P(A).P (BA)

2. A, B ve C, S drneklem uzay iginde ii¢ olaysa ve P (AM B) # 0 ise,

P (A N"BNC)=P(A).P (B\A). P(C\(ANBY))

2.6. Bagmsiz Olaylar
A ile B gibi iki olaydan birinin gergeklesmesi ya da gergeklesmemesi Gtekinin gergeklesme

olasiligini etkilemiyorsa, bu olaylar birbirinden bagimsizdir. Simgelerle gosterilirse,



P(B\A) = P(B) ve P(A\B) = P(A) ise A ve B olaylar bagimsizdir.
Bunun sonucunda bagimsizlikla ilgili su durum ortaya ¢ikar;
P (AMB) =P(A). P(B) saglanirsa A ve B bagimsizdir.

Teorem: A ile B bagimsizsa A ile B' de bagimsizdir. Genellemek gerekirse

A-m—W
AveBbagmsiz=>{ A" ve B de bagimsiz

A ve B

olur.

2.7. Bayes Teoremi
Bir deneyin sonucu ¢ogu zaman ara agamalarda neler olup bittigine baghdir. By, B,...., Bk

olaylar1 S 6rneklem uzayinin bir pargalamigini olusturuyorsa ve i = 1, 2, ..., k igin P(B;) #0
ise, S igindeki herhangi bir A olayi igin;

k
P(A) =) _P(B;).P(A/B;)dir.

i=1
Bu agamadan sonra Bayes Teoremine gegilebilir: By, B,, ..., B olaylar1 S 6rneklem uzayimnin
bir ayrigimini( partition)] olusturuyorsa, P(B;)#0 (i=1,2,...k ig¢in) ise S iginde P(A)
# 0 olan herhangi bir A olay1 igin (r= 1, 2, ..., k iken)
P(B, P(A/B,)

P(B,/ A)=—
> P(B).P(AlB)
1=

Bn...

n
'"FuFoe I, olaylandizisi; |JF,=S ve ;N F ;=9 i#j icin kosullarm yerine getiriyorlarsa
i=1

S’in bir par¢alamsi (partition) olarak adlandirilir.



Sekil.2.1 Bayes Teoremi

BNB =0 ve U B, =S olursa B, B,,...,B,, S’in bir parc¢alanig1 olarak adlandirilir.
1



BOLUM 3 : KESIKLI VE SUREKLI DAGILIMLAR

Bir rassal degisken, yalmzca sayilabilir sayida degerler alabiliyorsa kesiklidir. Ornegin bir
zarn atilmasi olayinin yalmizca 6 olasi sonucu vardir ve bu sonuglarin her birine bir olasilik
atanabilir ya da bir paranin sonsuz kez atilmasindan dogan yazi sayisi da kesikli bir rassal
degiskendir. Ciinkii atig sayis1 sonsuz olsa da olas1 sonuglar sayllabilirz. Bir rassal degisken
bir araliktaki biitliin degerleri alabiliyorsa siireklidir. Buna da hava sicakligi, bir ailenin yillik
geliri gibi oOrnekler verilebilir Siirekli rassal degiskenlerde belli degerlere olasiliklar

verilemez. Hava sicaklif1 degeri tam olarak bilinemez ancak belli bir aralik i¢inde verilebilir.

3.1. Kesikli Rassal Degiskenlerin Olasihk Dagilimi

Kesikli bir 6rneklem uzayinda tanimlanmig olasilik 6l¢iisii, bir rassal degiskenin kendi aralig
icindeki herhangi bir degeri alma olasiligin1 verir. Rassal bir degiskenin degerlerine iligkin
olasiliklar, yani X rassal degiskeninin araligi i¢indeki her x degerinin P(X = x)’e esit olan
olasiliklar f(x) fonksiyonuyla gosterilir.

X kesikli bir rassal degiskense, X' in aralig: i¢indeki her bir x i¢in f(x) = P(X = x) ile verilen
fonksiyona X' in olasilik fonksiyonu denir. Rassal bir degiskenin olasilik dagilimi, olasi

biitiin sonuglar i¢in olasiliklarin bir gosterimidir.

T £

xX1 X2 X3 X4 X5

Sekil 3.2 Tipik Bir Kesikli Olasilik Fonksiyonunun Grafigi

? Bir kiimenin elemanlar sayisi sayma sayilar1 kiimesi ile birebir eslenebiliyorsa bu kiime sayilabilirdir.
Sayilabilirlik de kendi iginde sayilabilir ve sayilabilir sonsuz olmak iizere iki grupta incelenebilir. Ornegin sayma
sayilar1 kiimesi sayilabilir sonsuzdur.



Bir fonksiyon, ancak ve ancak su kosullar saglanirsa kesikli bir X rassal degigkeninin olasilik

fonksiyonu olur:
a. Tamim aralig: igindeki her deger i¢in f(x) = 0;

b. ). f(x)=1

X ‘in bir x degerine esit ya da ondan kii¢iik olma olasiligin1 bulmak i¢in dagilim fonksiyonu
denen bir diger olasilik fonksiyonundan yararlanmak miimkiindiir. Bu fonksiyon F(x) ile

gosterilsin. . Bu durumda, X' in x' e egit ya da ondan kiigiik bir deger alma olasili

F(x) = P(X < x) ile gosterilsin. Olasilik fonksiyonu f(x), dagilim fonksiyonu F(x) ise iki
fonksiyon arasindaki iligki asagidaki gibidir:

F)= Y £

Visx igin

Kesikli rassal degiskenler igin birikimli olasilik fonksiyonu her zaman 0' dan baglayip 1' de

sona eren bir basamak fonksiyonu bigimindedir.
F(x)
'y

1 — >

» X
0

Sekil 3.3 Kesikli Birikimli Dagilim Grafigi
Kesikli bir X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) su kosullar1 yerine getirmektedir:
DF(—©)=]lim,, F(x)=0
2) F(»)=im. . F(x)=1
3) Herhangi iki gergek say1 a ile b i¢in a<b ise F(a) <F(b) olur.

Bir rassal degisken olan X' in aralif1 x;<x2<x3<...<x, degerlerinden oluguyorsa,



f(x1) = F(x1)

ve i = 2,3,...,n i¢in f(x;) = F(x;) - F(x;.1) olur.

Kesikli Bir Rassal Degiskenin Beklenen Degeri

X kesikli bir rassal degisken, f(x) de bunun olasilik dagilimmin x’ teki degeriyse X' in
beklenen degeri:
E(X)=) x.f(x)

olur

Burada her degiskenin zorunlu olarak bir beklenen degeri oldugu séylenemez. Beklenen

degerin sonlu olmasi yukaridaki toplamin yakinsak olmasina baghdir.
Kesikli Bir Rassal Degiskenin Varyansi

X’in ortalamasi p olsun. Bu halde X’in varyans1 Var(X)yada o ile gosterilir ve

Var(X)=0? = E(X - )’

3.1
olarak tammlanir. Ote yandan X kesikli ise

E(X-p) =X(x-p) P(X =x)

=
toplamu ile hesaplanir. Yine agiktir ki varyansin sonlu olmasi bu toplamin yakinsak olmasina
baghidir.

Baz1 Kesikli Dagilimlar

3.1. Bernoulli Dagilim

Bir rassal deneyin sadece iki sonucu olsun. Bu sonuglardan bir tanesi “basar1” durumuna; bir
digeri de “bagarisizhik” durumuna kargilik gelsin. Her denemede sézkonusu basar1 olasihig
(ve dolayisiyla basarisizlik olasihigi) sabit kalsin. Bu durumda bu deneye Bernoulli deneyi

denir. Her denemedeki basan olasilig1 p ise basarisizlik olasihigi da 1-p olmaktadir.

Bernoulli deneyinde basari sonucunu X=1 durumu ile dzdeslestirelim.. Diger sonug da X=0
seklinde ifade edilecektir. Bu durumda, X rassal degiskenine Bernoulli degiskeni denir.
Bagka bir deyisle tek bir denemede gézlenen bagar sayis1 Bernoulli rastlanti degiskeni olarak

adlandirilacaktir. Bernoulli dagilimi binom dagiliminin &zel bir halidir.
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x | o 4 g
P(x)={(l)) (-p) , x=0,1 igin

. diger durumlarda

Not etmek gerekirse Bernoulli dagiliminin tek bir parametresi vardir; o da p dir.

3.2. Binom Dagilim

n bagimsiz Bernoulli deneyi tekrar edildiginde karsimiza Binom dagilimi g¢ikmaktadir. .
Burada da Bernoulli dagilimindaki gibi iki sonucu olan deneylerde tek bir denemedeki bagar

olasilig1 p denemeden denemeye sabit kalmaktadir. Ve denemeler birbirinden bagimsizdir.

Bagka bir ifade ile N denemedeki basar1 sayis1 araniyorsa bu problem Binom olasilik

dagilimu ile ¢oziilebilir. X’in olasilik fonksiyonu

n

5 (xjp’q"_’ x=0E3 .
px)=

0 aksi durumlarda

3.3

seklindedir.
Tanmim 3.2. Binom Dagilimi

X rassal degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

n

plx) = [x
0 , diger durumlarda

)pan—x ’ x=0,l,2,...,n

Aslinda n ve p nin alabilecegi degerlere gore sayisiz binom dagilimi vardir. Bu nedenle
binom dagilimim belirleyen n ve p degerleri, aym zamanda bu dagilimin parametreleridir.

P=1-p durumunda binom dagilimi simetrik olup, P # p igin simetriden uzaklagir. N sabit
kaldiginda p— 0,5 igin ve p sabit kaldiginda n — oo i¢in dagilim simetriye yakla.s,lr3 g
n
Binom dagiliminda yer alan binom katsayilar ( ) in deney sayisi n artik¢a hesaplanmasi
X

zorlasir. Bu nedenle, n ve p’nin degisik degerlere gore hazirlanmis cizelgeleri vardir ve

onlardan yararlanilir. Bu dagilimin beklenen degeri ve varyansi su sekildedir.

E(X)=) x.f(x)=np

’Bu gibi durumlarda Binom olasliklari, normal dagihim yardim ile de kolaylikla bulunabilir.
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Var(X) = np(l1 - p)

3.3. Genellestirilmis Binom (Multinomial) Dagilim

Binom dagilimi sadece iki olanakli sonuca dayanan birbirinden bagimsiz n tane deney igin
gegerli idi. Eger bir deney ikiden fazla sonug igerirse ve bu deney ayni kosullar altinda n defa
tekrarlanirsa istenen sonug, genellestirilmis (¢ok terimli) binom dagilimi kullamilirak elde

edilir.

Tanim 3.3. Multinomial (Genellestirilmis Binom) Dagilimi

Bir deneyin birbiri ile bagdagmayan s!, s2 ..., s* gibi k tane olanakli sonucu varsa ve bunlarin
olasiliklar1 pP:PyDP, da denemeden denemeye degismeden kaliyorsa ve X", X' ..... X',

rastlanti degiskenleri sirasiyla birinci olanakli, ikinci olanakli,..., k. olanakli sonucun

gergeklesme sayilar ise

k n
Xj ZO,in =n ve ij =1 olmak iizere, x,kez X', , x, kez X', sy....xxkez Y, elde
i =1

etme olasilig1 asagidaki gibidir:

xix1o

k ( p
p' n! X, X Xy
P(x, %y, x) =] [| == | = (P)" (P2)" (P)
! !
J=1 xj' < 34

Bu tiir dagihimlara genellestirilmis binom dagilimi1 denir. k=2 i¢in binom dagilim elde edilir.
Bu dagilimin beklenen degeri ve varyans: su sekildedir.

E(X;)=np; i=12,..r

VaI(X|)=npl(l—pl) i=1,2,...,r 3D

3.4. Geometrik Dagihim

Arka arkaya n kez tekrarlanan bir Bernoulli deneyi ele alinsin ve ilk istenen sonucun elde
edilmesi i¢in gereken deney sayist X olsun.Bu durumda X’e geometrik rassal degisken denir.
Binom daglllmmcia deney sayisinin sabit istenen sonuglarin sayis1 bir rassal degisken iken;
geometrik dagilimda istenen sonucun sayisi bire esit olmak iizere bir sabit, deneylerin sayisi

ise bir rassal degiskendir. X’in olasilik fonksiyonu agagidaki gibidir:
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x-1

) e ok W

p(x) = {0

, diger durumlarda 3.6

Bu dagilimin beklenen degeri ve varyansi su sekildedir

E(X) =
P

Var(X) = E(X?) - [E(X)]

3.5. Pascal (Negatif Binom) Dagilimi

Geometrik dagilimda 6nemli olan ilk basarinin elde edilmesi i¢in gerekli deney sayisinin
olasilik dagilimim belirlemektir. Eger ilk basar1 degil de k tane basar1 elde etmek séz konusu

ise, geometrik dagilimin genellestirilmis hali olan Pascal dagilimindan yararlanmak gerekir.

Geometrik dagilima uyan bir deney ele alinsin ve deneye k sayida basar elde edilinceye kadar
devam edilsin. k. bagarinin elde edilmesi i¢in gerekli deneylerin sayis1 X rassal degiskeni ile
gosterilsin. Aynen geometrik dagilimda oldugu gibi negatif binom dagiliminda da deneylerin

sayis1 bir rassal degisken , basarilarin sayisi ise sabittir. Olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:

x—1

p(x) = (k—l

0 , diger durumlarda

)p" (=py* =, akhkilkil,...

3.7

shgw

Bu olasilik fonksiyonu k ve p degerlerine gore degistiginden dolay:, k ve p negatif binom

dagilimin parametreleridir. Bu dagilimin beklenen degeri ve varyansi su sekildedir

B0 =k 3.8
p
3
Var(X) =k.— 3.9
p

3.6. Hipergeometrik Dagilim

Kisim (3.2.)’de binom dagilimi incelenirken, bu dagilimin iadeli drnekleme varsayimina
dayandigim ve bu sayede olasiliklarin denemeden denemeye sabit kaldigi ve orneklem
¢ekimlerinin de biri birinden bagimsiz oldugu belirtilmisti. Bazi durumlarda sonlu bir

kiitleden iadesiz 6rnekleme gerekli olabilir. Bu durumda hipergeometrik dagilima bagvurmak
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gerekir. Hipergeometrik dagilimi kullanabilmek i¢in asagidaki ii¢ kosulun ortaya ¢ikmasi

gerekir.

i)Bir deney iki olanakli sonuca sahipse,

ii)Deneyin tekrarlanma sayisi n sabitse,

iii)Deneylerden birinin sonucu diger deneyler etkiliyorsa (deneyler bagimli ise),

N birimlik bir sonlu 6rneklem uzayinin, N; tanesi ilgilenilen sonucu N, tanesi de
ilgilenilmeyen sonucu gostersin. N =N, +N, olur. Bu érneklem uzayindan 6rneklem hacmi

n olan birimler grubu iadesiz yontemle gekilsin ve X rassal degiskeni de n birimlik 6rneklem
i¢indeki ilgilenilen sonuglarin sayisim1 gostersin. Bu durumda, iadesiz 6rneklem birimlerinin
segimi birbirleri ile bagimli olacaktir. Ornegin birinci ¢ekimde istenen sonucun saglanmasi

P=N,/N iken, ikinci 6rneklem ¢ekiminin olasilif1; istenen sonucun saglanmasi veya diger

sonucun saglanamamasi durumuna bagh olarak N; —1/N -1 veya N;/N -1 olur...

Hipergeometrik dagilimin olasilik fonksiyonu incelenirken olasiligin  klasik tanimimi

kullanmak miimkiindiir. Bu durumda

Ilgilenilen Sonuglarin Sayist

P(X=1x)=

Karglaglabilir S onuglann S ayist 3.10

Orneklem uzayinda N tane birim olduguna ve bunlardan n tanesi segilebilecegine gore, ayrica

bu segiliste siranin 6nemi de olmadigina gore karsilasilabilir sonuglarin sayis1t N’nin n’e gore

N 3

kombinasyonu yani ( ] dir. Ilgilenilen sonuglarin sayis1 x ve Orneklem uzayindaki
n

ilgilenilen sonuglar igeren birimlerin toplam1 da N, oldugundan; N, birimden x tanesinin

segimi ( 1) kombinasyonuna esittir. Orneklem hacmi n’den x tanesi ¢ikartilirsa, (n-x) de
x

N.
N-N, veya N, den ( 3 ) kombinasyonu kadar farkli sekilde segilecektir. O zaman
n—-x

ilgilenilen sonuglarin sayis, istatistikteki carpim kurallarina gore

Nl N2
olacaktir.
= n—x

Hipergeometrik olasilik fonksiyonu bu durumda agagidaki gibi tammlanir:
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yXx=0,1,2, ..., nigin

. di
| 0 iger durumlarda 311

Hipergeometrik olasilik dagilimi N, N, ve n olmak iizere toplam ii¢ tane parametreye sahiptir.

Bu dagilimin beklenen degeri ve varyansi su sekildedir

Nln"z':(}yvl_lj(']:’iy—ll

E(X)= 3.12
( ) N y=0 N‘_l
n—1
(N—n)
Var(X) = np(l - 313
(X) (N=1) p(1-p)
3.7 Poisson Dagilim

Istatistik’te olasihk dagilimlarinin tiiretildigi temelde iki tane siire¢ vardir. Bunlardan bir
tanesi Bernoulli Siireci, bir digeri de Poisson Siirecidir. Poisson dagilimi , Poisson siirecinden

yola ¢ikilarak tiiretilmis bir olasilik dagilimidir.

Poisson dagilimi nadir olaylarin gerceklesme olashilklarinin  bulunmasinda da
kullamldigindan “kiigiik olasiliklar dagilimi” olarak da bilinmektedir. Belli ve ¢ok dar bir
zaman aralifinda az rastlanan olaylar bu tiir bir dagilim yardimi ile modellenebilmektedir.
Ornegin, Bogazi¢i Kopriisii'nde meydana gelen giinliik kazalarin sayisi, bir havaalanindan her
saat kalkan veya inen ucaklarin sayisi Istanbul Bogazi’ndan bir saatte gegen yabanci

gemilerin sayis1 vb. gibi.

Poisson dagiliminda zaman 6yle kiigiik pargalara béliiniir ki bu kiigiik zaman pargalarinda
birden fazla olayin gergeklesmesi beklenmez. Bagka bir ifade ile belirlenen o dar zaman
birimi igerisinde olay ya gergeklesir ya da gergeklesmez. Bu nedenden dolayr binom dagilimi
n tane deneydeki bagari sayisi ile ilgilenirken, Poisson dagilimi da belirli bir zaman

araligindaki ilgilenilen sonucun sayist ile ugragir. (Bener,2003)

Arastiricinin Poisson dagilimim kullanabilmesi i¢in iki ayrik zaman aralifinda ortaya ¢ikan

olaylarin sayisinin birbirlerinden bagimsiz kabul edilmesi gerekmektedir.
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X rassal degiskeni yukandaki 6zellikleri tasiyorsa, ona Poisson rassal degiskeni ve X’in

fonksiyonuna da Poisson dagilimi adi verilir ve X’in olasilik fonksiyonu ( 4; 4>0 kosulunu

saglayan bir sabit olmak iizere ) asagidaki gibi gosterilir:

—lﬂlx

A , ¥40,1.23... icin

P(x)=y o
, digerd

0 1ger durumlarda 3.14
Bu dagilimin beklenen degeri ve varyansi su sekildedir
E(X)=Ae*=2

345

Var(x)= 4
3.9. Siirekli Dagilimlar

3.9.1. Siirekli Rassal Degiskenlerin Olasihik Dagilimlar:

Rassal degiskenlerin siirekli bir 6lgek tizerinde her degeri alabildikleri siireklilik durumunda
islemler kesikli durumdakiyle benzerdir. Deney sonucglar1 dogrular ya da dogru pargalarn
tizerindeki nokta kiimeleri ile gosterilir. Rassal degiskenlerin degerleri de bu noktalar kurallar

kiimesine ait reel sayilar olarak diistiniiliir.

Siirekli hallerde P(X=a) olasihigi, kesikli hallerden farkli olarak sifirdir. P(a< X <b)

olasilig:
b
Pla@a<X<b)= I f(x)dx integrali ile hesaplanir. Burada f(x) X’in olasiik yogunluk

fonksiyonu olarak adlandirilir.

Bir f(x) fonksiyonu, asagidaki kosullar1 sagliyorsa siirekli bir X rassal degiskeninin bir
olasilik yogunlugu olarak islev gorebilir.( Hsu ,H.,1997)

1. f(x)=0 —00< X < 00 igin;

3 ]'f(x)dle 3.16
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f(x)
4

* X

b
Sekil 3.4 Siirekli Olasilik Dagilimi Grafigi (P(a < X <b) = I f(x)dx olmaktadir.)

Daha 6nceden de deginildigi gibi X' in ¢' deki olasilik yogunluk degerini gosteren f(c), kesikli
durumdakinin tersine, P(X=c) yi vermez. Siirekli rassal degiskenlere iligkin olasiliklar her

zaman araliklara atanir ve her gergek degerli ¢ sabiti i¢in P(X=c)=0" dur.

X siirekli bir rassal degisken ve bunun olasilik yogunlugunun t; deki degeri f(t) ise;
F(x)=P(X <x)= _[f t )t —0< X < o igin 3.17

fonksiyonuna X' in dagilim fonksiyonu ya da birikimli dagilim fonksiyonu denir.

Tanimdan da anlasilabilecegi gibi dagilim fonksiyonu X' in verilen bir degere esit ya da kiigiik

olma olasiligim verir.

Siirekli hallerde, a <b kosulunu saglayan a ile b gibi iki sabit i¢in

P(a< X <b)=F(b)-F(a) 3.18
seklinde dagilim fonksiyonundan hareketle de bulunabilir. Yine olasiik yogunluk fonksiyonu
ile dagilim fonksiyonu arasinda asagidaki esitlikler gecerlidir:

dF (x)

) f(x)= ra

i) F(o = [ £y 3.19
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FOX),

Y

Sekil 3..5 Siirekli Birikimli Dagilim Grafigi

Siirekli dagilimlarda da dagilim fonksiyonu F(x) su kosullar yerine getirecektir:
DF(©)=]im,,..f(x)=0

2) F() =im,...F(x) =1

3) Herhangi iki gergek sayi a ile b igin a<b ise F(a) =F(b) olur.

Siirekli Dagilimlarin Beklenen Degeri

Benzer bi¢imde, X siirekli bir rassal degisken, f(x) de bunun olasilik yogunlugunun X' teki

degeriyse X' in beklenen degeri:

E(X) = va.f(x)dx olur. 3.20

Bir kez daha beklenen degerin tanimli olabilmesi i¢in yukaridaki integralin yakinsak olmasi
gerektigini vurgulamak gerekir. Ornegin Cauchy dagilimi ( 1 serbestlik dereceli student-t
dagilimi) i¢in beklenen deger mevcut degildir.

Siirekli Dagilimlarda Varyans
X bir siirekli rastlant: degiskeni olsun. bu durumda X’in varyansi1 Var(X) bigiminde

sembolize edilir ve su sekilde tanimlanir:

Var(X)=E(X - E(X))’ 3.21
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Var(X) = f (x—E(X)) f(x)dx

a0

3odd

Siiphesiz varyansin tammli olabilmesi igin bu integralin yakinsak olmas: gerekir.

Baz Siirekli Dagilimlar

3.9.2.Diizgiin (Uniform) Dagilim

X siirekli rastlant: degiskeni (a,p) araliginda asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip ise diizgiin dagilan bir rastlant1 degigkeni olarak adlandirilir:

e x<x<p
fx)={B-a
0 Aksi halde
323
A £
1
1
;
: %
- .
o 1

Sekil 3.5: alfa=0 ve beta=1 parametreli diizgiin dagilim

Diizgiin Dagilimin Birikimli Dagihm Fonksiyonu
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0. xSa
F(x)= ;__Z a<x<p 3.24
-2 P

bigimindedir.

Diizgiin dagilimin beklenen degeri ve varyansi asagidaki gibidir:

a+p
EtX)=
(X) 5
Var(X)=_(_ﬂ_1_2.Q 3.25

Tanim. 3.9. Normal Dagilim

X rasal degiskeni, gergel sayilar uzayinda tanimlanmak iizere,

_l(i‘_"Jg

1 Pl , 0> 0,0 < x <+

f(x)=30o27 3.27
0 , diger durumlarda

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse normal dagilmistir denir. Burada 7 =3,1415 ve
€=2,7183 degerlerini alan sabit sayilardir. p ve o normal dagilimin parametreleridir. X

rassal degiskenin dagilimi1 normal ise kisaca sdyle de ifade edilebilir: X ~ N(u, 0'2)
Eger p=0 ve 6=1 segilmesi halinde standart normal dagilim elde edilmektedir. Bagka bir

ifade ile p=0 ve 6=1 parametreli normal dagilima standart normal dagilim ad1

verilmektedir.

2.1)
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X

Sekil3.6:Normal Dagilim

Hem Binom, hipergeometrik, Poisson, Ki-Kare, student-t dagilim1 gibi ¢ok kullanilan bazi
dagilimlarin limit halleri normal dagilima yakinsayacag i¢in hem de Merkezi Limit Teoremi
uyarinca bagimsiz dagilan n tane rastlant: degiskeninin toplaminin (ya da ortalamasinin)
olasilik dagilimi, standart normal dagilimla modellenebilecegi icin normal dagilim

Istatistik Teorisi’nde merkezi bir 6neme sahiptir
Normal Dagilimin Beklene Deger Ve Varyansi
E(x)=p 3.28

Var(x)=(s2

3.9.3 Gama Dagilimi

Olasilik teorisinde énemli rol oynayan dagilimlardan da bir tanesi gama dagilimidir. Aslinda
gama dagilim bir dizi olasilik dagilimimin genel halini veren zarf niteliginde bir dagilimdir.
Omegin Istatistik’te 6zelikle normal dagilan bir anakiitleden gekilen 6rnek varyansinin
dagilim Ki-kare dagilimi 6zel bir gama dagilmidir. Yine iistel dagilim gama dagiliminin zel
bir halidir. Bu bakimdan gama dagilimi sézkonusu olasilik dagilimlarinin belirli

ozelliklerinin tartisilmasinda da yararli olmaktadir.
A>0, a>0 olmak iizere X siirekli rastlant1 degiskeni agafidaki olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip ise gama rastlanti degiskeni olarak adlandurilir:
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_ Ae M (Ax)*"
f(x)———————r(a) x>0

3.29

Burada ['(@) gama fonksiyonudur ve

[(a)= [e*x*"dx
0

3.30

seklinde tanimlanmaktadir. @ sekil parametresi; 1/ 4 de 6lgii parametresi olarak

adlandirilir. Tamsay1 degerli @ parametreli Gama dagilimina Erlang dagilim da

denmektedir.
a=n i¢in I'(a) =(n—1)! oldugu gosterilebilir.

Gama Dagiliminin Beklenen Degeri ve Varyansi

a
E(X)=— 3.31
(X) 7

Var(X) = % 3.32

seklindedir.

3.9.4. Ustel Dagilim

X rastlant1 degiskeni asagidaki olasilik dagilimina sahip olsun. Bu durumda X iistel
dagiliyor denir.

f(x)=1e* x20 3.33

Burada A pozitif bir sabittir.

Ustel Dagilimin Beklenen Degeri ve Varyansi

BQO =

3.34
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1
Var(X)= 17

3.35

a =1 i¢in gama dagilimu iistel dagilima doniismektedir.

3.9.4 Beta Dagilim

X siirekli rastlant1 degiskeni asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise beta

dagilimina uyar:

1

- 0<x<l
B(a,b)

o]

3.36

Burada

1
B(a,b) = [x*"(1-x)" dx
0

3.37

olarak tanimlanmaktadir. a=b i¢in beta dagilimi1 x=1/2 etrafinda simetrik olmaktadir. b>a
i¢in sola carpik ve b<a i¢in saga ¢arpik bir dagilim elde edilmektedir.

Yine B(a,b) beta fonksiyonu olarak adlandirilmaktadir. Gama fonksiyonu ile beta

fonksiyonu arasinda su iligki vardir:

B(a,5) = H@T®)
T'la+d)
3.38
Beta Dagiliminin Beklenen Degeri ve Varyansi
5 g et 3.39
a+b
Var(X) = o 3.40

(a+b)’(a+b+1)

3.10. Cok Degiskenli Dagihmlar

Bir rassal degisken, olasilik dlgiisii mevcut olan bir rneklem uzayinda tanimlanmis gergek
degerli bir fonksiyondur. Ayni tek 6rneklem uzayinda ¢ok sayida degisik rassal degisken de
tanimlanabilir. X ile Y kesikli rassal degiskenler ise, X' in x degerini, Y' nin de y degerini



23

alma olasiliklan P(X=x, Y=y) olur. Bu durumda P(X=x, Y=y), X=x ile Y=y olaylarimn

kesisiminin ( birlikte) ger¢eklesme olasiligidir.

X ile Y kesikli rassal degiskenlerse, X ile Y' nin araliklarindaki her (x,y) deger ifti igin
f(x,y)=P(X=x, Y=y) ile gosterilen fonksiyona X ile Y' nin ortak olasilik dagilimi denir.

iki degiskenli bir fonksiyon, ancak ve ancak bu dagilimin f(x,y) degerleri su kosullari
saglarsa, X ile Y kesikli rassal degiskenler ¢iftinin ortak olasilik dagilimi islevini goriir:

1. Fonksiyonun tanim araligindaki her (x,y) deger ¢ifti i¢in

f(x,y) > 0' dur.

iy Z f(x,y)=1, burada gifte toplama iglemi, tamim araligindaki her
x y

(x,y) deger ciftini kapsar.

X ile Y kesikli rassal degiskenler ise, -® <x < %, -0<y< ® jken

Fx,y)=P(X <x,Y<y)=>> f(s,1)
S<x ISy 3.41

fonksiyonuna, X ile Y' nin ortak dagilim fonksiyonu ya da ortak birikimli dagilim fonksiyonu
denir. Burada f{(s,t), X ile Y ortak olasilik dagilimimin (s,t) noktasindaki degeridir. Buraya
kadar bahsedilen ¢ok degiskenli dagilimlar hep kesikli rassal degiskenler igindir. Tek
degiskenli durumda oldugu gibi ¢ok degiskenli durumda da kesikli rassal degiskenlerde

tanimlanan kavramlarin siirekli durumdaki karsiliklar1 mevcuttur.

xy diizleminde tammlanmus, f(x,y) degerli iki degiskenli bir fonksiyona, ancak asagidaki
kosullar saglanirsa, X ile Y siirekli rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

denir:
PIX.Y)EAJ= [ [£(x, y)dxdy 3.42

Bu durum xy diizlemindeki herhangi bir A bdlgesi i¢in tanimlanmugtir.

ki degiskenli bir fonksiyon, kendi f(x,y) degerleri su kosullan saglyorsa
-0 <x< o . ®©<y< © jken, X ile Y siirekli rassal degisken ¢iftinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu islevini gorebilir:

I f(x,y)_>.() -0 <Xx<O ye -0<y<® jein

3§ [ 7Gx y)dxdy =1
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X ile Y siirekli rassal degiskenler ise, -0 < x < © .0 <y < jken,
Feey) = PXExY<y)= [ [ f(s,0)dsdt 3.43
fonksiyonuna, X ile Y' nin ortak dagilim fonksiyonu denir. Burada f(s,t), X ile Y ortak olasilik
yogunlugunun (s,t) noktasindaki degeridir.

Siirekli iki rassal degiskenin ortak dagilim fonksiyonu, ortak yogunlugun siirekli oldugu biitiin
(x,y) noktalarinda ortak yogunlugu belirler.

3.11. Marjinal Dagilimlar

Marjinal dagilimlar, degiskenlerden biri sabit tutularak sadece digeri iizerinden hesaplanan
olasihik dagilmlandir. X ile Y kesikli rassal degiskenler, f(x,y) de bunlarin (x,y) noktasindaki
ortak olasilik dagilimi ise, X' in araligindaki her x igin,

gx)=) f(x,»)

3.44
ile gosterilen fonksiyona X' in marjinal dagilimi denir.
Benzer bigimde, Y' nin araligindaki her y igin,
h(y)=) f(x.y)
T 3.45

ile gosterilen fonksiyona Y' nin marjinal dagilimi denir.

X ve Y siirekli rassal degiskenlerken olasilik dagilimlar1 yerine olasilik yogunluklari,

toplamalar yerine integraller kullanilir.

Bu durumda - ©<x < © jken,

g0 = [ f(xe.y)dy 5

X’in marjinal yogunlugu ve ayn1 bigimde -® <y < *© iken,
h(y) =
m=[ Fy)ds e

Y’nin marjinal yogunlugu olarak gosterilir.

Ikiden ¢ok rassal degiskenle ilgilenildiginde tekil rassal degiskenlerin marjinal dagilimlar
hesaplanabildigi gibi gesitli rassal degiskenlerin ortak marjinal dagilmlar1 da bulunabilir.
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Xi,X2,....Xn rassal degiskenlerinin ortak olasihk dagilimi f(x,,x5,...,X,) ise tek basmna x,'in

marjinal dagilimy, x,' in arahgindaki tiim degerler i¢in; kesikli durumda,

g(x)= z...Zf(x, b RN
e 3.48

siirekli durumda,

W)= [ o[ £ %y, Yy d, ., i

seklinde marjinal yogunluk fonksiyonlari hesaplanabilir.

Ayni kosullarda, X1, X, ve X3 lin ortak marjinal dagilimi ise; kesikli durumda,

m(x,,%,,X%;) = Z...Zf(x,,xz,...,x,,)
ve siirekli durumda,

P(x;,%,,X;) = L..._Eof(xl,xz,...,xn)dx,,dxs...dx,,

seklinde denklemler kullanilir.Burada m(x;,X5,x3) ve ®(x,Xp,X3)  X,X5,X3 iin birlesik olasilik
fonksiyonlaridir.

3.12. Kosullu Dagilimlar

X ile Y, ortak dagiliml kesikli bir rassal degisken ¢ifti olsun. Bu degiskenlerin ortak olasilik
dagiliminin (x,y)' deki degeri f(x,y), Y' nin marjinal dagiliminin y'deki degeri de h(y) ise, X
araligindaki her bir x i¢in,

f(x,y) '
13)=d X2l h 0
f(x/y) o) ) #

ile gosterilen fonksiyona, Y=y verilmisken X' in kosullu dagilimi denir.
Buna karsilik olarak X' in marjinal dagiliminin x' teki degeri g(x) ise, Y araligindaki her bir y
icin,

/x) =
w(y/x) 2@

ile gosterilen fonksiyona X=x verilmisken Ynin kosullu dagilim denir.

X ile Y siirekli rassal degiskenler oldugunda, olasilik dagihmlari yerine olasihik yogunluklar:

gecer. Hesaplamalar toplama operatorleri, integral operatorleri ile degistirilerek

gergeklestirilir.
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Iki ya da daha ¢ok rassal degisken igin istatistiksel bagimsizlik konusu genellikle biiyiik
onem tasir. Mesela Y = y verilmigken X’in kosullu dagilim degerleri y’ye bagh degilse
f(x\y)=g(x) olur, boylece

f(x\y)=f(x\y)-h(y)=g(x)-h(y)

Burada ortak dagilim degerleri iki marjinal dagilimin ilgili degerlerinin ¢arpimina esit
olmaktadir.Daha genel bir tanimla; f(x,,x2,...,Xp), n tane kesikli X1,X3,...,X, rassal degiskenin
ortak olasilik dagiliminin (x,,x2,...,xa)1 deki degeriyse ve fi(X;) de, i =1,2,....n i¢in X;’nin
marjinal dagiliminin X;’deki degeriyse, bunlarin aralarindaki biitiin (x1,X2,...,Xs) i¢in asagidaki
kosul saglanirsa n tane rassal degisken bagimsiz olur.( Hsu ,H.,1997)

f(X)yX25eeesXn) = fi (x1).f2(x2)  fu(Xn)
Beklenen Degerin Bazi Ozellikleri

Ister siirekli isterse kesikli olsun tek degiskenli rassal degiskenlerin beklenen degerleri igin

asagidaki baz1 6zelliklerden s6z etmek uygun olacaktir:

a ve b sabit sayilar olmak iizere;

i) E(a.X)= a.E(X)

ii) E(b)=b

iii) E(a.X+b)= a.E(X)+b

iv) g1(X) ve g2(X) Aym 6rnek uzayr S’den reel sayilar kiimesiyle tanimlanmus iki

fonksiyon ise X’in birer fonksiyonu olmak iizere

E[2i(X)+(X)I=E[gi1(X) [+ E[g2(X)]

V) Tiim x degerleri igin g;(x)<ga(x) ise, E[g1(X)] < E[g2(X)] olur.

Cok Degiskenli Durumlarda Beklenen Deger

Beklenen deger kavrami birden ¢ok rassal degisken igeren ¢ok degiskenli durumda da
uygulanir.

X ile Y kesikli rassal degiskenler, f(x,y) bunlarin ortak olasibk dagilimimin (x,y)' deki

degeriyse g(X,Y)' nin beklenen degeri: E[g(X, Y)] = ZZ 2(x,y)f(x,y) olur.Aym sekilde, X
-

ile Y siirekli rassal degiskenler, f(x,y) de bunlarin ortak olasilik yogunlugunun (x,y)" deki
degeriyse g(X,Y)' nin beklenen degeri:
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BOLUM 4: TAHMIN

4.1 Parametreler

Anakiitle hakkinda bilgi veren karekteristik degere parametre denir . Ornegin, iiretilen bir
cthazin boyunun A parametreli iistel bir dagilima sahip oldugu ama bu parametrenin gergek
degerinin bilinmedidi varsayilsin.. Bu tiirden birkag cihazin boyu gozlemlenebilirse, bu
gozlem degerlerinden yola ¢gikilarak A 'min  degeri hakkinda bir tahminde bulunmak miimkiin

olabilir.

Belirli bir topluluktaki bireylerin boylarinin dagilimi; p ortalamasiyla ve o® varyansiyla
normal dagilsin. ( p ve o”’nin tam degeri bilinmemektedir.) Bu topluluktan segilmis rassal bir
ornekteki bireylerin boylarni gozlemlenirse p’niin ve o’ nin degerleri hakkinda bir sonug

¢ikarabilecegi diigtiniilebilir.

Bir 0 parametresinin almasi olas: tiim (0,... 0,) degerlerini igeren kiimeye parametre uzayi
denir ve Q ile gosterilir. Sunulan ilk 6rnekte , tistel dagiliminin parametresi A4 pozitif
olmalidir. Bu nedenle, parametre uzay: Q tiim pozitif reel sayilar kiimesinden olusur. ikinci

ornekte p’niin degeri herhangi bir reel say1 olabilir. o de pozitiftir.

4.2 Tahmin Yontemleri

Iki temel tip tahmin probleminden séz edilebilir: Birinci tipte, bir veya daha fazla rassal
degisken parametrelerinin tahmin edilmesiyle ilgilenilir. Ikinci tipte ise, bagimli bir rassal
degiskenin degerinin; bagimsiz rassal degiskenlerin gézlem degerleri yardimi ile tahmini ile

ilgilenilir.

4.2.1. Parametrenin Tahmini

Istatistik

X’ in olasihk fonksiyonu f(x) olsun ve (Xj,....... Xn), ise, sozkonusu olasilik dagilimina tabi
bir anakiitleden ¢ekilen bir dizi gozlem olsun. (Xj,....... Xn) “in reel degerli bir fonksiyonu
i S X,) olsun. Bu durumda s(Xi,....... X,) bir istatistik olarak adlandinlir. Istatistik’de
anakiitle tamamen gozlenmez. Dolayisiyla anakiitle dagilimini niteleyen parametrelerin

tahmini degerleri s6zkonusu istatistikler yardimi ile gergeklestirilmeye ¢ahgilir.
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Ancak Bayesgil istatistife gore s6zkonusu parametreler birer sabit olarak ele alinmazlar.
Onlarin da birer olasiik fonksiyonlart vardir. Dolayisiyla 0 parametreli bir dagilimdan

cekilen rastlanti degiskeni X’in olasilik dagilimi f(X/ 0) bigiminde kosullu olarak ifade edilir.

Ya da X ile birlikte 0 da bir rastlanti degiskeni olarak kabul edilecegi i¢in onlarin ortak
olasihk dagilimindan sozedilir. (Xi,....... Xn), X in rastgele bir 6rnegi olsun. Bu durumda

' bl Xn)’in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki esitlikle verilmektedir:

16:0)= 1. %,:0)=T ] 1(z0)

Burada 0 uygun istatistikler aracihig: ile tahmin edilmektedir. Ornekten gelen rassal
gozlemlerin bir fonksiyonu olacag: ig¢in, 0’nin tahmin edicisi de bir rastlanti degiskeni

olmaktadir. Tahmin edicinin 6zel bir degeri de de onun gergeklestirilmis hali olmaktadir.
Nokta Tahmini ve Arahk Tahmini

Bir parametre tahmininin tek bir deger olmasi gerekli degildir. Bunun yerine belirli bir
olasilikla tahmin degerleri dizisi Ongoriilebilir. Tek bir degeri tanimlayan tahminler nokta
tahminleri olarak adlandirilir. Belirli bir olasilikla bir deger araligin1 tanimlayan tahminler de
aralik tahminleri olarak adlandirilmaktadur.*

4.3.2. Nokta Tahmin Edicilerin Ozellikleri

A. Tarafsiz Tahmin Ediciler (Unbiased Estimators)

0 = §(X,........ X,), tahmin edicisi ya da istatistigi, E(®) = 0 kosulunu saghyorsa 0

parametresinin tarafsiz tahmin edicisi olarak tanimlanur.

® nin tarafsiz bir tahmin edici olmasi durumunda, hata kareleri ortalamas:1 asagidaki gibi
tanimlanir:

E[©-0) |= E{o - E@)F|=var(®)
©, 0 ‘nin yansiz bir tahmin edicisi ise , kareler ortalamasi hatasi, varyansina esittir.

B. Etkili Tahmin Ediciler

©; tahmin edicisi, asagidaki durumda, ®, tahmin edicisine gore, 6 parametresinin daha etkili
bir tahmin edicisi olarak adlandirilir:

1. ©; ve ©®,, 0 nin tarafsiz tahmin edicileri ise.

! Literatiirde parametrelere iligkin aralik tahminleri giiven araliklar1 (confidence intervals) olarak
adlandinlmaktadir.
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2. Var(®,) < Var(0,)

Tahmin edici Opqy = s(Xi,....... Xn),, asagidaki durumda 0 parametresinin en etkili (veya

minimum varyansl) tarafsiz tahmin edicisi olarak adlandirilir

1. 0 nin tarafsiz bir tahmin edicisidir
2. Tiim O lar igin var (©,,, ) < Var(®) dir.

Bu durumda ©pv ;0 “min minimum varyansh (ya da en etkin) tahmincisi olarak da
adlandinlabilir.

C. Tutarh Tahmin Ediciler

® ; 0 'min yansiz bir tahmincisi olmayabilir. Bagka bir deyisle E(®)#6 olur. Bununla
birlikte drnek biiyiikligi arttinldiginda © ile 0 arasindaki fark sistematik olarak azalabilir.

n biiyiikliigiindeki rastgele bir 6rnege dayali olarak 6 min ®, tahmin edicisi, her kiigiik £>0 igin

lim P(©, -0|<&)=1

veya eslenik olarak,

lim P(©, -0|>£)=0

oluyorsa ®, , 6’min tutarh bir tahmin edicisi denir.
Asagidaki esitlikler tutarlilign tammlamak i¢in yeterlidir

1. lim E(@,)=6

n—wo

2. limVar(©,)=0

Tutarhlik asimptotik bir 6zelliktir.

4.3 En Kiiciik Kareler Yontemi

En Kiiciik Kareler Yontemi, dogrusal ( ya da dogrusal olmayan) , g¢oklu regresyon
modellerinin ¢dziimlenmesinde kullamldigs gibi, ¢ok denklemli ekonometrik modellerin
¢Oziimiinde de kullanilir.
Kurulan regresyon modellerinde gézlemlerin , anakiitle gézlem degerlerinden herhangi
sekilde alinmis gozlemler oldugu diigiiniiliir.  Kurulan regresyon modeli eldeki rnekten
hareketle olusturulmaya galigihr. Bu nedenle kurulan modeldeki degerler tahmini degerler
olacaktir. Tahmin edilmeye ¢aligilan agiklanan ( ya da bagimli) degigkenin alacag deger;
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agiklayict ( ya da bagimsiz) degisken (ya da degiskenlerin ) gozlem degerleri yardimi ve
genellikle, dogrusal bir fonksiyon aracihigi ile tahmin edilir. Bu regresyon denkleminde
bulunan sabitlerin (gézlem degerleri yardimu ile ) tahmin edilmesi ile uygun bir matematiksel
tahmin modeli olusturulmaya ¢aligihr. Ancak tahmini degerler ile gozlem degerleri nadiren
birbirleri ile ¢akisacagindan ayn bir notasyona ihtiyag vardir. Genellikle tahmini degerler

“sapka” notasyonu ile ifade edilirler. S6zgelimi @ parametresinin eldeki 6rnekten hareketle
hesaplanmig olan bir tahmincisi 6 ile gosterilir. Sozgelimi 6 =3 oldugunda bu 6zel 3 degeri
: @’min bir tahmini degeri (ya da kestirimidir.) Ozetlemek gerekirse & bir parametredir. 0 ise
bir formiil ya da istatistik. Bu yilizden 6 ; @nn degerinin bir tahmincisi ya da kestirimcisidir
(estimator). Bu tahmincinin farkhi gézlem degerlerine gore farkli @ tahmini degerleri

verecedi agiktir. Bu tahmini degerlerin her birine de @’nin birer tahmini (estimate) denir.

Tek agiklayic1 degiskenli dogrusal regresyon modeli ele alinsin. Kurulan ana kiitle regresyon
modeli,

Y=a+BX . tu,
Anakiitle regresyon tahmini modeli ise

y,=@+BX, denklemleri ile ifade edilmektedir.

Burada @ ve S anakiitle regresyon modelinin parametreleridir. @ ve B ise sozkonusu
parametrelerin (eldeki drmege dayanilarak olusturulacak olan) tahmincileridirler.

Tahmin modelinin giivenilirliginin sinanmas1 da (daha sonra deginilecek bazi varsayimlar
alinda olusturulacak olan) parametrelerin aralik tahminlerine ve benzeri istatistiklere
dayanarak gergeklestirilmektedir.

Regresyon analizi igin kurulan modelde, bagimhh ve bagimsiz degiskenin (ya da
degiskenlerin) yamisira hata terimi olarak isimlendirilen ve anakiitle regresyon denkleminde
u, scklinde ifade edilen rassal degisken yer almaktadir. Sézkonusu hata terimi ( ya da
distiirbans) modele rassal olma 6zelligini katan degiskendir. Ciinkii bilindigi gibi

@ ve J parametreleri sabittir. Yine agiklayic1 degisken ya da degiskenlerin degerleri sabit
kabul edilmektedir. Dolayisiyla bagimli degiskenin rassal degisken olabilmesi i¢in geriye bir
tek hata teriminin rassal degigken olmas: kosulu kalmaktadir.
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Omek regresyon modelinde ise bagiml degiskenin gézlenen degerleri ile tahmin edilen
degerleri arasinda bir fark (genellikle) bulunur. Bu farklar hata terimleri ya da kalintilar

(residuals) olarak adlandinilirlar. Kalintilar ¢; notasyonu ile gosterilirler.

e=Y.- }7’ olur. Bagka bir degisle i. kalinti, bagimli degiskenin i. fiili ya da gézlenen
degeri ile tahmin edilen degeri arasindaki farka egittir.

Hata terimlerinin karelerinin toplamim1 minimum yapan yontemler arasinda en ¢ok
kulamilanlardan bir tanesi en kiigiik kareler yontemidir. Bu yéntem kisaca kalinti kareleri

toplami ad1 da verilebilecek agagidaki fonksiyonu minimum kilmayr saglayacak olan
parametre tahminlerini verir:

0=Ye,

i=]

Burada Q fonksiyonu en kiigiik kareler fonksiyonudur ve parametrelerin en kiigiik kareler
tahminleri bu fonksiyonu eszamanli olarak minimize eden parametre tahminlerinin
bulunmas:i ile gergeklestirilir. Sézgelimi, yukandaki tek agiklayici degiskenli dogrusal
regresyon modelinde

Z—g =0 ve —Z% =0 denklemleri eszamanl olarak ¢oziiliir.

Y

X, Y.

B, B.X

(X Yu)
B,

X, X, X
Sekil 4.1. Klasik Regresyon Omegi
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4.4 En Cok Benzerlik Yontemi

R.A. Fisher’e gore geligtirilen bu yonteme gére parametre tahminleri, elde bulunan gézlemleri
(eszamanh ya da birlikte ) elde etme olasigin1 maksimum kilacak sekilde gergeklestirilir. Bu

da olabilirlik fonksiyonu adi verilen bir fonksiyon yardimi ile yapule. X' X s X .5 o

n

parametreli bir dagilimdan gézlenmig n birimlik bir 6rnegi olustursun. Bagka bir deyisle X",
bu 6rnegin birinci goézlem degeri, ... , X, Omegin n. gozlem degeri olsun. Olabilirlik
fonksiyonu f( X ... X,-@) seklindedir. Maksimum olabilirlik yontemine gre olabilirlik

fonksiyonunu maksimize edecek 0 degeri bulunmaya galigilir. Bu konuya ileride bazi olasilik
dagilimlarinin  parametrelerinin - maksimum olabilirlik yontemi ile bulunmasi sirasinda

yeniden doniilecektir.

4.4.1. Bayes¢ci Tahmin

Klasik yaklagima gore bir anakiitleyi ya da olasilik dagilimim seklendiren parametreler
sabittir. Bayes¢i yaklasima gore ise bu parametrelerin bizzat kendileri de birer olasilik
dagilmmma uymaktadilar. Dolayisiyla parametrelerin = kendileri de birer rastlanti

degiskenidirler.

Bilinmeyen 0 parametresinin olasilik fonksiyonu  f(0) olsun. Bu durumda 0 parametreli bir
dagihimdan gozlenen (Xj,...... Xn ) degerlerinin birlesik olasilik dagilimi bir anlamda kosullu
bir olasilik fonksiyonu olacaktir ve f(Xj,...... Xn /0 ) seklinde yazilabilecektir. Yine kosullu
olashk formiiliinden yola ¢ikarak (Xi,...... Xn ) ve 0’'min birlesik olashik fonksiyonu

f(Xpses Xp,0)= f(XsesXpy |0) £(0) seklinde ifade edilebilir.

Yine bazi marjinal olasilik fonksiyonlar1 bu birlesik fonksiyon yardimu ile bulunabilir:

flricx)= _[Rof(xl,...,xn,e)dﬁ

Burada, R, 0 min deger araligidir. Parametre siirekli oldugu i¢in integral alinmaktadir. Buradan
diger kosullu olasilik fonksiyonlar: da agagidaki 6rnekte oldugu gibi hesaplanabilirler:

[ x,.0) _ S (5150%,10)1(0)
f(xl,...,x,,) f(x,,...,x,,)

f0x,....x,)=

Yukaridaki olasilik fonksiyonu 0’ nin posterior olasilik fonksiyonu olarak tammlanir. Gézlem
Oncesi ya da prior f(0), (Xi,...... X,) sonuglarinin gozlenmesinden &nce O konusundaki

bilgileri ifade eder. Posterior olasihk dagihim fonksiyonu f(0/x1,.....Xn), ise Ornekteki bilgiler
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ile prior f(0 ) “dan yararlanilarak bulunabilmektedir. Bagka bir deyisle posterior dagilim, prior

dagilimdan gelen bilgiler ile 6rnekten gelen bilgilerin bir sentezini olugturmaktadir.

0'nin kogullu ortalamasi agagidaki esitlikle ifade edilir;
0, = E@|x,,....x,)= L o©0|x,...,x,)do

Bagka bir deyigle bu beklenen deger posterior dagilimin beklenen degerine esit olmaktadir.
Bu beklenen deger ; 0 ‘nin Bayes tahmini olarak da adlandirilmaktadir.

0,=E@|X,,..X,)

Bayes Yaklagiminin Temeli

Bayes teoremi, bu yaklagimin temelidir.

A ve B aym 6rnek uzayr S igerisinde iki olay olsun. Bu durumda Bayes Teoremine gore B

olay1 verildiginde A’nin kogullu gergeklegme olasilig

P(A/B):fi;;'(—;-)@ P(B)#0 igin

seklinde hesaplanir. Bayes Teoremi az 6nceki tartigmaya uyarlanacak olursa Y verildiginde

(veya g6zlendiginde) 0’nin posterior dagilimi agagidaki sekilde hesaplanabilir:
P(6|Y)P(©)
P(Y)

(4.9)

P(6]Y)= P(Y)#0 igin
Bu ifade literatiirde ters olasilik ilkesi (principle of inverse probability) olarak da gegmektedir.

(4.1) no’lu ifadeden hareketle,

P(Y,0) = P(Y /0)P(0)

(4.10)
P(Y,0) = P(O/Y)P(Y) 4.11)
PO1Y) = PO)P(Y/0)

P(Y)
. P(Y) terimi normallestirme sabiti olarak adlandirilir ve asagidaki gibi yazilabilir
P(Y) = [PO)P(Y 10)d0 (4.12)

(4.11) esitliginden P(Y) terimi gikanldifiinda,
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P(01Y) < P(O)P(Y /6) (4.13)

elde edilir, * simgesi orantisalig: belirtmektedir. P(Y/0), 6rneklem bilgisini gdsteren
olabilirlik fonksiyonu, P(0) ise © parametresinin prior olasilik yogunluk fonksiyonunu ya da
on bilgiyi vermektedir. P(6/Y) ise, Y verildiginde parametre 0 igin posterior olasilik
yogunluk fonksiyonunu gdstermektedir. Ayrica iginde biitiin 6n bilgiyi rneklem bilgisi ile
birlikte tagimaktadir. Son bilgiler, Bayesci analizde ¢ikarimlarn elde etmede dogrudan
kullanilirlar.

On bilgi, posterior olasilik yogunluk fonksiyonuna 6n olasilik yogunluk fonksiyonu
araciligryla girer. Orneklem bilgisi ise benzerlik fonksiyonu yardimiyla analizde yer alir.

Bayesci analiz sonucunda bulunan son dagilim, bir sonraki analizde 6n dagihm olarak
kullamlabilir. Burada ikinci analiz igin alinacak olabilirlik fonksiyonunun, ilk olabilirlik
fonksiyonundan bagimsiz olmasi kosulu vardir. (Kahyaoglu ,1999)

P(8/X) «<P(0)L(6/X) iken X ten bagimsiz Y 6rneklem igin asagidaki ifadeleri olusturmak
miimkiindiir.

P(6/X.Y) <P(8)L(8/Y) (4.14)
L(8/X,Y) o L(8 /X)L(8/Y) (4.15)
Buradan yola gikarak,

P(0/X,Y) oc P(0)L(0/X)I(8/Y) (4.16)
P(6/X.Y) o« P(8/X)I(0/Y) (4.17)
elde edilir.

4.5. Klasik Istatistikle Bayesgil Istatistigin Karsilastiriimas:

Genelde klasik istatistik yanlilari, Bayesgil istatistigi asin siibjektif davranmakla suglarlar.
Ancak klasik hipotez testlerinde bilindigi gibi, bu testlerin anlamlihk diizeyi bir anlamda
siibjektif olarak belirlenmektedir. Klasik istatistikte gerek tahmincilerin elde edilmesi,
gerekse aralik \tahminleri ve hipotez testleri gibi konularin temeli, 6rmek ¢ekmenin
tekrarlanmasina dayanmir. Diger bir deyisle, kuramsal olarak klasik istatistik siirekli olarak
Omeklem c¢ekmenin siirdiiriildiigii ifadesine dayanir. Bunun nedeni ise, siiphesiz dogru
sonucu daha yiiksek bir olasilikla bulma isteginde yatar. Ancak klasik istatistigin bu
Ozelligine karsihk Bayesgil istatistik, boyle bir temele dayanmaz. Bayesgil istatistik’de



35

bireylerin inan¢ derecelerine dayanan siibjektif olasiliklardan da yararlanilir ve klasik
istatistige gore karar kavrami daha sik ve agirlikli bir sekilde vurgulanarak, drneklem dis

bilgilerin de bigimsel olarak analize katilmas: saglanir.
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BOLUM 5 : PRIOR VE POSTERIOR DAGILIMLAR

5.1 Prior Dagihimin Belirlenmesi

Buradaki problem , kisaca olasilik fonksiyonu f(x/0) olarak verilen bir anakiitleden g¢ekilen
gozlemleri temel alarak, 0’nin asil degerinin parametreler uzayr Q’nin neresinde var

olabilecegini saptamaya galigmaktan ibarettir.

Birgok problemde, f(x/0) ile ilgili herhangi bir gézlem yapilmadan énce,deney yapan bir kisi,
onceki bilgilerini gbzden gegirerek, €2 uzayinda bir olasihk dagilimi olugturmak suretiyle, 0’in
degerinin nerede bulunabilecegini tahmin edebilir. Diger bir deyisle, herhangi bir deneysel
veri elde edilmeden ya da gézlemlenmeden 6nce, deneyi yapan kiginin gegmis tecriibeleri ve
bilgi birikimi onu, 0’min Q’min diger bolgelerine oranla, belli bagh bazi bolgelerinde
bulunduguna inanmaya sevk edecektir. 0’nin € uzayinda belirli bolgelerde bulunma
olasiliklarindan hareketle bir 6n dagilim digiiniilebilir. Bu dagilima 0’min prior dagilimi

denir.

istatistikte, prior dagilim kavrami ¢ok fazla tartigma yaratmaktadir. Bir aragtirmacimin 0’min
gercek degerinin nerede olabilecegine dair 6znel inanglart bulunmasi baglaminda , bu
dagilimin bir 6znel olasilik dagihimi oldugu savi baz istatistikgiler tarafindan ileri siiriiliir.
Ote yandan , bir prior dagilmin istatistik alaninda kullamlan diger herhangi bir olasilik
dagilimindan farksiz olduguna ve olasilik teorisinin tiim kurallarinin bir prior dagilim i¢in de

gecerli olacagina inanilir.

Diger baz1 istatistikgiler birgok problemde 6’nin olasilik dagilimindan s6z etmenin dogru
olmadigy yorumunda bulunur. Ciinkii 6°’nin gergek degeri daha ¢ok deney yapan Kisi
tarafindan belirlenen sabit bir say1 olarak diisiiniiliir. Bu istatistik¢iler; ancak 0’nin gegmisteki
olas1 degerleri ile ilgili yogun bir 6n bilgi sahibi olundugunda, 6 parametresinde bir prior
dagilimin kullanilabilecegi diisiinmektedirler. Ancak o zaman, iki farkli istatistik ekoliiniin
kullanilacak uygun bir prior dagilim iizerinde uzlasmasi miimkiin olacaktir.

5.1.2 Kesikli ve Siirekli Prior Dagihmlar

Bazi problemlerde, 0 parametresi sadece sonlu sayida degisik deger alabilir.  Diger
problemlerde, 0 parametresi reel sayilar kiimesi iizerinde ya da reel sayilar kiimesinin bir
araliginda sonsuz sayida deger alabilir . Bu durumda bu dagihmin olasihik yogunluk

fonksiyonuna, 6’nin prior olasilik yogunluk fonksiyonu denir.
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5.1.3 Posterior Dagilim
Xj...Xn nin; olasihk  fonksiyonunun f(x/0) oldugu bir anakiitleden; rassal bir 6rnek

olusturdu@u varsayilsin. Ayrica parametre 0’min degerinin bilinmedigi ve 6’nin prior olasilik

olasilik fonksiyonunun da &(0) oldugu diisiiniilsiin.

Bu sartlara bagh X...X, in olasilik fonksiyonu sekilde yazilabilir:

g, = [ £,(x|0)E0)d(6) (5.2)

Benzer bir sekilde

Xi=x1 Xp=Xn verildiginde‘, 0’nmin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu, X;...X,’ nin bilesik
olasilik yogunluk fonksiyonuna ve 0’min x...x, marjinal bilesik olasihk yogunluk

fonksiyonuna béliinerek elde edilir.

1, (x|0)E(0)

Olx) =
L R B

Buradaki kosullu olasilik yogunluk fonksiyonuna posterior dagilim denir. Ciinkii bu,

Xj...X p’in degerleri gézlemlendikten sonra elde edilen 6’nin dagilimidir. . Posterior olasilik
yogunluk fonksiyonu & (0/x); X;=x; , Xy=Xn gozlemledikten sonra 0 ‘min bu goreli

olabilirligi temsil eder

5.1.4 Eslenik Dagilimlar

Bazi durumlarda 0 parametresinin prior dagilimmnin bilinmesi, posterior dagiliminin tahmin
edilmesine de yaramaktadir. Ornegin 0’nin prioru beta ise posterioru da farkli parametreli bir
diger beta dagilmina uymaktadir. Bu durumda prior ve posterior dagilimlar eslenik
(conjugate) dagilimlar olarak nitelendirilmektedir. Bu durumu asagidaki ¢izelge yardim ile de

incelemek miimkiindiir.

" (6/x) seklinde belirtelecek
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Cizelge 5.1: Bilgi Verici Orneklem Dagilimlari ile Bu dagilimlara Ait On ve Son Dagilimlar

Orneklem dagilimi On dagilim Son dagilhm
Bernoulli Beta Beta
Poisson Gama Gama
Negatif Binomial Beta Beta
Ustel Gama Gama
Normal Normal Normal

5.1.4.1 Bir Bernoulli Dagihmindan Ornekleme

0 parametresinin degerinin bilinmedigi bir Bernoulli dagihmindan rassal bir rnek alinsin.
Eger 0’nin prior dagilimi bir beta dagilimiysa, o zaman herhangi bir rassal 6rnek yardimu ile ,

0’nin posterior dagilimi da yine bir beta dagilimi olacaktir.
Xi...X, ’in, 0 parametresinin degerinin bilinmedigi bir Bernoulli dagilimindan rassal bir

ormek olsun (0< 0 <1). Ayrica 0’un prior dagilmimmn, verilen a ve B(e>0 ve B>0)

n
parametreleriyle, bir beta dagilimi oldugu varsayilsin. y = Z X; olsun.

n=1

Prior olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in su orantisalliktan soz edilebilir.
E@) <0 (1-6)" 0¢0(1 (5.5)

Posterior olasilik yogunluk fonksiyonu f, (x/ 0) (0) & (6/x)’ya oranh oldugundan, su sonug
cikmaktadir:

E@x) < 0°'1-0)"""" 0¢o(1 (5.6)
Sabit bir faktor disinda, bu bagintimn sag tarafi, a+y ve B+n-y parametrelerine sahip bir beta
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonuna esittir.

5.1.4.3 Bir Poisson Dagihmindan Ornekleme

X;... X, Poisson dagiliminda 0’nin ortalama degerinin bilinmedigi rassal bir 6rnek olustursun
(6>0). 6’mn prior dagilimi, a ve B’min (a>0 ve B>0) belli parametrelerle gama dagilimi oldugu

varsayilsin. Sonra ©’min posterior dagihmi, Xi=x; (i=1,...,n) verildiinde, parametreler

n
a+ Y x; ve B+n ile gama dagilimidur.
i=1



n
Yine y = Z X; olsun.

n=I

j;l(X|0) & e-n()g)’

(.7

Bu bagintida X’i igeren ancak 0’ya bagl olmayan bir faktdr sag taraftan atilir. Ayrica 0’nin

prior olasilik yogunluk fonksiyonu
E@) <™ e 0)0

é(glx)xguﬁyl eA(B+n)0

sekline sahiptir.

Olasilik dagilim fonksiyonu (0 /x) posteriori, f, (x/ 0)& (0)’ya oransal oldugu igin

§(0|X)C£0a+y-l e-([3+n)0

ya uyar

(5.8)

Bu bagintinin sag tarafi, aty ve f+n parametreleriyle sabit bir faktér disinda bir gama

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu olarak goriilebilir.

5.1.4.4 Bir Normal Dagihmdan Ornekleme

Xj...Xp, ortalama 60’min degerinin bilinmedigi(.-co<e<w) ve o° varyansinin degerinin

bilindigi(02>0) bir normal dagilimdan rassal bir 6rnek olusturdugu varsayilsin. 6’nin prior

dagiliminin, ortalama p’nin ve o varyansinin belli degerleriyle bir normal dagilim oldugu

diisiiniilstin. 6’nin posterior dagilima,

_o’p+nu’x,
el N
o’ +nv’

972 0202
Sl
o’ +nv?

Parametreli normal bir dagilima uymaktadir.

Olastlik fonksiyonu fy(x/ 0)

£y (le) oc exp[— : Zn: (x, = 0)2:|

20'2 i

sekline sahiptir.

(5.10)

(5.11)

(5.12)



40

Burada sabit faktor sag taraftan atilir. Bu ifadeyi doniistiirmek igin su 6zdeslik kullamlacaksa,

i(x,- —6)* = n(0 — x»)’ +i(x, =X}
5 o (5.13)

ve X1...Xp igeren ancak fi,(x/0) ‘ya bagh olmayan bir faktor olarak ortaya ¢ikar. Sonug¢ olarak
f.(x/0)’ y1 asagidaki sekillerle yeniden yazabilir:

1
26?2

£,(x40) exp|:— - 2.,)2]

(5.14)

Prior olasilik yogunluk fonksiyonu £(0) sekline sahip oldugu igin, onu izleyen posterior
olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki formdadir:

1
&() exp[— i e H)ZJ
2 (5.15)
ve daha onceden belirtildigi gibi
1| n TR 2
&(0|x) e exp{— 5[—2 O—xn)"—(0—-p) ]}
2 > (5.16)

elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki son terim 0 igermedigi igin, oransallik faktorii

icersinde disiiniilebilir, ve su bagint1 elde edilir:

n - 1 1 n e

S O-x) +— (01 =— (O -R) +——— (5a — )’
Bu bagintinin sag tarafi, sabit faktor disinda, ortalamasi p ve varyansi o® olan normal bir
olasilik yogunluk fonksiyonu olarak degerlendirilebilir. Bu nedenle, 6’nin posterior dagilimi
teoremde belirtildigi gibidir. 0’nin posterior dagiliminin ortalamasi, asagidaki gibi yeniden

yazilabilir:

1
202

£(6]x) o CXP[— -’ }

(5.18)

Denklem (5.18)’den, ornek ortalama x ve prior dagilimin ortalama p’s1 bir agirhikh
ortalamadir sonucuna varlabilir. X’e verilen degisim agirhgimin siradaki ii¢ niteligi

dogruladig: goriilebilir.

v ve o”’nin degismez degerleri igin, daha genis 6rnek biiyiikliigii n, daha biiyiik x’e verilen
degisim agirlig1 olacaktir.
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V ve n’nin degismez degerleri igin, rnekteki her gozlem o?’nin varyansindan ne kadar genis
olursa, x’e verilen degisim agirhig: o kadar kiigiik olacaktir.

o’ ve n’nin degismez degerleri igin, prior dagilimin o® varyansi ne kadar genis olursa, x’e
verilen degisim agirhig: o kadar genis olacaktir.

T olt+m’ ol +mo? (5.19)

5.1.4.5 Bir Ustel Dagihmdan Ornekleme
i Xj....Xn, 0 parametresinin (6 >0), bir istel dagihma uydugu varsayilsin. (6’nin prior
- daghmumn, a ve B’min (@>0 ve B>0) belli oldugu parametrelerle,bir gama dagilimi oldugu
- varsayllsin.)  @'min  posterior dagilimi, X,=x; (i=l,...,n) verildiginde, a+n ve f+y
parametreleriyle bir gama dagilimidir.

n
y=in olsun.

n=l

Prior olasilik yogunluk fonksiyonu
f.(x{0) =<8%e™
E@)x<6"'e™ 6)0 (5.20)

seklindedir. Bu nedenle
§6x) <6 gyp (521)
seklindeki orantisallik iliskisi elde edilir.

Bu bagmtiun saj tarafi, sabit faktor diginda, a+n ve B +y parametreleriyle bir gama

5.3 Kayip (Less) Fonksiyonlar:

Iyi bir tahminci . bir parametreyi  gergek degerine yakmn olarak tahmin etmelidir. Diger bir
deyisle, iyi bir tahmin edici icin , tahminin hatasi ortalama seviyede 072 yakin olmalsdsr .
Herhangi bir 8 parametresinin tahmini 2 olsun. (a#6) Bu durumda boyle bir tzhmin ve
dolayisiyla tahmin hatass yapmaktan dolays ortaya gkan kaybs Slgmek igin bir fonksiyona
ibtiyag vardsr. Bu fonksiyon 140, a) yeklinde ifade edilsin ve kaysp fonksiyonu olardk
adlandinlsin. Dogal olarzk, 9 ve 2 arasmdaki uzaklik ne kadar biayikse, 149, 2)'mn degeri o
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kadar biiyiik olacaktir. Ancak yine de bir tahmincinin iyi olup olmadigim test etmek igin daha
istatistiksel bir Olgliye gereksinim vardir. Eldeki her farkli x &rneginden hareketle elde
edilecek kayip fonksiyonlarinin ortalamasi (ya da beklenen degeri) boyle bir ihtiyaca cevap

verebilir.

Risk fonksiyonu kayip fonksiyonunun beklenen degeri olarak tanimlanir ve asagidaki gibi

hesaplanir:

E[L@.a)x]= [L(0,a)E(0]x)d0 (5.23)

Bir istatistikginin yukaridaki beklenen degeri minimum kilacak sekilde bir tahminde
bulunmasi gerektigi de agiktir. Bu sekilde elde edilecek olan tahmin edici, literatiirde, 0 nin
bir Bayes tahmin edicisi olarak ifade edilmektedir. (5.25)

Bununla birlikte farkli kayip fonksiyonlar1 diisiinmek her zaman miimkiindiir. Dolayisiyla

a’nin se¢imi ayn1 zamanda kayip fonksiyonunun tipine de bagh olmaktadir.

5.3.1 Farkh Kayip Fonksiyonlar:

Tahmin problemlerinde yaygin bir sekilde kullamilan kayip fonksiyonu kareli kayip
fonksiyonudur. Bu fonksiyon su sekilde tanimlanr:

L(0,a) = (0 — a)*

Kareli kayip fonksiyonu kullanildiginda Bayes tahmin edicisi posterior dagilimin beklenen
degeri olan E(6/X) olmaktadir.

5.3.1.2 Mutlak Hata Kayip Fonksiyonu

Tahmin problemlerinde sikga kullamlan diger bir fonksiyon, mutlak hata kayip
fonksiyonudur. Bu fonksiyon su sekilde belirtilir:

L(6,a)=|0—-a|

Mutlak hata kayip fonksiyonu kullamldiginda, Bayes tahmin edicisi 0’nin posterior
dagiliminin medyanina esit olmaktadir.

Ornek 1: Bir Bernoulli Dagihmimin Parametresinin Tahmin Edilmesi. 0’nin degerinin

bilinmedigi, tahmin edilmek zorunda oldugu ve 6’mn prior dagilimi, a ve B (>0 ve B <0)



43

belli dagilimlariyla bir beta dagilimi oldugu bir Bernoulli dagilimindan alinan bir rassal 6rnek
Xi...X o'l varsayllmaktadir. Karesel hata kayip fonksiyonlarinin, Denklem(5.26) de
belirtildigi gibi, 0< 0 <1 ve 0<a<l , kullanildig1 varsayilir.

n
X1...X nin her gozlemlenmis degerleri igin, y=in olsun. Teorem 5.1’inde goriildiigii
n=1

iizere; 0’nin posterior dagilimi a+y ve B+n-y parametreleriyle bir beta dagihimi olacaktir.
Parametreler a ve B ile bir beta dagiliminin anlami a( a+f) olacag i¢in, 0’min bu posterior
dagiliminin ortalamasi (a +y) / (a + f + n ) olacaktir. Bayes 6*(X) tahmini her gézlemlenmis
vektor x’e esit olacaktir. Bu nedenle Bayes tahmin edicisi *(X) soyle gosterilir:

RO A ML

oa+pB+n (5.27)

Ornek 2: Bir Normal Dagilimin Ortalamasini Tahmin Edilmesi.

Bir rassal ornek X;...X,, 0'min degerinin bilinmedigi ve o varyansimn bilindigi bir normal
dagihmdan alindign varsayilmaktadir. ©’min prior dagihmimimn, p ortalamasimn ve o

varyansinin degerlerinin belli oldugu bir normal dagilim oldugu varsayilmaktadir..

X1...Xn 'in her gézlemlenmis degerleri igin, 0’nin posterior dagilimi, ortalama p’nin Denklem

(5.23)’de belirtildigi, bir normal dagilim olacaktir. Bu nedenle Bayes tahmin edicisi 6*(X)

§*(X) = M.
o’ +nv’ (5.27)
seklinde belirtilir.

(5.28)

Ornek 3: Bir Bernoulli Dagihmmin Parametresinin Tahmin Edilmesi. Omek 1’in
kosullarim1 tekrar varsayillmaktadir. Simdi mutlak kayip fonksiyonunun kullanildigi, Denklem
(5.28)’de belirtildigi gibi, varsayilmaktadir. X;....X, ’in her gozlemlenmis degeri i¢in, Bayes
tahmini 8*(X), @ +y ve p + n —y parametreleriyle bir beta dagilimi olan 6’nin posterior
dagiimimin bir ortancasina esit olacaktir. Bu ortancamin basit ifadesi yoktur. Ortanca
gozlemlenmis degerlerin her belli kiimesi i¢in sayisal ortalama ile belirtilmelidir.

o u+m’ X,

3*(X) = 3
) o’ +nv’ (5.29)

Ornek 4: Bir Normal Dagihmmn Ortalamasimn Tahmin Edilmesi. Ornek 2’deki kosullar

tekrarlansin. Bununla beraber Denklem (5.29)’de belirtildigi gibi, mutlak hata kayip
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fonksiyonunun kullamlsin. X;...X, ’in her gézlemlenmis degeri i¢in, Bayes tahmini 8*(X),
0’mn posterior normal dagiliminin ortancasina esit olacaktir. Ancak, her normal dagilimin
ortancas1 ve ortalamasi esit oldugunda, 8*(X) da, posterior dagilimin ortalamasina esit olur.
Bu nedenle, mutlak hata kayip fonksiyonuyla ilgili Bayes tahmin edicisi, karesel hata kayip

fonksiyonuyla ilgili Bayes tahmin edicisi aymdir. Bu Denklem (5.30)’da tekrar gosterilir.
o’p+no’X,

62 5 b e o
0= nv (5.30)

5.3.1 Bayes Tahmin Edicisinin Tutarhihg:

Literatiirde Bayes tahmin edicilerinin tutarli olduklar1 belirtilmektedir. Bunun anlami
gozlem sayisi arttinldiginda Bayes tahmin edicilerinin 0’min bilinmeyen degerine olduk¢a

yakin degerler verdikleridir.

5.4.1 Bayes Tahmin Edicilerin Simirlamalar

Bayes yaklagiminin istatistik problemlerinde uygulanabilirliginde belli simirlar
bulunmaktadir. Bu yaklagimi benimseyebilmek igin kareli hata veya mutlak hata gibi, bir
kayip fonksiyonunun ve parametre (ya da parametreler) igin bir prior dagilimi belirlenmesi
gerekmektedir. Biitiin bu islemler ¢ok zor ve uzun zaman alic1 olabilir. Diger olas1 giigliik,
0’nin tek bir parametreye degil de bir parametreler vektoriine karsilik geldigi durumda
kargimiza ¢ikmaktadir. Boyle bir durumda , gok boyutlu parametre uzay: Q iginde anlaml bir
birlesik prior dagilim belirlemek ¢ok zorlagmaktadir.

Bu sorunlari ¢ozmek igin basit bir yolun olmadig1 vurgulanmalidir. Prior dagilimlara ve kayip
fonksiyonu iizerine kurulmamig tahminin diger metotlar sadece teorik yapida ¢ok eksiklikler

bulundurmamaktadirlar. Aym zamanda pratikte kesin simirlamalar barindirmaktadirlar.

5.4.2 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Tanimi

Az once de deginildigi gibi bir kayip fonksiyonu ve bir prior dagihm belirlemeden
Bayesgil tahmincileri bulmak olanaksizdir. Yine de bu tiirden zorluklarla kargilasmamak igin
bagka bazi yontemlere bagvurmak yararh olacaktir. Bu yontemlerden bir tanesinin adi en
¢ok olabilirlik yontemidir. R.A.Fisher tarafindan 1912°de gelistirilen bu yontem, birgok
probleme uygulanabilir. Giiglii sezgisel bir yapiya sahiptir. 6’nin mantikli bir tahmin edicisini
verir. Ustelik, 6rnek biiyiikse, 0’nin tahminindeki isabet artmaktadur.
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Herhangi bir ana kiitledeki X rastlantisal degiskeninin 0 parametresine bagl olasilik

dagilimmm f(x/ 0) ve bu ana kiitleden gekilen n birimlik bir gozlemler x;, X, X3 Xa

olsun. Ornekteki birimlerinin bagimsiz olmalari halinde birlikte meydana gelen olasiliklar

n
L(0):f(x1, X2, X3,..... Xn; 0)= Z f(x;0) dir.

n=1
Soz konusu L(0) fonksiyonu ¢ok olabilirlik fonksiyonu olarak tamimlanir.Burada, daha
onceden de deginildigi gibi 0 reel degerli bir parametre veya parametreler vektorii olabilir.
Onceden oldugu gibi, f(x/0), x vektorii i¢in, 0’min bir olasilik fonksiyonu olarak tanimlanir.
En ¢ok olabilirlik ydontemi bu fonksiyonu ( ya da bu fonksiyonun logaritmasini) maksimize

etmemizi saglayacak parametre tahminlerini bulmamiz saglar.

En Cok Olabilirlik Tahmini
E.C.O=P(1/5 | 02)=0.08192

e i
= \
\
o
% \
0.01 /
0.00Z

0.00 0.10 020 030 040 050 060 0.70 080 090 1.00

1(p)

sekits.1 E.C.O=P(1/5 | 0.2)=0.08192

Yukaridaki sekilden de anlagilacag gibi L(p) fonksiyonunu maksimum kilan p degeri 0,2 dir ve bu noktadaki L(p) degeri 0,08 civarindadir.

5.4.3 Baz1 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin Bulunusu

Bazen  L(0)’yr maksimum kilan birden ¢ok 0’min tahmini degeri bulunabilir. Boyle bir
durumda tek bir en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinden s6z etmek miimkiin degildir. Bulunan
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bu noktalardan herhangi bir tanesi 0’mn tahmini olarak segilebilir. Bazen de , 0’min bir E.C.O.
tahmincisi mevcut olmayabilir. Bu durumda da yapacak pek bir sey yoktur.
Bir Bernoulli Dagihmindan Ornekleme. X;...X,’in 0 parametreli (0<6<1) bir

Bernoulli dagilimindan gekildigi varsayilsin . Her X;...X, i¢in, olasilik yogunluk fonksiyonu
f(x/ 0)= (1)’dur.

f(x/ 0) fonksiyonunun olasihgm en yiikksek dereceye ¢ikaran 0’min degeri, f(x/ 0)
logaritmasim en yiiksek dereceye ¢ikaran 0’min degerine esittir. Bu nedenle en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisi

£.l0) = To* a-0)
- (5.32)

1(0) = log £, (x}) = > [x, log0 + (1 - x,)log(1 - )]
= (5.33)

(ixiJlogenL(n—zn:xi )log(l -0)

(5.34)

Tiirev fonksiyonu dI(;S)) ’y1 sifira esitleyerek L(0) ’y1 maksimum kilacak © degeri bulunacak

olursa

Buradan ¢ikan sonucua gore 0’nm en gok olabilirlik tahmin edicisi 6rnek ortalamasina
esittir: =X olur.
Bir Normal Dagihmdan Ornekleme. X,...Xs, p’mn ortalamasinin bilinmedigi ve varyans

o”m bilindigi bir normal dagilimdan bir rassal 6mek olusturdufu varsayisin. Her

gozlemlenmis X,...X, degeri igin, olasihk fonksiyonu f(x/p),
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1 1 <

fx/p)= £ (X[ ) = ——= 7 exp| —— D (x; —p)? 5.35
( l'l) n( I}‘l (2n0_2)n/2 p|: 20_2 g( 1 H) ( )
Denklem (5.35)’ten f(x/p) niin,
Q) = 2 (x — )" =D %] =20 x, +mp’

i=1 i=1 i=1 (5.36)
en aza indirgeyen p’iin degeri ile en yiiksek dereceye gikaracag: goriilebilir.
Tiirev fonksiyonu dQ(u)/du 0’a esitlenecek olursak /=X bulunur. Dolayisiyla p’niin en
¢ok olabilirlik tahmincisi 6rnek ortalamasina esit olmaktadir.

Not: p’niin tahmincisinin bilindigi kabul edilen o® varyansindan etkilenmedigi gorebilir.
Bilinmeyen ortalama p’iin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi, 0”’in degerine bakmaksizin,
omek ortalama X ’ya esit olmaktadur.

Bilinmeyen Varyansh Bir Dagilimdan Ornek Alma. Yine X,....X, ’in normal bir

dagihmdan rassal bir 6rnek olusturdugu ama ortalama p ve varyans o”in bilinmedigi

varsayilsin. Bu durumda olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi

L(w,6%) =log f, (xn,c?)

2 log2m) - Llogo? -5 3 (x,4)’
2 2 - (5.37)

Seklindedir. Bu fonksiyonu maksimum kilmak ig¢in gerekli kismi tiirevler alimip sifira

esitlenecek olursa

oL@.s*) _,

ou (5.38)
GL!p,cz !_ 0

dc’ (5.39)

Bu denklemlerden yola gikilarak su baginti elde edilir:

GL(‘};;LGZ) =£§b‘; —p)= (_,l_z-(gx, —nu)

(5.40)
Boylece =X bulunur.

Bunun yani sira
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2
oo’ __ n 1
D) 2D (5 1)
2 2 4 i

oo i T (5.41)

u’ya, yeni elde edilen /= X degeri verildiginde
n —_\ 2
Z(X K )
1

o == ® bulunur. (5.42)

Bu denklemin sag tarafinda yer alan istatistik 6rnek varyansi

n —_ 2
, 2 x~X)
Q= i=] : ile iligkilidir.
n_

Soyle ki
w=l S 2 0"-2 olmaktadir. (5.44)
n

Tekdiize Bir Dagihmdan Ornek Alma. X........ Xn ’in, O parametresinin degerinin (0 >0)
bilinmedigi, (0, 0) arahigindaki bir tekdiize dagilimdan c¢ekildigini varsayalim.. Her bir
gozlemin olasilik dagilim fonksiyonu f(x/0) asagidaki sekle sahiptir:

1

f(x|9)= 0
0 degilse

icin 0<x<
icin 0<x<0 (5.45)

Boylece X;...... X, in bilesik olasilik fonksiyonu olan f(x/0) su sekli alir:

icin 0<x,<0 (i=1,..,n

1
f,(x[0)=10" (5.46)

0 degilse
Yukaridaki denklemden de gériildiigii gibi 0’nin E.C.O, 1/0 en yiiksek degerini veren bir
deger olmalidir. Bu deger 6=Maks(x;....... Xn) olacagindan:
6’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi : 6 =Maks(X........ Xa) olur.

Burada en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin uygun bir tahmin edici olmadig belirtilmelidir. e
Maks(X;...... X,)< 0 oldugu igin, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini, 0’min degerini
oldugundan daha az tahmin etmekte oldugu goriilmektedir.
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Ornek 5: Bir en cok olabilir tahmin edicisi’nin tek olmamasi X;....X, ’in (0, 0 +1)
arah@indaki bir tekdiize dagilimdan rassal bir 6rnek olusturdugu varsayilsin. Birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonu 6 <x<6 +1(G=1...... n) igin

1 igin 0<x,<0 +1(i=1,...,n)

£,(x|0)= {o degilse 3.48)

seklindedir.

x<0+1 kosulu da, 6>Maks(X;....X,) kosuluna denk olmaktadir. Bu yiizden
Maks(x.....x)-1< 0 <Min(X;....Xp) i¢in  ve

1 i¢in Maks(x,,....x, )-1<0<Min(x,,...x, )

54
0 degilse Sraed

£(x|0) ={

Boylelikle 0’1in herhangi bir degeri Maks(X.....Xs)-1<0<Min(x....x) arahiginda bir E.C.O
tahmini degeri olarak segilebilir.
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BOLUM 6 : EN YUKSEK OLABILIRLIK TAHMIN EDIiCILERININ
OZELLIKLERI

6.1 Degismezlik

p £l Xn degiskenlerinin, olasilik fonksiyonu ya da olasilik yogunluk fonksiyonu f(x/0)
olsun. Baska bir deyisle (X...... Xnyin 0 parametresinin bilinmedigi bir dagilimdan rassal bir
omek olusturdugu varsayilsin. ® de, 0’nin E.C.O. tahmincisi olsun. Simdi dagilimdaki 0
parametresini bir fonksiyonu olan g(0) dikkate alinsin. Eger ©, 0’nin en yiiksek olabilirlik
tahmin edicisiyse, o zaman g(®) de, g(0)’nin en yiiksek olabilirlik tahmin edicisi

olmaktadir. S6zgelimi tahmincisi en yiiksek olabilirlik yontemine gore bulunmus olan 6

parametresi s6zkonusu olasilik dagiliminin varyansina (0:0-2) esit olsun. Bu durumda

standart sapmanin (a) en ¢ok olabilirlik tahmincisi de hi¢ siiphesiz 6’nin en ¢ok olabilirlik

tahmincisinin karekokiine esit olmaktadir. Bu o6zellige degismezlik 6zelligi (invariance

property) denmektedir. En g¢ok olabilirlik tahmincileri degismezlik 6zelligine sahiptirler.

6.3 Tutarhhk

Ornek birim mevcudu n sonsuza giderken n—oo © tahmin edicisinin drnekleme dagiliminin
ortalamas1 0 etrafinda yogunlagmasi halinde tutarliktan s6z edilir. Diger bir yénden ©®’ nin
odak oldugu bir yogunlagma i¢in asimptotik sistematik hatasizlik gereklidir. Kii¢iik 6rnekten
biiyiik 6rnege gegildiginde sistematik hata azaldigi igin ® tahmin edicilerinin &rnekleme
dagilim1 da 0 etrafinda toplanacaktir.

6.4 Yeterli Istatistikler

Hatirlanacag: gibi (X;...X, ) gozlem degerlerinden olusan rassal bir 6rnekteki gozlemlerin
T(X;...Xn) gibi reel degerli fonksiyonu bir istatistik olarak adlandinlir. € €2’nin herhangi
bir sabit degeri i¢in, her belli istatistik T°nin dagilimi, (X....X, )’in bilesik olasilik yogunluk

fonksiyonundan alinabilir. Genelde, bu dagilim 6’nin degerine dayamir. Bu nedenle,

0 € Q’nin far]\dl olasi degerlerine karsilik gelen T’nin olasilik dagihmlarinin olusacagini
sdyleyebiliriz. T verildiginde (Xj....Xa )’nin kosullu olasihiginin 0’ya bagl olmamasi halinde

ise T istatistigine 0’min yeterli bir istatistigi denmektedir.
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T’nin yeterli bir istatistik olmas: halinde ( baska bir deyisle f( X , X ... X,/T) kosullu

olasihgmin 0’ya bagh olmamasi, s6zkonusu &rnek yerine onun bir istatistigi olan T’nin
gegirilebilecegi (ikame edilebilecegi) anlamina gelir. Ciinkii madem bu kosullu olasiik 0’ya
bagh degildir o halde bdyle bir 6rnekten yola gikilarak 6 hakkinda ( yeni bir) bilgi edinilemez.
‘ Ote yandan bilindigi gibi istatistik olusturmamin bir amaci Omekten gelen verinin
szetlenmesidir. Ornegin, belirli kosullar altinda 6rnekten gelen (X;....X, ) gozlemleri yerine

omek ortalamasi, drmek varyansi vb. istatistikler kullanilarak boyut indirgenebilir. n tane
gozlem degeri yerine onlarin baz istatistiklerini kullanmak hig siiphesiz daha pratik olacaktir.
T’nin yeterli bir istatistik olmas: halinde artik (X;....X, ) gozlemleri yerine bu T istatistigi
kullanilabilir.’ Ciinkii bu gozlemler kiimesi T°nin varliginda © hakkinda ( yeni bir) bilgi
vermeyecektir.

Ote yandan yeterli istatistifi az onceki tartigma gergevesinde rassal drnekteki tiim bilgiyi
kapsayan istatistik olarak da tammlamak miimkiindiir.

2 Mood, A.M.; Graybill; F.A.; Boes, D. C.; “Introduction to the Theory of Statistics” McGraw-Hill International
Editions, Statistics Series, Third Edition, s300-30]
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BOLUM 7: ON BILGININ BiR DAGILIM BiCiMINDE BELIRLENMESI

parametre 6 6n yogunluk fonksiyonu subjektif

| 1:kesikli

* isfirekli

~ kesikli halinde tamimini yapilir. Siirekli olmas: halinde ise éncelikle olasilig bulunur. Bunun

iginde  bilgiler dagilma doniistiirilecek ondan sonra tanitilmasi yapilma asamasina
- gelecektir.(Kahyaoglu,1999)

7.1.1 Histogram Yaklasim

0’mn dagilimimi bulunmasindaki yaklasimlardan histogram yaklasgimindan bahsedilmek
istenirse buradaki metot parametre uzay olarak ele alinir ve esit sekilde bélmelere ayrilir. Her
bolmenin kendisine ait bir subjektif olasilig1 olur. Bu olasiliklardan bir histogram meydana
gelir. Olasilik yogunluk fonksiyonu histogramdan faydalamilarak tahmin edilebilir..

7.1.2 Goreceli (Nisbi) Benzerlik Yaklasimi
Buradaki 6n yogunluk fonksiyonun tamimlanmasindaki yontem daha ¢ok her noktaysa ait
kisisel yakinliklarinin birbirleri ile iliskilendirilip tartistinlmasi sonucu ortaya gikar.

Cergeve 0°’min  simirlanmamus  seklindeki haliyle smirlanmis olan haline gére daha zordur.
Benzerlik yapmak icin sadece simirli bolge kullanilmaktadr.

Burada iki teknikten bahsedilmelidir: ilk teknik smrl1 bolgenin diginda kalan alanin olasilik
yogunluk fonksiyonunun tammlanmasim saglamaktir.Daha sonraki teknik ise belki
yogunlugun normallestirilmesini saglamak olacaktir.

7.1.3 Verilen Fonksiyonel Bigim ile Eslestirme

On olasiligimi tanimlanmasinda kullamimina en sik rastlanilan 6nceden verilmis bir fonksiyon
bicimiyle eslestirme yontemidir. Varsaymm olarak P(6)’min verilmis bir fonsiyonel bir form
oldugunu ve f({rmlm olasiligin daha yakin olacak bir sekilde segilmesini saglamaktir. Bunun
icin yapilmas: gereken en Onemli is, tahmin edilmis momentler yontemini kullanmak
olacaktir. Varsayim olarak parametrelerin normal dagildigi varsayilmaktadir. Yogunluk
formiiliiniin ortaya g¢ikartilmas: igin ortalama ve varyans bulmamiz gerek olacaktir.
Karsilagacak en onemli sorun fonksiyon kuyruklarnin momentlerin belirlenmesi iizerindeki
etkisidir.
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Eger, [0,00] arasindaki bir yogunlugun kuyrugu K. 0, bigiminde olursa;

-2 = -1 =
[[oko )d0 =K [ 6"d0 = o s e

seklinde elde edilecektir.

Moment degerine sahip olan bu yogunluk k kiigiildiigii takdirde etki anlamsiz kalacaktir. Bu
yogunluk, bir moment degerine sahip olamaz. Ancak K kiigiikse bu kuyruk ¢ok dnemsiz ve
anlamsiz bir olasilik degerine sahip bulunacaktir. Bu subjektif olarak olduk¢a belirli
olasihiklan ifade ettifi i¢in kiiciik olasihgin kuyrugu kesin olarak bilinemez. Bu durumun

momentler {izerindeki etkisi, sinirsiz parametre uzayi ile ilgilenildigi zaman biiyiik olacaktir.

Eger 0, [0,1] gibi simuirli bir parametre uzayinda ise, 6n momentlerin siibjektif olarak
belirlenmesi daha mantiklidir. Bunun sebebi kuyrugun momentler iizerindeki etkisinin

azligdir.

Parametrelerin belirlenmesinde daha iyi bir yontem olarak, yigina ait dagilimin gesitli
kisimlarini, siibjektif olarak tahmin etmek ve daha sonra bu kisimlara miimkiin oldugu kadar
yakin bir yogunluk elde etmek igin verilen fonksiyonel seklin parametrelerini se¢mek
onerilmektedir Stirekli bir dagilimin o kismi, bu dagilima sahip rassal bir degiskenin Z(a)’ya
esit veya kii¢iik olmasi olasiligin1 a olarak veren bir Z(a) noktasidir. Bu, siibjektif olarak
yapilmasi en kolay olan, bolgelerin olasiliklarinin tahminini kesin bir sekilde ifade eden

yontemdir. (Kahyaoglu,1999)

7.1.4 Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonunun Saptanmasi

On yogunluk fonksiyonun belirlemek igin kiimiilatif dagilim fonksiyonunun subjektif olarak
meydana getirilmesi gerekmektedir. Burada egri metodu kullanilmaktadir. Bu noktalar bir
araya geldikleri zaman anlasilir bir fonksiyonel egri ortaya ¢ikmaktadir.

7.2 On Yogunluk Fonksiyonu Belirlenmesinde Marjinal Dagilimin Kullanilmasi

X in marjinal dagilimindan bahsetmek istersek x in f(x) olasilik dagilimina sahip oldugu ve
parametre olarak ta q min p(q) olasilik yogunluk fonksiyonu bilindigi varsayimi altinda x ve

q bilesik yogunlugu
h(X / €)= (X /9).p(9) (7.2)

marjinal yogunluk
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m(X[P)= [£(X[0)df"©) = [F(X[0)PF@)df siirckli (13)
0 0

m(X[P) = If X le)df @)= Z f(X|0)P®)  kesikli (7.4)
0 0
marjinal dagilimi i¢in kullanilir.(Kahyaoglu,1999)

7.3 Hiyerarsik Dagilimlar

Cok asamali dagilhimlarin en 6nemli olan 6zellii yapisal ve 6n bilgiye sahip olup aym

zamanda kullanmalaridir. Tanimlamak gerekirse;

k
rO)=]1r©)
- (7.5)

Burada yapisal ve 6n bilgi mevcuttur.

Hiyerarsik yaklasimda siibjektif olasilik ikinci agsamaya yerlestirilerek yigina ait bir dagilim
olusturulmaya g¢ahgilir. Ilk asama iginde siibjektif olan P;, boylece ikinci asama igin
kullanilacaktir.

[lk asama onlerinin meydana getirdigi bir I' sinifina sebep oluyorsa, ikinci asamal ’daki 6n
dagilmi yerine koyarak elde edilecektir Kisacasi I iizerine bir 6n dagilim olusturulacaktir.
Belirli bir fonksiyonel seklin 6rneklerinden meydana gelenI”, ilk asama i¢in ¢ok daha 6nemli

bir 6n simiftir. I" *y1 su bigimde tanimlamak miimkiindiir.

Ikinci asama, bir 6n dagilimin yerine konmasi yolu ile elde edildigine gore, Ayerine Py(1)
yerlestirildiginde bu asama tamamlanacaktir. P>(A) ifadesinde hiper-parametre olarak
isimlendirilenA.’dir. Boylece iki asamali onden bir hiper-6n elde edilmis olur.P;’in

bagimsizliginin yapisal tahmininin normal dagildig1 varsayimi altinda;
k

M{R©/2): RO/ H}=]]RO)
i=1

(1.7)
\

elde edilir.

Py normal dagiliyor ise, N(”p,cg), —00 <, <400, 0[2, >0 olacaktir. Ikinci asama &n

dagilim1 olan P,( 1) siibjektif kararlara kargilik gelen hiper-parametreler igin segilebilir. Bazen

ikinci asamadaki 6n dagilimlarin siibjektif olarak belirlenmelerinin kesinligi, tek bir 6n
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dagihm belirlenmesinden daha etkindir. Dolayisiyla Py’nin  yanhs tammlanmasinin

olusturacag tehlike daha azdir denilebilir.

Hiyerarsik dagilimlarin iki asamayla sinirlanmasimin teorik bir nedeni yoktur. Fakat ikiden
fazla uygulamanin da kullammda pek fazla bir yarari olmayacaktir. Hiyerarsik yaklagimin
hesaplamada avantajli olmasi nedeniyle Bayes yaklagimi i¢in de 6nemli bir yontem oldugunu
belirtmek gerekir. Boylece hiyerarsik bir yapidan elde edilen dagilimi standart bir dagilim
olarak kullanmanin bir sakincasi olmayacaktir. Bayeste hiyearsik yaklagimin yaygin olarak
kullamilmasinin en 6nemli nedenleri arasinda buradan elde edilecek dagilimin standart halde
olmasidir.Ve bu sekilde kullanilabilir olmasi da biiyiikk bir avantaj yaratmaktadir.
(Kahyaoglu,1999)

7.4 En Biiyiik Entropi Dagilimlan
Entropi belirsizlik &lgiitiidiir. Dagilmanin biiyiikliigii ile vermis oldugu bilginin miktar ters

orantilidir.

Entropi, 0 *min kesikli oldugu durumlarda kullanilabilir. €,(P) ile gosterilen P’nin entropisi,

kesikli durumda

£,(P)==2_P(0)log P(6)
- (7.8)

olarak tanimlanur.

Eger P(0;) = 0 ise; P(0;)logP(0;) sifir olarak elde edilecektir. 6= {6, .0 5, 0.} ise,
P(0y) = 1 oldugunda, P(0,) = 1 iken i#k igin parametre noktasin1 tamamen ifade eden
olasilik dagilimu ortaya gikacaktir. Boylece belirsizlik sifirdir. Bu durumda,

&,(P) = —2": P(6)log P(6,)=0
2 (7.9)

ifadesi yazilabilir.
Belirsiz ya da en yiiksek entropi olasilik dagilim, biitiin i ler igin
PO)=1m

bigiminde ifade edilir. Bu, P i¢in §oyle yazilir.

g,(P)= —Z % log(%) =logn

=]

(7.10)
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Biitiin uygun P’ler i¢in € 4(P) < logn durumu s6z konusudur. Kesikli bir 6 i¢in, bu en biiyiik
entropi dagilimu bilgi verici olmayan 6n dagilim ile aymdur. (Kahyaoglu,1999)
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BOLUM 8: REGRESYON MODELLERI

8.1. 1 Modelin Ana Hatlan

iktisadi olaylarda bagimh degisken gok ender olarak tek bir bagimsiz degiskene baghdir.
Genellikle bir iktisadi olayda bagimli degisken birden ¢ok bagimsiz degiskenin etkisi
altindadir. Bagimli degisken ile k bagimsiz degisken X;, X,. .... Xy arasindaki bagintiyr
dogrusal model i¢inde ele alirsak modeli

Yi=Bo + PiXii + BoXai + ... + BiXui + ui (8.1

K
Y =Bo + 2 BiXji +u;

H (8.2)
veya
k
Y = ) BiX;i +y;
¥l Xoi = 1 her i igin (8.3)
olarak ifade edebiliriz.

Modelde Y; niceldir. Buna karsin bagimsiz degiskenlerin tiimiiniin nicel, tiimiiniin nitel,

kiminin nicel kiminin nitel olmasi gibi segenekler s6z konusu olabilir.

Bagimsiz degiskenlerin tiimiiniin nicel olmasi halinde Regresyon Modeli, tiimiiniin nitel
olmasi durumunda da varyans analizi karsimiza gikmaktadir. Kovaryans analizi ise hem nicel
hem de nitel bagimsiz degiskenlerden olugmaktadir. Bu baglamda regresyona golge

degiskenlerin eklenmesi ile bu model de hem nicel hem de nitel bagimsiz degiskenlerden

olusacaktir.

O halde regresyon ile kovaryans modelleri arasindaki farkin vurgulanmasi gerckmektedir.
Kovaryans modellerinde nitellik 6n planda olup ilgi alanimi olugturan baglica bagimsiz
degiskenler niteldir. Nicel bagimsiz degiskenler ise sadece hata paylan varyansim diigiirmek
igin model kapsamina alinmigtir. Halbuki Regresyon’da nicellik odak olup nitel degiskenler

verilerdeki farklilig1 yansitmaktadir.

8.1.2 Coklu Dogrusal Regresyon Modeli
Iki degiskenli dogrusal regresyon modelinin bir uzantisi olan bu model birden fazla bagimsiz
degiskene sahip regresyon modellerin agiklanmasinda sik sik uygulanan bir tekniktir.
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Coklu dogrusal regresyon modelinin en basit bigimi bir bagimh ve iki bagimsiz degi
olusan birinci mertebeden bir modeldir: i

Yi=PBo+ BiXui + BoXoi + ... + PiXii + u; (8.4)
Bu dogrusal modeli ikinci mertebeye yiikseltebilmek igin

Yi=Bot+ BiXui + BoXoi + ... + B Xaii + u; (8.5)
yazabilir.

Basit dogrusal regresyonda bagimh degiskendeki yani etkilenen degiskendeki degismeler bir
tek bagimsiz degisken, yani etkileyen degisken ile agiklamiyordu. Genelde bir bagimli
degiskendeki degisimleri bagka degiskenle agiklamamin yeterli olmayacag: agiktir. Sosyal ve
fen bilimlerinde ele alinan olaylarda ¢ok sayida faktoriin etkisi s6z konusu olacagindan,

modelde daha fazla bagimsiz degiskene ihtiya¢ duyulacaktir. (Genceli,M.,1989)
8.3.3. Coklu Dogrusal Regresyon Modelinin Matrislerle Gosterilmesi

Omek n gdzlemden olustufundan her bir gozlem Y, X, X3, ..., Xk degiskenleri igin birer
degerden olusacaktir. Model,

Yi=PB1+P2fin+ Bz + .. + BiXat i
olarak tammlandigindan herbir gézlem igin,
Yi=B1+ BaXeo + BsXps + BiX .t w

Yo =B+ BoXap + BsXsz + ... + BiXa + 2

Yo1 = B1 + BoXpape + B3Xas + ... + PiXok + Un

Yo=Bi+ BaX o+ BsXas + ... + BiXak + Un

eg.ﬂlklm‘ i ymﬂn‘ 1 -
\
Bu esitlikleri matrislerle ifade edersek,
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B 1 X, Xg = Xy B, &
Y, 1 Xy Xpn - Xy B, !
Y, | |1 Xa Xy Xy Bs 4%
) 1 Xaap Xeap o Xeape || Pra €aa

_Yn Y _1 an Xn3 Xnk 4 L Bk B B Moo B

olacaktir. Goriildiigii gibi B modelde yer aldigindan ve degiskeni olmadigindan, X' ler matrisi
yazilirken degerleri 1 olan bir X, degiskeni varmug gibi birinci siitunda 1 degerleri yer

almigtir. (Neil.H. .,1975)

Yukarida yer alan matris ve vektorleri,

Yl 1 X12 xl? xlk
Y & Y2 X e 1 X.ZZ X23 X2k
nx1 E o Ban Gk Tt nxk
B, €
B: B:Z g= 82
B, kx1 "5 nxl
olarak tanimlarsak model,
¥=pX+¢
olarak ifade edilecektir.

Olusturulan X matrisi vektorlere boliinebilir. Bu durumda vektorler,

1 Koy Xis Xk

1 X X X
X, =].|1X;= \ :22 X, = 523 seliy %

1 an xn3 X'*

olacaktir. modelin bu vektorlerle,

Y =XBy + Xofo + XaB3 + ... + X t €
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seklinde gosterilmesi de miimkiindiir.

8.3 4 Modelin Varsayimlar:
1) Hata paylan birer rastlant: degiskeni olup
E(u)=0 (8.6)

2) u normal olarak dagilmaktadir:
ui~N (0, o”u) (8.7)
3) Homoskedasite s6z konusudur:

E(u?) = o’u (8.8)
4) Otokorelasyon bulunmamaktadir

Kov (ujy)) =01 # j (8.9)
5) u; hata paylar1 bagimsiz degiskenlerden bagimsizdir.

Kov (uj, X1i) = Kov (uj, X3i) = ... = Kov (uj, Xii) =0 (8.10)

6) Bagimsiz degiskenler arasinda kesin bir dogrusal baglanti bulunmamaktadir. Bagimsiz
degiskenlerden higbirinin digerlerinin dogrusal baglantis1 yoktur. Ornegin Xai = 4X3i veya
X3 = 5-4 X5 + 9X3; ¢oklu dogrusal baglantiy1 yansitmaktadir. Buna karsin X; = X% veya
X4 = Xsi.X7; gibi dogrusal olmayan iligkiler ¢oklu dogrusal baglanti olmadig varsayimin
degistirmektedir.

Bu baglamda 6. varsayimin 6rnege iligkin bir sorun olduguna ve dolayisiyla hipotez testine

konu olamayacagina deginilmelidir.
7) Bagimsiz degiskenlerde lgme hatas1 bulunmamaktadir.
8) Gozlem saysi, n, parametre sayisindan, p, fazladir: n > p

Bu varsayimlan gergeklestiren model yerine “Klasik Normal Coklu Regresyon” modeli
denilmektedir. iki bagimsiz degiskenden olusan en basit ¢oklu dogrusal regresyonun herhangi
bir birimi;

Yi=Bo + PiXui + BoXoj t (8.11)
dir. Beklenen deger alindig takdirde de ana kiitle regresyon denklemi elde edilir:

E(Yi) = E(Bo + B1Xui + BoXai + i) (8.12)
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Po parametresi regresyon sabiti veya kesisimidir. Regresyon yiizeyi ile Y’nin kesigimini
vermektedir, difer bir deyisle X; = X; = 0 oldugu zaman E(Y)’nin orijinden yiiksekligini
gostermektedir. Ekonometrik agidan ise, By, modele alinmayan diger degiskenlerin Y'ye
yaptiklan ortalama etkidir. X; = 0, X; = 0"in modelin veri kapsaminda bulunmas: halinde E

(Y/X; =0, Xz = 0) degerini vermektedir. Aksi takdirde 6zel bir anlami1 bulunmamaktadir.

Genel olarak B, ... Px’ya kismi regresyon parametreleri denilmesinin sebebi bunlarin

Xi, X2, ..., Xi'min kismi etkilerini gostermeleridir.

px yorumlanirken bu parametreye iligkin degisken, Xy digindaki diger tiim bagimsiz
degiskenlerin etkilerinin sabit oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayim altinda X;’daki bir birim

degismenin bagimli degiskenin ortalamasinda ne kadar degigmeye yol agtigini B vermektedir.

Matematik olarak da burada;

Y/ X, Xi) _ g
X, :
(8.13)

kismi tiirevi alinarak ayni sonuca ulagilir.

B1, ... Px’ya isaretleri iliskin olduklar1 bagimsiz degigsken ile bagimh degisken arasindaki
bagintinin yoniinii vermektedir. Buna karsin hangi bagimsiz degiskenin etkisinin daha fazla
oldugu hususunda PB’nin biiyiikliigii gerek olmakla birlikte yeter degildir. Parametrelerin
kargilagtirmalarda kullanilabilmesi i¢in tiim bagimsiz degiskenlerin aym 6l¢ii birimine tabi
olmalar1 gerekir. Iktisadi olaylarda ¢ogu kez rastlamldig1 gibi X, Xs,..., Xi biitiin bagimsiz
degiskenler aymi 6lgiiye, 6rnegin TL’ye bagh iseler parametrelerin biiyiikliigii etkili olmada
bir 6l¢iidiir. Aksi takdirde, yani ayni 8l¢ii birimleri s6z konusu degilse boyle bir kargilagtirma
(Genceli,M.,1989)

8.3.5 Parametrelerin Tahmini
n birimlik bir 6rnekten p = k + 1 parametre tahmini elde etmek istendigi takdirde gene E.K.K.

yontemine bagvurulacaktir.

Aranilan ornek regresyon denklemi

? — ﬁo + ﬁlX] : ﬁzXz dir. (8']4)
Y =B + B Xy +B2Xoi +e (8.15)

& =Y, —(ﬁo +BiXy; + BzXZi) (8.16)
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n = % A
Se;2 =S= Y, (Y; —Bo +Bi Xy +B2X5;) - min

t=t
Minimum olma gerekli kosulu

0
s | T 11 %Res

o : B, : B, A

(8.17)

(8.18)

Genel olarak, k parametreden olusan dogrusal bir regresyonun ¢dziimii i¢in, 0(0,0,...) orijini

kullamldig1, yani asli degiskenler tercih edildigi takdirde p = (k+1) kismi tiirev alinmaktadir.

oS A
—=—2X(Y; —Bo —B: Xy =B Xy —. B X)) =0
0
oS e A A
——==22(Y; =By =B, X, =B, Xy = =B X )(X;) =0
1
88 e 5 s
e —2Z(Yi _Bo _Blei _ﬁZXZi _"'_kaki )(Xkl) =0

k
Buradan da su normal denklemler bulunur:

ZY, = nf, + B, X, +B,5X,; +...+B X,

BX,.Y, = $,2X,; +B,X% +B,2X, X, +...+f,IX,, EX,,

e |

5X,.Y, = B,ZX,; +B,EX,ZX,; +B,ZX % o+ BN X,

EX, Y, = B,EX,, +B,EX ZX,; +B,EX X, +...+ B =X

8.3.6 Genel Dogrusal Regresyon Modelinin Matris Yaklagim

Genel dogrusal model,

Y, =P+ BiXa+ PoXip+.t BpaXipoy +uy

olarak ifade edilirse, matris formunda asagidaki matrisler tanimlanmalidir:

(8.19)

(8.20)

8.21)

(8.22)

(8.23)
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—Yl— —1 Xll Xl2 X]p—]—
Y2 1 X21 X22 X2 p—1
- X T
nx1 nxp
_Yn 3 _1 an an Xn,p—] 1

Y ve u vektorlerinin basit dogrusal regresyon modeli igin benzer olduklarina dikkat

edilmelidir. / vektorii ilave regresyon parametrelerinden olusmaktadir.

Matris terimleriyle genel dogrusal regresyon modeli:

F=Xp+u

nxl P pxl nx1

Y bagimh degisken vektorii
[ parametre vektorii

X bagimsiz degisken matrisi

u bagimsiz normal rastlantisal degisken vektori

\

E{u}=0 ve varyans- kovaryans matrisi:
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T g 0
O ot i
o ful=l 0 0 o? 0 |=0?1
nxn
g g o’ |
E{Y}=Xp (8.24)
nxl

ve Y’ nin varyans kovaryans matrisi u’ya esittir:

2 r}=c’1 (8.25)

nxn

8.4 REGRESYON PARAMETRELERININ TAHMINI

Genel dogrusal regresyon modeli i¢in en kiigiik kareler kriteri :

Q= i(Yi - Bo — BiXa —----—ﬂp—lXi-P—l)z (8.26)
i=1

Bos Bys---B 1 parametrelerinin en kiigiik kareler yontemi tahmincileri Q’yu minimize

eden tahmincilerdir. Tahmin edilen regresyon katsayilarim by,b,,...,b p—1  vektori

gostermektedir:
5 by >
b]
b.=| . (8.27)
px1
_bp—l_
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genel dogrusal model i¢in en kiigiik karelerin normal denklemleri asagidaki gibidir:

XXb=XY (8.28)

ve en kii¢iik kareler tahmincileri:

b =(X'X) 1 (XY) (8.29)
pxl pxp px]

Var(b) = (X'X) ' 62

B 3o (8.30)
0 ==—

n—p
Seklinde tahmin edilir.

8.4.10ngorii Degerleri ve Kahntilar

’;i vektorii yerine Y ve e =Y — );; vektorii yerine e notasyonu kullanilacaktir:

Y €
Yz €
y = e =
7 e
_Yn_ BN

Ongori de%erleri,

$o¥h- X(X'X) XT=lE
nx1

(H=X(X'X)'X"
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sonucuna ulagilacaktir. H ile gosterilen nx1 boyutlu matris Y gozlem degerlerini Y i
ongorii degerlerine  doniistiirmektedir. Bu nedenle de H, doniisiim matrisi olarak
adlandirilmaktadir.

Kalintilar,

e =Y-Y=Y-HY=(I-H)Y (8.31)
nxl

kalintilarin varyans- kovaryans matrisi,

o?{e}=0?(I-H) (8.32)
tahmincisi,
s?{e} = MSE(I - H) (8.33)

seklinde bulunur.

8.5 Orijinden Gegen Coklu Dogrusal Regresyon

TS i, ym) gozlemleri, m tane degisken iizerine nxm goézlem matrisi boyutuyla,
Y = X,+U bigiminde modele alindiginda, burada X, k bagimsiz degisken iizerine verilen
gozlemlerin k’ninc1 sirasindaki bir nx k matrisini gosterir.

B=(B1,B2,....Bm) ise, regresyon parametreleri iizerine kXm boyutlu matristir. U = (uj,uy,...un)
hata terimlerinin nxm boyutlu matrisidir. U’larin birbirinden bagimsiz dagildigini, her birinin
sifir vektor ortalamali ve pozitif tammli mxm boyutlu kovaryans matrisi > ile normal

dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir.

Bu varsayimlar 1s131inda verilen X, B, 2 igin Y nin &n olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki

gibidir: \
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PY/X,BY)x|X

e exp[—%tr(Y = XBY(¥ ~ X,B)Z“]

(Y - XB)'(Y — XB) = (Y - XBY'(Y — XB) +(B- B) X' X(B - B)

Y -XB)(Y - XB)=S+(B-B) X' X(B-p)

B=(X'X)"'X'Y

S=(Y-XB) (Y - XB) (8.34)

Buradan B ve 2. igin olabilirlik fonksiyonu ¢ikarim,

UB.LIY, X) x|

-n/2 exp[—%frs ¥ _%”(ﬂ_ﬁ)'X'X(ﬂ —/})Z—l]
(8.35)

olacaktir. (Zellner, 1985)

8.6 Bayesgil Tekli Dogrusal Regresyon Modeli

Yizﬂl-*_ﬂZXi-'_Ui =120 N (8.36)

Y;

.= bagimli degiskenin 1’inci gézlemi

Xi = bagimsiz degiskenin i’inci gozlemi

U; = hata paymin i’inci gézlenmemis degeri

dogrusal klasik regresyonun varsayimlarina uygun dogrusal bir modelle ¢aligilmaktadir.
Y=(y1,¥2, -es ¥Yp) bagiml degiskene ait gozlem degerlerine , X =(X;,X, ... .

bagimsiz degiskene ait gozlem degerleri olmasindan otiirii birlesik olasilik yogunluk

fonksiyonu su sekilde yazabilir.
P(Y,X/pB,,B,,0%,0)=PY/X,B,p,.0°)g(X/0) (8.37)

Burada 6, X i¢in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunun parametrelerini gostermektedir.

X;nin degerlerinin dagihmip,, B, ve o ile aym olmadigindanf},, B, ve o igin benzerlik
fonksiyonu (8.34)’nin sag tarafinda verilen P(Y,X/By,B,,6%) den bulunabilir. Y;, verilen

X;, By, B,, o> degerlerinden bagimsiz bir dagilima sahip olacaktir.
E(K /Xnﬂlsﬂzaaz) o ﬂ] + ﬂzxi

Var (¥;/X;,B1,B5,0%) =" - (838)
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Olabilirlik fonksiyonu,

P(Y/X,,B,ﬂ,d’)czc;l;—exp[— ()[l_ﬂl_ﬂin)z]

(8.39)
gﬁsterilir.

Son olasilik yogunluk fonksiyonun meydan gelmesi igin 2 tane varsayima ihtiyag
duyulmaktadir. Bunlardan ilki yetersiz 6n bilgiye sahip olunacak ikincisi ise belirsiz bir 6n
dagilima sahip olmasi gerekmektedir.

P(B,.p,0)x1/o —0<f,p,<+0 (<o <+w (8.40)

B;,B, ve o ya ait olan &n olasilik yogunluk fonksiyonuf,, B, , log o’nin tekdiize ve bagimsiz
dagildig1 varsayimi altinda,) son olasilik dagilim fonksiyonu ile birlestiginde, B,, B, ve o

i¢in birlesik son olasilik dagilimi gosterimi su sekildedir.

: exp[~

Bu ifade su sekilde agilirsa, son olasilik yogunluk fonksiyonunu ifadesi asagida gosterilmis

P(B,. By 0¥, X) o aﬂ ; > -4 —ﬂZX.)z}

(8.41)

oldugu gibidir.
N B~ BX) =vs* +n(B, B + (B - B, D X! +2(B, - BYB, - B)Y X,

ST H =
B=Y-pX ORE XY - AR EGA-PXY g

(8.39) nolu ifadeyi aym zamanda su bi¢imde de yazmak miimkiindiir.
Z(Y; "ﬂl _ﬂZXi)Z = Z{Y; ":81 _ﬁin)_ [(ﬂ—BI )+ (ﬂz +ﬂA2)X1]}2 (8.43)

Eger (8.39)’deki ifade (8.38)’da yerine yazilirsa,

1

n+l
(¢}

P(By.B,,0/Y,X) <

\

exp{——;(l,—[vs +n( Bl)z(ﬁ 32)22x2+2(p B,Xﬁz BZ)ZX]}

elde edilir. B; ve B, igin bilinen o ile kosullu son olasilik yogunluk fonksiyonu, iki degiskenli

(8.44)

normal dagilima uymaktadir ve,
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R A st

0_2[" ZXi :|l . nZ(Xi _—X—)Z Z(Xi —})Z
+ 2 AW & -X 1

Z(Xz_})z Z(X’__Y)z_ (8.45)

bigimindeki varyans-kovaryans matrisine sahiptir.

Ancak uygulamada o> ¢cok nadiren bilindiginden bu sonug¢ ¢ok kullamgh degildir.
Parametrelere iligkin marjinal son dagilimlarin kullanim1 daha kolaydir. B, ve B, i¢in marjinal

olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak i¢in (8.41) nolu denklemde integral alinirsa,

P(By,B2 /Y, X) =

IP(BI,BZG/Y X)dcx[vs +n(ﬁ Bl)z(ﬁ Bz)ZZX +2(|3 B:XBz—ﬁz)in]nn/z

: (8.46)

iki degiskenli Student-t dagilimu,

) —(v1)/2
P(B1Y,X) 0C|:v+ ZZ:(ZXZ )2 B, - BI)Z:'

— < fB <+ (8.47)

o ~(v41)/2
X =X %
P(ﬂzlY,X)oc|:v+Z—(—;2—)i(ﬂ2 —ﬂ2)2]

S bl (8.48)

Z(Xi"i)z i o 1.e ; ﬂz‘ﬁz e 5
SZZXiZ/n B -B)=t, s/IZ(Xi—Yy]/Z L

doniisiimleri yapilabilir. Burada ty, v serbestlik derecesindeki Student t olasilik yogunluk

(8.49)

fonksiyonuqa sahip rastlanti degiskenidir. Bu sonuglar t ¢gizelge kullanilarak B; ve B, hakkinda
¢tkarsamalar yapilmasini saglar. Son (posterior) olasilik yogunluk fonksiyonu (8.41)’dan f,
ve B, parametre integrali alinarak,

2
P(o 1Y, X) e ——exp| -
o 20
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0<o<wx (850)

sonucuna ulagihr. Bu ifade, doniisiik(inverted) gama dagihmi yapisindadir. Bu dagilimin

ortalamasi ve varyansi sirasiyla,

I A
=7 v-1/2] Var(a)_ _(E)

2]

(8.51)

bigimindedir. Varyansin posterior olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki formdadir:

2
P(O’Z/Y,X)OC ko_zy'/Z]’l exp{— Vs 2]
20

0<o’ <

8.6.1 Belirsiz On Olasihik Yogunluk Fonksiyonu ile Son Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Cikarmm

On bilginin dagimik veya belirsiz oldugu durumda B ve logo elemanlan:
P(,0) <1 /0,-o <Bi<w, < o <o i=1,2:.k olarak ifade edilir.
(8.51) ve yukandaki ifadeden B ve o parametreleri i¢in bilesik posterior olasilik yogunluk
fonksiyonu,
{_ 1
20"

olarak elde edilir. Bu dagilim, c¢ok degiskenli normal olasiik yogunluk fonksiyonu
bigimindedir, o ? nadiren bilindigi igin (X’X)" o? genellikle degerlendirilemez. B elemanlar:

s>+ (8- B) X' X(B —B)]} e

icin marjinal posterior olasilik yogunluk fonksiyonu dagilimini olusturmak iginc ’ya gore
integral alindiginda,

Pp.o17. 3= [P 1. oo s + (6~ D) xlp- )
(8.53)

sonucuna ulasihr. Bu ise gok degiskenli Student t olasilik yogunluk fonksiyonu bi¢imindedir
ve p hakkinda ¢ikarsamalar yapmak igin kullanilir.

O igin ma\tjmal posterior olasilik yogunluk fonksiyonunun B’ya gore (8.52)’den integral
yoluyla elde edilisi soyledir.

P(c/Y,X)= j ...... ?P(ﬂ,a/ Y, X)dp = ;lﬁe"'{" ;;2 ) (8.54)
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Bu dagilim doniisiik (inverted) gama olasilik yogunluk fonksiyonu bigimindedir.
(Kahyaoglu, 1996)

8.6.2 Bilgi Verici On Olasihik Yogunluk Fonksiyonu ile Son Olasihk Yogunluk

Fonksiyonu Cikarim

Dagmik 6n olasilik yogunluk fonksiyonu altinda p vec parametreleri igin elde edilen bilesik
posterior olasilik yogunluk fonksiyonu olan

P(B,o/Y,X)x

i exp{— 21 s +(/3—/?>'X'X(ﬂ—ﬁ)]}
o (8.55)

ifadesi prior olasilik yogunluk fonksiyonu olarak kullamldiginda ve &rneklem n; ve n;

bigiminde iki béliimde tammlanirsa, elde edilecek yeni ifade su bigimdedir.

1
0_n+l

1 1
P(B,o/ Y, X)) c—r CXP[— > (Y1 = X4B)'(Y, _X]B]OC
c 2c
EErromr i)
exp| — |visi +(B—B)'XiX;(B-By)
20 (8.56)
Burada,
w=m-k  BXGXY'XY o v =EG-XB)E-XB)
olarak ele alinmigtir.

Bu ifade, 6n olasihk yogunluk fonksiyonu kabul edildiginde birinci drnek igin B normal
dagiliyor ve bunun yam sira © biliniyorsa, ortalamasi ﬁl kovaryans matrisi (Xl'Xl)'1 o )
olacaktir, o igin marjinal bir olasilik yogunluk fonksiyonunu ise, vi ve 512 parametreleriyle
doniisiik gama formundadur. (8.56)’iin ikinci satiindan hareketle,

1

P(,B/O',/},,sf)oc;]rexp[— (ﬂ—[fl)'X{X,(ﬂ—ﬁl)]

20° (8.57)
yazilabilir. \
ikinci 6rnek igin olabilirlik fonksiyonu ise,
1 .
é(ﬁ/a,Yz,Xz)oc—]’h—exp[— = (Y, — X,P) (Yz—Xzﬁ)j|
3 " (8.58)

olarak elde edilir.
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Bu ornek i¢in B ve o'mn, birinci 6rnekteki degerlerle aym parametre oldugu varsayimi
altinda (8.56)’deki prior olasilik yogunluk fonksiyonu (8.58)’daki olabilirlik fonksiyonu ile

birlestirilirse, posterior olasilik yogunluk fonksiyonu olan,

P(ﬁ70-/YI’X|’X2)m "|1n2+1 exp[_ 2] 2 (YI —Xlﬂ)'(Y] _Xlﬂ)_*-(Yz _Xzﬁ)'(Yz _Xzﬂ):|
- & (8.59)

elde edilir.

Boylece ilk oOrnegin prior olasihik yogunluk fonksiyonu ve ikinci &rnegin olabilirlik
fonksiyonu yardimiyla posterior olasilik yogunluk fonksiyonuna ulagilmistir. Bu (8.52)de
verilen ifade ile aym1 dagilima sahiptir.(Zellner ,1985)

8.7 Bayesgil Coklu Dogrusal Regresyon

Y = (Y1,¥2, --o ym) gozlemleri, m tane degisken {izerine nxm gozlem matrisi boyutuyla,
Y = X,+U bigiminde modele alindifinda, burada X, k bagimsiz degisken iizerine verilen

gozlemlerin k’ninc sirasindaki bir nx k matrisini gosterir.

B=(B1.B2,.-..Pm) ise, regresyon parametreleri iizerine kX m boyutlu matristir. U = (uj,uy,...um)
hata terimlerinin nxm boyutlu matrisidir. U’larin birbirinden bagimsiz dagildigini, her birinin
sifir vektor ortalamali ve pozitif tanimit mxm boyutlu kovaryans matrisi 2. ile normal

dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir.

Bu varsayimlar 1s131nda verilen X, B, 2. i¢in Y’nin 6n olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki
gibidir:

PY/X,B,%) |3

fss exp[—%tr(Y—X,B)’(Y—X,B)Z"']

(¥ = XB)(Y - XB) = (Y - XB) (Y - XB)+ (B~ B) X' X(B~ )

(¥~ XB)(Y -~ XB)=S+(B-B) X' X(B-P)

B=(X'X)'X'Y

S=(Y - XB)'(Y - XP) (8.60)

Buradan 3 ve Y. igin olabilirlik fonksiyonu ¢ikarimi,

Z(ﬁ,Z/Y,X)“IZr"/ZCXP[“%”SZ—I ‘%”(ﬁ o n e )Z-l] (8.61)

olacaktir. (Zellner, 1985)
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8.7.1 Belirsiz On Bilgi Durumunda Coklu Dogrusal Bayesgili Regresyon

Y.’mn, m(m+1)/2 ayiric1 elemanlar1 ve p’min parametre degerleri hakkinda 6n olarak az
bir bilgi veya belirsizlik s6z konusu oldugunda, B ve . ’nin elemanlarinin bagimsiz dagildig:

varsaymmi altinda prior olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ikarimu,
P(B.2) = P(B).P(Y) (8.62)
seklindedir.
Eger, (8.30)’a Jeffreys’in Degismezlik Teoremi uyarinca,
P(B) = sabit (8.63)
P(Z )| 2 |(m+1)/2 (8.64)
yazilabilir. Buradan hareketle,
P(Z-1) |2 |-(m+1)2 (8.65)
ifadesini yazmak miimkiindiir.
Bayes kuralina gére posterior dagilim asagidaki gibidir:

p(Bo,....B, 6°| Y, X) o p(By,...,By, 6%) x [Ti p(yi | i, %) (8.66)

Regresyon katsayilartyla ilgili bir ¢ikarim yapmak igin B, o”igin bir 6nsel dagilimin secilmesi
gerektigi agiktir. Standart bilgi vermeyen prior (B, log 6°) iizerinde sabittir. Bu da

p(B, log 6%)oc 67 “a esittir.

Birgok veri noktasi ve ¢ok az parametre varsa, bu prior istatistiksel modeller igin iyi bir
segimdir. Ciinkii olabilirlik fonksiyonu ornekten biiyiik dlgiide etkilenecektir. 2. matrisine

kiigiik degerler vererek prior bilgiye daha ¢ok agirlik veriliyorsa, varyans tahminleri daha
biiyiik olacaktir. Standart EKK tahminleri prior degerlerden farklilik gosteriyorsa, 6zellikle

det( XTX) biiyiikse, regresyon katsayilar i¢in varyans tahminleri daha biiyiik olacaktir. Kiigiik
\

orneklerle ve birgok parametreyle 6nsel dagilimlar veya hiyerarsik modeller, analiz i¢in daha

onemli hale gelmektedir.”

: http://209.85.135.104/search?q=cache:FfxMo6 M _XpEJ:home.uchicago.edu.
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Y[B, 0'2,X ~N(XB, 02) ve p(B, log cz)oc o’ ise, sonsal kogullu dagilim p(B]cz;veri) su sekilde

yazllabilir:

B' =(X'X)"'X"Y oldugunda, p(Blo;veri) ~ N ¢okludegisken (B', o (X"X)™") (8.67)
o”’nin sonsal dagilimi su sekilde yazilabilir:

$= (Y-XB)T(Y—XB)/(n-k) oldugunda, p(c”|veri)~Scaled Inv- x2(n-k,s2) (8.68)
B’nin marjinal prior ile ilgili ¢tkarimda bulunmak ig¢in:

1) 6”nin posteriordan tekrarlanan rnekler alimr. Bu durumda bilinmeyen ortalamali normal
modelde goriildiigii gibi B| o’olur.

2) cz’yi kosullu posteriordan B igin ayirilir ve B’nin marjinal dagilimimnin ¢ok degiskenli bir t

dagilim1 oldugu bulunur:
p(B | veri) ~ goklu degisken tyx(B', s°(X'X)™) (8.69)

Bulunan sonuglar klasik regresyon yontemi ile bulunan sonuglarla karsilastinldiginda

standart hatalarin yorumu farkl olacaktir.
(8.65)’de verilen bu belirsiz olasilik yogunluk fonksiyonu Savage tarafindan 6nerilmistir.

(8.63), (8.64), (8.65)’deki belirsiz prior olasilik yogunluk fonksiyonlar: (8.61)’daki olabilirlik
fonksiyonu ile birlestirildiginde parametreler i¢in bilesik posterior olasilik yogunluk
fonksiyonu,

P(ﬂ,Z/ Y, X) s IZ!—I/z(n+m+|) exp|:__1_trS Z—l —ltr[S - (ﬂ e )é)'X’X(ﬁ S ﬂ'\)]jl Z—l
, 2 2 (8.70)

yukaridaki gosterime dayanarak asagidaki denklemlere ulasabilir.

P(B, XY, X)=P(BI/%.Y,X).P/Y,X)

P(BIY, X) <[5 exp[—%rr[(ﬂ—ﬂ‘)'X'X(ﬂ—B)Z"‘ ]]

PBIS, Y, X) |3 exp[—%tr[(ﬂ B XX®XX(p- /?)]] -

\



75

Katsay1lar " kosullu prior kesinlikle X"X verisiyle bulunur. Buna gore B i¢in onsel agirhig

arttirdikga (prior  varyans azaltilarak), veriyle ilgili daha onceki bilgilere daha biiyik

katsayilar ( ya da 6nem) verilmektedir. y

Burada B'=(B1.By-ccsB) Ve PB'=(By.By........Br,) bicimindedir. Verilen Y ile B igin

kosullu posterior olasilik yogunluk fonksiyonu fi ortalama ve Z<§§>(X'X)_l kovaryans matrisi

ile ok degiskenli normal dagilima uymaktadir.

Parametrelerin kosullu posterior olasilik yogunluk fonksiyonlar1 asagidaki gibi gosterilebilir.

1 ~ A
PBIZY.X) < exp{— (B~ BY X' X(B —ﬂ,)]

(8.72)

ﬁl ortalama ve  (X’X)"' oy, varyans kovaryans matrisli gok degiskenli normal dagilim 2.

icin marjinal posterior olasilik yogunluk fonksiyonu,

PE/Y,X)ec|2[" exp(—ltr B S)
2 (8.73)

Burada v = n-k+m-+1'dir.

v agiklayici degisken sayisidir.

Aymi sekilde, a parametresi igin marjinal posterior dagilimdan hareket edilirse,

1 S
P(O'"/Y,X)xmexp[—zol-l :|
i n (8.74)

doniigiik (inverted) gama olasilik yogunluk fonksiyonu.
B marjinal posterior olasilik yogunluk fonksiyonu

P(B1%,Y,X) x ;}nie"p[—-zl—(ﬂl -BYX' X (B, —ﬁl)jl

Oy

(8.75)

1 Si )
Blo 1Y X exp —
(o \)ocm p( 20, (8.76)

" Not: Zellner (1971) ve dnsel varyans 2’yi asagidaki gibi alr: iki ver dizininizin oldugunu varsayilmaktadir -
Y., X; ve Y,,X,. Bilesik onsel /6> “li X;, Y,'in regresyon analizi igin Bgne’i sonsal ortalamaya ve X’yi
X,"X,’e esit sayar.
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P(B, 1Y, X) < [P(r, /Y, X)P(B,/ L., X)do,,

PR 1% X) e[S,y + (B + By x x (g, + ] (8.77)

8.7.2 Bilgi Verici Prior Dagihm Fonksiyonu ile Coklu Regresyon Modeli

Burada en onemli sorun 6n bilgiyi gostermede kullanilacak olasilik yogunluk fonksiyonunun

biitiin durumlar i¢in uygun olup olmadigidir.

Eger ¢ok degiskenli regresyon modeli igin basit bir bilesik prior dagilim kullanilirsa,varyans-
kovaryans matrisi bu dagihmdan etkilenecek dolayisiyla parametre varyanslarina
yanstyacaktir. Bu problemden kaginmanin ¢6ziimii olarak modelin tiim katsayilar i¢in genel
¢ok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonu kullanimi 6nerilmektedir. Fakat buradaki
sorun ise, boyle genel ¢ok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonunun, basit bilesik
olasihk yogunluk fonksiyonu kullamminda oldugu gibi bir islemsel uygunluk
saglayamayisidir. Bu matematiksel zorluk bir ¢ok durumda yine de goz ard: edilebilir. Ciinkii
basit bir olasihk yogunluk fonksiyonu kullanilmasim gerektiren durumlarla da

kargilagilmaktadir. Bu bilgiler 1s18inda 6n olasilik yogunluk fonksiyonu su sekilde yazilabilir.

—~(m+1/2

P(BIS") |5 exp[— SB-BCX(p- Zf)]

(8.78)

ﬁ, kx1 boyutunda bir vektordiir. Aym zamanda prior olasilik yogunluk fonksiyonunun
ortalamasidir ve arastirici tarafindan belirlenir. C ise kxk boyutunda prior varyans-kovaryans

matrisidir. E elemanlarn hakkinda prior bir bilgi oldugu varsayilmaktadir ve daha &nce
kullanilan belirsiz prior olasilik yogunluk fonksiyonu ele alinirsa, (8.61)’da verilen olabilirlik
fonksiyonuyla birlestirildiginde bilesik posterior olasilik yogunluk, fonksiyonu,

P(ﬂ, Z—l /Y) = |z_1 (n-m-1)/2 exp{—é‘tr Z-l [S + (ﬂ 2 ﬂA)'X'X(ﬂ = B)]}

Jo.2 = exp[—%(ﬂ -By X X(B- ﬁ)]

(8.79)

olacaktir. Burada, B=(BiBz.... .pm), olarak B'=(B1.B2.--Bn) ve B=(XX)'X’Y olarak,
belirlenmistir. (Kahyaoglu,F.,1996)

Buifade Y. ' icin integre edildiginde,
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\ g A |-n/2 _l _Fyc __]
PRI <[+ (BB X X(B-B) exp[ S(B-BYC (B~ P) 3
| in posterior olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir ve bu ifade, genellestirilmis ¢oklu
B igin po

Student t dagilimina uyar (Zellner, 1985, s.239).
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BOLUM 9: UYGULAMA
4C : Kesim, Karat, Berraklik, Renk

Tiim diinyada uzmanlar pirlantalari 4C nitelikleri agisindan degerlendirir: Kesim, karat

agirhgl, renk ve berrakhk. Bu simflandirma, perakendecilerin ve tiiketicilerin taslar
kiyaslamasina ve deger bigmesine olanak tanir.

4C Kurallar1 Nasil Isler? En Onemli Kural Hangisidir? Goz 6niine almmas: gereken en nemli
husus, higbir kuralin bir digerinden daha &nemli olmadigidir. Kendi biitgesine, satin alma
nedenine, takinin tasarimi ya da miicevherin gesidine uyum saglamak iizere 4C kurallarinin
herhangi bir karigimini seglebilir. Asagida 4C kurallarimin her biri ayrica anlatilacak; baylece

siz de degisik unsurlarin nasil bir araya geldigini ve bir elmasin degerinin nasil belirlendigini

belirlenir.

Her ne kadar pirlanta, 6ziinde bulunan 4C kurallarinin birlesimine bagli olarak tamimlansa da;
tagin kendine 6zgli giizelligi onun bir dzellikler listesi icermesinden daha da 6te bir anlam

tagir.

9.1 KESIM

Bir elmasin 6zelliklerinden birgogunu doga belirler, ancak tagin gergek piriltisini, atesini ve

nihai giizelligini ortaya ¢ikartmak deneyimli bir kesim ustasinin becerisine baghdir.

Boyutu ve sekli ne olursa olsun, iyi kesimli bir pirlanta 15181 kendi iginden gegirerek yansitir.
Isik, ayna gibi fasetalara carpar ve tasin tepesinden digariya dagilarak atesli 1siltisim1 ortaya
¢tkanr. Bir elmas ¢ok derin ya da ¢ok yassi bir sekilde kesilirse, o zaman yanlardan veya

dipten 151k kaybedilir. Bu yiizden pirlantanin parlaklig1 ve bu nedenle de degeri azalir.

Bir pirlantamin kesimi gorsel boyutunu da etkileyebilir. Aym karat agirhigindaki iki pirlanta,
kesimlerinin derinligi ya da sekline bagli olarak degisik boyutlardaymis gibi goziikebilir.

Kesim sozciigii ile ashinda pirlantanin sekli de ifade edilir. Yuvarlak, kare, damla ya da kalp
sekilleri en ¢ok bilinenler arasindadir ama ilerleyen teknoloji sayesinde ¢cok daha farkh

sekiller ve kesimler de ortaya gikmaktadur.
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9.2 KARAT

Karat sozctigii bazen yanlislikla pirlantanin boyutlarini ifade etmek igin kullanilir ancak karat
aslinda bir agirlik birimidir. Bir karat(200 miligram egdegeri) 100 ‘puana’ béliinebilir.

0.75 karathik bir pirlanta aym zamanda *75 puan’ ya da 3 / 4 karathk bir pirlanta olarak

tanimlanabilir.

Daha biiyiik elmaslar dofada daha az bulunur, bu yiizden daha pahaldirlar. Ornegin, bir
karathk tek bir pirlanta, aym renk, berraklik ve kesimdeki yarim karat agirhigindaki iki
pirlantadan daha maliyetli olacaktir.

Bu arada pirlantaniza sadece karat agirhig: ile deger bigilmez. Kesim, berraklik ve renklerine
bagh olarak, esit karat agirh@ olan iki pirlantanin degerleri ¢ok degisik olabilir. Bunun
otesinde, daha kii¢iik ama mitkemmel kesimli, daha beyaz renkli ve lekesiz bir pirlanta, daha
az beyaz ve daha fazla lekeli olan daha biiyiik bir pirlantadan daha degerli olabilir.

9.3 RENK

Elmas, gokkusaginin neredeyse her renginde goriiliir ama en popiiler olanlar hala daha beyaz
renkli olanlaridir. Elmasta, aralarinda ¢ok ince farkliliklar olan 20’den fazla renk
bulunmaktadir. Bunlar alfabetik sirayla D-Z arasinda dizilir.

Aradaki renk farkliliklar1 o kadar belirsizdir ki, renk smiflandirmasi bir uzman tarafindan
kontrollii 1giklar altinda yapilmali ve dogruluk i¢in standart bir renk seti ile karsilagtirmalidir.
Renk skalasinin iist ucunda olanlar daha nadide olduklarindan daha pahalidir, ancak bunlarin

rengini ¢iplak gozle ayirt etmek zordur.

Diger 4C kurallarinda oldugu gibi bir pirlantanin degeri rengine gore farklihk gosterebilir.
Aym berraklikta ve karattaki iki pirlanta, renklerine bagh olarak farkl fiyatlara sahip olabilir.

DIE[F|G[H][1]J]K]L M NIUIPID|B slr[ulvlwlx]v]z
Renksiz |Madir Beyaz [Beyaz |RenkliBeyaz |Renkli

Sekil 9.5 Pirlanta Cesitleri

Dogada daha koyu renklerde mavi, yesil, sar1, turuncu, pembe ve en nadiri olan kirmiz1 renkli
elmaslar vardir. Bu elmaslara “renkli fantezi” adi verilir ve ¢ok az olan bu taglara yiiksek

\
degerler bigilmektedir.
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9.4 BERRAKLIK

Her elmas tektir. Doga, her pirlantanin onu takan kisi kadar essiz olmasim saglamigtir.
Pirlantanin iginde var olan ve ‘leke’ olarak adlandirilan dogal 6zellikler, tasin igerisinde
gzgiin bir parmak izi yaratir. Genellikle ¢iplak gozle goriilemeyen bu kiigiik izler, elmas

yerkabugunun altinda olusurken i¢inde hapsolan mineraller ya da meydana gelen ¢atlaklardir.

Bu uyarin sayisi, tiirii, rengi, boyutu ve konumu da pirlantanin degerini etkileyebilir ve ¢ogu
goriintityii 10 kez biiyiiten bir mercek ile ancak uzmanlar tarafindan goriilebilir. Hatta bu

mercekle bile en kii¢iik kusurlar1 bulmak ¢ok zor olabilir.

FL V81 - V82
{tertemiz) 5 {kiigiik lekeier)
IF Si1-8i2

{ici lekesiz - ufak yiizey iekeleri) - {kiiciik lekeler)

VVS1- VVS2 P1-P2-P3
,. {¢ok kiigiik lekeler) o’ {gozle gorilebilen lekler)

Sekil 9. 6 Berraklik Tiirleri

igleri kusursuz elmaslar daha az bulunur, bu yiizden de daha pahalidir; ancak kiigiik lekeler
pirlantanin giizelligini ya da parlakhim etkilemez. Agirhik ve rengi esit olan pirlantalarin
fiyati, lekelerine bagh olarak biiyiik 6l¢iide degisebilir.
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9.5 Uygulama:

Uygulamaya Oncelikle deneysel verilerimizin analizi ile baslanacak. Deneysel verileri
MINITAB programini kullanarak analiz edildi. Coklu regresyon modeli seklinde yapmis
olunan ¢aligma sonucunda elde etmis oldugum degerleri istatiksel olarak analizini elde ettim.
Bu sonuglar teorik olarak goéstermis olmak iizere diger subjektif analize katilir. Cikan
degerler yorumlanir. Kisisel deneyimleri ve daha dnceki benzer arastirmalarda elde edilen
sonuglar analizin yapildig1 alanlarin kendilerine olan kisitlamalan ve 6rneklem bilgisi,bayes
yaklagimi siirecinde analiz edilerek parametreler hakkinda biitiin bilgilerin kullanilabilecegi
¢ikarsamalara ulasilir. Boylece elde edilen son olasilik yogunluk fonksiyonuna ulagilir.
Boylece elde edilen posterior olasilik yogunluk fonksiyonu parametreleri hakkindaki
diisiinceyi gostererek aym zamanda hem 6n bilgiyi hem de 6rnek bilgisini birlestirir. Bilginin
ne kadar kiymetli oldugu goz Oniinde bulunduruldugunda kisilerden elde edilen 6n bilgileri
yok varsaymak yerine kullanmaya ¢aligmak bilimsel yaklasimin geregi olacaktir. Normal
dagihma sahip 6rneklem bilgisi 6n bilgi ile birlestirildiginde posterior olasilik yogunluk
fonksiyonu da normal dagilima uyacaktir. Caligmada normal dagilima uyan 6rneklem bilgisi

kullanilarak pirlanta fiyatim etkileyen parametrelerin analiz yapilmigtir.
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9.6 Caliyma

Calismada 67 adet tas lizerinden yapilmistir. Bir tasa sertifika verilmesi igin o tag ayn odalarda
bulunan 3 kisiye sirasiyla verilir ve tasin 6zellikleri hakkinda bilgi istenir. Bu sahislar
konularinda uzman Kisilerden segilir.aym siirede tasa bakilmalan istenir. Uzmanlardan alinan
bilgiler aym: oldugu takdirde tasa sertifika verilir. Aksi takdirde tekrar siireg tekrarlanir ama
bu siire¢ esnasinda 3 sahis birbiri ile goriistiiriilmez. Ciinkii genel olarak tasin 6zellikleri
subjektiflik gosterir. Herkes kendine gore yorum yapabilir. Tabi taslanin 6zellikleri son
zamanlarda yasanan teknolojik gelismeler 15131 altinda bilgisayar ya da diger teknolojik
aletlerde kullanilmaya baslandi. Agirlik hesaplamirken elektronik terazi renge bakarken
colormetre, berrakhiga bakilirken de elektronik mikroskop kullanilarak bakilir. Buradan
anlagilacag1 gibi tasin kalitesi hem deneysel veri aym zamanda subjektif verilere dayali olarak
da ortaya konabilir. Tezde ilgilenmis oldugum Bayes teorisiyle alt yap: bakimiyla birbiri ile
ortismektedir. Pirlantanin fiyatin1 berrakligi mi, yoksa renginin mi daha ¢ok etkiledigini ilk
klasik istatistiksel metotlarla aragtinp daha sonra kisisel verilere dayali olmak iizere yapmis
olunan analizleri de ortaya koyup Bayesgil yontemlerle analiz edilecek

B**=[Y,* +X'X/ o] [T * B*HX X/ o7)b]
Ve kovaryans matrisi de su sekilde bulunur.

Y=+ XX/ o]

: Anket Verisi
0,08 0,051 /0,116 |-0,12
0,051 |0,04 -0,0007 |-0,165
0,116 |-0,0007 (1,218 |-0,24
0,12 |-0,165 |-0,24 [1,61

Cizelge9.1 On Bilgi Var.Cov Matrisi

= Anket Verisi

91,6212

165,7851

11,15091

11,82374

165,7851

-255,634

-19,2282

-16,70813

11,15091

-19,2282

-0,49097

-1,212658

11,82374

116,7081

-1,21266

-0,390703

Cizelge 9.2 On Bilgi Var.Cov Matrisinin Tersi




X’X/ o> Anket Verisi
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469986,2  |44067,41|137203,4/ 1757855
44067,41 |43772 |12704 [15362
137203,4 12704 [47700 49700
175785,5 15362 [49700 77100
Cizelge 9.3

ON BILGI ORTALAMA DEGERI

Anket Verisi

67 | 143 [011 ] 0,08 |
Cizelge 9.4

¢ Ekk Yontemi ile Elde Edilen Parametre Tahminleri (Deneysel Veri)

692 [129 [ 01 | 005 |

Cizelge 9.5

[k dnce Cizelge 1 ve Cizelge 3 toplanir ve tersi alinir. Cizelge 9.6 elde edilir.
0,000206 -0,001204 |-9,85161E-05 |-0,000166

-0,001204 |0,008268 |0,000357019 0,000867

-9 85E-05 |0,000357 |0,000150266 5,66E-05

-0,000166 |0,000867 |5,66103E-05 0,000182

Cizelge 9.6

Cizelge 2 Cizelge 4 ile carpilir.Cizelge 3 Cizelge 5 ile carpilir.¢ikan sonuglar toplanir.ve
¢cikan sonug Cizelge 6 ile carpilarak son bilgi ortalama degerine ulagilir.

¢  Son bilgi Ortalama degeri

5,61831

8,738979

0.453432

0,86933

Cizelge 9.7

Son bilgi varyans-kovaryans matrisine ulagsmak i¢in Cizelge 2 ile Cizelge 3 toplanir.ve tersi

almarak istenilen varyans-kovaryans matrisi elde edilir:

9,07945E-05 |0,000795 |-3,21E-06 |5,09163E-05
0,00079472 0,0052 -0,000285 |-0,00059337
-3,20737E-86 |-0,000285 |0,00012 -1,30164E-05
5,09163E-05 [-0,000593 |-1,3E-05 |2,33644E-05

Ezelg«: 9.8
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. Giiven araliklan karsilastirmasi:

Bayesgil regresyonla bulunan giiven araliklar
8,73+- 1,96*0,005=8,72 ve 8,74
0,453+-1,96*0,00012=0,453005 ve 0,452995
0,89633+-1,96*0,0002=0,89638 ve 0,89628

Klasik regresyonla bulunan giiven araliklar

1,29+-1,96*0,093=(1,44 ve -1,14)
0,14-1,96*0,016=(0,12 ve -0,08)
10,051+-1,96*0,016=(0,053 ve -0,049)

. DENEYSEL VERI SETi VE MINITAB UYGULAMASI

Fiyat Carat Renk Berraklik
797247 0,28 3 6
790101 0,29 4 5
797247 0,34 4 4
7,90101 0,37 4 5
7,64969 0,48 3 3
8,00637 0,52 2 4
8,00637 0,56 1 6
8,10168 0,56 3 3
8,18869 0,57 2 5
8,00637 0,54 2 5
7,97247 0,58 1 3
8,10168 0,62 3 4
8,24276 0,58 ;. 4
8,24276 0,57 2 3
8,00637 0,59 2 4
8,03916 0,63 3 3
8,10168 0,65 2 2
8,29405 0,68 3 4
8,21609 0,72 2 2
8,41183 0,73 2 5
8,45532 0,74 - 4
8,18869 0,71 1 3
8,18869 0,70 1 3
8,45532 0,70 3 3
8,38936 0,72 3 4
8,29405 0,68 2 4
8,29405 0,70 2 d
8,41183 0,73 3 3
8,41183 0,73 2 4
8,61250 0,73 4 5




oo
W

8,29405 0,73 3 )
8,34284 0,73 2 4
8,45532 0,69 3 5
8,24276 0,71 1 4
8,13153 0,75 3 1
8,18869 0,75 2 3
8,29405 0,75 3 3
790101 0,80 1 5
8,13153 0,90 2 1

8,43381 0,90 3 1

8,69951 0,90 4 4

8,64822 0,90 2 3
8,16052 0,90 2 4
8,68271 0,90 3 3
8,61250 0,90 4 2
8,51719 1,02 1 2
8,51719 1,01 2 1
8,94898 1,03 3 3
8,57546 1,03 2 3
8,68271 1,03 3 1
8,64822 1,03 3 3
8,57546 1,03 3 1
8,94898 1,03 5 3
9,03599 1,05 5 3
8,88184 1,05 2 3
8,57546 1,05 3 1
8,73230 1,05 3 3
8,64822 1,05 3 2
8,64822 1,05 2 3
8,64822 1,05 2 2
8,43381 1,05 1 3
8,43381 1,05 1 3
8,79482 1,05 5 3
8,53700 1,05 3 2
8,68271 1,06 3 2
8,64822 1,08 2 2
8,43381 1,10 1 3

Cizelge9.9 Deneysel Veri
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Regression Analysis: C1 versus C2; C3; C4

The regression equation is
cL=6,92 + 1,30 C2 + 0,100 C3 + 0,0518 C4

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 6., 9200 0,1245 55,58 0,000

c2 1,29793 0509326 13,98 0,000 1,6
3 0,10011 0,01611 6,22 0,000 1,0
c4 0,05180 0, 01656 3,13 g, 003 ;g
8§ =0,1313 R-8q = 81,3% R-Sg(adj) = 80,4%
PRESS = 1,24137 R-Sq(pred) = 78,64%

Analysis of Variance

Source DF SS MS s P
Regression = 4.,7254 be-B75HT 91, 38 0,000
Residual Error 63 1,0860 U 0172
ack-“of -Fit 56 0,9701 050173 1,05 0,528
Pure Error ¥ Q159 0,0166
Total 66 58114

53 rows with no replicates

Durbin-Watson statistic = 1,62

Predicted Values for New Observations

New Obs Fit SE Fit 95,0% C1 95,0%
PI
1 9,8196 06,1029 - 9,6180¢ 18,0253) { 9,4863;

R 1530) XX
X denotes a row-with X values away from the center
XX denotes a row with very extreme X values

Values of Predictors for New Observations

New Obs C2 £3 4
¥ 2. 00 2-:00 2,00

MODELIN YORUMLANMASI

Yukarida goriilen deneysel veri iistiinden yapilan ¢aligmanin normal dagilim varsayimlarina
uyup uymadig1 konusunda analiz yapmak istersek ilk once otokorelayon testi yapmak gerekir.
Otokorelasyon testinde Durbin Watson test istatistigi 1,67 bulunmustur ve bunu ¢izelge

degerleri ile karsilastirdigimizda otokorelasyonun olmadigina karar verilir.

N=67 i¢in k=2 d;,=1,41 dy =1,47 otokorelasyon olmayan bdlgeye denk gelmektedir.
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Simdi de degisen varyans olup olmadigina karar verilir. Bunun igin white testine karar
verilmistir.

0,11*67=7,9 < 24,882 ¢izelge degeri hesaplanan deger gizelge degerinden kiigiik oldugundan
dolayr sabit varyans varsayim gegerlidir. Ayrica ¢oklu dogrusal baglhilik olup olmadigina
karar vermek i¢in VIF degerlerine bakilmasi gereklidir.

1/1-0,11=1.1 Bu deger 5 ten kiigiik oldugundan dolay1 ¢oklu dogrusal baghilik yoktur ifadesini
kabul ederiz.

Normal dagilip dagilmadigini Jarque-Bera testi ile kontrol ederiz.

JB=(N/6) B; +(N/24)( B, -3)

Ki kare ¢izelge gore 2 serbestlik derecesine gore kargihik gelen deger esas alinir.Hesaplanan
kritik degeri asarsa hipotez red edilir.

Ele alinan veri setinde Jarque -Bera test istatistigi 1,631 olarak elde edilmistir.0,05 anlamlilik
dizeyinde 2 serbestlik dereceli ki kare degeri ise 9,882 dir JB<24,882 oldugu i¢in Hy
kabul edilir.Normal dagilim s6z konusudur.

Simdi alinan bu 67 veri iizerinden yapilacak olan bayes analizinin son dagilimi da normal
olacaktir. Bu veri setini tecriibe sahibi olan insanlarin diisiincelerine ve daha Onceki
deneyimlerine dayamlarak yapilmistir.Taglar kendilerine higbir etki altinda kalmamalan igin

kendilerine ait odalar gosterilip taslarin 6zelliklerini yazmalan istenmigtir.

ANKET VERISI VE BILGISAYAR UYGULAMASI

Fiyat Carat Renk  Berraklik

2900 [0,3 4 5
2700 | 0,31 4 4
2900 |0,33 4 5
2700 |0,36 3 5
2100 [0,49 2 2
3000 [0,5 1 5
3000 | 0,52 1 5
3300 |0,52 2 4
3600 |0,53 2 5
3000 |0,55 1 5
2900 | 0,55 2 3
3300 |0,55 2 4
3800 |0,56 3 4
3800 |[0,56 3 4
3000 |0,58 1 5
3100 [ 0,6 4 2
3300 |0,61 3 3
4000 |0,7 2 3
3700 |0,7 2 2




4500 |0,7 2 5
4700 |0,7 3 4
3600 | 0,7 1 3
3600 |0,7 1 3
4700 | 0,7 4 3
4400 | 0,7 3 3
4000 | 0,7 2 3
4000 | 0,71 1 5
4500 |0,71 |2 5
4500 |0,71 |2 5
5500 |[0,71 |4 5
4000 | 0,71 3 2
4200 (0,71 |2 4
4700 (0,72 |3 4
3800 (0,72 |1 4
3400 [0,74 |2 1
3600 | 0,75 |1 3
4000 [0,75 |3 2
2700 | 0,81 1 4
3400 |089 |2 1
4600 |0,9 3 1
6000 | 0,9 4 3
5700 |0,9 3 3
3500 | 0,91 1 4
5000 |091 |3 4
5500 |0,92 |4 2
5000 |1 1 2
5000 |1 2 1
7700 |1 4 3
5300 |1 1 3
5900 |1 3 2
5700 |1 2 2
5300 (1,01 |4 1
7700 [1,01 |4 3
8400 [1,01 |4 4
7200 | 1,01 3 3
5300 (1,01 [4 1
6200 [1,01 |2 3
5700 (1,01 |2 2
5700 [1,01 |2 2
5700 [1,01 |2 -
4600 [1,02 |1 3
4600 |1,02 |1 3
6600 |1,03 |5 2
15100 [1,04 |3 1
5000 |1,05 |3 2
5700 [1,05 |2 2
4600 |1,14 |1 3

Cizelge9.10 Anket Verisi

88
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Fiyat Carat Renk Berraklik
797247 0,30 4 5
17,90101 0,31 4 4
797247 0,33 4 5
790101 0,36 3 5
7,64969 0,49 2 2
8.00637 0,50 1 5
8.00637 0,52 1 5
8.10168 0,52 2 4
8,18869 0,53 2 5
8.00637 0,55 1 5
797247 0,55 2 3
810168 0,55 3 4
824276 0,56 3 4
824276 0,56 3 4
8.00637 0,58 1 5
8,03916 0,60 4 2
8.10168 0,61 3 3
8.29405 0,70 2 3
821609 0,70 -] 2
841183 0,70 ;] 5
8.45532 0,70 3 4
8,18869 0,70 1 3
8,18869 0,70 1 3
845532 0,70 4 3
8,38936 0,70 3 3
8,29405 0,70 2 3
8,29405 0,71 1 5
8,41183 0,71 2 5
8,41183 0,71 2 5
8,61250 0,71 4 5
8,29405 0,71 3 2
8,34284 0,71 2 4
8,45532 0,72 3 4
8,24276 0,72 1 4
8,13153 0,74 2 1
8,18869 0,75 1 3
8,29405 0,75 3 2
7,90101 0,81 1 4
8,13153 0,89 2 1
8,43381 0,90 3 1
8,69951 0,90 4 3
8,64822 0,90 3 3
8,16052 0,91 1 4
8,68271 0,91 3 4
8,61250 0,92 4 2
8,51719 1,00 1 2
8,51719 1,00 2 1




\O
(=]

8,94898 1,00 4 3

8,57546 1,00 1 3

8,68271 1,00 3 )

8,64822 1,00 2 P

8,57546 1,01 4 1

8,94898 1,01 4 3

9,03599 1,01 4 4

8,88184 1,01 3 )

8,57546 1,01 4 1

8,73230 1,01 2 3

Jg§4822 1,01 3 2

8,64822 1,01 2 2

8,64822 1,01 2 2

8,43381 1,02 1 3

8,43381 1,02 1 3

8,79482 1,03 5 2

8,53700 1,04 3 1

8,68271 1,05 3 2

8,64822 1,05 & F 4

8,43381 1,14 1 3

Cizelge 9.11 Logaritmik sekli

Welcome to Minitab, press F1 for help.

Results for: Worksheet 1

Regression Analysis: C1 versus C2; C3; C4

The regression equation is

Cl = 6,70 + 1,44 C2 + 0,114 €3 % 0,06868 C4

Predictor Coef SE Coef : P VIF
Constant 6,7000 0,1056 63,42 0,000

C2 1,43542 0,07940 18,08 0,000 1,6
C3 0,11412 0,01248 9,14 0,000 : JB%. {
Cc4 0,08681 0,01363 6,37 0,000 : 5 |
S =0,1091 R-Sq = 87,1% R-Sg(adj) = 86,5%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 3 5,0613 1,6871 141,69 0,000
Residuéal Error 63 0,7501 0,0119

Total 66 5,8114

Sum of squares for pure error is (nearly) zero.
Cannot do pure error test.
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purbin-Watson statistic = 1,37

predicted Values for New Observations

New Obs Fit SE Fit 95,0% CI
PI
1 9,9727 0,0887 ( 9,7955; 10,1499) (

10,2537) XX
X denotes a row with X values away from the center
XX denotes a row with very extreme X values

values of Predictors for New Observations

New Obs cZ c3 C4
1 2,00 2500 2,00

95,0%

9,6917;
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SONUC

Bayes analizi ile elde edilen parametreler anlamli bulunmustur. Bayes analizi ile elde edilen
sonuglar EKK yontemiyle elde edilen sonuglarla kargilagtinlmistir. Bayes analizi ile elde
edilen parametrelerin EKK ile elde edilen parametrelere gére daha diisiik standart sapmaya ve
daha dar bir giiven aralifina sahip olduklari goriilmiigtiir. Sonug olarak Bayes analizi EKK
yontemine gore daha tutarl ve daha giivenilir sonuglar vermektedir.

Buradan anlagilacag iizere pirlanta tasinin fiyatinda etkili olan parametreleri, EKK y&ntemine
dayal olarak analiz edip ona gore yorumlama yapmak,daha genis bir fiyat araligi bulmamiza
neden olur. Ama pirlanta taginda istenen daha kesin bir sonugtur. Tam olmasa bile fiyat
araligimin daha dar olmas: istenir. Bu hem alici hem de satici i¢in istenen bir olgudur.
Miisteriye fiyat sdylenirken oncelikle tagin 6zelliklerinden konusulur. Parametreler hakkinda
bilgi verilir. Bunlara dayanilarak bir fiyatlandirmaya gidilir. Miisteri de kendisine bilgisi
verilen pirlanta fiyati hakkinda , pirlantanin 6zelliklerine dayanarak bir fikir olusturmaya
baslar. Bu fiyati diger yerlerden almig oldugu fiyatlarla kiyaslar. Diger yandan bu
kiyaslamada sadece saticimin konugmalarim belirleyici bir faktor olarak almaz ayn1 zamanda
tasin sertifikasim da dikkate alr. Sonu¢ olarak pirlanta tasimn kalitesini ve diger
parametrelerini  anlamli  bir gsekilde degerlendirmek istersek tecriibeli insanlarin
birikimlerinden elde edilen 6n bilginin de degerlendirmeye dahil edilmesi gerektigi ortaya

¢ikmaktadir.
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EK1
NORMAL DAGILIM TABLOSU

—® ¢ =z

.00 01 .02 .03 04 .05 1] 07 .08 .09

D 5000 5040 5080 5120 5160 5160 5238 5270 5319 5350
3 5308 5438 5478 5517 5557 5508 5638 5875 5714 5753
2 5783 5832 5871 5010 5048 58687 60280 6064 6103 6141
3 681790 8217 6255 6203 8331 6368 6406 6443 6480 B517
4 6554 B501 6628 6684 8700 8738 6772 .GBOB .6844 6870
5 6815 6050 8885 .7019 7054 7088 7123 7157 7180 7224
8 7257 7201 7324 7357 .7380 7422 7454 7488 7517 7540
7 7580 7811 7842 7673 .7704 .7734 7764 7704 7823 7852
8 7881 7810 7030 7967 .7085 8023 8051 .8078 8108 8133
8 8150 8188 8212 8238 .8264 8280 8315 .8340 8385 - .BaBG
1.0 .8413 B438 8481 8485 .8508 .8531 .B554 8577 8500 8621
1.1 8843 BB865 8886 8708 8720 8740 8770 .8700 8810 8830
12 8840 8860 8888 8007 .8025 .8944 .BOG2 8080 .BOOD7 8015
1.3 9032 90040 0066 0082 9086 G115 9131 0147 0162 8177
14 ©182 9207 9222 9238 0251 9265 9270 9202 0308 .831¢
15 9332 9345 G357 9370 .9382 G304 9406 0418 0420 0441
16 0452 D483 0474 D484 0405 9505 @515 @525 9535 8545
1.7 9554 9564 G573 0582 9501 G500 0608 0618 0625 0633
18 841 pE40 0656 0664 9871 8678 9QEEE 063 .0OE9 6706
10 D713 9719 8728 5732 9738 68744 9750 6758 @781 @767
20 0772 9778 9783 0788 9793 G798 96803 9808 0812 9817
21 9821 98268 ©830 8834 G838 G842 9846 0B850 B854 0857
22 0881 0864 ©888 0871 .OB75 G878 90881 0834 .B8A7 0680
23 0803 9806 G868 .0O01 9004 9008 9000 G011 8913 0016
24 0918 0020 9022 0925 Q027 G820 0031 0032 .DO34 .9G36
25 D@38 0040 0941 9043 0045 0046 D048 0040 0051 8652
28 P53 Q055 GDS6 0957 0050 G060 0081 0062 0063 .8064
27 CQB5 0066 0067 G968 .QD6@ 0970 .8O71 G072 0973 0974
28 @D74 Q075 9978 Q977 9077 0978 0070 0670 .BGBO .8081
2o 0@81 982 0082 9083 .0DB4 0084 Q0BS5S GBS 0085 0086
30 ©@87 @087 G987 0088 0088 .GE80 008 0080 .BAOO .8g20
31 .ogop0 .9e01 0O91 901 9PA2 902 0002 .GBE2 .0eE3 .ega3
37 ©Do3 Q003 ODo4 0OD4 00D4  0DO4  90B4 0095 8ee5 0I5
33 Dgo5 Qop5 0005 pOps .0D06 0068 800 .60e8 0088 .00a7
34 ©Do7 0007 ©DO7 0007 9997 0007 .06B7 0897 Bog7  ooas
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KIKARE DAGILIM TABLOSU
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The shaded area 15 equal to a for y* = y2.

Xhrs

X.’sso

X.!nm

Xion

X.’usn

af Xoss Xoma Xz Yoo X ocs
1 0.000 0.000 0.001 0.004 0.018 2,708 3.841 5.024 6.635 7879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 4.605 5991 7.378 9,210 10,597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0484 0711 1.084 797 G 438 11.143 13.277 14.860
o 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 9238 11.070 12833 15.086 16.750
[ 0676 0872 1.237 1.63% 234 10,645 12,502 14,4459 16,812 18548
7 0,533 1.239 1.690 2,167 2.833 12017 14.067 16.013 18,475 20278
8 1.344 1.646 2.180 2733 3450 13.362 15,507 17.535 20.090 21.950
g 1.733 2088 2.700 3.325 4.168 14684 16.919 19.023 21.666 23589
10 2.156 2,008 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20,483 23.209 25188
11 260 3053 3.816 4.575 5578 17.275 19.675 21.920 24.725 28.757
12 3074 3571 4404 5.226 6.304 18.549 21.026 23337 26.217 28.300
13 3.065 4.107 5.009 5.802 7.042 19.812 22.362 2473% 27.688 20.819
14 407 4.660 5.620 6.571 7.780 21.084 23655 26.119 20141 31.319
15 4.601 5229 6.262 7.261 B.547 22.307 24956 27488 30578 32801
16 5.142 3.812 6.908 7.062 9312 23.542 26.206 28 845 32.000 34267
17 5.697 6. 408 7.504 8.672 10,085 24.769 27.587 30,191 33.409 5718
15 6.260 7015 %231 Q.390 10860 25089 28 869 31526 34805 a7.156
19 6.844 7633 8007 10,117 11.651 27.204 30144 32852 IB.1N 38,082
20 TA3M 8.260 9501 10,851 12.43 28412 31.410 34.170 37.066 39 997
21 8034 8.897 10.283 11.591 13.240 29615 32671 35479 3|32 41.401
22 8643 9.542 10,982 12,338 14.041 30.813 33924 36.781 40,289 42796
23 9.260 10.156 11.689 13.091 14,848 32.007 35.172 38076 41.638 44.181
24 0586 10,856 12.401 13.848 15,659 33.196 36.415 30384 42,980 45.059
25 10.520 11.524 13.120 14611 16.473 34382 37.652 40646 44314 46.928
26 11.160 12,148 13.844 12.379 17.202 35.563 38,885 41923 45.642 48290
27 11.808 12879 14.573 16.151 18114 36.741 40113 43195 46.963 49645
28 12.461 13.565 15.308 16,928 18.939 37016 41.337 44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 39.087 42.557 45.722 49588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 20,599 40,256 43773 46979 50892 53.672
40 20.707 22.164 24433 26,509 20051 51.805 55.758 59.342 63,691 86766
o0 27,991 20707 32357 34.764 37.689 63.167 67,500 71420 T6.154 T9.49%)
60 35534 | 37.485 40,482 43,188 46 459 74397 79.082 83.208 88379 91.952
70 43.278 45.442 48.758 51.739 55,329 85.527 90.531 95023 | 100.425 | 104,213
15113 | 53580 | 57153 | 60391 | 64278 | 06578 | 101579 | 106.620 | 112320 | 116.321
a0 | 50106 | 61754 | 65847 | €0.126 | 73201 | 107585 | 113.145 | 118136 | 124.116 | 128.200
100 | 67328 | 70065 | 74202 | 77920 | s2358 | 118408 | 124342 | 129561 | 133.807 | 140.160
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