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ONSOZ

Bu tez caligmasinda, klasik regresyon analizinde varsayimlardan bir sapma olan
degisen varyans, dogrusal olmayan regresyon i¢in incelenmigtir. Dogrusal olmayan
regresyon, regresyon analizinde Onemli bir yer tutmaktadir. Dogrusal olmayan
regresyonda ¢ikarsamalar ve sonuglar, dogrusallik yaklagimina dayandinlir. Bu
yiizden, tezde, oncelikle dogrusal regresyon analizine yer verilmistir. Daha sonra bazi
onemli dogrusal olmayan regresyon modelleri tamitilmis ve dogrusal olmayan
regresyonda tahmin konusu agiklanmugtir. Dogrusal ve dogrusal olmayan
regresyonunun agiklanmasinda yardimer olacagi diigiincesiyle her iki durumun
geometrisine yer verilmistir. Daha sonra, degisen varyans durumu 6nce dogrusal
regresyon olmak tizere iki durum igin incelenmistir.

Uygulamada, biri iki, digeri bir agiklayic1 degiskenli olmak iizere iki veri kiimesi
kullamlmig ve boylelikle karsilagtirma olanagi saglanacag: diistiniilm{istiir.

Bazi kavramlar icin, Tiirk¢e’de birden ¢ok karsilik kullanilmasindan dolay1, kansiklik
olusturmamas: bakimindan, bu sozciklerin yaninda parantez iginde Ingilizce
karsiliklar1 da sunulmustur.
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OZET

Klasik Regresyon Analizinde, varsayimlardan sapmalardan biri olan degisen varyans,
dogrusal olmayan regresyon icin incelenmistir. Sonuglar, iki veri kiimesi iizerinde
yapilan uygulamalar ile aragtirilmigtir.

Uygulamalarda, her iki veri kiimesi i¢in dogrusal olmayan regresyon modelleri
tahmin edilmis ve bunlarin uygunlugu arastirilmastir. Birinci veri kiimesi i¢in modelin
tam tatmin edici olmadig1 gériilmiis ve bunu agmak i¢in birgok deneme yapilmustir.
Bu denemeler sirasinda, parametrelerinde dogrusal ve uyumu yiiksek bagka bir model
elde edilmistir. Birinci veri kiimesinden tahmin edilen iki modelden ve ikinci veri
kiimesinden elde edilen modellerden tiiretilen kalintilar, sabit varyans varsayimi
yoniinden incelenmigtir. Degisen varyansin saptanmasinda, White testi, Breusch-
Pagan-Godfrey testi ve fikir vermesi agisindan Endrenyi-Kwong yaklagimi
kullanilmistir. Inceleme sonunda, defisen varyans durumunun bulunduguna karar
verilmigtir. Degisen varyans durumunu diizeltmek amaciyla dogrusal olmayan AEKK
yontemi uygulanmigtir. Tatmin edici sonug alinamadigi durumlarda agirliklar yeniden
belirlenmis ve bir dizi deneme gergeklestirilmistir. Bu gekilde de sonug alinamadig
durumda, degisken doniistimiine bagvurulmugtur. Bu uygulamalar i¢in SPSS 11.5 ve
Excel 2002 yazilimlarindan yararlamlmigtir. Bu yazilimlarin yeterli olmadigi
durumda, Matlab 6.5’te bir kod yazilmis ve sonug degil fakat fikir vermesi agisindan
kullanilmustir.

Uygulamalar sonucunda, her ti¢ model igin test istatistiklerinin, sabit varyans
hipotezinin kabul edilecegi kritik degere yaklastigi, fakat kritik degerin altina
inmedigi goriilmiistiir. Bu sonug, dogrusal olmayan modele dogrusal yaklagimin iyi
olmadig1, egriselligin yliksek oldugu seklinde yorumlanmustir.

Anahtar kelimeler: Dogrusal olmayan regresyon, degisen varyans, dogrusal olmayan
tahmin, AEKK, egrilik dlgtleri.
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ABSTRACT

Heteroskedasticity, one of the violations of assumptions in classical regression
analysis, has been studied. Results have been investigated with applications on two
data sets.

In applications, nonlinear regression models were estimated for two data sets and their
appropriateness were investigated. It was seen that the model for the first data set is
not completely satisfactory and several trials were made to deal with this situation.
During these trials another model, which is linear in parameters and which has good
fit was obtained. The residuals obtained from the two models for the first data set and
from the models for the second data set are checked with regard to heteroskedasticity.
White test, Breusch-Pagan-Godfrey test and -just to get an idea~ Endrenyi-Kwong
approach were used in detecting heteroskedasticity. After the investigation existence
of heteroskedasticity was understood. The method of nonlinear weighted least squares
was applied for correcting heteroskedasticity. When a satisfactory result could not be
obtained weights were re-determined and several trials were made. In cases where
these trials also lacked to produce satisfactory results, variable transformation
technique was applied. In these applications SPSS 11.5 and Excel 2002 softwares
were used. When these softwares were not sufficient, a code written in Matlab 6.5
was used just to give some idea, but not result.

After the applications, it was seen for all three models that the test statistics were
close to the critical values accepted by the heteroskedasticity hypothesis, but they
could not get below these critical values. This result was interpreted as linear
approximation to nonlinear model is not appropriate, and curvature is high.

Key words: Nonlinear regression, heteroskedasticity, nonlinear estimation, weighted
least squares, curvature measures.
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1. GIRIS

Bu yiiksek lisans tezinin amaci, dogrusal olmayan regresyon analizini ve dogrusal regresyon
varsayimlarindan biri olan sabit varyans (homoskedastisite) durumu gerceklesmediginde ne
olacagim1 arastirmak ve bunu uygulamalarla incelemek ve varsayimdan sapmayr belli

yontemlerle gidermektir.

Bilindigi gibi, klasik dogrusal regresyon analizinin dayandifi varsayimlardan biri de sabit
varyanshilik varsayimudir. Bu varsayim yerine gelmedigi durumda, yaniltici sonuglara
ulasilabilmekte ve yapilan tahminler etkinligini kaybetmektedir. Bu sorunu asmak igin,
dogrusal regresyon analizi cercevesi igerisinde bircok ¢oziim ve ydntem vardir. Bunlar,
temelde, AEKK (Agirlikli En Kiigiik Kareler) ve degiskenlerin doniisiimii olmak iizere iki
baslikta toplanabilir. Bu yontemler sayesinde, uygulamada fazla sorunla karsilasiimamaktadir.
Dogrusal olmayan regresyon analizinde ise durum biraz karisiktir. Dogrusal olmayan
regresyonda, oOncelikle modelin tahmini bir zorluk olusturmaktadir. Model tahmininde,
parametre baslangic degerlerinin belirlenmesi, kullanilacak algoritmanin veya yazilimin
secimi, tahmin sonuglarini etkileyebilmektedir. Bununla beraber, tahmin iyi bir sekilde
gerceklestirilse bile, yapilacak ¢ikarsamalar ve ulasilan sonuclar, biiyiikk orneklem igin
gecerlidir. Bir baska deyisle, dogrusal olmayan modele, dogrusal yaklasimin iyi ve uygun
oldugu durumda gegerli olacaktir. Aksi takdirde, yapilan cikarsamalar yaklasik olarak

goriilecektir.

Gegen yiizyilda, nlimerik optimizasyon yontemlerinin ortaya ¢ikisi ve mevcut yontemlerin
gelistirilmesi, bu yiizy1l ortasi1 ve sonrasinda, yazilim ve donanimda meydana gelen biiyiik
teknolojik ilerlemelerle birlikte, yukarida bahsedilen tahmin sorununu belli 6lciide ortadan
kaldirmistir. Bu gelismeler icerisinde, gelistirdikleri algoritmalar dolayisiyla, Goldfeld,
Quandt ve Trotter (1966)’1n ¢alismalar1 Snemlidir. Bu konuda, sozii edilmesi gereken bir
diger onemli nokta, Bates ve Watts (1988)’1n gelistirdikleri egrilik oOl¢iileridir. Egrilik
Olgiileri, dogrusal yaklasimin, dogrusal olmayan modele uygunlugu konusunda bilgi
saglamakta, baska bir ifadeyle, “dogrusal olmama” (nonlinearity) durumunun bir Slgiisii
olmaktadirlar. Boylelikle biiyiik orneklem yaklasimin uygulanabilirligi anlasilmaktadir.
Bunlarla beraber, Box (1971) ve Hougaard (1985) da, dogrusal yaklasimun uygunlugunun

belirlenmesine dair onemli galismalar ortaya koymustur. Bu gelismeler sayesinde dogrusal
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olmayan regresyon analizi, arastirmacilar icin daha etkin bir teknik haline gelmistir. Bu

konuda gelismeler halen siirmektedir.

Bu tez calismasinda, dogrusal olmayan regresyon analizinin anlasilmasi agisindan Once
dogrusal regresyon analizi incelenmistir. Bolim 2, dogrusal regresyon analizi hakkinda 6n
bilgileri icermektedir. Bu boliimde, dogrusal regresyon analizinin genel hatlari, tahmin
yontemleri, altinda yatan varsayumlar ve bu varsayunlar yoluyla yapilan cikarsamalar, tek
aciklayici degiskenli ve matris gosterimiyle ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modelleri

irdelenmistir.

Bolim 3’te ise, dogrusal olmayan regresyonun daha iyi anlasilmas: bakimindan dogrusal

EKK’in geometrik yorumu verilmistir.

Bolim 4’te, dogrusal ve dogrusal olmayan regresyon modelleri arasindaki ayirim,
genellestirilmis dogrusal modeller ve bazi, 6nemli ve yaygin olarak kullanilan dogrusal

olmayan regresyon modelleri tanitilmistir.

Bélim 5, dogrusal olmayan EKK tahminini ve bunun igin kullanilan bazi belli bash niimerik
yontemleri icermektedir. Yine bu boélimde, biiyiik 6rneklem yaklasimi: ve buna dayanan

alisildik ¢ikarsamalara deginilmistir.

Boliim 6°da, dogrusal olmayan EKK tahmin siireci, orneklem uzayr ve parametre uzay:

yardimtyla aciklanmaya calisilmustir.

Bolim 7°de, dogrusal regresyon igin sabit varyans varsayumi, bu varsayiminin
gerceklesmemesinin doguracagi sonuclar, saptanmasina yonelik test ve yoOntemler ve

diizeltilmesi incelenmistir.

Dogrusal olmayan regresyon icin degisen varyans, dogrusal olmayan regresyonda uyumun
degerlendirilmesi baslig1 altinda Bolim 8’de verilmis, ek olarak, egrilik gesitleri ve olgiileri
hakkinda ©zet bilgi sunulmustur. Yine bu bolim iginde dogrusal olmayan regresyonda

degisen varyansin saptanmasinda kullanilabilecek bir test anlatilmisgtir.

Béliim 9, uygulamalani icermektedir. Uygulamada, sonuglarin1 incelemek amaciyla, biri tek,
digeri iki aciklayici degiskenli, iki veri kiimesi ve iki dogrusal olmayan model] kullanilacaktir.

Tahmin edilen modeller, degisen varyansa isaret ettiklerinden, bu durumu diizeltmek
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amactyla dogrusal olmayan AEKK yontemi kullanilacak ve yeri geldiginde doniisiim

yontemlerine de bagvurulacaktir.

Tiim bu uygulamalar i¢in, Excel 2002 ve SPSS 11.5 paket programlarindan faydalanilmustir.
Model tahmini icin SPSS’in yeterli olmadigt bir durum ig¢in bir Matlab kodu yazilip

kullanilmistir.

Dogrusal olmayan modellerde tahmin uzayinin karmasikligr yiiziinden uygulamalar, bir
noktada sonlandirilmus ve elde edilen sonuglar, B6lim 9.4°te ve 6zet olarak da Boliim 10°da

sunulmustur.
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2. DOGRUSAL REGRESYON ANALIZI HAKKINDA BiLGILER

2.1 Regresyon Analizi Hakkinda On Bilgi:

Regresyon analizi, degiskenler arasindaki iligskiyi arastiran ve modelleyen bir istatistiksel
tekniktir. Regresyon analizinin uygulamalari ¢ok cesitlidir ve basta miihendislik, fizik, kimya,
ekonomi, isletme ve biyoloji gibi bir¢ok alanda yer alabilir. Regresyon terimi ilk defa Francis
Galton tarafindan 1886 yilinda kullanilmistir. Yaptig1 bir calismada Galton, belli bir boydaki
ana-babalarin ¢ocuklarinin ortalama boyunun, genel niifustaki ortalama boya dogru yaklagma
egiliminde oldugunu bulmus ve bu durumu (ingilizcede ortalamaya dogru gerileme anlaminda

“regression toward mean” ifadesinden) regresyon yasas: olarak adlandirmistir.

Bugiinkii anlamda ise regresyon analizi, bir bagimli degiskenin bagimsiz degisken(ler)le olan
iligkisini, kendi ortalama degerini, bagimsiz degiskenlerin(yinelenen orneklerdeki) bilinen ya
da degismeyen degerleri cinsinden tahmin etme ve/veya kestirme amaciyla incelenmesidir.
Regresyon analizi, agirlikli olarak, nicel degiskenler arasindaki iligkilerin incelenmesidir.
Eger degiskenlerin bazilar1 nitel bazilar1 nicel ise bu varyans analizi, tlimii nitel ise kovaryans
analizi adi altinda incelenmektedir. Regresyon analizinin ilgi odagi, fonksiyonel ya da
deterministik iliskiler olmayip istatistiksel iliskilerdir. Degiskenler arasindaki istatistiksel
iliskilerde, genellikle rassal ya da stokastik degiskenler, bir bagka deyisle belli bir olasilik
dagilimina sahip degiskenler kullanilir. Bununla beraber istatistiksel bir iliski yalniz basina bir
nedensellik ifade etmez. Nedensellik, istatistik dis1 varsayimlardan veya teorilerden elde
edilir. Regresyon analizi ile yakindan iligkili olan korelasyon analizinde ise amag, iki
degisken arasindaki iliskinin yoniinii ve giiciinii bulmaktir. Korelasyon analizinde kullanilan
degiskenlerin ikisi de birer raslant1 degiskenidir. Diger bir ifade ile bir simetri mevcuttur.
Fakat regresyon analizinde ise bagimli degisken olarak adlandirilan bir raslanti degiskeninin
ortalama degeri, genelde raslanti degiskeni olmayan baska degisken(ler)in sabit degerlerine

dayanarak kestirilmeye caligilir.

Bagimli degiskenin yalnizca bir bagimsiz degiskenle olan iliskisi inceleniyorsa, bu basit ya da
iki degiskenli regresyon analizi adini alir. Eger bagimli degiskenin birden ¢ok bagimsiz

degiskenle olan iliskisi s6z konusu ise 0 zaman bu gok degiskéhﬁ Vregresyon analizi adim alir.

Bagimlh degisken ile bagimsiz degisken(ler) arasindaki baginti model ile gosterilir. Model,

sOzciik anlamu olarak, herhangi bir cismin gercegine bagli kalinarak kiiciiltiilmiis seklidir. Bu,
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goriiniiste, gercek cismin tam kopyasi olmamakla beraber, yapilmak istenen inceleme gercek

cisim yerine, model iizerinde daha kolay yapilabilir.
Bilindigi gibi deterministik bir model kabaca
Y=£(X)

seklinde gosterilebilir. Yukarnida deginildigi gibi regresyon analizinin ilgilendigi stokastik

iligkiyi temsil eden bir model ise:
Y=f(X,¢)

seklinde gosterilir. Burada £, hata payin1 gostermektedir. Bir raslant1 degiskeni olan hata pay:

degiskeninin ¢ogunlukla toplamsal oldugu varsayildigindan yukaridaki ifade;
Y=((X)+ €

seklini alir. Buna gore herhangi bir X degerine karsilik tek bir Y degeri degil, belirli bir aralik
icinde cesitli Y degerlerinden olusan bir dagilim karsilik gelmektedir (Genceli 2001).

Hata pay1 degiskeni, modelde olmayan ama bagimh degisken Y’yi etkiledigi varsayilan tiim
degiskenlerin toplam etkisini igerir. Hata paymin modele konulmasinin nedenlerinin

baglicalar sunlardir:
1. Belirlenme(spesifikasyon) hatalari. Bunlar1 su sekilde siralamak miimkiindiir:
i) Onemli bir bagimsiz degiskenin veya bazi bagimsiz degiskenlerin modele alinmamasi.

ii) Degiskenler arasindaki fonksiyonel iligskinin yanlis se¢imi, bir baska deyisle matematiksel

bicimleme hatasinin yapilmasi.

iii) Model, esanli denklemler sisteminden olustufu halde tek denklemli gibi ele alinip

incelenmesi.

2. Modele alnan ve yalniz basina bagimh degiskeni etkiledifi diisiiniilen bagimsiz
degiskenlerden bazilarinin ortak etkisi ¢ok kiiciik, kural dis1 ya da rassal olabilir. Bu durumda

bunlarn modele katmak kolaylik saglamaz ve zorluk veya maliyet agisindan uygun
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bulunmayabilir. Bunlarin bilesik etkisinin, &£ raslanti degiskeni olarak ele alinabilecegi

umulur.

3. Ilgili biitiin degiskenler modele katilsa bile yine de insan davranislar1 gibi belirsizlikten

kaynaklanan agiklanamayan bir rassallik olabilir.
4. Verilerin 6l¢me hatasi icermesi.

5. Basitlik ilkesi uyarinca bagimli degiskeni cok az etkileyen bir¢ok bagimsiz degiskeni &£ ile
temsil ederek, modeldeki gereksiz fazlalig1 azaltmak (Gujarati, 2001).

Iki degiskenli veya baska deyisle tek bagimsiz degiskenli dogrusal regresyon modeli basit
dogrusal regresyon modeli olarak da adlandirilir. Bu model su sekildedir:

Y, =ﬂo +ﬂ1Xi +E;

Burada Y; , bagimli(veya agiklanan) degiskeni, X; , bagimsiz (agiklayic1) degiskeni
gostermektedir. £, ve f, ise parametreleri (veya katsayilari) gostermektedir. Parametre,
anakiitle hakkinda bilgi veren sabit karakteristik degerdir. Sabit terim olarak da adlandirilan

B,, matematiksel olarak regresyon dogrusunun ordinat: kestigi noktadir. Eger sifir etrafinda

veri yoksa, istatistiksel olarak anlami mevcut degildir. [, ise efim parametresi olarak
adlandirilir ve X’teki bir birimlik degismeye karsilik bagimli degisken Y’deki degisme

miktarini gosterir.

Bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki baginti dogrusal olabilecegi gibi egrisel de
olabilir. Dogrusallik, parametrelerde dogrusallik ve degiskenlerde dogrusallik olmak iizere

ikiye ayrilir. Eger model igin:

o
J9p

kismi tiirevi parametreden bagimsizsa model parametrelerinde dogrusal olarak adlandirilir.
Aym sekilde, bagimsiz degiskenlerine gore tiirevi degiskenlerden bagimsizsa degiskenlerinde
dogrusal olarak adlandinlir. Eger her iki durum da s6z konusu ise model hem
parametrelerinde dogrusal hem de degiskenlerinde dogrusaldir denir. Buna ornek olarak

asagidaki model verilebilir:



Yi =ﬁ0+ﬂ1Xi+8i

Parametrelerinde dogrusal, degiskenlerinde dogrusal olmayan bir model i¢in asagidaki 6rnek

verilebilir:
Yi =ﬂo +ﬂ1Xi +ﬂ2Xi2 +¢E;

Goriildiigii gibi bu model polinomiyal bir yapidadir fakat degisken doniisiimii ile (6rnegin
X i2= Z,) rahatlikla dogrusal hale getirilebilir. Degiskenlerinde dogrusal, parametrelerinde

dogrusal olmayan bir model ise asagidaki sekilde olabilir:

X,
Yi =ﬂ0 +"—L+gi
1

Son olarak hem parametrelerinde, hem de degiskenlerinde dogrusal olmayan bir model icin

asagidaki 6rnek verilebilir:
Y, =B,X"% +é,

Dogrusal model denilince, genellikle parametrelerinde dogrusal modeller anlagilir. Sonug
olarak bir modelin parametreler veya degiskenler agisindan dogrusallik kosulu, modeldeki her
parametrenin(veya degiskenin) iissiiniin 1 olmasi, parametrelerin(veya degiskenlerin) iis
olarak yer almamasi, diger parametreler(veya degiskenler) ile carpilip boliinmemesidir
(Genceli, 2001). Dogrusal ve dogrusal olmayan modeller hakkindaki ayrim Cizelge 2.1°den
daha kolay goriilebilir.

Cizelge 2.1 Dogrusal ve dogrusal olmayan regresyon modelleri ile ilgili ayirim

Model degiskenlerde dogrusal m1?
Model parametrelerinde Evet Hayir
dogrusal m1?
Evet Dogrusal regresyon Dogrusal regresyon
modeli 1 modeli
Hayir Dogrusal olmayan Dogrusal olmayan
regresyon modeli regresyon modeli




Regresyon modellerinin literatiirde, asagidakiler basta olmak iizere bir¢gok amag¢ igin

kullanildig: ifade edilir. Bunlar,

1. Verinin tarif edilmesi

2. Parametre tahmini

3. Kestirim ve tahmin

4. Kontrol amaciyla yapilan ¢alismalar

seklinde siralanir (Montgomery vd., 2001).

2.2 Basit Dogrusal Regresyon Modeli Hakkinda Temel Bilgiler:
2.2.1 Anakiitle Regresyon Fonksiyonu (ARF):

Basit regresyon modelinde bagimli Y;; degiskeni ile bagimsiz X; degiskeni arasinda baginti
saglanmaktadir. Bagimsiz degisken X; ‘nin degerlerinin sabit olmasi, aynt X; icin, anakiitlede,
raslantisal iliski geregi, bagimli degiskene ait en azindan iki gozlem degerinin bulunmasini
zorunlu kilmaktadir. i=1,2,...n olmak iizere aym1 X;’ye karsilik gelen Yj; degerleri alt anakiitle
adi1 verilen gruplarda toplanabilir. Alt anakiitle sayis1 k arastirict tarafindan belirlenir ve alt
anakiitle birim sayilar: birbirine esit olabilecegi gibi farkli da olabilir. i alt anakiitle sayisini, j
ise her bir alt anakiitledeki birim sayisim1 gostermek iizere durum su cizelgede daha iyi

aciklanabilir:

Cizelge 2.2 Anakiitlenin alt anakiitlelere ayrilmasi (Genceli, 2001)

X D SR ISR UU U RPN Xk
Y Yi Yo ... Y
Yio Yoo ... Yio

Yine Yono o Yink




9

Cizelge 2.2 (Devami) Anakiitlenin alt anakiitlelere ayrilmas: (Genceli, 2001)

Toplam ZY” ZY“ Zij ZZYIJ
J j J I

Birim mevcudu N Ny...... Nk z N, =N

Ortalama f,, Hyg, Hyx, oooveveeenenecnens My,

Cizelge 2.2, belli bir X diizeyine karsilik gelen Y’lerin dagilimmm, belli X degerlerinin
karsilifi olan Y kosullu dagilimini gostermektedir. Cizelge 2.2°den goriilebilecegi gibi
herhangi bir alt anakiitle i¢in Y’nin kosullu olasiliklar1 p(Y | X) belirlenebilir. Ornegin birinci
alt anakiitle igin, Yjj'lerin kosullu olasiliklari p(Yy | X=X;)=1/N; seklindedir. Cizelge

2.2’deki veriler icin kosullu olasiliklar Cizelge 2.3’de gosterilmistir.

Cizelge 2.3 Cizelge 2.1 icin kosullu olasiliklar (Genceli, 2001)

P(Y | X)) X Xi XD et Xk

Kosullu olasiliklar 1/N; 1/N, 1/Nk
1/N 1 l/Nz l/Nk
1/N; 1/N, I/Ng

Y’ nin kosullu olasiliklari E(Y[X:) E(Y[X,) E(Y[Xy)

Bu durumda Y’nin her bir kosullu olasilik dagilimi i¢in, kosullu ortalamasi ya da kosullu
beklenen degeri E(Y | X=X;) bulunabilir. Bu deger aynm zamanda alt anakiitle ortalamasi Hyx,
olarak da ifade edilir (Genceli, 2001).

X’lere karsilik Y’lerin kosullu dagilimi bir serpilme diyagraminda 6rnegin s6yle gosterilebilir.
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¥1 %2 %3 X4 %5 6

Sekil 2.1 Cesitli X’lere karsilik Y’lerin kosullu dagilim1

Burada yalinlik amaciyla kosullu beklenen degerlerin bir dogru iizerinde yer aldifi
varsayilmistir. Kosullu ortalamalar bir egri lizerinde de yer alabilirler. Sekil 2.1°de gosterilen
bu dogru (egri), anakiitle regresyon dogrusu olarak adlandirilir. Bir baska deyisle, geometrik
olarak, bir anakiitle regresyon dogrusu (egrisi), bagimsiz degisken(ler)in sabit degerlerine
karsilik gelen bagimli degiskenin kosullu ortalamalarinin ya da kosullu beklenen degerlerinin

geometrik yeridir. Bu durum Sekil 2.2’deki gibi gosterilebilir.
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Y
E[Y | ¥i]
k.
1
1
|
[}
X4 verivken
% nir dadimi
4
®1 2 ®3 w4

Sekil 2.2 Anakiitle regresyon dogrusu

Her E(Y | X;), Xi’nin bir fonksiyonudur. Simgelerle gosterilecek olursa
E(Y | Xp=£(X)

Burada f(X;), anakiitle regresyon fonksiyonu (ARF) olarak bilinir. X; veriyken, Y’nin
(anakiitle) ortalama dagiliminin, X; ile fonksiyonel bir iligkisinin oldugunu gosterir. Bagka bir
deyisle, X’teki degismeye karsilik, Y’deki ortalama tepkiyi (response) ifade eder. E(Y |
X;)’nin

E(Y | X)= B, + B X,
seklinde oldugu kabul edilir. Bu kaliba dogrusal anakiitle regresyon fonksiyonu denir.

Sekil 2.1°den X; veriyken, tekil bir Y; nin, aym X; diizeyindeki biitiin Y;’lerin beklenen degeri

etrafinda dagildif1 goriiliir. Tekil bir Y;'nin beklenen degerinden sapmasi soyle gosterilir.

g, =Y, — E(YIX,)
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ya da
Y, =E(YIX,)+¢,

Burada &, pozitif veya negatif degerler alabilen ve bir rasgele degisken olan hata payidir. Bu

durumda Y;, biri sabit, kurala bagli, digeri kuralsiz ya da rassal olan iki bilesene ayrilabilir.
Biri raslanti deZiskeni (£,) ve 6biirii de raslanti degigkeni olmayan (E(Y | X;)), iki bilesenin

toplamindan olusan Y; de, bu durumda bir raslant1 de§iskeni olacaktir.

Daha agik bir gosterimle

Y, =fy+ BX, +e,

yazilabilir. Oyleyse herhangi bir X; icin Sekil 2.1°deki durum s6yle gosterilebilir:

Yil :ﬂo +ﬂ1Xi +E&
Yi2 =:B0 +ﬂlXi +€,

...........

Burada k, i. alt anakiitledeki birim sayisini temsil etmektedir. Eger Y, = E(YIX,)+¢;

ifadesinin her iki yaninin beklenen degeri alinirsa

E(Y.IX,) = E(E(YIX,)) + E(¢,IX )
= E(YIX,) + E(¢,IX,)

bulunur. E(YIX,) ile E(YIX;) aym seyi ifade ettifinden yukardaki esitlikten su sonug

cikarilir:
E(€IX,)=0

Oyleyse, regresyon dogrusunun Y’nin kosullu ortalamalarindan gectigi varsayim (Sekil 2.2),

g, ’lerin (X’lere dayanan) kosullu ortalama degerlerinin sifir oldugu anlamina gelir (Gujarati,

2001).

2.2.2 Orneklem Regresyon Fonksiyonu (ORF):
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Cogu uygulamada anakiitle bilinmez. Bu durumda 6rneklemden faydalanilir. Orneklem,

anakiitle ile ilgili degerlerin gozlenen alt kiimesi olarak tanimlanabilir. Regresyon analizinde
Omeklem yardimiyla ARF tahmin edilmeye calisilir. Bazi sabit X’lere karsilik gelen Y

orneklem degerleri kullanilir.

Bunlarla birlikte 6rneklemin hangi birimlerden olusacag sorunu giindeme gelir. Asgari birime
sahip bir anakiitlede 3 alt anakiitle ve bu alt anakiitlelerde 2 birimin var olmasi gereklidir. 3 alt
anakiitlenin gerekliligi dogrusallik ve 2 birimin bulunmas: da raslantisal iligki i¢cindir. O halde
bir orneklem her alt anakiitleden en az 1 birimi kapsamak kosuluyla en az 3 bicimden

olusmalidir. Asgari birimli bir anakiitle su sekilde gosterilebilir:

Cizelge 2.4 Asgari birimli bir anakiitle (Genceli, 2001)

X X1 Xz X3
Y Yii Y2 Y3
Y2 Y2 Y23
N; 2 2 2
Ortalama My, My, 7

Cizelge 2.4°teki asgari anakiitleden cekilebilecek tiim olanakli Srneklemler ise Cizelge

2.5’teki gibi olacaktir:

Cizelge 2.5 Asgari anakiitleden ¢ekilebilecek tiim olanakli Srneklemler (Genceli, 2001)

Orneklem Birimler
1 X1, Ya1) (X2, Yn) (X3, Y23)
2 X1, Ya1) (X2, Y2) (X3, Y13)
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Cizelge 2.5 (Devami) Asgari anakiitleden cekilebilecek tiim olanakli 6rneklemler (Genceli,

2001)
X1, Ya1) X2, Yi2) (X3, Y23)
X1, Ya1) X2, Yi2) (X3, Y13)
X1, Yin) (X2, Y22) (X3, Y23)
X1, Y1) X2, Y22) (X3, Y13)
X1, Yi) X2, Yi2) (X3, Y23)
X1, Yir) X2, Y12) (X3, Y23)

Cizelge 2.5’ten goriildiigii gibi her alt anakiitleden bir birim ¢ekmek suretiyle elde edilen

orneklem sayis1 8’dir. Olanakli 6rneklem sayisi da
NNy ...N7
ile verilir. Cizelge 2.5’teki 6rnek icin bu ifade 2'.2".2'=8"dir (Genceli, 2001).

Anakiitle yerine drneklemden hareket edildigi icin anakiitle regresyon denklemi ve dolayisiyla
g, hata paylar1 varyans: da hesaplanamamaktadir. Bu durumda f3,, f,, o> parametreleri

Y =b,+hX,

seklinde gosterilen drneklem regresyon fonksiyonu (ORF) veya &rneklem regresyon dogrusu
araciligtyla tahmin edilir. Burada Y, E(YIX,) ‘nin tahmincisi, by, f,’mn tahmincisi, b; de,

f,’in tahmincisidir. Cizelge 2.5°teki ornekten goriilebilecegi gibi ¢ekilen her drneklem igin

bir ORF olusturulur. Bu, Sekil 2.3’te iki Srneklem igin goriilebilir.
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. Birineci drneklem

a Ikinci érneklem

ORF1

Sekil 2.3 Iki ayr1 6rnekleme dayanan regresyon dogrular

ORF, ARF’ye benzer olarak olasilikl1 bicimde yazilabilir.
Y =b,+h X, +e,

Burada e;, kalint1 olarak adlandirilir. Kalintilar, hata paylarinin tahmincisi durumundadirlar.

Bu durumda bir Y; gozlem degeri, ORF terimleriyle

seklinde, ARF terimleriyle ise
Y =E(YIX,)+¢,

seklinde gosterilebilir. Bu durum Sekil 2.4’te goriilmektedir.
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kahrti
.’ ORF
e
I's

s

, p /
. ECY | D)

hata payi

ARF

Ki

Sekil 2.4 Orneklemin ve anakiitlenin regresyon dogrulart

2.3 Basit Dogrusal Regresyon Modelinde Tahmin:
2.3.1 Siradan En Kiigiik Kareler (SEKK) Yontemi:

ORF’yi bulmak igin cesitli yontemler vardir. Bunlardan en ¢ok bilineni Carl Friedrich Gauss
tarafindan bulundugu kabul edilen SEKK yontemidir. Ileriki boliimlerde tartisilacak olan bazi
varsayumlar altinda SEKK yontemi, kendisini regresyon analizinin en yaygin kullanilan, en
giiclii yontemlerin biri durumuna getiren, ¢ok aranan bazi istatistik 6zellikleri tasir. Bilindigi
gibi ARF

Y,=5,+pX, t¢
seklindedir. ARF dogrudan gozlemlenemedigi icin ORF’den tahmin edilir;

Y, =b0 +b1Xj,:|,_,§j, R .
Y, = 2 +e,



17

A

Burada Y,, Y;nin tahmin edilmis (kosullu ortalama) degeridir. by ve b; istatistikleri ise

parametre tahmincileridir. Bilindigi gibi tahminciler parametrelerden farkli olarak Yunan

alfabesi ile degil Latin alfabesi ile gosterilirler.

ORF’nin belirlenmesinde amag, n tane X ve Y cifti verilmisken, ORF’nin Y’ye olabildigince

yakin olmasidir. Burada ilk basta, kalintilarin toplami Zei ’nin minimum olacak sekilde

ORF’nin segilmesi gerektigi diisiincesi akla gelebilir. Fakat bu diistince kabul edilirse farkli
degerde olan e; kalinti degerleri ayni agurlig: tasiyacaklardir ve bu da kalintilarin farkls
biiyiikliiklere sahip olmasina karsin ayni1 éneme sahip olduklari anlamina gelmektedir. Pozitif
ve negatif degerli ; degerleri ORF’nin ¢ok uzaklarina dagilmis olmalarina karsin toplamlart
cok kiigiik cikabilir. Bu sorundan kurtulmak icin en kiiglik kareler olgiitiintin kullanilmasi

gerekir. Bu 6lciit ORF’yi
28,.2 =Z(Yl —Yi)z =Z(Y, —bo —lei)z :f(bo’bl)

ifadesi minimum olacak sekilde secer. Yukaridaki ifadeyi minimize etmek icin ifadenin

strastyla bg ve b;’e gore kismu tiirevleri alinarak sifira esitlenir.

2
0 e) 237, by b X)) =0
db,

oY e?
—(%:b—@:—zzOc ~b,~b X)X, =0
1

Buradan da

DY, =nby+b Y X,
D XY, =by X, +b ) X]

seklindeki normal denklemlere ulasilir. Bunlarin ¢éziimiinden ise
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- ny XY, -Y XY,
Lo x -0 x,)
:Z(X,-—Y)(K—Y)
> (X, -X)*
:zxiyi
D

Burada X ve Y orneklem ortalamalandir ve x; =X -X) , yi =(Y; -Y) olarak

tanimlanmuslardir. by igin ise

b, = ZX!’ZZYI‘ "inZXiYi
o x-0x)’

=Y -bX

bulunur. Bu ifadeler, £, ve f,’in EKK tahmincileridir.

Bulunan noktanin gercekten minimum oldugu ikinci tlirev matrisi Hessian matrisin pozitif

belirli olmasindan goriilebilir. Buradaki durum icin, Hessian matris:

’Qle) 0°(Qel)
| opg db, ob,
H - az(zeiz) az(zeiz)

b, 0b, ob}

seklinde yazilir. Ikinci mertebe kismi tiirevlerin degerleri yerine yazilirsa,

H {222'},, %ﬁ:{zﬂxi %ﬂ

seklindeki simetrik matris elde edilir. Bir simetrik matrisin, tim ana alt matrislerinin
(principal submatrix) determinanti pozitif ise, bu matrisin pozitif belirli oldugunu ifade eden
teoremden yararlanarak, yukaridaki simetrik matrisin pozitif belirli oldugu gosterilebilir.

H’nin ana alt matrisleri su sekildedir: . B

A1=[n] R 'AllznZO
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Aslsy §x) o Al

Ik ana alt matrisin determinantinin pozitif oldugu gériilmektedir. Ikinci ana alt matris icin

eger,
Y (X, -X)">0
yazilirsa, esitsizligin sol tarafi agilarak,

D (XP-2X,X+X%)>0
:ZXZ‘2 —ZX_ZXi +nX?>0
=YX} -2nX*+nX*>0
=>'X}-nX*>0
X.

=ZXI2 _n(;_')Z >0

n

X,)?

n
=n) X}-Q.X,)*>0
bulunur ve buradan ikinci ana alt matrisin determinantinin da pozitif oldugu goriiliir.
2.3.2 EKK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar:

B, ve p e iligkin ¢ikarsamalar yapmak igin, X; ve & ’nin nasil tiiretildigine dair bazi

varsayimlara ihtiya¢ vardir. Gaussgil ya da Klasik Dogrusal Regresyon Modeli (KDRM)

olarak adlandirilan regresyon modeli 10 varsayim igerir. Bunlar agagidaki gibidir:
1. Model parametrelerinde dogrusaldir.

2. Bagimsiz degisken X; , raslant1 degiskeni degildir. Tekrarlanan drneklemelerde degismez.
Diger bir deyisle, olasilikli olmadig1 varsayilir. Bu durumda regresyon analizi, bagimsiz

degisken X;j’ye gore kosullu regresyon analizidir.

3. E[ &,[Xi]=0 veya Zei = 0 ’dir. Modele katilmayan degiskenlerin etkisini gosteren &;, Yi'yi

kuralli bigimde etkilemez.
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4. X degeri veriyken, &;’nin varyans: biitiin gézlemler i¢in aynidir. Bir baska deyisle £, 'nin

kosullu varyanslar sabittir.
Var(g,[X)=E[¢,-E[ £,[Xi] I*
=E[ £,-0]°

=E[¢,)Xi]=02 (sabit)

Alt anakiitle varyanslari birbirine esittir. Bu duruma sabit varyanslilik (homoskedastisite)
denir. Buna gore ¢esitli X degerlerine karsilik gelen biitiin Y degerleri esit 6nem tasimaktadir.
Bu varsayim, aymi zamanda Y;i'lerin kosullu varyanslarinin da sabit oldugu anlamina

gelmektedir. Matematiksel gosterimle ile:
Var(Y; [Xi)= o’

yazilir. Esvaryansliligin gerceklesmedigi duruma ise degisen varyans (heteroskedastisite)

durumu denilir ve
Var(g;|Xp)= o}
seklinde gosterilmektedir.

5. Hata paylann otokorelasyonsuzdur. Bu varsayima gore: Eger X; ve X, , tekrarlanan

Orneklerde degismeyen ve gézlem sonucu belirlenen ve rastlant1 degiskeni olmayan iki X; ise:
Cov(&,, &, | X1, X2)=E(&,-E(&) | X1)( &,-E(¢&,) | X2)

=E(&,[X)( &,]| X2)=0

bir bagka gosterimle Cov(g,, &, | X1, X2)=0

veya kisaca ve daha genel olarak

E(g,,€,_,)=0 i>s olur.

=
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Buna gore €, , hata payi ile £, hata pay: birbirleri ile iliskisizdir. Korelasyonlar1 0’a esittir.
Otokorelasyon , pozitif otokorelasyon(ayn: yonlii) veya negatif otokorelasyon (ters yonli)
olarak iki sekilde olabilir. Pozitif otokorelasyon durumunda art1 degerli bir £ ’u art1 degerli bir
€, veya eksi degerli bir € ’u eksi degerli bir £, izlerken negatif otokorelasyonda art1 degerli
bir £’u eksi degerli bir € veya eksi degerli bir € ’u art1 degerli bir £ izler. Hata paylarinin

otokorelasyonlu olmamasinin istenmesinin nedeni su sekilde agiklanabilir:

Daha once ifade edildigi gibi ARF, Y, = S, + 3, X, +¢€, seklindedir. Bu durumda eger ¢, ile
£,, ayn1 yonde korelasyonlu ise Y; , yalmzca g;’ye degil ¢, ; ‘e de bagh olacaktir. Ciinkii,
g;’yi bir Olgiide €, ; belirler. Hata paylarinin otokorelasyonsuz olmasi varsayimiyla , eger
varsa X;’nin Y; tizerindeki kuralli etkisinin ele alindigini, Y; iizerinde &, ler arasindaki olasi

etkilerden olusabilecek baska etkilerle ilgilenilmedigi ifade edilmis olunur.
6. X; ile ¢, ‘nin kovaryans: 0’a esittir. Bu, su sekilde gosterilebilir;

Cov(¢; Xi)=E[ €;-E( &, ]1[Xi —-E(Xi)] E( &,;)=0 oldugundan;

=E[ &, ( X;-E(Xi))] E( X)) olasilikl1 olmadigindan;

E(e; Xi)-E( Xi)E(g;)  E(g,)=0 oldugundan;

E(¢g;, X;)=0

Bu varsayim X; ile g, nin iligkisiz oldugunu soyler. Bilindigi gibi ARF’de X; ile &; ayr ayr
(ve toplanabilir) bir etki yaratir. Ama eger X; ile g, iliskili ise, herbirinin Y tizerindeki tekil
etkilerini bulmak olanaksizlagir. Bunun igin varsayim geregi X; ile &,’nin iliskisiz oldugu

kabul edilir.

7. Veri sayist n, tahmin edilecek parametre sayisindan fazla olmalidir. Bu bir yerde stokastik

olma kosuludur.

8. Bir 6rneklemdeki X degerlerinin hepsi aynt olmamalidir. Acik ifadesi ile

z (X i X )2
Var(X) = =—————>0 ve sonlu olmalidir.
n p—
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9. Model dogru kurulmus olmalidir. Spesifikasyon hatasi bulunmamalidir.

10. Cok degiskenli regresyon modellerinde, bagimsiz degiskenler arasinda ¢oklu dogrusal

baglant1 yoktur (Gujarati, 2001).
2.3.3 EKK Tahmincilerinin Standart Hatalar:

Boliim 2.3.4’te de deginilecegi gibi parametrelerin EKK tahmincileri, bagimli degiskenin

dogrusal bir fonksiyonudur. Bir bagka deyisle dogrusal bir tahmincidirler.

s Xj =(Xl_f)

k;f;—?
13

olmak iizere

b, =ZkiY;‘

yazilabilir. Burada, aslinda k;i’ler tart1 olarak alindi§inda b;’in Yi’nin tartili ortalamasi oldugu

sOylenebilir. k;’ler su 6zelliklere sahiptirler:

1. Xj’ler raslanti degiskeni olarak varsayilmadiklarindan k;’ler de raslanti degiskeni

degildirler.

2.2k, =0

3.) k2 =1/ %]

4.3 kx, = kX, =1

ARF’nin ifadesi b, = ) k.Y, ‘de yerine konulursa

b = Zki(ﬂo +B.X, +&)
= ﬂl +Zki8i

Burada k;’nin daha 6nce s6z edilen 6zelliklerinden yararlanilmustir. Simdi yukaridaki ifadenin

beklenen degeri alinirsa
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E(b) =+ kE(E)

sonucuna ulagilir. k; , raslant1 degiskeni olmadig icin sabit gibi diistiniiliir ve E( €,)=0 oldugu

g6z oniinde bulundurulursa
E®)=p

esitligine ulasilir. Bu esitlik daha sonra deginilecegi gibi b;’in sistematik hatasiz (sapmasiz)

bir tahminci oldugu anlamina gelmektedir.

Bu durumda yukarida elde edilen sonuglardan b;’in varyansi icin sunlar yazilabilir;

Var(b) = E(b, - E(b,))*
= E(bl _ﬁ1 )2
=EQ)_ke£)’

=E(k’e] +......... +k2e’ + 2k k €8, + ... +2k, k£, E,)
Varsayim geregi her i igin E(e]) =0 ve i#j igin E(g,£;) =0 oldugundan
Var(b)=0") k}

o? (D k7 =1/) x] ozelliginden faydalamlds. )

2
in

sonucuna varilir. bo’1n varyansi icin ise

Var(b,) =Var(Y —b,X)
=Var(Y)+Var(h,X)-2Cov(Y ,h,X)

Y _
= Var(—Z—') + X *Var(b,)—2Cov(¥ ,b, X)
n

= %ZVW(Y,») + X *Var(b,) - 2Cov(Y ,b, X)

2

=—12—n0'2 +x2 2 —~2Cov(Y ,b,X)

. >

yazilir. Burada Cov(Y,b,X)=0’dir. Bu su sekilde gosterilebilir:

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) ozelliginden
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Cov(Y ,b,X)=E(YbX)—EY)E(bX)
= XE(Yb,)— XE(Y)E(b,)
= )?Cov(?,bl)

elde edilir. Bu durumda, Cov(Y,bh)=0 oldugu gosterilmelidir. Bunun igin modelin,
Y, =B, +B,X,+& seklindeki ifadesinin sag tarafina, S, X ifadesinin eklenip ¢ikarildigs

varsayilsin. Buna gére model,

Y, :ﬁo +lBIXi +ﬂly—ﬂlf+gi
= p, +ﬂlf+ﬂl(xi _Y)_'—gi
zﬂ;+ﬂl(Xi _f)—l—gi

:,Bg + Bx; + g,

seklinde yazilabilir. Burada &, =, + B, X seklindedir. Ote yandan,

XY,
bl =ZkiYi = %xiz

seklindeydi. Burada Y; yerine, yukarida tiiretilen ifade yazilirsa

b = in(ﬂ(: +fx; +€)
=
T

elde edilir. Diger yandan KDRM ifadesinin ortalamas: alinirsa,

Yi:ﬂ0+ﬂ1Xi+ei
Z Y, :”ﬁo+ﬁ1z Xi+z €;
Zﬁ=ﬂ0+ﬂ1)?+§

n

By +BX+E
~pi+e

Y
Y
elde edilir. Burada yine, S, =/, + X seklindedir. Elde edilen b; veY ifadeleri,

Cov(Y,b,) = E(Yb,)— E(Y)E(b,)
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de yerine konursa,

D %, (B + Bix; +€)
25

)|~ E()E(D)

Cov(Y,b)) = E{(ﬂ; +&)(

Daha 6nce deginildigi gibi E(b,) = f, dir. Bu 6zellige sistematik hatasizlik veya sapmasizlik

ozelligi denir.

Bununla beraber,

Y = B, + £ ifadesinin her iki yaninin beklenen degeri alinirsa,

E(Y)=E(f; +&)=E(f,)+E(@)

bulunur. KDRM’nin varsayimindan E(£)=0’dir. Bu durumda E(Y) = E( /3(;‘ )= ﬂg olur.

Bunlar, Cov(Y,b,) ‘de yerine konursa,

Cov(¥ ,b,) = E{(ﬂg + E)['B gf £ ‘Z% o Zzgxf H -Bf

=E (,BJ + 5)(ﬂ1 + Zzg;f’ H - ﬂgﬂl

~o| BB+ ZZ‘Z" + 2, +Ezzi§'}—ﬁ§ﬂl

u <) xEE) B x,E(E€;) .
=ﬂoﬂ1 +:Bo Z_ZT-F—”LZE(&)—F;Z—X—?——ﬂOﬂI

Bilindigi gibi, > x, =0 ve E(g,) =0 oldugundan, ifade,
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2
inE(“Z—ngi—)
DA
(Y EED)
= le?

seklini alir. Bilindigi tizere, Var(e,) = E(e?) - [E(e)]

Y x,—not oy
Cov@b)=—cn_ =2 L% g

sonucuna ulasilir.

Bu sonugla beraber, by’1n varyanst,

T 242

Var(b,) = —1—;120'2 +ifi2
n th.

XZ

Z 2

Var(b,)=0 ( + =

bulunur. Bu varyans ifadelerinin pozitif karekokiinii almak suretiyle de tahmincilerin standart
hatalar1 elde edilmis olunur. Bilindigi gibi standart hata tahmincinin rnekleme dagiliminin
standart sapmasidir. Bir tahmincinin 6rnekleme dagilimi ise kisaca kendi olasilik dagilimudur.

Bir bagka deyisle, belli bir anakiitleden ¢ekilen ayni biiyiikliikteki biitiin olas1 6rneklemlerden

elde edilen tahminci degerleri kiimesinin dagilimidr.

= E(&]) = o “dir. Buradan

o> nun EKK tahmincisini bulmak igin s6yle bir yol izlenebilir:

Y,=f,+B X, +¢ ve

Y = B, + B,X + & dir. Bu iki ifade birbirinden ¢ikarilirsa

y; = Bx, + (g, — €) elde edilir. Ayrica
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e; =y, —b,x, dir. Bu ifade iistteki ifadede yerine konursa
e, = PBix, + (& — &) —bx; elde edilir.
Her iki yandaki terimlerin kareleri alinip toplanirsa
del=b,-B) Y 5+ (6,8 =20b, - B)D, x, (¢, —F)
sonucuna ulagtlir. Her iki yanin beklenen degeri alinirsa
EQ e )= xlE®b - ) +EQ (€, —8)*)-2E(®, - B,)D_ x,(€, - &)

sonucu bulunur. Klasik dogrusal regresyon modelinin varsayimlariyla az once belirlenen

sonuclardan sunlar yazilabilir:

EQ e}y=0"+(n-1o* ~207

=(n-2)c?

2
A2 _zei
n—-2

Eger & tanimi yapilirsa

E(67%) = o* “dir. Boylelikle o> ‘nin sistematik hatasiz bir tahmincisi elde edilmis olunur. Bu

o ‘nin EKK tahmincisidir
2.3.4 EKK Tahmincilerinin Ozellikleri: Gauss-Markov Teoremi

KDRM'’nin varsayimlar: verilmisken, SEKK tahmincileri dogrusal, sistematik hatasiz ve tiim
dogrusal ve sistematik hatasiz tahminciler icinde minimum varyanslt olamidir (Bir baska
ifadeyle etkindir). Bu oOzelligi tastyan tahmincilere kisaca BLUE (Ingilizce “Best Linear

Unbiased Estimator” ) denir.
SEKK tahmincilerinin bu 6zellikleri tagidig1 matris yaklasimi ile gosterilecektir.
2.3.5 Belirlilik (Determinasyon) Katsayisi:

Belirlilik katsayisi r* ya da ¢ok degiskenli regresyonda R?, 6rneklem regresyonu dogrusunun

verilere ne kadar iyi uydugunun bir gostergesidir. Bilindigi gibi Y;
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~ p—
!

seklinde yazilabilir. Bu, y, =Y, ~Y ve §, =Y, —~¥ =¥, ~¥ alirsa

;=Y te

seklinde de yazilabilir. Bu ifadenin her iki yaninin karesi alinip, tiim 6rneklem birim sayisina

kadar toplanirsa

Zyl.z =Z)7,2 +Zei2 +22§)iei
=Zj\)i2 +zei2
=b122x,.2 +Zei2

bulunur. Burada ¥, =b,x, ve EKK’in sonuglar1 kullanilarak gosterilebilecek olan Z ye =0

ozelliklerinden faydalanilmistir. Buradaki kareler toplamlari sirasiyla su sekilde tanimlanir:
TKT (Toplam Kareler Toplam1) veya SST (Total Sum of Squares) =z yl = Z(Yi —Y)?
i=1

Gozlenen Y degerlerinin kendi aritmetik ortalamasina gore toplam degisimi.

AKT(Agiklanan Kareler Toplami) veya SSR(Regression Sum of

Squares)=_ $7 = i()ﬁ. _P) = i(ﬁ. ~Y) =p) x
i=l

i=1

Tahmin edilen Y degerlerinin kendi ortalamalarina(veya baska deyisle gozlemlenen Y

degerlerinin ortalamarina) gére degisimi; buna da regresyondan gelen kareler foplaml denir.

KKT(Kalint1 Kareleri Toplami) veya SSE(Residual or Error Sum of Squares)=

Yol =3~ %)

i=1

degisimidir.

Bu durumda syle yazilabilir:
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SST=SSR+SSE

Bir baska deyisle, Y degerlerinin toplam degisimi, olusturulan regresyon dogrusu ile
aciklanan degisim ve regresyon dogrusu ile aciklanamayan, rassal etkilere dayali degisim

olmak iizere ikiye boliinebilir. Bu, Sekil 2.5’de daha iyi goriilebilir.

\'d
i
L]
| ORF
|
I
Toplam dedigim :
%1 (Tahtmir)

|
| Regresyon
I kaynakl
|

(ort) 1
l
|
|
|
|
I
I

hA
o Hi

Sekil 2.5 Yi’deki degisimin iki bilesene ayrilmasi

SST=SSR+SSE esitliginin her iki yani SST’ye boliiniirse

SSR SSE
1=y 20

SST  SST
_XE -0y -ty
Y@ -YY Y -Y)?

elde edilir. Burada r* sdyle tamimlanir:

, 2(%-Y) SSR _ SSE

r = — = =
DY, -Y)* SST SST
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Boyle tanimlanan r* istatistigi, (6rneklemin) belirlilik katsayis1 olarak bilinir. 1%, Y’deki
toplam degisim icinde regresyon modelince agiklanan orani ya da yiizdeyi verir. Simirlan
0<r?> <1°dir. r’=1 modelin verilere tam uydugunu gosterir. Ote yandan r’=0, bagimli
degisken ile bagimsiz degisken arasinda higbir iliski olmadigini (b;=0) gosterir. Bu durumda

¥, =b, =Y olur.

Genel olarak yiiksek 12 dogrunun verilere iyi uyduguna, diisiik r* ise iyl uymadigina isarettir.
r*’nin yorumunda bir nedensellik diisiiniilmez. Bununla beraber yiiksek r*’nin ne olduguna
iligkin kabul gdrmiis genel bir goriis yoktur. Ornegin zaman serilerinde trend etkisinden
dolay1 yiiksek r2’ye rastlamak miimkiindiir. Kesit verilerinde ise model uygun oldugu halde 1>
diisiik cikabilir. Ciinkii r* dogrusal iliskinin bir olgiisiidiir.Ayrica r*’nin hesaplanmasinda
raslant1 degiskenleri kullanildigindan kendisi de bir raslanti degiskeni olacaktir. Diger bir

deyisle, degeri orneklemden 6rnekleme degisecektir. Kisaca r* bir istatistiktir. Anakiitle

belirlilik katsayis1 py, ‘nin bir tahmini olabilmesi icin, hipotez testine tabi tutulmasi gerekir.

2.4 Normallik Varsayim1 ve Sonuglari:

Hatirlanacag: gibi SEKK yonteminin klasik dogrusal regresyon modeline uygulanmas igin,

g; hata paylarinin olasilik dagilimlar1 hakkinda herhangi bir varsayimda bulunulmamisti.
g;‘ler igin yapilan varsayimlar, yalnizca, beklenen degerlerinin sifir oldugu, birbirleriyle
iligkisiz ve sabit varyansli olduklar1 bi¢imindeydi (KDRM varsayimlari). Bir 6nceki béliimde

goriildii ki bu varsayimlarla by, b;, &> seklindeki SEKK tahmincilerinin, sistematik
hatasizlik, minimum varyans gibi aranan bazi istatistik 6zellikleri saglanmaktadir. Fakat
KDRM ve SEKK ozellikleri yalnizca nokta tahmini yapmaya yarar. Regresyon analizinde
amag, yalmzca ORF’yi bulmak degil, ARF’ye iliskin ¢ikarsamalarda bulunmaktir. Baska bir
deyisle, parametre tahmincilerini kullanarak gergek parametreler hakkinda birseyler

s0ylemektir. Yine hatirlanacag: gibi by ve b; varsayim geregi raslanti degigkeni olan &, ‘nin
dogrusal birer fonksiyonlariydi. Dolayisiyla, SEKK tahmincilerinin olastlik dagilimi, &, ‘nin

olasilik dagihimina iligkin varsayima dayanir.

-SEKK yontemi g, ‘nin olasitlik 6zelligine iliskin bir varsayimda bulunmadid1 i¢in, Gauss-

Markov teoremi bir yana birakilirsa, ORF’den ARF icin ¢ikarsama yapmakta SEKK bir ise

yaramaz. Bundan dolay1 hipotez testi ve giiven aralig1 olusturma gibi ¢ikarsamalar i¢in &, ‘nin

¢ogunlukla normal dagilim gosterdigi varsayilir. Boylelikle KDRM’nin varsayimlarina
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normallik varsayiminin eklenmesiyle Klasik Normal Dogrusal Regresyon Modeli (KNDRM)

elde edilmis olunur. Bu varsayim su sekildedir:

KNDRM herbir ¢, ‘nin asagidaki degerlerle normal dagildigini varsayar:
Ortalama: E(g;) =0

Varyans: E(g}) =0’

Kovaryans: Cov(g,,€;) = E(¢g;,€;) =0 i#j i¢in

Bu kisaca su sekilde gosterilir: £,~N(0,07)

Normal dagilan iki degiskenin kovaryans: veya korelasyonu O ise bu istatistiksel bagimsizlik

anlamina geleceginden ayn1 zamanda

£,~ind(0,0) (independent and normally distributed)
yazilir. £~ N(0,0”) ‘nn bir sonucu olarak Yi~N(f, + 8,X,,07) yazilabilir.

Normallik varsayiminin nedenleri arasinda belki de en 6nemlisi merkezi limit teoremidir. Bu

nedenler soyle siralanabilir:

1. ¢&,, modele katilmamis cok sayida bagimsiz degiskenin bagimli degisken iizerindeki
etkisini yansitir. Bu ¢ok sayida degiskenin etkisinin rassal ya da en azindan kiigiik olmasi
umulur. Iste burada az sonra verilecek olan merkezi limit teoreminin Snemi ortaya
cikmaktadir. Merkezi limit teoremine gore; cok sayida bagimsiz ve ayni bicimde dagilmis
rassal degiskenler varsa, bu degiskenlerin sayist sonsuza dogru arttikca, bunlarin toplaminin

dagiliminin, birkag aykirilik disinda, normal dagilima yaklasir. Buna gore £, de birgok dis

degiskenin etkisini icerdiginden &, ‘nin de normal dagildigin1 varsaymak yerinde olur.

2. Merkezi limit teoreminin bir bagka bi¢imine gore ¢ok fazla sayida degisken olmasa da ve

bunlar tam bagimsiz dagilmasalar da, toplamlar1 yine yaklasik normal olur.

3. Normal dagilimin bir 6zelligine gére normal dagilan degiskenlerin dogrusal fonksiyonlar

da normal dagilir. Ote yandan by ve by’in Yinin, veya aym sekilde &, ‘nin dogrusal



32

fonksiyonu olduklars belirtilmisti. Bu durumda eger €, normal dagildig: varsayilirsa, by ve by

de normal dagilacaklardir.

4. Normal dagihim basittir. Sadece iki parametresi vardir (Gujarati, 2001).

2.4.1 Normallik Varsayimi Altinda SEKK Tahmincilerinin Ozellikleri:

1. Sistematik hatasizdirlar.

2. Minimum varyanshdirlar. 1. 6zellikle beraber bu, etkin olduklar1 anlamina gelir.

3. Tutarlidirlar. Tutarlilik bir biiyiik 6rneklem(asimptotik) 6zelligidir. Buna gore 6rneklemin
birim sayis1 sonsuza dogru arttikga, tahminci gercek parametre degerine yaklasir. Bu
sistematik hatasizlik ile karistirillmamalidir. Sistematik hatasizlik, 6rneklem sayist ile iliskili
olup her 6rneklem biiyiikliigiinde saglanabilir.

b, — B,

b —
4. by~N(B,,0;) ve b~N(p,0,) dir. Eger z= 00' ve z:—‘idénﬁsﬁmleri
b

Oy,

0

yapilirsa bu tahminciler z~N(0, 1) seklinde standart normal dagilirlar.

a2
5. (n-2)6

0_2

~x2, dir.

6. by ve by, 67 ‘den bagimsiz dagilirlar.

7. bg ve by, dogrusaldir, ama dogrusal olmasalard: bile yine minimum varyansl1 olacaklardi.
Gauss-Markov teoreminin tersine normallik varsayimi altinda EKK tahmincileri sistematik

hatasiz ve minimum varyansli tahmincilerdir (Gujarati, 2001).
2.4.2 Maksimum Olabilirlik Yéntemi (MOY):

SEKK yonteminden daha giiclii teorik 6zellikler gosteren bir baska nokta tahmin yOntemi
maksimum olabilirlik yontemidir(Maximum Likelihood Estimation MLE). Bunun yaninda
parametre tahmini icin kullanilan momentler yontemi de vardir. SEKK ile MO arasindaki en

Oonemli fark, MOY ni kullanabilmek icin &, hata paylarinin olasihik dagiimna iligskin

varsayim yapmak gerekir. Bir baska deyisle, olasilik yogunluk fonksiyonunun dolayisiyle de

hangi dagilima uydugunun bilinmesi gerekir. MO tahmincileri elde edilirken 6nceki gibi hata
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paylarin normal dagildigi kabul edilir. Bu durumda o ‘nin tahmincisi disinda tiim
parametreler EKK tahmincileri ile aym c¢ikar. Bu da hata paylarinin normal dagilmalari

varsayiminin altinda yatan nedenlerinden biri olarak goriilebilir. Bilindigi iizere, £, hakkinda

higbir varsayim yapmadan elde edilen EKK tahmincileri tutarlidir. Eger EKK y&ntemini

kullanmadan, dogrudan ¢, ‘lerin normal dagildigi varsayilip bu varsayima dayanan MOY

uygulansaydi aranilan 6zelliklere sahip EKK tahmincileri yaklasik olarak elde edilecekti.

Buradan ¢, ‘lerin normal dagidigi varsayiminin son derece gercekci ve mantikli oldugu

anlasilmaktadir.

MOY su sekilde agiklanabilir: Yi~N(f, + £, X ,.,0'2) verilmisken, Yy, Y2, cceennne Y.’in ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu su sekildedir:
f@,.Y,..Y I8, + B X, 0%)

Ancak Y’lerin birbirinden bagimsiz oldugu g6z Oniine alininca bu ifade, n tane tekil olasilik

yogunluk fonksiyonunun ¢arpimi olarak yazilabilir:

= fIB, + BX,,0M).fIB, + B,X, .0 ). f@.I18,+pBX,,0%) 2.1)
Burada

— 1 —I(Yi_ﬂo—ﬂlxi)z
fx)= oon exp|: = } (2.2)

olup, bu da ortalamasiyla varyansi verilmis, normal dagilmis bir degiskenin yogunluk

fonksiyonudur.

Herbir Y i¢in (2.2), (2.1)’de yerine konursa

2072

2 1 l -, _ﬂo _ﬂIX‘)z 2.3)
Y19Y2, ........ Yul o T [ —— ! i
f( ﬂ +ﬂX o) n(\/_)n exp E ]
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elde edilir. Y1, Y2, oo Y, biliniyor ya da verilmisken £,, £, o’ bilinmiyorsa, (2.3)’deki

fonksiyona olabilirlik fonksiyonu(likelihood function) denir. L( 3,, ,, o) ile gosterilir.

Adindan da anlasilacagi tizere MOY bilinmeyen anakiitle parametrelerine iliskin tahminleri

yaparken, verilmis Y’lerin gozlemleme olasihigin1 maksimize etmeye calisir. Dolayisiyle bu
da L(f,, fB,, 0>) nin maksimize edilmesi gerektigi anlamina gelir. Bu dogrudan bir tiirev

hesabidir. Tiirev almak i¢in (2.3)’iin logaritmasinin alinmasi kolaylik saglar.

_ _ 2
lnL=—nln0'—£ln(2ﬂ')—l_$_ &, = Ay zﬂ'Xi)
: 1 : ¥, -5 oﬂxf @4
n n B - .
=——Ino’ -—In(2r)- -y 0
e ey =

(2.4)’iin B,, B, 0 ‘ye gore kismi tiirevleri alinirsa

InL 1
aa; == 20 =By~ AX)ED
0
dlnL 1
a; = 2= Ay = AX X))
1
dinL 1
82_2 =_ZZ'2 +20_4 Z(Yi’"ﬂo_ﬂlxi)z

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler sifira esitlenerek (bu optimum degeri bulmanin birinci
dereceden kosuludur) MOY tahmincileri bulunur. Bu tahminciler EKK’den farkli olarak

parametre semboliiniin iistliinde bir tilda ile gosterilir.

1 ~
§Z(Y,~ -5, -pX,)=0

1 ~
TO.,_TZ(Yz -5 -6X)X,=0

n 1 > - 2
—25'2 +2&4 Z(Yz _ﬂo -5X,)" =0

Sadelestirmelerden sonra
ZYz = ”Bo +ﬁlin

inYi =Boin +ﬁlZXi2
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esitlikleri elde edilir. Goriildiigii gibi bunlar EKK’deki normal denklemlerin aymisidir.

Dolayisiyla f3, ve f, igin EKK ve MO tahmincileri aynidir. Zaten (2.4) incelendiginde son

terimin eksi isaretli oldugu goriiliir. Bu durumda (2.4)’ti maksimize etmek, bu terimi
minimize etmekle ayni seydir. Bu da EKK yaklasimidir. Bir baska ifade ile, farkli fikirlerden

yola ¢ikarak, iki yontem, ayn1 matematiksel yapiya ulasirlar.

Fakat o> ‘nin MO tahmincisi icin aym sey gegerli degildir.

1 -
&? :;Z(Y, _ﬂo —ﬂIXi)z
=1y
n
Goriildiigii gibi 62, o> nin EKK tahmincisi 82 (veya MSE)den farklidir. 87 ‘nin sistematik

hatasiz bir tahminci oldugu 6nceki boliimlerde ifade edilmisti. Bu durumda MO tahmincisi

sistematik hatali olmaktadir.

E@) =~ BT e)

= (%) 2.5)
— 0.2 _20.2
n

Buradan goriilmektedir ki, kiiciik 6rneklemlerde &> asag1 dogru sapmalidir (bir baska deyisle

gercek o degerini oldugundan kiiciik tahmin eder). Ama 6rneklem biiyiikliigii n sonsuza

dogru biiyiidiikge (2.5)’deki ikinci terim olan sapma etmeni sifira yaklasir. Bir bagka deyisle,

&%, asimptotik sistematik hatasizdir. Ayrica &2 ‘nin tutarli bir tahminci oldugu da

kanitlanabilir. (Gujarati, 2001)
2.5 Basit Dogrusal Regresyonda Aralik Tahmini ve Hipotez Testi:

2.5.1 Parametreler icin Giiven Araliklar::

Onceki bolimde S, ve S, ‘in
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degiskenleri ile standart normal dagilim gosterdikleri belirtilmisti. Fakat giiven araliklari

olusturmada bunlardan faydalanmilamaz. Bunun nedeni by, ve b;’in standart hatalarinin

oriildiigii gibi o ‘nin bilinmesini gerektirmesidir.
g gug g

2
sh(bo)= Ja -+ Z D shib) = /f—x

o’ ¢ogu durumda bilinmez. Zaten bilinseydi 6rneklem ¢ekmeye gerek kalmayacaktr. Bunun

yerine onun tahmincisi olan MSE( 67 ) kullanilir. Fakat bu durumda Srmeklem kullanildig ve
serbestlik derecesi kavrami isin igine girdigi icin normal dagilim yerine serbestlik derecesi

kullanan t (Student) dagilimi kullanilir. Bir baska deyisle, MSE kullanildig1 zaman b, ve by

t= b°_'8° ve t= b — 5, (2.6)
X2 MSE
MSE( +Z ; »——inz

seklinde n-2 serbestli derecesi ile t dagilimina uyan degiskenlere doniistiiriiliir.

Tiim bunlarla beraber parametreler icin giiven aralifi kurulmak istenirse t dagilimi soyle

kullanilir:
P(—t,,<t<t,,)=1-o

Buradaki t degeri, (2.6)’dan elde edilen t degeridir. ¢,,, ise a/2 anlamlilik diizeyinde n-2

serbestlik derecesinde t dagilimindan bulunan t degeri olup, genellikle a/2 anlamlilik
diizeyindeki esik t degeri adimi alir. Parametreler icin gosterilen (2.6)’daki t degerlerini

yukarida yerine koyarsak, daha acik bir ifade ile,

P(b, —1,,,5h(by) < B, Sby +1,,,5h(b,)) =1—a
P, —t,,,sh(b) < B, S b, +1,,,5h(b)) =1—a

veya daha kisa sekilde,

bo + talzsh(bo)
b *t,,sh(b)
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seklinde yazilir. Bu ifadeler, parametreler i¢in %100.(1- a)’lik giiven araliklarini gosterir.

Hata paylar1 varyansi igin ise gliven araligi, normallik varsayim altinda

n—2)6"2
(—?—“‘2’3—2

ozelliginden faydalanilarak
P(Zf—a/z SZ2 5/1'2/2) =l-a
seklinde yazilabilir. Daha agik bigimde,

MSE MSE
—<0o’<(n-2)—

Xarn Xiar

P((n-2) )=1-«

yazilabilir.
2.5.2 Parametreler i¢in Hipotez Testi:

Regresyon parametrelerinin anlamli olup olmadigi test edilmek istenebilir. Bu durumda

hipotezler su sekilde kurulur.
H()Iﬁo =0 Ho:ﬁl =0
Hi: ﬂo #0 Hi: ﬁl;tO

Eger Hy hipotezi reddedilirse parametrelerin anlamli, diger bir ifade ile, sifirdan farkl

olduguna karar verilir. Burada karar kural su sekildedir:

t bo —ﬁo = b1 —,Bl
test Sh(bo) test sh(bl)

ve a 6nceden belirlenmis anlamlilik diizeyi olmak lizere tist>to2:n-2 ise Ho red edilir (Gujarati,

2001). Burada f, ’in testi, modelin test edilmesi anlamina gelmektedir.
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Hata paylar i¢in hipotez testinde belirtilmesi gereken nemli bir nokta, hata paylarinin diger
parametreler gibi 0’dan farkliligin1 test etmenin gereksiz oldugudur. Ciinkii Hy : ¢° =0
seklinde bir hipotez iligkinin determinist oldugunu iddia eder. Bu durumda hata paylari,
sifirdan farkli belli bir degere gore test edilebilir(Genceli, 2001). Boyle bir testin 6zeti Cizelge

2.6’da verilmistir.

Cizelge 2.6 o igin g’ testi (Gujarati, 2001)

Hy H; Red bolgesi
o’ =0} o’>0; (n-26*
2 >Za,sd
O-O
o’ =0, o’<o} (n-2)8" _ ,
2 >zl—a,sd
Oy
o’ =0} o’ 0, (n-26° ,
2 >za/2,sd
c
2
veya< ¥i_a/2),sd

sd: serbestlik derecesi
2.5.3 Varyans Analizi (ANOVA) Tablosu:

Bir onceki bolimde anlatilan kareler ayristirmas: yaklagimi ile ANOVA tablosu
olusturulabilir ve modelin anlamlilif1 F testiyle test edilebilir. ANOVA veya varyans analizi,
Y bagimli degiskenine iliskin degiskenlik ve serbestlik derecesinin kaynaklarina ayrilmasi

ilkesine dayanmaktadir. Bilindigi gibi,
SST =SSR + SSE

dir. Burada SST, y? dagilimina uyar ve serbestlik derecesi n-1°dir, giinkii 6rnek ortalamasi ¥
hesaplanirken 1 serbestlik derecesi kaybedilir. SSE ise n-2 serbestlik dereceli bir 42 dagilimina
uyar. Burada da 2 serbestlik derecesi kaybedilmesinin sebebi 2 normal denklemden gelen 2

kisittir(bu, tek bagimsiz degiskenli dogrusal regresyon icin gecerlidir). Ayni sekilde SSR’de
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+2 dagilimna uyar ve serbestlik derecesi 1°dir, ¢iinkii SSR = b**3. x2 oldugu ve 3 x;2 toplamu
bilindigi igin SSR yalnizca b;’in bir fonksiyonudur. Yukaridaki ifadede oldugu gibi aym

esitlik serbestlik dereceleri icin de gecerlidir (n-1 = n-2+1).

SST, SSR ve SSE, kendi serbestlik derecelerine boliindiigiinde sirasiyla ortalamalar: olan

MST, MSR ve MSE elde edilir. Buna gére ANOVA tablosu asagidaki gibi olacaktir:

Cizelge 2.7 ANOVA tablosu
Degisim kaynagi K. T. (kareler | S. D. (serbestlik [ O. K. (ortalama
toplami) derecesi) kareler)

Regresyon - 1 MSR
gresy sSR= 3 (%, -7)*
i=1
Kalinti n . n-2 MSE
SSE= ) (¥,-Y,)’
i=1
Toplam n-1

SST= Y (¥,-Y)’
i=]

Bilindigi gibi iki bagimsiz ¥? dagiliminin orani bir F dagilimim verir. Bu sekilde
MSR / MSE ~ F(1,n-2)

istatistigi ile test edilebilir. Kritik F degeri, tablo degerinden biiyiikse, modelin anlamsiz

oldugunu sdyleyen Hy hipotezi reddedilir.

Burada belirtilmesi gereken nemli bir nokta, F,, =1, iliskisidir.

g JMSR_BIDE_ BRE b,
“ MSE MSE  sh’(b)Y x> sh(b) "
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Bilindigi gibi b ‘in t dagilimina uyan bir istatistik olduguna daha 6nce deginilmisti. Buna
1

gore, Fj, =t} seklinde ifade edilebilen teorem ile yukardaki ifadenin dogrulugu

gosterilebilir.
2.5.4 Ortalama ve Tekil Deger Kestirimi:

Kestirim (prediction), bir olaya iligkin ge¢misteki ve simdiki bilginin kullanilarak olay icin
sayisal tahmin yapilmasidir. Belirli bir X degeri, 6rnegin Xy’a karsilik bagimli degiskenin
anakiitle regresyon dogrusu lizerinde bulunan ortalama degeri hakkinda kestirimde
bulunulabilir. Burada kestirilecek deger E(Y | X;=X,) ile gosterilsin. Bunun tahmincisi, ORF

ile sdyle gosterilir:
¥, =b, +b X,

I?O=E(Y | Xo)in dogrusal, minimum varyansli, sistematik hatasiz tahminci oldugu

gosterilebilir. Yo bir tahminci olduguna gore, kendi gercek degerinden farkli ¢ikmasi s6z
konusudur. Bu iki deger arasindaki fark, kestirim ya da tahmin hatasina iliskin bir fikir

verebilir. Bu hatanin biiyiiklii§iiniin saptanabilmesi igin ﬁ, ‘in Ornekleme dagiliminin

bilinmesi gereklidir. I?O ‘in Ornekleme dagilimi normal dagilimdir. Bu normal dagilimin

ortalamasi ve varyansi sdyle elde edilir:

X=X veriyken, gercek ortalamanin kestirimi su sekilde bulunur,
E(Yo | Xo)= £, + X,

dir ve buradan

Y, =b, +b X,

X veriyken yukardaki ifadenin beklenen degeri alinirsa,

E(,) = E(b,)+E(b)X,
=f +/81X0
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bulunur. Dolayisiyla,

E(YAO) = E(YOIXO) =ﬂo +,B1X0

A

yazilir. Buradan da, );0 n, E(Y, | Xo)’nin sistematik hatasiz tahmincisi oldugu goriiliir. ¥, ‘in

varyansi i¢in

Var(¥,) =Var(b,) +Var(h) X 2 +2Cov(b,b) X,

yazilabilir. by ve b;’in kovaryansinin

Cov(b,,b)) = —XVar(b,)

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla by ve b;’in varyans degerlerinin de konulmast ile

b 1 (X,-X)?
Var(¥,) = o* (;+—°ZT)

elde edilir. Bu durumda 1?0 bulunan ortalama ve varyans degeri ile normal dagilima uyar.

Bilinmeyen o yerine tahmincisi konursa

t= I’}0 _(ﬂo _:B1X0)
sh(f’o)

bicimindeki t degiskeni, n-2 serbestlik derecesi ile t dagilimina uyar. Buna gore t dagilimi,
gercek E(Yy | Xo) degerinin giiven araligin1 bulmakta ve hipotez testi yapmakta kullanilabilir.

Buna gore,
P(by +b,X, —1,,,sh(T,) < B, + B, X, Sby +b Xy +1,,,5h{T,)) =1-a

yazilabilir.

Bunlarla beraber, verilmis bir X degerine, 6rnegin X¢’a, karsilik gelen tekil bir Y degeri, Yo

kestirilmeye ¢alisilsin. Bir baska deyisle,

Y, :ﬂo +:B1X0 + &,
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bulunmak istensin. Bunun tahmini su sekilde olacaktir:

Y, =b, +b X,

Kestirim hatas1 Y, - YO ,

Y, =%, =(By —by)+ (B, —b,) X, +&, 2.7)
seklindedir. Bunun beklenen degeri ise,

E(Y,-Y))=E(B, -b,) +E(B, —b,) X, + E(&,)
=0

olacaktir. Burada Xy, sabit say1 ve varsayim geregi E(&,)=0’dir. Simdi (2.7)’nin her iki

yaninin karesi alinip beklenen degeri alinsin.
Var(Y, - Y,) =Var(b,)+ X oVar(b,) +2X ,Cov(by,b,) +Var(e,)

Formiildeki terimlerin degerleri yerine konup, diizenlenirse

_ w2
Var(¥, -¥,) = o?(1+ 1 + Ko X

2Ty

bulunur. Burada da bilinmeyen o yerine tahmincisi konursa

_ Yo _i}o
sh(¥, —Y,)

seklinde tanimlanan degisken t dagilimina uyar ve bu dagilim, gercek Yo’a iliskin ¢ikarsama

yapmada kullanilabilir. Olugturulacak giiven bantlarinin goriiniimii Sekil 2.6’da verilmistir.
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¥ Crtalama ¥ nin glven arahd
- = - Tekil Y nin giiven aralid

Sekil 2.6 Ortalama Y ile tekil Y degerlerinin giiven bantlar

Goriildiigii gibi Xo=X oldugunda bantlar en dar noktadadir. Ciinkii bu deger icin varyans

ifadesi minimum olmaktadir. Ama Xo, X ‘ten uzaklastik¢a, bantlar genisler. Bu da 6rneklem

regresyonunun kestirim giicliniin azalacagi anlamina gelir. Dolayisiyla, drneklem ortalamasi

X ‘den ¢ok uzak bir Xg’a iliskin E(Y | Xo) ya da Y, kestirimi i¢in regresyon dogrusunu ileriye

gotiiriirken dikkatli olunmalidir.

Ayrica su da belirtilmelidir ki ortalama Y ve tekil Y icin test islemlerine basvurulmas:

gereksizdir. Ciinkii £ ve f; anlamli ise bunlar da anlamli olacaktir (Gujarati, 2001).

2.6 Dogrusal Regresyon Modeline Matris Yaklasimi:

p-1 degiskenli dogrusal regresyon modeli matris notasyonu ile kisaca su sekilde gosterilir:
Y =X f+¢

Burada Y , nxI'lik gbzlem vektorii, X , ilk siitunu 1’lerden olusan nxp’lik veri matrisi,

IB ise px1 boyutlu anakiitle parametreleri vektorii ve g ise nx1 boyutlu hata paylarim
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gosteren vektordiir. KDRM i¢in yapilan tiim varsayimlar matris notasyonu ile su sekilde

Ozetlenebilir:

1. E(g )=() Burada () nx1 boyutlu 0’lardan olusan sifir vektdriidiir.
2. E(g g )=0"] Burada J , nxn’lik birim matristir.

3. nxn boyutlu X matrisi, sabit sayisal degerlerden olusur.

4. X ‘inranki p( X )=p’dir. Burada p, X ‘in siitun sayis1 olup n’den kiigiiktiir. Bu, ¢oklu

dogrusal baglanti olmamasi varsayiminin ifadesidir.
5. ~N(( ,0” ] ) ‘dir.
SEKK tahmincisi vektoriinii bulmak igin

Y-XpB ¥-XPpP)=5(B)-ce=%¢

seklinde ifade edilebilen S ( ﬁ) ‘nin Onceki gibi parametre vektoriine gore tiirevi alinip sifira

esitlenmelidir. § ( ﬂ ) , daha acik olarak

SB) =YY 28XY+BX X

seklinde yazilabilir. Bu durumda

S, XY +2XXp =0
B 4.,

olur ve buradan
XXb=XY

seklindeki EKK normal denklemlerine ulasilir. EKK tahmici vektorii ise
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h=XX) (XY)

seklinde elde edilir. Burada (X'X )" in var olmasi gereklidir. Bu da agciklayict

degiskenlerin dogrusal bagimsiz olmasini, bagka bir ifade ile, X ‘teki siitunlarin higbirinin

digerlerinin dogrusal kombinasyonu olmamasini gerektirir.

Tahmin vektorii ise

Y=Xb=XXX)"XY=HY

seklindedir. Burada nxn’lik [ =X (XX )“X', matrisi projeksiyon veya diger bir

adlandirmayla sapka matrisidir (tahmin yapmay1 sagladi: icin ingilizcede “hat matrix” olarak

da adlandirilir). Bu matris, daha sonraki boliimlerde goriilecegi iizere gozlem degerleri

vektorii Y ‘nin, tahmin uzayina projeksiyonunu saglar ve boylece YA elde edilir.
Kalint1 vektorii ise

e=Y -y

seklinde olacaktir. Projeksiyon matrisi yardimiyla
e=Y-Xb=Y-HY=U-H)Y

yazilabilir. Burada da Y  vektoriiniin, projeksiyon matrisi yardimiyla kalinti uzayma

projeksiyonu saglanir.

b ‘nin varyans-kovaryans formiiliinii elde etmek i¢in $dyle bir yol takip edilebilir:
b=XX)'XY)

dey =X ﬂ + & Yyerine konursa
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hb=XX)""XX [B+&)
XXV XX PB+XX)VXe¢
=f+XX)V'Xe¢

¢ikar. Dolayisiyla,
b-B=XX)XE¢
Tanim geregi,

Var(h)=Ep - )b - )
=E(X X)X e)XX X)'Xe)
=E(X X' Xeeg X X X))

dir. X’lerin olasilikli olmadig1 goz 6niine alinarak bu beklenen deger

Varh)=(X X )V' X Eg )X (X X))
=(X.X )™ X‘O'ZI X (X‘X ) E(g'g)=0'2] varsayimindan,
=0.2(X’X )—1

seklinde bulunur. Burada O'Z(X'X )" matrisi simetriktir ve matrisin ksegen elemanlari,

ilgili parametrelerin varyanslarin1 dier elemanlar ise ilgili parametrelerin kovaryanslarini

vermektedir.

SEKK Tahmincilerinin BLUE Ozellikleri:
Bilindigi gibi

b=XX)XY)

dir. (XX )“‘X' bir sabit sayilar matrisi olduguna gore, } , Y’nin dogrusal bir

fonksiyonudur. Oyleyse bu bir dogrusal tahmincidir. ARF’nin
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Y=Xf+¢
oldugu hatirlanirsa
b=f+X X "'Xe¢
bulunur. 5 ‘nin beklenen degeri alinirsa

EQ)=EB)+(X X ) X Eg)
=p

E(ﬂ ) =ﬂ ve E(g )=() oldugundan

bulunur. Bu da }) ‘nin sistematik hatasiz tahminci oldugunu gosterir.

b ‘nin ayni zamanda minimum varyansh oldugunu gormek de kolaydir. ﬂ ‘nin bagka bir

dogrusal tahmincisi b* olsun. Bu da sbyle gosterilsin;

b=(XX) ' X+C)Y

Burada (U, bir sabit terimler matrisidir. Yukaridaki ifadede Y = X ﬂ +g£ yerine

konursa

b=(X X rxX+CxXX B +e&)
=f+CX B+XX) " Xe+Ce

Eger b* , ﬂ nin bagka bir dogrusal tahmincisiyse (E( b* )= ﬂ cikabilmesi igin),

CX =0

*

olmalidir. Bu durumda b

b-f=XX)""Xe+Ce¢
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olur. Tanim geregi

Eh-P)b-P=EX X)V'Xe+CeXX X))V Xe+Ce))
Matrisin tersi ve transpozesi 6zelliklerinden yararlanilarak

Var(h)=o*(X X ) +o’C C

=Var(h)+o*C C

bulunur. C', pozitif yari-belirli (semi-definite) bir matristir. Oyleyse b* ‘nin belli
elemanlarinin varyanslari, } ‘nin ayn: elemaninkine esit ya da ondan daha biiyiik olmak
zorundadir. Bu da }, ‘nin BLUE oldugunu gosterir. Eger (O bos bir matris ise o zaman zaten

b =b* olacaktir (Gujarati, 2001).

o~ ‘nin tahmincisi MSE matris notasyonu ile su sekilde gosterilebilir:

wsp~ SSE_YY -bXY
n—p n—p

Bu o”‘nin EKK tahmincisidir. MO tahmincisi ise

YY-b XY seklinde olup,
n

sistematik hatalidir.

Matris gosterimiyle kareler ayristirmasi su sekildedir:
SST=y'y -n¥’

SSR=} X Y —n¥? SST=SSR+SSE
SSE=YY -b'X Y

Ve ¢oklu belirlilik katsayis1 R
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R SSR_bXY -n¥’
SST YY —nY?

seklinde olacaktir.

2.6.1 Hipotez Testleri:

~N(() .0 J ) 6zelliginin bir sonucu olarak ) ~N(f3 ,62(X X )). Uygulamada o>
£

bilinmediginden MSE kullanilir ve bu sekilde t dagiimi parametreleri test etmede

kullanilabilir. Regresyon modelinin biitiintiniin anlamlilig1 test edilmek istenirse ANOVA

tablosu, matris notasyonunda su sekli alir.

Cizelge 2.8 ANOVA tablosunun matris notasyonu ile gosterilisi

Degisim K. T. S.D. O.K.
kaynagi
Regresyon | gqR=1, Y'y —-n¥? | Pl MSR=p XY -n¥’/(p-1)

Kalmntr SSE=YY -p' XY | P MSE=Y'Y -b 'X Y /n-p)

Toplam SST=Y Y —nY* n-1 MST=Y'Y —n¥?/(n-1)
Ho: B, =5, =........ =, , =0 hipotezi
o o MSR

MSE

test istatistigiyle test edilebilir. F*>F,y, ise Ho reddedilir.
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Dogrusal kisitlamalarin testi ise, matris gosteriminde su istatistik ile test edilir:

F = ek'ek_ep’ep/eF’eF
sdp —sdp sd

Burada g, kisitlanmamis modelin kalinti vektorii, g, ise kisitlanmig modelin kalinti

vektOriinti gostermektedir.
2.6.2 Giiven Sinirlari:

Parametre tahminci vektoriiniin varyans-kovaryans matrisinden elde edilen standart hata
ifadeleri ile ve t dagilimmdan faydalanarak parametreler icin bilinen sekliyle giiven sinirlart

olusturulabilir.

Bunun yaninda ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modelindeki parametreler icin ortak giliven

bolgesi de olusturulabilir.

G- XX)VB-8)

PMSR

~Fp,np
ozelliginden tiim parametreler icin %100(1-a) giiven bolgesi

G-FYXX)V®-5)

PMSR

SFQ; p, n-p

seklinde yazilir. Ayrica ortak giliven araligi olusturmada Bonferroni Yaklagimi da

kullanilabilir. Buna gére,

b, tt sh(b;)

al2p;n—p
yazilabilir. Fakat burada her Bonferroni giiven aralifi, 1-a yerine, 1-o/p gliven katsayisina
sahip olacaktir. Giivenlik bolgesi (elipsi) her zaman daha etkin bir yontemdir, ¢linkii elipsin
hacmi, Bonferroni araliklarinin igerdigi uzayin hacminden her zaman daba kiigiiktiir. Ama
buna karsin Bonferroni araliklarini olusturmak digerine gore daha kolaydir (Montgomery vd.,

2001).
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3. DOGRUSAL EKK GEOMETRISi

3.1 Dogrusal EKK Geometrisi Hakkinda On Bilgi:

Bilindigi gibi dogrusal bir model genel bigimde su sekilde gosterilebilir:
Y=XP+e

Burada, Y ve & nxl boyutlu, , X nxp boyutlu ve IB ise pxl boyutludur. S olarak

adlandirilacak n boyutlu 6klidyen bir uzay g6z 6niine alinsin. Y in Y,,Y,,....Y, bilesenleri
bu n boyutlu uzayda Y noktasini belirtirler. Bununla beraber, X in her p siitunu dogrusal
bagimsizdir, bir bagka deyisle, birbirlerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilemezler.Bu

XX ‘in tekil(singular) olmadigin1 gosterir. Bu durumda X p<n boyutlu bir alt uzay

tanimlar. Bu alt uzaya ‘tahmin uzayr’ denir. X . , nx1 boyutlu bir vektor ve £, ’ler de birer

/Y\ Tahmin uzay

Sekil 3.1 Tahmin uzayindaki genel bir Y ﬂ noktasi (Draper ve Smith, 1998)

skaler olduklarina gére X ﬂ , tahmin uzayinda bir vektor olacaktir. Sekil 3.1’e bakilirsa O,
orijin olmak iizere (), Y ve X ﬂ ‘nin, agilar1 , G, ‘lere gore degisen bir iliggen
olusturduklar1 goriilir. Bu iicgenin kenarlart , Y | X ﬁ ve £=Y-X 'B

vektorlerinden olusur. Bu durumda, goriilecegi iizere, Y vektorii tahmin uzayinda olan
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X ﬂ ve genelde bu uzayda olmayan £ =Y - X ﬂ vektorlerinin bileskesi olarak

gosterilebilir. EKK yontemi Q( ﬂ )= g' £ ‘nun minumum olmasini gerektirir.

| —
\ Y=Xb//

e o _— . 72_//‘
/

o S

Tahmin uzayi

Sekil 3.2 Dik agili, Y, Xb ve e vektorlerinden olusan tiggen (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 3.2’de goriildiigii gibi, Y noktasindan tahmin uzaymna en kiigiik uzaklik, Y’den bu uzaya

inilen diktir. Bundan dolayr Q( ﬂ ) = e'e ‘yi en kiigiik yapan }, tahmincileri yolu ile
hesaplanan X } ile ¢ nin, ortogonal(dik) olmasi gerekmektedir. iki vekt6riin ortogonal

olmasi i¢in; p’q=0=q’p olmas1 gerekmektedir. Bu durumda

0=(X b)e=bX e
=bX ¥ -X b)
=h(XY-XXDb)

olacaktir. Ortogonalite icin iki durum vardir. Ya }) =() olacak ve dolayisiyla f} =()

olacak; ya da X Y —XX b =( olacakur ki bu da parametreler i¢in EKK

tahmincilerini veren formiilii verir. Sekil 3.2’deki dik iicgende Pisagor Teoremi yardimi ile

vy <P P+ — Xb) (r— Xb)

bir bagka ifade ile
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SST= SSR + SSE
yazilabilir. Tlgili serbestlik derecesi ise
n=p+ (n-p)

seklinde yazilir. Buna gore, n boyutlu S uzayi, p boyutlu tahmin uzayr ve n — p boyutlu

hata uzay1 seklinde iki ortogonal uzaya ayrilabilir.

X ‘teki vektorleri ortogonallestirme:

X =(1.x ) oldugunu kabul edilsin. X teki vektorlerin kargilikli ( mutually) ortogonal

olmadiklart durum igin SSR’nin bilesenlerine ayrilmas: istenebilir. Bunun ig¢in

ortogonalizasyon siirecine ihtiya¢ vardir. Sekil 3.3 , x (=] ) ve x  gibi iki vektoriin

1'. x#(0 oldugu durumu gostermektedir.

Y
1\\\\\ Tahmin uzay)
|
|
w4
]
/
/
o) .\‘,
)
/
/
/

/
X5.
X2.0/

N

Sekil 3.3 Ikinci bir agiklayic1 degiskenin 1’e gore ortogonalizasyonu (Draper ve Smith, 1998)
Ik 6nce baslangic olarak bir vektor alinacak '(1 secilecektir, fakat digeri de alinabilir)

ve x, olusturulacaktir. Bunun i¢in kalintilarin, tahmin deBerlerine ortogonal oldugu sonucu

kullanilacaktir( Zei f}, =0).
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x i bagimli deBisken olarak diisiinlip ] e gore regresyon modeli olusturuldugunda

katsayilar b = (X’X)—l.( X 'Y)=(1'1)_1.(1' X)= x olacaktir. Buradan,

Xo=x —*1

yazilirsa, )C. 0.1 = 0 olur ve iki vektor ortogonal olur. Orijinal regresyon modeli

Y =bl +b x 3.1)

dir. Burada
by) -1 :
n ) X XUXY)
dir. Ortogonalize regresyon esitligi

Y =Y.1+b.x, (3.2)

A

seklindedir. (3.1) ve (3.2), OY vektoriiniin iki ayr1 gosterimidir. Y vekorii hem ortogonal
olmayan OA” + OB’ ile , hem de ortogonal olan OA+OB ile gosterilebilir. Her iki gosterim

de gegerlidir; fakat yalmzca ikincisi, OY?‘nin OA?+OB? olarak ayrilmasma (Pisagor

Teoremi) olanak saglar. Burada geometrik olarak gosterilmek istenen sey, aslinda cebirsel

olarak bilinen bir durumdur. X ’teki vektorler karsilikli olarak ortogonal oldugunda,

aciklayici degiskenler arasinda korelasyon 0 olmakta ve
SSR(X; | X1)=SSR(X>) veya SSR(X; | X2)=SSR(X})
yazilabilmektedir. Dolayisiyla,

SSR(Xi, X2)=SSR(X)+SSR(X>)

olmaktadir.

ANOVA ve regresyon icin F testi:
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Modelin Y =4,1 +B. x +& ve 1 x#( oldugu Sekil 3.3’teki durum ele alinsin. Bu

durumda ANOVA tablosu Cizelge 3.1°deki gibi olur.

Cizelge 3.1 Sekil 3.3 icin ANOVA tablosu (Draper ve Smith, 1998)

Kaynak K.T. s.d K.O. F

b, OA® 1 OA®

b, /b, OB’® 1 OB’ OB* /1
YY? /(n—2)

kalint1 yy? n-2

Toplam 0Y? ___YY n

Hy: f,=0

Hi: B, #0

seklindeki bir hipotez i¢cin F testi , basitce, OB’nin kendi serbestlik derecesindeki

uzunlugunun karesinin, YY ‘nin kendi serbestlik derecesindeki uzunlugunun karesine orani

seklinde olacaktir.

Tekil X ' X durumu:

Tahmin uzaymn Sekil 3.4’teki gibi bir diizlem ile gosterildigi ve X' =(] . x;,x,) oldugu

kabul edilsin.
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T Tahmin uzayi

Sekil 3.4 Ug vektor tarafindan tanimlanan iki boyutlu tahmin uzay: (Draper ve Smith, 1998)

Acikca goriillmektedir ki 'XX l =0 olacakur. Ciinkii X teki 3 vektor aym diizlemde

olduklarindan dogrusal bagimli olacaklardir. Bir baska deyisle, eger herhangi iki vektoriin,

diizlemi tammladigr varsayilirsa, tiglincti vektor diger ikisinin dogrusal kombinasyonu
olacaktir. Genelde, bu durum igin EKK ¢6ziimii olmadig1 diisiiniiliir.Ciinkii ()()()_1 var

olmayacaktir. Fakat Sekil 3.4’ten goriilmektedir ki , sadece bir ¢6ziim var olmakla kalmaz,

ayrica bu ¢Oziim her zaman tektir. Baska bir ifadeyle, tahmin uzayina, Y “da bir dik

indirilebilir ve ¥ tektir ve tek bir Y - f} vektorii elde edilir ki bu da tahmin vzayina diktir
ve X ‘in tiim siitunlarina diktir. Burada tek olmayan sey ise | , x,, x, ile YA ‘min ifadesidir.

Bir ¢ok taban vektorii olabilecegi igin (sekilde bir tane), YA ‘yi tamimlayan sonsuz sayida yol

vardir. Normal denklemler var olabilir ve ¢oziilebilir. Fakat parametre tahmini i¢in ¢ziim tek

olmayacaktir.
Genel durum icin ortogonallestirme:

Y=X 'B +& modelinde X =(Z,.7Z, seklinde genelde-ortogonal olmayan iki

bilesene ayrilmis olsun. Ve - 0, ‘,H ') olsun. Bu durumda
2
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Y =72.6+7.,0.+¢

yazilabilir. Bu modelin sadece [/, @), bolimii i¢in model uydurulursa,
Y =27 Z)(Z Y)=PY

Burada P, projeksiyon matrisidir. Bir bagka deyisle Y vekoriiniin, Z,, siitunu ile

tantmlanan  tahmin uzayma izdiislimiini alan matristir. Kalint1  vektorii  ise

e =Y —Y\ =(] - P)Y dir Y\ ile € ‘nin ortogonal oldugu agiktir:
Pe=YP.U-P)Y=Y(P—P,P)Y =0

Cinki P, simetik (P,=P,) ve idempotenttir( P, = P,). 7, matrisi 7 ‘e
ortogonallestirildiginde (Y —f} ‘ye benzeterek)

Z 2 yA 2 Z 2

= -P)Z,

=7,-Z.Z. 7" Z.Z,
= ZZ—ZIA

A ‘ya burada ¢ogu zaman sapma(bias) matrisi denir.
Bir H, hipotezinin geometrisi ile ilgili 6rnek:
Y=p4,+3X+¢e seklindeki modelin, n gozlemli orneklemden, nx1’lik Y ve X,

vektorleri ile tahmin edildigi digiiniilstin. Matris terimleri ile Y = X ﬁ +g& seklinde

yazilir. Beklenen degeri ise,

X p=qa ’Xl)[:gf}ﬂol +4 X, (3.3)
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seklindedir. Tahmin uzay1r Q, 1 ve X, tarafindan gerilen bir diizlemdir. Ho: A IB =c

seklinde dogrusal bir hipotezin test edilecegi diisiiniilsiin. Burada A , qxp boyutlu (q<p) ve
satirlar1 dogrusal bagimsiz olan bir matristir. ﬁ ise px1 boyutlu vektdr ve ~ ise gx1 boyutlu

sabitlerden olusan bir vektordiir. X ise nxp’lik ve ranki p olan bir matristir.

A =2,-1) ve ¢ =4 oldugu varsayilsin.

28, — B, =4 ile sinirlandirilmig

@ tahmin uzayi

Sekil 3.5 Tahmin uzayr Q, ] ve X, tarafindan gerilen bir diizlemdir. 2B, - B, =4 ile

smtrlandirildiginda, tahmin uzayr @, 1+2.Xj’e paralel fakat -4X; uzunlugunda Stelenmis bir
dogru olacaktir (Draper ve Smith, 1998).

Bu durumda A 'B =c + 2B, B, =4 olacaktir. p=2 ve g=1 oldufu goriilmektedir. Bu

ifade (3.3)’te, B, icin yerine konulursa,

X B=80+2X)-4X,

olur. Sekil 3.5°de gosterildigi gibi, bu model i¢in @ tahmin uzayi, sabit vektor 4 X', ve

degisken uzunluk vektorii f£,(] +2 X,) ‘in birlestirilmesiyle taranan bir dogrudur. Buradaki

iic siyah nokta @ ‘da f3,=0,1 ve 1.5 degerlerini gostermektedir. Acik¢a goriilmektedir ki @,
Q ‘nin pargasidir. Q-@ uzayi, Q daki; hepsi @ ‘ya dik olacak herhangi vektor kiimesi
tarafindan gerilebilir. Ornek icin p=2 ve g=1’dir. Dolayistyla bdyle bir vektdr bir tanedir. Eger

(3.3)’te B, ‘in ifadesi yazilirsa, @ y1 geren vektor igin
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u=561+25-9X,

ve Q- y1 geren ortogonal vektor igin

wX)-uDX,
yazilabilir.

Genel durum Hp: A IB = ¢ Projeksiyon cebri:

ﬂ*, A ﬁ*=c yi saglayan herhangi bir sayisal deSer olsun. Model asagidaki sekilde

yeniden yazilirsa,

Y-X ,B*=X [ —,B*)+g
=X 0 +¢

ve yeni parametre vektorii @ igin,
A6=AB-AB=AB-c=0

A @ =() ifadesi, su sekilde de yazilabilir:

AXX)'x'(X6) =0

Bu sunu daha agik hale getirir ki p-q boyutlu @ uzayinda tiim X @ noktalari, nxq’luk
U=X (X X)"'A

matrisinin siitunlarina ortogonaldir. Bu da q boyutlu Q-@ uzaymin U ‘nun siitunlar ile

tanimlandig1 anlamina gelir. Bundan dolay1 Q- @ igin tek projeksiyon matrisi
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P-UQU'U'U=X XX)AU(X X "A"AX X)X
ile verilir. Ciinki,
P=po=X (XX )'X
matrisi € igin tek projeksiyon matrisidir. @ igin matris
P.=P - P, “dir. (3.4)
Y -X [ ‘nn(3.4) yardimuyla izdiisiimii alindiginda
PY-P.XB=PY-PXB-PY-X/ (3.5)

elde edilir. Burada sunlarin belirtilmesi gerekir:

)pPY =X b, burada p_, ﬂ ‘nin sinirlandirilmis @ uzayindaki EKK tahmincisidir.

i) P.X ﬂ*= X ﬂ*= ¢ ‘dir. Ciinkii zaten @ ‘da olan bir vektdriin @ ‘ya izdiisiimii,

kendisini verir.

iii) PY =X p ‘dir. Burada b:(X'X)_l.( X 'Y) bilinen ( sinirlandiriimamais)

EKK tahmincisidir.
vy PX ﬂ*=X ﬂ*=c i1)’ye benzer olarak
WPY -X Br=x (XX AU (XX A" Ab —c)

Bu esitlikler (3.5)'te yerine konularak, iki & yok edilirse ve (X X )™ X ile garpilip X

sadelestirilirse, A ﬂ = seklinde kisitlandirilmig EKK tahmin vektorii
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bo=b-X XX)7V"AAXX) A Ab-¢)
elde edilir.

Burada b, X e A’ya ve A b ‘nin ¢ ‘ye olan uzakligma bagli olarak diizeltilmektedir.

Ayrica su Ozelliklere deginmek gerekir ki ; bu U¢ projeksiyon matrisi, simetrik ve

idempotenttir. Ayrica ,
@pP P,=P,=P.,P
®p P=P=PP
©pP,P.=0=PP.,

Geometrik olarak (a) bir Y vektdrii 6nce @ ‘ya sonra Q’ya, ya da Once €2‘ya sonra

o ‘ya izdiisiildtigiinde o ‘da kalir. (b) benzer sekilde (©)
P.P=PpP-P)=PP - sz = P,— P,=( scklinde yazilarak ispatlanabilir. Buna
gore, Q ‘nin iki alt uzaya ayrilmasi, A ﬂ = ile olusturulan @ ve Q-@, ortogonal bir

ayrilmadir.
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A n-2

diger boyuttar Y

Sekil 3.6 n23, p=2 ve =1 durumu. A ﬂ = ¢ ‘nin geometrisi (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 3.6’da n=3, p=2 ve g=1 icin durum goriilmektedir. Seklin taban diizlemi €2, X “teki
iki vektor tarafindan tanimlanmustir( Burada 6zel olarak gosterilmemistir ). @ uzayi bir
dogrudur( gosterildigi sekilde) ve Q-@ uzayr dik bir dogrudur( gosterilmemistir). Seklin
dikey boyutu diger (n-2) boyutu temsil etmektedir.YA =X b ve YAH =X b, , swasiyla

Q ve @ ‘daki sinirlandirilmamis ve sinirlandiriimig EKK noktalaridir. Buna ek olarak, @ ‘da

genel bir Y IB . noktas1 gosterilecektir. Hipotezden kaynaklanan kareler toplami, SS(Ho),

Y ile f}y arasindaki uzakligin karesidir. Pisagor Teoremi yardimiyla,

SSHo=(Y -y ) ¥ -Y,)-¥ -y) ¥ -y)

Bir bagka deyisle, iki kalint1 kareleri toplami arasindaki farktir. Eger ~ =0 olursa (@, orijin

O yu icerir, fakat Sekil 3.5°teki gibi degil),

A A At A

SSHo=y' Y -7, ¥,

seklinde de yazilabilir.
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Y ve
A y ve

XBn

Sekil 3.7 n>3, p=3 ve g=1 durumu. A ﬁ = ¢ ‘nin geometrisi (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 3.7, n>3, p=3 ve q=1 i¢in durumu gostermektedir. f} = X p noktas1 3 boyutlu Q
uzaymndadir. YAH = X b, - taban diizlemi @ ‘da yer almaktadir. Sekilde gosterilememesine

karsin, bu iki noktadan Y ‘ye giden dogrular, ilgili uzaylara diktirler. YA ve YAH noktalarint

iceren dogru da( 2 - @ uzayindaki), @ ‘ya ortogonaldir.
Ho icin F testinin geometrik aciklamasi:

F testi su orana dayanir:

F =(SS(HO0)/q)/s?

(6)
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Sekil 3.8 Ho: A ﬂ = ¢ icin F testinin geometrisi a) vektorlerin uzunluklari b) vektérlerin
bulunduklart boyutlar (uzaylarin serbestlik dereceleri) (Draper ve Smith, 1998)

Burada s®, tam modeldeki kalintilar gostermektedir. Uygun serbestlik dereceleri (q,n-p)’dir.
Sekil 3.8, Sekil 3.7°nin yalinlastirilmis seklidir. Sekil 3.8a’da A B C D E ve F uzunluklar
gosterilmektedir. Bu vektorlerin bulunduklar1 boyutlar, genel durum igin, Sekil 3.8b’de

gosterilmistir. Bu durumda
F=(C*/q)/(B*[(n-p))

olacaktir. Bu ise, serbestlik derecelerinde C? ve B*nin karsilastirlmasidir. A ﬂ =c

hipotezi, F kii¢lik oldugunda red edilmeyecek, biiyiik oldugunda ise reddedilecektir.

R? ‘nin geometrisi:

Sekil 3.9 R* = G* / K*'nin geometrisi (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 3.9, Sekil 3.8’in genel goriiniimiidiir. Aslinda bu sekil , baslangic modelinin
Y =8, +BX,+5,X, +B.X;+.cc.... +B,,X,, +¢€

oldugu ve Hy: B, =8,=....=

=p,, =0 seklindeki hipotezin test edildigi durumu

gostermektedir. Bundan dolay1 kisit A ﬁ =c »$u hale gelir:

0.1,.08 =0
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Indirgenmis model sadece Y =f,+& veya Y =] B, +g ’dur 6yle ki, @, nxI'lik |

vektorii ile tanimlanir. Buradan f}H=f.1 olur. R? istatistigi, Sekil 3.9°dan su sekilde

tanimlanir:

Rz_z(ﬁ_zy_(f—?l)'(f~71)_92_
Y=Y (Y -rpg -rp K

B=0 oldugunda,

R’=1

ve G=0 oldugunda,

R*=0

6zel durumlari olusur.

3.2 Dogrusal EKK’in Orneklem Uzay1 ve Parametre Uzay1 Yardimiyla Agiklanmast:

Dogrusal olmayan problemlerde iteratif yontemlerin neden her zaman basarili olmadigim
anlamak icin her seyden oOnce dogrusal EKK’in geometrik yorumunu anlamak gerekir.

Bilindigi gibi dogrusal model genel olarak
Y=X P+e

seklinde gosterilebilir. EKK yiizeyi bu durumda su sekilde yazilabilir:

Q(ﬂ )=z”:|:Yz _iﬁkxki:l

i=1

Yukaridaki ifadede, Xy; = 1 alinirsa, [, sabit terimi elde edilebilir. Bu ifade matris notasyonu

ile yazilir ve diizenlenirse

-¥Y-x B)Y¥-x B)
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=YYy xXy+f X Xp
elde edilir. SSR, b XY olarak yazilabilir ve kalint1 kareleri toplami1 SSE, bu durumda,
YY-bXY
olur. 5 , normal denklemleri sagladig1 siirece
SG)=YY -2b XY +b X Xb
=YY -b XY b XY-XXb)
=YY -bXY

olur. S(h ), S( ﬂ )nin en kiiciik degeri oldugu i¢in, varyans analizi tablosundaki kalint:

kareleri toplamina(SSE) esittir. Ayrica
sSB)-sb =B XXB2BXY +b X Xb
=B-b)XX B-b)

yazilabilir. Eger &,~N(0,0°) ise ve model dogru ise asagidakilerin dogru oldugu

gosterilebilir:
Wb ~NI B (X X)'o’]
@Qsp)~o’z,.,

3) S(B)-Sp)~c*x,’
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4) S( IB )-S(h ) ve S(H ) bagimsiz dagilir ve asagidaki oran

SBHr-sb »p
S(h)/(n—p)

~ F(p,n-p)

seklinde dagilir.
Dogrusal EKK’in Orneklem uzay: ile aciklamis::

Orneklem uzay1, n boyutlu bir uzaydir. Gzlem vektéri ¥ = (Y,,Y,.,......Y,) , orijin O’dan

koordinatlart (Y,,Y,,......Y,) olan Y noktasina OY vektoriinii tanimlar. X matrisinin p
slitunu, her biri n eleman iceren vektorleri olusturur.j . stitunun elemanlann 6rneklem uzayinda

X, noktasinin (X ;,X ,,.....X ;) koordinatlarini tanimlar ve X ‘in j. siitun vektorii,

i
omeklem uzayinda OX ; vektoriinii tanimlar. 0X,,0X,.,....0X, seklindeki p vektdr,

Orneklem uzayi tarafindan icerilen ve p boyutlu bir alt uzay olan tahmin uzayin tanimlarlar.

Bu alt uzaydaki herhangi bir nokta , uzay:r geren vektorlerin dogrusal kombinasyonu olan bir
vektoriin u¢ noktasi ile temsil edilebilir. Bir baska deyisle, X ‘in siitunlarmmn dogrusal

kombinasyonu, drmegin Y IB gibi. Y ﬂ nin T noktasini tanimladig: varsayilsin. Bu

durumda YT?
Y -x ) ¥-xB=5(B

seklinde verilir. Goriildiigi gibi S ( ﬂ) , 6meklem uzayindaki Y noktas: ile, tahmin

uzaymndaki genel bir T noktas: arasindaki uzakligin karesini verir. §( ﬂ) i ﬂ ‘ya gbre

minimize etmek demek, tahmin uzayinda, Y ile arasindaki uzaklifin en kiiglik olacag: bir

P( f} = X b ile tammlanan) noktasini bulmak demektir. Geometrik olarak, P, Y’den

tahmin uzaymna inilen dikin ayag: olacaktir. Bir baska deyisle, Y’den asag: inen ve X “in
siitunlart ile temsil edilen her vektore ortogonal olan bir dogru olacaktir. Orijinden tanimlanan

vektorler cinsinden
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=y + -y)
Y +e

h<

i

yazilabilir. Bilindigi gibi, burada g , kalint1 vektoriidiir.Bu durumday , iki dik (ortogonal)

bilesene ayrilir.

(1) IIki tahmin uzayindaki YA “dir.
(2) Ikincisi e =Y - f} ) seklinde tanimlanan ve hata uzayinda bulunan kalint1 vektoriidiir.

Hata uzayi, p boyutlu tahmin uzay: tanimlandiktan sonra tiim n boyutlu uzaydan kalan n-p

boyutlu alt uzaydir. Tahmin ve hata uzaylar1 ortogonaldir. f} ile ¢ ‘nin ortogonal oldugu

sOyle gosterilebilir:
Pe=Xb)¥ -X b
b XW-Xb)

b XY-XXb)
=0

Burada, p , normal denklemleri saglayan degerleri gostermektedir. g nin OR seklinde bir

vektor oldugu diisiiniilsiin. Oyle ki; OR=YP ve OR , PY’ye paralel olsun. Eger T, tahmin

uzayinda genel bir nokta ise ve YP bu uzaya dik ise
YT’=YP*+PT?

veya
s(f) =s(p ) +rT°

yazilabilir. Bundan dolay1, S ( IB ) = “sabit” i¢in konturlar
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PT’=S(f3) -S(b ) ="sabit”

seklinde olmalidir. Orneklem uzayinda, S (b ) = “sabit” seklindeki konturlar, PT?= “sabit”
seklindeki tiim T noktalarini igerirler.Bir bagka deyisle, X p ile tanimlanan P noktasim

merkez alan p boyutlu kiirede bulunan ve tahmin uzayinda bulunan X ﬂ seklindeki

noktalar1 igerirler. Bu durumda bu kiirenin yarigapi [S( :B) -S(b ) 1" dir. Daha 6nce

verilen

SPBr-sb »ip
S Hn-p)

~ F(p,n-p)

ozelligi ile X ﬂ noktas: icin %100 (1-«) ‘lik giivenlik bolgesi tanimlanabilir. Gergek

olan fakat bilinmeyen ﬂ degeri icin

SPBr-Sb N'p
S(b )/n-p)

~F(p,n-p;1-¢)

buradan da

S(f) =5(b ) [1+(p/(0-p)). Fp.n-p;1-2)]

yazilabilir ve bu da S (b ) [1+ qz] olarak gosterilirse § ( ﬂ) ‘nin, minumum degeri olan

S(b ) ‘dan biiyiik oldugu sOylenebilir. Bu durumda, giivenlik bolgesi, tahmin uzayinda

merkezi P olan ve yarigapi
[S(B) -S(b ) 1”=15(b ) @®/-p). Fpn-p;l-)]"

olan kiirenin igini igerecektir.
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n=3, p=2 icin 6rneklem uzay:

Sekil 3.10, n=3 i¢in drneklem uzayini gostermektedir.

*3

S(b) nin
karekoki

S(b)= . Sabit

Sekil 3.10 n=3, p=2 icin 6rneklem uzay1 (Draper ve Smith, 1998)

Koordinat eksenleri 1, 2, ve 3 olarak adlandirilmistir ve Y vektoriiniin ( Y, Y, Y3)

bilesenlerine karsihik gelmektedir. p=2 parametre oldugu varsayilacaktir. Bu durumda X,
3x2’lik bir matris olacaktir. X ’in siitunlar1, P;(X;1,X12,X13) ve Pa(X31,X22,X53) seklinde iki

noktayr tamimlamaktadir. OP, ve OP, vektorleri, YA = X p vektoriiniin bulundugu iki

boyutlu tahmin uzayinda bir diizlemi tanimlamaktadirlar. Y noktasi bu diizlemin iizerindedir

ve Y’den OP,P; diizlemine inen YP diki diizleme P noktasinda degmektedir. Bundan dolay:

YP, Y’den tahmin uzaymna olan en kisa uzakliktir. P, f} =X p ile tammlamr ve

S (b ) = YP¥dir. Y = Y Y oldugu icin;-standart varyans analizinden,

YY=b XY+YY-b XY)
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veya
YY=b XY +s(b)

yazilir ve ayni1 ifade Pisagor Teoremi’nden
OY’=OP*+YP?

seklinde yazilir. Eger O’dan PY’ye paralel OR dogru pargasi ¢izilirse ( OR2=s(b ) ), OR

, kalintilar vektoriinii gésterir. OP , f/\ dir ve dolayisi ile,

0Y = OP + OR
veya
Y=y+¥ -y)

Daha 6nce de bahsedildigi gibi, sabit s( ﬂ) konturlar1 tahmin uzayinda, p boyutlu kiireler

olarak temsil edilir. Sekilde ise OP;P, diizlemindeki konturlar ¢ember olacaktir. Eger T

diizlemde genel bir X IB noktast ise s( ﬂ) = sabit demek, YT? =“sabit” demektir.

Dolayisiyla PT?= YT?-YP? ="sabit” olacaktir. Buradan P’nin cevresindeki cemberler elde

edilebilir. Boyle bir ¢ember sekilde gosterilmistir. Gergek X IB noktast icin %100 (1-&)

‘lik giiven aralifin1 veren ¢cemberin yaricapi, genel formiilde n=3, p=2 alinirsa,
25(p ) F2.1;1-a)]"?

seklinde ifade edilebilir.

Dogrusal EKK’in Parametre uzayi ile aciklanisi:

Parametre uzayi, (f,,[; e B, ) ‘nin bir nokta tammladift p boyutlu bir uzaydir.

S ( ﬁ) minumum degerine } = (by,b;,.......b, ,) noktasinda ulagir. Buradan
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S(B)-s@)=B-b)XX B-b)

ﬂ ‘nin S ( ﬂ ) = “sabit”= k’y1 saglayan tiim degerleri

B-b)XX B-b)Hr=ksb®)

ile verilir ve gosterilebilir ki bu denklem, }p  noktasini gevreleyen kapali elipsoidal konturun
denklemini verir. k;>k, oldugunda S( ;B) =k, konturu, S( ;B) =k, konturunu tamamen
kaplar ve p , bu i¢ ice gegmis p boyutlu ‘yumurtaya’ benzeyen sekillerin merkezinde
bulunur. Eger £ ~N(().] c?) ise %100 (1-a)’lik bir giiven bolgesi gercek ama

bilinmeyen ﬂ " y1

S(BHr-5G Np
S )Y(n-p)

~ F(p,n-p;1-¢)

seklindeki bir konturla gevreler. Bu, su sekilde diizenlenebilir:
s(B) =5(b ) [1+(/a-p). Fpn-pil-ax)]

p=2 i¢in parametre uzayi:

Sekil 3.11"de, p=2 igin 5 ( IB) = “sabit” bicimindeki konturlarin li¢ durumu gosterilmektedir.
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- (b0, b1)

.. Batall

k

Sekil 3.11 p=2 i¢in parametre uzayinda S ( ﬁ) konturlar1 (Draper ve Smith, 1998)

D1s kontur, daha dnce belirtildigi gibi % 100 (1-& ) ‘lik giiven konturudur. ( £,,, ) noktas:

etrafinda ortak merkezli elipsler olurlar. Suna dikkat etmek gerekir ki, bu ¢esit konturlar, n’in

degeri (gbzlem sayis1) ne olursa olsun elde edilirler, ¢iinkii parametre uzaymnin boyutu

yalnizca p’ye baglidir. Eger elipsin eksenleri, £, ve [, eksenlerine paralel ise S(4,,/5,)’yi
minumum yapan b, degeri b, ‘e bagli olmayacaktir. Bir baska deyisle b,, herhangi bir
degerde sabit tutulursa , aym1  fB,=b, degeri S(/f,, S, [sabitlenmis ) ‘yi minimize eder. Bu
su anlama gelir: S, hakkinda onun degerini sabitleyen spesifik bilgi, EKK tahmini b, ‘i
etkilemeyecektir. Bu durum, S(/,,/,) ifadesinin, f, B, cinsinden bir ¢apraz carpim terimi

olmadan yazilabildiginde meydana gelir. p=2 i¢in model
Y =B,X,;+5X, +¢ i=12,...n

seklinde verilsin. Buradan
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S(ﬂ ) =S(ﬂo’ﬁ1) =Z(Yi _ﬂOXIi ":lezi)z =ZY i2 “ﬁozleiYi _ﬂlzzxziyi +ﬂ022X1i2
i=I
+ﬂlzzx2i2+ﬂ0ﬂl2ZX2iX1i

Eger f3,. [, ‘nin katsayis1 sifir olursa, daha agik bigimde, ZX X ;=0 ise (X ‘in siitunlar

ortogonal oldugunda), 9S( ﬂ )/0,=0 ‘1 saglayan f, degeri, bagka bir deyisle b,, B, ‘e

bagli olmayacaktir.

X ‘in X; ve X, siitunlan ortogonal olmadiginda, B, B, terimi, S(f8,,/,) de belirir ve
elipsler, f, ve B, eksenlerine gore egik bicimde yonelirler. S(4, ;) konturlarimn sekli, b,

ve b, tahminlerinin belirlenmesindeki goreli hassaslig1 gosterir (Draper ve Smith, 1998).
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4. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERI

4.1 Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Regresyon Modelleri:
4.1.1 Dogrusal Regresyon Modelleri:

Bilindigi gibi bir model, daha karmasik bir olguya yakinsamay: saglayan, gercegin yalin bir
soyutlamasidir. Modeller deterministik ve olasilikli olmak iizere siniflandirlabilir.
Deterministik bir modelde, sistem sonuglan ve tepkileri, cogunlukla bir denklem kiimesi ile
kesin olarak belirlidir. Temel bilimlerdeki ve miihendislikteki deterministik modellerden
bazilari; P, basing, V hacim, n mol sayisi, T sicaklik ve R de sabit olmak iizere, gazlarin
davranisini agiklayan, ideal gaz yasasi (PV=nRT) veya akim siddeti (I), potansiyel (V) ve

diren¢ (R) arasindaki iliskiyi agiklayan Ohm yasas1 (V=IR) ve enerji korunumunu ifade eden,

termodinamigin birinci yasasidir ( cdezJ cj‘dQ ). Olasilikli modellerde, sistem sonuglari

veya tepkileri degiskenlik gosterir, ¢iinkii model raslant1 terimleri igerir ya da raslantisal

etkenlerden etkilenir.

Olasiliklt modeller i¢inde en 6ne ¢ikani dogrusal modeldir:
Y =0, +B X, +5X, +...... + 6. X, +¢& 4.1)

Burada Y bagimli degiskeni, aciklanan degisken olarak da adlandirilir. X, Xo,..... Xk bagimsiz
degiskenleri, Bo, B1, ... B bilinmeyen parametreleri ve £, daha 6nce deginildigi gibi,

beklenen degeri sifir olan hata payim gostermektedir. Bu durumda Y’nin beklenen degeri

EY) :ﬁo +ﬂ1X1i +ﬁ3X2i ton +lBkiin

seklinde olacaktir. (4.1) dogrusal model olarak adlandirilir ¢iinkii aciklanan degiskenin

beklenen degeri, bilinmeyen B, B1, ..... Bk parametrelerinin dogrusal bir fonksiyonudur. Bu

demektir ki, 6rnegin, k=2 degiskenli etkilesimli model,
Yi:ﬂ0+ﬂ1X1i+ﬁ2X2i+ﬁ12X1iX2i+gi - | (42)

ya da k=2 degiskenli, etkilesimli ve ikinci mertebeden polinomiyal terimlere sahip bir model,
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Yi = ﬂo +ﬂlei +ﬂ2X2i +ﬂ12XliX2i +IB11XI2i +ﬂ22X22i t&; (4.3)

ya da transandantal terimlere sahip

2’1’X’)+ﬁ2cos( =,

)+ E;
2 12

Y, = By + B, sin(

seklindeki bir model, hep dogrusal model kategorisi i¢inde yer alir. (4.1)’deki dogrusal
regresyon modeli ¢ogu zaman birinci mertebeden dogrusal model olarak adlandinlir. Bir

dogrusal regresyon modeli kisaca
Y=F+BZ,+ 2, +.... +pB.Z, +¢

seklinde yazilabilir. Burada Z;, bagimsiz degisken X, Xo, ..... Xk larn, exp(X;), 4/ X, ve sin’

'(X;) gibi herhangi bir fonksiyonunu gosterir.

Bir dogrusal regresyon modeli genel olarak da su bigimde yazilabilir:

Y,=f(X,B)+e
Burada FX o Br=B+BX,+BXo + et B, X ve
X':[l,Xli,X gjreeneereens X p_l’,.] seklindedir. Hata paylarinin beklenen degeri sifir oldugu

siirece, Y nin beklenen degeri de

E(Y)=E(f(X . )+€)

=f(X, )
olacaktr. f(X ., ﬂ ) ya, burada, beklenen deger fonksiyonu(expectation function) denir ve
bilindigi gibi parametrelerin dogrusal bir fonksiyonudur.

Dogrusal regresyon modelleri, birgok nedenle yaygin olarak kullanilir. Birincisi, karmagik

fonksiyonel iligkiler i¢in dogal yakinsama polinomlar1 olustururlar. Bagka bir deyisle, eger
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E(Y)=f(X), bir bagimsiz degiskenle beklenen deger fonksiyonu arasindaki gercek iliski ise,
bir Xy noktasinda, bu iliskiye yaklasik, birinci mertebeden Taylor serisi,

E(Y)Ef(X0)+—df—()Q(X—XO)+REﬂO+ﬂ1(X—X0)

7). 4
X=Xp
seklindedir. Burada devam eden terimieri gosteren R(hata payindan ayr olarak), tek bagimsiz
degiskenli dogrusal bir regresyon modelidir. p-1 bagimsiz degisken igerildiginde, birinci
mertebeden Taylor serisi yaklasimi, dogrudan p-1 degiskenli dogrusal regresyon modeline
doniisecektir. Tkinci mertebeden Taylor serisi kullanim ise, (4.3)’deki ikinci mertebeden
model ya da eger saf ikinci mertebe tiirev terimleri ihmal edilirse, (4.2)’deki gibi etkilesimli
model sonucunu verecektir. Dogrusal regresyon modelleri, polinomiyal yaklasimlarda oldugu
gibi, cok stklikla ve basarili bicimde kullanildiklart i¢in, bu modellere bazen ampirik modeller

de denmektedir.

Dogrusal regresyon modellerinin siklikla kullanilmasinin diger bir nedeni ise B¢, f1, ... » Bk
..... o1 bilinmeyen parametrelerinin tahmininde sagladig: yalinliktir. Burada EKK y6ntemi
kullanilir. Bu yontem uygulandiginda, arastirmaci, p tane By, B1, ..... B 1 bilinmeyenine

karsilik, p tane esanli denklem sistemi ¢ozmek durumundadir. Giiniimiizde hesap makineleri

ve paket programlar bu siireci son derece kolay hale getirmistirlerdir.

Eger £ hata paylarinin sabit varyansla normal ve bagimsiz dagildigi varsayilirsa, model
parametreleri igin istatistik testler, gliven araliklart olusturulmas: ve kestirim kolaylikla
gerceklestirilebilir. Bazi aragtirmacilara (Myers vd., 2002) gore istatistikte, matematiksel
estetikligi, kolayligt ve pratik problemlerdeki etkinliginden dolayi, dogrusal model son derece

zarif bir teoridir.
4.1.2 Dogrusal Olmayan Regresyon Modelleri:

Dogrusal regresyon modelleri ¢ogunlukla, daha karmasik ve genellikle bilinmeyen olgular
icin, ampirik modeller olarak ortaya ¢ikarlar. Buna karsin, olgunun iyi anlasildig1 ve bir
matematiksel iliski ile kolayca ifade edilebildigi durumlar da vardir. Ornegin, bir cismin
sicakliginin degisme oraninin, cismin su anki sicaklif1 ile onu gevreleyen ortamin sicaklig
arasindaki farkla orantili oldugunu sdyleyen Newton’un “Sofuma Yasast” gibi. Buna gore,

eger f, o anki sicaklik ve T4’da cevresel sicaklik ise, o zaman
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d)
L ——pir-1) @.4)
yazilir. Burada S oran sabitidir. £ ‘nin degeri cismin termal iletkenligine ve diger faktorlere

baghdir. Cismin t anindaki sicaklig1 (4.4)’iin ¢oziilmesiyle
f@.B) =T, + (T, ~T,)e" 4.5)

seklinde bulunur. Burada Tj, cismin baslangic sicakligidir. Pratikte, arastirmaci, t anindaki
sicakligr bir alet yardimiyla 6lger, ve burada hem alet, hem de arastirmaci, (4.5)’te ifade
edilmemis bir degisimin potensiyel kaynaklari durumundadir. Bu gibi etkileri ve diger
degisim kaynaklar1 £ hata payinda bir araya getirilerek, sicakligin, t aninda gézlenen gercek

degeri,

Y=ftp)+e¢

4.6
=T, +(T, ~T,)e” +¢ (4-6)

seklinde yazilir. (4.6), dogrusal olmayan regresyon modellerine bir 6rnektir. Goriildiigii gibi,

beklenen deger fonksiyonu bilinmeyen / ‘nin dogrusal bir fonksiyonu degildir. Dogrusal

olmayan regresyon modelleri, temel bilimlerde ve miihendislikte 6nemli bir rol oynar ve
cogunlukla, incelenen olguyu tarif eden mekanizma hakkindaki bilgiden elde edilirler.
Bundan dolayi, bazen, dogrusal olmayan modeller, daha 6nce ampirik olarak adlandirilan
dogrusal modellerden farkli olarak, mekanistik modeller olarak adlandirilirlar. Birgok
dogrusal olmayan model, dogrudan diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ile elde edilir (Myers

vd., 2002).

Genel olarak, dogrusal olmayan bir regresyon modeli su sekilde gosterilir.
Yi =f(X197)+8,

Burada Y, yine bir raslant1 degiskeni olan bagimli degiskeni, &; ise beklenen degeri sifir ve

sabit varyansli, normal dagildig1 kabul edilen ve bir raslant1 degiskeni olan hata terimlerini

gostermektedir. X', gozlem degerleri vektSriinii ve dogrusal modelden farkhi olarak

parametreler vektoriinii gostermektedir. f(X ,7% ) ise parametrelerinde dogrusal
/4 Y4
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olmayan bir fonksiyonu ifade etmektedir. Hata paylarinin, dogrusal olmayan regresyonda da,

genel olarak normal dagildig: varsayilir. Bu durumda Y’ nin beklenen degeri

EYD=E(f(X ,»Y)+&)

= (X 7)

seklindedir. f (X,»J’) ya, burada, dogrusal olmayan regresyon icin beklenen deger

fonksiyonu denir ve parametrelerin dogrusal olmayan bir fonksiyonudur. Bir bagka deyisle,

f (Xi,?/)‘in parametreler gore kismi tiirevleri alinarak elde edilen fonksiyonlar da

parametrelerin birer fonksiyonudur.

Dogrusal regresyon modelinde oldugu gibi, dogrusal olmayan regresyon modelinde de
parametrelerin tahmini, parametreler ile ilgili giiven araliklarinin olusturulmasi ve hipotez
testi yapilmasi gereklidir. Dogrusal olmayan model ile ilgili ¢ikarsamalar yapmak, normal
dagilimin kullanimim ve gozlem degerlerinin birbirinden bagimsiz ve sabit varyanslt oldugu

seklindeki tipik varsayimlar1 gerektirir.
4.1.3 Dogrusal Modele Doniistlirme:

SEKK’in dogrusallik varsayimi, bagimsiz degisken(ler)in dogrusal olmasini gerektirmez.
Dogrusal modellerde katsayilarda dogrusallik énemlidir. Bununla birlikte dogrusal olmayan
modeller de degisken doniisiimii ile dogrusallastirilabilen ve degisken doniisiimii ile

dogrusallastirtlamayan olmak iizere ikiye ayrilir. Ornegin;
Y, = Bt

modeli,

InY,=Inf,+f InX, +Ing,

Y, =By +BX; +g

seklinde doniistiiriilebilir. Yeni tanimlanan parametreler EKK ile tahmin edilebilir, fakat

g’ nin dagilim 6zellikleri bilinmedigi icin (clinkii &, ‘nin normal dagildig1 kabul ediliyorsa bu
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durumda artik Ing; normal dagilmayacaktir) bu tahminlerle ilgili, bilinen anlamda giiven

aralif1 tahminleri ve hipotez testleri gerceklestirilemez. Bu durumda dagilimdan bagimsiz

olan Cebisev Esitsizligi veya Markov Esitsizligi kullanilabilir. Diger taraftan &; ‘nin modele

toplam olarak katildigr su ifade;
Y, = ﬁoeﬂlxi tE;

logaritma alma veya degisken doniistiirme islemleri ile dogrusallastirtlamaz. Eger hata pay1
g0z Oniine alinmay1p, sadece beklenen deger fonksiyonu iizerinde dogrusallastirma yapilip,
parametreler tahmin edilse bile, bulunan tahminler, dogrusal olmayan parametre tahminleri ile
ayni olmayabilir. Bunun nedeni, orijinal dogrusal olmayan modelde EKK, Y’den elde edilen
SSE’nin minimizasyonuna dayanir. Halbuki, doniistiiriilmiis modelde EKK, InY’den elde

edilen SSE’nin minimizasyonuna dayanmaktadir.
4.1.4 Genellestirilmis Dogrusal Modeller Hakkinda:

Hem dogrusal, hem de dogrusal olmayan regresyon modelleri hakkinda cikarsamalarda
bulunmak, Y degiskeninin normal dagilima uydugu varsayimini gerektirir. Pratikte, bu
varsayimin, yaklasik olarak bile yerine gelmedigi bircok durum vardir. Ornegin, Y’nin kesikli
bir degisken oldugu varsayilsin. Cogunlukla kusur sayimi, sakatlanmalar, hastaliklar ya da
deprem, firtina gibi dogal olaylarin meydana gelmesi 6rnek olarak verilebilir. Diger bir durum
ise aciklanan degiskenin ikili(binary) oldugu durumdur. Ornegin, aciklanan degiskenin
“basar1” veya “basarisizlik” durumunu (6rnegin 0 veya 1) temsil ettigi durumlar vardir. Bu
durumlar, temel bilimlerde ve miihendislikte ¢ok sik rastlanilan durumlardir. Ayrica aciklanan
degisken Y’nin stirekli oldugu, fakat normal dagildig1 varsaytminin hi¢ gergek¢i olmadigi
durumlar da vardir. Ornek olarak, mekanik elemanlardaki stresin dagilimi ya da elektronik
elemanlarin veya sistemlerin 6mrii verilebilir. Bu tiir degiskenler negatif deger almazlar ve

tipik saga carpik davranis gosterirler.

Genellestirilmis dogrusal modeller (Generalized Linear Models veya GLM), ¢ok genel bir
dagilim ailesi olan iistel aileye uyan tek deZiskenli model verilerine uygun regresyon
modelleri olusturmak icin gelistirilmislerdir. Ustel aile, normal, binom, Poisson, geometrik,

negatif binom, iistel, gama ve ters normal dagilimlarini igerir.

GLM, normal ve normal olmayan agiklanan degisken dagilimlarin1 kapsayan ve dogrusal ve

dogrusal olmayan regresyon modellerini birlestiren bir birlesim olarak goriilebilir. Model
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olusturma ve g¢ikarsamalarda bulunma, alistimis sekliyle burada da yapilabilir (Myers vd.,

2002).
4.2 Regresyon Modellerinin Fonksiyon Kaliplar::

Bu béliimde degiskenlerde dogrusal olmayabilen, ama katsayilarda dogrusal olan ya da uygun

doniistimlerle dogrusallastirilabilen baz1 yaygin modeller tanitilacaktir. Bunlar:
1. Log-lin modeller

2. Yar logaritmik modeller

3. Ters modeller

seklindedir.

4.2.1 Log-log Model:

Y, =X iﬂ‘ee" bicimindeki model iislii model olarak adlandirilir. Burada’e dogal logaritma

tabanin1 gostermektedir. Her iki tarafin dogal logaritma tabanina gore logaritmasi alinirsa, bu

model asagidaki sekilde de yazilabilir:
InY,=InfB,+ B, InX, +¢,

a=In f, alinirsa, ifade
InY,=a+pInX, +¢,

sekline doniistir. Goriildligii gibi bu model uygun doniisiimle parametrelerinde dogrusal hale
getirilebilmektedir. Dolayisiyla parametreler SEKK yontemi ile tahmin edilebilir Bu tiir

modellere log-log veya cifte-log modeller denmektedir.

Logaritmast alinmus iisli modelde Y;'=InY; , X;=InX; ve a=In B, dontisiimleri yapilirsa

model

Y =a+pX, +¢,

!
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seklinde ifade edilebilir. Bu ifadede, eger KDRM’nin varsayimlari saglaniyorsa parametreler,
SEKK ile tahmin edilebilir ve a ve b; tahmincileri & ve A, ‘in BLUE tahmincileri olurlar.
Log-log modelinin yaygin olarak kullamlmasinin en 6nemli nedenlerinden biri, £ egim
katsayisinin, Y’nin X’e gore esnekligini, bir bagka deyisle, X teki (kii¢iik) bir ylizde degisme
veriyken, Y’deki yiizde degismeyi vermesidir. Esneklik katsayist,

dY/1Y)/(dX1X)=(dY/dX)X/Y)

seklinde tanimlanir. Buradan da, Y’nin X’e gore esnekliginin £, oldugu goriilebilir. Bu
ozellikle ilgili olarak, iktisattan syle bir ornek verilebilir: Y, bir mala olan talep miktarim ve
X, o malin birim fiyatin1 gosterirse, bu durumda A, iktisatta 6nemli bir parametre olan

talebin fiyat esnekligini verir. Bu yoniiyle, log-log model, ekonometrik uygulamalarda ve esas
itibariyle talep tahminleri ve iiretim fonksiyonlar1 (Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu) i¢in

kullaniimaktadir.

Bununla beraber log-log modelin iki 6zelligine daha deginilmelidir: Bu model Y ile X
arasindaki esneklik katsayist S, ‘in her noktada aym oldugunu varsayar, bu nedenle de sabit
esneklik modeli olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle, esneklik InX’in hangi degerinde
olgiiliirse Slgiilsiin, InY deki degisimin InX’teki degisime orani(veya esneklik katsayisi /)

aym kalir.

Modelin oteki ozelligi de a ve by’in & ve [ ‘in tutarli ve sistematik hatasiz tahmincileri
olmalarina karsin, modelin ilk bigimindeki anakiitle parametresi fo’in tahmincisi,

bo=antilog(a) bi¢iminde tahmin edildiginde tutarli fakat sistematik hatali bir tahminci
olmasidir. Tutarlilik, bir bagka deyisle, drneklem birim sayisinin artmasiyla, varyansin ve

sistematik hatanin azalmasi ve sifira gitmesi durumunun, biiylik Orneklemlerde gozard:
edilmesine neden olmaktadir. Buna gore, a=In(bg) olmak iizere E(bo)2E(e” )=¢” = ifadesi

kiiciik 6rneklemler i¢in sorun olup, boyle bir hatanin diizeltilmesi gerekmektedir. Bu amagla,

¥ =€ yerine ¥ ="M=/ kyllanilmasi onerilmektedir. Burada MSE*

Y (nY -InY)?
n—2

MSE* =
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seklindedir. Buna ragmen, uygulamada, sabit terim ikincil bir 6neme sahip oldugundan bu

sorun dikkate alinmayadabilir.

iki degiskenli modelde, log-log modelin verilere uygun olup olmadigin1 saptamanin en kolay
yolu, InY’nin, InX’e gore serpilme diyagramina bakmaktir. Eger serpilme noktalar1 yaklasik

olarak bir dogru iizerinde yer aliyorsa, modelin verilere uygun oldugu sdylenebilir.

Belirlilik katsayisi, 6rnek birim sayisinin ayni ve bagimli degiskenin ayni cinsten oldugu

modellerin karsilastirilmasinda kullanilabilir. Buna gore,
Y, =0, +B X, +¢

veya

InY,=a+pB,InX, +¢,

modellerinden hangisinin daha iyi uyum gosterdigi belirlilik katsayist yoluyla saptanamaz.
Bu, r* ifadesinde paydada yer alan toplam degiskenlik SST’den kaynaklanmaktadir. Birinci
modelde toplam degiskenlik

SST = (Y, -Y)?

seklinde aritmetik ortalamadan farklarin karesi olarak ifade edilirken, ikinci modelde

SST =Y (InY, -InY)?

geometrik ortalamadan farklarin karesi sz konusu olmaktadir. Her zaman i¢cin GO<AO

esitsizligi geerli olmasi nedeniyle Y (e"' ~G0O)* > (Y -Y)? gikacaktr.

Bilindigi gibi KDRM’de r*’nin ifadelerinden biri de su sekildedir:

P2 = (in}’i)z
PRDW .

Buna benzer olarak log-log model i¢in de;
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, O.(nX-InX)(InY-InY))’
r- =

> (nX -InX)*> (InY ~InY)’

yazilabilir. Bilindigi gibi Y ile tahmin edilen Y arasindaki korelasyon katsayisina uygunluk
katsayist denilmektedir. Dogrusal model icin belirlilik katsayist ile uygunluk katsayist ayni
olmasina karsin, log-log model icin durum béyle degildir. Bunun nedeni, daha oOnce

deginildigi gibi by’ in sistematik hatali olmasidir. Uygunluk katsayisi, dogrusal model i¢in,

o Q)

DEDRE
seklinde yazilabilirken log-log model i¢in

, Z(Y—Y)(emﬁy—emy)
r =

z(y__f)zz(ehfy _emhy)

veya daha kesin bir sekilde

2 Z(Y_"f)(emymss*/z T HHSEN2

Z(Y _ ?)ZZ(elnY+MSE*/2 _ elnY+MSE*/2)

yazilir (Genceli, 2001).
4.2.2 Yart Logaritmik Modeller:

Yar1 logaritmik modeller, bagimli veya bagimsiz degiskenin birinin logaritmali oldugu
modellerdir. Eger bagimli degisken logaritmali ise bu log-lin, bagimsiz degisken logaritmali

ise lin-log model olarak adlandirilir. Bir log-lin model su sekildedir:
InY, =4, +B X, +e¢
Y, =InY, déniisiimii yoluyla model,

Yi' :ﬂo +AB1X1’ t €&,
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seklinde kolaylikla dogrusallastirilabilir. Log-lin model, bagimsiz degiskenin yaklasik olarak
aritmetik dizi seklinde arttig1 veya azaldigi, bagimli degiskenin ise yaklasik olarak geometrik

dizi seklinde artt1g1 veya azaldig1 durumda kullanilir. Buna gore £, X’teki mutlak degismeye

karsilik, Y’deki oransal ya da goreli degismeyi olcer. Diferansiyel gosterimle

S,=d(InY)/dX=(1/Y)/(dY/dX)=(dY/Y)/dX ~(Bagiml degiskendeki goreli

degisme)/(Bagimsiz degiskendeki mutlak degisme)

yazilabilir. Log-lin modeller, iktisatta, isletmede, ekonometride ve Ozellikle biiyiime
modellerinde (Harrod-Domar biiyiime modeli) yaygin olarak kullanilir. Bunun yaninda, temel
bilimlerde, 6zellikle fizikte, radyoaktif bozunma siireclerinin agiklanmasinda kullanilir. Ornek
olarak, elektrikte, bir RC(bir direncin ve bir kapasitansin seri baglandig1 devre) devresinde,

direncin voltajinin, zamana bagli degisimini ifade eden
V(t)=V(0).e "
formiilii gosterilebilir.

Lin-log modeller ise bagimsiz degiskenin yaklasik olarak geometrik dizi seklinde artti1 veya
azaldig1 ve buna karsin, bagimli degiskenin yaklasik olarak aritmetik dizi seklinde arttig1 veya

azaldig1 durumlarda kullanilir. Bir lin-log model su sekilde gosterilir:

Y=+ InX, +¢,

X, =InX, déniisiimii yoluyla model,

Y, =B +BX e,

seklinde kolaylikla dogrusallastirilabilir. Burada B, su sekilde agiklanir:

B, =(Y’deki degisme)/(InX"teki degisme)=(Y deki degisme)/(X teki goreli degisme)

Bu durumda bagimhi ve bagimsiz degiskenlerin degisim bicimlerine gére hangi modelin

kullanilabilecegi ile ilgili bir ¢izelge olusturulabilir.
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Cizelge 4.1 Bagimli ve bagimsiz degiskenlerin degisim bigimlerine gére model se¢imi
(Gujarati, 2001)

X Y Model

AR AR Dogrusal model
AR GEO Lin-log model
GEO AR Log-lin model
GEO GEO Log-log model

AR: Aritmetik dizi GEO: Geometrik dizi
4.2.3 Ters Modeller.

Asagidaki tiirden modellere ters(reciprocal) modeller denir.

1
Y, :ﬂo +ﬂl(z)+£i

Eger X, = 3{1— alinirsa model,

Y, =ﬂ0 +ﬂ1Xi' t€;

seklinde degiskenlerinde de dogrusal hale gelir. Bu modelin 6nemli iki 6zelligi vardir: X

sonsuza giderken A, (1/X) terimi sifira, Y ‘de S, limit degerine yaklasir. Dolayisiyla ters

modeller, X sonsuza dogru biiylirken, Y’nin ulastig1 bir limite sahiptirler. Ters modellerin,
ekonometride en ¢ok kullanildigi uygulama Philips egrisidir. Philips egrisi, parasal
ticretlerdeki ytizde degisme oranit (Y) ile igsizlik orani (X) arasinda olusan bir egridir. Ters
modellerin bir diger uygulamast ise Engel harcama egrisidir. Bu egri, tiiketicinin bir mala

yonelik harcamasini, toplam harcamasiyla ya da geliri ile iliskilendirir.

Sonu¢ olarak bahsedilen fonksiyon kaliplarinin e@imleri ve esneklikleri yOniinden

karsilastirmak amaciyla soyle bir cizelge olusturulabilir:
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Cizelge 4.2 Cesitli fonksiyon kaliplartmin egim ve esneklikleri yoniinden karsilastirilmasi
(Gujarati, 2001)

Model Esitlik Egim(=dY/dX) Esneklik(=(dY/dX)(X/Y))
Dogrusal Y, =8, +pBX, o/ B (XrYy*

Log-Log InY,=Ing,+ 8 InX, | B (Y/X) J2/

Log-lin InY, =8,+ B X, BY B X*

Lin-log Y, =8, +pInX, B, (1/X) B (1/Y)*

Ters Y, =B +f (%) - B (1/X%) - B (1/XY)*

*. Esneklik katsayisinin X’e ya da Y’ye, ya da her ikisine birden bagli olarak degistigini

gosterir. Uygulamada X, Y degerleri yoksa, bu esneklikler, ortalamalar1 tizerinden 6l¢iiliir.

4.3 Genellestirilmis ve Agirlikli EKK:

4.3.1 Genellestirilmis EKK:

, elemanlar1 bilinen nxn bir matris olmak iizere, Var( )=0'2 oldugu durumda,
g

SEKK yonteminde bazi degisiklikler gerekli olmaktadir. Eger |/ diyagonal ise, fakat esit

olmayan diyagonal elemanlara sahipse, gbzlem vektorii Y deki degerler korelasyonsuz fakat

esit olmayan varyanslara sahip olacaklardir. Benzer gsekilde |/ deki bazi diyagonal olmayan

elemanlar sifirdan farkliysa, o zaman gozlemler korelasyonlu olacaklardir.

Model

Y =X f+¢

E(g)=() ,Var(g )=0’V




88

seklinde iken SEKK tahmincisi }) = (X' X )~ (XY ) artik istenilen tahminci 6zelliklerini

saglamayacaktir. Bu sorun, modelin, standart EKK varsayimlarini saglayan yeni bir model

olusturularak c¢oziilebilir. Bu siirecte, doniistiirlilmiis verilere SEKK ySntemi uygulanir.

0'2V , hata paylarinin varyans-kovaryans matrisi oldugu siirece, |/ tekil olmamali ve

pozitif belirli olmalidir ve bdylece nxn tekil olmayan simetrik bir matris, K , var olur.

Burada K , K ' K =K K =V w1 saglayacak sekildedir. K , ¢ogunlukla |/ nin

karekokii olarak adlandirilir. Asagidaki yeni degiskenler tanimlanirsa,
-1 -1 -1
Z=KY B=K X G =K ¢
. . . -1 -1 -1
Y =X 'B + & seklindeki regresyonmodeli, X' 'Y =K X ﬂ + K & veya

Z=Bf+G (4.6)

sekline gelir. Bu doniistiiriilmiis modelde hata paylarinin beklenen degeri sifir olmaktadir, bir

baska ifadeyle E((G )= K E(g )=() -(G ‘nin varyans-kovaryans matrisi ise,
Var((7 )=E((G -E(G NG -E(G ))

=E(G "’ G)
EK'eeK)
=K Ee e K"
=K'V K
=K' K K K

=o'2 I
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Buna gore, (; ‘nin elemanlann sifir ortalamali ve sabit varyansli ve korelasyonsuz

olmaktadirlar. (4.6) modelindeki (; hata paylari, varsayimlan sagladigina gore, SEKK

uygulanabilir. EKK fonksiyonu,

SBr)=GG =€V ¢
-Y-Xpvwy-xp

seklindedir. EKK normal denklemleri ise
XV X)b=XV'Y
seklindedir ve bunlarin ¢éziimii de
b=XV X7 XV'Y)

olacaktir. Burada }) ye, ﬁ nin genellestirilmis EKK tahmincisi denir. }) , sistematik hatasiz

bir tahmincidir. }, ‘nin varyans-kovaryans matrisi,

Var(h =0 (BB)' =" (XV X"
seklindedir. Daha once yapilan varsayimlara gore, }p , BLUE dur.
4.3.2 Agirhikli EKK:

& hata paylari, korelasyonsuz fakat sabit olmayan varyanslara sahip iseler, bir bagka

ifadeyle £ ‘un varyans-kovaryans matrisi

- -
— 0
W

1

2 2 —

o'V =0 W,
0 .
L Wy |
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seklindeyse, bu tahmin y&ntemine agirhkli EKK yontemi denir. W}/ =V_1 olsun. {/ bir

diyagonal matris oldufu siirece, W}/ ‘da diyagonal elemanli(agirlikli wy, wa, ... Wn),

diyagonal bir matris olacaktir. Genellestirilmis EKK’deki siire¢ izlenerek, agirlikli EKK

normal denklemleri
XW X)b=XWY

seklinde ve J de

b=XWX)VXWY)

seklinde bulunur. Burada }, ‘ye agirlikli EKK tahmincisi denir. Onemli bir nokta, biiyiik

varyansh gozlemlerin agirliZinin kiiciik, kiigiik varyansli gézlemlerin biiyiik olmasidir.

Bu yontemin kullanilabilmesi i¢in agirliklarin bilinmesi gerekir. Bazi durumlarda, 6n bilgi,
deneyim veya teorik beklentilere dayanan bilgi, agirliklart belirlemede kullanilabilir. Diger
durumlarda ise, gorgiil olarak, modelin sistematik kismindaki degisim, bir veya daha fazla
aciklayict degiskenin fonksiyonu olarak bulunabilir. Boylece, model, her gbzlemin varyansini
kestirme ve agirliklar1 belirleme amaciyla olusturulabilir. Baz: durumlar da ise agirliklan
tahmin etmek, analizi olusturmak, bu sonuclara dayanarak yeni agirliklar: tekrar tahmin etmek
ve sonra analizi tekrar diizenlemek gerekebilir. Model olusturma stirecinde, dogru agirliklan
ve ¢Oziimii bulmak igin birgok iterasyona ihtiya¢ duyulabilir. Bu tiir siireclere, iteratif yeniden
agirliklandinlmig EKK  (iteratively reweighted least squares veya IRLS) yontemi denir.

Regresyon analizinde, GLM’yi de i¢eren birgok IRLS uygulamasi vardir.

Agirliklar bilindigi zaman, agirlikll ve genellestirilmis EKK’e dayanan c¢ikarsamalar, veriler
normal dagilima uydugu siirece, kesindir. Buna karsin, agirliklar tahmin edildiginde

cikarsama siirecleri sadece yaklasik sonuglar verir (Myers vd., 2002).
4.4 GLM Igin Iki Ornek: Lojistik Regresyon ve Poisson Regresyonu:

Normal dagilim ve sabit varyanslilik varsayimlar uygun olmadigi durumlarda, regresyon
modeli kurmak igin gelistirilen yaklasim veri doniistimiidiir. Normal dagilmama durumu ve

degisen varyans durumu icin yaygin olarak kullanilan en etkin yollardan biri, agiklanan
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degiskenin doniistimiidiir. Agirlikli EKK yontemi de, sabit olmayan varyans problemini

asmada faydal: bir yoldur.

Bu béliimde, bilinen normallik ve sabit varyanslilik varsayimlart saglanmadig1 durumda, veri
doniisiimiine alternatif baska bir yaklasim tanmtilacaktir. Bu yaklasim, GLM’ye

dayanmaktadir.

GLM, hem dogrusal, hem de dogrusal olmayan regresyon arasinda, agtklanan degiskenin
normal olmayan dagilimina izin verecek sekilde, bir birlesme saglar. Bir GLM’de agiklanan
degiskenin, Poisson, binomiyal, iiste]l ve gama gibi dagilimlarin arasinda bulundugu, iistel
dagilim ailesine ait bir dagilim gostermesi gerekir. Bunun yaninda, KDRM, bircok y&nden
GLM’nin 6zel bir durumu olarak diisiiniilebilir. Ayrica, GLM, ampirik modelleme ve veri

analizinin bir¢ok yOniinii birlestiren bir yaklagim olarak kabul edilebilir.

Bu tiir modellerden ilk 6nce lojistik regresyon incelenecektir. Bu, aciklanan degiskenin sadece
iki miimkiin sonucu(genellikle “basar1” ve “basarisizlik) oldugu durumu ifade etmektedir.

Burada ac¢iklanan degisken kalitatif bir degiskendir.
4.4.1 Lojistik Regresyon Modelleri:

Modelin,
Y, :Xi'ﬂ +e, @4.7)

seklinde oldugu varsayilsin. Bu gosterimde X, = [1, ). CTID. CTUNRI X p_u] ,

'BI = [ﬂo,ﬂl, ) 2 ﬂp_l]‘dir ve aciklanan degisken Y;, O veya 1 degerini alir. Y; agiklanan

degiskeninin, olasilik fonksiyonu asagida verilen Bernoulli raslanti degiskeni oldugu kabul

edilir.

Cizelge 4.3 Bernoulli raslant1 degiskeninin olasilik fonksiyonu

Yi Olasilik

1 P(Yi=1)=mn;
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Cizelge 4.3 (Devami) Bernoulli raslanti degiskeninin olasilik fonksiyonu

0 P(Yi=0)=1-m;

E(&;)=0 oldugu siirece, agiklanan degiskenin beklenen degeri
E(Yy)=1.( m)+0.(1- m)
=T

Buradan da
E(Y)= X, [ ==

elde edilir. Bu, modelin sistematik kisminin (modelin beklenen degerinin), Y’nin, 1 degerini

alma olasiligina esit oldugu anlamina gelir.

Bu durumda, (4.7)’de ifade edilen regresyon modelinde bazi problemler ortaya ¢ikmaktadir.

Eger aciklanan degisken ikili (binary) ise, €; hata paylar sadece iki deger alabilir:
Yi=liken £=1-X, ff

Y=Oiken £=-X, B

Bunun sonucu olarak, hata paylar1 bu modelde normal dagilamaz. Bunun yaninda, hata payi

varyanst sabit degildir. Ciinkii,
2 _ 2

0" =E(Y, - E(Y)))

=(1-x)’7+0-x)1-x,)

=r,(1-nx;)

dir. Bu son ifade, E(Y))= X, IB =T; iken,

0® = E(Y,)(1~ E(Y,))
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seklindedir. Bu da, gozlemlerin varyansinin (ayni zamanda hata paylan varyansi, ¢iinkd,

g =Y —rx, ve m sabittir), ortalamanin bir fonksiyonu oldugu anlamina gelir. Sonugta,

beklenen deger fonksiyonu igin bir kisit ortaya ¢ikmus olur.
0<E(Y)=m <1

Bu kisitlama, (4.7)’'de varsayillan dogrusal beklenen deger fonksiyonu ile ilgili Onemli
problemlere neden olabilir. Bu durumda, 0, 1 aralifinin disinda Y degerleri tahmin edebilecek
modeller kurulmasi olastdir. Genellikle, agiklanan degisken ikili(binary) oldugunda, beklenen
deger fonksiyonunun seklinin dogrusal olmadifina dair 6nemli gorgiil kanit bulunur.
Monoton artan(veya azalan) S-sekilli (veya ters S-sekilli) bir fonksiyon, Sekil 4.1’de

gosterildigi gibi kullanilir.

T 1

=
2]
U

Hy) o€

121

o8 b
Ey 06k
04 |-

0.2

Sekil 4.1 Lojistik beklenen deger fonksiyonu ile ilgili 6rnekler: (a) E(Y) =1/(1+e*™) (b)
EX)=1/(1+¢e%")



ElW

E(4

ie}

Sekll 4.1(Devam) (C) E(Y) r 1/(1+e—5+0.65X1+0‘4X2) (d) E(Y) — 1/(1+e—5+0.65X1+0‘4X2+0.15X1X2)
(Montgomery vd., 2001)

Bu fonksiyona lojistik beklenen deger fonksiyonu denir ve su sekildedir:

veya esdeger olarak,

1
l+exp(— X, )

E(Y) =

Lojistik beklenen deger fonksiyonu kolaylikla dogrusallastirilabilir.
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n=X,[

olsun. 77 burada

seklinde tanimlanan dogrusal kestirimcidir. Bu doniisiim, cogunlukla, 7 olasilifinin logit
doniisiimii olarak adlandirilir. Doniisiimdeki #/(1- ) oran1 da bahis (odds) olarak adlandirilir.

Bazen logit doniisiimler, log-bahis olarak da isimlendirilir.

n ‘nin donisimii ile elde edilebilen ve lojistik fonksiyonla ayni sekle sahip bagka
fonksiyonlar da vardir. Bunlardan biri, 7#’nin, kiimiilatif normal dagilim kullanilarak
dontistiiriilmesi ile elde edilen probit doniisiimdiir. Buradan da probit regresyon modeli
tiiretilir. Probit regresyon modeli, lojistik regresyon modeline gore daha az esnektir ve yaygin
olarak kullanilmaz. Bir baska olasi doniisiim ise, In(-In(1- = )) seklinde verilen, @ ‘nin
tamamlayic1 log-log doniistimiidiir (complementary log-log transformation). Bu doniisiimiin

sonucu olarak, beklenen deger fonksiyonu, 7=0.5"¢ gore simetrik degildir.

4.4.1.1 Lojistik Regresyon Modelinde Parametrelerin Tahmini:

Lojistik regresyon modelinin genel bi¢imi

Y, =E(¥,)+e€,

seklindedir. Burada Y; gozlem degerleri, birbirinden bagimsiz ve beklenen degeri

E(Yi)=m

(X, )
" texp(X, f3)

olan Bernoulli raslantt degiskenidir. Burada parametre tahmini i¢in MO(Maksimum

Olabilirlik) yontemi kullanilacaktir.

Her orneklem gozlemi Bernoulli dagilimi gosterdifine gore, her bir drneklem gozleminin

olasilik fonksiyonu



96

f@)=rl1-z)" i=1,2e. n

olacaktir ve her Y; gozlemi de O veya 1 degerini alacaktir. Gozlemler bagimsiz oldugu siirece

olabilirlik fonksiyonu

7040 A Yn,IB)=H;‘=lﬁ(K)
=ML 7" (-7m)"™"

seklinde olacaktir. Yalinlik amaciyla yukaridaki ifadenin logaritmasi alinirsa

LYY, .. Y,, ) =InIlz, f,(¥)
—Z[Y In(; ]+Zln(1 )

i=1

elde edilir. 1-7, = (1+exp(X;ﬂ N ve n,=In(z, /[(1-7,)) = X,ﬂ oldugundan log-

olabilirlik fonksiyonu

In L(Y ,ﬂ):ix X.p —anln(1+exp(X;,B))
i=l i=l

seklinde de yazilabilir. Lojistik regresyonda, gozlemler veya denemeler, X degiskeninin her
diizeyinde tekrarlanir. Buna, tasarlanmis deneylerde sik¢a rastlanir. Bu durumda, Y;, i. gézlem
icin gézlenen 1’lerin sayisini ve n; de her gozlemde denemelerin sayisini gostersin. Buna

gore log-olabilirlik fonksiyonu,

inLy .f3)= Zm +2n In(1-7,) - ZYln(l )

i=l
sekline gelir.

MO tahminleri, IRLS(iteratif yeniden agirlikli EKK) ile elde edilebilir. Bilindigi gibi, MO

tahmincileri,

L

B
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ifadesinin ¢oziimiinden elde edilir. Bu ifade

oL ox,

p

seklinde de yazilabilir. Burada

veE

or. | X, ) e X, |
= = ( — X,
aﬂ 1+exp(XiIB) 1+exp(Xi/B)

dir. Tiim bunlar yerine konursa

:i(yt —nT; )X;
=1

elde edilir. Buna gore, MO tahmincisi, Y =Y, . Y ) ve U= €V 7 0, 2SR n,7z,)

olmak tizere
X¥-u) =0

ifadesinin ¢oziimiinden elde edilir. Bu denklem kiimelerine ¢ofu kez maksimum olabilirlik
skor denklemleri denir. Bu esitlikler, aslinda, dogrusal EKK’den elde edilen normal

denklemlerle ayni yapiya sahiptirler. Bilindigi gibi, dogrusal regresyon modeli

EY)=X ﬂ =l ve normal denklemler,
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XXb=XY
seklindedir ve bunlar
Xy-X p=0
XY -1)=0
seklinde de ifade edilebilir.

Lojistik regresyon modelinde, skor denklemlerinin ¢6ziimiinde Newton-Raphson Yontemi

kullanilir. Bu ydntem kisaca, ¢6ziimiin etrafinda, birinci derece Taylor serisi agilimi kullanir:

pi-n=| (B - B) 4.8)

1 a ﬁ
Burada pi=Yi/n;’dir. ﬂ* ise, IB ‘nin, skor denklemlerini saglayan degerini gostermektedir.
' a1,
n, =Xl,ﬂ ve ———=Xi ve de,
of
__exp()
" 1+exp(n,)

oldugundan, zincir kural1 kullanilarak

oz, dxz, dn, O,
= ==X

25 map om

yazilabilir. Bu durumda (4.8),
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or, C

pi—7 = a:;i Xi(ﬂ —ﬂ)
or, P -

P = 5 X.p-x.5
or, .

pi—7%; = 57; m, -n)

seklinde yeniden diizenlenebilir. Burada ﬂi* , 7, ‘nin, ﬁ* ‘da hesaplanan degeridir.

(Yi-n; m)=(n;p;-nim;)= ni(pi- m;)

ve
__Xp(7,)
" 1+exp(n,)
oldugundan

a”i = exp(ﬂ,‘) _ cxp(’],') 2
on, l+exp(n,) 1+exp(,)

yazilabilir. Dolayisiyla
Yien m =~ [ni m(1-m)] @7,” =7,
dir. 77; = X. ﬂ dogrusal kestirimcisinin varyansi yaklasik olarak

|

Var(n) = ———
)= -7

dir. Boylece,

Yi-n m = [ } M. -1 o

1
Var(n;)

olur. Skor denklemleri yeniden

(4.9)
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n 1 .
* (771 - 77,) =0
;[Var(m )}
seklinde yazilabilir. Matris notasyonuyla da
I *
XV @ -m1=0
seklinde ifade etmek miimkiindiir. Burada |/ , #, ‘nin varyanslarindan elde edilen agirliklarin

olusturdugu diyagonal bir matristir. n-= X ﬂ oldugundan skor denklemleri
Xv'a-x =0

olarak yazilabilir. ﬂ ‘nin MO tahmincisi de

B=XV'X"Xv'n

seklindedir. Fakat bu, 77* ‘nin bilinmesini gerektirir. Bunun i¢in (4.9) kullanilabilir:

or, | =
pi—Z = (5—](”1 _ﬂi)
77.

1

ifadesi 7, icin goziilebilir,

N on,
n, =n,+(p,—x, )(gﬂ]
T

Eger, z=1n,+(p, — 7, )[?] Ve 7 = (Zy5Zyseeereennns Z,) olursa Newton-Raphson formiiliinden
7

i

IB tahmini

B=XV'X)XV'z
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olur. z;’nin rassal kism1 (p, -7, )[?J ‘dir. Boylece
T,

l

a7, r(1-7,) | 97, ’
Var[ (p, —7;) 3 I=
. n, or,

H 1

[za-x) 1Y
- n r.(1-x)

1
- nzw,(1-7,)

Burada |/ , z’nin rassal kisminin varyanslarindan elde edilen agirliklarin olusturdugu

diyagonal matristir. Buna gore, Newton-Raphson yontemi’ne dayanan IRLS algoritmas: su

sekilde 6zetlenebilir:
1. SEKK kullanilarak, ﬂ ‘nin, by gibi bir baglangi¢ tahmini bulunur.

2. bo kullanilarak |/ ve m tahmin edilir.

3. 770 =X bo olarak alinir.
4, 770 ‘dan z, elde edilir.

5. Yeni tahmin b; elde edilir ve uygun yakinsaklik kriteri saglanana kadar iterasyonlara

devam edilir.

Model parametrelerinin son tahmini b ile gosterilirse ve model varsayimlar gecerliyse,

asimptotik olarak

E(b)= [§ ve Varb)= (X V X )
oldugu gosterilebilir. Bununla birlikte tahr;lih edilen lojistik regresyon modeli

> ﬂA' exp (77; )

i

i 1+exp(A;)
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_exp(X,b)
1+exp(X .p)

1
- 1+exp(_X;.b )

seklinde gosterilebilir.
4.4.1.2 Lojistik Regresyon Modelindeki Parametrelerin Yorumu:

Baglangicta, modelin tek bagimsiz degiskene sahip oldugu diisiiniiliirse, belirli bir X, 6rnegin

X; i¢in tahmin edilen deger

nX,;)=b,+bX,

seklinde gosterilir. X;+1’deki tahmin degeri ise,
AX,+D)=b,+b(X, +1)

olacaktir ve iki tahmin arasindaki fark da

AX, +D-A(X,) =b,

olacaktir.

fA(X,), aciklayici degiskenin X; degerini aldigt zaman ki log-bahistir. A(X;+1), ise

aciklayici degiskenin X;+1 oldugunda, log-bahise esittir. Buradan, iki tahmin arasindaki fark

AX,+D-A(X,)= In(bahisy ,,) - In(bahisy )
I bahisy .,
bahisy

=b,

seklinde de yazilabilir. Eger yukaridaki ifadenin antilogaritmast alinirsa, asagldaki bahis orani

(odds ratio) elde edilir:
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A bahis
O =( .Xi“ =e”

bahis
Bahis orani, agiklayici degiskendeki bir birimlik degismeden kaynaklanan, bagar
olasiligindaki tahmini artma olarak yorumlanabilir. Cok degiskenli lojistik regresyonda
parametrelerin yorumu, tek agiklayict degiskenli durumdakine benzer. exp(b;) miktari, X igin,

diger parametreler sabit varsayildifinda, bahis oranint verir.
4.4.1.3 Parametreler ile Ilgili Hipotez Testleri:

Lojistik regresyonda(ve genel olarak GLM igin) hipotez testi, olabilirlik oran testlerine
dayanir. Bu testler, biiyiik 6rneklem Ozelliklerinin saglanmasini gerektirir. Olabilirlik oram

yaklasimi, sapma denilen bir istatistik ile ilgilidir.
Model Sapmasi:

Bir modelin sapmasi, olusturulan modelin(fitted model) log-olabilirlik degeri ile, n
parametreli ve Orneklem verisine ¢ok iyi uyum gosteren, doymus(saturated) modelin log-
olabilirlik degerini karsilastirir. Lojistik regresyon i¢in bu, 7; olasiliklarinin tamamen kisitsiz
oldugu ve 7;=Y; (Y;=0 veya 1) alinmasinin olabilirlik fonksiyonunu maksimize edecegi
anlamina gelir. Doymus model igin, olabilirlik fonksiyonunun maksimum degerinin 1 oldugu
gosterilebilir. Buradan da, log-olabilirlik fonksiyonunun maksimum degerinin O oldugu

anlaglir.

Olusturulan modelin log-olabilirlik fonksiyonu gz Oniine alinsin. MO tahmincisi ﬁ
kullanildiginda, log olabilirlik fonksiyonu, maksimum degeri olan,

lnL(IB )=Zn:Y,. Xﬁ —iln(HexP(X;ﬁ ))

i=1 i=l

degerini alir. Olusturulan modelin log-olabilirlik fonksiyonunun aldig1 deger, hicbir zaman,
doymus modelin log-olabilirlik fonksiyonunun aldifi degeri asamaz. Ciinkii olusturulan

model daha az parametreye sahiptir. Model sapmasi, bu durumda, su sekilde tanimlanmistir:
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M) =21n L(doymus mod el) ~ 21n L( ﬁ )

= 2(I(doymus mod el) — I( ,B )

Burada 1, olabilirlik fonksiyonunun e tabanina gére logaritmasini gostermektedir. Eger lojistik
regresyon modeli, dogru fonksiyon ise ve 6rneklem genisligi n yeterli derece biiyiikse, model

sapmasi istatistigi, yaklastk olarak, n-p serbestlik dereceli bir ki-kare dagilimi gosterir. Model

sapmasinin biiyiik degerleri, olusturulan modelin dogru olmadigina isarettir. Bu testte karar
kuralt su sekildedir: A(8)> Z;,n—p ise olusturulan modelin dogru, uygun model oldugunu
ifade eden sifir hipotezi reddedilir. Aslinda dikkat edilirse, model sapmasi, KDRM’deki

SSE’nin o ‘ye boliinmiis seklidir.
4.4.1.4 Sapma Kullanilarak Parametre Altkiimeleri ile Tlgili Hipotez Testi:

KDRM’de SSR’de veya SSE’de meydana gelen degisime dayanarak testler olusturuldugu

gibi, bu durumda da, sapma istatistigi, parametrelerin altkiimelerinin testinde kullanilabilir.

Model

n=xp
:XIIB1+X2152

olarak yeniden yazilabilir. Burada tam(full) model p parametrelidir ve ﬂl , bu parametrelerin

p-r tanesini igerirken, ﬂ2 , r tanesini igerir. X; ve X, matrislerinin siitunlar, bu

parametrelerle ilgili degiskenleri icerir. Asagidaki hipotezlerin test edildigi varsayilsin,

Hotﬂ2=0
leﬁz;’fo

Bu durumda indirgenmig(reduced) model

77=X1ﬂ1
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olacaktir. Indirgenmis modelin tahmin edilmesinden sonra elde edilen sapma A( ﬂl) ile

gosterilsin. Indirgenmis modelin sapmasi, her zaman tam modelin sapmasindan daha biiyiik
olacaktir. Ciinkii indirgenmis model daha az parametreye sahiptir. Buna karsin, eger

indirgenmis modelin sapmasi, tam modelin sapmasindan fazla biiyiik degilse, bu, indirgenmis

modelin hemen hemen tam model kadar iyi oldugu ve ﬂz ‘deki parametrelerin yaklasik sifira

esit oldugu anlamina gelir. Bu durumda iistteki Hy hipotezi reddedilemez. Buna karsin, eger

sapmalardaki fark biiyiikse, ﬂz ‘de en azindan bir parametrenin yaklasik olarak sifira esit

olmadig: s6ylenebilir ve bu durumda da Hy hipotezi reddedilir. Sapmadaki fark

MBIB)=MB)-Mf) (4.10)

seklindedir ve bu istatistik

n-(p-n)-(n-p)=r

serbestlik derecesine sahiptir. Eger sifir hipotezi dogruysa ve n yeteri kadar biiyiikse,

(4.10)’daki sapma r serbestlik dereceli bir ki-kare dagilimi gosterir. Bu durumda karar kurali:
MBI B)2x:, ise Horeddedilir

seklindedir. A( ﬂz, ﬂ]) ‘e bazen kismi sapma da denir. Bazi durumlarda bu test i¢in olabilirlik

orani kullanilir.

uB)
L)

Bu durumda ise test istatistigi

L7
752:—21“ (ﬂl)
L)

seklindedir.
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4.4.1.5 Tek Parametre i¢in Testler:

seklindeki tek bir parametre icin test, Onceki boliimde agiklanan sapmalardaki farka
dayanarak yapilabilir. Bunun yanisira, MO tahmincileri teorisine dayanan baska bir yaklasim
da mevcuttur. Biiyiikk orneklemler igin, bir MO tahmincisinin dagilimi yaklasik olarak
normaldir ve sistematik hatasi yoktur veya ¢ok azdir. Bir MO tahmincileri kiimesinin varyans
ve kovaryanslari, log-olabilirlik fonksiyonunun, parametrelere gore alinmis ikinci mertebeden
kismi tiirevlerinde, MO tahmin degerlerinin konulmasiyla elde edilebilir. Sonra yukaridaki
hipotezler t testi ile yaklasik olarak test edilebilir. Buna bazen Wald ¢ikarsamasi denir. G,
pxp’lik, log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci mertebeden kismi tiirevlerini gosteren matris

olsun.

3 B)
G, = P
' 9pp;

i, j=0,1,2,.p-1

G’ye Hessian matris denir. Eger Hessian matrisin elemanlart, MO tahminleri ﬂ = ﬂ icin

hesaplanmigsa, parametrelerin yaklasik biiyiik 6rneklem varyans-kovaryans matrisi
Var(ﬂ)=2 =5 =-G (ﬂ )™

seklinde olur. Bu matrisin diyagonal elemanlarinin pozitif karekokii ise biiyiik 6rneklem

standart hatalaridir. Dolayistyla test istatistigi

B,
sh(B,)

=

olacaktir. Bu istatistik standart normal dagilim gosterir. Baz1 paket bilgisayar programlart bu

karsilagtirmaktadirlar.

4.4.2 Poisson Regresyonu:
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Poisson regresyon modeli, Y gozlem degerlerinin normal dagilmadigi ve gorece seyrek
olaylarin sayisim1 temsil ettigi bir modeldir. Bu olaylar, iiriinlerdeki kusurlarin sayis1 veya
cevreyi kirleten bir kirleticinin sayimi gibi olaylar olabilir. Burada arastirici, gbzlenen say: ile
potansiyel olarak faydali olabilecek aciklayici degiskenler arasindaki iliskiyi modellemek

isteyebilir. Ornegin, bir birim iiriindeki kusur sayisi ve iiretim sartlar1 arasindaki iliski gibi.

Aciklayict degisken Y;, bir sayiyi, 6rnegin Y;=0,1,2,..... gibi gozlemleri temsil etmektedir. Bu

sekildeki veriler i¢in uygun olasilik modeli Poisson dagilimudir:

Y

_elu
f¥)= 71

Burada p parametresi, u>0 olacak sekildedir. Poisson dagiliminda ortalama ve varyans

birbiriyle iliskilidir:

E(Y)=p ve Var(Y)=p

Poisson regresyon modeli

Y, = E(Y,)+¢,

seklinde yazilabilir. Y;’nin beklenen degeri ise
EY)=4,

seklindedir. Beklenen degeri, dogrusal kestirimciyle iliskilendiren ve g olarak gosterilen bir

baglanti: fonksiyonu mevcuttur.

g(.u,') =1,

Ortalama ile dogrusal kestirimci arasindaki iliski

r=g"m)=¢"(X, )
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seklindedir. Poisson regresyonunda kullanilan genel olarak bir¢ok baglanti fonksiyonu

mevcuttur. Bunlardan bir tanesi
gw)=u=X .

seklindeki birim baglantidir. Bu baglant1 kullanidiginda, 4, = g"l(X; IB )= X, ﬁ oldugu

siirece E(Y;)=u, = X, ﬂ olur.
Cok kullanilan bir bagka baglanti fonksiyonu ise log baglantidir.

gu) =y, =X,

Log baglant: i¢in, aciklanan degiskenin ortalamasi ile dogrusal kestirimci arasindaki iliski

w=8"X,[)
_XPB

seklindedir. Log baglanti, Poisson regresyonu igin onemlidir, c¢linkii acgtklanan degiskenin

tahmin edilen degerlerinin negatif olmamasini saglar.

Poisson regresyonunda parametre tahmini i¢cin MOY kullanilir. Siireg, lojistik regresyondaki
yaklasim ile aymidir. Eger n tane Y gozlem degeri varsa ve bagimsiz degisken X olmak lizere,

olabilirlik fonksiyonu,

Ly .A =TI fi%)

- l/:
T A
g B TS
Y,!

T, 4" exp(-) )
i=1
I1.%!

olur. Burada g, = g"l(X;. IH ) ‘dir. Baglant1 fonksiyonu belirlendikten sonra, log-olabilirlik

ifadesi maksimize edilebilir:
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InL(Y ,’B)=iYiln,u,. +iyi —Zn:InYi!
i=1

i=l =1

Lojistik regresyonda oldugu gibi, ¢oziim icin IRLS kullanilabilir. Tahminci ﬁ elde

edildikten sonra, tahmin edilen model
r=5"(X.)

seklinde ifade edilebilir. Ornegin, eger birim baglant1 kullamilirsa, model

A

L=¢"X.B)
-X.f

olarak, eger log baglant1 kullanilirsa

f=g"X.B)
=exp(X, f5)

olarak ifade edilir. Model ile ilgili ¢ikarsamalarda, lojistik regresyonda oldugu gibi aym
yaklasim uygulanabilir. Bir baska deyisle, model sapmasi, modelin uyum iyiligi ile ilgili genel
bir dlgiidiir. Tam ve indirgenmis model arasindaki sapma farki parametre altkiimeleri ile ilgili
testlerde kullanilabilir. Bunlar olabilirlik orami testleridir. MO tahmincilerinin biiyiik
orneklem ozelliklerine dayanan Wald c¢ikarsamasi da, tek parametre testinde ve giiven araligi

olusturmada kullanilabilir.
4.4.3 Genellestirilmis Dogrusal Modeller (GLM):

GLM, normallik varsayimim igeren dogrusal regresyon modelleriyle, lojistik ve Poisson
regresyonu gibi dogrusal olmayan modelleri birlestiren ve regresyon ve deneysel tasarim
modellerini birlestirici bir yaklasimdir. GLM’de agiklanan degisken, iistel dagilim ailesine ait
bir dagilim gosterir. Bu aile, normal, binomiyal, Poisson, ters normal, iistel ve gama

dagilimlarini icerir.

Ustel aileye ait dagilimlar, su genel yapiya sahiptir:
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f(¥,,6,,0)=expl|(Y,0, — b(8,))/ a(g) + h(¥,, )]

Burada ¢, bir 6lgek(scale) parametresidir ve 6, ise dogal konum(location) parametresidir.

Ustel aileye ait dagilimlar igin,

_ _db(6,)

U=EQY)= 26

d’h,)
Var(Y) = dt9i2 a(®)
_du
r7) a(p)
dir.

_ Var(Y) : au 1

Var(u) a(g) dé, (4.11)

olsun. Burada Var(u), Y’nin varyansinin kendi ortalamasina bagliligmi gostermektedir. Bu,

normal dagilim disinda, iistel aileye ait tiim dagilimlarin bir 6zelligidir. (4.11)’in sonucu

olarak,

d6,_ 1
du Var(u)

yazilir.
Ustel Aile:

Onceki béliimde belirtildigi gibi iistel aileye ait dagilimlar
f(%,.6,,9) =expl(¥6, ~b(6)))/ a(@) + h(¥,, )]

seklinde tanimlanir. Burada normal, binomiyal ve Poisson dagilimlarinin iistel aileye ait

dagilimlar oldugu gosterilecektir.

1. Normal Dagilim:
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1 1 ,
N 7 A = — Y -
SO, 0,0) = ==exp(= (V= )")

[ v: o yu_ p
=exp| — InQRr0?*) ~——+-5 -
P ~in@z) 207 ¢* 207
2

2
= exp GL ——+Y,U—%)—%ln(2”°'2)}

= exp| LZ Yu— ,u_) oo —%1n(27£’0‘2 )}

Boylece, normal dagilim igin,

0, =u
i
be) =L
a@)=0’
y?
Y. =—
h( t’¢) 20_2

_db8,) _
E(Y)= 26§

1
——InQno?
> ( )

A\~

d’b(8,)
Var(Y) = —daTa(gb) =0’

I
olur.

2. Binomiyal Dagilim:

f(Yj90i7¢) = Cm,nﬂ'y(l _ﬂ)n—y
= exp[ln Cy,tYInz+nrln(l-7)-YIn( —7[)]

= exp[Y ln(lfﬂ;;) +nln(l-7)+InC,, }
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b(8,) = -nln(l— 1)

a(@)=1
h(¥,,$)=InC,,

db(®,) _db(8,) dr

EY)=
de, dr db,

Burada

dr _ exp(6)  exp(d) .,
dg; 1+exp(d.) 1+exp(6.)

= z(1-7) ‘dir.
Buradan,
n

EY)=(—)z(1-7)

-7
=nrx
bulunur. Bu, goriildiigii gibi binomiyal dagilimin ortalamasidir. Ayrica varyans da
Var(Y) = nx(1-r)
olarak bulunur.

3. Poisson Dagilimi:

et

f(Yi’ai’¢) = 7!
=exp[Y InA—A—In(¥Y)]

Buradan, Poisson dagilimi i¢in,
6. =In(1) ve A=expb,

b)) =4
a(g)=1
h(Y,,¢) = ~In(Y")
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elde edilir. Bu durumda,

db(6,) _db(6,) dA
de, dA dé,

E@X)=

dir. Buna karsin,

L —exp0) =2

oldugundan, Poisson dagiliminin ortalamasi,
EY)=14A=4
dir ve varyansi da,

dE(Y) _
de,

Var(Y) = A

seklindedir.
4.4.3.1 Baglant1 Fonksiyonlar1 ve Dogrusal Kestirimciler:

Bir GLM’deki temel fikir, aciklanan degiskenin beklenen degerinin uygun bir fonksiyonu i¢in

dogrusal bir model gelistirmektir. 77,,

7 =gEX ) =gw)= X,

seklinde tanimlanan dogrusal bir kestirimci olsun. Y’nin beklenen degeri,
E@)=¢ =" (X, )

seklindedir. Burada g’ye baglant1 fonksiyonu denir. Baglant1 fonksiyonun se¢imi ile ilgili

birgok secenek vardir, fakat eger

77,':0'

!
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segilirse 77, ‘ye kanonik baglanti denir. Cizelge 4.4’te, GLM ile birlikte kullanilan

dagilimlardan en ¢ok segilen bazilari i¢in kanonik baglantilar goriilmektedir.

Cizelge 4.4 GLM icin kanonik baglantilar (Montgomery vd., 2001)

Dagilim Kanonik Baglant1

Normal n, = y; (Birim baglant1)

Binomiyal n, =In(x; /(1-r,)) (Lojisitik baglantr)
Poisson n, =In(4) (Log baglant1)

Ustel n, = 71— (Ters baglant1)

Gama n, = % (Ters baglant1)

GLM ile kullanilan bagka baglanti fonksiyonlar1 da vardir. Bunlar:

1. Probit baglant::

=@ (E(Y)

seklindedir ve @ burada kiimiilatif standart normal dagilim fonksiyonunu ifade eder.
2. Tamamlayici log-log baglanti:

7, = In(In(1 - E(Y,)))

3. Kuvvet(power) ailesi baglantisi:
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EY)*,A#0

n.=
In(E(¥,)), A =0

Temel fikir olarak, agiklanan degisken dagilimi ve baglanti fonksiyonu olmak iizere,
GLM’nin iki bileseni oldugu kabul edilir. Baglant: fonksiyonunun se¢imi, aciklanan degisken
iizerinde yapilan bir doniisiimle benzer sekildedir. Buna karsin, doniisiimden farkli olarak
baglant1 fonksiyonu, agiklanan degiskenin dogal dagilimindan faydalanir. Uygun olmayan bir
doniistimiin, model olusturmada onemli sorunlara neden olmas: gibi, baglant1 fonksiyonunun

uygun olmayan secimi de dnemli sorunlar1 beraberinde getirebilir.
4.4.3.2 GLM’de Parametre Tahmini ve Cikarsama:

MO yontemi, GLM’de parametre tahmini icin teorik bir temel olusturur. Buna karsin, MO
yonteminin yerine getirilmesi, iteratif yeniden agirliklandirilmis EKK(IRLS)’ye dayanan bir
algoritmay1 gerektirir. Bu siireg, lojistik regresyondaki ve Poisson regresyonundaki ile

aymdir.

Eger, ﬂ , IRLS siirecinden elde edilen son tahmin degeri ise ve eger, baglanti

fonksiyonunun da secimi dahil olmak iizere modelin tiim varsayimlart dogruysa, asimptotik

olarak,

E(f3)= B ve Va( 3 )= a@( XV X )
oldugu gosterilebilir.
GLM hakkinda bazi 6nemli noktalar sdyle siralanabilir:

1. Doniisiim kullanmildiginda, model tahmini i¢in doniistiirlilmiis verilere dayanan SEKK

kullanlir.
2. GLM’de ise varyans sabit degildir ve parametre tahmini i¢in AEKK kullanilir.

3. Bu, bir GLM’nin, d6niisiimle varyansi sabitlenen bir model ile ayn1 analiz 6zellikleri

gOstermesini gerektirir.



116

4. Lojistik regresyonda aciklanan tiim ¢ikarsamalar, GLM’de de dogrudan uygulanabilir.
Bagka bir deyisle, model sapmasi, modelin biitlin olarak uyumunun testinde
kullanilabilir. Bunun yaninda, tam ve indirgenmis model arasindaki sapma farki,
parametre altkiimeleri ile ilgili testlerde kullanilabilir. Wald c¢ikarsamasi, tek

parametre testinde ve gliven aralif olusturmada uygulanabilir.
4.4.3.3 GLM ile Kestirim ve Tahmin:

Herhangi bir GLM igin, bir X, noktasinda ortalamanin tahmini
Lo=f=8"(X, )

seklindedir. Burada g baglanti fonksiyonudur ve X,, dogrusal kestirimcide bulunabilecek
etkilesim terimleri gibi terimler barindirmasi gerekiyorsa, model bi¢imine genigletilebilir. Bu

nokta icin ortalamaya ait yaklasik giiven aralig1 soyle olusturulur:
> =agp Xyl X))

Burada ', ﬁ icin asimptotik varyans-kovaryans matrisidir. X, da, tahmin edilen dogrusal

kestirimcinin asimptotik varyansi da,
Var@o)=Var(X , 3)= X, % X

seklindedir. Boylelikle, bu varyansin bir tahmini XOS X, seklindedir. Burada § ,

ﬁ ‘nin tahmin edilmis varyans-kovaryans matrisidir. X,’daki gercek ortalamaya ait % 100(1-

a)’lik gliven aralig
Lsu(X,)sU

seklindedir. Burada alt sinir L ve iist sinir U su sekildedir:

L=¢"(Xof ~Zun Xo8 XV
U=g—1(XOB +Zon XOS X
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~

Giiven araliklart olusturmada kullanilan bu yontem uygulamada iyi sonug verir, ¢iinkii ﬁ ,

bir MO tahmincisidir ve bundan dolayi, B ‘nin herhangi bir fonksiyonu da MO tahmincisi

olacaktir. Ortalamanin yaklasik giiven aralig: ile ilgili bagka ifadeler elde etmek miimkiindiir

(Montgomery vd., 2001).
4.5 Onemli Dogrusal Olmayan Regresyon Modelleri:

Bu boliimde, zamanla degisen biiylime davranisini agiklayan bazi dogrusal olmayan modeller
tanitilacaktir. Biiyiime modelleri birgok alanda kullanilir. Bunlar arasinda biyoloji, botanik,
tarim, zooloji ve ekoloji gibi bilimleri siralamak miimkiindiir. Biiylime siireci, gesitli
organizmalarda, bitkilerde, hayvanlarda ve insanlarda goriiliir. Kimya ve kimya
miihendisliginde ise, biiyiime, kimyasal reaksiyonlarin bir sonucu olarak yorumlanir. Bunun
yaninda ekonomide ve sosyal bilimlerde bilylime, organizasyonlarin biiyiimesi, madde ve

yiyecek arzlari ve niifus degisimi olarak ortaya gikar.

Biiyiime modelleri, genelde, ampirik olmaktan ¢ok mekanistiktir. Mekanistik bir model,
cogunlukla, biiyiimenin sekliyle ilgili yapilan varsayimlarin bir sonucu olarak ortaya ¢ikar. Bu
varsayimlari temsil eden diferansiyel veya fark denklemlerinin yazilmasi ve bu denklemlerin
¢oziilmesi ile bir biiylime modeli elde edilir. Diger yandan, ampirik bir model, bilinmeyen
mekanistik bir modele yaklasacak sekilde segilen bir modeldir. Cogunlukla, bir ampirik

model, uygun mertebede bir polinomdur.
4.5.1 Mekanistik Biiyiime Modellerine Bir Ornek: Monomolekiiler Biiyiime Modeli:

Belirli bir t zamaninda biiylime oraninin dogrudan biiylime miktar1 ile orantili olduguna
inanilan bir biiylime durumu goz Oniine alinsin. Bilylimenin maksimum degeri, & ile ve t

anindaki degeri @wile gosterilirse

dw
E—k(a—a)) 4.12)

yazilabilir. Burada k bir orant1 sabitidir. Bu diferansiyel ifadenin ¢6ziimii ile;

w=al~-fe™) (4.13)
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monomolekiiler biiyiime fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon t=0’da, a(1—~ ) noktasindan
limit degeri o ‘ya kadar yiikselir. Higbir biikiim (herhangi t icin d 2a)/a't2 ‘nin isaret

degistirdigi) noktas: yoktur.

o bir Slgek faktorii oldugundan inceleme amaciyla ¢ =1 alinsin. Yine bu amagla k ve t , bir
birim olarak kt seklinde birarada olduklarindan k=1 alinsin. Bu durumda degisen /[ ‘lar icin
Sekil 4.2°deki gibi egriler elde edilir. Degisik bir o ‘nin secimi, egrinin dikey skalasim
degistirecektir. Ayn1 sekilde degisik bir k’nin secimi de grafigi yatay olarak uzatacak ya da

biizecektir. t=0 da, her egri @ = a(1— f) degerinden baglar ve & =1 i¢in bu 1- £ “dir.

Sekil 4.2°deki egriler, (4.13)’de verilen teorik fonksiyona dayanan teorik egrilerdir. Eger t,, t3,

t, zamanlarinda elde edilen gézlemlerin w;, i=1, 2, ....... n oldugu varsayilirsa, model

.....

w,=a(l-fe™) +e, (4.14)

seklinde varsayilabilir. &, burada beklenen deeri sifir ve varyansi sabit hata paylarin

gostermektedir.
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i

——

Sekil 4.2 Cesitli £ “lar icin @ =1— fe™ bicimindeki teorik egriler (Draper ve Smith, 1998)

4.5.2 Lojistik Model:
Biiyiime oraninin

i@ _ kao(a — w)

k>0 4.15)
dt o

oldugu varsayilsin. Bagka bir ifade ile, biiylime orani, su an ki biiyiikliik ile gelecekteki

biiylime miktarinin ¢arpimt ile orantilidir.
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Eger (4.15), (4.12) ile karsilastirilirsa biiylime oraninin su an ki biiyiikliige gore ifade edildigi
goriliir (dw/ dt)/ w) . Yukanidaki ifade ¢oziilerek

w=ol(l+ fe™) (4.16)

lojistik veya otokatalitik biiyiime fonksiyonuna ulasilir. Egri S seklindedir. t=0 icin
w=a/(1+ ) degeri, diger bir deyisle, baslangi¢ biiyiime degerini elde edilir. t=oo icin de

@=a , limit biiyiime degerini bulunur. ( £ >0 ve k>0)
(4.15)’ten egrinin egiminin her zaman pozitif oldugu ve ikinci tiirevin

d’w  k(a-2w)
ar’ o

w<0.5« igin pozitif oldugu goriiliir. @=w, =0.5 noktas: biikiim noktasidir. @>0.5¢ igin

de ikinci tiirev negatif olur. Biikiim noktasi i¢in (4.16)’dan ¢, = (In )/ k bulunur. (4.16)’da

~ku

t=t, +u yazilirsa @ = /(1+e™™) olmak lizere

—ku

1_
28 =g
(4

@@ :E(H

bulunur. Buradan da biikiim noktasina gore fonksiyonun simetrik oldugu goriiltir. Clinkii g(-

u)=-g(u)’dur. Dikkat edilecek olursa 0< <1 oldugu zaman, egri biikiim noktasinin iistiinden

baslar.

Egrinin goriiniimiinii elde etmek amaciyla genellikten bir sey kaybetmeden o =1 alinabilir.
Bu durumda, (4.16), gesitli B ve k degerleri igin cizilebilir. Sekil 4.3 ve Sekil 4.4°te cesitli
durumlar i¢in egrinin goriiniimii verilmistir. A ‘nin degisimi t=0"da dikey skaladaki baslangi¢

noktasini degistirir. k’nin degisimi ise egrinin dikligini degistirecektir.
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Sekil 4.4 Cesitli k’lar igin 1/(1+8e™*) seklindeki teorik egriler (Draper ve Smith, 1998)

Lojisitk Modelin Baska Bir Sekli:

(4.16)’n1n e tabanina goére logaritmasi alinirsa,

n=0-In(l+fe™) (4.17)
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elde edilir. Burada 7 =Inw ve § =Ina doniisiimleri yapilmistir. Aslinda bu egrinin sekilleri,

logaritmik doniisiimden kaynaklanan dikey skaladaki degisim disinda, Sekil 4.3 ve Sekil
4 4’tekilerle aymidir. (4.16) ve (4.17)’deki denklemlerin, EKK ile verilere uygulanmast,
modellerin tiiretilisinden dolayr tamamen farkli varsayimlara dayanir. Nelder(1961)’e gore,

n, Yi=ln w; (w; biiylime gozlemleri) gozlemlerinin sabit varyansli olmasi, bitkilerdeki

biiylime i¢in genelde akla uygundur. Uygulamada ise, hem (4.16) hem de (4.17) modelleri
olusturulabilir ve kalintilar incelenerek hangi modelin arastirmacinin amaglarina uygun

olduguna karar verilebilir.
4.5.3 Gompertz Modeli:

Eger biiyiime orani
%j‘—) = ke.log(e/ @) (4.18)

olursa, bu ifade integre edilerek
w=o.e " (4.19)

seklindeki Gompertz modeli elde edilir. Egri, lojistik modeldeki gibi S seklinde olmasina

ragmen biikiim noktasina gore simetrik degildir. d’w/dt*> =0’dan @, = /e =0.368c

bulunur. Biikiim noktas1 i¢in (4.19)’dan #,=(log #)/k elde edilir. (4.18) ve (4.19)’dan su

iliskiler yazilabilir.
doldt _ 1 oger—logw)
dw/dt = kfe™

@

ikinci esitlik daha yalin bigimde

dawldt

log(*22 %) = log(kf) — kt

olarak yazilabilir. Birinci esitlik, goreli biiylime orani ile log@ arasinda dogrusal bir iligkiyi

ifade eder. Ikinci esitlik ise, goreli bliylime oran ile zaman arasinda dogrusal bir iliskiyi ifade
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eder. Richards (1959)’a gore, bu egri, botanik uygulamalardan daha g¢ok, popiilasyon
calismalarinda ve hayvan biiyiimesinde kullamlmistir. Ornegin Medawar (1940) tarafindan,
bir tavugun kalbinin biiylime siireci ile ilgili bir calismada kullanilmustir. Buna karsin
Pelargonium yapraklarinin biiyiimesi ile ilgili bir calismada da Amer ve Williams (1957)

tarafindan kullanilmistir.

Gompertz modelinde f—>o i¢in @ — o limit biiylimeyi verir. t=0 icin ise w=a*
baslangig biiylime degeri elde edilir. Eger & =1 alinirsa ve k=1 olmak tizere, baz1 £ degerleri

icin grafik Sekil 4.5’teki gibi olur.

10

Sekil 4.5 =1 icin w= e ”" seklindeki Gompertz modelinden secilmis teorik egriler
(Draper ve Smith, 1998)

4.5.4 Von Bertalanffy Modeli:
Bu model su sekildedir:
w= (al—m _ He—kt)l/(l—m)

o, 0, k ve m olmak iizere dort parametreye sahiptir. Modelin orijinal tiiretilisi Von

Bertalanffy(1941, 1957)’ye aittir. Bu model i¢in sunlar sSylenebilir:

i) m=0 igin f=¢ . olmak iizere monomolekiiler biiyiime modeli

elde edilir.
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ii) m=2 i¢in 8=/ olmak iizere lojistik bilyiime modeli elde
edilir.
iii) m — 1’e yaklastikca egri Gompertz modeline yaklasacaktir.

iv) m>1 ise #<0, m<1 ise @ =0 olacaktir (Draper ve Smith, 1998).

4.5.5 Michaelis-Menten Modeli:

Kimyasal kinetikte(enzim reaksiyonlarimin hizt ile ilgili deneylerde) sik¢a kullanilan

modellerden biri Michaelis-Menten modelidir. Bu model su sekildedir:

_ __BX,
E(Yi)-—f(Xi,,B)—ﬂ2+Xi

Beklenen deger fonksiyonu basitge dogrusallastirilabilir:

L _B+X,
fx. By BX
L. A1

BB X,

= 0!0 +0!121

4.5.6 Weibull Biiyiime Modeli:

Weibull biiyiime modeli,

Y, =4 -5, exp(—ﬁgtiﬂ“ )+E,

t=0 i¢in Y, = B, — B, elde edilir. t sonsuza biiyiidiik¢e, biiyiimenin alacagt maksimum deger

i

B, olacaktir.

Baz1 uygulamalarda modelin beklenen degeri, bir dogrusal diferansiyel denklemler kiimesinin
¢oziimii olarak verilir. Bu modeller ¢ogunlukla kompartman modelleri olarak adlandirilir.
Kimyasal reaksiyonlar, cogu kez, birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi ile ifade
edilir. Bu modeller, kimyada, kimya miihendisliginde ve farmakolojide uygulama alani bulur.

Diger durumlarda ise, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimii olabilir. Bazi
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durumlarda ise beklenen deger, analitik ¢Oziimii olmayan integral denkleminden olusabilir.

Bu tiir problemler icin 6zel teknik ve yontemler mevcuttur (Myers vd., 2002).
4.5.7 Kompartman Modelleri ve Sistem Diyagramlart:

Kompartman modellerinin ¢ogunlukla kullanildigi alan, biyolojik sistemler aras1 madde
degisiminin arastirildif: farmakokinetiktir. Sistem kompartmanlara boliiniir ve kompartmanlar
arasinda ilaglarin akis oranlarinin birinci mertebe kinetik(kinetics) izledigi varsayilir. Bundan
dolayi, batma(alici) kompartmanina transfer orani, kaynak(saglayici) kompartmanindaki
konsantrasyonla orantilidir. Zamana gore sabit varsayilan transfer katsayilarina, oran sabiti

ad1 verilir.

Ornek 1:

Kompartman modellerine bir 6rnek olarak, serumdaki tetrasiklin hidroklorid(tetracycline
hydrochloride) konsantrasyonu ele alinsin. Bir tetrasiklin bilesimi, bir bireye oral yoldan

verilir ve 16 saatlik periyotlarla, tetrasiklin hidroklorid konsantrasyonu serumda ol¢iiliir.

Biyolojik sistem, kimyasalin icine girdigi bir bagirsak kompartmani, kimyasali bagirsaktan

emen bir kan kompartmani ve bir elimine etme yolu olarak modellenebilir. Birinci mertebe
kinetik varsayimi ile, iki kompartmandaki tetrasiklinin (¥, (¢),7,(t))" konsantrasyonu

asagidaki diferansiyel denklemler ile aciklanabilir:

dy, (t .

Oy -6

dy, (t .

_%t(—):yz =0,7,(t)~ 6,7, (1)

Burada nokta, zamana gore tiirevi temsil etmektedir. Sistem, bir kompartman veya sistem

diyagramu ile Sekil 4.6’daki gibi temsil edilebilir.
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Sekil 4.6 Tetrasiklin modeli i¢in bir kompartman veya sistem diyagrami (Bates ve Watts,
1988)
Kimyasal reaksiyonlar da birinci mertebe diferansiyel denklemlerin dogrusal sistemleri olarak
tarif edilebilirler. Bu durumda, reaksiyonun kimyasal tiirleri(species) kompartmanlar

olustururlar.

Ornek 2:

Kimyasal reaksiyonlara ornek olarak, Ziegel ve Gorman (1980) tarafindan agiklanan Kkilli
yapraktasi yagiin pirolisisi (pyrolysis of oil shale) ele alinacaktir. Killi yapraktas: yagi,
organik olarak tasin yapisina baglanmis organik metaller igerir. Yag1 tastan ¢ikarmak igin 1s1

uygulanir ve bu teknige pirolisis denir.

Pirolisis sirasinda, kerojen olarak adlandirtlan benzen organik maddesi, yaga ve bitumene
ayristirilir. Bu esnada ¢oziinmeyen organik artiklar ve hafif gazlar seklinde yan iirlinler ortaya
cikar. Ziegel ve Gorman, Hubbard ve Robinson (1950)’dan elde edilen verileri kullanarak,

birgok aday modelden oran katsayilarini tahmin etmislerdir.

Ziegel ve Gorman, ¢ok tepkili tahmin (multiresponse estimation) yontemini kullanarak, 400
derecede elde edilen verilerle son modeli olusturmuslardir. Bu model, dogrusal diferansiyel

denklemler kiimesine karsilik gelir ve Sekil 4.7°deki diyagram ile gosterilebilir.

By
f_.r"'.---_—-.—-_b""-a___

T _ =
7 h 9, ff— Q. /f a\u
k ] = T = |
e ..-j \,q__ _ q___’/"

Sekil 4.7 Pirolisis i¢in sistem diyagrami (Bates ve Watts, 1988)

d
77;1=—(¢91 +8,)7,

ar
dt

d
f: W+ 6,7,

=6y, —(6,+6,)y,
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Burada y, kerojeni, ¥,, bitumeni ve ¥3; de yagi gostermektedir. Modele gore, kerojen, 6

oran sabiti ile bitumene ve 84 oran sabiti ile yaga ayrismaktadir. Sonra bitumen, &, oran
sabiti ile yaSa ve &3 oran sabiti ile de Olgiilmeyen yan iiriinlere ayrismaktadir (Bates ve
Watts, 1988).
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5. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYONDA TAHMIN

5.1 Dogrusal Olmayan Regresyonda Tahmin Hakkinda On Bilgi:

Daha once ifade edildigi gibi, basit dogrusal regresyonda, EKK yontemi, asagidaki Zeiz

degerinin minimizasyonuna dayanir:
Zeiz = Z(Y, -5 +,51Xi))2
i=1

Bu degeri minimize etmenin bir yolu, niimerik yontemlere basvurmaktir. Buna gore, S, ve
B, ‘e sistematik olarak degisecek bicimde degerler verilir ve bu sekilde en kiiciik kalinti

kareleri toplamini veren b, ve b, degerleri bulunur.

Ikinci bir yol ise dogrudan optimizasyondur. Buna gére, z:e,.2 ‘nin, sirast ile B, ve B, ‘e gore

kismi tiirevleri alinarak, bu ifadeler sifira esitlenir.

Dogrusal regresyon icin EKK yontemi, dogrusal olmayan regresyona da genisletilebilir.

Burada EKK icin minimize edilecek deger:

S =2 E-f( X,y
i=1
olacaktir. § (7/ ), Y/ nin parametre bilesenlerine bagh bir fonksiyondur. EKK tahmincilerini

bulmak ic¢in kullanilan iki yontem, niimerik yontemler ve normal denklemler, dogrusal
olmayan regresyon icin de kullanilabilir, fakat dogrusal regresyondan farki, normal
denklemlerin ¢oziimii iteratif niimerik yOntemler gerektirir ve analitik ¢bziim ¢ofu zaman

bulunamaz.

Y=f (Xi’7)+8i modelinde normal denklemleri elde etmek icin yukanidaki S(y)

tiirevi su sekildedir:
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0Y) F X, V)
TR IR G I

Bundan sonra p tane kismi tiirev sifira esitlenir ve ¥, ‘lar yerine onlarin EKK tahmincileri

g, ‘lar konursa, sadelestirmelerden sonra asagidaki p tane normal denklem elde edilir.

” af(X,’ ) n af(Xla )
Y____Z_ _Zf(Xi,g)__iVZ_ =0

H

Py 9%,

7/ =g 7 =g k=0,1,2,....... p-1

Burada g, ¥, ‘larin EKK tahminini veren vektordiir.

Dogrusal olmayan regresyon i¢in normal denklemler, parametre tahmini g, ‘lar i¢in dogrusal

degildir ve en basit durumda bile ¢oziimii kolay degildir. Bundan dolay1 bir ¢6ziim elde etmek

icin niimerik arastirma teknikleri kullanmak gerekir.

Bu durumu goérmek i¢in agagidaki 6rnek ele alinsin:

i. gozlemigin (X, ¥)= 7,e”*  olsun. Kismi tiirevler;

I (X, ¥)
97,

=e

seklinde olacaktir. Yukaridaki ifadelerde ¥, ve p, yerine EKK tahminleri g, ve g,
koyulursa, normal denklemler,
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ZYiegIXi _Zgoeglxieglxi — 0
ZYz‘gOXie&Xi __zgoeglxigoxieglxi =0

seklinde olur. Sadelestirme yapilip diizenlenirse,

ZYieglxi _ gozez&xi =0

ZY[X{eglxi _ gOZXiengXi =0

elde edilir. Bu normal denklemler, g, ve g, ‘e gore dogrusal degildir ve kapal1 ¢6ziim mevcut

degildir. Bu durumda ¢6ziim igin iteratif nlimerik yontemler gerekecektir. Ayn: durum MOY
icin de gegerlidir. Daha once ifade edildigi gibi, EKK yontemi ve MOY, farkli teorik

diistincelere dayanmalarina karsin, sonugta ayn: matematiksel ifadeye ulasmaktadirlar. Eger,

~N({() ,0%J ) ise, EKK tahmincileri ile MO tahmincileri ayn1 olacaklardir. Ileriki
E

boliimde dogrusal olmayan tahminde kullanilan bazi niimerik yontemler hakkinda genel bilgi

verilecektir.

5.2 Dogrusal Olmayan Regresyonda Parametre Tahmininde Kullanilan Bazi Niimerik

Yontemler:

Bircok dogrusal olmayan problemlerde, normal denklemler icin iteratif teknikler kullanmak
gereklidir. Bu teknikler, kisitlamasiz optimizasyon yontemleridir. Bu iteratif yontemler,
genellikle iyi sonug verir ve ¢bziilecek denklemlerin bigimine bagh degildir. Bununla birlikte
bilgisayar programlarinda kullanilan bir¢ok yontem mevcuttur. Bunlarin en onemlileri ve
burada deginilecek olan; Gauss-Newton (dogrusallastirma) yontemi, En Dik Inis yontemi,

Levenberg-Marquardt Uzlasimi ve Newton-Raphson yontemidir.
5.2.1 Gauss-Newton (dogrusallastirma) Y6ntemi:

Bazi kaynaklarda dogrusallastirma y&ntemi olarak da adlandirilan Gauss-Newton yontemi
dogrusal olmayan bir modeli, dogrusal terimlerle, Taylor serisini kullanarak yaklasik olarak
acar. Sonra, parametreleri tahmin etmek icin SEKK yontemini uygular. Bu sekilde devam

eden adimlarla ¢6ziime ulasilmaya calisilir. Gauss-Newton yontemi 6nceden elde edilmis olan

parametrelerin, go(o), gl(o), g2(°), ...... gp_l(o) baslangic degerleri ile baglar. Bu baslangi¢

degerleri, Onceki veya iligkili caligmalardan, teorik beklentilerden veya S( 'B ) degerini
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kiiciiltecek cesitli sayisal ongoriilerden elde edilebilir. Baslangic degerlerinin se¢imi ile ilgili

kesin bir kural yoksa da su yontemler uygulanabilir:

i)

iii)

Eger modelde p tane parametre varsa hata terimini ihmal ederek,
gozlem degerlerinden p tanesi secilir ve p bilinmeyenli p denklem
coziilerek(coziilebiliyorsa) baslangic degerleri tahmin edilmeye

calistlir.

Eger model doniistiiriilebiliyorsa,  doniistiirme  yapilip
dogrusallastirilir ve bu modelin parametre tahminleri EKK ile
bulunur. Sonra ters doniisiim ile baslangic degerleri elde edilir.

*i seklindeki modelin her iki tarafinin dogal

Ormegin ¥, = g e
logaritmast alinrsa, lnl?,. =Ing, + g, X; seklinde
dogrusallagtirilabilir. EKK ile parametreler tahmin edilir. g,

tahmini aym1 kalmasina karsin, sabit terim icin bulunan degerin
dogal logaritma tabanina gore anti logaritmasi alinir ve boylelikle

baslangi¢ degerleri tahmin edilmis olur.

X, ‘nin sonsuzdaki veya sifirdaki asimptotu icin modelin

beklenen degeri incelenebilir.

Eger bu yontemlerin hi¢ biri ise yaramiyorsa olcekli ve kilavuz

cizgili grafiklerden faydalanilabilir.

f (Xi’7 )’nin, baslangi¢c degeri gk(m etrafinda, birinci mertebe tiireve kadar kisaltilarak

acilmus Taylor serisi, i. durum igin su sekilde olacaktir:

FXoy)=fX,. 8"

Burada,

af(X 7 T

)+Z (7=

V=8
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0)
8o

0)
o | g

)
_gp4 N

px1

seklindedir. Bu arada su belirtilmelidir ki, [ ] igindeki ifade, regresyon fonksiyonunun, ilgili

parametre i¢in kismi tiirevinde, ¥, = gk(o) baslangic degerinin koyulmas: ile elde edilen

degeri gostermektedir.

Basitlestirme amaciyla,

)

O=rx.g"

0)

£ =7, g,
F (XY

D, =
* 97,

y =g®

yazilirsa, yaklasik Taylor acilimu;
p—l

f(Xi, 7 ) = ﬁ(O) +2Dik(0)ﬂk(0)
k=0

sekline doniisiir. Dogrusal olmayan regresyon modeline yaklasim olarak,

Yi:f(Xiay)+8i igin’
© , & HO g0
- © g
Y, =f +2Dik ¢ TE
pry

olacaktir. Eger ¥,” =Y, — £© olarak tammlanirsa,

H

i
k=0

p—1
¥ =S DPBO +¢, =1, e n
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seklinde sabit terimi olmayan dogrusal regresyon modeli yaklasimina ulasilir. Burada Y,

kalintilan1 gosterir. Bagka bir deyisle, gozlem degerlerinin, baslangi¢ parametre degerlerinin

yerlestirildigi dogrusal olmayan regresyon fonksiyonu etrafindaki sapmalarin1 gosterir. DS

ise, her n durum igin, baglangi¢ parametre degerlerinin verildigi f(X ;. 14 )nin kismi tiirev

degerlerini ifade eder. B ise gercek parametre degeri ile parametrenin baslangic tahmini
©)

arasindaki farki verir. Bundan dolayr f,”’, her adimda bir 6nce elde edilen parametre

tahmininin ne kadar diizeltilecegini gosterir.

Bu sabit terimi olmayan dogrusal regresyon modeli, matris notasyonu ile soyle gosterilebilir:

Y(O)__:D(O)ﬂ(o)+g

Burada:
R £ A
©) ©
Y = ﬁ = ..
r,- £ 9
nx1 px1
X, p) o (X, ¥)
37 57,
7/=g(o) }/=g‘0)
N Dy D),
D = = .
DY DY,
; o,
(X, ¥) ¥ (X, ¥)
37 37
i 7=gr0) ?/zg(O)J
nxp
gl
8 =
£
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seklindedir. Buradaki [) @ marisi, dogrusal regresyon modelindeki X matrisinin roliinii

{istlenir(sabit terim igin 1’lerin disinda). Aslinda X de bir tiirev matrisidir. Fakat dogrusal
regresyon modelinde, modelin beklenen degerinin, parametrelere gore kismi tiirevleri,

parametrelerden bagimsiz olduklan icin, bu matris sadece X sayisal degerlerini igerecektir.

ﬂ @ icin SEKK’e gore su yazilabilir:

W) (0)

b(O):(D (0>'.D <0>)_1(D Y )

g2, b, kullanilarak, asagidaki sekilde diizeltilir:

o _ 0) )
8 =& +b

Ve gk(” elde edilerek iterasyonun bir sonraki adimina gegilmis olur. Burada gk(l), ¥, larin

yenilenmis tahminini verir. Matris notasyonu ile,

0y} (0)

8§ =8 +b"

seklinde yazilabilir. } ©<a bazen Gauss-Newton artist (increment) da denir. Bu noktada,
yenilenmis parametre tahminlerinin S ( 'B ) ‘da bir iyilesmeye neden olup olmadigina
bakilabilir. g * ’daki S(f3), SSE© ile ve g ? deki S(f)degeri de SSE® ile
gosterilirse, eger Gauss-Newton yontemi etkili isliyorsa, o zaman SSE <SSE® olmalidir.

(s+1)

Bu iterasyon g -8 © farkinin veya SSE“*Y —SSE® farkimin ihmal edilecek diizeye

inmesine kadar devam eder. Son olarak elde edilen parametre tahmini ve kalint1 kareleri

toplamui sirasiyla g ve SSE ile gosterilir (Draper ve Smith, 1998).
Adim Faktorii:

Bazi durumlarda, Gauss-Newton artigi, istenilen artisin, dogrusal yaklasimin gegerli oldugu

bolgenin disina uzandiginda, SSE’de bir artisa neden olabilir. Ne var ki, bu kosullarda bile,
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(X, g (0)) ‘nin etrafinda yeteri derecede kiigiik bir yiizey icin, dogrusal yaklasim, gercek

yiizeye iyi bir yaklagim olacaktir. Bundan dolayi, ) © yoniinde, kiiciik bir adim, SSE’de bir

azalma ortaya ¢ikaracaktir. Bu nedenle A, bir adim faktorii olmak iizere,

M (©)

g =g +ip"

yazilir. A, SSE<SSE® esitsizligini saglayacak sekilde secilir. A ‘nin seciminde yaygin bir
yontem, baslangicta A=1 olarak alip, SSE’<SSE® ifadesi saglanana kadar, onu yariya
bolmektir. Gauss-Newton yontemine bu modifikasyon, Box (1960) ve Hartley (1961)

tarafindan Onerilmistir.

Gauss-Newton yontemi birgcok dogrusal olmayan model igin etkilidir. Yakinsama icin ¢ok

iterasyon gerektirmesine ragmen, yakinsamadig1 durumlar enderdir.

5.2.2 En Dik Inis (Steepest Descent) Yontemi:

En Dik Inis yontemi, S ( ﬂ ) olarak ifade edilen kalint1 kareleri toplamu iizerinde yogunlasir ve

iteratif bir siire¢ ile bu ifadenin minimumunu bulmaya calisir. Buradaki temel diisiince,

baslangic noktast g ¥ dan, siirekli yeni degerler alan ve bilesenleri,

ISy ) SWY) aS(y)
%

olan gradyent vektorii boyunca, bir yol lizerinde hareket etmektir. Diger bir ifade ile, gradyent
vektorii boyunca hareket edilerek, en ¢ok azalmanin olustugu yol izlenmis olur. Kisaca siireg

su sekilde isler: ¥ uzayinda(daha sonra parametre uzay: olarak adlandirilacak) belirlenmis bir

bolgeden baslayan, bir¢cok denemeler yapilir. Bu denemeler, %,, 7, ,........ ¥, diizeylerinin n
kombinasyonunu segerek, bu diizey kombinasyonlar1 i¢in S(;/ ynin hesaplanmasim igerir.
Burada genellikle 2 diizeyli faktoryel tasarim bicimi kullantir. Hesaplanan S (7/ )degerlerd,

bagimli bir deBiskenin gozlem degerleri olarak almarak ve 7,, 7,...7,, dizey

kombinasyonlari, ilgili bagimsiz degiskenin degerleri olarak alinarak, su model olusturulur:
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p-1
“Gozlemlenen S(/)” = & + ) BV =T s+,
k=0

Burada 7, , diizeylerin ortalamasini verir. s, ise Z(%k —%,)% /s =“sabit” olacak gekilde

i=l

secilen Olcekleme katsayisidir. Bu, denemelerin yapildifi parametre uzayinda, S(y)ile

tanimlanan gercek yiizeyin yaklasik olarak bir diizlem ile temsil edildigini gostermektedir.

Tahmin edilen parametreler, b,,b,,b,,...... ,bp_l, en dik cikisin yoniinii ifade eder. Bunlarin

eksi isaretlileri ise —b,,—b;,=b,,......,~b, ; en dik inisin yOniinii ifade eder. Bu da dogrusal

yaklagmanin gergekgi oldugu siirece, S( 4 )daki maksimum azalmanin

(Ve =% 5, =< —Db,

noktalarindan olusan dogru boyunca hareket edilerek olusacagim ifade eder. Yukaridaki

orant: faktorii, 4 ile gosterilirse, en dik inis yolu;
(7. =) s, =—Ab, A>0

esitligini saglayan (%, ,,.-...¥,, ) noktalarini igerir. Veya daha degisik bigimde:

%:=%.-Ab.s,

yazilabilir. A ‘ya sec¢ilmis degerler verilmek suretiyle en dik inis yolu izlenmis olunur. § (7 )
azaldig1 siirece A ‘ya degerler verilir ve en dik inis yolu izlenir. Eger S(;/) ‘da azalma

olmuyorsa, baska bir deneysel tasarim olusturulur ve siireg, S (7) y1 minimize eden tahmin

degerine yakinsama oluncaya kadar devam eder.

En Dik Inis yonteminin bir dezavantaji, 6lgege gore degismez olmayisidir. Degiskenlerin s,

Olcek degerleri degistifinde(hepsi ayn1 oranda defismemesi kosuluyla), hareketin yonii de

~ degisecektir.

En Dik Inis yontemi Gauss-Newton yontemine gore az tercih edilmesine karsin, bircok

dogrusal olmayan problemde iyi sonug verir (Draper ve Smith, 1998).
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5.2.3 Levenberg-Marquardt Uzlasimu:

Gauss-Newton yonteminde, hataya neden olabilecek bir durum, D(k) ‘nin, siitunlarimin
dogrusal baglantili olmasindan kaynaklanan, yaklasik tekil olma durumudur. D(k), yaklagik

tekil oldugunda, b(k), cok biiyiikk olabilir ve bu da, tahminlerin, parametre uzayinin

istenmeyen bolgelerine gitmesine neden olabilir.

Bu soruna ¢6ziim olarak, b(k) icin, Levenberg(1944),

b(k):(D(k)' D(k)+k1 )_1(D<k>' Y(k))

ifadesini, Marquardt(1963) ise,

b(k) :(D<k>’D(k)+kV ) (D(k>'Y(k>)

&) &)

ifadesini Onermigtir. Son ifadede |}/ , )" [)  ‘nin kisegen elemanlarindan olugan bir

diyagonal matristir. Goriildigli gibi, bu ifadeler, Ridge Regresyonu’ndaki tahminci

vektoriintin ifadesine benzemektedirler. Bu ydnteme Levenberg-Marquardt Uzlasimi denir,

clinkii b(k) ‘nin yonii, Gauss-Newton artis yonii(k—0) ile en dik inis yOnii(k—o0) olan

‘nun arasinda yer almaktadir.

&) )
DY

" ¢ k)
D Y/

Dikkat edilecek olursa, Levenberg’in ifadesinde, D(k) D(k) ‘nin kosegeni, toplamsal bir

faktor ile bilyilirken, Marquardt’in ifadesinde bu, (1+k) seklinde carpimsal bir faktor ile
biiyiimektedir (Bates ve Watts, 1988).

5.2.4 Newton-Raphson YOntemi:

Newton-Rapson yontemi uygulamada cok basit bir yOntemdir ve tiim niimerik iteratif
yontemlerin bir yerde temelini olusturur. Bu yontem basitce su diisiinceye dayanir: Ornegin,
tek degiskenli egrisel bir fonksiyonun mevcut oldugu, Sekil 5.1°deki durumu goz Oniine
alinsin. Egrinin, X eksenini kestigi noktanin, bir bagska deyisle, kokiiniin arastirildigi

diistinilsiin.
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(x)

f(x}

\

Sekil 5.1 Newton-Raphson yonteminin isleyisi

Iterasyona baslanabilmesi icin 6nce bir baslangic noktasinin belirlenmesi gerekir. Bu
baslangic noktasinin x oldugu varsayilsin. Bu durumda, x noktasindan ¢ikilan bir dikin, egriyi
kestigi noktadan bir teget gegirildigi diisiiniilsiin. x noktasinda, fonksiyonun alacagi deger,
f(x) tir. Cizilen teget ise, X eksenini x’ noktasinda kesmektedir. Iste bu durumda, ikinci
iterasyona gecilmis olur ve ikinci iterasyon igin yenilenmis deger, x’ noktasi olacaktir.

Fonksiyonun x noktasindaki tegetinin egimi f*(x) tir. Ayn1 ifade su sekilde de yazilabilir:

fx)

-=m= f'(x)
X=X

Bu ifade diizenlenirse,

: S (x)

X'=x———
f'(x)

ifadesi elde edilir. Ayn1 sekilde, yine elde edilen x’ noktasindan bir dik ¢ikilirsa ve bu dikin

egriyi kestigi noktadan bir teget cizilirse, bu teget de X eksenini, daha uzak bagka bir x”’

noktasinda kesecektir. Ayni islemler, bu yeni bulunan x’’ noktas: i¢in de yapilarak siireg
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stirdiiriilmiis olunur. Dikkat edilirse, her iterasyon sonucu, elde edilen noktalar, egrinin

kokiine dogru yaklasacaktir. Ve bu sekilde f(x)=0’1 saglayan x degeri bulunur. i. durum i¢in

_, S

Xisl :
f1x)

yazilabilir. Bu, Newton-Raphson yonteminin, tek degiskenli bir fonksiyon i¢in basit,

geometrik bir agiklamasidir. Dogrusal olmayan regresyonda kullanilan bir Newton-Raphson
yontemi, su sekildedir (Bates ve Watts, 1988): 7/( ¥ etrafinda, S(7/ ), ikinci mertebe kismi

tiirevlere kadar acilan bir Taylor agilimi ile yaklasik olarak sdyle yazilabilir:

sy = s/ ' © .. €) ©
PI=SY @y Y YY) YD)
Burada (U, 7/( Y da hesaplanan S (?/ ) ‘'min gradyentidir ve su sekilde gosterilir:

_ 95

(l)—ay

Buna benzer olarak, Q da, 7/(0) ‘da hesaplanan S(]/)’mn Hessiamidir ve su sekilde

gosterilir:

2%s

Kareler toplaminin yaklasik ifadesi, gradyenti sifir oldugunda, duragan bir noktaya sahip

olacaktir. Baska bir ifade ile,
(0
w+Q -y H=0

dir. Eger () , pozitif belirli(tiim 6zdegerleri pozitif) ise, bu duragan nokta, bir minimum

olacaktir. () , pozitif belirli ise, Newton-Raphson adima,
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b'=-Q w
seklindedir.
SY)=(Y —F X YV ~F XY
fonksiyonu i¢in, gradyent,
@="2DY -F( X}

ve Hessian,

Q=2DD —288—%1/ PP

0
seklindedir. Eger, D ifadesi sifir olursa, Gauss-Newton artis1 ile Newton-Raphson artis,
I

birbirine esit olur.
5.3 Biiyiik Orneklem Yaklasimi:

Dogrusal olmayan regresyonda, parametreler ile ilgili ¢ikarilan sonuglar, cofu zaman biiyiik
orneklem teorisine dayanir. Teori kisaca, 6rneklem genisligi biiyiikk oldugunda, normal
dagilan hata terimlerine sahip dogrusal olmayan regresyon modelleri i¢in, EKK ve MO
tahmincilerinin, yaklasik olarak normal dagildigini ve ¢ogu zaman sapmasiz ve minimum
varyansa sahip olduklarimi soyler. Biiyiik drneklem teorisi, hata terimlerinin yaklasik normal

dagildig1 durumda da uygulanir (Neter vd, 1996).

Dogrusal olmayan regresyona ait sonuglar hata terimleri varyans1 ¢ ‘nin tahminini gerektirir.

Bu tahmin yine dogrusal regresyonda oldugu gibi kalinti kareleri toplam1 ile bulunur.

_SSE Z(Y Y) Z(Yz —f('X"I:;*g'))Z [
Cn- p n—p n—p

MSE
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Dogrusal olmayan regresyonda, MSE o nin sapmasiz tahmincisi degildir. Fakat 6rneklem

genis oldugunda sapma kiigtiktiir.

Hata terimleri bagimsiz oldugunda ve normal dagildiginda ve 6rneklem yeteri kadar biiyiikse,
asagidaki teorem, dogrusal olmayan regresyonun sonuglari i¢in temel olusturur:
g~N (0,0%) ve drneklem genisligi n anlamli diizeyde genis ise, g ‘nin ornekleme dagilin

yaklasik olarak normaldir. Parametre tahminci vektoriiniin beklenen degeri yaklasik olarak;

E(g)57/

olacaktir. Regresyon katsayilarinin yaklasik varyans-kovaryans matrisi ise su sekilde tahmin

edilir:
s’ (g )=MSE(D D)™

Goriildiigii gibi D in dogrusal regresyondaki X in roliinii istlenmesi disinda ifade

dogrusal regresyondaki ile aynidir.

Bu teoremin sonucu olarak, dogrusal regresyonda yapilan uygulamalar aym sekilde dogrusal
olmayan regresyonda da yapilabilir. Fakat bu uygulamalar sadece yaklasik sonug verir ama
yaklasim ¢ofu zaman c¢ok iyidir. Baz1 regresyon modellerinde, 6rneklem biiyiikliigii geregi
kadar biiyiik olmasa bile biiyiik 6rneklem yaklagimi iyi sonu¢ verir. Fakat baz1 modellerde

orneklem biiyiiliigiiniin biiylik olmas1 gerekebilir.

Dogrusal olmayan regresyonun daha iyi anlasilmasi agisindan, Sekil 5.2’deki durum &rnek

olarak verilebilir.
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Sifie Hifly

/

......

oldugunda, bs’nin varyansi, bg’nin varyansindan daha biiyiiktiir (Griffiths vd., 1993).
Tek parametreli bir problem igin, bir dogrusal olmayan EKK tahmincisinin varyans ifadesi ele
alinsin. Sekil 5.2a’da, S( ﬂ ) ‘min, dogrusal olmayan EKK tahmini ba etrafinda, goreli olarak
diiz(flat) oldugu goriilmektedir. Diger yandan, Sekil 5.2b’de, S( ﬁ ) nin grafigi, tahmin degeri
bp etrafinda dik(steep) goriinmektedir. Diiz durumda, ba tahmininin giivenilirliginin fazla
oldugu sdylenemez. S( IB ) , yaklasik diiz oldugu i¢in, bu fonksiyonu, minimumundan,

hafifce daha biiyiik yapan, bazi ﬂ degerleri bulunabilir. Dik durum igin, bg’nin daha

giivenilir oldugu sdylenebilir. ﬂ icin, bg’den uzaga, kiigiik bir degisim, S( ﬁ ) ‘da dramatik

bir yiikselise neden olacaktir. Bir tahmincinin giivenilirligi, onun varyans: ile tanimlandigina

gore, dogrusal olmayan EKK tahmincisinin varyansi, tahmin degeri etrafinda, S( IB ) ‘nin ne

kadar diiz veya dik olduguna bagli oldugu sdylenebilir. Bu durumda, diizliigiin veya dikligin

nasil Olciilebilecegi sorusu akla gelmektedir. Bunun icin S( IB ) ‘mn egiminin degisme

oranina bakilabilir. Bu egimin degisim orani, bg de, bs’da oldugundan daha biiyiiktiir. Egimin

degisim orani, S( ﬂ ) ‘min parametreye gore ikinci tiirevi, d?s( IB )/dB2 ile verilir. Eger, b icin
d>s( IB y/dp*nin degeri diisiikse, S( ﬂ ) ‘nin diiz ve b’nin varyansinin goéreli olarak biiyiik

oldugu s6ylenebilir. Buna karsin, d*§( ﬂ )/dB*nin degeri yiiksekse, S( ﬂ ) ‘nin dik ve b’nin

varyansinin da goreli olarak diisiik oldugu soylenebilir.

Buna gore, dogrusal olmayan EKK tahmincisinin varyansi &S ( ’B )/d,BZ ‘nin  bir

Jonksiyonudur. Yaklasik olarak,
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d*s\"
<

yazilabilir. Daha Once ifade edildigi gibi burada S( ﬂ ), tek degiskene (parametreye)

sahiptir( ﬂ vektorii tek P bilesenine sahiptir) (Griffiths vd., 1993).

Biiyiik 6rneklem yaklagimint kullanmanin uygun oldugu durumlar belirten genel bir kural

yoktur. Buna ragmen faydali olacak bir¢ok ana hatlar bulunabilir. Bunlar1 soyle siralamak

miimkiindiir;

iii)

Parametre tahmini i¢in kullanilan iteratif yontemlerde cabuk yakinsama,
dogrusal olmayan regresyonda dogrusal yaklasimin iyi bir yaklasim
olduguna ve bundan dolayr regresyon tahminlerinin asimptotik

ozelliklerinin uygulanabilir olduguna isarettir.

Farkli baslangic degerlerinin, &rnegin koordinat sisteminin dort ayri
bolgesinde secilmis degerlerin, iterasyonlar sonunda ayni ¢oziimii vermesi,

biiyiik 6rneklem yaklagiminin uygunluguna iligkin kanit sayilabilir.

Biiylik 6rneklem sonuglarimi kullanmanin uygunlugu ile ilgili bir ¢ok ol¢ii
gelistirilmigstir. Bates ve Watts (1988), dogrusal olmama durumunu &lgen
egrilik Olctileri gelistirmislerdir. Bunlar, dogrusal olmayan regresyonun
dogrusala yaklasimini Olgmeye yaramaktadir ve Bolim 8.2’de
aciklanacaktir. Ayrica Box (1971), tahmin edilen parametrelerdeki sapmayi
tahmin eden bir formiil gelistirmistir. Hougaard (1985) ise, tahmin edilen
parametrelerin érnekleme dagiliminin ¢arpikliginin tahminini gelistirmigtir.
Dagilimin ¢arpikliginin az olusu yaklasik normal dagildiginin gostergesi
olmakta, bu da biiyilk Orneklem sonuglarinin uygulanabilirligini

getirmektedir (Neter vd., 1996).

5.4 Biiyiik Orneklem Yaklagimu ile Cikarsama:

5.4.1 Parametre i¢in Giiven Aralig1 Tahmini:



144

Orneklem genisligi biiyiik oldugunda ve hata terimleri normal dagildiginda, biiyiik 6rneklem

teoremine dayanarak asagidaki ifade yaklasik olarak gecerlidir:

8 — 7 ~tn—p) k=0,1,......... p-1
s(g:)

Buradan herhengi tek 7, icin 1-a giiven araligi:

g . *t(l-al/2;n—p)s(g,)
seklinde yazilabilir.
5.4.2 Birden Cok Parametre i¢in Esanli Giiven Araligi:

Dogrusal olmayan regresyonda birden cok parametre icin yaklasik ortak giliven aralifi
Bonferroni yontemi ile gelistirilebilir. Yaklagik 1-a giiven katsayist ile m tane parametrenin

giiven aralif1 tahmin edilecekse ortak Bonferroni giiven sinirlart:
8y T Bs(g,)

dir. Burada

B=t(1-a/2m;n— p)

dir.

5.4.3 Parametre Testi:

Bir tek y, icin biiyiik 6rneklem testi su sekilde kurulabilir:
Ho: ¥, = %o

Hit %, # %o

Burada 7,,, ¥, ‘nin belli bir degerini ifade etmektedir. Orneklem genisligi biiyiik oldugunda

test istatistigi su olur:
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* 8r — 7o

s(8,)
Eger |t' |>t(1-a/2;n— p) ise H red edilir.
5.4.4 Birden Cok Parametre icin Test:

Birden ¢ok y, icin esanli, biiylik orneklem testi yapilmak istenirse, genel dogrusal testteki
aymi yaklasim uygulanabilir. Buna gore, tam model olusturup, elde edilen kalinti kareleri
toplami SSE(F) ile, sonra da indirgenmis model olusturulup, kalint1 kareleri toplami SSE(R)

ile gosterilirse, test istatistigi dogrusal regresyonda oldugu gibi,

_ SSE(R)— SSE(F)
sdp —sd

F*

/ MSE(F)

seklinde yazilabilir. F*>F(1—o;sd g —8d,sd ) ise Ho red edilir (Neter vd., 1996).
5.4.5 Giivenlik Konturlari:

Modelin dogrusallastirilmis bigiminin, 14 ‘nin son tahmini g etrafinda gegerli oldugu

varsayimu altinda, elipsoid giiven bolgesi elde edilebilir. Bu su formiille verilir:
¥y -g).D -D -y -g)<ps’F(p,n—pil-a)

Burada ﬁ 4 yerine g yazilarak elde edilen [) matrisidir. Ve

s =S(g )~ p)

seklindedir. Model dogrusal olmadiginda yukaridaki elipsoid, gergek giiven bolgesi

olmayacaktir.

Gergek giivenlik konturu, S( Y ) = “sabit”, aliminca tamimlanir; fakat genel dogrusal olmayan

durumda, gercek dagilim Ozellikleri bilinmedigi icin, belirli bir olasilik diizeyi elde edilemez.

Buna ragmen, kontur, rnegin
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S(y) =5(g ) [1+(p/(n-p)). F(p,n-p;1-a)]

seklinde segilebilir. Bu sekilde belirlenen kontur, bu durum igin, dogru giivenlik konturu

olacaktir, fakat, sadece olasilik diizeyi yaklasik olacaktir.

Genel olarak, dogrusal olmayan modelin dogrusallastirilmis bi¢imi kullanildiginda, dogrusal
regresyonda kullanilan tiim formiil ve analizler uygulanabilir. Elde edilen sonuglar, ancak,

dogrusallastirilmis modelin gercek modele iyi yakinsadigi durumda gegerli olur (Draper ve

Smith, 1998).
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6. DOGRUSAL OLMAYAN EKK GEOMETRISI

Dogrusal Olmayan EKK’in Orneklem Uzay ile Aciklanisi:

Model dogrusal olmadiginda , dogrusal modeldeki gibi X matrisi yoktur. Yine bir tahmin
uzay1 olmasina ragmen , bir vektor kiimesi tarafindan tanimlanmaz ve ¢ok karmasik olabilir.

Tahmin uzay1 ( ¢6ziim bolgesi olarak da adlandirilir)
{f(Xl,y),f(Xz,y), .......... f(Xn,j/)}

seklinde ifade edilen koordinatlara sahip tiim noktalar: igerir. S(7/ M S( ﬂ ) olarak da
gosterilen], yine (¥,,Y,,....... Y ) noktasindan tahmin uzayindaki bir noktaya olan uzakligin
karesidir. S(;/ )’nin  minimizasyonu, tahmin uzayinda en kiicliik uzakligi verecek P

noktasinin bulunmasidir.

Tahmin uzayi
(¢6z0m bbligesi)

-

Sekil 6.1 n=2 i¢in Srneklem vzayt: f( X ,, 7) dogrusal degil (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 6.1, n = 2 igin X; ve X ‘ye karsilik gelen Y ve Y, gozlem degerlerini ve tek parametre

7 y1 gostermektedir. Tahmin uzay1
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{(F( X (XN}

noktalarin1 iceren egriden olusmaktadir. Xj ve X sabittir ve ¥ degismektedir. Y (Y1, Y2 )

koordinatlarina sahiptir ve P, tahmin uzayinda, Y ‘ye en yakin noktay1 gostermektedir.

A3

Sekil 6.2 n=3 p=2 i¢in 6rneklem uzayr: f(X ,, 4 ) dogrusal degil (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 6.2 X, X3 ve X3 i¢in n=3, Y1,Y, ve Y3 gozlemlerini ve y, ve ¥, iki parametreyi

gostermektedir. Egriler , parametrelerin tahmin uzayindaki veya ¢o6ziim bolgesindeki

koordinat sistemlerini temsil etmektedir. Bunlar

{A(X 707 (X 357070 (X 3270710 }

seklindeki noktalar1 icerirler. Dogrusal olmayan bir probleme, dogrusallastirma (Gauss-

(0)

Newton) teknigi uygulandiginda , tahmin uzayinda bir ™’ noktas1 segilir. Bu nokta, yeni

orijin olur ve dogrusallastirilmig tahmin uzay1 , bu noktaya teget bir uzay olarak diisiiniiliir ve
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dogrusallastirilmis EKK problemi bu sekilde ¢oziiliir. Bu ¢6ziim dogru olmayabilir ve bu

durumda yeni bir iterasyon baslar.

Tahmin uzay 4

Sekil 6.3 Dogrusallastirma yonteminin geometrik yorumu (n=2, p=1) (Draper ve Smith, 1998)

Sekil 6.3°de, iki gbzlem ve bir parametre icin dogrusal olmayan bir problem gosterilmektedir.
Sekil 6.3, tahmin uzaymmi veya ¢oziim bolgesini, lizerindeki y  birimleri cinsinden
gostermektedir. Burada =0 oldugu ve y=1 ile isaretlenmis noktanin da y=1 ve digerleri
icin elde edilen tahmin uzayinin noktas: oldugu varsayilir. Sunu belirtmek gerekir ki , ¥ ‘nin
isaretleri, egrisellik ve koordinat sisteminin diizgiin olmayisindan dolay1 esit aralikli degildir.
y= y©=0’da tahmin uzay! egrisine ait teget dogrusu gosterilmistir ve »® ‘daki degisim

oranindan elde edilen, ¥=0,1,2,.... birimleri ile boliimlenmistir. Bu birimler esit araliklidir.

Buna gore, dogrusallik varsayimina dayanarak,  ‘nin EKK tahmini bulunabilir. Geometrik

olarak bu, YQp 1n, tegete dik olacagi bir Qp noktasi bulmak demektir. Dogrusallastiriimis
birimlerde goriiliir ki; ¥ ‘min bir degeri yaklasik 3,2(Qqda ) olarak saptanir. Bir sonraki

iterasyonda bunun igin teget dogrusu, tahmin uzayi egrisinin ¥ = 3,2 oldugu noktada, diger bir
deyisle, Q noktasinda kullanilir. Dogrusallastirma (Gauss-Newton) yonteminin bazen neden

ise yaramadif1 kolayca goriilebilir. Eger ¥ ‘da f(X ., %) ‘min degisim oram kiiciikse, fakat

hizli artiyorsa, teget dogrusundaki birimler fazlasiyla gergek disi olabilir.
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Tahmin uzay)

Sekil 6.4 Dogrusallastirma yonteminin geometrik yorumu (n=2, p=1) (Draper ve Smith, 1998)

Ornegin, Sekil 6.4’de, y@‘daki degisim oram kiigiiktiir. Dolayistyla, ¥ ‘nin
dogrusallastirilmig birimleri kiigiiktiir. Gergek birimler ise hizli artmaktadir. Bundan dolayi
eger sonraki iterasyona ¥ ‘nin, Qq’daki 26 degeri ile baglanirsa, tahmin uzayindaki baglangic

(0}

noktasi, ilk = y"’ =0 tahminindeki en iyi nokta olan P’den uzakta kalacaktir. Bu durum

sonraki iterasyonlarda diizeltilebilecegi gibi, diizeltilemeye debilir (Her ne kadar basitlik icin

(0)

7@, 0 ve birimler 1,2,...... seklinde secildiyse de, benzer saptamalar, genelde 7'® ve birimler

ne olursa isleyecektir).

Daha fazla gozlem ve iki veya daha fazla parametre icin ayni tartisma gegerlidir. Ancak

buradaki durum ¢ok daha zor ve sekille gosterilmesi imkansiz olacaktir.

Model dogrusal oldugunda 6rneklem uzayindaki sabit S( 4 ) konturlari, kiirelerden meydana

gelir. Dogrusal olmayan problemlerde ise olduk¢a diizensiz konturlar olusabilir. Bu konturlar
tahmin uzayindaki, belli bir Y:(Y;, Y», ....Yp) noktasina esit uzakliktaki(secilmis bir uzaklik)

biitlin noktalardan meydana gelebilir.

Dogrusal Olmayan EKK’in Parametre Uzay: ile Agiklansi:

Dogrusal model i¢in sabit § ( ﬂ) konturlar1 parametre uzayinda ortak merkezli elipslerden

olusuyorlardi. Model dogrusal olmadiginda, bu konturlar bazen “muz seklinde”, sik sik
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uzamig halde olurlar. Bazi durumlarda konturlar sonsuza uzar ve kapali bir sekil
olusturmazlar. Veya bircok duragan deger icin bu degerleri ¢evreleyen ¢ok sayida halkaya

sahip olabilirler. Bir¢cok duragan deger mevcut oldugunda, konturlar, cesitli seviyelere veya

S( 14 ) igin alternatif minimumlara sahip olabilirler. Ornegin,

~ht —Yoi!
Y:yoe 1 —}/le 01

%

+ €

modeli diisliniilsiin. 7, ve y; aralarinda degistirildiklerinde model degismez. S(}/ ) igin

minimum (%, , %) =(go, g1)’de elde edilirse, ayn1 minimum degeri ( ¥, , 7;) =( g1.80)’da da elde

edilir. Bagka bir deyisle, cift ¢oziim mevcuttur (Draper ve Smith, 1998).

b= 0Ny

ta) Dogrsal rmodsl

B b {Minimize sden deger)

{c} Iki yerel minirmrsa sahip dogrusal olmagyan model



Sekil 6.5 Kalmt1 kareleri toplam1 fonksiyonunun konturlari: (a) dogrusal model; (b) dogrusal
olmayan model; (c) bir yerel ve bir global minimuma sahip dogrusal olmayan model
Sekil 6.5, parametre uzayinda S ( ﬂ) nin, dogrusal, dogrusal olmayan ve iki yerel minimuma

sahip dogrusal olmayan durum igin goriiniimiinii sunmaktadir. Model, dogrusal oldugu

zaman, S ( ﬂ) y1 temsil eden konturlar, elipsoid bicimli ve tek bir global minimuma sahip
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(Montgomery vd., 2001)

olacaklardir. Bu durum Sekil 6.5a’da gosterilmistir.

Modelin dogrusal olmadigi durumda, konturlarin sekli, Sekil 6.5b’deki gibi olur. Konturlarin

sekli dogrusal olmayan modelin bigimine baglidur.

Bazi durumlarda, konturlar 6yle diizensiz olurlar ki, bir¢ok yerel minimum ve belki de birden

cok global minimum var olabilir. Sekil 6.5c, bir yerel ve bir global minimumun var oldugu

durumu gostermektedir.

fz

bl dan gegen
SR konturu

_~ Dogmsallagtnma problenmindeli

kalmts kaveleni toplane kontnlan

4 b, Ik iterasyon somanda
dogrusallastmbngg pdcim
Baslanzg defari

B

&

fh) Izleyen dofrusallastrms terasyonlanmin gorindmd

Sekil 6.6 Dogrusallastirmanin geometrik goriiniimii: (a) ilk iterasyon; (b) Izleyen
dogrusallastirma iterasyonlarinin goriiniimii-(Montgomery vd., 2001).
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Dogrusal olmayan modelde, S ( IB) nin goriintimii diizensiz “muz” seklinde olmasina

karsilik, dogrusal model igin bu goriinim, eliptik, ve global minimuma, Sekil 6.6a’daki
“slirahi”‘nin tabaninda, sahip olmaktadir. Dogrusallastirma yontemi, dogrusal olmayan
regresyon problemini, bg’dan baslayarak, bir dizi dogrusal regresyona doniistiiriir.
Dogrusallastirma ile, bir dizi eliptik kontur yardimiyla, global minimuma dogru hareket
edilir. Bu, SEKK ile yapilir. Bir sonraki iterasyon, Sekil 6.6b’de gosterildigi gibi, yeni by

¢oziimiinden baglayarak, siireci tekrar eder (Montgomery vd., 2001).
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7. DOGRUSAL REGRESYON MODELINDE DEGISEN VARYANS

7.1 Degisen Varyans Kavrami:

Boliim 2.3.2’de deginildigi lizere, KDRM’nin varsayimlarindan biri, her alt anakiitle icin, hata

paylar1 varyansinin ayn1 oldugu seklindeki, sabit varyanshilik varsayimidir. Bu durum,
Var(g, |[Xp)= o7
ile gosterilir. Ayni durum, diger varsayimlarin gecerliligi altinda, Y;; icin de s6ylenebilir:

Var(Y, [X)= o7

f(g)

u

unlug

~
13
-

-

gij nin olasihik yo

Sekil 7.1 Sabit varyans (Gujarati, 2001)

Sabit varyanshilik durumu, bagimsiz degisken-X-ve bunlara karsilik gelen Y’lerin dagilim ve
bunlara karsilik gelen, hata paylarinin olasilik yogunluk fonksiyonu degerlerinin verildigi,
Sekil 7.1°deki ti¢ boyutlu grafikte gosterilmistir. Goriildiigli gibi, her alt anakiitlenin varyansi

ya da diger bir deyisle yayiklig1 (dispersion) aynidir.
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f(€)

unlugu

-
o
f =

eij nin olasilik yo

Sekil 7.2 Degisen varyans (Gujarati, 2001)

Degisen varyansta ise, durum, Sekil 7.1’dekinden farkli olacaktir. Bunun icin Sekil 7.2°deki
durum Ornek olarak verilebilir. Gorildiigii gibi, her alt anakiitle icin hata paylarinin veya

bagimli degisken degerlerinin varyansi aymi degildir.
7.2 Degisen Varyansin Nedenleri:

Degisen varyans, zaman serilerinden cok kesit verilerinde goriilmektedir. Degisen varyans,

spesifikasyon hatasindan veya model tahmininde kullanilan verilerden kaynaklanmaktadir.

Spesifikasyon hatasina Ornek olarak, modelde bulunmas: gereken bir bagimsiz degiskenin

dislanmasi verilebilir. Buna gore, kurulmasi gereken model,
Y =B +BX;+ X, +...... +B,.X,.; tE
iken, bir bagimsiz degigkenin digslanmastyla —

Y=8,+0X,;+ X, +... +,Bp_2Xp_2‘,. +u,



156

halini alir ve indirgenmis modeldeki hata payi,

w,=pf,.X,,, ¢

olarak yazilir. Burada, u;’nin varyansi,

Var(u;,) = B, Var(X

p-Lli

)+Var(g;)

seklindedir. Goriildiigii gibi, bu ifade, dislanan bagimsiz degiskene baglidir ve bu da degisen

varyansa neden olabilecektir.

Degisen varyansa neden olabilecek diger bir durum ise, model tahmininde, zaman serisi

verileri ile kesit verilerine birlikte yer vermektir. Bu durumda, zaman serisi verileri ile ilgili

parametre, zamana gore degisimi yansitirken, kesit verileri ile ilgili parametre ise birimlere

gore degisimi yansitacaktir.

Genel olarak, degisen varyansa neden olabilecek durumlar, su sekilde ifade edilebilir:

i)

iii)

Hata-6grenme  modellerine gore, deneyim arttikga hata
azalmaktadir. Omegin, belirli bir zaman dilimi icerisinde, daktilo
yazim hatalan ile daktilo ¢alisma saatleri arasindaki iliski gibi.
Eger, daktilo yazim hatalar1 bagimli degisken olarak alinirsa,
hatalarin c¢alisma saatlerine gore azalacagindan(en azindan
azalmas:t bekleneceginden), degisen varyans durumu ile

karsilagmak fazlasiyla olasidir.

Bazi degiskenlerin kullanimi sonucu olusan &zel durumlar.
Omegin, tasarruflarin  gelire gbre regresyonunda, degisen
varyansla karsilagmak miimkiindiir. Ciinkd, gelir yiikseldikge,
insanlarin istedikleri gibi harcayabilecekleri gelir daha cok olur.
Harcayabilecekleri segenekler genisler. Boylece alt anakiitle

varyanslarinin gelirle birlikte biiyiimesi olasidir.

Veri toplama tekniklerinin gelismesi daha az hataya neden
olabilir. Boylece, alt anakiitle varyanslari azalma egiliminde

olabilir.
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iv) Sapan degerlerin(outliers) varligi, degisen varyansa neden
olabilir. Bu durumda, sapan degerlerin atilip atilmamasi

aragtirilmalidir.

V) Daha oOnce, ornek verildigi gibi, degisen varyans, spesifikasyon

hatalarindan kaynaklanabilir.
7.3 Degisen Varyansin Sonuglar1 ve Degisen Varyans Varken Tahmincilerin Ozellikleri:

Bilindigi gibi, sabit varyanslilik, her alt anakiitlenin esit dneme sahip oldugunu ifade eder.
Baska bir deyisle, 6rneklemde, her gozlemin giivenilirli§i aymidir. Sabit varyans varsayimi
gecerli olmadiginda, bu durum bozulur ve Srnekleme giren her gézlem , farkli varyanslara
sahip alt anakiitlelerden geldiklerinden, esit giivenilirlide sahip olmayacaklardir. Degisen

varyans durumunda, su sonuglarla karsilasilir:

i) Tahminciler, yine dogrusal ve sistematik hatasiz olurlar. Sistematik hatasiz

olduklarindan asimptotik olarak da sistematik hatasiz olacaklardir.

i) Tahminciler, arttk minimum varyansli olmayacaklardir. Bundan dolayi, etkin

tahminciler degildirler. Asimptotik olarak da etkin degildirler.

iii)  Tahmincilerin varyanslari, sistematik hatali olurlar. Bu sapma, ¢ ‘nin bilinen
tahmincisi MSE’nin, degisen varyans varken, artik sistematik hatasiz

olmamasindan kaynaklanir.

iv) Degisen varyans s6z konusu oldugunda, alisildik t ve F testleri, giivenilirliklerini

kaybederler (Gujarati, 2001).

Tahmincilerin bilinen, kiiciik 6rneklem ve biiyiik orneklem o6zelliklerinin, degisen varyans

durumunda, nasil etkilendikleri asagida ayrintili olarak incelenecektir:

Degisen Varyansmn So6z Konusu Oldugu Durumda Parametre Tahmincilerinin

Ozellikleri:
i) Sistematik Hatasizlik:

ARF’nin
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Y=0,+BX, +¢
seklinde basit dogrusal regresyon modeli oldugu diisiiniilsiin. Bu ifadenin ortalamasi alinirsa,
Y=B8,+BX+E

olacaktir. Boliim 2.3.3’te,

k=t x=(Xi-X)

olmak tizere,

b, :zki(ﬁo +B,X; +¢)
=p +Zkigi

oldugu ifade edilmisti. b;’in beklenen degeri ise, bu durumda, parametreye( 3, ) esit olacaktir:
E(b)= f,

Ayni sekilde bo’1in beklenen degeri,

Y=8,+BX+E

esitliginden,

E(bo)=(8, + BX +8)-b X = f,

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi, tahminciler sistematik hatasizdirlar. Ayni zamanda
asimptotik olarak da sistematik hatasizdirlar. Ciinkii zaten EKK tahmincilerinin sistematik

hatasi1zlig1, sabit varyans varsayimini gerektirmez.
ii) Etkinlik:

Degisen varyans durumunda, tahmincilerin varyanslarinin minimum olamadigi su sekilde

gosterilebilir:
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Yi :ﬁ0+ﬂ1Xi tE&;

seklindeki ARF de, sabit varyans varsayimi gerceklesmediginde parametrelerin 3, ve S

olduklar1 kabul edilsin. Burada, ﬁ; ve ,31* ‘in varyanslar1 en iyi dogrusal sapmasiz tahmin

yontemi ile belirlenecektir.

Dogrusallik kosulu geregi,
Bl* = Z a;Y,
B! “in beklenen deger ve varyans,

E(B)=Y a,EX,)
:ﬂozai +ﬂlzaiXi

Var(f) = E[y aY, - EQY_ aX)T
= E[Y, a,(Y, - EQX))I

Y, - E(Y,) = ¢, oldugundan,

Var(ﬁ;) = E(Z a;E; )’
=E[) . a}e} +2EQ a,£,a,€,)]

i<j
elde edilir. E(¢”) =0} ve E(g,€;) =0 oldugundan,
Var(B) = Zafo‘f
olarak bulunur. Bu sonuglara gore, sistematik hatasizlik geregi,

Zai=0

Z%ngl - -

olacaktir ve Lagrange fonksiyonu,
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H=Yalo! -4 a)-24,Q a,X,~1)
olarak elde edilir. H’nin ay, a,,....a, Ve Ay, Ag,.... Ay’e gore kismi tiirevleri,

oH

5 =2a,00 -} - 4LX,

da,

g_H‘Zzazo-zz A -4X,
a,

oH =2a,0> -4 ~1,X,

da,

oH

a2

—g%z—ZaiXi +1

olacaktir. Bunlar sifira esitlenirse,

1A X
o =thi X
! 2(0'12 20'12)

1 A4 X,
a,=—(L+4 =2
2 2(0'22 /120'22)

i 4, X
“"25(0—3”2 f)

elde edilir. Bu durumda a;’lerin toplamui,

1 1 X,
Zai =5(/’L,ZO_—’2+122;_’7)

seklinde elde edilir. Her bir a;’nin Xj’ler ile carpimlarinin toplami da

1 X, X?
ZaiXi =5(’1i2’0?+2220__i2) o

seklinde yazilir.
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Za,.zo
Zain.zl

olmasi gerektiginden,

1 1 X
> a, =5(z,.2—07+/1220—;)=

X;
iy=(

1 X,
ZaiXi ———2-(/1,20__’2

esitliklerinden, A; ve A; gekilirse,

A =
(Zm)(z ) (Z
_2(Z_L)
o’
1 X!
(Zo._iz)(z 0.12

A, =

bulunur. A; ve A;’nin bu ifadelerinin a; lerde yerine koyulmasi ile, genellestirerek,

X, (Z—)

(Z %)(Z x;

yazilabilir. Bu ifade, ,BI* = Z a;Y, ‘de yerine konursa

) (Z—)(Z ’) o, ’)(Z—)
iy — ‘ . o
(Z;?)(Z of -

ve [, ‘in varyansi da
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(Z%)
(Z~)(Z ) (Zﬁ)

Var( ,5A’1*) =

olacaktir. f; ise,

Bg =Y"ﬁ1*)?
Y, X,
_ Zo_z B Z;Z
Y = 1' ve X = li
S5 S5
oldugundan,
Y, X,
. gt g
,Bo = ll ":Bl 1,
IR

olacaktir. ,3; ‘in varyansi da ayni sekilde,

(ZX :
(Z—)(Z > (Z

Var( B;)=

olarak elde edilir. Bu sonuglara gore, degisen varyans durumunda, tahmincilerin varyanslar
minimum olmamaktadir. Bir bagka ifade ile, EKK tahmincileri, sabit varyans varsayimi

gecerli olmadiginda, etkin degildirler.
iii) Tutarlilik:

Daha 6nce aciklandig1 gibi,

plimd=4

n-—o0
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ise, @, @ ‘mn tutarli tahmincisidir.

b, =Zki(180 +B.X, +E)
:ﬂl +Zk585

oldugundan,

plimb; = B +plim kg,

olacaktir.
X -X)e - X -X)e,
Cov(Xi,el.)=z( : )& ):Z( - ) L=0
n n
oldugundan,
D (X, -X)g =0

olacaktir. Z (X; - X)? ise sabit sayidir. Bu nedenle,

0
limb;= +plim =—— =
p 1 ﬂl p Z(X, _X)z ﬁl

olarak elde edilir. Sabit varyans varsayimi gecerli olmadiginda da by, S, ‘in tutarli tahmincisi

olmaktadir.

Aym sekilde, B, i¢in de
plimby=p lim(f—blf)
yazilacaktir.
Y=B,+BX+&
oldugundan,

plimby=plim(f, + B, X +&-b,X)
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= B, + B, X + plim(g) - plim(b, X)
=:60"'161X—"'0_,BrY
=,Bo

olur. Burada da goriildiigii gibi, sabit varyans varsayimi gegerli olmasa bile by, B, ‘n tutarlt

tahmincisi olacaktir.

iv) Asimptotik Etkinlik:

Sabit varyans varsayimi gegerli olmadiginda, b;’in varyanst,
Var(b))=E®b, - B,)*

ile gosterilsin.

by =0+ ke

oldugundan,

Eb-B) =EQ ke, )

Bk 2mry & —ZX - (ichX)e,-

olur. E(g,e;) =0 oldugundan,

Z(Xi _}?)28:’2

S oy HEED =k

= E[

bulunur. Goriildiigii gibi, Var(b,), daha énce elde edilen Var( Bl*)’den farklidir ve n arttik¢a

farklilasacaktir. Aym durum by igin de gegerlidir. Bu nedenle, sabit varyans varsayimi gegerli

olmadig1 durumda, by ve b, asimptotik olarak etkin degildirler (Giiris ve Caglayan, 2000).

7.4 Degisen Varyanst Saptamada Kullanilan Bazi Testler:
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Degisen varyansin arastirilmasinda kesin kurallar yoktur, ¢iinkii uygulamada se¢ilmis X;’lere
karsilik, biitiin Yj'ler elde edilemez. Anakiitle hata payr varyanst o (eger degisiyorsa
0; )'nin elde edilmesi, ancak, anakiitle, Cizelge 2.2’deki gibi biliniyorsa, miimkiindiir. Temel
bilimlerin aksine, bir¢ok sosyal bilimlerde, inceleme konulari, labaratuvar gibi denetimli
kosullarda yapilamaz. Bundan dolayi, genellikle, belli bir X degerine karsilik, tek bir Y degeri
bulunur. Bagka bir deyisle, tekrarlt verilere fazla rastlanilmaz. Bunun i¢in de, alt anakiitle
varyanslarinin bilinmesi imkansizdir. Bunun sonucu olarak, degisen varyansi belirlemeye
yonelik yOntemler, kesin kurallar olmaktan c¢ok, sezgilere veya Onsel deneyimlere dayali

yontemlerdir.

Degisen varyansi incelemeye yonelik yontemlerde ilk akla gelen grafiksel incelemedir. Eger
sabit varyanslilik varsayim dahil diger tiim klasik varsayimlar yerine gelmisse ve érneklem
hacmi biiylikse, kalintilarin, hata paylarinin yaklagik tahmincisi oldugu soylenebilir. Buna
gore, kalintilarin mutlak degerlerinin veya karelerinin, tahmin degerlerine veya agiklayici
degisken(ler)e gore grafiklerine bakilir. Eger, grafikte belirli bir diizenli yap1 goze carpiyorsa,
degisen varyansin s6z konusu oldugu sdylenebilir. Bu grafikler Sekil 7.3’deki gibi olabilir.

£
L% )
1]

() (el

Sekil 7.3 Kalintilarin agiklayici degiskenle grafigi (Gujarati, 2001)
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Sekil 7.3’de goriildiigi gibi, (a) disindaki diger tiim grafiklerde belirli bir yap1 goze
carpmaktadir. Bundan dolayi, gorsel olarak (a) disinda diger grafikler igin, kalintilarin,
degisen varyansh anakiitlelerden cekilmis Grneklemlerden elde edilmis oldugu sdylenebilir.

Sekil 7.3’teki grafikler, kalintilar ile tahmin degerleri i¢in de ayni olacaklardir. Eger, modelde

birden fazla agiklayici degisken varsa, e;- ﬁ grafigi incelenecektir.

Degisen varyansin arastirilmasinda, grafik incelemeden daha etkin ve gelismis bircok test
mevcuttur. Bunlardan, burada bahsedilecek olanlar, Park-Glejser (PG) testi, Spearman sira
korelasyonu (S) testi, Goldfeld-Quandt( GQ) testi, Breusch-Pagan-Godfrey (BPG) testi,
White (W) testi, Modifiye edilmis Levene testi (ML), Ramsey’nin Reset(RR) testi, Lagrange
Carpani (LM) testi ve tekrarli veriler gerektiren Bartlett (B) testidir.

7.4.1 ) Park-Glejser (PG) Testi:

PG testi, 0% ‘nin, agiklayici degiskenin bir fonksiyonu oldugu diisiincesine dayanir. BSylece

yukaridaki grafikleri bi¢imsellestirir. Burada 6nerilen fonksiyon,
ol =0’X"e"

ya da,

Ino} =lno” + fInX, +v,

seklindedir. o bilinmediginden, onun yerine kalintilarin kareleri kullanilarak su model

tahmin edilir;

Ine} =Ino? +BInX, +v,
=a+fInX, +v,

Eger S istatistik bakimdan anlamli cikarsa, degigsen varyans bulundugu soylenebilir.

Anlamsiz cikarsa sabit varyans varsayimi kabul edilir.

PG testi, iki adimlidir. Once, sabit varyans varsaymmimn gecerli oldugu diistiniiterek SEKK ile

model tahmin edilir. Sonra, elde edilen kalintilar ile yukaridaki model tahmin edilir.
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Park tarafindan Onerilen bu yontem daha sonralari, su ek fonksiyon kaliplar ile Glejser

tarafindan gelistirilmigtir.

leilzﬂo +BX, +v,
leilzﬂo +ﬂl\/—)(—i+vi
]ei]:ﬁo +ﬂ1 %+Vi

!

_ 1
Iei"‘ﬂo + 5, \/Z"'Vi

'eil:\/ﬂo +BX, +v,
leil‘—'\lﬂo +:B1Xi2 +V;

Goldfeld ve Quandt, PG testine giren hata payr V,‘nin, ortalamasimn sifir olmamasi,

otokorelasyonlu olmasi ve daha da fazlasi, degisen varyansli olmasi gibi sorunlara dikkati

cekmiglerdir. Baska bir giicliik de, Glejser’in 6nermis oldugu,

’eilz’\/ﬂo +:31Xi +V;
lei’ :Vﬂo +161Xi2 +V;

modellerinin parametrelerinde dogrusal olmamas:t ve bilinen SEKK yontemi ile tahmin

edilememesidir.
7.4.2 ) Spearman Sira Korelasyonu(S) Testi:

S testi, korelasyon katsayisinin, sira numaralarinin yarattigi iliskiden faydalanilarak,

kisaltilmas1 sonucu elde edilen Spearman sira korelasyon katsayisina dayanir:

>d’
r,=1-6—%=t—
n(n” —-1)

Burada d, i inci kisi ya da olgunun iki farkli 6zelli§ine verilen sira numaralart arasindaki

farktir. n ise siralanan kisi ya da olgu sayisin1 gosterir.

Bu testin altinda yatan diisiince sudur: Eger kalintilar, degisen varyansli anakiitleden ¢ekilen

bir 6rneklemden elde edilmislerse, o zaman, bu kalintilar, biiyiik olasilikla, Sekil 7.3’dekine

benzer, X’e(veya I?, ’ya) bagh yapilar sergileyeceklerdir. Bu da r; ile belirlenebilir. Hipotezler,
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Ho: p,=0 sabit varyans

H; : p,#0 degisen varyans

seklinde kurulur. Burada dogrusal korelasyon yerine, sira korelasyonunun kullanilmasinin
nedeni, KDRM’nin varsayimlar1 geregi, kalintilar ile bagimsiz degiskenler arasinda iliski

olmamasidir.

Test i¢in, 6nce model tahmin edilerek, kalintilar hesaplanir. Kalintilarin mutlak degerleri ile
bagimsiz degiskenin(tahmin degerlerinin) degerlerine gore her ikisine de sira numaralar
verilir. Sira numaras1 verilirken degiskenlerin aldiklar1 deger birden fazla tekrarlaniyorsa, bu
degerler ile ilgili sira numarasinin ortalamas: alinarak sira numarast verilir. Bu durumda
korelasyon katsayisinda kiiciik bir sapma olacaksa da bu ihmal edilebilir. Bulunan sira

korelasyonu katsayisi,

test istatistigi kullanilarak t testi ile test edilir. Cok degiskenli dogrusal modellerde her
bagimsiz degisken igin bu testin yapilmas: gerekir. Eger hepsinde Hy kabul edilirse sabit

varyans varsayimi kabul edilebilir (Gujarati, 2001).
7.4.3 Modifiye Edilmis Levene(ML) Testi:

Modifiye edilmis Levene testi, kalintilarin degiskenligine dayanir ve normallik varsayimi
gerektirmez. Bu test, normallik varsayimindan 6nemli sapmalara karsi dayaniklidir. Hata
paylarinin  dagilimi normal dagilimdan cok farkli ise, hata paylarinin varyanslar esit

oldugunda, nominal anlamlilik diizeyi yaklasik olarak dogru olur.

ML testi su sekilde uygulanir: Kalintilar, X’in diizeyine gore iki gruba ayrilir. Boylece, bir
grup, X’in gorece diisiik seviyesine karsilik gelen kalintilar1 igerirken, diger grup, gorece daha
yiiksek X seviyesine karsilik gelen kalintilar1 igerecektir. Boylelikle, bir grubun, kalintilarinin
grup ortalamalarindan mutlak sapmalary,-difer grubun kalmntilartmin grup ortalamalarindan
mutlak sapmalarindan daha biiyiik olacaktir. Testin daha saglam olmasi icin, grup ortalamalar

yerine grup medyanlari kullanilir.
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ML testi, iki-Orneklem t testine dayanir. ny ve n, her iki gruptaki veri sayisini gosterirse

toplam,
N=n; +m;

tane veri olacaktir. € ve ¢, gruplarin medyanlarim gostermek iizere, medyandan mutlak

sapmalar,
d, =]eil —Ell dp = ]eiz "22'

olacaktir. Iki-6rneklem test istatistigi ise,

seklindedir. Burada, d, ve 672 , strastyla, dj; ve djp’nin 6rneklem ortalamalaridir. Ortak varyans

52 ise,

§2 = Z(dil "‘71)2 +Z(di2 _‘72)2
n—-2

seklindedir. ¢, , ML testinin test istatistigini gostermektedir.

Eger hata paylar1 sabit varyansh ise ve n; ve n, ¢ok kiiciik degilse, ¢, , yaklasik olarak n-2

serbestlik dereceli t dagilimi izler. Biiyilk mutlak degerli ¢, degerleri, degisen varyansa

isarettir (Neter vd., 1996).
7.4.4 Breusch-Pagan-Godfrey(BPG) Testi:

BPG testi, bir biiyiik 6rneklem testidir. Bu testte, hata paylarinin otokorelasyonsuz oldugu ve

normal dagildig1 varsayilir. Model,

Y =0, +08X,;+ Xy +e. +B,.X,.; &

olmak iizere, her alt anakiitle varyans1 o7 ‘nin,
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ol =flo, v+, Z,; +.... +a,2,;)

m~ mi

seklinde, raslant1 degiskeni olmayan Z’lerin bir fonksiyonu oldugu varsayilir. Z, bagimsiz
degiskenlerden bazilan olabilecegi gibi, hepsi de olabilir. Burada fonksiyon, herhangi bigimde

diisiiniilebilir. Ornegin dogrusal fonksiyon igin,

olacaktir.
BPG testi su adimlari izler:

)Y, =8 +BX,;+BXy+.t+ P, X, +& modeli SEKK ile tahmin edilip, kalintilar

bulunur.

2

ii) Hata pay1 varyansinin MO tahmini 6 = . pulunur.
n
e’
iii) p; =—5 seklinde p;’ler bulunur.
o
V) pi’ler bagimli degisken, Z’ler de bagimsiz degiskenler olmak iizere, hangi fonksiyon

yapisi secilmisse, ona gore model olusturulur. Ornegin yukarida dogrusal fonksiyon

ornek verilmisti. Buna gére olusturulacak model,

olacaktir.

vi) Tahmin edilen modelin SSR’siyardimila Q=SSR/2 istatistigi hesaplanir. Sabit varyans

ve hata paylarinin normal dagildigi varsayim altinda, Q istatistigi, asimptotik olarak

m-1 serbestlik derecesi ile x> dagilir.
Dolayisiyla, sabit varyans durumunu gosteren,

Hy:o=a,=...... =a,=0
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hipotezi, Q> 772 , ise reddedilecektir.

7.4.5 White(W) Testi:

W testi, normallik varsayimina dayanmaz ve PG ve BPG testlerinde oldugu gibi yardimci
regresyon modeli tahmini gerektirir. Buna gore 6nce model tahmin edilerek kalintilar
belirlenir. Belirlenen kalintilarin karelerinin bagimli degisken oldugu, bagimsiz degiskenlerin
ise, modeldeki bagimsiz degiskenler, onlarin kareleri ve birbirleri ile carpimlart oldugu,

dogrusal model olusturulur. Asil model,
Y= +BX,+BXy+ut B, X, +E

ise, yardimct model,

& =0+ X, +.t O X, AV X+ 1K+t Y, X 40X X+ A 0K X, +OX, X +.+

olacaktir. Yardimci modelde, X’in daha yiiksek kuvvetleri de modele sokulabilir. Asil
modelde, sabit terim olsun olmasin, yardimci regresyon modelinde sabit terim bulunmalidir.

Sabit varyans anlamina gelen ve yardimci modelde, sabit terim disinda tiim parametrelerin
sifir oldugunu ifade eden sifir hipotezi altinda, nR’® istatistigi, asimptotik olarak, ¥

dagilimina uyar. Burada R?, yardimct modelin belirlilik katsayisidir. m ise, yardimci

modeldeki agiklayict degisken sayisidir.

Bu test, degisken sayis1 az iken iyi islemesine karsin, degisken sayisi arttiginda serbestlik

derecesi azalacaktir.

7.4.6 Goldfeld-Quandt(GQ) Testi:

GQ testinde, degisen varyans o7 ‘nin, bagimsiz degiskenlerden birine bagli oldugu

varsayilmaktadir. GQ testinde de sifir hipotezi, “sabit varyans varsayimi gegerlidir” seklinde
kurulur. Testteki temel diistince biiyilk X* degerlerinin, biiyiik kalintilarin olusmasina neden
olacagi seklindedir. X*, burada, de@isen varyansa neden olan bagimsiz degiskeni

gostermektedir. GQ testinde, degisen varyansin,

o2 =X

V.

H
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e

seklinde degistigi varsayllmaktadir.

Test igin 6nce model tahmin edilir ve kalintilar bulunur. X* degerleri, kiigiikten biiytige dogru
siralanir. Bunlara karsilik gelen Y; degerleri dizisi olusturulur. Sonra, ortadan c tane gozlem
atilarak, veriler iki gruba ayrilir. Herbir grupta (n-c)/2 tane gozlem olacaktir. Sonra her bir
gruptaki verilere ayrt ayr1 SEKK ile model uydurulup, bunlarin SSE’leri bulunur. Bunlar

SSE; ve SSE, olarak gosterilsin. Her iki SSE’nin de serbestlik dereceleri ayni ve [(n-c)/2]-

k’dir. Ve her ikisi de birbirinden bagimsiz y* degiskenidir. Buna gére

= SSE, [(n=c)/2=k)
SSE, l(n—c)/2—k)

~ 1:4‘[(11-0)/2]-k , [(n-¢)/2]-k

seklinde dagilan A test istatistigi, kritik F degerinde biiyiikse, sabit varyans varsayimi
reddedilir.

Ortadaki c tane veri, SSE; ile SSE, arasindaki fark: keskinlestirmek i¢in atilir. GQ testinin

basarili olmasi, ¢’nin se¢imine baghdir.

Goldfeld ile Quandt’in basit dogrusal regresyon modeli igin yaptiklart Monte Carlo
denemelerinde, orneklem biiyiikliigi 30 dolayindayken, c=8, Orneklem biiyiikligli 60

dolayindayken c=16 olmasinin iyi bir se¢im olacagini bulmuslardir (Gujarati, 2001).
7.4.7 Ramsey’nin Reset (RR) Testi:

Esas olarak spesifikasyon hatalarinda kullanilan RR testi, degisen varyansin testinde de

kullanilmaktadir. RR testinde, 6nce model tahmin edilir ve kalintilar belirlenir. Sonra,
kalintilarin bagimli degisken ve asil modeldeki bagimli degiskenin tahmin degerleri Y, ‘nin

karesi, kiibii ve dordiincii kuvvetinin bagimsiz degisken oldugu, yardimci model olusturulur.
Asil model,

Y,=8,+BX,+B,X, +..... +ﬂp_1Xp_L,.+gi

ise, yardimc1 model,

e, =0, +oY} +a, Y’ +a.Y} +v,
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olacaktir. Yardimci modelde parametrelerin anlamlilig t testi ile test edilir. Parametreler
anlamli ise, sabit varyans varsayiminin gecerli oldugunu ifade eden sifir hipotezi, ilgili anlam

diizeyinde reddedilir.
7.4.8 Lagrange Carpani(LM) Testi:

LM testinde 6nce model tahmin edilir ve kalintilar belirlenir. Incelenecek model basit

regresyon modeli ise, kalintilar, bagimsiz degiskenin mutlak degerlerinin biiyiikliigline gore
stralanir. Incelenen model ¢ok degiskenli ise, kalntilar, I;,.‘nin biiytikliik sirasina gore

siralanir.

Siralanan kalintilar, herbiri n; gozlemden olusan k sayida gruba boliiniir. Buna gore,

olacaktir. Sonra her grup i¢in, hata paylar1 varyansinin MO tahminleri bulunur:

~

L3
2
Z i
2 i=1
S=t—

n.

1

Test istatistigi,

seklindedir. LR, k-1 serbestlik dereceli y? dagilimina uyar. Eger, LR degeri, ilgili anlam

diizeyindeki g’ degerinden biiyiikse, sabit varyans varsaymmnin gecerli oldugunu ifade

eden sifir hipotezi reddedilir (Giiris ve Caglayan, 2000).
7.4.9 Bartlett(B) Testi:

Degisen varyansin saptanmasinda da kullanilan Bartlett testi, tekrarli veriler gerektirmektedir.
Buna gore, 6rneklemde, ayn1 X degerleri icin cesitli Y degerleri bulunmalidir. Bu da, sosyal

bilimler bagta olmak tizere ender rastlanilan bir durumdur.
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Test kisaca su sekildedir: Her biri, normal dagilimdan gelen, serbestlik dereceleri f;, f3, ....fx

olan, k tane s 12, 522, ...... sk2 bagimsiz 6rneklem varyansi olsun.

Seklinde, her drneklem varyansinin ayni anakiitle varyansinin tahmincisi oldugunu ifade eden
sifir hipotezi test edilmek istensin. Goriilecegi gibi, bu, sabit varyans varsayimina karsilik

gelmektedir. Hy dogruysa,

k
2I S

2 _ =l

> Xk

s

formiilii, anakiitlenin ortak varyansi o? ‘nin bir tahmincisi olur. Burada f; = (n; - 1), n;, i inci

k
gruptaki gézlem sayisi, f = Z f; ‘dir.
i=1

Bartlett, bu sifir hipotezinin, k-1 serbestlik dereceli y* dagilimina yaklasik olarak uyan A/B

orani ile test edilebilecegini gostermistir (Gujarati, 2001). Burada,

A= flns® =) (f/Ins})

1 1 1
B=1+ —) -
3(k_1)(2(fi> f)

dir. A, su diisiinceden elde edilir. Daha 6nce bahsedildigi gibi, normal dagilimdan c¢ekilen k
tane Orneklemden, Orneklemler arast degigskenlik SSW(sum of squares within groups)
bulunur. SSW’nin, k tane serbestlik derecesinin tarti oldugu, tartili aritmetik ortalamasi
MSSW ve k tane serbestlik derecesinin tart1 oldugu, tartili geometrik ortalamasi da GSSW ile
gosterilirse, GSSW<MSSW olacaktir. Ciinkii, analitik ortalamalar i¢in, GO<AO iliskisi
vardir. s;>’ler birbirlerine yakin degerler almalar1 durumunda, iki ortalama arasindaki fark
azalacak, s;’ler arasindaki fark arttikca da MSSW-GSSW farki biiyiiyecektir. Diger bir

MSSW

deyisle, >1 olacaktir. si’ler aym olmasi durumunda, GSSW=MSSW olacaktir.

Bartlett, MSSW/GSSW oran1 yerine, In(MSSW/GSSW) oranindan(In MSSW - In GSSW)
hareketle, sifir hipotezinin gecerli olmasi durumunda, A= In MSSW - In GSSW ifadesinin
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yaklagik ., dagilacagini gostermistir. A’min B ifadesine boliinmesi ise, bu yaklasikliligi

artirmaktadir.

x” dagilimina iyi bir yaklasiklik saglanmast icin her gruptaki gézlem sayisinin 4’ten biiyiik

olmasi gerekmektedir. Ayrica B testi, normallik varsayimindan sapmalara kars: ¢ok duyarlidir

(Genceli, 2001).

Bu béliimde deginilen testlerin disinda, Bartlett testine benzeyen ve tekrarli veri gerektiren
Hartley testi, bunun yaninda otokorelasyonun saptanmasinda kullanilan Von Neuman oran
testi ve Modifiye edilmis Levene testinin daha farkli bir sekli gibi, de§isen varyansin

belirlenmesinde kullanilan bir¢ok test mevcuttur.
7.5 Degisen Varyansa Iliskin Diizeltici Yontemler:

Boliim 7.3’te, degisen varyans durumunda, SEKK tahmincilerin, sistematik hatasizlik ve
tutarlilik  6zelliklerinin bozulmadigimi, fakat asimptotik olarak bile etkin olmadiklarn

goriilmiistii. Tahmincilerin etkin olmamasi, bilinen hipotez testlerinin sonuclarim kuskulu
duruma sokar. Bunun igin diizeltici yontemlere ihtiyagc vardir. Bunlar, ¢ ‘nin bilindigi
durumlarda basvurulan yontemler ve o ‘nin bilinmedigi durumlarda bagvurulan yontemler

olmak tizere ikiye ayrilir:
o’ Biliniyorsa:

0% ‘nin bilinmesi durumunda GEKK yo6nteminin 6zel bir durumu olan AEKK yontemi
kullanilir. Bu yoéntemler, Béliim 4.3’te ayrintili olarak verilmisti. Fakat pratikte, ¢ ‘nin
bilinmesi pek miimkiin degildir. Eger, o*; bilinmiyorsa, tahmin edilebilir, fakat bunun igin

de, tekrarlt verilere, her X i¢in minimum 2 tane Y degerine ihtiyag¢ vardir.

GEKK ve AEKK, matris notasyonu ile daha Once verilmisti. Hatirlanacagi iizere AEKK

yonteminde, agirliklar,

. = 1
i 0_2 R

H

seklinde belirlenmekteydi. Buradaki amag, regresyon dogrusundan daha uzak olan birimlerin

agirhigint diisiik olarak se¢gmek, bagka bir deyisle, tahminde etkisini azaltmaktir. Boylece,
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AEKK ile SEKK yontemi ile elde edilen tahmincilerden daha etkin tahminciler elde edilmis
olur. Bunun nedeni, homojen birimlerin, heterojen birimlere gore daha fazla bilgi
saglamasidir. Baska bir deyisle, hata payr varyansi daha kiiciik olan alt anakiitleden, hata pay:
varyansi daha biiyiik olan alt anakiitleye gore daha fazla bilgi saglanabilir. Bu goreli farklilig:
ortaya koyabilmek igin bunlar agirliklandirilir. Bir gdzlemin agirliginin w; olmasi, onun w;

kere tekrarlandigi anlamina gelmektedir. Agirliklar, yukaridaki gibi segilince, Var(w;€;), her

alt anakiitle i¢in sabit olacak ve sabit varyans durumu saglanmig olacaktir.
o’ Bilinmiyorsa:

Bu durumda, degisen varyansin yapist hakkinda akla uygun varsayimlar yapilir ve

dontistimler uygulanir.

Varsayimlar su sekilde olabilir:

i) Hata pay1 varyansi X ile orantilidir.
E(’)=0"X]
Bu durumda,

Y, =5, +5 X, +¢

olan model, her yan1 X;’ye boliinerek

Y' 0
=124 +—+
X, X, A X,
= 1+&+vi

X

seklinde doniistiirtilebilir. Bu doniisiim sonucunda,

2
E(vf):g—(‘%):az

i

elde edilir. Boylece sabit varyans durumu saglannms olunur. flk modele dénmek igin, tahmin

edilen doniistiiriilmiis modelin her iki yam X; ile ¢arpilir.



177

ii) Hata payi1 varyansi X; ile orantili olabilir.
E(})=0"X,
Eger hata pay1 varyansinin X2 ile degil de X; ile orantili olduguna inaniliyorsa,
Y, =B, +BX, +e,

sekilndeki ilk model, her iki yam /X, ‘e boliinerek

=/ +/ +
\/_; \/— \/_’ J—— 7.1
=?/_—X*T+,B1\/X—i+vi

seklinde doniistiiriiliir. Dikkat edilirse, X, 20 olmalidir. (7.1)’e SEKK uygulanarak,
Y, /X, ‘in, 1/{X, ile \X, ‘ye gore regresyonu bulunur. Doniistiiriilmiis modelde sabit
terim yoktur. Bunun i¢in £, ve f, tahmin edilirken orijinden gecen regresyon modeli

uygulanmalidir. (7.1) belirlendikten sonra \/—X—, ile carpilarak ilk modele doniilebilir.
iii) Hata pay1 varyansi, Y nin beklenen degerinin karesi ile orantilidir. Bu,

E(e?) =0 [EX,)]

seklinde ifade edilir.

EY)=p+pX

dir ve ilk model,

v _ A BX, s
E(Y) E(Y) E(Y) E(Y)

7.2)
b BX (

V.
EY) E(Y) :
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seklinde doniistiiriilir. Bu durumda, E(V’)=o0’ olur. Fakat (7.2)’deki doniisiim
uygulanabilir degildir, ¢iinkii E(Y;), bilinmeyen A, ve pf, ‘e baghdir. E(Y,) yerine, onun

tahmincisi Y, kullanilabilir. Buna gore, once model, sabit varyans durumu diisiiniilerek,

SEKK ile tahmin edilir. Sonra, f, kullanilarak model,

X,
+£¥—+V‘

!

2|~
o< |;Q

i

seklinde doniistiiriiliir. Y,’ler, her ne kadarE(Y,-)’ye tam olarak esit olmasa da, tutarls

tahmincilerdir. Orneklem biiyiikliigii sonsuza dogru artarken, E(Y;) ‘ye yakinsarlar.

iv) InY,=f,+p8,InX,+¢&, seklinde, logaritmik bir doniisiim, degisen varyans sorununu,
Y, =B, + B, X, +¢& regresyonuna gore ¢ogu zaman daha diisiige indirir. Bunun nedeni,

logaritma alinmast ile Slgeklendirmenin degismesidir (Gujarati, 2001).

Bunlara ek olarak, daha cesitli varsayimlar getirilebilir. Goriildiigii gibi, bu varsayimlarda,
degisen varyansin yapist hakkinda bir 6n kabul mevcuttur. Bu, 6n kabullere dayanarak, veriler
tizerinde doniisim yapilir. Verilerin sergiledikleri yapt incelenerek, bagimli degisken Y

tizerinde doniim yapilir. Siklikla kullanilan doniisiimler;

Y'=4Y
Y'=InY
Y'=1/Y

seklindedir. Ayn1 anda X iizerinde de doniisiim yapmak faydali veya gerekli olabilir.

Bazi1 durumlarda, grafikten, Y ilizerinde hangi doniisiimiin yapilacagin1 belirlemek zor olabilir.
Box-Cox siireci, kuvvet doOniisiimleri ailesinden uygun doniisiimii belirler. Kuvvet
doniistimleri ailesi,

y'=v*

seklinde tanimlanir. A, verilerden belirlenen bir parametredir. A ‘nin bazi degerleri igin

d6niistim su bicimleri alir:
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A=2 Y’=Y?

A=05 Y=Y

A=0 Y’=InY (tanim olarak)

1

A=05 Y'=—
JY

A=1 Y=Y

Bagimli degiskeninin, kuvvet doniisiimii ailesine ait oldugu KDRM su sekilde yazilir:
& =B, +B X, +¢

Goriilecegi iizere, model ek bir parametre A’y1 igermektedir ve bunun da tahmin edilmesi
gerekmektedir. Box-Cox siireci, A’y1 tahmin etmek i¢in MOY ni kullanir. Bu durumda,

tahmin edilecek dort parametre igin olabilirlik fonksiyonu,

12 i(Yzl —:Bo _ﬁlXi)zj

1
L b b 2’2’ == MW 3
(ﬂo ﬁl o ) (272_0_2),,/2 exp( 20_ p

seklindedir. Bu ifade, f,,5,,0°,4 ‘ya gore maksimize edilir. Box-Cox siireci, bu sekilde, A

y1 belirlemis olur. Sonra A ‘ya gore 4 , standardize edilir. B6ylece, SSE, A ‘nin degerine

bagli olmaz ve karsilastirilabilir hale gelir. Buna gére Box-Cox doniisiimii
KX *-1DA=#0
W=

K,InY A=0

seklinde verilir. Burada

n I/n
{11
i=1

1

Kl:l_K?:
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dir. Goriildiigi iizere, K;, Y;’nin geometrik ortalamasidir (Montgomery vd., 2001).

Sonugta, uygulanacak dontisim, o duruma o6zgiidiir. Ele alinan doéniisiimlerle ilgili bazi

sorunlar da mevcuttur. Bunlar,

i)

iii)

Cok degiskenli modelde, hangi bagmsiz degiskenin secilmesi gerektigi soruna

neden olacaktir.
Eger verilerde negatif deger(ler) varsa, logaritmik doniisiim yapilamaz,

Diizmece korelasyon sorunu var olabilir. Karl Pearson’un ortaya attig1 bu terim,
esas degiskenler, iligkisiz ya da raslantisal olsalar bile, bu degiskenlerin oranlar

arasinda korelasyon bulundugu durumlar gosterir. Boylece, Y, = B, + 8, X, +¢€,

Y :
modelinde Y; ile X iliskisiz iken, doniistiiriilmiis X—‘ = % + 5, +§’— modelinde,

i i i

ile cogu zaman korelasyonlu ¢ikar.

> |~<

o~

!
Xi

o’ bilinmiyor ya da tahmin edilmisse, t ve F testleti ve biitiin diger testler,
asimptotik olarak gecerlidir. Bundan dolayi, kiiciik 6rneklemlerde, doniistiiriilmiis

degerlere dayanan bulgular yorumlanirken dikkatli olunmalidir (Gujarati, 2001).
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8. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYONDA UYUMUN OLCUMU

Dogrusal olmayan regresyonda, dogrusal durumda oldugu gibi, modelin verilere uyumunun
belirlenmesi ve hata paylar ile ilgili varsayimlarin gegerliliginin incelenmesi gerekir. Bunun
icin ortalamalarin karsilastirilmasi, ekstra kareler toplami, kalintilarin grafiksel olarak
incelenmesi gibi, dogrusal durumdaki ayni tekniklere basvurulur. EZer modelde bir
uygunsuzluk varsa veya bazi varsayimlar gecerli goriinmiiyorsa, model modifiye edilmeli ve

tatmin edici bir sonuca ulasana kadar analize devam edilmelidir.

Dogrusal olmayan tahminde, yanlis oldugu belli veya yanlis oldugundan siiphelenilen
parametre tahmin degerlerine yakinsamak miimkiindiir. Bunun nedeni, yerel minimuma
yakinsamadan veya beklenen deger yiizeyinin durumundan ileri gelebilir. Bunun i¢in modelin
uyumunun incelenmesi, herseyden Once parametre tahminlerinin dikkatli incelenmesi ile
baglar. Eger parametre tahminleri anlamsizsa, dogru baglangic degerlerinin segilip se¢ilmedigi
arastirllmalidir. Bunun yaninda, iterasyon siireci hakkinda bilgiler, yakinsamanin piiriizsiiz

bigimde gergeklesip gerceklesmedigi hakkinda fikir verebilir.

Eger kullanilan program, goriiniiste uygun bir noktaya, piiriizsiiz bicimde yakinsamayi
sagliyorsa, fakat parametreler anlamsizsa, o zaman, beklenen deger fonksiyonu, onun
tiirevleri ve degerleri, baslangi¢ degerleri ve veriler incelenmelidir. Bagimli degiskenin dogru

belirlenip belirlenmedigi aragtirilmali, kalintilarin davranigina bakilmalidir.

Tiim bunlar tatmin edici, fakat parametre vektorii tatmin edici degilse, degisik bir baglangic
vektorii denenebilir. Eger yine ayni noktaya yakinsama oluyorsa, bu, beklenen deger
fonksiyonunun uygun olmadigini gosterebilir. Bu asamada, arastirmaci ile goriismek faydali

olabilir. Tartisma sonunda basit ve belirgin bir hata kesfedilebilir.

Anlamli ve uygun degerlere yakinsama meydana geldiginde, parametre tahmincilerinin
yaklagik standart hatalar1 ve t oranlar1 incelenmelidir. Eger bir t istatistiginin degeri anlamh
degilse, o parametrenin beklenen deger fonksiyonundan dislanmasi ve modelin yeniden

olusturulmas diisiiniilebilir.

Genel anlamda, daha basit model daha iyidir (Occam’in usturasi). Bunlara ek olarak,
parametre tahmincilerinin yaklagik korelasyon matrisi de kontrol edilmelidir. Baz1 parametre

tahminleri yiiksek korelasyonlu ise bu, asir1 belirlilik (over parametrization) durumuna isaret
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olabilir. Burada, hangi degerlerin “yiiksek™ korelasyon olarak kabul edilecegi, verinin tiiriine
ve incelenen modele baglidir. Genel olarak, mutlak degerce, 0,99’un iizerindeki korelasyonlar
aragtirilmalidir. Tiim bunlarin dogrultusunda, beklenen deger fonksiyonu, bilimsel anlamina
sadik kalinarak, degisken veya parametre doniisiimleri ile yalinlastiriimali ve bdoylelikle

dogrusal baglantilar azaltilmalidir.

Yalin ve uygun bir beklenen deger fonksiyonu bulundugunda, tahmin degerleri ile gézlem
degerlerinin grafiginin incelenmesi, uyumun arastirtimasinda miikemmel bir yoldur. Ayrica,
kalintilarin, tahmin degerlerine, ya da bagimsiz degiskenlere kars: grafiginin incelenmesi de
faydalidir. Kalintilarin diizgiin bir yayilmaya sahip olup olmadig: 6zellikle incelenmeli ve
sistematik olmayan bir davranis, degisen varyans belirtisi olarak goriilmelidir. Eger degisen

varyans durumu mevcutsa, veriler, sabit varyansl olacak sekilde doniistiiriilmelidir.

Kalintilarin, agiklayict degisken(ler) veya tahmin degerlerine gore grafiginde saptanabilecek,
rastlantisal olmayan davranisi, beklenen deger fonksiyonunun yeterlilifinde bir kayiba
isarettir. Bu durumlarda, model, teoriye uygun olarak, rastlantisal olmayan yapiy1 ortadan
kaldirmak igin, genisletilmelidir. Ornegin, gozlemler, gozlem gruplan veya giinler arasindaki
farklar dikkate almak igin arttirict (incremental) parametreler eklenmesi gibi. Ustel ifadelerin
toplamlari ile ugrasildigi durumlarda, sifirdan farkli bir asimptota inisi (decay) saglamak i¢in,

sabit terim eklenebilir.

Kalintilarin olasilik grafigi, hata paylarinin normallik varsayimini1 dogrulamada kullanilabilir.
Eger normallikten dnemli bir uzaklasma s6z konusu ise, bunun, birka¢ sapan degerden mi,
yoksa beklenen deger fonksiyonunun yetersizlendiginden mi ileri geldifi saptanmalidir.
Asikar sapan degerler i¢in, verinin dogru kaydedilip kaydedilmedigi veya bilgisayara dogru
girilip girilmedigi belirlenmelidir. Eger dogru girildi ise, sapan degerlerin diglanmasinin
uygunlugu, arastirict ile tartisilmalidir. Bunlarin atilmast ile ilgili istatistiksel olmayan bir¢ok
neden var olabilir. Kirlenmis (contaminated) rneklem, buna Ornek olarak verilebilir. Stipheli
verilerin diglanmasi veya diglanmamasinin, parametre tahminlerine, standart hatalara, tahmin

degerlerine olacak etkileri, arastiriciya sunulmalidir.

Eger kalintilar agikca normal dagilmiyorsa, verinin ve modelin doniistiiriilmesi

diisiim’ilmelidir. Veya EKK kriteri yeriner bir “saglam” (robust) tahmin kriteri kullanilabilir.
Bu arada su belirtilmelidir ki, EKK kriteri yerine bagka bir kriter kullanimi, ¢cogunlukla 6zel

bir yazilim gerektirir.
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Eger tekrarli veri s6z konusu ise, beklenen deger fonksiyonunun dogrulugunu incelemek daha
kolay olacaktir. Ciinkii bu durumda, model tahmin edilmeden Once, alt anakiitle hata paylar
varyansinin sabitligini belirlemek veya doniisiimle bunu saglamak daha miimkiindiir. Tekrarl

veriler, ayrica, uyum iyiligini (lack of fit) test etmeye olanak saglar (Bates ve Watts, 1988).
8.1 Dogrusal Olmayan Regresyonda Degisen Varyans:

Onceki boliimlerde, Y ile X arasindaki dogrusal olmayan iliskinin nasil
dogrusallastirilacagina dair bircok 6rnek verilmisti. Dogrusal regresyon, kullanimindaki goreli

basitlik nedeniyle, pratikte tercih edilir. Beklenen degeri,
EY)= pPorBX

olan bir model ele alinsin. Modeldeki hata pay: ifadesinin de, Y’nin beklenen deger
biiyiikliigli ile orantili oldugu, fakat X’ten bagimsiz oldugu varsayilsin (bazi yerlerde buna

sabit goreli hata denir). Buna gore,

Y =™ (1+¢,)
= eﬂo"'ﬂtx

(8.1)
+&
yazilabilir. Burada E(g,)=0 ve Var(g,)=0y ‘drr ve o,, X’ten bagimsizdir. Buna karsin

£ ’nun varyansi X ile degisir (Var(€ )= 0'3 [E(Y)]2 ).
Eger bunun yerine logaritma alinirsa,

InY =4, + B, X +In(l+¢,)
=ﬂo+ﬂ1X+€;

elde edilir. Burada kiigiik &, igin, E( eg )=E(&,)=0 ve Var( 8; ), X’ten bagimsizdir. Sunu da

belirtmek gerekir ki, £, ‘tn normal dagilmas1 durumunda, £, normal dagilmayacaktir.

Diger yandan eger hata pay1, toplamsal ve X’ten bagimsiz (sabit mutlak hata) ise model,

Y =¥ 4 g,

8.2
= pPothAX il +_g_0_) (8.2)

E®)
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olur. Buradan,

£
InY =28, +p8X +In(1+—2
Bot BX +inde 2

:ﬂo +ﬂ1X +V,

))

olur. Burada E(Y)’ye gore kii¢iik &, icin, E(v,)=E(&,/E(Y))=0 olur ve Var(v,), E(Y) ye gore
degisir. Bundan dolayr ilk durumda (8.1)’deki model i¢in logaritma almak varyansi
sabitlerken ikinci durumda, (8.2)’de, hata payr varyansi, E(Y y=eP"PX jle X’e bagh

olmaktadir.

Doniisiim isleminin yapilmasi, ii¢ temel nedene dayanir. Bunlardan ilki, dogrusalligin
saglanmasidir. Ikincisi, yaklasik normal dagilimli hata paylarimin elde edilmesi ve iigiincii

olarak, sabit varyanslilik durumunun saglanmasadir.

Yukarida goriildiigi gibi, hata payr modele, toplamsal, oransal veya carpimsal olarak
katilabilmektedir. Doniisiimiin uygunlugu, hata paymin bu yapisina baghdir. Daha 6nce
belirtildigi gibi, dogrusal regresyonda yapilan biitiin testler ve ¢ikarsamalar, biiyiik 6rneklem
yaklasimi gecerli oldugu siirece, dogrusal olmayan regresyonda da uygulanabilir. Dogrusal
regresyonda, defisen varyans, kalintilara bagl olarak saptanip incelenebilir. Buna karsin,
dogrusal olmayan regresyonda, sirradan kahntilar yaniltict olabilir. Eger modeldeki dogrusal
olmama durumu “yiiksek derecede” ise (yliksek saf egrilik-intrinsic curvature), modifiye
edilmis kalintilar kullanilmalidir. Bu izdiistiriilmiis kalintilar, dogrusal regresyondaki siradan
kalintilar ile aym1 6zelliklere sahiptir ve normallikten sapmay1 ve degisen varyans: saptamada
kullanilirlar. EKK tahmincileri, degisen varyans durumunda yamltict sonuglar verir. Daha

Once belirtildigi gibi, degisen varyans iki bigcimde ortaya ¢ikabilir. Buna gore:
i) Var(Y), E(Y)’nin bir fonksiyonu ile orantili olabilir.

ii) Var(Y), X’in (ve biiyiik olasilikla parametre vektoriiniin) bir fonksiyonu ile orantili

olabilir.

Eger i) durumunda Var(Y), E(Y)’nin bilinen bir fonksiyonu ise kuasi-olabilirlik yontemi
kullanilabilir. Kuasi-olabilirlik, degiskenin dagiliminin bilinmedigi, yalnizca birinci ve ikinci

momentlerinin (beklenen deger ve varyans) bilindigi durumda uygulanan bir tahmin
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yontemidir. ii) durumunda ise GEKK kullanilir. i) durumunda Var(Y), E(Y) nin bilinmeyen

bir fonksiyonu ise iki modelleme yontemi mevcuttur. Bunlar asagida aciklanacaktir.

Box-Cox doniisiimii, yalin olarak,

Y* -1

, A#0
A

Y® = { (Y>0)

seklinde yazilabilir. Taylor agilimi kullamilarak, birinci mertebe yaklasiklilikla,
EQr®) =[EQ@)]

ve

ar®
¥

Var(Y?) = Var(Y){

Y=E(Y) (8.3)
=Var(Y)EY))**?

yazilir. Burada A, (8.3)’teki ifade sabit olacak sekilde secilebilir. Bu da sabit varyans

varsayimuni kabul edip, ¥ ’nin kullanilabilecegini, ya da Y’yi kullamip, degisen varyansa

242

izin verilebilecegi anlamina gelir. Ikinci durumda, Y’nin varyans1 (E(Y)) ile orantih olur.

Dolayisiyla, kalintilarin degiskenliginde Y ile birlikte bir artma veya azalma oldugunda,

uygulanabilecek iki yaklasim vardir:

Model A: PTBS(power-transform both sides)-iki tarafta kuvvet doniisiimii. Bu model,

Yi%) :f(Xi’j/)u“ +e
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seklindedir. Burada bazi A; igin &~N(0,0%). Bu model sadece yaklasiktir. Log-normal

dagilim (A ,=0) disinda Y;'*’, pozitif Y igin normal dagilmaz.

Model B: PTWLS(power transformed weighted least squares)-kuvvet doniisiimli AEKK

modeli. Bu model,
Y, =f(X.)) +&

seklindedir. Burada ¢,~N 0,0? f (Xi, 7 )’?4) ve birbirinden bagimsizdir. (8.3)’ten A,~2-

2 A, olur. Model B, agirliklari, tahmin edilecek parametrelere bagli olan bir AEKK modeli

olur.

f(X, 7/) , 7 ‘nin dogrusal fonksiyonu oldugunda, Model B, Model A’ya siklikla tercih

edilir. Buna karsin, A gibi doniistiiriilmiis modeller, dogrusal olmayan durumda tercih edilir.
Model A ve B temelde birbirlerinden farklidir. A, sabit varyansa sahip olacak ve Y’den farkli
bir dagilima sahip olacak sekilde bir doniisiim uygularken, B, degisen varyansi modeller,
fakat, Y’nin dagilimint degistirmez. Buna karsin iki yaklasim arasindaki benzerlik Taylor

yaklastirmasi ile gosterilebilir:
Y= (X Y)Y+ X )Y (X YD)
Model A igin kareler toplam: da

S,Y)=2XP-f( X, y))

v -f( X,y
-5 ‘ Y )2

=YX YV~ F Xy
=SB(7/)

B igin agirhikh Kkareler toplami olacaktir. 1ki modelde de, Box-Cox kuvvet doniisiimii

disindaki doniistimler de kullamlabilir.

8.1.1 Doniistiiriilmiis Modeller:
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Modelin bilinen varsayimlar1 gecerli iken, h seklinde bir doniistim fonksiyonunun var oldugu

kabul edilsin.
hE)=h(f (X, Y N+E, 8.4)
Burada £,~N(0,07°).

Eger h(Y)=Y,"¥ alinirsa (8.4)’teki h doniisiimii Box-Cox doniisiimii olur. Ve (8.4), Model A

halini alir.

Box-Cox doniisiimii, goriilecegi lizere, Y; negatif oldugunda, kullanilamayacaktir. Bunun igin

Box ve Cox daha genel olarak,

Y +A,)" -1

) , A4 #0

Y ={ (Y>-h2)
InY+4,) ,4=0

doniisiim ailesini tammlamislardir. Bu genisletilmis aile, pozitif Y; i¢in de daha esnek
doniigiim aralif1 saglar. Fakat yine de bazi sorunlar mevcuttur. A, ‘nin MO tahmini -Y y;n’dur
ve tahmin stirecinde sonsuzlukla karsilasilir. Bunun i¢in daha tatmin edici bir tahmin yontemi

gereklidir. ileri tartigmalar icin Carroll ve Ruppert (1988).

Box-Cox doniisiimii gibi doniisiim aileleri, ¥ ‘nin dagilimmnin seklini etkiledikleri gibi,
Y ‘mn varyans: ile beklenen degeri arasindaki iliskiyi de etkiler. Ashinda Box-Cox
doniisiimii, cogunlukla bir dagilimi simetrik hale doniistiirmek i¢in kullanilir. A>1 oldugunda,

Y’nin dagiliminin iist kuyrugu uzar, A<1 igin ise alt kuyrukta uzama olur.

Bir kere daha ifade edilmelidir ki, yukaridaki teori yaklasiktir. A#0 icin Y, normal
dagilamaz. Ya istten ya da alttan siurl olacaktir. Daha da &tesi, model dogru kurulmamug

olabilir. Doniistiiriilmiis veriden elde edilen kalintilarin normal dagilip dagilmadiklar: kontrol

edilmelidir.

8.1.2 John-Draper Déniislimleri:
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John ve Draper (1980), A icin en iyi tahminin kullanildig: bir modelin tatmin edici olmadigim
gosteren bir 6rnek sunmuslardir. Bu 6rnekte, doniistiiriilmemis veriden elde edilen kalintilar,
simetrik fakat kuyruklarda toplanmustir (heavy-tailed) ve degisen varyanshidir. Buna karsin,

modiil ailesini kullanarak, basarili bir doniisiim elde etmislerdir. Bu doniisiim,

A —
(signY )@—]lil)—1 A 20
A
YD = {
(sign¥)In(Y|+1) A =0

seklindedir. Y; , sifir etrafinda dagildiginda bu doniistim, dagilimin kuyruklarini etkileme
egiliminde olacaktir. Fakat carpiklik iizerine etkisi daha az olacaktir. Tiim gozlemler pozitif
ise modiil ve kuvvet doniisiimleri aym: olacaktir. Tekrar belirtilmelidir ki doniisiim
ailelerinden hangisi uygulanirsa uygulansin, doniistiiriilmiis model uygunluk yoniinden

kontrol edilmelidir.
8.1.3 AEKK ve Model B:

Varyans: stabilize etmek icin, Y ve E(Y)’nin doniistiiriildiigti Model A’dan farkli bir yol
sOyledir: Model, kuvvet doniisiimli AEKK(PTWLS)’de oldugu gibi degistirilmeden birakilir,
fakat analizde, bir AEKK yontemi kullanarak degisen varyansa izin verilir. Bu yaklasim,
ilgilenilen model zaten dogrusallastirilmis ise, 6zellikle uygundur. Bu tiir bir dogrusallastirma,

degisen varyansa neden olabilir. Ornegin Currie (1982), Michaelis-Menten modeli,

vX,
k+X,

l

E(Y,) =
ile ilgili olarak en iyi dogrusallastirmanin ters déniisiim oldugu

E(}_i) =£+§L
Y. Y

l

modelinin giivenilir olmayan tahminler irettigini bulmustur ve sonug olarak, varyansi
stabilize eden durumlar hari¢, diger durumlarda doéniisiimlerin kullanilmamasi gerektigini

ifade etmistir (Seber ve Wild, 1989).
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8.2 Egrilik Olgiileri:
Dogrusal olmayan regresyonda, dogrusal yaklasima dayanan cikarsamalar, beklenen deger
yiizeyinin diiz oldufu varsayimina dayanmaktadir. Boylece teget(tanjant) diizlemi iyi bir
yaklagiklilik saglamaktadir. Bates ve Watts (1988), diferansiyel geometri kullanarak, egrilik
fikrine dayanan dogrusal olmama Olgiileri gelistirmislerdir. Bu Olgiiler, verilerde ve
parametre(ler)deki olgek degismelerinden bagimsizdirlar. Farkli modellerin, degisik veri

kiimeleri ile degisik parametrizasyonlarin bilesimi kullamlarak karsilastirilmasina olanak

verirler.

n boyutlu 77 () vektorii( Y € R,

ny)=f(XxX.y) =1 n

bilesenlerine sahiptir ve n boyutlu 6rneklem uzayinda p boyutlu, beklenen deger uzay: ya da
¢oziim bolgesi denilen bir uzay tanimlar.
n (7 )’nin ikinci mertebe Taylor agiliminda, kuadratik terim ihmal edilirse, g etrafinda 4

icin
nwy)-n®=py-g) (8.5)

on ()
dogrusal yaklagimi elde edilir. Burada [), nxp lik, Y =8 noktasinda —77—7— Jacobi

oy
matrisidir. )  matrisinin dogrusal bagimsiz vektorleri, g noktasinda beklenen deger

ylizeyine yatay olan bir diizlem gerer ve dogrusal yaklasim (8.5), g etrafinda, beklenen deger

uzayina yaklasimi, bu diizlem aracilifiyla gergeklestirir. (8.5) kullanilarak,

=y-g)DD¥-g) (8.6)

n o-n @)

elde edilir. Bu da 4 icin, merkezi g olan yaklasik %100(1-a)’lik giivenlik bolgesini verir:
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(Y -g)-D Dy ~-g)sps’F(pn—p;e) 8.7)

(8.5) ve (8.6) ve (8.7)den, n (7/ )’nin, merkezi n (g) ve yarigapi \/pst(p,n—p;a)

olan kiire ile teget diizleminin kesisiminin i¢inde yer aldig1 goriiliir.

Dogrusal bir regresyon modeli dogrusal bir ¢oziim bolgesine sahiptir. p>3 icin bu bir
hiperdiizlem olacaktir ve (8.6) tam olarak saglanacaktir. Buna ek olarak, ¢6ziim bolgesinde,

parametre ¢izgileri olarak adlandirilan ve y; ‘lerin sabit degerlerini temsil eden ¢izgiler, diiz,

birbirlerine paralel ve esit uzaklikta ve esit artimli (increment) olacaktir.

Dogrusal olmayan ¢6ziim bolgesinde ise durum farklidir. Coziim bolgesi, egri bir yiizeydir ve
bu yiizeydeki parametre ¢izgileri veya bu ¢izgilerin teget uzayna iz diisiimleri, genellikle diiz,

paralel ve esit aralikli degildir.

Coziim bolgesinin egriligine “saf dogrusal olmama durumu (intrinsic nonlinearity)” denir. Bu
dogrusal olmama durumu, yeniden parametrizasyon ile giderilemez. Bu, yiizeyin kendine 6zel

geometrik bir 6zelligidir.

Parametre cizgilerinin egriligi ya da paralelliklerindeki ve esit aralikli olma 6zelliklerindeki
kayip ise “parametre etkileri ile dogrusal olmama durumu (parameter effects nonlinearity)”
olarak adlandirlir. Bu durum, parametrelerin modele nasil yerlestirilecegine, bir baska

deyisle, parametrizasyona baghdir.

(8.5)’deki teget diizlemi yaklagiminin gegerliligi, n (7/ Y’nin Taylor acilimindaki kuadratik

terimin, dogrusal terime gore biiyiikliigiine bagli olacaktir. Bu karsilastirma igin, kudratik
terimi, teget diizlemine kendi iz diisiimleri ve teget diizlemine dik bileseni olmak {izere
ayirmak faydali olacaktir. Bates ve Watts (1988), bu bilesenleri, dogrusal terimle
karsilagtirmis ve iki dogrusal olmama Glgiisii gelistirmislerdir. Bunlar, parametre etkileriyle

egrilik ve saf egrilik seklindedir. Modeli ve verileri standardize etmek, bagimsiz

biiyiikliiklerin Sl¢eklendirilmesine gotiiriir. Her iki ol¢ii de, (7/ -8 ) yOniine baglidir.

RMS(Root Mean Square) egriligi, tiim yonlerdeki egriliklerin karelerinin ortalamasinin
karekokiidiir. Saf egrilik oOlgiisii ¢', parametre etkileriyle egrilik Olgiisii ¢’ ve

standartlagtirilmig kiirenin yarigapinin tersi de, 1VF ile gosterilir.
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Uygun bir karsilagtirma ¢izelgesi, RMS egriliginin belirli bir (1-a) anlam diizeyindeki
(6lceklendirilmis) giivenlik diskiyle karsilagtirilmas: sonucunda hazirlanabilir. Bu da,
“egriligin yarigapt” 1/c ile bir giivenlik diskinin yarigap1 VF ile kargilagtiriimasi anlamina
gelir. Bir RMS egriligi, c<<INF veya cVF<<1 ise, diisiik olarak degerlendirilir. Egrilik
yarigapt 1/c (c=c” veya c= c') olan bir beklenen deger yiizeyi tasarlanabilir. Bates ve Watts’a
gore, teget diizleminin bu yiizeyden sapmasi veya parametre ¢izgilerinin, VF uzakliktaki diiz

cizgilerden sapmalar1 belirlenebilir. Bu sapma, giivenlik diskinin yaricapinin bir yiizdesi,

%1001 —v1—-cF)/ cJF olarak ifade edilir. Buna gore,

¢! VF=0,2 degeri, yiizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yarigapinin %10’u kadar

sapmasina neden olur.

¢! VF=0,5 degeri, yiizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yaricapimin %27’si kadar

sapmasina neden olur.

¢! VF=1 degeri, yiizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yaricapinin %100’t kadar

sapmasina neden olur.
Eger yukarida c' yerine ¢” alinsaydi, parametre ¢izgilerinin dogrudan sapmalar elde edilirdi.

Uygulamada, bir¢ok durumda, saf egrilik c¢' , parametre etkilerinden kaynaklanan dogrusal

olmama c” ‘dan ¢ok kiiciiktiir. ¢”, parametrizasyona dayandig1 i¢in, parametre etkilerinden
¢ p y Y gl 1¢m, p

kaynaklanan dogrusal olmama durumunu azaltmak, yeniden parametrizasyon ile miimkiindiir.

8.3 Dogrusal Olmayan Regresyonda Degisen Varyans: Saptamaya Yonelik Yaklasik Sonug

Veren Bir Test:

Endrenyi ve Kwong, kinetik modellerden yola ¢ikarak, Goldfeld-Quandt testindeki diisiinceye
dayanan, deZisen varyansi saptamaya yarayan yaklasik bir test gelistirmislerdir. Buna goére

model Once bilinen sekliyle olusturulup, kalintilar tahmin edilir. Sonra tahmin degerleri

Y, >Y 5 eennnnn. >Y,

. scklinde biiyiikten kiiciife dofru dizilir ve bunlara karsilik gelen

kalintilar e(;),€2), ....... € belirlenir. Daha sonra, son k tane kalint1 kareleri toplamu, ilk k tane

kalint1 kareleri toplamina oranlanir:
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_ € +e, T +é, 1
(ky — 2 2 2
€ +e(2) Forennnnn €y

Sabit varyansi ifade eden Hy hipotezi altinda, kalintilarin siralanigi rastgele olacaktir ve bu
oran yaklasik olarak Fyx dagilacaktir. Eger bu istatistik 1’den ¢ok biiyiikse Hy reddedilecektir.
Endrenyi ve Kwong, k’nin (n+3)/4 {in tamsay1 kismi kadar olmasini1 6nermislerdir. Bu test, saf

egrilik ¢ok biiyiik oldugu zaman, tatmin edici sonuglar vermez (Seber ve Wild, 1989).
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9. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON ile iILGILI UYGULAMALAR

9.1 Verilerle Tigili On Bilgi:

Bu uygulamada biri iki agiklayict degiskenli digeri ise tek acgiklayici degiskenli iki veri
kiimesi incelenecektir. Bunlarin ilki, Wayne Nelson’un, yalitimin dielektrik arizalanma
kuvveti ile ilgili olarak eskime-bozunma(age-degradation) arasindaki iligkiyi belirlemek iizere
yaptig1 deney sonuglarindan olusmaktadir'. ikinci veri kiimesi ise, D. Chwirut ve D. G.
Eitzen’in ultrasonik Olclimlerin giivenilirliginin gelistirilmesine yonelik yaptiklari deney
sonuglarim igermektedir. Kolaylik bakimindan bu veri kiimelerinin birincisi Veri A, ikincisi

ise Veri B olarak adlandirilacaktir.
9.1.1 Veri A ile Ilgili Bilgiler:

Bilindigi gibi birgok iiriiniin performansi zamanla bozunmaktadir. Ornegin, bir elektrik
yalittminin(bir kondansator olarak diisiiniilebilir) arizalanma kuvveti, sicaklifa ve zamana
bagli olarak degisir. Burada yalitimin arizalanma kuvveti, o yalittmin artik yalitkan olmadig:
voltaj diizeyi olarak tanimlanabilir. Bu deneyde, dort sicaklik diizeyi (180, 225, 250, 275
santigrad derece) ve sekiz siire diizeyi (1, 2, 4, 8, 16, 32, 48, 64 hafta) vardir. Bunlarin herbir
kombinasyonu i¢in dort tane denek kullanilmistir. Toplam 4x4x8=128 tane gozlem elde
edilmistir. Veri A, biitiin olarak Ek 1’de verilmistir. Y bagimli degiskeni, dielektrik
kuvveti(kVolt)ni, X; bagimsiz degiskeni zamani (hafta) ve X, bagimsiz degiskeni de

sicakligi(santigrad derece) gostermektedir.

Nelson, Arrhenius bozunma yasasindan ve Whitman ve Doiganz‘ln deneysel ¢alismalarindan

yola c¢ikarak,
InY=a-pXe"™ +¢

modelini uygulamustir. Model, Bolim 4.5.6’da verilen Weibull biliyime modeline
benzemektedir. Bu ¢alismada ise, dnce makalede Gnerilen bu mekanistik model uygulanacak,

modelin ve parametre tahminlerinin anlamldigt incelenecektir. Bunun yaminda, degisik

! Nelson, W. (1981) Analysis of Performance-Degradation Data. IEEE Transactions on Reliability. Vol. 2, R-30,
No. 2, pp. 149-155

2 L. C. Whitman, P. Doigan, “Calculation of life characteristics of insulation,” AIEE Trans., vol 73, 1954, pp
193-8.
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baslangi¢ noktalan segilerek yakinsama durumu arastirilacak, genel hatlariyla kalint1 analizi

uygulanacak ve karsilagilan sorunlar1 agmak icin degisik modeller denenecektir.
9.1.2 Veri B ile Ilgili Bilgiler:

Veri B, bir ultrasonik kalibrasyon deneyinden elde edilmistir. 214 gozlemden olusmustur.
Bagimli degisken Y, ultrasonik tepkiyi, bagimsiz degisken X ise metal uzakligini

gostermektedir. Bu veri kiimesi www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls main.shtml internet

adresinden alinmustir’ve tamami Ek 8’de verilmistir.

Orijinal calismada Onerilen ve kullanilan model,

e
+E;

i ﬁ'l'}X i

seklindedir. Buradaki uygulamada da bu model kullanilacak ve incelenecektir.
9.2 Veri A ile Tlgili Uygulamalar:
9.2.1 Veri A icin Onerilen Modelin Parametrelerinin Tahmini:

Modelin tahmininde SPSS 11.5 istatistik paket programi kullanilacaktir. SPSS 11.5’ta veriler
girildikten sonra, Analyze meniistinden sirasiyla Regression, Nonlinear Regression secenegi
secilip, makalede Onerilen yukaridaki model ve parametreler icin deneysel Ongoriiler

dogrultusunda Onerilen baslangi¢ degerleri girilirse, asagidaki Cikti 1 elde edilir:

Cikt1 1:

Run stopped after 48 model evaluations and 22 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY

Source DF Sum of Squares Mean Square

3 D. Chwirut and D. G. Eitzen, “Improving the Reliability of Ultrasonic Measurements: Recent NBS Progress,”
Proceedings, 1978 Symposium on Ultrasonic Reliability, Columbus, OH, American Society of Nondestructive
Testing, (1978)

D. Chwirut and D. G. Eitzen, “Toward the Development of Improved Reference Fatigue Cracks for Use’in
Ultrasonic Nondestructive Evaluation,” International Advances’in Nondestructive Testing, 6, pp. 179-197,
1979)
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Regression 3 716.36766 238.78922

Residual 125 3.79768 .03038

Uncorrected Total 128 720.16534

(Corrected Total) 127 54.41263

R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .93021

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval

Parameter Estimate Std. Error Lower Upper

A 2.590683601 .019149999 2.552783376 2.628583826

B 5.61777E-09 6.11250E-09 -6.47963E-09 1.77152E-08

c -.057701014 .003957231 -.065532864 -.049869163

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B C
A 1.0000 .4509 .4420
B .4509 1.0000 .9997
c .4420 .9997 1.0000

SPSS 11.5 ciktis1 kolaylik olmasi bakimindan text dosyasi olarak cikarilmustir. Burada yer
kaplamamas1 acisindan c¢ikti notlart ve iterasyon degerleri verilmeyecektir. Cikt1i 1’de
goriildiigii gibi, R* = 0,93021 bulunmustur. Dogrusal olmayan regresyonda R*'nin 0,95 ya da
daha yiiksek ¢ikmasi beklenmesine karsin bu deger fazla diisiik degildir. o, B ve ¥
parametrelerinin tahmincileri sirasiyla A, B ve C olarak gosterilmistir. Baslangig degerleri ise
A=25, B=0 ve C=-0,05 olarak alinmistir. SPSS 11,5’ta Nonlinear Regression meniisiinde
Levenberg-Marquardt ve Sequential Quadratic Programming olmak iizere iki optimizasyon
yontemi sunulmaktadir. Sequential Quadratic Programming yontemi, Levenberg-Marquardt
yontemine gore daha karmagsiktir. Yakinsaklik i¢in bircok faktor igermektedir ve bunlarin
herbirinin ¢6ziim iizerinde farkli etkileri olacaktir. Bundan dolay1 daha basit bir yontem olan
Levenberg-Marquardt yontemi secilmistir. Bu yontemde kalint1 kareleri toplami ve parametre

icin yakinsaklik 10°® olarak secilmistir.

Parametre tahmincileri incelendiginde ise, %5 anlam diizeyinde(t;26:0,025=1,98) B’nin anlaml
olmadig1 goriiliir. A, B ve C parametreleri igin t istatistifi degerleri ta=135,2837547,
tg=0,919062 ve tc=-14,5911701 seklindedir. Bununla birlikte parametre tahmincilerinin
korelasyon matrisine bakildiginda rgc = 0,9997 oldugu goriiliir. Bu da B ve C parametreleri

icin, modelin, yiliksek parametrizasyon agisindan incelenmesini Onerir.
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Verilen baslangi¢c degerleri ile 22 iterasyonda ¢oziime ulasilmustir. Ulasilan bu ¢oziimiin
global minimum olup olmadigim incelemek amaciyla parametre tahmincileri i¢in segilen
baslangi¢ degerlerinin li¢ boyutlu kartezyen koordinat sisteminde eksenlere gore simetrileri
alinarak, koordinat sisteminin diger bolgelerinden baslanildiginda aymi ¢o6ziime ulasilip
ulasilmadigina bakilabilir. Baslangig degeri olarak B=0 oldugundan bu inceleme diger iki
nokta icin yapilacak bu da boyutu ikiye indirecektir. Daha once (2,5; 0; -0,05) olarak secilen
baslangi¢ noktasi, koordinat sisteminde birinci bolgedeki (2,5; 0; 0,05) noktasina tasinirsa,

yapilan analiz sonucu Cikt1 2 elde edilir:

Cikt1 2:

Run stopped after 41 model evaluations and 18 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 668.49358 222.83119
Residual 125 51.67176 .41337
Uncorrected Total 128 720.16534
(Corrected Total) 127 54.41263
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .05037

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 2.220819650 .070334351 2.081619240 2.360020059
B -637.1444431 156%99.925184 -31709.24489 30434.956005
C .061386579 .137381040 -.210507550 .333280708

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B c
A 1.0000 -.4828 .4880
B -.4828 1.0000 -.9999
c .4880 -.9999 1.0000

Bu model 6nceki ile karsilastirildiginda yetersiz goziikmektedir. R2=0,05037 bulunmus ve %5
anlam diizeyinde B ile birlikte C de anlamsiz ¢ikmistir. A, B ve C parametreleri igin t
istatistigi degerleri ta=3,157517797, tg=-0,04058264201 ve tc=0,4468344322 seklindedir.

Yakinsama 18 iterasyonda gerceklesmistir. rgc ise mutlak degerce az da olsa artmustir.



197

Baslangig noktasi (-2,5; 0; 0,05) olarak alindiginda, tahmin modeli Ciktr 3’teki gibi olur.

Cikt1 3:

Run stopped after 38 model evaluations and 17 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between

successive
residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Squares Mean Sqguare
Regression 3 668.49358 222.83119
Residual 125 51.67176 .41337
Uncorrected Total 128 720.16534
(Corrected Total) 127 54.41263
R squared = 1 - Residual S8 / Corrected SS = .05037

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 2.220819359 .070331302 2.081624983 2.360013735
B -637.2040307 15773.131034 -31854.18794 30579.779879
c .061387070 .137503460 -.210749343 .333523482

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B C
A 1.0000 -.4827 .4880
B ~-.4827 1.0000 -.9999
C .4880 -.9999 1.0000

Bu durumda ise R” ve rp¢ degismemis, ¢éziime 17 iterasyonda ulasilmustir.

Baglangic degeri (-2,5; 0; -0,05) noktasina ve son olarak koordinat sisteminde dordiincii

bolgeye(2,5; 0; -0,05) alindiginda ise, sonug Cikt1 1°dekinin aynist olmaktadir.

Sonu¢ olarak goriilmektedir ki baglangic noktasimin degisimi parametre tahminlerini

etkilemekte ve bu da egriselligin yiiksek olabilecegini akla getirmektedir.

Dikkat edilirse, tahmin edilen modellerde B ve C parametre tahmincileri arasindaki

korelasyon katsayis1 yiiksek goziikkmektedir. Bu yiiksek degerin, parametrelerden birinin

dislanmas1 durumunda ne olacagt incelenebilir. Bu amagla B ve C parametrelerinden Once

biri, sonra digeri ¢ikarilarak model tahmin edilebilir. Once B parametresi dislansin ve
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InY=A-Xe % +e
modeli tahmin edilsin.

Cikt1 4:

Run stopped after 26 model evaluations and 13 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between

successive
residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 665.75271 332.87636
Residual 126 54.41263 .43185
Uncorrected Total 128 720.16534
(Corrected Total) 127 54.41263
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .00000

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 2.280612426 .062157238 2.157605080 2.403619772
c .147695303 157476.81541 -311641.8405 311642.13588

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A &
A 1.0000 -.3560
cC -.3560 1.0000

Goriildiigii gibi parametre tahmincileri arasindaki korelasyon azalmasina karsin, model, R*=0
oldugundan dikkate alinacak nitelikte degildir. Burada baglangi¢ noktas1 olarak (0; 0) noktasi

alinmstir,

B parametresi modelde tutulup, C parametresi dislandiginda ise Cikt1 5’teki sonuglar elde

edilir. o

Cikt1 5:

Run stopped after 3 model evaluations and 2 derivative evaluations.
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Iterations have been stopped because the magnitude of the largest
correlation
between the residuals and any derivative column is at most RCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 713.71592 356.85796
Residual 126 6.44942 .05119
Uncorrected Total 128 720.16534
(Corrected Total) 127 54.41263
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .88147

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 2.510123376 .021356601 2.467859290 2.552387463
B 1.55572-121 5.08222-123 1.45515-121 1.65630-121

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B
A 1.0000 .3511
B .3511 1.0000

Goriildiigii gibi, parametre tahmincileri arasindaki korelasyon olduk¢a azalmistir ve parametre
tahmincileri, %5 anlam diizeyinde oldukg¢a anlamlidirlar. R? ise Cikt 1’dekinden az olmasina
karsin fazla kiiciik bir deger degildir. Burada da Cikt1 4’teki gibi, baslangi¢ noktas: olarak (0;

0) noktas1 alinmustir. Ayrica yakinsamanin 2 iterasyonda gergeklesmesi dikkat cekicidir.

Sonuclarint gérmek amaciyla modelde sadece B parametresi tutulup diger parametreler

dislansin. Bu durumda
InY=-BX,e™ +e
modelinin tahmini sonucunda Cikti1 6 elde edilir:

Cikt1 6:

Run stopped after 3 model evaluations and 2 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the magnitude of the largest
correlation

between the residuals and any derivative column is at most RCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
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Source DF Sum of Squares Mean Square

Regression 1 6.62347 6.62347

Residual 127 713.54187 5.61844

Uncorrected Total 128 720.16534

(Corrected Total) 127 54.41263

R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = -12.11353

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval

Parameter Estimate Std. Error Lower Upper

B 5.41327-122 4.98568-122 -4.45250-122 1.52790-121

B ic¢in baslangi¢ degeri O alinmistir. Burada B parametresi %5 anlam diizeyinde anlamli

olmamakla beraber R de negatif ¢ikmustir.

Su ana kadar, parametre tahmincileri arasindaki yiiksek korelasyonu azaltmak i¢in modelde
yapilan degisimler olumlu sonug¢ vermemistir. Ozellikle B parametresinin dislanmas: modeli
tamamen anlamsiz duruma getirmistir. Bu durumda B parametresinin oldugu gibi kalmasi,
buna karsin, yiiksek korelasyonlu oldugu C parametresinin iistel ifadede degil fakat,

etkilesimli terim seklinde toplamsal olarak modele katildig1 asagidaki yapi ele alinsin:
InY=A-BX e ™™ +CX,X, +e

Bu modelin tahmini sonucunda Cikt1 7°deki sonuglar elde edilir:

Cikt1 7:

Run stopped after 3 model evaluations and 2 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the magnitude of the largest

correlation
between the residuals and any derivative column is at most RCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 685.50827 228.50276
Residual 125 34.65707 .27726
Uncorrected Total 128 720.16534

(Corrected Total) 127 54.41263
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R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .36307

[

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 2.659590753 .000000000 2.659590753 2.659590753
B .000000000 8.82754E-06 -.000017471 .000017471
c -.000074515 .064666409 -.128057363 .127908334

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B Cc
A 1.0000 .
B 1.0000 -.6943
c -.6943 1.0000

Goriildiigii gibi R? oldukga diisiik, B parametresi son derece anlamsizdir.
Etkilesim teriminin iistel ifadede yer aldig1 su model;

InY=A—Be ™" +e

denendiginde ise Cikt1 8 elde edilir:

Cikt1 8:

Run stopped after 142 model evaluations and 65 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Sgquares Mean Sguare
Regression 3 688.41873 229.47291
Regidual 125 31.74661 .25397
Uncorrected Total 128 720.16534
(Corrected Total) 127 54.41263
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .41656

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error  Lower Upper
A 2.582006037 .097468331 2.389104114 2.7749079%61
B .056588517 .048782351 ~.039957810 .153134845
c -.000198560 .000050177 -.000298867 ~-.000100253

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates
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A B C
A 1.0000 .8610 .8270
B .8610 1.0000 .9924
c .8270 .9924 1.0000

Burada baslangic noktast (-2,5; 0; 0)’dir. R’ yine diisiik ve B parametresi anlamsizdur.

18c=0,9924 olup, yine yiiksektir. Yukarida denenen modelden B dislanirsa,

Cikt1: 9

Run stopped after 12 model evaluations and 6 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between

successive
residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 686.76616 343.38308
Residual 126 33.39918 .26507
Uncorrected Total 128 720.16534
(Corrected Total) 127 54.41263
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .38619

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 3.634060214 .057688082 3.519897197 3.748223232
c -.000051655 3.91966E-06 -.000059412 -.000043898

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A c
A 1.0000 ~-.61l46
Cc -.6146 1.0000

Baglangic noktast (-2,5; 0) secilmistir. Korelasyon diisiik ve parametreler anlamli

gozitkmesine karsin R? cok diisiik ve tatmin edici olmaktan uzaktir.

Bu durumda goziikmektedir ki, modeli déglstlmek korelasyonu diigiirmemekte, diislirse bile
diger istatistikleri olumsuz yonde degistirmektedir. Bunun yerine degiskenler tizerinde
doniisim yapmak oOnerilebilir. Buna gore, degiskenler arasindaki korelasyonu azaltmak

amaciyla standardize degiskenlerin kullanilmas: denenebilir. Yalinlik bakimindan 6nce
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modeli denenecektir. Burada stinY, stX; ve stX; sirasiyla InY, X; ve X, degiskenlerinin

standartlastiriimig

bicimini

gostermektedir.

Goriildiig  gibi

model

parametrelerinde

dogrusaldir ve iteratif niimerik ¢6ziim yontemi gerektirmez. Modelin tahmini sonucu su

sonuglar elde edilmistir:

Cikt1 10:
Variables Entered/Removed(b)
Variables Variables
Model Entered Removed Method
! STSX-I;)% Enter

a All requested variables entered.
b Dependent Variable: STLNY

Model Summary

Adjusted R | Std. Error of
Model R R Square Square the Estimate
1 .748(a) .560 .553 .66854
a Predictors: (Constant), STX2, STX1
ANOVA(b)
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
1 LBESlo 71.132 2 35566 | 79575|  .000(a)
Residual 55.869 125 447
Total 127.000 127
a Predictors: (Constant), STX2, STX1
b Dependent Variable: STLNY
Coefficients(a)
Standardi l’
zed
Unstandardized | Coefficie 95% Confidence
Coefficients nis Interval for B | Correlations

Mode Std. . Lower Upper | Zero-
| B Error Beta t Sig. Bound | Bound | order | Partial | Part
1 (Con 1.911

stant) E.07 .059 .000 | 1.000 -117 117

STX1 -.465 .059 -.465 | -7.838 .000 -.582 -348 | -465| -574| -465

8STX2 -.586 .059 -.586 | -9.885 .000 -.704 -.469 -.586 | -.662 -.586

a Dependent Variable: STLNY
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Goriildiigii gibi R* diisiik ve sabit terim anlamli olmaktan uzaktir. Aym model, Nonlinear
meniisiinde tahmin edildiginde tamamen ayn1 sonuclar elde edilmekte ve siire¢ 2 iterasyonda

yakinsamaktadir.

Bu degiskenlerle ilk 6nerilen model tekrar denenirse
stInY = A~ BstX e “™ +e

Cikt1 11:

Run stopped after 19 model evaluations and 7 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable STLNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 61.88960 20.62987
Residual 125 65.11055 .52088
Uncorrected Total 128 127.00015
(Corrected Total) 127 127.00015
R squared = 1 - Residual SS / Corrected S8 = .48732

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate std. Error Lower Upper
B .133896550 .074878300 -.01429689%99 .282090000
c -1.915029005 .476856958 -2.858788108 -.971269902
A 4.70675E-06 .063788447 -.126240547 .126249960

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

B c A
B 1.0000 .9865 .0001
c .9865 1.0000 .0001
A .0001 .0001 1.0000

Burada baslangi¢ noktas: olarak (-2,5; 0; 0)-ahnmustir. Goriildiigti -gibi-%5 anlam diizeyinde
sabit terim anlamsiz, R* diisiik ve rgc yine yiiksektir. Bu sorunlart asmak icin
standartlastirilmamis degiskenlerde uygulandigi gibi, diger parametreler modelde kalmak

kosuluyla, sirasiyla B ve C parametreleri modelden ¢ikarilabilir. Bu denendiginde tahmin
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edilen modeller son derece anlamsiz ¢ikmaktadir. Bunun i¢in yer kaplamamas: bakimindan

burada ¢iktilar sunulmayacaktir.

Yeniden parametrelerinde dogrusal modellere geri doniiliirse, Cikt1 11°de denenen modele

etkilesim terimi eklenmesi 6nerilebilir. Bu durumda model su sekilde olacaktir:
stInY = A+ BstX | +CstX, + DstX stX , + e

Cikt1 12;

Run stopped after 18 model evaluations and 2 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable STLNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 4 93.81855 23.45464
Residual 124 33.18160 .26759
Uncorrected Total 128 127.00015
(Corrected Total) 127 127.00015
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .73873

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Erroxr Lower Upper
A 1.91113E-07 .045534799 -.090125931 .090126314
B -.464993126 .045902483 -.555846999 -.374139254
c -.586406509 .045902909 -.677261225 ~-.495551794
D -.424315990 .046082819 -.515526798 -.333105183

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B c D
A 1.0000 -.0012 .0044 .0000
B -.0012 1.0000 .0000 .0000
c .0044 .0000 1.0000 .0000
D .0000 .0000 .0000 1.0000

Cikt1 12’de goriildiigii iizere, sabit terimin anlamsiz olmasi disinda neredeyse biitiin

istatistikler olumlu durumdadir. R? ise dogrusal bir model igin iyi sayilabilir. Bu dogrultuda
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sabit terimin modelden dislanmasi durumunda uyumun nasil olacagi merak edilebilir. Buna
gore denenecek model

stlnY = BstX | + CstX, + DstX stX, +e

olacaktir.

Ciktr 13:

Run stopped after 3 model evaluations and 2 derivative evaluatiomns.
Iterations have been stopped because the magnitude of the largest
correlation

between the residuals and any derivative column is at most RCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable STLNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 93.81855 31.27285
Residual 125 33.18160 .26545
Uncorrected Total 128 127.00015
(Corrected Total) 127 127.00015
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .73873

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
B -.464993126 .045718473 -.555475660 -~-.374510593
c -.586406509 .045718485 ~-.676889064 -.495923954
D -.424315990 .045898118 ~.515154061 -.333477919

Agymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

B c D
B 1.0000 .0000 .0000
c .0000 1.0000 .0000
D .0000 .0000 1.0000

Goriildiigii gibi, R*> degismemis fakat parametreler anlamli ve parametre tahmincileri
arasindaki korelasyon katsayilar1 O bulunmustur. Burada su belirtilmelidir ki, stinY=Y’ ve
stX;.stX,=X" seklinde doniistimlerle yukaridaki modeller dogrusallastirilip SEKK ile tahmin
yapildiginda Cikt1 12 ve Cikt1 13’tekilerle tamamen aym sonuglar elde edilmektedir.

Standardizasyonun yaninda degiskenler igin ortalamalardan farklar seklinde bir doniigiim de

uygulanabilir. Doniistiirtilmiis degiskenler,



207

(Iny) =InY —In¥

seklindedir ve model de
(nY) ' =A—BX e +e
halini alacaktir. Baslangi¢ noktasi (2; 0,01; -0,01) alinirsa sonug Cikt1 14°teki gibi olur:

Cikt1 14:

Run stopped after 15 model evaluations and 7 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNYX
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 26.47631 8.82544
Residual 125 27.85419 .22283
Uncorrected Total 128 54.33050
(Corrected Total) 127 54.33046
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .48732

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A -.000547651 .041723892 -.083124411 .082029108
B .003932311 .002199093 -.000419967 .008284588
c ~-.054362937 .013536506 -.081153361 -.027572512

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B c
A 1.0000 .0000 .0000
B .0000 1.0000 .9865
C .0000 .9865 1.0000

Goriildiigii gibi bu doniistim varolan sorunlara ¢6ziim getirememistir.



Modelin uyumunu iyilestirmeye yonelik bu girisimlerin yaninda birim degisikliginin ne gibi
etkilerinin olacag1 da arastirtlabilir. Hatirlanacag: iizere verideki degiskenler, Y dielektrik
kuvveti kVolt, X; zamam hafta ve X, sicaklik santigrad derece cinsinden Olgiilmiislerdi.
Tahmin edilebilecegi gibi, kVolt’u, Volt’a ya da haftayr giine veya saate doniistiirmek
degiskenlerin aciklayiciligini artirmayacaktir. Fakat santigrad dereceyi Fahrenheit dereceye

doniistiirmek ilging goriinebilir. Ciinkii Fahrenheit derece ile santigrad derece arasinda

F=C"’ (9/5)+32

seklinde hem carpimsal hem toplamsal degismeye dayali bir iliski vardir. X5 nin biriminin

Fahrenheit derece oldugu ve diger degiskenlerin birimlerinin degismedigi orijinal model icin

su sonuglar elde edilir:

Cikt 15:

Run stopped after 148 model evaluations and 68 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between

successive

residual sums of squares is at most SSCON
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Nonlinear Regression Summary Statistics

= 1.000E-08

Dependent Variable LNY

Source DF Sum of Squares Mean Square

Regression 3 715.61244 238.53748
Residual 125 3.79406 .03035
Uncorrected Total 128 719.40650

(Corrected Total) 127 54.33046

R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .93017

Agymptotic
Parameter Estimate Std. Error
A 2.589339801 .019141842
B 2.02801E-09 2.34825E-09 -2.
C -.032041518 .002197513 -

2.

Asymptotic 95 %
Confidence Interval
Lower Upper

551455720 2.627223882
61947E-09 6.67549E-09

.036390668 -.027692368

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B c
A 1.0000 .4504 L4421
B .4504 1.0000 .95%8
C L4421 .9998 1.0000
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Goriildiigii gibi ilk modelin sonuglarindan farkli sonuglar elde edilmemistir. Yalnizca
iterasyon sayisinda bir artma olmugtur. Bununla birlikte diger degiskenler i¢in de birim
degisiklikleri yapilmis ve teker teker ya da bir arada modele dahil edilmislerdir, fakat bulunan
sonuglara, buraya kadar denenen modellerden daha iyi olmadiklar icin, kisalik bakimindan

yer verilmeyecektir.

Su ana kadar yapilan biitiin denemelerden dikkate alinabilecek iki modele ulasilmistir. Bunlar,
orijinal makalede onerilen ve sonuglari Cikt1 1°de sunulan 1.Model ve standardize degiskenler
ile elde edilen, parametrelerinde dogrusal olarak degerlendirilebilecek Cikt 13°te sunulan 13.
Modeldir. Bu modellerin gizlem degerleri ile uyumu Excel’de hazirlanan asagidaki

grafiklerde gériilebilir:

Model 1: InY-Tahmin degerleri

InY-Tahmin degerleri

L S SRR IR R IR

B B I R NI I (BN

i

P
s 1
oity

gézlemler

Sekil 9.1 Model 1 i¢in InY ile tahmin degerleri (tahmin degerleri pembe renkle gOsterilmistir.)

Kalinular ise Sekil 9.2’ deki gibidir:
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Model 1 Kalintilar

08

06 f——r — - -

kahntilar 0.2 — ——=
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gozlemler

Sekil 9.2 Model 1°den elde edilen kalintilar

Model 13 igin ise bu grafikler strastyla,

Model 13 igin stinY ile tahmin degerleri (Tahmin degerleri pembe renkle gosterilmistir.)

29 33 37 41 45 49 53 57

stinY, tahmin degerleri

gézlemler
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Sekil 9.3 Model 13 igin stinY ile tahmin degerleri (tahmin degerleri pembe renkle
gosterilmistir.)

Model 13 Kalintilar

y TR AN if

3 97 101 105 109 113J17 121 125

e
3
|
e
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kalintilar

i

——t
|

2 B = = . = 3 =2
gozlemler

Sekil 9.4 Model 13°den elde edilen kalintilar

seklindedirler. Model 1°de belirgin olmamakla beraber, Model 13’teki kalintilarin grafiginde
degisen varyans goze carpmaktadir. Bunun icin belirlenen bu iki model icin genel hatlariyla

kalintr analizi uygulamak yerinde olacaktir.

9.2.2 Model 1 ve Model 13 i¢in Genel Hatlartyla Kalinti Analizi ve Dogrusal Olmayan
AEKK:

Bu boliimde kalintilarin normalligi, sapan degerlerin varhgi, otokorelasyon ve degisen
varyans arastirilacaktir. Normallik varsayiminin arastirilmasinda Q-Q Plot ve Jarque-Bera
testinden faydalanilacak, sapan degerler %5 ve %10 anlam diizeyinde arastirilacaktir.
Otokorelasyonunun arastirilmasinda ise Durbin-Watson, BG(Breusch-Godfrey) testi gibi,
daha ok dogrusal modellerde basvurulan testler yerine daha basit ve gorgiil bir yontem,
kalintilarin - birbirleriyle birinci ve ikinci dereceden gecikmeli otokorelasyon diizeyleri,
kullanilacaktir. Degisen varyansin saptanmasinda ise W testi, BPG testi ve Endrenyi ve
Kwong’un o6nerdikleri degisen varyans testi kullanilacaktir. Degisen varyans durumu

saptanmasi halinde dogrusal olmayan AEKK yontemine basvurulacaktir.



9.2.2.1 Model | i¢in Kalinti Analizi:
Normalligin Arastirilmasi:

Model 1’den clde edilen kalintilar i¢in Q-Q grafigi cizdirildiginde, Sekil 9.5'teki gortintii

ortaya cikar:

Normal Q-Q Plot of Residuals

Expected Normal Value

Observed Value

Sekil 9.5 Model 1'den elde edilen kalintilarin Q-Q grafigi

Bilindigi gibi normal dagilim durumunda, z degerleri ile sirali gozlemler arasindaki
noktalarin diiz bir ¢izgi izlemesi gereklidir. Goriildiigii gibi, burada az da olsa normallikten

sapma s6z konusudur.

Normalligi sinamak i¢in Jarque-Bera testinden de faydalanilabilir. Buna gore,

n[£+%(l(_3)}
6 24

seklinde tanimlanan test istatistigi, ilgili anlam diizeyinde y; degerinden biiyiikse,
kalintilarin normal dagildigr sifir hipotezi reddedilir. Burada S (skewness) carpikligi ve K

(kurtosis) basikligi simgeler. Model 1 kalintilart igin bu degerler asagida goriilebilir:
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resid1

Mean -0.000312
Standard Error 0.0152602
Median 0.01
Mode 0.09
Standard

Deviation 0.1726493
Sample Variance  0.0298078
Kurtosis 1.8152186
Skewness -0.212428
Range 1.15
Minimum -0.54
Maximum 0.61
Sum -0.04
Count 128

Bu degerlerden hesaplanan test istatistigi
JB=8.449117795

%5 anlam seviyesinde tablo degeri ise Xro0s = 5.991476357'dir. Bu durumda kalintilarin

normal dagilmadiklar sdylenebilir.
Sapan Degerlerin incelenmesi:

Sapan degerlerin varliginin arastirlmas1 i¢in kalintlar standardize edilir. Sonra standardize
edilen bu kalintilar arasinda, 6nceden belirlenen anlam diizeyine karsilik gelen tablo degeri
yardimiyla olusturulan arahgin diginda kalan gézlemler belirlenir. Eger anlam diizeyi %5
olarak belirlenirse, buna kargilik gelen tablo degeri yaklasik olarak tgyo= 1,96=2 alinabilir. (-
2, +2) yaklasik arah@ disinda kalan kalinti degerleri %5 diizeyinde sapan deger olarak
isaretlenmis ve Ek 2’de verilmistir. Bunlar, sirasiyla 61., 62., 63., 64., 111., 125, 127. ve 128.

gozlemlere karsilik gelen standart kalinti degerleridir.

Bu gozlemler Veri A’dan atldiktan sonra model tahmininin sonuglarinin ne olacagi merak

edilebilir. Bu sonuglar Cikti 16°da sunulmustur.

Cikt1 16:

Run stopped after 97 model evaluations and 45 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08
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Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY17.1
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 704 .56037 234.85346
Residual 1977 1.81813 .01554
Uncorrected Total 120 706.37850
(Corrected Total) 119 34.95498
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .94799

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 2.616692286 .013977166 2.589011242 2.644373330
B 5.87354E-09 4.28568E-09 -2.61403E-09 1.43611E-08
(&) -.057840623 .002661320 -.063111228 -.052570017

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B (&
A 1.0000 .4422 .4308
B .4422 1.0000 : 99596
€ .4308 29996 1.0000

Goriildigii gibi R* de yiikselme olmustur. B parametre tahmincisinin t istatistik degerinde bir
artma olmugsa da %5 anlam diizeyinde B yine anlamsiz ¢itkmaktadir. Ayrica rge hemen

hemen ayni kalmistir. Baslangig noktast olarak (2; 0,001; -0,01) alinmustir.

Sapan degerlerin arastirilmasinda anlam diizeyi olarak %10 alnirsa, karsilik gelen tablo
degeri 1,65 olmakta ve (-1,65, +1,65) araligi disinda kalan standart kalintilar sapan deger
olarak belirlenecektir. Bu durumda, 6nceki 8 gozleme ek olarak 3 gozlem daha, sirasiyla 65.,

96. ve 109. gozlemler katilacaktir. Bu degerler de Ek 2°de sunulmaktadir.

Sonug olarak bu 11 degerin sapan deger olarak Veri A’dan ¢ikarilmasi, model tahminini Cikt:

17°deki gibi etkiliyecektir.

Cikt1 17:

Run stopped after 115 model evaluations and 51 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable LNY24
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Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 695.40923 231.80308
Residual 114 1.63607 .01435
Uncorrected Total il iy 697.04530
(Corrected Total) 116 27.58191
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .94068

o

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 21./61310959.1 .013536645 2.586293521 2.639925501
B -6.79626E-09 4.85124E-09 -1.64065E-08 2.81401E-09
(& -.057216407 .002608398 -.062383623 -.052049191

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B c
A 1.0000 -.4403 .4279
B -.4403 1.0000 =.99895
(¢ .4279 =s9995 1.0000

Model tahmininde bir nceki baslangig noktasi (2; 0,001; -0,01) olarak alindiginda SPSS 11.5
“iterasyon limitinin asildigi” uyarisini vermektedir. Bunun icin baslangi¢ noktasi olarak (0; 0;
0) alinmuisur. Tahmin sonucunda R’ | Cikti 16’dakinden daha diisiiktiir. Diger istatistikler

yaklagik olarak degismemistir.

Sonug olarak sapan deger olarak nitelendirilen bu gézlemlerin dislanmasi model tahmininde

genel bir iyilestirme ortaya koymasina karsin yeterli diizeyde degildir.
Otokorelasyonun Arastirilmasi:

Bu analizde, dogrusal regresyonda otokorelasyonun saptanmasinda siklikla kullanilan testlere
basvurulmayacaktir. Bunun yerine kalintilarin birinci ve ikinci mertebe gecikmeli degerleri ile
olan otokorelasyon katsayisi degerlendirilecektir. Model 1°den elde edilen kalintilarin birinci
mertebe otokorelasyon katsayis1 0.509437 diizeyindedir. ikinci mertebe otokorelasyon
katsayis1 ise 0.275369 diizeyindedir. Bu degerler, otokorelasyonun  bulunmadigin

diisiindiirmektedir.

Degisen Varyansin Arastirilmasi:
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Degisen varyansin arastinlmasinda W testi, BPG testi ve Endrenyi-Kwong  yaklasimi
uygulanacaktir.
W testi i¢in su yardimer regresyon modeli hesaplanmistir:

¢/ =A+BX, +CX'+DX, + EX? + FX,\ X, +v,

Bu modelin belirlenirlik katsayisi R*=0, 27570 bulunmustur. W test istatistigi ise,
nR’=72.74624

olup,

reddedilir ve degisen varyansin olduguna karar verilir.

%5 anlam diizeyi igin 5 serbestlik dereceli %’ degeri 11.07048257"dir. Bu durumda H,

BPG testinde ise hesaplanan,
pi=o+ X+, SRk :eiz/a-2

yardimet regresyon modelinden elde edilen test istatistigi

0=17.716

olarak bulunmustur.

%5 anlam diizeyinde 2 serbestlik dereceli ¥’ degeri 5991476357
oldugundan Hy hipotezi reddedilir ve degisen varyansin oldugun

a karar verilir.
Endrenyi-Kwong yaklasimi icin ise hesaplanan test istatistigi,

Si=2.4023
S,=0.801
S:/8,=2.99

olarak bulunur. Bu smama icin  Endenyi ve Kwong'un

onerisi  dogrultusunda,
k=(128+3)/4=32,75=32 alinmistir. Bulunan istatistik degeri, tablo degeri Fs;,

32 005 =
1.804480121 den biiyiik oldugu icin sifir hipotezi reddedilir ve degisen varyansin oldugu
sonucuna ulasilir.
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Uygulanan ii¢ testin de sonucu degisen varyans sorununun varligini gostermektedir. Bu
sorunun giderilmesine yonelik olarak, modelin tahmin edilmesinde, dogrusal olmayan AEKK

yontemi kullanilacaktir.
9.2.2.2 Model 1 igin Agirliklarin Belirlenmesi ve Dogrusal Olmayan AEKK Uygulamas::

Model 1’in tahmin edildigi Veri A’nin degisen varyansli anakiitleden geldigine karar
verildikten sonra, modelin daha etkin tahmini icin dogrusal olmayan AEKK yonteminin
uygulanmasi ve bunun igin de 6ncelikle agirhiklarin belirlenmesi gerekmektedir. Bélim 7.5'te
agirliklarin belirlenmesi ve nasil kullanilacagi konusunda bilgi verilmisti. Bu dogrultuda
agirliklarin belirlenmesi igin bircok model denenmistir ve kalinti kareleri iizerinde

agiklayicihigi en yiiksek olan asagidaki modelin tahmin degerleri ile agirhiklar belirlenecektir.

e/ =A+BX, +CX, + DY, +v,

Burada );', Model 1’den elde edilen tahmin degerleridir. Agirlik olarak wi=l/e,2 degerleri
kullanilacaktir. Bu yardimer modelin tahmini sonucunda R’=0,30 diizeyinde bulunmustur. Bu

Cikt1 18’de goriilebilir:

Cikt1 18:
Model Summary(b)
Adjusted R | Std. Error of
Model R R Square Square the Estimate
1 547(a) | 300 283 | .04837

a Predictors: (Constant), PRED_1, X2, X1
b Dependent Variable: RES1SQ

ANOVA(b)
Sum of }
Model Squares df Mean Square F Sig.
4 ?egressw 124 3 041 17.686 .000(a)
Residual .290 124 .002
Total 414 127
a Predictors: (Constant), PRED_1, X2, X1

b Dependent Variable: RES1SQ

Buradan elde edilen tahmin degerleri ve agirliklar Ek 3’te verilmistir. STATISTICA ve E-
Views disinda SPSS’de dahil olmak iizere diger yazilimlarda dogrusal olmayan AEKK
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yontemi bulunmamaktadir. Bu programlar ise modelin tahmininde yakinsayamamakta ve
tekillik uyaris1 vermektedirler. Ayn1 durum sapan degerlerin ¢ikarildifi halde de gecerli

olmaktadir.

Bunlarin yaninda, SPSS 11.5’ta Nonlinear Regression meniisiinde Loss Function segenegi

bulunmaktadir. Bu meniide, user-defined loss function segenegi secilirse, AEKK ifadesi
E:”G(Y}_ji)z

kullanict tarafindan yazildig: taktirde, dogrusal olmayan AEKK uygulamasi miimkiin
olmaktadir. Boyle bir uygulamada Levenberg-Marquardt algoritmas: segilememekte ve ¢ikan
uyar1 dogrultusunda zorunlu olarak Sequential Quadratic Programming algoritmasi
kullanilmaktadir. Fakat bu durumda da uyart gelmekte(warning 612) ve iistel ifadenin ¢ok
biiyiik oldugu belirtilmektedir. Siire¢, yukaridaki uyar1 ya da maksimum iterasyon sayisina
ulasilmasi dolayisiyla sona erdirilmektedir. Ayrica baslangic noktasinin se¢imine gore ¢ok
farkli sonuglar elde edilmektedir. Ornegin baslangi¢ noktastnin (2; 0; 0) secildigi bir deneme

i¢in son iterasyon degerleri asagidaki sekilde olmaktadir.

Cikt1 19:

All the derivatives will be calculated numerically.

Iteration Loss funct A B c
0.1 3956.696364 2.00000000 .000000000 .000000000
1.1 1752.536122 2.00021981 -.00910863 .000000000
2.1 925.5289050 2.53377196 -.46078364 5.95962123
3.1 923.3195459 2.51974508 -.46113126 5.96096929
4.1 923.3195459 2.51974508 -.46113126 5.96096929

Loss Fuction son degeri 923.3195459 olurken, (0; 0; 0) noktast i¢in

Cikt1 20:
40.1 778.5081425 2.40537742 -1.1727515 .031773342
41.1 776.6327153 2.40593307 -1.3924580 .032545826
42.1 775.8076018 2.40565174 -1.6531383 .033664051
43.1 774.6056627 2.40543096 -1.8722856 .034260206
44.1 773.3108671 2.40545218 -2.1742235 .034958255
45.1 772.7424473 2.40577460 -2.5264600 .035945068
46.1 771.5944611 2.40635426 -2.9224919 .036679273
47.1 770.6433199 2.40627275 -3.3355654 .037300499
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48.1 770.2035710 2.40643943 -3.8341398 .038208347
49.1 769.3207615 2.40680833 -4.4009108 .038915993
50.1 768.5456705 2.40685491 -4.9746334 .039476224

Run stopped after 50 major iterations.
Too many major iterations.

769.3207615 olmaktadir. Goriildiigii gibi, siire¢ bir minimuma yakinsayamamakta ve

sonlandiriimaktadir.

Bu durum hakkinda, SPSS’in saglamasi umulan sonu¢ kadar olmasa da, en azindan kaba bir
fikir sahibi olmak i¢in Matlab 6,5 programu kullanilarak bir algoritma hazirlanmistir. Yazilan

bu program su sekilde c¢alismaktadir: Herbir parametre igin Onceden araliklar

]

belirlenmektedir. Sonra, her aralik igin bir adim biiyiikligii kullamilarak, herbir parametreye
karsilik gelen deger kiimeleri olusturulur. Daha sonra, paremetrelerin alabilecegi degerlerin
tiim kombinasyonlariyla Loss fonksiyonu hesaplanir. Hesaplanan bu Loss degerleri i¢inden en
kiiciik olan1 ve bunun elde edildigi parametre degerleri bir tablo olarak Word formatinda

aktarilarak kullaniciya sunulur. Bunu gergeklestiren Matlab kodu su sekildedir:

[x,y,z] = meshgrid(1.0:0.1:3.5,-0.01:0.002:0.01,-1:0.2:1);
dummy1=size(x);
al=dummyi(1);
a2=dummy1(2);
a3=dummy1(3);
result=[];
count=0;
for k=1:a1;
(k/a1)*100
for I=1:a2;
for m=1:a3;
count=count+1;
v=[x(k,l,m),y(k,l,m),z(k,I,m)];
result(count,1)=v(1);
result(count,2)=v(2);
result{(count,3)=v(3);
result(count,4)=f(v);
end
end
end
save('result00','result’,'-ASCII');
min_value=min{resuit(;,4))
[i,j] = find(result(:,4)==min_value);
rapor=resuli(i,:);
titles = {'b0','b1",'b2','i'};
table2word(titles,rapor,'Table List 1','rapor00.doc',"Optimum Cozum Uzayi');
Bu kodun 18. satirinda ¢agirilan f fonksiyonu ise asagida verilmistir:

function r = f(v)
b0=v(1);
b1=v(2);
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b2=v(3);
yi=importdata('yi.ixt');
wi=importdata(‘wi.txt');
x1=importdata('x1.txt');
x2=importdata(‘'x2.txt");
u=size(yi,1);
f=0;
for i=1:u;
dummy = ((yi(i)-bO+b1*x1 (i) exp(-b2*x2(i)))*2) *wi(i);
f=f+dummy;
end
r=f;

Model 1 igin, bu kod ile Ek 3’te verilen agirhiklar kullamlarak, degisik araliklarla, yapilan

bir¢ok deneme sonucunda en iyi sonug olarak su ¢izelge elde edilmistir:

Cizelge 9.1 Matlab kodunun ¢iktis1 (Her parametreye denk gelen aralik ve adim degeri
tablonun altinda verilmistir).

Optimum Cozum Uzayi

b0 b1 b2 f

2.5 -0.01 0.2 924.311
2.5 -0.01 0.4 924.311
2.5 -0.01 0.6 924.311
2.5 -0.01 0.8 924.311
25 -0.01 1 924.311
2.5 -0.008 0.2 924.311
2.5 -0.008 0.4 924.311
2.5 -0.008 0.6 924.311
2.5 -0.008 0.8 924.311
2.5 -0.008 1 924.311
2.5 -0.006 0.2 924.311
2.5 -0.006 0.4 924.311

2.5 -0.006 0.6 924.311
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2.5 -0.006 0.8 924.311

Cizelge 9.1 (Devami) Matlab kodunun ¢iktis1 (Her parametreye denk gelen aralik ve adim
degeri tablonun altinda verilmistir).

2.5 -0.006 1 924.311
2.5 -0.004 0.2 924.311
2.5 -0.004 0.4 924.311
2.5 -0.004 0.6 924.311
25 -0.004 0.8 924.311
2.5 -0.004 1 924.311
25 -0.002 0.2 924.311
2.5 -0.002 0.4 924.311
2.5 -0.002 0.6 924.311

2.5 -0.002 0.8 924.311

2.5 -0.002 1 924.311
2.5 0 -1 924.311
2.5 0 -0.8 924.311
2.5 0 -0.6 924.311
2.5 0 -0.4 924.311
2.5 0 -0.2 924.311
2.5 0 0 924.311
2.5 0 0.2 924.311
2.5 0 .. 04 924.311
25 0 0.6 924.311

2.5 0 0.8 924.311
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2.5 0 1 924.311

2.5 0.002 0.4 924.311

Cizelge 9.1 (Devami) Matlab kodunun ¢iktis1 (Her parametreye denk gelen aralik ve adim
degeri tablonun altinda verilmistir).

2.5 0.002 0.6 924.311
2.5 0.002 0.8 924.311
2.5 0.002 1 924.311
25 0.004 0.4 924.311
2.5 0.004 0.6 924.311
2.5 0.004 0.8 924.311
2.5 0.004 1 924.311
2.5 0.006 0.4 924.311
2.5 0.006 0.6 924.311
2.5 0.006 0.8 924.311
25 0.006 1 924.311
2.5 0.008 0.4 924.311
2.5 0.008 0.6 924.311

2.5 0.008 0.8 924.311

2.5 0.008 1 924.311
2.5 0.01 0.4 924.311
2.5 0.01 0.6 924.311
25 0.01 0.8 924.311
2.5 0.01 - 824311

1.5:0.2:3.5,-0.01:0.002:0.01,-1:0.2:1
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f’nin minimum degeri 924,311 olarak elde edilmis ve bu degeri gercekleyen pek cok

parametre kombinasyonu oldugu goriilmiistiir. Parametrelerin tahmini gerceklestirilememistir.

Bu sonuglar degerlendirildiginde, farkli bir agirlik kullanmanin uygun olacag diisiintilmiistiir.
Yeni agirliklarin belirlenmesinde soyle bir yontem izlenmistir: Model 1°den elde edilen
kalint1 kareleri kiigiikten biiyiige dogru siralanir. Sonra, sirali kalintilarin kiiciikten biiyiige
dogru her % 10’luk boliimiine karsilik gelecek sekilde, sirasiyla 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6,
177, 1/8, 1/9 ve 1/10 agirliklan verilir. Boylece her kalint1 karesi ve gozlem icin karsilik
gelen agirliklar belirlenir. Goriildiigii gibi agirliklar kalint1 kareleri ile ters yonliidiir. Burada
agirliklarin degerleri keyfi olarak secilmistir. Onemli olan kiiciik kalint1 karesi icin biiyiik,

biiyiik kalint1 karesi icin kiiciik agirlik vermektir. Bunlar Ek 4’te verilmistir.

Cizelge 9.2, Ek 4’teki agirliklar kullanildigi durumda Matlab kodunun ¢iktis: (her
parametreye denk gelen aralik ve adim degeri tablonun altinda verilmistir)

Optimum Cozum Uzayi

b0 b1 b2 f
2.6 0.01 0 5.867996
1.0:0.1:3.5,-0.01:0.002:0.01,-1:0.2:1

Cizelge 9.2°de goriildiigii gibi, Loss fonksiyonunun degeri 5,867996 ¢ikmuistir. Bu degere, tek
bir kombinasyonda, (2,6; 0,01; 0) degerinde ulagilmistir. Bu sonuca gore, C (cizelgede b2)=0
tahmin edildigi icin X,'nin modelin agiklayicilifinda hi¢bir 6nemi kalmamaktadir ve iistel

ifade 1 olacagi icin model

InY =2,6+0,01X,

seklinde dogrusal bir modele indirgenmektedir. Bu da sicaklifin, dielektrik kuvveti lizerinde
bir etkisi olmadig1 anlamina gelmektedir. Kullanilan bu agirliklar, SPSS’te denendiginde
yakinsama saglanamamakta ve iterasyonlar sona erdirilmektedir. Bu modelden elde edilen

kalintilarin grafigi su sekildedir:
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Cizelge 8.6'da sunulan modelin kalintilari

05 - —- — — —
WM yw 1 73 77 B1£85 89 93 97 101105109 113 117 121 125

kahntilar

35 - — — — — == Sl

gézlemler

Sekil 9.6InY = 2,6 +0,01X, modelinin kalintilar:

Goriildiigi gibi, grafikte degisen varyansin varhgr kuvvetli bicimde goriilmektedir. Ayrica

dikkat edilirse, grafikten, kalintlarin toplaminin 0 olmadigr da goriilebilir.

Tiim bunlarin sonucu olarak, Veri A igin dogrusal olmayan AEKK yonteminin tatmin edici
sonug vermedigi goriilmektedir. Bu durumda, daha basit ve gorgiil tekniklere, 6rnegin bagimh
degiskenin karckokiiniin veya logaritmasinin alinmast gibi degisken doniistiirme yontemlerine

basvurulacaktir. Bagimli degisken InY nin karekokii alnip,
Y'=A-BXe™ +e | Y'=Iny
modeli tahmin edilirse Cikti 21°deki sonug elde edilir:

Cikt1 21:

Run stopped after 89 model evaluations and 42 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable SQRT_LNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 290.90196 96.96732
Residual 125 .86804 6.944284E-03

Uncorrected Total 128 291.77000
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(Corrected Total) 1217 12.76600
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .93200
Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval

Parameter Estimate Std. Error Lower Upper

A 1.615712949 .008964778 1.597970540 1.633455357

B 7.81656E-11 1.19103E-10 -1.57554E-10 3.13885E-10

€ -.070612783 .005537296 -.081571779 -.059653788

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B I
A 1.0000 .4348 .4289
B .4348 1.0000 <9999
C .4289 919,99 1.0000

Cikti 21°de goriildiigii gibi R*=0,932 olup, orijinal modele gore ¢ok kiiciik bir artma séz
konusudur. B parametresi yine anlamsizdir. Bu modelden elde edilen kalintilar Sekil 9.7°de

verilmistir.
Cikti 21°den elde edilen kalintilar
0.6

0.4

Kalintilar 0 )
-0.2 ;
04 |
-0.6

-0.8

gézlemler

Sekil 9.7 ¥’ = A— BX ,e™™ +¢ modelinin kalintilari

Grafik, 111., 125. ve 126. kalinti degerleri disinda iyi gériinmektedir. Bu degerler, daha dnce
kalinti analizi swrasinda sapan degerler arasindaydilar. Eger bu gozlemler Veri A’dan

dislanirsa, ayni model yeniden tahmin edildiginde su sonuglar bulunur:
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Ciktr 22:

Run stopped after 75 model evaluations and 35 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable SQRTLNY
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 291.08332 97.02777
Residual 122 .27668 2.267870E-03
Uncorrected Total 125 291.36000
(Corrected Total) 124 7 59270
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .96356

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 1.615321198 -005150979 1.605124321 1.625518076
B 1.23530E-10 1.07907E-10 -9.00830E-11 3.37143E-10
(e -.068768428 .003177527 -.075058659 -.062478197

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B c
A 1.0000 .4297 .4223
B A2 1.0000 .9598
@ .4223 .9998 1.0000

B parametresi yine anlamsiz olmakla birlikte, diger istatistiklerde ¢ok az bir iyilesme vardir.

Cikti 22°den tiiretilen kalintilarin grafigi de su sekildedir:
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Cikti 22°den elde edilen kalintilar

gézlemler

Sekil 9.8 Cikt1 22°den elde edilen kalintilar

Grafikte goriilen yapi, sabit varyans izlenimi vermektedir. Daha ileri inceleme icin W test

istatistigi hesaplanirsa su bulunur:
nR’=14,60625

%5 anlam diizeyi icin 5 serbestlik dereceli y° degeri 11.07048257’dir. Buna gore Hy
reddedilir, ama bulunan bu deger, kalint1 analizi sirasinda hesaplanan 6nceki deger, 72,75’

gore cok diisiiktiir. BPG testinin istatistigi ise
0=11.0455

bulunur ve bu %5 anlam diizeyinde 2 serbestlik dereceli x° degeri 5.991476357 den

yiiksek oldugu icin Hy reddedilir ve sabit varyans varsayiminin gecerli olmadigi sdylenir.
Dikkat edilirse bu, BPG testi igin 6nce hesaplanan 17.716 degrinden daha diisiiktiir. Bunlara

ek olarak Endrenyi ve Kwong sinamasina da bakilabilir. Test istatistigi,
S,=0,1513
$,=0,0648

S1/8,=2,33
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Fi 3, 005=1,8 oldugu icin Hy reddedilir, fakat test istatistigi azalmig ve tablo degerine,

Oncekine gore daha yaklasmistir.

Sonug olarak, defisen varyans test istatistiklerindeki iyilesmeye dayanarak, Model 1’de var

olan degisen varyans durumunun azaldig1 soylenebilir.

Bulunan son modelden tahmin icin, modelden gelen tahmin degerlerinin karesi alinir ve bu
kareli degerlerin e tabaninda ters logaritmasi alinir. Elde edilen tahmin degerlerinin, Y,

dielektrik kuvveti degisekeni ile grafigi asagidaki gibidir:

tahmin degerleri-y

T 5 9 13 17 21 25 20 33 37 41 45 49 53 57 61 65 €9 73 77 81 8 89 93 97 101 105 109 113 117 121 125

gézlemler

Sekil 9.9 Son modelden elde edilen doniistiirilmiis tahmin degerleri ile Y (tahmin degerleri
pembe renkte gosterilmistir)

9.2.2.3 Model 13 igin Kalint1 Analizi:

Normalligin Arastirilmasi:

Model I igin oldugu gibi burada da kalintlarin normal dagilip dagilmadiklarinin
incelenmesinde Q-Q grafigine bakilacaktir. Model 13’ten elde edilen kalintilarin Q-Q Plot
¢iktist su sekildedir:
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Normal Q-Q Plot of Residuals
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Sekil 9.10 Model 13’den elde edilen kalintilarin Q-Q grafigi

Goriildiigii gibi biraz normallikten sapma varsa da bu fazla biiyiik degildir. Carpiklik ve

basiklik katsayilari ise asagidaki sekildedir:

resid13
Mean 7.8125E-05
Standard Error 0.045169804

Standard Deviation 0.511037999

Sample Variance 0.261159836
Kurtosis 0.493668827
Skewness -0.313659616
Range 2.82

Sum 0.01

Count 128




Buradan elde edilen test istatistigi

JB=3.398604424
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dir ve %5 anlam diizeyinde y, = 5.991476357’dir. Bu durumda sifir hipotezi kabul edilir ve

kalintilarin normal dagildigi kabul edilir.

Sapan Degerlerin Incelenmesi:

%35 anlam diizeyinde (-2:+2) yaklagik araliginin disinda kalan standart kalintlar ve bunlara

karsilik gelen gozlemler, sapan deger olarak nitelendiriliyordu. Buna gére, 109., 111., 121.,

122, ve 124. standart kahntilar sapan deger olarak nitelendirilebilir. Bu gozlemlerin

¢ikarilmasindan sonra kalan verilerle model tahmin edildiginde su sonuglar elde edilir:

Ciktr 23:

Run stopped after 3 model evaluations and 2 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the magnitude of the largest

correlation

between the residuals and any derivative column is at most RCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable STNY17.2
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression k! 7950471 26'. 50157
Residual 120 24.64229 -20535
Uncorrected Total 123 104.14700
(Corrected Total) 122 103.63187
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .76221

Asymptotic 95 %
Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
B -.490473787 .042772227 -.575159820 -.405787754
e -.571514481 .040841632 -.652378070 -.490650891
D -.417989300 -041652485 -.500458321 -.335520279

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

B
B 1.0000
c .0510

D .0740

c

.0510
1.0000
.0435

D

.0740
.0435
1.0000
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Goriildiigii gibi, tim parametre tahmincileri anlamli ve aralarindaki korelasyon diisiiktiir.

R”de ise Model 13’¢ gore artma vardir.

%10 anlam diizeyinde ise ek olarak 95., 96., 107., 110., 112., 123. ve 126. gozlemler

diglanmaktadir. Sapan degerler Ek 5°te sunulmaktadir. Bu durumda ise tahmin edilen model,

Cikt1 24:

Run stopped after 3 model evaluations and 2 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the magnitude of the largest
correlation

between the residuals and any derivative column is at most RCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable STLNY25
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 49.15580 16.38527
Residual Lt 19.05660 .16864
Uncorrected Total 16 68.21240
(Corrected Total) 115 64.09292
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = . 70269

o

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
B -.468742682 .042764140 -.553466157 -.384019207
(63 -.532155689 .039018037 -.609457458 -.454853920
D - 4318978633 . 041572157 - 461340573 -.296616692

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

B e D
B 1.0000 1655 +2329
(6 JL6S5 1.0000 .1619
D L2329 £1619 1.0000

seklinde olmaktadir. Diger tiim istatistikler Cikt1 23"deki ile yaklagik ayni olmasina karsin

R™de azalma s6z konusudur.
Otokorelasyonun Arastirilmasi:

Model 13’den elde edilen kalintilar icin birinci mertebe otokorelasyon katsayisi 0.690321,
ikinci mertebe otokorelasyon katsayist ise 0.474164 olarak bulunmustur. Bu degerler az da

olsa otokorelasyonun varligin diisiindiirmektedir.
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Degisen Varyansin Arastirilmasi:
Degisen varyansin saptanmasina yénelik W testinde yine
el =A+BstX, + C(stX,)? + DstX, + E(siX,,)” + FstX 51X , +v,

bi¢imindeki yardimcei regresyon modelinden faydalanilacaktir. Bu modelin tahmininden elde

edilen R’ yardimiyla test istatistigi,
nR’=72.9165

bulunmustur. %5 anlam diizeyi i¢in 5 serbestlik dereceli > degeri 11.07048257"dir. Bu

durumda Hy reddedilir ve degisen varyansin olduguna karar verilir.
BPG testi i¢in

p; =A+BstX, +CstX, v, , p,=e’ /6"

yardimer modelinin SSR’si kullanilarak hesaplanan test istatistigi
0=73.798

olarak bulunmustur. %35 anlam diizeyinde 2 serbestlik dereceli x° degeri 5991476357
olduundan Hy hipotezi reddedilir ve degisen varyansin olduguna karar verilir. Degisen

varyansin varligi bityiik lgiide Sekil 9.4°ten de goriilmekteydi.
9.2.2.4 Model 13 i¢in Agirliklarin Belirlenmesi ve Dogrusal Olmayan AEKK Uygulamasi:

Model 13 i¢in agirliklarin belirlenmesinde birgok yardimer regresyon modeli denenmis ve

agiklayicilig en yiiksek bulunan
€' =A+BsiX, +CstX, + D(stX, )* + E(stX,)> + FstX, stX , + 0,
modeli secilmistir. Model ile ilgili sonuclar Cikt1 25°de goriilmektedir:

Ciktr 25:

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable RES13SQ
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Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 6 20.48228 3.41371
Residual 122 8.97503 . 07357
Uncorrected Total 128 29.45730
(Corrected Total) 127 20.85560
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .56966

Tahmin degerleri e,2 ler l/e,l scklinde, agirlik olarak kullanilacaklardir. Bu tartilar Ek 6’da
sunulmustur. Model 13’iin parametrelerinde dogrusal bir model olmast dolayisiyla modeldeki
etkilesim terimi (stX;.stX,), bir degisken (X’) seklinde yazildiginda iterasyon gerektirmeyen

AEKK y&ntemi uygulanabilir. Bu durumda doniisiim sunucunda model

stinY =BstX, +CstX, + DX’ +e

seklini alir. AEKK yonteminin uygulanmasi ile model Cikt1 26’daki gibi tahmin edilir:

Cikt1 26:

Variables Entered/Removed(b,c,d)

Variables Variables
Model Entered Removed Method
1 X_PRIME,
STXAS Enter
STX2(a)

a All requested variables entered.

b Dependent Variable: STLNY

¢ Linear Regression through the Origin
d Weighted Least Squares Regression - Weighted by W_36

Model Summary

R Adjusted R | Std. Error of
Model R Square(a) Square the Estimate
1 .896(b) .803 797 92262

a For regression through the origin (the no-interce
variability'in the dependent variable about the ori

Square for models which include an intercept.
b Predictors: X_PRIME, STX1, STX2

pt model), R Square measures the proportion of the
gin explained by regression. This CANNOT be compared to R

ANOVA(c,d,e)
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
U r’?egress"’ 337.325 3 112.442 |  132.095 .000(a)
Residual 82.568 97 851
Total 419.893(b) 100




a Predictors: X_PRIME, STX1, STX2
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b This total sum of squares is not corrected for the constant because the constant is zero for regression through

the origin.
¢ Dependent Variable: STLNY
d Linear Regression through the Origin

e Weighted Least Squares Regression - Weighted by W_36

Coefficients(a,b,c)

Unstandardized Standardized
Coefficients _ Coefficients
Model B Std. Error Beta t Sig.
1 STX1 -515 .039 -.635 -13.345 .000
STX2 -.496 .036 -.835 -13.790 .000
e -379 046 -517 -8.269 000
a Dependent Variable: STLNY
b Linear Regression through the Origin
¢ Weighted Least Squares Regression - Weighted by W_36
Residuals Statistics(b,c,d)
Minimum Maximum [ Mean [ Std. Deviation N
Predicted Value -2.4391 .8335 -.1458 .85890 100
Residual -1.7451 1.1965 .0004 .58817 100
Std. Predicted 0
Value(a)
Std. Residual(a) X X 4 2 0
a Not computed for Weighted Least Squares regression.

b Dependent Variable: STLNY
c Linear Regression through the Origin
d Weighted Least Squares Regression - Weighted by W_36

Goriildiigii gibi, modelin uyumunda artma séz konusudur. Fakat dikkat edilecek nokta,
agirliklarin bazilarinin negatif olmast dolayisiyla tahmin siirecinde, 1-12, 17-28 ve 37-40
arasindaki gdzlemler katilmamus, geri kalan 100 gozlem iizerinden sonug bulunmustur. Sonug
olarak Cikti 26’daki modelden elde edilen kalintlar, degisen varyansin varhigi acisindan

incelenmelidir.

Cikt1 26’da elde edilen kalintilarin ve tahmin degerlerinin grafikleri sirastyla su sekildedir:
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Cikti 26’dan elde edilen kalintilar

kalintilar

gozlemler

Sekil 9.11 Cikt1 24’ten clde edilen kalintilar

Kalinularin grafiginden, degisen varyansin varligi acik bir sekilde goriilmektedir. .

Cikti 26'dan elde edilen tahmin degerlerinin stinY ile grafigi

gozlemler
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Sekil 9.12 Cikt1 26" dan elde edilen tahmin degerlerinin stlnY ile grafigi (tahmin degerleri
pembe renkte gosterilmistir)
Sekil 9.11 ve 9.12°den uygulanan AEKK yontemiyle Model 13’teki degisen varyans
sorununun - giderilemedigi  goriilmektedir. Bununla birlikte, agirlhklandirma  siirecinde
karsilagilan negatif degerlerden dolayi veri kaybi da olmustur. Bu sorunlari asmak amaciyla,
agirliklandirma  yontemini  degistirmek ve modele Ozgli ve uygun bir agirliklandirma
kullanmak  yerinde olacaktir. S$oyle bir yontem uygun olabilir: Model 13’ten elde edilen
kalinti kareleri kiiciikten biiyiige gore siralanir. Sonra, sirali kalmtilarin kiiciikten biiyiige
dogru her % 10’luk boliimiine karsilik gelecek sekilde, sirasiyla: 10, ‘9, 8, 7. 6, 5, 4 3,2
ve | agirhklart verilir. Boylece her kalinti karesi ve gozlem igin karsihk gelen agirliklar
belirlenir. Goriildiigii gibi agirliklar kalinti kareleri ile ters yonliidiir. Burada agirhiklarin
degerleri keyfi olarak secilmistir, fakat bu, tahmin siirecini olumsuz yonde etkilemez. Onemli
olan kiiciik kalinti karesi igin biiyiik, biiyiik kalinti karesi icin kiiciik agirlik vermektir. Bu

yolla elde edilen agirhklarin tamam Ek 7°de sunulmustur.

Ikinci agirliklarla, Model 13, tekrar AEKK yontemi ile tahmin edilirse, Cikt1 27" deki sonuclar

elde edilir:

Cikt1 27:

Variables Entered/Removed(b,c,d)

Variables Variables
Model Entered Removed Method
1 X_PRIME,
STX1, . Enter
STX2(a)

a All requested variables entered.

b Dependent Variable: STLNY

¢ Linear Regression through the Origin

d Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW 13

Model Summary

R Adjusted R | Std. Error of
Model R Square(a) Square the Estimate
1 .851(b) 724 718 .37507

a For regression through the origin (the no-intercept model), R Square measures the proportion of the
variability'in the dependent variable about the origin explained by regression. This CANNOT be compared to R
Square for models which include an intercept.

b Predictors: X_PRIME, STX1, STX2

ANOVA(c,d,e)
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
! ?egress'o 46.212 3 15.404 |  109.500 .000(a)
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125
128

Residual I 17.584 A41

Total 63.796(b)

|

a Predictors: X_PRIME, STX1, STX2

b This total sum of squares is not corrected for the constant because the constant is zero for regression through

the origin.

¢ Dependent Variable: STLNY

d Linear Regression through the Origin

e Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW 13

Coefficients(a,b,c)

Unstandardized Standardized | [ 95% Confidence Interval for
_ Coefficients Coefficients B
r ' Lower
Model B Std. Error Beta t Sig. Bound
1 STX1 -.403 .058 -336 | -6.966 .000 -517 -288
STX2 =717 .073 -.504 -9.823 .000 -.862 -.573
ST Al -438 067 -343| -6.574 000 -570 -306

a Dependent Variable: STLNY
b Linear Regression through the Origin
¢ Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW 13

Coefficient Correlations(a,b,c)

Model | | X_PRIME | STX1 | sTxe
1 Correlation X _PRIME 1.000 -.185 -.381
g STX1 -.185 1.000 -.060
STX2 -.381 -.060 1.000
Covarianc  X_PRIME .004 -.001 -.002
22 STX1 -.001 .003 .000
STX2 -.002 .000 .005

a Dependent Variable: STLNY
b Linear Regression through the Origin
¢ Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW13

Cikti 27°de goriildiigii gibi R’=0,718 olup, onceki degerinden kiigiiktiir. Parametre

tahmincileri anlamli ve aralarindaki korelasyon diisiiktiir. Modelde genel bir iyilesme soz

konusudur.

Kalintlar ve tahmin degerlerinin, gozlem degerleri ile uyumunu gésteren grafikler sirasiyla

asa@idaki gibidir:
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Cikti 27'den elde edilen kalintilar

0.5

gézlemler

Sekil 9.13 Cikt1 27°den elde edilen kalintilar

Cikti 27'den elde edilen tahmin degerleri ile stinY

Sekil 9.14 Cikt1 27 den elde edilen tahmin degerlerinin stinY ile grafigi (tahmin degerleri
pembe renkte gdsterilmistir)
Sekil 9.9 ve 9.10°dan goriilebildigi iizere degisen varyans sorunu azalmakla beraber yine
devam etmektedir. Bu durumda, agirliklarin yeniden diizenlenmesi, Srnegin karelerinin veya
kiiplerinin alinmasiyla aralarindaki goreli farklarm kuvvetlendirilmesi diisiiniilebilir. Bu

dogrultuda, agirliklarin kareleri alinirsa, geometrik bir agirhiklandirma s6z konusu olacaktir.
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Model bir &nceki modelde kullamlan ve Ek 6’da verilen agirliklarin karesi ile tahmin

edildiginde Cikt1 28°deki sonuglar elde edilir:

Cikt1 28:
Variables Entered/Removed(b,c,d)
Variables Variables
Model Entered Removed Method
1 X_PRIME,
STX1, . Enter
STX2(a)

a All requested variables entered.

b Dependent Variable: STLNY

¢ Linear Regression through the Origin

d Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW3

Model Summary

R Adjusted R | Std. Error of
Model R Square(a) Square the Estimate
1 .868(b) | 753 | 747 29584

a For regression through the origin (the no-intercept model), R Square measures the proportion of the
variability'in the dependent variable about the origin explained by regression. This CANNOT be compared to R
Square for models which include an intercept.

b Predictors: X_PRIME, STX1, STX2

ANOVA(c,d,e)

Sum of
Model Squares df Mean Square E Sig.
L E 33.417 3 11139 | 127.270|  .000(a)
Residual 10.940 125 .088
Total 44.357(b) 128

a Predictors: X_PRIME, STX1, STX2

b This total sum of squares is not corrected for the constant because the constant is zero for regression through
the origin.

¢ Dependent Variable: STLNY

d Linear Regression through the Origin

e Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW3

Coefficients(a,b,c)

Unstandardized Standardized | 95% Confidence Interval for
Coefficients | Coefficients B B _
‘ . Lower Upper
Model B Std. Error Beta t Sig Bound Bound
1 STX1 -.266 .069 -i199 -3.876 .000 -.402 -.130
STX2 -1.032 118 -.551 -8.731 .000 -1.266 -798
;(AEPRI -.406 .104 -.262 -3.916 .000 -.611 -.201

a Dependent Variable: STLNY
b Linear Regression through the Origin
¢ Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW3

Coefficient Correlations(a,b,c)

| Model | | | xpPrme | stxi STX2
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i Correlations  X_PRIME 1.000 -.336 -.642
STX1 -.336 1.000 -.069

STX2 -.642 -.069 1.000

Covariances X_PRIME .01 -.002 -.008

STX1 -.002 .005 -.001

STX2 -.008 -.001 .014

a Dependent Variable: STLNY
b Linear Regression through the Origin
¢ Weighted Least Squares Regression - Weighted by BBOLUW3

R? = 0,747 giknustir. Bu, Cikti 13°de tahmin edilen Model 13"iin R? degerinden yiiksektir.
Model, parametre tahmincileri anlamli ve parametre tahmincileri arasindaki korelasyon

diigiiktiir. Fakat standart hatalar, 6ncekine gore yiiksektir.

Ciku 28°deki modelin kalintilarinin ve uyumunun grafigi ise asagidaki gibidir:

Cikti 28'den elde edilen kalintilar

kalintilar

gozlemler

Sekil 9.15 Cikt1 28’den elde edilen kalintilar
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Cikti 28'den elde edilen tahmin degerleri ile stiny

gézlemler

Sekil 9.16 Cikt1 28°den elde edilen tahmin degerleri ile stinY (tahmin degerleri pembe renkte
gosterilmistir)

Sekil 9.15deki kalintilarin grafigi, degisen varyans olmadigimi diisiindiirmektedir. Bunu

aragtirmak amactyla, nceki gibi W ve BPG testlerine basvurulacaktir.
W testi i¢in yardimet regresyon modeli olarak yine

¢! =A+BsiX, +C(stX, )* + DsiX, + E(stX,)* + FstX stX, +v,
modeli kullanilacaktir. Modelin tahmininden W test istatistigi
nR’=81,92

bulunur. %5 anlam diizeyi icin 5 serbestlik dereceli x° degeri 11.07048257 dir. Ho

reddedilir ve degisen varyansin var oldugu seklinde ilging bir sonuca ulasthr.
BPG test istatistigi ise,

P =A+BstX, +CstX, +v, , p,=¢’ /&>

yardimer modelinden faydalanilarak

0=22,67



242

olarak bulunur. %5 anlam diizeyinde 2 serbestlik dereceli x° degeri 5.991476357
oldugundan Hy hipotezi reddedilir ve degisen varyansin olduguna karar verilir. Fakat, test
istatisti§i Onceki degerine gére bir hayli diisiiktiir. Dolayisiyla, BPG testine dayanarak,

degisen varyans sorununun giderilemedigi, ama azaltildigi s6ylenebilir.
9.3 Veri B ile Tlgili Uygulamalar:
9.3.1 Veri B i¢in Onerilen Modelin Parametrelerinin Tahmini:

Modelin tahmininde yine SPSS 11.5, Nonlinear Regression meniisii kullanilacaktir. Tahmin

modeli
—-AX
=+
B+CX

seklindedir. Veri B'nin temin edildigi internet sayfasinda 6nerilen ve orijinal kaynaga paralel
olarak (0,15; 0,008; 0,01) noktasi baslangi¢ noktasi olarak aliacaktir. Veri B, SPSS’e girilip,
tahmin yapildiginda, Cikti 29°daki sonug bulunur:

Cikt1 29:

Run stopped after 10 model evaluations and 5 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable Y
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 313023 79567 104341.26522
Residual 211 2384.47714 11.30084
Uncorrected Total 214 315408.27281
(Corrected Total) 213 119436.03953
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .98004

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A LLIRR2TTELE .021938442 .147031309 .233524521
B .006131397 .000345000 .005451308 .006811486
e .010530918 .000792817 .008968060 .012093775

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates
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A B @
A 1.0000 .8386 =.9505
B .8386 1.0000 -.9490
C - .9505 -.9490 1.0000

Cikt1 29°da goriildiigii iizere, R*=0,98004 olup, siire, 5 iterasyonda yakinsanmstir. Parametre
tahmincileri i¢in asimptotik standart hatalar yardimiyla hesaplanan t istatistiklerinin
degerleri, 1,=8,6733, t3=17,7722 ve tc=13,2829 seklindedir. Parametre tahmincileri %5
diizeyinde anlamhdirlar. Ote yandan katsayilar arasindaki korelasyon degerleri yiiksek

sayilabilir.

Model  tahmininde farkli  baslangic noktalari kullanildiginda, parametre tahminleri
degismemekte, yalnizca iterasyon sayist degismektedir. Bu da, bu veri kiimesi icin saf
egriliin - diisiik oldugu anlamma gelebilir. Yer kaplamamasi agisindan bu  ¢iktilar

sunulmayacaktir.

Gikti 29'dan tiiretilen kalintilarin ve tahmin degerlerinin gozlem degerleri ile uyum grafigi

sirastyla asagidaki gibidir:

kalintilar

Sekil 9.17 Cikt1 29°dan elde edilen kalintilar
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Y ile tahmin degerleri
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Sekil 9.18 Cikt1 29°dan elde edilen tahmin degerleri ile Y (tahmin degerleri pembe renkte
gosterilmistir)

9.3.2 Veri B’de Onerilen Model igin Genel Hatlariyla Kalinti Analizi:
Normalligin Arastirilmasi:

Cikt1 29°dan elde edilen kalintilar igin Q-Q grafigi su sekildedir:

Normal Q-Q Plot of Residuals

10
)
o
]
o
S o
©
>
©
=
E
o
z
o
B &
g 8
a 5
a5 -10 L -
20 10 0 10 20

Observed Value



245
Sekil 9.19 Cikt1 29°dan elde edilen kalintilar igin Q-Q grafigi
Goriildiigi gibi normallikten belirli bir sapma s6z konusudur. Grafigin yapisi, veride asir1
degerlerin olduguna isaret sayilabilir. Jarque-Bera test istatistigi ise,

JB=15.42202

bulunur ve bu 7, ,-=5,9915 degerini astigr icin normal dagilimi ifade eden Hy reddedilir.

Sapan Degerlerin incelenmesi:

Standart kalintilar olusturuldugunda, %35 anlam diizeyine karsilik gelen yaklasik (-2; 2) arahg
disinda toplam 16 deger sapan deger olarak belirlenmistir. Bunlar, 1., 2., 4., 5., 18., 19., 20.,
21.; 365ul20s5146., 1147., 152., 158suli6myve 178 gozlemlerdir. Bu gbzlemler Veri B’den

dislandiginda, modelin tahmini Cikt1 30°daki gibi olmaktadir:

Cikt1 30:

Run stopped after 10 model evaluations and 5 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between
successive

residual sums of squares is at most SSCON = 1.000E-08

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable Y
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 248038.94872 82679.64957
Residual H#I5 1095.36039 5.61723
Uncorrected Total 198 249134.30911
(Corrected Total) 195 96927.66323
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = .98870

o

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A .176103694 .015584234 .145368405 .206838984
B .005809502 .000268510 .005279945 .006339058
c .011291028 .000598629 .010110410 .012471646

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B (&
A 1.0000 .8354 -.9492
B .8354 1.0000 -.9466

(6 -.9492 -.9466 1.0000
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Sonuglara bakildiginda, R*de, parametrelerin anlamlilhiginda artis géziikmektedir. Parametre

tahmincileri arasindaki korelasyonlarda azalma s6z konusudur.
Otokorelasyonun Arastirilmasi:

Kahnular igin birinci mertebe otokorelasyon katsayisi 0.490358, ikinci mertebe otokorelasyon

ise, 0.287603 bulunmaktadir. Bu degerler, otokorelasyonun varhgmi diisiindiirmemektedir.
Degisen Varyansin Arastirilmasi:

W testi icin kullanilacak yardimer regresyon modeli,

e} =A+BX +CX* +v,

bicimindedir. Buradan, test istatistigi,

nR’=25,038

bulunur. Bu, 3, ,s=5.9914764 tablo degerinden biiyiik oldugu icin W testine gore, degisen

varyansin varoldugu soylenebilir. BPG testi i¢in kullanilacak yardimer model
p;=A+BX+v,, p,=e’ /&
seklindedir. Test istatistigi ise,
0=39.488

seklindedir. Tablo degeri, y;, s = 3.841455'dir. Bu durumda, yine sabit varyansi ifade eden Hy

hipotezi reddedilir. Endrenyi-Kwong’un istatistigi ise,
S1=1410,99
$,=205,914

51/5,=6,8523
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seklindedir. Burada k, n=214 gézlem oldugu i¢in (214+3)/4=54 olarak alinir. Fs4,54: 005=1,57
oldugundan sabit varyans hipotezi rahathkla reddedilir. Goriildiigii gibi, uygulanan i¢ test de

aynt sonucu vermistir. Bu durumda, dogrusal olmayan AEKK yontemine basvurulmalidir.

9.3.3 Veri B’de Onerilen Model icin Agirliklarin Belirlenmesi ve Dogrusal Olmayan AEKK
Uygulamasi:

Agirliklarin belirlenmesi icin kalinti kareleri bagimli degisken olmak iizere bircok model

denenmistir. Bunlardan agiklayiciligi en yiiksek olan
e =A+e" to

modeli se¢ilmistir. Buradan elde edilen tahmin degerlerinin garpmaya gére tersleri, agirhk

olarak kullanilacaktir. Bu sekilde bulunan agirliklarin tamami Ek 10°da verilmistir.

SPSS 11.5ta, Nonlinear Regression meniisiinde user-defined loss function secenegi

yardimiyla yapilan uygulamada Cikt: 31°deki sonug elde edilir:

Cikt1.31;

Iteration Loss funct A B (e
Ol 339.9805492 .150000000 .008000000 .010000000
4. 279.4735756 150039839 .007228850 .010605060
21 279.3161067 .150039850 .007219809 .010597495
3.1 278.6042904 .154494228 .007297341 .010422305
4.1 212.6617576 - 162789017 1005271725 .011804331
5.1 20979993756 .161146235 .005523078 .011818554
6.1 209.8492966 .159616494 005428394 .011917603
7 /o8 209.8365442 .158409720 .005393413 011977370
8.1 209.8344895 .157749367 .005380352 .012006889
2.3 209.8344349 .157685378 .005380084 .012009237
1.0 1l 209.8344343 .157686565 .005380259 .012009099
i L 209.8344343 .157686950 .005380272 .012009078
2.1 209.8344343 .157686952 .005380272 .012009078
B35 1 209.8344343 .157686952 .005380272 .012009078
14.1 209.8344343 .157686952 .005380272 .012009078

Run stopped after 14 major iterations.
Optimal solution found.

Baglangic noktasi olarak orijinal kaynakta verilen (0,15; 0,08; 0,01) noktast alnmustir. Ciktida
model uyumuyla ilgili higbir sonug sunulmamustir. Parametreler icin en son tahmin noktasi

(0,158; 0,0054; 0,012) seklindedir. (0,15; 0,08; 0.,01) etrafinda bagka baslangic noktalari
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denendiginde parametre tahminleri degismemekte, iterasyon sayisi degismektedir. Cikti 31°de

bulunan modelin kalint: ve tahmin degerlerinin Y ile uyumunun grafigi asagidaki sekildedir:

Kalintilar

Sekil 9.20 Cikt1 31°den elde edilen kalintilar

Tahmin degerleri-Y

1 8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 78 85 92 99 106 113 120 127 134 141 148 155 162 169 176 183 190 197 204 211
gozlemler

Sekil 9.21 Cikt1 31°den elde edilen tMn degerleri ve Y (tahmin degerleri pembe renkte
gosterilmistir)
Grafikler degisen varyans durumunun devam ettigi izlemini vermektedir. Bunu anlamak icin

yapilan W test istatistiginin degeri soyledir:
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nR’=28,034

Bu deger, esas modelin kalintilar igin hesaplanan degerden daha biiyiiktiir. BPG test

istatistigi ise,
0=46,247

scklindedir. Bu da 6nceki hesaplanan test istatistigi degerinden biiyiiktiir. Gériilmektedir ki,

olusturulan bu tartilarla uygulanan dogrusal olmayan AEKK, ise yaramamaktadir.

Sekil 9.21 tekrar incelenirse, sabit varyans goriiniimiini bozan agin degerlerin biiyiik
¢ogunlugunun, kalinti analizi sirasinda belirlenen sapan degerler oldugu gériiliir. Bu degerler,
sapan degerlere ck olarak 52., 130., 155. ve 162. gbzlemlere karsilik gelen degerlerdir. Bolim
9.2.2.2 de, Model 1 igin, Cikti 21"in kalintilarinda oldugu gibi, burada da bu degerler atilirsa,
sabit varyans durumunun saglanacag distiniilebilir. Sapan degerlerin dislandigr 198
gozlemden olusan Veri B i¢in model, Cikti 30’daki gibi tahmin ediliyordu. Cikt1 30’dan

tiiretilen kalinti grafigi ve tahmin degerlerinin uyum grafigi su sekildedir:

kalintilar

Sekil 9.22 Cikt1 30°dan elde edilen kalintilar
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Tahmin degerleri-Y

T 7 1319 25 31 37 43 49 S5 61 67 73 79 85 O1 97 103 109 115 121 127 133 139 145 151 157 163 169 175 181 187 193
gézlemler

Sekil 9.23 Cikt1 30’dan elde edilen tahmin degerleri ile Y (tahmin degerleri pembe renkte
gosterilmistir)

Grafiklerden degisen varyans durumunun azaldig1 goriilmektedir. Bunu daha iyi anlamak igin

test istatistiklerini incelemek gerekir. W test istatistigi,
2
nR"=8,118

degerine inmistir ve bu ,1'22_0.05 =5.9914764 tablo degerinden biiyiik oldugu icin W testine gore,

azalmasina karsin yine degisen varyansin var oldugu soylenir. BPG testi icin ise test istatistigi
0=5,5321

olup, sz;o,os = 3.841455 tablo degerinden yiiksektir. Yine degisen varyansin oldugu kabul edilir

fakat, bu deger, baslangigtaki 39.488 degerinden oldukga diisiiktiir. Endrenyi-Kwong istatistigi

ise
S1=461,39
S,=182,23

S]/Sg=2,532
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bulunur ve Fsg, s 0.0s = 1,599 oldugu icin sabit varyans hipotezi reddedilir. Goriildiigii gibi,

test istatistiginin degeri tablo degerine gorece daha yakindir.

Sonug olarak, kullantlan bu testler temel alindiginda, degisen varyans diizeltilememis fakat

onemli dl¢iide azaltilmistir,
9.4 Uygulamalardan Ulasilan Sonuclar:

Bu béliimde, uygulama amaciyla iki veri kiimesi kullanilmistir. Bu veri kiimelerinden biri iki,
digeri tek bagimsiz degiskene sahiptir. ki bagimsiz degiskenli veri kiimesi Veri A, tek

bagimsiz degiskenli veri kiimesi ise Veri B olarak adlandirtlmistir.
Veri A igin yapilan uygulamada kargilasilan noktalar su sekilde siralanabilir:

1) Oncelikle, kaynakta kullanilan model ve baglangi¢ noktasi alinmus, sonra degisik baslangi¢
noktalari denenmis ve uygun baslangi¢ degerlerinin kaynakta dnerilen nokta etrafinda oldugu

gortilmiistiir.

2) Tahmin edilen modelde bir parametrenin (B), %5 anlam diizeyinde anlamli olmadigi ve

parametre tahmincileri arasindaki korelasyonun yiiksek oldugu goriilmiistiir.

3) Bu amagla, farklt modeller denenmis ve ¢ikan sonuglara gore bircok deneme yapilmustir.
Bu denemeler sirasinda agiklayiciligr yiiksek, parametrelerinde dogrusal ve standardize
degiskenlerle olusturulmus baska bir model daha saptanmistir. Bu modelin tiim parametreleri,
%5 diizeyinde anlamli ve tahmincileri arasindaki korelasyon diisiiktiir. Bu modellerin ilki

Model 1 ve standardize degiskenlere sahip olan ikincisi ise, Model 13 olarak adlandirlmistir.
4) Her iki model igin ayrintiya girmeden, genel yénleriyle kalinti analizi yapilmistir.

Buna gore, Model 1'den tiiretilen kalintilarin tam olarak normal dagilmadigi, sapan degerlerin
bulundugu ve bunlarin  dislanmasiyla model uyumunun  arttigi, gorsel anlamda
otokorelasyonun  bulunmadigi ve uygulanan testlere gire degisen varyansin bulundugu

goritilmiistiir.

Model 13’ten tiiretilen kahntilarin ise normal dagildigi, sapan degerlerin bulundugu ve
bunlarin dislanmasiyla model uyumunun arttig, otokorelasyonsuz oldugu ve uygulanan

testlere gore degisen varyansin bulundugu gériilmiistiir.
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5) Saptanan degisen varyans durumunu diizeltmek amactyla Model 1 icin dogrusal olmayan
AEKK ve Model 13 i¢in AEKK yontemi uygulanmis ve bunun icin once kullanilacak

agirliklar belirlenmeye galisiimustir.

Buna gore, Model 1 igin, once, kalinti karelerinin bagimh degisken oldugu yardimei
regresyon modelinin tahmin degerleri ile agirhklar belirlenmis, fakat ¢6ziim vermedigi i¢in,
Matlab 6,5’ta bir program yazilmis ve ¢oziim aranmistir. Bu durumda da birden cok ve
gergekei olmayan ¢oziimler bulunmustur. Sorunu  asmak icin degisik ve 0Oznel bir
agirliklandirma yontemi uygulanmis ve bu agirliklarla deneme yapilmistir. SPSS yine bir
¢6ziim vermemis ve kullanilan Matlab programi da dogrusal modele indirgenen parametre
tahmin degerleri sunmustur. Dogrusal olmayan AEKK yontemiyle modelin tahmini saglikli
bicimde gergeklesmeyince, degisen varyans sorunu agtlamamigtir. Bu durumda, bagimli
degisken icin karekok alma islemi denenmis ve bu sekilde tahmin edilen modelin kalintilart,
birkag nokta disinda grafiksel olarak diizelme gostermistir. Bu noktalarin ¢ogunlugunun,
kalinti analizi sirasinda saptanan sapan degerler olmasindan dolayi, sapan degerlerin
dislandig1 Veri A i¢in Model 1 tahmin edilmistir. Bu tahminden elde edilen kalintilar grafiksel
olarak sabit varyans izlenimi vermekle birlikte uygulanan testler deisen varyans sonucu

vermis, fakat, test istatistikleri, tablo degerlerine 6nemli lciide yaklagmustir.

Model 13 icin ise agirliklarin belirlenmesinde, yine elde edilen kalinti karelerinin bagimli
degisken oldugu bir yardimer regresyon fonksiyonunun tahmin degerleri kullanilmstir.
Modelin parametrelerinde dogrusal olmasindan dolayi, bilinen AEKK yontemi kullanimistir.
Sonucun tatmin edici olmaktan uzak oldugu ve bazi agirhiklarin negatif olmalarindan
kaynaklanan veri kaybindan dolayi, agirliklari 6znel olarak belirlenmesi yoluna gidilmistir.
Yapilan bir ¢ok deneme sonucunda grafiksel olarak tatmin edici bir sonuca ulasilmustir, fakat,
uygulanan testler degisen varyans sonucunu vermekle birlikte, BPG test istatistigindeki

azalma dikkat ¢ekicidir.
Veri B igin yapilan uygulamada karsilasilan noktalar ise su sekildedir:

I) Veri B igin oncelikle, temin edildigi kaynaktaki model ve baglangic degerleri
kullamImistir. Sonra birgok degisik baslangic noktasi ve model denenmis ve en uygun olanin

kaynakta verilen oldugu goriilmiistiir.

2) Model istatistiklerinin istatistiksel olarak anlamh oldugu bulunmustur.
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3) Yapilan kalinti analizi sonucunda, kalintilarin tam olarak normal dagilmadigi, sapan
degerlerin var oldugu ve dislandiklarinda model uyumunun arttifi, yapilan énsel inceleme

sonucunda otokorelasyonun olmadig ve degigen varyans sorununun var oldugu gortilmiistiir,

4) Agirhiklarin belirlenmesinde, kalinti karelerinin bagimh degisken oldugu bircok model
denenmis ve uyumu en yiiksek olan modelin tahmin degerleri kullamlmustir. Yapilan bircok
deneme sonunda istenen sonuca ulagtlamamis ve kalinti grafiginin incelenmesi sonucunda
sapan  degerlerin  dislanmasi gerektigine karar verilmistir. Sapan degerlerin dislandig
modelden elde edilen kalmtilar incelendiginde ise, sifir hipotezinin reddedilmesine karsin, test

istatistiklerinin azaldig1 ve tablo degerlerine ¢ok yaklastigi goriilmiistiir.

Sonug olarak sunlar belirtilebilir: iki uygulamada da ilk 6nce kaynakta kullanilan model
denenmistir. Daha iyi uyuma sahip baska model bulunamamustir. Dogrusal modellerin aksine,
eldeki parametre ve degiskenlerle parametrelerinde dogrusal olmayan bircok model
olusturulabilir. Bundan dolayi, dogrusal olmayan regresyon ile ilgili uygulamalarda, model
¢ogunlukla ilgili teori tarafindan Snceden belirlidir. Hangi degiskenlerin birbirlerine ne
sekilde iliskili olduklart bilimsel bir yasaya dayandirilir. Model 1’in Arhenius yasasindan
tiretilmesi buna &rnek  gosterilebilir. Bir baska deyisle, dogrusal olmayan regresyon
analizinde daha ¢ok, ampirik degil, mekanistik modeller kullanilir. Bunun dogal sonucu

olarak R*nin dogrusal regresyon modellerindekine gore daha yliksek ¢ikmasi beklenir.

Yakinsama konusunda Veri A’daki uygulamalarda, Veri B’dekinden daha c¢ok sorunla
karsilagtlmistir. Aym durum, Model 1 ve Model 13 icin de gecerlidir. Model 1 daha zor
yakinsamis, hatta tatmin edici bir ¢oziim vermemistir. Bunun nedeni, Veri B’de dogrusal
yaklasimin daha iyi olmasi ve Veri A’nin saf egrilifinin Veri B'ye gore daha yiiksek
olmastyla agiklanabilir. Model 1 ve Model 13 arasindaki yakinsama giicliigii farkliligi da

parametrizasyona bagh egrilige dayandirilabilir.

Bilindigi gibi, dogrusal olmayan regresyon modelinden yapilan ¢ikarsamalar, dogrusalliga
yaklagimin iyi oldugu durumda gecerlidir. Buna gore, 6rnegin Model 1°deki B parametresinin
%5 diizeyinde anlamsiz olmasi gibi sonuglar, biiyiik 6rneklem yaklagiminin uygun oldugunda
gecerli olmaktadir. Bélim 4.3’te  belirtilen maddelere dayanarak biiyiik 6rneklem
yaklastminin bu uygulamada gecerli oldugu fazla soylenemez. Bu su sekilde gosterilebilir.
Bilindigi gibi, eger dogrusal olmayan regresyon parametreleri yaklasik normal dagiliyorsa,
dogrusal olmayan tahmin yontemi ile hesaplanan standart hatalar, yinelemeli &rneklem

(bootstrap sampling) ile tahmin edilen standart hatalara yakin olmalidir. Bu standart hatalar
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arasindaki sapma, biiyiik drneklem yaklasiminin gegerlilifinin gostergesi olarak goriilebilir.

Veri A ile ilgili olan Model 1 ve Model 13’¢ karsilik gelen Cikt I ve Cikti 13 ve Veri B icin

kullanilan modelin belirlendigi Cikti 29, bootstrap standart hatalart verecek sekilde yeniden

clde edilmeye ¢alisiimistir. Model 1 i¢in deneme yapildiginda SPSS uzun siire ¢alismis fakat

hicbir sonu¢ vermemistir. Cikti 13 igin asimptotik tahminler ile bootstrap tahminleri farkls

ctkmistr. Ciktt 13’te verilen asimptotik tahminlere ek olarak bootstrap tahminleri su

sekildedir:
Cikt1 32:
Asymptotic
Parameter Estimate Std. Error
B -.464993127 .045718474 -.
e -.586406510 .045718485 -.
D -.424315987 .045898118 - .

o

Asymptotic 95 %
Confidence Interval

Lower Upper

555475661 -.374510594
676889065 -.495923954
515154059 -.333477916

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

B (& D
B 1.0000 .0000 .0000
(s .0000 1.0000 .0000
D .0000 .0000 1.0000

Bootstrap statistics based on 60 samples

95% Conf. Bounds 95% Trimmed Range
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper Lower Upper
B -.4649931 -0673581 -.5997764 -.3302098 -.5729784 -
.3275086
€ -.5864065 -0500742 -.6866048 -.4862082 -.6929411 -
.4932091
D -.4243160 -0610901 -.5465570 -.3020750 -.5651611 -
.3071622

Bootstrap Correlation Matrix of the Parameter Estimates

B (& D
B 1.0000 .1909 .2687
C .1909 1.0000 .7890
D .2687 .7890 1.0000

Bu sonug, Veri A’daki saf egriligin yanisira, Model 1’den kaynaklanan parametrizasyona

bagli egrigin de yiiksek oldugunu gosteren bir bulgu olarak yorumlanabilir. Cikt1 29°da ise,

her iki tiir standart hata birbirinin ayni bulunmustur.
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Uygulamada, degisen varyansi test etmek icin W ve BPG testleri ve fikir vermesi acisindan
Endrenyi-Kwong  yaklasik  sinamasi kullanilmigtir.  Ulagilan  son  modellerde  test
istatistiklerinin degerleri iyice diismiisse de kritik degerin altina inmemistir. Kullanilan bu
testlerin, dogrusal olmayan regresyonda da kullanilabilecegi diisiiniilmiisse de, esasinda bu
testler, dogrusal modellere yoneliktir. Dogrusal olmayan regresyon modeli icin sonuglari
yaklasik olarak goriilmelidir. Aslinda, W ve BPG testleri temelde ayni diisiinceye dayanmakta
ve kalinti kareleri ile agiklayici degiskenler arasinda kurulan regresyonun anlamliliginin
sianmasindan ibarettirler. Ayrica bu testler asimptotik testler olup, biiyiik 6rneklem icin

gecerlidir.



10. SONUC

Dogrusal olmayan regresyon analizinde, klasik regresyon analizi varsayimlarinin
gegerliliginin aragtirilmast oldukga zor ve karmasik bir siirectir. Blim 9°da goriildiigii gibi,
herseyden 6nce, modelin tahmini bash basina bir sorun olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bilindigi
gibi, degisen varyans ya da otokorelasyon gibi varsayimlardan sapmalar, hata paylari
dogrudan gozlemlenemedigi i¢in kalintulardan yola ¢ikilarak arastirilmaktadir. Eger ORF’nin
tahmini etkin bi¢imde gerceklestirilememisse, elde edilen kalintilar yaniltict olacak ve yanlis
tant konulmasina neden olabilecektir. Bu dogrultuda basvurulan diizeltici yontemler de ise
yaramayacaktir. Buna gore, dogrusal olmayan regresyon analizinde, ileri arastirmalar icin,
modelin tahmini ok 6nemlidir. Ote yandan, dogrusal olmayan regresyon analizinde, tiim
¢ikarsamalar, biiyiik 6rneklem yaklasimina dayamir. Modelin dogrusallastirilmis bigiminin
modeli temsil edebilecegi varsayimina baglidir. Buna karsin, modelin beklenen deger
ifadesinin ag¢ihmindaki dogrusal olmayan terimler, Snemli sayilabilecek kadar biiyiikse, bir
bagka deyisle yiiksek egrilik 6lgiileri s6z konusu ise, cikarsamalarin ve bulgularin giicii de

azalacaktir.

Bu saptamalar 1s1ginda, uygulamalar degerlendirilirse, Model 1 icin sorunlarin tahmin
stirecinden basladig1 sdylenebilir. Zamani temsil eden parametre, %5 anlam diizeyinde
anlamli ¢cikmamistir. Bunun yaninda, sicakligt ve zamani temsil eden parametrelerin
tahmincileri arasindaki korelasyon degeri de yiiksek boyuttadir. Bu sorunlar gidermek
amaciyla baglangic degerlerinin  degistirilmesi, modelin yeniden parametrizasyonu ve
degisken doniisiimii yontemleri kullanilarak bircok deneme gerceklestirilmistir. Bu denemeler
sirasinda standardize degiskenlere dayanan ve parametrelerinde dogrusal, uyum giicii yiiksek
bagka bir model daha bulunmustur ve Model 13 olarak adlandirilmistir. Model 13’te tiim
parametreler anlamli, parametre tahmincileri arasinda korelasyon diisiik bulunmustur. Her iki
modelin kalintilari, degisen varyans yoniinden incelenmis ve uygulanan testler sonucunda

degisen varyans durumunun meveut olduguna karar verilmistir.

Degisen varyansin bulundu@u belirlendikten sonra, her iki model dogrusal olmayan AEKK
ybntemi kullanilarak yeniden tahmin edilmistir. Model 1, degisik agirhiklarin kullanilmasina
karsin bir ¢oziime yakinsamamistir. Bunun iizerine, Matlab 6,5’ta bir kod hazirlanmustir. Bir
dizi deneme yapilmasina karsin yine bir ¢6ziim bulunamanmis ve bagimli degisken icin

doniisiim uygulanmistir. Déniistiiriilmiis model, birkag degerin atilmast kosuluyla olumlu
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goriilebilecek bir sonuca ulasmistir. Model 13 igin ise, bir dizi farkli agirhklandirma

kullanilarak denemeler yapilmis ve grafiksel olarak tatmin edici bir sonuca ulastlmistir,

Elde edilen her iki model icin degisen varyans testleri tekrarlandiginda test istatistiklerinin
onceki degerlerine gore kritik degerlere daha yakin oldugu ama kritik degerin altina inmedigi

gozlenmistir.

Veri B igin 6nerilen modelin tahmin siirecinde, Veri A’daki kadar zorlukla karstlasiimamistir.
Model tahmin edildikten sonra, kalintilar, degisen varyans yoniinden incelenmis ve degisen
varyansin var olduguna karar verilmistir. Aym sekilde bu model icin de dogrusal olmayan
AEKK' yontemine basvurulmus ve yapilan bircok deneme sonucunda, sapan degerlerin
dislanmasi gerektigine karar verilmistir. Degisen varyans testleri tekrar edildiginde, test

istatistik degerlerinin azaldig1 ve tablo degerine yaklastigi goriilmiistiir,

Konu ¢ok genis ve aragtirmaya agiktir. Bu agidan baska calismalarin konusu olabilir. Bu

ylizden, uygulamalar belli bir noktada sonlandirilmistir.

Sonug olarak, Veri A ve Veri B igin yapilan uygulamalardan, degisen varyans durumunun
ortadan kaldinlamadigy, fakat diizeltildigi soylenebilir. Bolim 9.4’te deginilen sonuclar ve
yapilan agiklamalara ek olarak, dogrusal olmayan regresyon uygulamalari icin, su sekilde bir
oneri sunulabilir: Dogrusal olmayan regresyon analizinde modelin tahmini siireci ¢ok
onemlidir. Model, etkin ve dogru bicimde tahmin edilmediginde, bu, ileri incelemeler icin
sorun olusturacaktir. Model, dogru tahmin edildikten sonra ise biiyiik drneklem yaklasiminin

uygulanabilirligi, basta egrilik élciileri olmak iizere diger yontemlerle arastirilmalidur.
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EKLER

Ek 1: Veri A

gozlemler

©CONOOO A WN =

x1

4
1
4
1
1
1
1
1
4
1
1
4
1
1
4
1
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
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X2  gozlemler

180
180
180
180
225
225
225
225
250
250
250
250
275
275
275
275
180
180
180
180
225
225
225
225
250
250
250
250
275
275
275
275
180
180
180
180

225
225
225
250
250
250
250
275
278

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

62
63
64
65
66
67
68
69
70
7

72
73
74
75
76
7
78
79
80
81

82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

92

mmoommmmmcommoommmoobbi

x2
275

180
180
180
180
225
225
225
225
250
250
250
250
275
275
275
275
180
180
180
180
225
225
225

250
250
250
250
275
275
275
275
180
180
180
180
225
225
225
225
250
250
250
250



gozlemler
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

Y

125
16.5

11
1.5
10.5

727
7.5
6.7
7.6

1.2
1.2

x1
32
32
32
32
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
48
64
64
64
64
64
64
64
64
64
64
64

64
64
64
64

x2

2705
275
275
275
180
180
180
180
225
225
225
225
250
250
250
250
275
275
275
275
180
180
180
180
225
225
225
225
250
250
250
250
275
275
275
275
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Ek 2: Model 1 Kahntilari igin %5 ve %10 Anlamlilik Diizeyinde Sapan Degerler

gozlemler

©C N A WN =

stardardized
residuals1

0.68847371
1.376947421
0.860592138
1.204828993
0.860592138
0.68847371
1.032710566
0.516355283
0.74584652
0.516355283
-0.286864046
-1.032710566
0.516355283
0.114745618
0.516355283
-0.573728092
0.286864046
1.032710566
-0.172118428
0.057372809
-0.114745618
0.114745618
-0.344236855
-0.344236855
-0.229491237
-0.516355283
-0.74584652
-0.516355283
0.344236855
-0.344236855
0.344236855
0.114745618
0.057372809
1.549065848
1.549065848
0.057372809
-0.344236855
-0.344236855
0.74584652
-0.114745618
-0.344236855
0.114745618
-0.344236855
0.286864046
-0.631100901

gbzlemler
46
47
48
49
50
51
52
58
54
55
56
57.
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
74l
72
73
74
5
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

stardardized
residuals

0.172118428
-0.114745618
-0.917964947
0.68847371
0.68847371
0.860592138
1.032710566
-0.057372809
-1.262201802
0.172118428
0.401609664
0.114745618
-0.114745618
-0.401609664
-0.401609664
-2.12279394
-3.098131697
-2.581776414
-2.581776414
1.893302704
1.43432023
0.803219329
1.032710566
0.057372809
0.516355283
-0.172118428
-0.860592138
0.344236855
0.344236855
0.114745618
0.344236855
-0.573728092
-0.573728092
-1.606438658
-1.090083375
-0.344236855
-0.114745618
1.090083375
-0.573728092
-0.631100901
-1.491693039
-0.631100901
-0.631100901
0.803219329
0.229491237

outlier?%5%10
outlier?%5%10
outlier?%5%10
outlier?%5%10
outlier?%10



100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

112
113
114
115
116
17
118
119
120
121

122
123
124
125
126
27
128
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0.516355283
0.516355283
-1.147456184
-1.147456184
-1.549065848
-1.835929894  outlier?%10
-0.114745618
0.114745618
1.262201802
0.172118428
-0.172118428
-0.68847371
0.74584652
0.057372809
-0.860592138
-0.917964947
0.458982474
-0.172118428
-1.778557085 outlier?%10
-0.516355283
-2.811267651 outlier?%5%10
-0.516355283
-0.057372809
-0.286864046
1.262201802
1.090083375
-0.229491237
0.057372809
-0.458982474
-0.74584652
0.286864046
0.516355283
-0.172118428
0.573728092
3.499741361 outlier?%5%10
1.204828993
2.237539559  outlier?%5%10
2.237539559  outlier?%5%10
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Ek3: e’ =A+ BX, +CX, + D);, +v, Yardimci Regresyonundan Elde Edilen Agirliklar

5 2 5
gozlemler Wi=l/¢, gozlemler ~ Wi=l/e;” gozlemler ~ Wi=l/¢,
1 34.89 46 43.92 91 42.55
2 34.89 47 43.92 92 42.55
3 34.89 48 43.92 93 11.95
4 34.89 49 39.08 94 11.95
5 46.14 50 39.08 95 11.95
6 46.14 51 39.08 96 11.95
74 46.14 52 39.08 97 12413
8 46.14 53 51.14 98 124.13
9 54.97 54 51.14 99 124.13
10 54.97 55 51.14 100 12413
14 54.97 56 51.14 101 134.23
12 54.97 57 51.57 102 134.23
18 61.57 58 51.57 103 134.23
14 61.57 59 51567 104 134.23
15 61.57 60 557 105 38.11
16 61.57 61 31.77 106 38.11
1ir’ 35.44 62 St 107 38.11
18 35.44 63 81.77 108 38.11
19 35.44 64 <& T 109 8.44
20 35.44 65 45.28 110 8.44
21 46.79 66 45.28 a1t 8.44
22 46.79 67 45.28 192 8.44
23 46.79 68 45.28 113 959.19
24 46.79 69 58.36 114 959.19
25 54.46 70 58.36 i[5 959.19
26 54.46 74l 58.36 116 959.19
2T 54.46 72 58.36 I7 383.44
28 54.46 73 48.17 118 383.44
29 54.3 74 48.17 119 383.44
30 54.3 75 4817 120 383.44
31 54.3 76 48.17 121 34.51
32 54.3 77 20.46 122 34.51
33 36.57 78 20.46 123 34.51
34 36.57 79 20.46 124 34.51
35 36.57 80 20.46 125 6.52
36 36.57 81 66.36 126 6.52
37 48.16 82 66.36 127 652
38 48.16 83 66.36 128 6.52
39 48.16 84 66.36
40 48.16 85 81.35
4 53.46 86 81.35
42 53.46 87 81.35
43 53.46 88 81.35
44 53.46 89 42.55

45 43.92 90 42.55
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Ek 4: Cizelge 9.2’deki Model i¢in Matlab Kodunda Kullanilan Agirliklar

gozlemler  wi gozlemler wi gozlemler wi
1 1 46 0.26 91 0.125
2 0.5 47 0.33 92 0.125
3 1 48 0.33 93 0.111
4 0.5 49 0.33 94 0.111
5 0.25 50 0.33 95 0.111
6 0.25 51 0.5 96 0.111
7 0.2 52 05 97 0.125
8 0.5 53 0.5 98 0.143
9 0.166 54 0.2 99 0.166
10 0.2 55 0.33 100 0.143
1 1 56 0.25 101 0.143
12 0.25 57 0.2 102 0.143
18 0.166 58 0.25 103 0.111
14 0.25 59 0.33 104 0.143
15 0.166 60 0.33 105 0.143
16 1 61 0.143 106 0.143
17 0.25 62 Q-1 107 0.111
18 1 63 0.125 108 0.125
19 0.166 64 0.125 109 0.1
20 0.25 65 0.33 110 0.111
21 1 66 0i5 17 0.1
22 ] 67 0.33 112 0.1
23 0:5 68 0.33 113 0.125
24 0.33 69 0.25 114 Ol
25 1 70 0.166 115 0.166
26 1 7 0:25 116 0.143
27 1 72 (0] 1@ 0.125
28 1 73 0.166 118 0.111
29 0.2 74 0.166 119 0.125
30 0.33 7% 0.166 120 0.125
31 0.2 76 0.143 121 0.1
32 0.2 77 0.166 122 0.1
33 0.2 78 0.166 123 0.111
34 0.33 79 0.143 124 0.1
35 0.33 80 0.143 125 0.166
36 0.2 81 0.143 126 0.111
37 1 82 0.143 127 0.125
38 1 83 0.25 128 0.125
39 0.2 84 0.125
40 1 85 0.2
41 0.5 86 0.5
42 0.25 87 0.2
43 0.5 88 0.2
44 0.2 89 0.111

45 0.5 90 0.125
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Ek 5: Model 13 Kalintilari igin %5 ve %10 Anlamlilik Diizeyinde Sapan Degerler

stardardized stardardized
gbzlemler  residuals13 gozlemler residuals13
1 -0.116455468 46 0.32995716
2 0.232910936 47 0.213501692
3 -0.019409245 48  -0.232910936
4 0.155273958 49  -0.213501692
5 0.446412628 50 -0.213501692
6 0.349366404 51 -0.135864713
7 0.524049607 52 -0.038818489
8 0.232910936 53 0.135864713
9 0.62109583 54 -0.485231117
10 0.485231117 55 0.252320181
11 0.077636979 56 0.368775649
12 -0.310547915 57 0.485231117
13 0.659914319 58 0.349366404
14 0.427003383 59 0.232910936
15 0.659914319 60 0.232910936
16 0.077636979 61 -1.028689969
17 -0.32995716 62 -1.53333033
18 0.058227734 63 -1.261600905
19 -0.582277341 64  -1.261600905
20  -0.446412628 65 0.29113867
21 -0.058227734 66 0.019409245
22 0.058227734 67 -0.271729426
23 -0.155273958 68 -0.155273958
24  -0.155273958 69 0.407594138
25 0.135864713 70 0.640505075
26 -0.019409245 74 0.310547915
a7 -0.135864713 72 -0.077636979
28 -0.019409245 73 0.815188277
29 0.504640362 74 0.815188277
30 0.155273958 75 0.698732809
31 0.504640362 76 0.815188277
32 0.427003383 77 -0.582277341
33 -0.485231117 78 -0.582277341
34 0.29113867 79  -1.106326947
35 0.29113867 80  -0.854006766
36 -0.485231117 81 -1.106326947
37  -0.077636979 82  -1.009280724
38 -0.077636979 83  -0.388184894
39 0.446412628 84 -1.24219166
40 0 85 0.446412628
41 0.116455468 86 0
42 0.349366404 87 0.446412628
43 0.116455468 88 0.446412628
44 0.465821873 89 1.513921086

45 -0.097046223 90 1.222782415



100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

1.878056373
1.378056373
-1.5691558065
-1.691558065
-1.805059756
-1.921515224
-1.24219166
-1.125736192
-0.524049607
-1.086917703
1.086917703
0.815188277
1.5652739575
1.203373171
1.125736192
1.067508458
1.785650511
1.475102596
-2.639657278
-1.940924469
-3.163706884
-1.940924469
-1.475102596
-1.57214882
-0.756960543
-0.854006766
1.494511841
1.610967309
1.339237884
1.203373171
2.154426161
2.251472384
1.921515224
2.309700118
-0.582277341
-1.805059756
-1.261600905
-1.261600905
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outlier?%10
outlier?%10

outlier?%10

outlier?%5%10
outlier?%10
outlier?%5%10
outlier?%10

outlier?%5%10
outlier?%5%10
outlier?%10

outlier?%5%10

outlier?%10
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Ek6:: ¢’ =A+ BstX, + CstX, +DstX | + EstX} + FstX stX , + v, Yardimci
Regresyonundan Elde Edilen Agirliklar

gézlemler  wi gozlemler wi gozlemler wi
1 -77.45 46 6.18 91 2.19
2 -77.45 47 6.18 92 2.19
3 -77.45 48 6.18 93 1.49
4 -77.45 49 19.46 94 1.49
5 -12.16 50 19.46 95 1.49
6 -12.16 51 19.46 96 1.49
7 -12.16 52 19.46 97 3.41
8 -12.16 53 56.11 98 3.41
9 -40.3 54 56.11 99 3.41
10 -40.3 §5 56.11 100 3.41
11 -40.3 56 56.11 101 2.16
12 -40.3 57 10.51 102 2.16
13 9.88 58 10.51 103 2.16
14 9.88 59 10.51 104 2.16
15 9.88 60 10.51 105 1.53
16 9.88 61 4.15 106 1.53
17 -300.82 62 4.15 107 1.53
18 -300.82 63 4.15 108 1.58
19 -300.82 64 4.15 109 1.09
20 -300.82 65 8.56 110 1.09
21 -14.8 66 8.56 111 1.09
22 -14.8 67 8.56 112 1.09
23 -14.8 68 8.56 113 3.03
24 -14.8 69 8.05 114 3.03
25 1374 70 8.05 15 3.08
26 -137.4 71 8.05 116 3.03
27 -1374 72 8.05 il 17/ 172
28 -137.4 73 4.46 118 1.72
29 8.23 74 4.46 119 172
30 8.23 7% 4.46 120 1.72
31 8.23 76 4.46 121 1.22
32 8.23 7 2.55 122 1.22
33 64.73 78 2.55 123 1.22
34 64.73 79 255 124 1.22
35 64.73 80 2.65 125 0.89
36 64.73 81 4.5 126 0.89
37 -25.93 82 45 127 0.89
38 -25.93 83 4.5 128 0.89
39 -25.93 84 4.5
40 -25.93 85 3.21
41 36.51 86 3.21
42 36.51 87 3.21
43 36.51 88 3.21
44 36.51 89 2.19

45 6.18 90 219
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Ek 7: Model 13 i¢in Belirlenen ikinci Agirliklar

gozlemler

0N OGAWN =

ikinci
agirliklar

1
0.9

gozlemler

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
it
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

agirhiklar

gozlemler

0.7 91
0.8 92
0.8 93
0.8 94
0.8 95
0.9 96
0.9 97
0.9 98
0.6 99
0.8 100
0:7 101
0.6 102
0.7 103
0.8 104
0.8 105
0.4 106
0.2 107
0.3 108
0.3 109
0.8 110
0.9 10
0.7 112
0.8 113
o7 114
0.5 115
0.7 116
0.9 7
0.5 118
0.5 119
0.5 120
0.4 121
0.5 122
0.5 123
0.4 124
0.4 125
0.4 126
0.4 127
0.7 128
0.3

0.6

09

0.6

0.6

0.2

0.3

agirhklar

0.3
0.3
0.2
0.2
0.2



Ek 8: Veri B

gozlemler

©CONOOOUAWN =

43

45

y

92.9
78.7
64.2
64.9
ST 1
43.3
31.1
23.6
31.05
23.78
17.74
13.8
11.59
9.41
7.73
7.35
8.03
90.6
76.9
71.6
63.6
54
39.2
29.3
21.4
29.18
22,13
7.5
14.25
9.45
9:16

X

0.5
0.63
0.75
0.88

1.25
175
2.25
1.75,
225
2.78
3.25
875
4.25
4.75
5.25
5.75

0.63
0.75
0.88

1:25
1.75
2.25
1.75
2.25
278
3.25
3.75
4.25
4.75
5.25
5.75

0.63
0.75
0.88

1.25
1.75
2.25
1.75
2.25
2.75

gozlemler
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
920

y
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12.53
10.54
8.59
718
6.11
5.96
741
67.3
60.8
585.5
50.3
41
29.4
20.4
29.36
2115
16.76
13.2
10.88
8.18
7.35
5.96
5.63
81.5
62.4
32.5
12.41
13.12
15.56
5.63
78
59.9
33.2
13.84
12.75
14.62
3.94
76.8
61
32.9
13.87
11.81
13.31
5.44

3.25
3.75
4.25
4.75
5.25
5.75

0.5
0.63
0.75
0.88

125
1.75
2:25
1.75
2.25
25
3.25
3.75
4.25
4.75
5.25
5.75

0.75

186

6
0.5



gozlemler
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139

47.7
37.8
20.2
21.07
13.87

X
0.75
1

WWwowwm

[}

0.5
0.75

0.75

0.75

0.63
0.78
0.88

1.25
2.25
2.25
2.75

gobzlemler
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
5
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
1774l
172
173
174
¥78
176
AT
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
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9.67
7.76
5.44
4.87
4.01
3.75
24.19
25.76
18.07
11.81
12.07
16.12
70.8
54.7
48
39.8
29.8
23.7
29.62
23.81
7874
11.55
12.07
8.74
80.7
61.3
47.5
29
24
7.7
24.56
18.67
16.24
8.74
7.87
8.51
66.7
59.2
40.8
30.7
257
16.3
25.99
16.95
13.35
8.62
7.2
6.64
13.69

3.25
3.75
4.25
4.75

oo

0.75

0.75

0.75
1.8

2.5

WoU N W



gozlemler
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214

81
64.5
35.5

13.31
4.87
12.94
5.06
15.19
14.62
15.64
25.5
25.95
81.7
61.6
29.8
29.81
1747
10.39
28.4
28.69
81.3
60.9
16.65
10.05
28.9
28.95

1.75
2.75
3.75
.45
1.75

0.75
2.75
3.75
1.75
.75

292
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Ek 9: Veri B’den Tahmin Edilen Modelin %5 Anlam Diizeyinde Standart Kalintilari

gozlemler st-resid29 gozlemler  st-resid29

1 3.9027918 outlier?%5 46  -0.267814

2 2.6291875 outlier?%5 47  -0.0794641

3 0.6978532 48  -0.070495

4 2.8892898 outlier?%5 49 -0.0465776

5 2.2166114 outlier?%5 50 0.0162058

6 0.7098119 51 0.2613596

¥ 0.5543484 52 -1.7178096

8 0.5035238 53 -0.7790496

9 0.5394 54 -0.3186386
10 0.5543484 55  0.0789891
1 0.2344525 56  0.1836279
12 0.1148652 57  0.0221851
18 0.2344525 58  0.0461026
14 0.1776486 59 -0.4531743
15 0.1328033 60 0.0341438
16 0.3839366 61 -0.2289481
17 0.877234 62 -0.0555466
18 3.215165 outlier?%5 63 -0.0645157
19 2.0910448 outlier?%5 64  0.0221851
20 2.9102175 outlier?%5 65  -0.193072
24 2.5006311 outlier?%5 66  0.0221851
22 1.2898101 67 -0.0286395
23 -0.5159576 68  0.1597105
24 0.0162058 69  0.4945548
25 -0.1542061 70  0.1597105
26 -0.0226601 71 -0.5518338
27 0.061051 72 -0.7880186
28 0.1686795 73 -0.5757512
29 0.2494009 74  0.1537311
30 -0.4053394 75 0.2852771
31 0.0999168 76 -0.5518338
32 0.1896073 77 -0.5877099
33 0.7217706 78 -0.342556
34 0.3062049 79 -0.3604941
35 0.0461026 80 -0.6863694
36 2.7188779 outlier?%5 81 -0.127299
37 0.5782659 82 -0.2199791
38 0.5872349 83 -0.9105955
39 1.0506356 84  -0.258845
40 0.4706374 85 -0.4322465
4 -0.7312146 86 -0.3515251
42 -0.4531743 87 -0.9673995
43 -0.7162662 88 -0.5189473
44 -0.2737934 89  0.2284731

45 -0.1452371 90  -0.267814



gozlemler
a1
92
93
94
95
96
97
98
929
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
k>
113
114
il115)
116
bl 2
118
119,
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

st-resid29
0.4885754
-0.1631751
-0.7431734
0.2852771
-0.6863694
-0.5757512
0.2284731
-0.9105955
-0.5578131
-0.5637925
-0.7013178
-0.8956471
-0.7850289
-0.1183299
-0.3276076
0.4497096
0.7068222
0.596204
-1.2095637
0.0401232
-0.2648243
0.2553803
-1.5538771
-1.4577073
0.0281645
-0.6863694
0.201566
0.201566
0.8204301
-2.7940949
-0.7072972
-0.3545148
0.4347612
-1.2544089
-1.0541003
0.5334207
0.1776486
-0.4711123
0.5722865
1.6276441
-0.5518338
-1.1677082
0.0401232
0.8264095
-0.5936893

outlier?%5
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g6zlemler
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
il57
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

st-resid29

-0.934513
-0.5129679
-0.2528656
-0.9225543
-1.1198733
-0.9105955
-1.009255
-0.7192559
-0.6146171
-0.39936
2.7338263
3.2032063
0.9041412
-0.9673995
-0.8896678
0.3211533
-2.7044045
-2.1423444
-0.5039988
1.6306338
1.3765109
1.3406347
1.3226966
1.83735212
0.793523
0.5394
1.6246544
1.2150681
0.2553803
-0.1691545
-0.6534829
-1.56982223
-0.3575044
-0.4531743
-0.1900823
-0.1631751
0.3570295
-0.3007005
0.3689882
1.1463054
-3.9301739
-0.7969876
-2.6565696
-1.0899764
0.1507414

outlier?%5
outlier?%5

outlier?%5
outlier?%5

outlier?%5

outlier?%5



gozlemler
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205

207
208
209
210
211
212
213
214

st-resid29

-0.8717297
0.2374422
-0.6774004
-0.5069885
-0.3365767
0.1686795
0.5872349
-0.4053394
0.3450707
0.7875436
0.3450707
-0.5189473
0.0580613
-0.6295655
0.1148652
0.0431129
-0.127299
0.1776486
-1.1198733
-0.9853376
0.5543484
-0.0794641
0.1656898
0.1686795
0.0640407
-0.1243093
-0.2528656
-0.1661648
0.4347612
-0.2887418
-0.0914228
-0.2259585
-0.1033815
-0.0884331
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Ek 10: Veri B i¢in Dogrusal Olmayan AEKK Uygulamasinda Kullanilan Agirliklar

gozlemler agirliklar gozlemler agirliklar gézlemler agirliklar - goézlemler agirliklar

1 0.02 46 0.19 91 0.05 136 0.1

2 0.04 47 0.2 92 0.12 137 0.16

3 0.05 48 0.2 93 0.18 138 0.16

4 0.06 49 0.21 94 0.21 139 0.18

5 0.08 50 0.21 95 0.18 140 0.19

6 0.1 51 0.21 96 0.18 141 0.2

74 0.14 52 0.02 97 0.21 142 0.2

8 0.16 53 0.04 98 0.02 143 0.21

9 0.14 54 0.05 99 0.05 144 0.21
10 0.16 55 0.06 100 0.08 145 0.21
11 0.18 56 0.08 101 0.12 146 0.18
12 0.19 57 0.1 102 0.15 147 0.18
13 0.2 58 0.14 103 0.15 148 0.18
14 0.2 59 0.16 104 0.17 149 0.18
15 0.21 60 0.14 105 0.18 150 0.18
16 0.21 61 0.16 106 0.2 151 0.18
17 0.21 62 0.18 107 0.21 152 0.02
18 0.02 63 0.19 108 8.21 153 0.05
19 0.04 64 0.2 109 0.02 154 0.08
20 0.05 65 0.2 110 0.05 155 0.12
21 0.06 66 0.21 Ll 0.08 156 {0)h15]
22 0.08 67 0.21 112 0.12 157 0.17
23 0.1 68 0.21 113 0.15 158 0.15
24 0.14 69 0.02 114 0.15 159 0.17
25 0.16 70 0.05 115 0.17 160 0.18
26 0.14 7| 0.12 116 0.18 161 0.2
2y 0.16 72 0.18 117 0.2 162 0.21
28 0.18 73 0.18 118 0.21 163 0.21
29 0.19 74 0.18 119 0.21 164 0.02
30 0.2 75 0.21 120 0.02 165 0.05
31 0.2 76 0.02 121 0.05 166 0.08
32 0.21 i 0.05 122 0.08 167 0.12
33 0.21 78 0.2 123 0.12 168 (05|53
34 0.21 79 0.18 124 0.15 169 0.17
35 0.02 80 0.18 125 018 170 0.15
36 0.04 81 0.18 126 0.17 17 0.17
37 0.05 82 0.21 127 0.18 172 0.18
38 0.06 83 0.02 128 0.2 173 0.2
39 0.08 84 0.05 129 0.21 174 0.21
40 0.1 85 0.12 130 0.21 175 0.21
41 0.14 86 0.18 131 0.02 176 0.02
42 0.16 87 0.18 132 0.04 177 0.05
43 0.14 88 0.18 133 0.05 178 0.08
44 0.16 89 0.21 134 0.06 179 0.12
45 0.18 90 0.02 135 0.08 180 0.15
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gozlemler agirliklar

181 0.17
182 0.15
183 0.17
184 0.18
185 0.2
186 0.21
187 0.21
188 0.18
189 0.02
190 0.05
191 0.12
192 0.18
193 0.21
194 0.18
195 0.21
196 0.18
197 0.18
198 0.18
199 0.14
200 0.14
201 0.02
202 0.05
203 0.14
204 0.14
205 0.18
206 0.2
207 0.14
208 0.14
209 0.02
210 0.05
21 0.18
212 0.2
213 0.14

214 0.14
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