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ONSOZ

Bu tez calismasinda, dogrusal olmayan regresyonun egrisellik dl¢iileri incelenmistir. Dogrusal
olmayan regresyon analizi gelistirilmeden Once, dogrusal olmayan modeller, dogrusallastirilir
ve analizler bu modeller tizerinden yapilirdi. Dogrusal olmayan regresyon analizi ile birlikte,
model ile ilgili parametreler iteratif yontemler kullanilarak elde edilmeye baslanmustir.
Dogrusal olmayan regresyon analizinden elde edilen sonuglar dogrusallik yaklasimina
dayandirilir. Dolayisiyla dogrusal regresyon modellerine uygulanan kalint1 analizi, dogrusal
olmayan regresyon modellerine de uygulanmistir. Yapilan egrisellik oOlgiileri arastirmalari
sonucunda, dogrusal olmayan regresyon modeline uygulanan kalinti analizi sonuglari
incelenmistir.

Baz1 kavramlarin, Tiirkcede tam karsiliklart olmadig i¢in ya da birden fazla karsiliklar
oldugundan, kavram karmasasi olmamasi agisindan, bu soézciiklerin yanina parantez icerisinde
Ingilizce karsiliklar: da yazilmustir.

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlar icin degerli hocam ve danismanim Yrd. Dog. Dr. Auf
EVREN’e tesekkiirii borg bilirim.

Tiim bunlarin yaninda, tez ¢alismam sirasinda, maddi ve manevi hicbir yardimi esirgemeyen
aileme ve arkadaslarima tesekkiir ederim.

Zehra Zeynep Sahinbasoglu



OZET

Dogrusal regresyonda kullanilan kalinti  analizi, normallik varsayimi altinda
gerceklesmektedir. Elde edilen sonuglar bu varsayimlara gore yorumlanmaktadir. Dogrusal
olmayan regresyonda ise asimptotik 6zellikler s6z konusudur. Dolayisiyla dogrusal regresyon
icin uygulanan kalinti analizi sonuclari, dogrusal olmayan regresyon icin hatali sonuglar
verebilmektedir. Kalinti analizi sonuglarinin giivenilirligini anlamak i¢in egrisellik Olciileri
arastirilmistir. Egrisellik Olciileri saf ve parametre etkili egrisellik olmak iizere iki ¢esittir. Saf
egrisellik sadece veri seti ve model arasindaki geometrik anlami verir. Parametre etkili
egrisellik ise, yeniden parametrelendirme yoOntemiyle degistirilebilir. Bu arastirma
karsilastirmali bir uygulama icermektedir. Ilk olarak, veri kiimesinin dogrusal goriiniimlii bir
grafige sahip oldugu goriildiigiinden, ilk once dogrusal regresyon analizi uygulanmistir. Elde
edilen modelin kalintilarina kalint1 analizi uygulanmistir. Daha sonra ayni veri kiimesi icin
dogrusal olmayan regresyon analizi arastirllmistir. Elde edilen modele kalinti analizi
uygulanmis, sonuglarin dogrusal regresyon sonucu uygulanan kalinti analizi sonuglariyla
paralellik gosterdigi goOriilmiistiir. Dogrusal olmayan modele uygulanan kalinti analizi
sonuglarinin giivenilirligini test etmek i¢in bazi egrisellik Ol¢iileri arastirilmistir. Sonug olarak
bulunan egrisellik dl¢iilerinin ¢ok kiiciik oldugu ve kalint1 analizini etkilemedigi goriilmiistiir.
Bu uygulamalar i¢in, SPSS 11.5, Excel 2003 ve Mathcad 6 kullanilmstir.

Uygulamalar sonucunda, eldeki veri seti i¢in dogrusal olmayan regresyon modeline
uygulanan kalinti analizinin egrisellikten c¢ok etkilenmedigi, dolayisiyla sonuglarina
giivenilebilecedi seklinde yorumlanmustir.

Anahtar Kkelimeler: Dogrusal olmayan regresyon, dogrusal regresyon, kalinti analizi,
egrisellik ol¢iileri
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ABSTRACT

Residual analysis of linear regression has been studied for nonlinear regression analysis. To
evaluate the significance of the results, curvature measures have been investigated.

In application, it was seen that the relationship between the model and the data sets seemed to
be linear. So first of all, linear analysis were done and residual analysis were searched for the
appropriate model. Then, for the same data sets, nonlinear regression analysis were studied
and again residuals were analysied for the fitted model. It was seen that, the results of the
linear regression analysis and nonlinear regression analysis were parallel to each other. To
investigate the reliability of the residual analysis, curvature measures were calculated. At the
end of these calculations, it was understood that the curvature measures were small and they
did not effect the results of the residual analysis. In these applications, SPSS 11.5, Excel
2003 and Mathcad 6 were used.

Consequently, it was seen that residual analysis of nonlinear regression analysis was not
effected by curvature measures for the attendant data set. This result was interpreted as
residual analysis of nonlinear regression is convenient because curvature is low.

Key words: Nonlinear regression, linear regression, residual analysis, curvature measures
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1. GIRiS

Bu yiiksek lisans tezinin amaci, dogrusal regresyon analizi sonucu elde edilen modele
uygulanan kalinti analizinin, dogrusal olmayan regresyona uygulanmas: ile elde edilen
sonuglara giivenilip giivenilemeyeceginin arastirilmasidir. Bu arastirma sirasinda elde edilen

sonuglar bir uygulama ile yorumlanacaktir.

Klasik regresyon analizi bircok varsayima dayanir. Parametre tahminleri yapilip uygun model
elde edildikten sonra kalint1 analizi arastirmasi ile model hakkinda daha iyi bilgiler elde edilir.
Kalint1 analizinde, modelin uygunlugu ve modelin veriyi yeterli derecede aciklayip
aciklamadig arastirilir. Bu arastirma sirasinda, modelin dogrusal olup olmadigi, kalintilarin
sabit varyanshi olup olmadigi, modelde sapan degerlerin varligi, modelden ©nemli bir
bagimsiz degiskenin cikarilip ¢ikarilmadigi ve hata terimlerinin bagimli olup olmadigi
incelenmistir. Bu arastirmalar sonucunda model hakkinda daha iyi bilgilere sahip olunur.
Dogrusal olmayan regresyon analizi ise daha karmagik bir yapiya sahiptir. Model i¢in uygun
parametre tahminleri, klasik regresyon analizindeki gibi normal denklemler elde edilerek
kolayca bulunmazlar. Parametre tahminleri igin iteratif yontemler kullanilir. Bu yontemler
icin gerekli ve Oonemli olan ilk adim baslangi¢ degerlerinin olusturulmasidir. Bu degerler
arastirma sirasinda elde edilebilecegi gibi, Onceki arastirmalarda elde edilen degerler de
kullanilabilir. Yapilan biitiin bu arastirmalar biiyiik 6rneklem icin gecerlidir. Sonug olarak,
dogrusal olmayan regresyon modeli, dogrusal yaklasima en iyi ve en uygun oldugu durumda

gecerli olacaktir.

Dogrusal olmayan modeller, bu modellerin elde edilme siirecleri ve kullanildig1 yerler ile
ilgili giiniimiize kadar bircok arastirma yapilmistir ve halen yapilmaktadir. Dogrusal olmayan
modeller, dogrusal yaklasima en iyi ve en uygun oldugu durumlarda gecerli olacagindan, bu

durumlarin belirlenmesinde cesitli yontemler gelistirilmistir.

“Dogrusal” terimi dogrusal en kiiciik karelerde(LLSQ- linear least square fitting) iki seyi
tanimlar: birincisi, degiskenler arasindaki dogrusal iliski, ikincisi ise parametreleri dogrusal

sekilde tahmin edilmeye calisilan modellerdir.

Saf dogrusal modellerde, biitiin parametreler modele dogrusal yolla dahil edilir. Diger
taraftan, eger parametreler modele dogrusal olmayan bicimde dahil edilirse, model “dogrusal
olmayan model” olarak tanimlanir. Dogrusal ve dogrusal olmayan yollar anlasilmasi gii¢
kavramlardir. Dogrusal kavrami aslinda tahmin edilen modelin parametrelerine gore birinci

tirevleri alinarak anlasilabilir. Alinan tiirevler sonucu elde edilen degerler sabitse yani diger



parametre degerlerinden bagimsizsa model dogrusal olarak tamimlanabilir. Bu dogrusallik
kavrami iki sekilde acgiklanabilir. Degiskenlerine gore dogrusallik ve parametrelerine gore
dogrusallik. Buradaki dogrusallik kavraminda soz edilen dogrusallik parametrelerine gore
dogrusalliktir. Dogrusal modellerde tahminciler, yansiz, minimum varyansh EKK

tahmincileridir.

Dogrusal olmayan en kiiciik kareler ise bu kavramlara bagli degildir. Bunlar genellikle yanli,
rasgele dagilmamis ve minimum varyansa sahip degillerdir. Bu ozellikler her model i¢in
gecerli degildir. Modelden modele degisebilecegi gibi, bir model icinde de degisiklik
gosterebilirler. Bunun bir¢cok nedeni vardir; veri sayisi, bunlarin dagilimi gibi. Dolayisiyla
dogrusal olamama durumundan ve dogrusal olmayan modellerin tahminlerinden bahsederken

model/veri kombinasyonu incelenmelidir.

Dogrusal olmayan modellerin dogrusal modellerden farkini 6lgmek icin ve dogrusalli§a yakin
hesaplamalar yapabilmek i¢in bircok deneme yapilmistir. Dogrusal olmamanin 6lciisiinii ilk
olarak 1960 yilinda Beale hesaplamistir. Sonra Guttmann ve Meter Beale’nin yontemlerine
kisitlamalar getirmislerdir. 1971 yilinda Box EKK’lerde yanlilifin tahmini i¢in formiiller
gelistirmistir. Formiilleri daha sonra Gillis ve Ratkowski tarafindan biiylik calismalarda
kullanilmistir. Modern dogrusal olmama ol¢iileri 1980 yilinda Bates ve Watts tarafindan
olusturulmustur. “Journal of the Royal Statistical Society” adli dergide yaymlanmistir.
Geometrik egrisellige dayali dogrusal olmama ol¢iileri gelistirmislerdir. Bunlar ¢cok boyutlu
uzayda uygulanmaktadir. Ayrica kendi Olciileri ve Beale tarafindan olusturulan olgiiler
arasinda iligki kurmuslardir ve Box’in dogrusal olmama icin yanhlik Olgiileri ile kendi

tezlerinin nasil baglantili oldugunu gostermislerdir.

Bu tez calismasinda, dogrusal olmayan regresyon analizi sonuglarmma giivenilip
giivenilemeyecegi, bazi1 egrisellik oOlciileri arastirilarak test edilmistir. Boliim 2, dogrusal
olmayan regresyon modellerinin genel yapist hakkinda bilgi vermektedir. Bu boliimde,
dogrusal olmayan regresyon parametrelerinin tahminleri, parametrelerinin sonuglar

incelenmistir.

Boliim 3’te ise, dogrusal olmayan modellerin geometrik yapisi incelenmistir. EKK tahminleri,

bu tahminler sirasinda kullanilan yontemler incelenmistir.

Boliim 4°te dogrusal olmama durumunun egrisellik oOlciileri incelenmistir. Egrisellik oOlciileri

tanimlanmis ve sonuclart yorumlanmustir.



Bolim 5 uygulamalart icermektedir. Uygulama i¢in secilen veri setine ilk once dogrusal
regresyon analizi uygulanmis ve bu analiz sonucu model hakkinda bilgiler elde edilmistir.
Daha sonra ayni veri setine dogrusal olmayan regresyon analizi uygulanmistir. Bu analiz
sonucuna uygulanan kalinti analizi sonucu, dogrusal regresyon sonucu elde edilen bilgilerle
paralellik gostermistir. Dogrusal olmayan regresyona analizi sonuclari, egrisellik arastirmasi

yapilarak test edilmistir.
Boliim 7°de arastirma sonuglart anlatilmistir.

Bu uygulamalar sirasinda, Excel 2003, SPSS 11.5 ve Mathcad 6 paket programlari

kullanilmistir.
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2. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERININ GENEL YAPISI

Dogrusal olmayan regresyon modellerinin formu genelde dogrusal regresyon modelleri

gibidir.
Y, =f(X,.7)+€ (2.1)

(2.1) denklemi dogrusal olmayan regresyon modelinin genel formunu gosterir. Burada Y,
gbzlemi, dogrusal olmayan f(X,,y) fonksiyonu ve & hata terimlerinin toplamudir. Hata
terimlerinin dogrusal regresyon modelindeki gibi, beklenen degerlerinin sifir, sabit varyansl
ve korelasyonsuz oldugu varsayilir. f (X,,7) fonksiyonu ise, ¥ bagiml degiskeninin, X

bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu oldugunu gosterir.

f(X,,y) fonksiyonunda, parametre vektdrii S yerine ¥ kullanilir, bdylece fonksiyonun

parametrelerinde dogrusal olmadig ifade edilir.

Dogrusal olmayan regresyon modelinin, dogrusal regresyon modelinden en biiyiik farki;
regresyon parametre sayilarinin modeldeki bagimsiz X degiskenlerinin sayilariyla iliskili

olmamasidir. Dogrusal regresyon modellerinde, eger modelde p —1 tane bagimsiz X degisken

varsa “p” tanede regresyon katsayisi bulunurdu. Fakat dogrusal olmayan regresyon

modellerinde bu durum gecerli degildir. Dolayisiyla dogrusal olmayan regresyon

modellerinde X bagimsiz degiskenlerinin sayisi ¢ ile fonksiyondaki regresyon parametreleri

sayis1t p ile gosterilir.

Dogrusal olmayan regresyon modellerindeki bir diger fark ise bagimsiz X degiskeni

vektoriindedir. X, gozlemlerinden olusan X vektorii “1” baslangic elemanmi olmadan

kullanilir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli asagidaki gibi yazilabilir:
Y, = f(Xi’7)+gi

Burada;



Xil %o
X,
X.=| "] ve y= 4
gx1 : pX1
Xiq 717
Y L=7(X.r)+g

[%.7)

Sekil 2.1 Dogrusal olmayan EKK’nin gozlem uzayi
Dogrusal olmayan modeller, doniisiim yapilarak dogrusal hale getirilebilirler. Boyle
modellere “intrinsically linear(saf dogrusal)” modeller denir. Ornegin; iissel bagiml
fonksiyon f(X,y)=7%, [exp(;/lX)], logaritmik doniisiim yapilarak asagidaki sekilde

dogrusal regresyon modeli sekline getirilebilir:
log, f(X’ 7/) =log, 7, + 7 X

g(X.y)=log, f(X.7)
IBOZIOge 7/0
B=n

Yukaridaki kisaltmalar yapildiginda dogrusal olmayan regresyon modeli asagidaki gibi

dogrusal regresyon modeli haline getirilir:
g(X,}f) =5 +pX

Dogrusal olmayan fonksiyonun dogrusal hale getirilmesi, dogrusal regresyon modelinin
uygun oldugu anlamina gelmez. Ciinkii fonksiyonu dogrusal hale getirmek icin yapilan
doniisiim, modeldeki hata terimlerini etkileyebilir. Ornegin; asagidaki iissel regresyon

modelinin normal ve sabit hata terimlerine sahip oldugu diisiiniildiigiinde:



Y, =y, exp(nX,)+¢

fonksiyonu dogrusallastirmak i¢in Y ’de yapilacak logaritmik bir doniisiim & normal hata

terimlerini etkileyecek ve hata terimleri artik sabit varyansli olmayacaktir. Dolayisiyla
dogrusal olmayan regresyon modellerinin dogrusallastirilmasi her zaman uygun degildir,

hatal1 ve yaniltici sonuglar verebilir.

2.1 Regresyon Parametrelerinin Tahmini

Dogrusal regresyon modellerinde oldugu gibi, dogrusal olmayan regresyon modellerinde de
parametre tahmini EKK ya da En cok benzerlik kullanilarak bulunur. Dogrusal olmayan
regresyondaki hata terimleri bagimsiz, sabit varyansli ve normal olduklari zaman iki yontemle
elde edilen parametre tahminleri birbirlerine esit olur. Dogrusal regresyonun tersine, dogrusal
olmayan regresyonda EKK ve ECB tahminlerini bulmak kolay degildir. Bu modellerin analizi

genellikle bilgisayar programlari ile elde edilir.

2.1.2 Dogrusal Olmayan Regresyonda EKK Tahmini

Dogrusal regresyonda EKK metodu “Q” kriterinin minimizasyonuna dayanir:
z 2

Q:Z[Yi_(lgo_lglxi)] (2.3)
i=1

Burada £, ve f,’in Q’yu minimize eden degerleri b, ve b, ile ifade edilir ve bu degerler

EKK tahmincileri olarak adlandirilir”.

Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in Q kriteri asagidaki gibi yazilir:

0=Y[¥ -/ (X.1] 2.4)

Burada EKK kriteri Q’yu minimize eden, dogrusal olmayan regresyon parametreleri
Yo» Yis-++» ¥, kullanilarak EKK tahmin edicileri bulunur. Dogrusal regresyondan farki normal

denklemlerinin ¢6ziimiiniin “iteratif sayisal arastirma yontemlerini” gerektirmesidir. Ciinkii

analitik ¢coziimleri bulmak genellikle zordur. Bazi durumlarda yazilim gerektirirler.

*Neter, J., Kutner, M. H., Nachtscheim, C. J. ve Wasserman, W., (1996)



Yo» is--+» ¥, degerlerine gore Q kriterinin y, "ya gore kismi tiirevleri alindiginda:

=Y o[y - f(x ][f( ”7)} 2.5)

87k i=1 87k

elde edilir. Bu kismi tiirevler sifira esitlenip, y, regresyon parametreleri yerine en kiigiik

kareler tahmincileri olan g, ’lar yerlestirildiginde, p tane normal denklem bulunur:

90 &, (X,7) : o (Xo7) | _
37, 22{ 97, L”;f(x’”{ N

w1 of (X, ) : I (X, 7)
Y, — X, = k=0,1,...,p-1 2.
; { 5, L ;f( ,,7{ T 0  k=0,1,...p (2.6)

(2.6)’da g ifadesi, en kiicgiik kareler tahmincileri olan g, ’larin vektoriidiir:

g =l . 2.7

gp—l

Dikkat edilirse (2.6)’daki parantez icindeki ifadelerin, (2.5)’deki denklemin kismi tiirevleri

oldugu ve y, yerine g, ’larin kullanildig goriiliir. Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in
(2.6)’daki normal denklemleri g, parametre tahmincileri i¢in dogrusal degildir ve en basit

durumlarda bile ¢oziilmesi zordur.

Bir¢ok dogrusal olmayan regresyon modelinde, EKK tahminlerini iterasyon yontemleri ile
bulmak, normal denklemleri kullanarak bulmaktan daha kolaydir. Asagida bazi iterasyon

yontemleri anlatilmigtir.

2.1.1.1 Gauss — Newton Yontemi

Bu yontem “dogrusallastirma yontemi(linearization method)” olarak da bilinir. Taylor serisini
kullanarak dogrusal olmayan regresyon modelini dogrusal terimlere yaklastirir ve EKK
yontemini kullanarak parametre tahmini yapar. Bu adimlarin iterasyonlar1 yapilarak,

genellikle dogrusal olmayan regresyon problemlerinin ¢oziimleri yapilir.

Gauss — Newton Yontemi, regresyon parametreleri ¥, %,...,7,, i¢in “ilk ya da baslangi¢



degerleri(initial or starting values)” kullanarak ¢oziime baglar. Bu degerler g(()o), gl(o),..., g(po_)1

ile gosterilir, parantez icindeki sayilar ise iterasyon sayisini gosterir. g,(co) baslangic degeri,
daha Once yapilmis ya da ilgili calismalardan, teorik beklentilerden ya da Q kriterini

minimum yapan parametrelerden se¢ilebilir.

Parametreler i¢in baslangic degerleri elde edildikten sonra, gk baslanglg degeri cevresinde

Taylor serisinin dogrusal terimlerinin agihmi (X, ) 'nin n.durumu igin yazilr. i.durum

icin asagidaki ifade elde edilir:

F(Xo7)= f(X,08" )+:Z;Ff(ay”yq (0)(7k—g£°)) 2.8)

Burada g(o) parametre baslangic degerleri vektoriidiir:

gy
0 g(o)
g =" (2.9)
px1 .
0
84

(2.8)’deki parantez icindeki ifadeler regresyon fonksiyonunun kismi tiirevleridir sadece
(k=0.1,....p-1) icin 7 =g\ seklinde degerlendirilir. (2.8)'deki ifade igin asagidaki

kisaltmalar yapilir:

10=r(x,.¢") (2.10)
B =75 .11)
a?’k y=g®

Bu durumda (2.8)’deki ifade asagidaki sekli alir:
f( By 7 0 + Z D 0

Bu ifade (2.1)’deki regresyon modeline yaklastirildiginda Y, = f (X,,7)+¢€, ifadesi yerine



asagidaki ifade yazilir:

—1

Y=+ DB (2.13)

S

>~
Il
(=)

Sag taraftaki fl.(o) terimi sol tarafa gecirildiginde Y, — ﬁ.(o) ifadesi elde edilir. Bu ifade K.(O) ile

gosterildiginde asagidaki dogrusal regresyon modeli yaklasimi elde edilir:

YO =3 DUBY ve  i=1...n (2.14)
k=0

Burada;

Yi(O) =Y, _fi(O) (2.15)

K.(O) degeri “kalintilar” olarak adlandirilir. Parametrelerin yerine baslangi¢ tahminleri

yerlestirildiginde gozlemlerin dogrusal olmayan regresyon etrafindaki sapmalaridir.

Dl.(ko) degerleri X degerleri gibidir. Parametreler yerine baslangic tahminleri

yerlestirildigindeki kismi tiirevlerdir.

,B,fo) degeri, gercek regresyon parametresi ile parametre baslangi¢ tahmini arasindaki farki

verir. Regresyon katsayilari, hangi baslangic regresyon katsayillarinin dogru oldugu

hakkindaki uyum miktarini verir.

(2.14) modeline uyum saglamaktaki amac; ,B,fo) regresyon katsayilarini tahmin etmek ve

bunlar1 kullanarak regresyon katsayilarinin “diizeltilmis baslangi¢ tahminlerini” tahmin
etmektir. Uygun dogrusal regresyon tahmininde “sabit terimin” bulunmadigina dikkat etmek

gerekir.

(2.14)’deki dogrusal regresyon modeli matris formuyla yazilabilir:
v ~ D(O),B(O) s (2.16)

(2.16) modeli dogrusal regresyon modelindedir ve (2.16)’daki ifadelerin acilimlar1 asagida

verilmisgtir:

Y=X f+¢

nxl1 nXp px1 nxl1
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Y1 _ fl(())
(0) _ :
y' = : (2.17)
0
Y, - £
Dy D",
Qf: : : (2.18)
) - D",
Ay
ﬁ(o) _| (2.19)
pXx1
B
gl
=" (2.20)
E

(2.18)’deki D matrisi X matrisinin roliinii oynar fakat 1’lerden olusan sabit terim siitunu

yoktur. Buradan hareketle EKK tahminlerini kullanarak S © parametre tahmini bulunur:
b =(p"D") Py 2.21)

p” ; EKK ile tahmin edilen regresyon katsayilar1 vektoriidiir. Herhangi bir ¢oklu regresyon

modiilii iceren bir bilgisayar programi kullanarak ve “no intercept(sabit terim yok)” secenegi

isaretlenerek b,EO) regresyon katsayilari tahminleri elde edilebilir.

Daha sonra EKK tahminleri kullanilarak “diizeltilmis regresyon katsayilari tahminleri” elde

edilir. Bunlar g,El) ile gosterilir:

g =g +b]" (2.22)

g,((l); 1. iterasyon sonunda p, 'nin diizeltilmis tahminidir. Bu ifade matris formunda
yazilabilir:

gV =g +p" (2.23)

Bu noktada, diizeltilmis regresyon katsayilarinin dogru yonde uyum saglayip saglamadigi
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arastirilabilir.

2

sSEY =Y [y - (%,8)] =2 (% - ") (2.24)

i=1 i=1

l.iterasyonun sonunda, diizeltilmis regresyon katsayilar1 tahmini g(l) olur. Bu seviyede
hesaplanan EKK kriteri 6l¢timii SSE" ile gosterilir:

n

555 =1 (3,6 = 1)

i=1

Eger Gauss — Newton yontemi ilk iterasyon sonucu dogru bir sekilde calisiyorsa (uygun

sonuglar veriyorsa) SSE" | SSE"’dan kiiciik olmalidir”. Boylelikle diizeltilmis regresyon

katsayilar1 tahmincisi olan g(l) 1yi bir tahminci olur. Eger g(l) 1yi bir tahminci degil ise, g(l)

kullanilarak g(z) bulunur ve ayn1 karsilagtirma SSE® ile SSE" icin yapilir.

Bu iterasyon olayt g —g" ya da SSE“" —SSE" arasindaki fark ihmal edilebilir

derecede azalana kadar devam eder. iterasyon sonucunda son olarak elde edilen regresyon

katsayilari tahminleri “ g 7 ile gosterilir ve en son EKK kriteri 6l¢timii de “SSE ” ile gosterilir

ki bu hata kareleri toplamidir. Gauss — Newton yontemi bir¢ok dogrusal olmayan regresyon

modelinde bagarili sonuclar verir.

2.2 Dogrusal Olmayan Regresyon Parametrelerinin Sonuclari

Normal hata terimli dogrusal regresyon modellerinde, ornek boyutu ne olursa olsun,
regresyon parametrelerinin kesin sonuclar1 vardir. Fakat normal hata terimli dogrusal olmayan
regresyon modellerinde bu gecerli degildir. Ciinkii herhangi bir 6rnek boyutu icin, EKK ya da
en cok benzerlik yontemi kullanilarak elde edilen tahminciler, normal dagilmayan, minimum

varyansa sahip olmayan ve yansiz olmayan tahminciler olur.

Bu nedenle, dogrusal olmayan regresyonda, regresyon parametrelerinin sonuclart “biiyiik
ornek teorisine” dayanir. Bu teori, ornek boyutu biiyiikk oldugunda, normal hata terimli
dogrusal olmayan regresyon modelinde, EKK ya da en ¢ok benzerlik kullanilarak elde edilen

tahmincilerin, yaklasik olarak normal dagildigini, neredeyse yansiz olduklarin1 ve hemen

* Neter, J., Kutner, M. H., Nachtscheim, C. J. ve Wasserman, W., (1996)
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hemen en az varyansa sahip olduklarmmi belirtir. Hata terimlerinin normal dagilmadigi

durumlarda da bu teori gecerlidir.

2.2.1 Hata Terimlerinin Varyansinin Tahmin Edilmesi
Dogrusal olmayan regresyon parametrelerinin sonuglari hata terimleri varyansi o ’nin

tahminini gerektirir. Bu tahmin dogrusal regresyondaki gibidir:

s 2(0-P) Y[n-r(x.9)]

n—p n—p n—p

MSE

(2.26)

13

Burada “g” ifadesi, en son parametre tahmin vektoriidiir. Dolayisiyla kalintilar, en son
parametre tahmin vektorii g kullamilarak tahmin edilen dogrusal olmayan regresyon

fonksiyonunun etrafindaki sapmalardir. Dogrusal olmayan regresyon icin MSE, o ’nin

yansiz bir tahmin edicisi degildir. Yalniz 6rnek boyutu biiyiik oldugunda egilim azalir.

2.2.2 Biiyiik Ornek Teorisi
Dogrusal olmayan regresyon modelleri i¢in, hata terimleri bagimsiz oldugunda, normal

dagildiklarinda ve drnek boyutu yeterince biiyiik oldugunda asagidaki teorem gecerlidir:

13

Ornek boyutu “n” yeterince biiyiik oldugunda ve hata terimleri & ’ler bagimsiz olup
N (0, 0'2) ile dagildiklarinda, g 'nin 6rnekleme dagilimi yaklasik olarak normaldir’. Ortalama

vektoriin beklenen degeri yaklasik olarak:

E{g}~y (2.27)
Regresyon katsayilarinin, varyans — kovaryans matrisi asagidaki sekilde tahmin edilir:
s*{g}=MSE(D'D)" (2.28)

Burada D, elde edilen son “g” en kiigiik kareler tahmincisinin kullanildigr kismi tiirevler

matrisidir. Ornek boyutu bilyilk oldugunda, bagimsiz, sabit varyansli ve normal

dagildiklarinda, dogrusal olmayan regresyon icin en kiiciik kareler tahmincisi “ g~ yaklasik

olarak normal dagilir ve yansizdir. Ayrica yaklasik olarak minimum varyansa sahip

* Giiris, S., Caglayan, E., (2000), “Ekonometri Temel Kavramlar”’, DER Yayinlari, Istanbul



13

olduklarindan dolayi, hata terimleri normal dagilmadiginda da yukaridaki teorem gecerlidir.

Yukaridaki teoreme gore, Ornek boyutu yeterince biiylikk oldugunda ayni dogrusal
regresyondaki gibi, dogrusal olmayan regresyonda da tahminler yapilarak elde edilen sonuglar
ayni sekilde yorumlanir. Baz1 dogrusal olmayan regresyon modellerinde ornek boyutu kiiciik

oldugundan biiyiik 6rnek yaklasimi dogru sonuglar vermeyebilir.

2.2.2.1 Biiyiik Ornek Ozellikleri

Ornek birim sayis1 artarak sonsuza yaklastiginda tahmincilerde farkli ozellikler aranir. Bu
ozelliklere biiyiik orneklem o6zellikleri denir. Ornek birim sayisinin artmasi, 6rnekleme
dagilimi ne olursa olsun, Ornekleme dagilimin1i normal dagilima yaklastiracaktir. Bir
tahmincinin dagilimi, drnek birim sayisinin artmasi ile belirli bir dagilima yaklasiyorsa, bu

dagilim tahmincinin asimptotik dagilimi olarak adlandirilir(Gujarati,2001).

o Asimptotik Sapmasizhik

Bir tahmincinin sapmasiz olabilmesi i¢in

limE@ )=6

n—o0

sartin1 saglamasi gerekir. Burada én, tahmin edicinin n gozlemli bir 6rnekleme dayandigi

anlamina gelir. Orneklem biiyiikliigii gittikce artarken, 6 nin beklenen ya da ortalama degeri

gercek degere dogru yakinsarsa, 6, 6’nm biiyiik Orneklem i¢in sapmasiz bir tahmin

edicisidir.

o Tutarhhk
Ornek birim sayisi gittikge biiyiirken 6 tahmin edicisi gercek 6 degerine yakinsarsa 6’nin

tutarl bir tahmin edici oldugu soylenir. Diger bir ifadeyle n’in sonsuza yaklagsmasi ile 6 ’nim
6’ya esit olmasi olasilig1 1’e yaklasacaktir. &€ ’nin kiiciik bir sayr oldugu varsayilirsa, n’in

artarak sonsuza yaklagmasi ile,
P(0-6/<e)>1

olmasi durumunda 9, €’ ’nin tutarli tahmincisidir. Bu durumda n sonsuza giderken limit

alindiginda,
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limP(é—0‘<8):1

n—oo
olacaktir.

Ornek birim sayisinin artmasi ile ortalama hata karelerinin kiigiilmesi beklenmektedir. n’in
artarak sonsuza gitmesi durumunda ortalama hata karesinin de sifira yaklagsmas1 gerekir. n

sonsuza yaklasirken,
OHK () — 0
ise é, @’ nmin tutarli bir tahmincisidir. Bu durumda limit alinirsa,

lim OHK (8) = 0

n—oo

olacaktir. Bu sonu¢ tahmincinin tutarli olup olmadigimi anlamak i¢in kullanilabilir. Sekil
2.2’de orneklem biiyiikliigii 25, 50, 100 oldugu durumlarda 6’nin dagilimi gosterilmistir.

Goriildiigi gibi n = 25 i¢in 6, sistematik hatalidur. Ciinkii 6rnekleme dagilimi gercek &

degerinde ortalanmamistir. Fakat n Dbiiyiidikce dagilimin ortalamast 6 degerine

yaklagmaktadir. 6 dagiliminin varyansi sifir olursa, @ nin tutarl tahmincisi olur.

fi&wm =100

F(dm =20

Dlasilik Yogunlugu

I
2

Sekil 2.2 6 nin 6rnekleme dagiliminin @ etrafinda yogunlasmasi halindeki tutarlilik grafigi

. Asimptotik Etkinlik

Asimptotik etkinlik sadece sonlu ortalama ve sonlu varyans: olan tahminciler igin
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aranabilecek bir ozelliktir. Burada ii¢ sart aranacaktir:

e & ’nin sonlu ortalama ve sonlu varyansh bir asimptotik dagilimi var ise,
e @ tutarh ise,

¢  @’min tutarli tahmincilerinden asimptotik varyansi en kii¢iik olan tahmincisi 0 ise,

6, 6’nn asimptotik etkin tahmincisidir. Bir tahminci etkin ise asimptotik olarak da etkin

olacaktir.

2.2.3 y, Parametresinin Giiven Arahg:
Biiyiik orneklem teorisine dayanarak, Ornek sayisi yeterince biiylikk oldugunda ve hata

terimleri normal dagildiginda y, parametresi asagidaki gibi yazilir:

8~ Vi

s{g:}

~t(n=p) k=01,...,p-1 (2.29)

Burada t(n—p); (n-p) serbestlik dereceli t dagilimdir. Herhangi bir y, parametresi i¢in

1—o ’lik giiven aralig1 asagidaki gibi ifade edilir:
g, tt(l-a/2;n—p)s{g,} (2.30)

t(1-a/2;n—- p); (n-p) serbestlik dereceli t dagiliminin (1-¢/2)100 liik kismudr.

2.2.4 Eszamanh Bircok y, Parametrelerinin Giiven Arahgi

Dogrusal olmayan regresyonda, bircok regresyon parametresi i¢in birlesik giiven araliklari,
Bonferroni yontemi ile bulunur. 1—-¢« giiven araliginda m parametrenin Bonferroni birlesik

giiven aralig1 asagidaki gibi bulunur:
8t Bs{g,} (2.31)
Bu aralikta “B” ifadesinin ag¢ilimi asagida verilmistir:

B=t(1-a/2m;n-p) (2.32)

2.2.5 Tek y, Parametresinin Hipotez Testi

Tek y, parametreli biiyiik 6rneklem testinin hipotezi asagidaki gibi diizenlenebilir:
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H,: % =70
Ha : 7]( # }/k()
Burada y,,, 7, ‘min belirtilen bir degeridir. n yeterince biiyiik oldugunda H, hipotezi ¢ ile

test edilir:

£ =8 Yo (2.33)

B s{g:}

Karar kurali ise su sekilde olusur:

Eger || <t(1-a/2;n— p) ise H, kabul edilir.
Eger ‘t‘ >t(1-a/2;n—-p) ise H, kabul edilir.

2.2.6 Bircok y, Parametrelerinin Hipotez Testi

Eger biiylik ornek testine bagl bir¢ok, eszamali y, test edilmek isteniyorsa, genel dogrusal
test icin uygulanan i¢in uygulanan yontem burada da gecerli olur: ilk once uygun full(tam)
model olusturulur, SSE(F) elde edilir ve uygun indirgenmis model olusturulur, SSE(R)
bulunur. Daha sonra dogrusal regresyonda oldugu gibi (2.57)’deki test istatistigi kullanilir:

o SSE(R)—-SSE(F)
B df, —df,

+ MSE(F) (2.34)

Yeterince biiyiik n degerleri i¢in H, kabul edilir ve test istatistigi F (df, —df.df,) ile

dagilir.



17

3. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYONUN GEOMETRISi
Dogrusal olmayan regresyon modeli asagidaki sekilde ifade edilir:

Y, =f(X,.0)+2, (3.1)

Burada “ f” beklenti fonksiyonudur, “ X ” ise n.durum i¢in bagimsiz degiskenlerden olusan

vektordiir. Bu model, dogrusal regresyon modeli gibidir. Fakat bagimli degiskenler

parametrelerin dogrusal olmayan fonksiyonlaridir.

Dogrusal modeller ile dogrusal olmayan modeller arasindaki farki belirtmek i¢in, dogrusal
olmayan modellerde parametreler “8” ile gosterilir. Parametrelerin sayisim1 gostermek icin

“ P kullanilir.

Verilerden olusan belirli bir grubu analiz ederken n =1,2,..., N olmak iizere “ X, ” vektorii ve

“@” parametresi kullanilarak beklenen (tahmin edilen )bagimli degiskenler elde edilir. “N”

boyutlu “77(@)” n elemandan olusur ve asagidaki gibi gosterilir”:

n6)=r(x,.6) n=1,.,N

Bu durumda dogrusal olmayan regresyon modeli asagidaki gibi yazilir:

Y=n6)+2 (3.2)
Burada Z asimptotik normal dagilima sahiptir ve dogrusal modellerde oldugu gibi

E[Zz]=0

Var(z)=E|zz" |= 621 dur.

3.1 Cevrilebilen Dogrusal Modeller(Transformably Linear Models)

Doniisiimle dogrusal hale getirilebilen modellerdir. Bu modellerin dogrusal olmayan
regresyonda bazi avantajlar1 vardir. Ornegin bu modellerde baslangic degerleri elde etmek
cok kolaydir. Fakat dikkat edilmesi gereken bir durum vardir. Verilerde yapilacak bir
doniigiimiin, hata teriminin doniisiimiine de yol acgtifi ve dolayisiyla hata terimlerinin

varsayimlarint  etkiledigi unutulmamalidir. Verileri doniistiirmek dogrusal davranis

“ Bates, D. M. ve Watts D. G., (1988)
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gosterebilir ama hata terimlerini etkiler. Dolayisiyla her zaman uygulanmasi uygun degildir.

Ornegin asagidaki Michaelis — Menton modeli ele alindiginda:

) _OX

X,0
i 0,+X

(3.3)

gercek modeldir. Bu modele doniisiim uygulandiginda asagidaki ifade elde edilir:

1.6 1
6, 6, X

3.2 Sarth Dogrusal Parametreler(Conditionally Linear Parameters)

Modelde parametre tahmini yapilirken, bir parametrenin tahmin edilmesi diger parametreye

bagiliysa, bu parametreye sartli parametre denir. (3.3)’deki modelde, “6,” parametresi sarth
dogrusal parametreye bir Ornektir. Ciinkii beklenti fonksiyonunun 6,’e gore tiirevi, 6,
icermez. Dolayisiyla 6, elde edildikten sonra, 6,’e gore 6, parametresi elde edilir.

¥ _ X o _ -6X
26, 6,+X 096, (6,+X)

3.3 Beklenti Yiizeyinin Geometrisi(The Geometry of Expectation Surface)
Z hata terimi, asimptotik normal dagilima sahiptir. Dolayisiyla bu dagilimin varsayimlarini

kullanarak N-boyutlu bagimli degisken uzayinda Oklit geometrisi kullanilarak, parametrelerin
en kiiciik kareler tahmincisi olan 0 elde edilebilir. N tane vektorden olusan 77(@), P boyutlu

yiizeyi tanimlar. Bu yiizeye bagimli degisken uzayinda “Beklenti Yiizeyi(expectation
surface)” denir. Beklenti yiizeyindeki noktaya bagl en kiiciik kareler tahmincileri asagidaki

gibi olusur:

6, Y’ye en yakin noktadir ve kalint1 kareleri toplamin1 minimize eden degerdir:

S(©)=[v -ne)

Beklenti yiizeyi, dogrusal modellerin tersine egriseldir ve sonlu biiyiikliiktedir. Dogrusal

modellerde beklenti yiizeyi diizlemsel ve sonsuz biiyiikliiktedir. Bu noktalar, @ parametre



19

dogrusunda esit araliklarla gosterilirken, beklenti yiizeyinde farkli araliklarla ifade edilirler.
Dogrusal modellerin tersine, beklenti ylizeyi sonsuz bir diizlem degildir. Parametre diizlemi
dogrularla ifade edilirken, bunlar beklenti yiizeyine tasindiginda artik dogru seklinde ifade

edilmezler.

P parametreli dogrusal olmayan modeller i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

e Beklenti yiizeyi, 7(6), N boyutlu bagimh degisken uzayinda, P boyutlu egrisel
yiizeydir.

e Parametre uzaymdaki parametre dogrulari, egrisel beklenti yiizeyinde egrilere
doniisiir.

e @’daki birim alanlarm, 77(8)’da ne kadar genisledigini hesaplayan Jakobian
determinanti, parametrelere bagli oldugundan sabit degildir(tiirevler alindiginda

sonuglar €’ya bagli oldugu i¢in) .

Sekil 3.1 Dogrusal olmayan EKK problemi i¢in degisken uzayi(Robert 1.
Jennrich, 1995)

3.4 En Kiiciik Kareler Tahmincilerinin Elde Edilmesi

En kiiciik kareler tahmincilerini bulma problemi geometrik olarak kolayca agiklanabilir:
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Y verilerden olusan vektor, f(X n,0) beklenti fonksiyonu ve X n(nzl,...,N ) bagimsiz

degiskenlerden olusan vektor olmak iizere, asagidaki siralama ile bulunabilir:

e Beklenti yiizeyinde Y’ye en yakin nokta olan 7 bulunur.

® 7 noktasina bagli olan 0 parametre vektorii bulunur.
Dogrusal model icin beklenti yiizeyi sonsuz biiyiikliigiin diizlemidir. Diizlemde Y’ye en yakin
nokta kolayca bulunabilir.
Dogrusal olmayan modellerde beklenti ylizeyi egriseldir ve sonlu biiyiikliiktedir(en azindan
koselere sahiptir). Dolayisiyla 77’y1 bulmak oldukga zordur. 7 bilinse bile, o noktaya uygun

6 parametre diizlemi koordinatlarimi belirlemek zordur. Bu gibi zorluklarin iistesinden
gelebilmek icin, en kiiciik kareler parametrelerini belirlemede “iteratif teknikler” kullanilir.

Bu iteratif tekniklerden bazilar1 asagida anlatilmistir.

3.4.1 Gauss — Newton Yontemi

Gauss tarafindan Onerilen bir yontemdir. Bu yontem, beklenti fonksiyonu i¢in dogrusal

yaklasimlar kullanarak, iteratif bir sekilde 6 icin @° baslangic tahmini gelistirmektir.
Herhangi bir degisim olmadigi ana kadar bu tahmincileri gelistirmeye devam etmek

seklindedir.

f(x Vs 0) beklenti fonksiyonu Taylor serisinin 1.acilimi kullamilarak yazildiginda:
.f(‘)(n’e)z f(Xn’00)+vn1(61 _610)+vn2(62 _020)+"'+vnp(0P _61(’))
Burada;

_ af(Xn’g)
ST

p 9°

v p=L2,..,P

N durum i¢in yazilirsa;
n(6)=n(6°)+v°(6-6") (34)

Burada V°, N x P boyutlu tiirev matrisidir ve {vnp} elemanlarindan olusur. Bu ifade yaklasik

olarak z(8)=Y —7(8) ile ifade edilen kalintilara esittir.

2(0)=Y —[p(6°)+v°s|=20-v°s (3.5)
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2 =Y-7(0°) ve 5=6-6" ile ifade edilir.

0_

Daha sonra Hz V05H2 ile ifade edilen kalinti kareleri toplamim1 minimize eden ve &° ile

gosterilen “Gauss increment(artis1)” hesaplanir. Islemleri kolaylastirmak icin QR ayristirmasi

kullanilir ve asagidaki ifadeler elde edilir:

V®=0QR=QR,
w, =07’
7' =0w
RS’ =w,

Burada Q, NxN boyutlu ve ortogonal bir matristir. R ise N X P boyutlu bir matristir.

£
0
R,, Px P boyutlu bir matristir.
0=10/0,]
O, , O matrisinin ilk P siitunundan olusur. Q, ise son N — P siitunundan olusur.
7, noktas1 asagidaki gibi ifade edilir:
# =nle')=n(e"+5°)

Bu sekilde elde edilen 77, noktast Y’ye 7](00)’dan daha yakindir. Daha iyi bir parametre
degeri icin @' = 6" + &° hesaplanir ve yeni z' =Y —7](01) kalintilari, yeni V' tiirev matrisi
ve yeni artis deger hesaplanarak iterasyon tekrar edilir. Bu siire¢ yakinsama(convergence)

saglanana kadar devam eder.

3.4.1.1 Admm Etkisi(Step Factor)

Gauss — Newton iterasyonu, kareler toplaminda artisa sebep olur. 77(490) etrafinda yeteri kadar

kiiciik bir bolge icin, dogrusal yaklasim gercek yiizeye oldukca yaklasacaktir. §° yoniinde

atilacak bir adim, kareler toplamini azaltacaktir. Burada devreye “adim faktorii(step factor)”
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kavramu girer. Adim faktorii “ A ile gosterilir ve agsagidaki gibi hesaplanir:
0'=6"+A58°

A asagidaki ifadeyi karsilagtirmak i¢in segilir:

s(e')< s(e°)

A’y1 segmenin genel yolu, A =1"i kullanarak, S (6’1)< S (00) saglanana kadar degeri yariya
bolmektir. Gauss — Newton algoritmindeki bu gelistirme islemi Box(1960) ve Hartley(1961)

tarafindan Onerilmistir.

3.4.2 Newton — Raphson Yontemi

Dogrusal olmayan parametreler tahmini i¢in kullanilan Gauss — Newton yontemi genel
Newton — Raphson yonteminin 6zel bir durumudur. Bu yontemde kuadratik yaklasimlar
kullanilir. Basit olarak su sekilde anlatilabilir: Iterasyona baslanabilmesi igin bir baslangic

degerinin belirlenmesi gerekir. Bu degerin x oldugu varsayilirsa, bu noktadan ¢ikilan bir dikin
egriyi f (x) noktasinda kestigi diisiiniilsiin. Bu noktadan bir teget ¢izildiginde, bu teget X

eksenini X noktasinda keser. Bu durumda ikinci iterasyon baslar ve ayni islemler ikinci

iterasyon i¢in tekrar edilir. Yani;

X , . . I . . o
L),zmz f (x) seklinde ifade edilebilir. Burada m, x noktasindaki tegetin egimini
X—X

gosterir. Bu ifade diizenlendiginde,

xX=x- /(%)
(%)

iginde tekrar edilerek siire¢ f (x) = (0’1 saglayan x degeri elde edilene kadar devam eder. Bu

elde edilir. Yeni elde edilen nokta X noktasidir. Ayni iglemler bu nokta

ifade Sekil 3.3’de gosterilmistir.
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Fixv L . _

Sekil 3.2 Newton — Raphson yonteminin isleyisi

Dogrusal olmayan regresyonda kullanilan Newton — Raphson yontemi ise asagidaki sekilde

aciklanabilir:

0’ yakininda, S (6) ikinci mertebe kismi tiirevlere kadar acilan Taylor agilimi ile asagidaki

sekilde yazilabilir:
S(0)=5(6°)+ w'(0-6°)+(6-06°) %(9— 6°)

oS .,.. o .. , 2°S 0
Burada w= FY dir, 8° icin hesaplanan S(@)’min gradyantidir. Ayrica Q = VoY G dir, 6

icin hesaplanan S(8)’nin Hessianidr.
Gradyant sifir oldugu zaman, yaklasik kareler toplami fonksiyonunun sabit noktasi elde edilir.
w+0Q(6-6°)=0

Eger Q pozitif belirli olursa(tiim dzdegerleri pozitif), bu sabit nokta minimum olur. Eger Q

pozitif belirliyse, Newton — Raphson adim1 asagidaki gibi olusur:
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' =-Q"'w

Fonksiyon i¢in:

’

S(6)=(y-n) (y =) dir. Bu fonksiyonun gradyanti @= -2V’ (y—n)’dir. V tiirev matrisi

T

(y —n) seklinde gergeklesir.

olmak iizere Hessian’t Q =2V'V -2 gQT
Boylece Gauss — Newton artis1, ikinci tiirevde oV’ / 00" ifadesini sifir yapan Newton —

Raphson terimine esit olur.

3.4.3 Levenberg — Marquardt Uzlasmasi

Gauss — Newton iterasyonlarinda diizensiz hareketlere neden olan durum, V' tiirev matrisinin
tekil olmasmna neden olan siitunlar1 arasindaki coklubaglanti sorunudur(collinearity). V
matrisi tekil oldugunda, o oldukga biiyiik olur ve bu parametrelerin parametre uzayinda

istenmeyen bolgelere ulagsmasina neden olur.

Tekillik sorununu gidermenin bir yolu artma miktarimi normal denklemler yerine QR

ayristirmast gibi sabit bir yolla gelistirmektir.

Diger bir yontem ise Gauss — Newton artsin1 Levenberg’in(1944) 6nerdigi gibi asagidaki gibi
gelistirmektir:

s(k)=('v+k)'v'(y-n)

Ya da Marquart’in(1963) onerdigi gibi:

8(k)= V'V + kD) 'V (y 1) (3.7)

Burada k sart faktorii, D ise kdsegen matristir. Buna “Levenbeg — Marquardt yaklagimi1™ denir

ciinkii  &(k)’nin  yonii, Gauss - Newton artisi(k —>0) ile steepest descent

VT (y- 77)/HVT (y- 77)” (k — 0) yoniiniin ortasindadir.

Levenberg — Marquardt yaklasimini uygulamak Gauss — Newton algoritmini uygulamaktan
daha zordur. Artis degerini V'V matrisinin tersinin terimleriyle ifade etmek yerine
V matrisinin QR ayristirmasi kullanilmasi daha uygun olur. En kiiciik kareler c¢oziimii

Levenberg artis1 oldugu siirece sistem asagidaki gibi ifade edilir:
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Tiirev matrisi:

i

Bagiml degisken vektorii:

{y ; ’7} olarak ifade edilir.

Marquart artisi icin tiirev matrisi asagida ifade edilen sekilde degisir:

o)

3.4.4 Saysal Tiirevler(Numerical Derivatives)
Algoritma uygulamalarinda parametrelere bagl olarak tiirevler kullanilir. Bu tiirevleri elde
etmek ve bunlar1 kodlamak dogrusal olmayan analizde en can sikict ve hata ortaya cikarici

durumlardir. Genel kural olarak, bir tahminin dogrulugu ag¢isindan tiirevler onerilir.

p. parametre i¢in ileri fark alma yontemi ile, p. hari¢c modelin biitiin parametrelerin simdiki

degerleri kullanilarak olusturulan model ile artis degeri 6, (1+&)’ye yiikseltilir. Fonksiyon
degerlerinin farklarim ciizi bir kisim olan €6, ile bolmek yaklasik tiirev degerini verir. Bu

islem her iterasyonda beklenen bagimli degisken vektorii icin 1+P degerlendirme gerektirir.

3.4.5 Tiirevden Bagimsiz Yontemler(Derivatives — Free methods)

Yaklasik tiirevleri kullanmayan bazi serbest tiirev yoOntemleri vardir. Ralston ve
Jennrich(1978), DUD(doesn’t use derivatives=tiirevleri kullanmayan) ad1 altinda bir yontem
onermislerdir. Bu yontem, beklenti yiizeyinde teget diizlemi yaklasimi yerine, ikinci bir

“secant” diizlem kullanilmasina dayanir.

DUD’u kullanmak igin éncelikle 8°baslangic degeri gelistirilmelidir. Bu parametreler daha
sonra 7,,1,,...beklenti vektorlerini hesaplamak icin kullanilir ve beklenti yiizeyini P+1
noktada yakalayan secant diizlemi olustururlar. Dogrusal koordinatlar kiimesi secant
diizlemde olusur ve y ’nin secant diizlem iizerindeki izdiisiimii parametre diizlemi {izerinde
olugur. Bu bilgi yeni bir @ vektorii hesaplamak i¢in kullanilir. Bu yeni vektor 6 ile gosterilir

ve 77(0°) y’ye diger parametre vektorlerinden daha yakin olur. 77°ya gore olusan 6
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parametre vektorii y ’den en uzak vektor olur ve 8” bu parametre vektorii yerine kullanilir.

Bu siire¢ yakinsama saglanana kadar devam eder.

P parametre oldugu genel durumlarda, i.iterasyonda 6,.,0,,...,0' degerlerini n()

p+l
degerlerinde kullanarak P boyutlu secant diizlemi olusturulur. Dogruluk igin, &, 'nin y’ye
en yakin nokta oldugu kabul edilir. p. siitunu 8, —6,.,"ye esit olan Px P boyutlu T matrisi

ve p. siitunu 77(01’; )—n(eﬁ,ﬂ)’e esit olan N X P boyutlu H matrisi olusturulur. Bu ifade formiil

olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:
a=(H"H)" H[y-nl0}.,)

0, =06, +Td&

yeni
gtrial = eyenil + 011'3+1 (1 - ﬂ’)

Ralston ve Jennrich, A’y1 1,1/2,—1/4,1/8,-1/16,... swrali (dizi seklindeki) degerlerden
secerek, adim faktoriiniin negatif olmasina izin verirler. Yakinsama saglanan durumda
dogrusal yaklasimli parametre kovaryans matrisi szT(H "H )_ITT olarak kullanilir, burada

s” normal varyans tahminidir.

3.4.6 Sarth Dogrusal Parametrelerin Cikarilmasi

Dogrusal olmayan regresyon problemini basitlestirmenin bir yolu sarthi dogrusal parametreleri

elemektir. Eger parametre vektorii €, P, boyutlu sarthh dogrusal B parametreleri ve P,

boyutlu dogrusal olmayan ¢ parametreleri olarak ikiye boliiniirse( P = P, + P, olmak iizere),

beklenen bagimli degisken asagidaki gibi yazilabilir:
n(B.¢)= Alp)B

Bu fonksiyonda A, N x P, boyutlu bir matris olup, dogrusal olmayan parametrelere dayanir.

¢ 'nin herhangi bir degeri i¢in, £ ’nin sartli tahmini:
Blo)=A"(9)y

olur. Burada A" = (ATA)_l A" ’dir. Ortak beklenen bagimli degiskenler asagidaki gibi olusur:
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Alg)=Alp)A* (9)y

Golub ve Pereyra(1973)’de indirilmis kareler toplami fonksiyonunu minimize etmek i¢in

kullanilan Gauss — Newton algoritmasi asagidaki gibidir:

2

$,(0)=|y- alp)Bly)

Bu formiil de sadece dogrusal olmayan parametrelere dayanmaktadir.

3.4.7 Dogrusal Olmayan En Kiiciik Karelerin Geometrisinin Adimlari

Geometrik olarak Gauss — Newton yaklasimi asagidaki adimlardan olusur:

e Taylor serisi agilimlart kullanilarak 7(8), n° =77(9°)’a yaklastirilir(Diizlemsel

yaklasimdir. Beklenti yiizeyi 7(8), 7(6°)deki teget dizlemi yardimiyla 7(6°)a
yaklastirilir).

o =Y —n° kalint1 vektorii elde edilir.

e 7% kalintilarinin teget diizlemine iizerindeki izdiisiimii kullanilarak 7' (Y’ye en yakin
nokta) bulunur.

e 7', dogrusal koordinat sisteminde ¢izilerek, 8° artis1 elde edilir.

. 77(490 + A0 0) bulunur.

3.5 Yakinsama(Convergence)

Gauss — Newton metodu, 8 degerleri iterasyon sirasinda sabit kalincaya(dengede oluncaya)
kadar devam eder. Bu her parametre degeri i¢in bir onceki parametre degeri kullanilarak
bulunur. Bu yakinsamay1 ortaya cikaran temel kriterdir. Yakinsama i¢in kullanilan bir bagka
temel kriter de, birbirini izleyen iterasyonlara bagli olarak degisen en kiiciik kareler

toplaminin kiigiik ¢ikmasidir.

Dogrusal olmayan en kiiciik karelerin geometrisini incelemek, yakinsama ile ilgili daha iyi
bilgi verir. Kalinti vektorii ¥ —77(8), beklenti yiizeyine dik(ortogonal) oldugunda ve bundan

dolay1 beklenti yiizeyindeki teget diizlemine dik oldugunda kritik nokta elde edilir. Boylece,

kalint1 vektoriiniin teget diizlemine olan dikligi, yakinsama kriteri olarak kabul edilir.

Uygulamada, en iyi dikligi(ortagonalligi) elde etmek icin parametre vektoriinde kiiciik
degisiklikler yaparak zaman ve caba harcamak gereksizdir. Dolayisiyla kalinti vektoriiniin,

“yeterli derecede dik(sufficiently orthogonal)” oldugunu belirtmek i¢in “tolerance
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level(dayaniklilik smir1)” ortaya cikar. Bunu elde etmenin bir yolu en kiiciik kareler

tahmincilerinde istatistiksel degiskenligi hesaba katmaktir.
Eger teget diizleminin, beklenti yiizeyindeki é’ya 1yi bir yaklasim olusturdugu varsayilirsa,
@ icin olasilik bolgesi, teget diizlemindeki yuvarlak alana baglidir. Bu alan yarigapin

S \/5 "ya orani ile orantilidir.

Bu kriter bilinmeyen en kiigiik kareler vektorii 6 “y1 igerir. Dolayisiyla bu kriter gelistirilerek

0 icin, @' tahmincisi olusturulur ve asagidaki “goreli denge yakinsama kriteri(relative offset

convergence criterion)” hesaplanir.

o (v -nle")] VP
lo: (v —nle)]//N-P

(3.8)

V matrisinin QR aynistirmasindan elde edilen Q matrisinin ilk P siitunundan Q, ve N-P
siitunundan da Q, olusur. Bu kriter, kalinti vektoriiniin teget diizlemi ile yaptig1 aginin

kotanjantidir. Yakinsama, modelin uygun oldugu varsayimi altinda parametreler i¢in en 1yi
tahminin elde edildigini belirtir. Yakinsamanin ifade edilebilmesi i¢in goreli denge kriterinin

0,001’den az olmasi beklenir.

3.6 Dogrusal Yaklasimlar1 Kullanarak Dogrusal Olmayan Regresyon Sonuclar1 Elde
Etmek

Gauss — Newton algoritmi, é’yl hesaplamak ic¢in, V tiirev matrisini her iterasyon igin

olusturarak, artislar1 ve yakinsama degerini hesaplar.

n(6)=nl6)+v(e-4) (3.9)

Dolayistyla, EKK parametre tahmincileri kullanilarak elde edilen tiirev matrisli dogrusal

olmayan modeller icin, dogrusal yaklasimlar kullanilarak sonuglar bulunabilir.

3.6.1 Parametreler icin Yaklasik Giiven Bolgeleri

Dogrusal durumda 1— a *lik parametre giiven bolgesi asagidaki gibi ifade ediliyordu:

(5-3) x"x(- p)< Ps*F(P,N - P;ax) (3.10)

Geometrik olarak yukaridaki bolge meydana gelir ¢iinkii beklenti yiizeyi bir diizlemdir ve
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kalint1 vektorii bu diizleme diktir. Dolayisiyla bu beklenti diizleminde noktalarin olusturdugu
bolge disk seklindedir. Bu disk, beklenti ylizeyinden parametre diizlemine tasindiginda elips

olur.

Dogrusal olmayan modeller i¢in giiven bolgesi (3.10)’e benzer bir esitliktir:
AY v A 2
(9—9) 1% V(e—e)s Ps’F(P,N - P;) (3.11)
Ya da, 9 ile hesaplandiginda tiirev matrisi V= QAIIQ1 olmak iizere;
A\ A T A A 2
(9—9) R, Rl(e—e)s Ps’F(P,N - P;x) (3.12)

ile hesaplanir.

(3.10)’daki bolgenin siniri:

{6=é+\/Ps2F(P,N—P;a)l@ld‘”d”:l} (3.13)

6, icin yaklasik standart hata, ﬁf "*nin p.siitununun uzunlugunun s katidur.

3.6.2 Beklenen Bagimh Degiskenler icin Yaklasik Giiven Bandlari
Dogrusal olmayan regresyonda beklenen bagimli degisken i¢in, dogrusal yaklagim ile elde
edilen giiven araliklar1 ve bandlari, dogrusal regresyon i¢in kullanilan asagidaki

denklemelerin benzerleri gelistirilerek kullanilir.

sdB)=sy{x"xJ'}, (3.14)

XTB+syx!(x"x)" X, 4(N - P.e/2) (3.15)
Bu denklemlerde tahmin degerleri X /? yerine f (X 0 é) ile X matrisi V ile ve tiirev vektorii
X, v, ile degistirilir:

_of(x,.6)

YT r

Bu durumda 1—a ik giiven aralig::

£lx,.6)x sHvoT k;luz(N —Pi)2)
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ve 1—a 'lik giiven bandi:

£x.6)x v R |yPF(P.N - P;a) (3.16)

Giiven bandlar1 dogrusal olmayan modellerde dogrusal modellerden daha farklidir.

Y =77()+Z modelinde, Zhata terimi asimptotik normal dagilima sahip oldugundan,

benzerlik yaklasimi kullanilarak elde edilen istatistiksel sonuglar, bagimli uzaydaki beklenti

yiizeyinin geometrisine baglidir.

Asimptotik normal varsayimli dogrusal ve dogrusal olmayan modeller, olasilik
stniri(likelihood region), 77(@)’dan y’ye uygun uzaklikta oldugundan, &’nin biitiin

degerlerini kapsar.

Giiven bolgesi bir sinir ile birlestirilmek istenirse, dogrusal modeldeki;

S(B)= S(ﬁ){H

P F(P,N—P;a)}
N-P

ifadesine benzer sekilde, 1—a 'lik birlesik olasilik bolgesi(joint likelihood region), biitiin 6
degerleri i¢in asagidaki gibi gerceklesir:

NP
s(6) < S(@{1+ —— F(P,N—P,a)} 3.17)

Dogrusal model i¢in bu ifade, beklenti yiizeyi ile y merkezli kiirenin kesisimidir. Yiizey

diizlemsel olmadig halde ve bu noktalar kesisim bolgesinde tanimlanmadig halde, bunlari

beklenti ylizeyinden parametre uzayina aktarmak olduk¢a zordur.

P =2 oldugu durumlarda, @’da olasilik siniri, standart esdiizeltim yOntemiyle(standart
contouring methods) ifade edilebilir. Kesisen 6 degerleri icin S(@)’y1 6lgmek ve bu kesisen

hatlar sisteminde( for a grid), dik dogru parcalariyla bu smir1 bi¢cimlemek olarak

tanimlanabilir.

Olasilik kontiirleri icin asagida iki 6rnek gosterilmistir. Sekil 3.3’de EKK tahmincisi + ile

gosterilmistir. Kontiirler oval bi¢cimde ve es merkezli olusmusturlar. EKK tahmincisi olan é
ise bolgenin merkezinde olusmustur. Dogrusal yaklagimli elipsler kesikli ¢izgilerden

olusmaktadir ve iyi bir yaklagim yapildigin1 gostermektedir.
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Sekil 3.3 Iki parametreli dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in %80 ve %95’lik
olasilik kontiirleri(Bates ve Watts, 1988)
Sekil 3.4’de ise, kontiirlerin elips seklinde olmadigi daha cok hiperbole benzedigi

goriilmektedir. + ile ifade edilen bolge EKK tahmincisi olan 6" dur. Gortildiigi gibi grafik
6, *den oo ’a dogru pozitif yonde genislemektedir. Dolayisiyla dogrusal yaklagimli elipsler bu

ornek icin yeterli degildir.

0 10 20 30 40 50 60

Sekil 3.4 Iki parametreli dogrusal olmayan regresyon modeli icn %80 ve %95’lik
olasilik kontiirleri(Bates ve Watts, 1988)
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4. DOGRUSAL OLMAYAN EGRISELLIiK OLCULERI

Dogrusal yaklasimli sonu¢ bolgeleri 0’da degerlendirilen beklenti fonksiyonunun
1.dereceden Taylor serisi acilimi ile elde edilir. V 0 icin hesaplanan tiirev matrisi (1 — ) Ik

giiven bolgesi:
(6-6)vvie-6)< ps*F(P.N - P;c) (4.1)

Geometrik olarak, dogrusal yaklasimli sonu¢ bolgesi olan (4.1), ilgilenilen bolge iizerinde,

0 min 77(8)’ya gore ¢izimi ile A + V(@ - é) elde edilir.

Beklenti yiizeyinin ne kadar diiz oldugunu belirlemek i¢in ve teget diizleminde parametre
dogrularinin hepsinin ayni bicimde olup olmadigini anlamak i¢in, beklenti fonksiyonunun
ikinci tiirevleri kullanilir. Bu tiirevlerle, saf egrisellik oOlgiitleri ve parametrelerin dogrusal
olmayan durumlardaki etkileri elde edilir. Egrisellikler ayn1 zamanda, beklenti fonksiyonunun
“reparametrization(yeniden parametrelendirme)” arastirmalarinda kullanilir. En gecerli

dogrusal yaklagimli sonug¢ parametrelerine sahip modeller elde edilir.

4.1 Hiz ve ivme Vektorleri(Velocity and Acceleration Vectors)

Dogrusal modellerin temel 6zelligi, parametrelere gore beklenti fonksiyonunun ikinci ya da
daha yiiksek dereceden tiirevleri alindifinda sonucun sifir olmasidir. Dolayisiyla modelin
dogrusal olmamasini 6l¢mek i¢in beklenti fonksiyonunun ikinci tiirevleri arastirilir. Birinci ve

ikinci tiirevleri ifade edebilmek icin “nokta” gosterimi kullanilacaktir.

Dogrusal olmayan 77(#) modeli i¢cin NxP boyutlu tiirev matrisi V nin elemanlariyla

asagidaki gibi gosterilir':

{V} _Y(,,0) 4.2)

“ Bates, D. M. ve Watts D. G., (1988)
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Hiz vektorleri teget diizleminde n — boyutlu uzay1 olustururlar. Ve N X P X P boyutlu ikinci

tiirev sirast V seklinde ifade edilir ve asagidaki gibi gosterilir:

{v} :an,e) p.g=1,...,P (4.3)
- 06,00,

fvme vektorleri asagidaki ozelliklere sahiptir:

Yukaridaki ifade matris formunda asagidaki gibi gosterilir:

26"

14
Burada V 'min her bir satir, 7(#)nin #’ya bagl koordinatiin gradyantidir. Ayrica 1%

matrisi, \}n (n=1,...,N )olan vektorlerden olusur. Diger taraftan, PX P boyutlu ikinci tiirev

matrisi V ile gosterilir. v;, ,(P-q =1...P)olan vektorlerden olusur ve asagidaki gibi gosterilir:

.. 2
T
06O"

Vm (é)e R oldugu diisiiniildiigiinde Vm (é), V(é)’mn m.yiizii(face) olarak adlandirilir’.

Matris notasyonu ile agsagidaki gibi gosterilir:

B (0) V0 (0)

* http://citeseer.ist.psu.edu/286959.html
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V vektorleri teget vektorleridir ayrica “hiz(velocity) vektorleri” olarak adlandirilirlar. Bunlar

her parametreye gore 77’ daki degisme oranini verirler.

V  vektorlerine “ivme(acceleration) vektorleri” denir. Bunlar parametrelere gore hiz

vektorlerindeki degisim oranini veririrler. Bu ifade asagidaki sekilde gosterilebilir:

Qv
p
Vpg == —

0

q

Projeksyon(izdiisiim) matrisi, teget diizlemindeki n vektoriin izdiisiimiinii ifade eder:
BN R P RN BN 1 A
r,=viel ey el've)

4.1.1 Tegetsel ve Normal Ivmeler (Tangential and Normal Accelerations)
Ivme vektorleri, teget diizleminin icinde olan ve bu diizleme dik olan olmak iizere iki bilesene

ayristirilabilirler. Ciinkii P(P+1)/2 tane farkli ivme vektorii oldugundan, ivme vektorleri
bagimh degisken uzayinda, P(P +1)/2 maksimum boyutlu alt uzay1 kapsar. Dolayisiyla teget
ve ivme bolgelerinin(uzaylarinin) birlesmis maksimum boyutu P(P+3)/2 olur. Bir¢ok

durumda birlesik boyutlar P boyutundan biraz daha biiyiik olur. Bu yeni boyut P+ P’ olarak

ifade edilir.

Ivme vektoriiniin tegetsel ve dik bilesenlerini belirlemek icin, ivme vektorlerinin teget
diizlemindeki izdiisiimleri alinir. iiT(é) ve " (9), v(é) ivme vektoriiniin sirasiyla teget ve

normal bilesenlerini temsil eder.

i’ (6)=p¥, (0)

52 (6)=(1-p)y,,(60)
i, 0)=77,(6)+ ), (6)

T N
qu J_ qu

Bu olay P(P+1)/2 boyutlu ivme vektorlerini W matrisinde bir araya getirerek ve V *daki

teget vektorleriyle birlestirerek asagidaki ifade elde edilir:
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D= (V,W) (4.4)

Daha sonra D iizerinde QR ayristirmasi uygulanir ve D = (Q1 o, )R elde edilir.

o/

R A
ply.wl=0r=[0,00,]| 0 A
0 0

Daha sonra V dizisi (Q1|Q1' )T ile carpilarak asagidaki ifade elde edilir:

A=lolo)] M 4.5)

Burada Q,, Q’nun ilk P siitunudur, Q; ise Q’nun geri kalan P’ siitunudur. Bu ifade

(P+ P’)x Px P boyutlu ivme dizisini olusturur ve A’nin P ylizii teget uzayinda, P’ yiizii
de ivme uzayindadir(kare parantez carpimlari, B N, XN, boyutlu bir matris ve C

N, x N, x N, seklinde dizi olmak iizere, agsagidaki gibi ifade edilir:

{a},, = i{B}m ct,,

Burada A N, XN, XN, seklinde bir dizidir, npq ifadesi, n.yiizii, p.satir1 ve q.siitunu ifade

eder).

A, NXP(P+1)/2 boyutlu A matrisinden elde edilen PX P boyutlu matrisin N boyutlu

dizisidir:
’
Qi At Aup | Qo Qo 0 Qopp Ay Ay 0 Ayip
A = Ay Gy 0 App || Gy dypp 0 Ayp Ayy Qnyp "0 Apyop
r . . . . . . . ) ) . . . .
Qipy Qipy " Gipp NGopr Gapy " Uopp Anpy Aypy "'t Opypp

Simetriden dolayr bu dizi tekrar diizenlenip, N X P(P+1)/2 boyutlu A matrisi olarak

asagidaki sekilde yazilir:
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Ay Gy Gy 0 Qup Qppp " Aipp

Ay Qaip Qyp  *tt Qyp Ayt Ooypp
A=

Ay Ay Ay ' AQyip Qunop *'0 Qupp

Ivme vektorlerinin teget diizlemi disinda kalan mesafesinin(alaninin) 6lciimii, beklenti
yiizeyinin diizlemsel olmama durumunu (miktarini) 6lcer. Bu diizlemsel olmama durumuna
“saf dogrusal olmama(intrinsic nonlinearity)” denir ¢iinkii beklenti fonksiyonu i¢in secilen
parametrelendirme degerlerine baglh degildir. Teget diizlemindeki ivme vektorlerinin
izdiisimleri parametrelendirmeye baghdir ve teget diizlemindeki parametre dogrularinin
tekdiize(tam benzerlik) olmama durumunu olcer. Bu tekdiize olmama durumuna “dogrusal
olmama durumunun parametre etkileri(parameter effects of nonlinearity) ya da kisaca

“parametre etkileri(parameter effects)” denir.

A dizisindeki elemanlar, parametre etkileri ve saf dogrusal olmama durumu hakkinda bilgi

verdiklerinden, ifade karisikligi olmamasi i¢in A’nmilk P yiizii(yiizeyi) A° ile gosterilir ve

parametre etkili ivme dizisi olarak adlandirilir. Son P’ vyiizii ise, A’ ile gosterilir ve saf ivme

dizisi olarak adlandirilir.

4.1.2 Istege Bagh(keyfi) Yondeki Ivme Hareketi

Hiz ve ivme vektorleri, parametre uzayindaki parametre eksenlerindeki degismelere bagl
olarak, beklenti yiizeyi hakkinda bilgi verir. Parametre uzayinda keyfi u yoniinde, é’ya
yakin hiz ve ivmeyi 6l¢gmek icin “uzaklik parametresi(distance parameter) b” ve 6 = 60+ bu
olacak sekilde Px1 boyutlu u vektorii tanimlanir. 8(b)= 6+ bu ifadesi beklenti yiizeyinde

dogru seklinde cizildiginde 77( ) dan gecen 77, (b)= 77(9+bu) egrisi elde edilir. Bu egrisel

ifadede @ noktasinda teget ve ivme vektorleri b ’ya gore ayrilarak ve b =0 noktasindaki

tiirevler alinarak elde edilir. Bu durumda:

dm =y
=> =", db =vau

p=l

n,=Vu (4.6)
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Ayni sekilde u yoniine bagli ivme vektorii:

a9,V deql ii : (4.7)
el — o = vV U U .
db* " q=1 aeq 7 dp " peire i

n,=u"Vu (4.8)

(4.6)’da goriilecegi iizere u yoniine bagli hiz, v hiz vektorlerinin dogrusal kombinasyonudur.
(4.7) ve (4.8)’den de ivmenin v ivme vektorlerinin dogrusal kombinasyonu oldugu goriiliir.
(4.8)’de 7]u N %1 boyutlu vektordiir.

Buradaki asil konu, teget diizleminin i¢inde olan ve bu diizleme normal olan ivmeleri

gostermek oldugunda vV A seklinde yazilir:

0'n, =u" Au (4.9)

o'n, = EP:ZP:{A} uu, (4.10)

Burada; { A} , A dizisindeki (P+ P’)x1 boyutlu vektordiir. Bunlar ashnda D’nin QR

rq

ayristirmasindan elde edilen R, matrisinin siitunlaridir. Matris bigiminde ifade edildiginde:

R
{ 12}:[’”11””12’’”22’“-””1313] (4.11)
Ry,

Dolayisiyla (4.10) asagidaki gibi ifade edilir ve bu denklem hesaplamalara daha uygundur:

. P P P
QT 77’4 :erpui +22 zrpqupuq (412)
p=1

p=1 g=p+1

4.2 Bagl (Nispi) Egrisellikler(Relative Curvatures)
Ivmeler, dogrusal olmama durumunun gostergeleri oldugu halde, hesaplamalarda

uygulaniglart kullanigli degildir ¢iinkii bunlar, verilerin ve parametrelerin 6lceklenmelerine
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baghdir. Ornegin bir veri setinde, sicakligin Farenheit yerine Celsius ile olgiilmesi ya da
zaman degiskeninin dakika yerine saat cinsinden Ol¢iilmesi farkli ivmeler olusmasina neden
olur. Bu bagimlilig1 ortadan kaldirmak icin, ivmeler “Nispi Egriselliklere(relative curvatures)”

doniistiiriiliir.

Bir noktada u yoniindeki “c,” egriselligi(¢arpikligl), ivme vektoriiniin uzunlugunun, teget

vektoriiniin uzunlugunun karesine orani olarak tanimlanir:

Hn@,\

7 2

7,

Parametre etkili egrisellik icin;

2

c’ = - (4.13)
.

Saf egrisellik i¢in;
1

T (4.14)
up

Ivme ve teget vektorlerini 8" ile carpmak pay ya da payda da bir degisiklik yapmaz.
Dolayistyla (4.13)’deki pay: hesaplamak icin A’ dizisi kullanilir:

14
p=1

ve (4.14)’deki pay kullanilarak:

HuTA’uH2 = HZP, (uT Ap ujz

p=P+1

Payda kisimlar1 agagidaki gibi hesaplanir:
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2

1, Vu| =u"R\Ru= ||R“u||2

| ‘

Burada R,,, D matrisinin QR ayristirmasindan elde edilir.

2

Egrisellik hesaplamalarim1 kolaylastirmak igin 77'u =1 ayarlanir. Bu sekilde her uicin,

||u|| =1 olmak iizere, dogrusal doniisiimle dik parametreler elde edilir:

6=R,(0-6) (4.15)

Ayrica egrisellikler, 1/bagimli degisken cinsinden hesaplandiginda, bunlarin degerleri

verilerin Olgeklenmesine baghdir. Bu bagimliligi kaldirmak i¢in, bagimli degisken ve

egrisellik sy/P ile carpilir. Sonug olarak nispi egrisellik dizisi asagidaki sekilde olusur:
C=RT AR's\P (4.16)

Px Px P boyutlu parametre etkili nispi egrisellik dizisi C’ ve P’x Px Pboyutlu saf nispi

egrisellik dizisi C'’den olusur. Tanjant diizleminde olusan diskin  yaricap

\/ F(P,N — P;) ’dir. Bu yarigap da egriselligin anlasilabilmesi i¢cin onemli bir 6l¢iidiir.

4.2.1 Egrisellik Dizilerindeki Adimlarin Yorumlanmasi
4.2.1.1 Saf Egrisellikler(Intrinsic Curvatures)
Saf egriselligin geometrik yorumu, 77, yoniinde beklenti ylizeyine en iyi yaklagsan ¢cemberin

karsilikli olarak yaricapr ile agiklanabilir. Eger diizlemsel yaklasim iyi ise, saf egrisellik
kiiciik olacaktir. Eger saf egrisellik yiiksek ise, modelin dogrusal olmama durumu yiiksektir.

Dogrusal teget diizlemi yaklasimi gecerli degildir.

4.2.1.2 Parametre Etkili Egrisellikler(Parameter Effects Curvatures)

Nispi egrisellik dizisinde(relative curvature array) her c,, teriminin geometrik bir anlami
vardir. Bu 6zellik dogrusal olmama durumunun anlagilmasina yardimei olur. ¢, terimlerinin

yorumunun anlagilabilmesi i¢in 2 parametreli bir durum seg¢ilmistir:

Hiz ve ivme vektorlerinin ¢ = 0 ’da hesaplanmus tegetsel bilesenleri asagida verilmistir:



ve

40

Vit = ¢4, +C519,

Vi2 = €04, T 104,

V2 =Cpnq) T 004,

¢ = J gibi bir noktadaki yeni teget vektorleri yaklasik olarak;

V1(5) = 1;'1(0)+ 51

o1 %‘
¢, "

-— 0=q1+511“/11+52 i;zz
99,

‘,p:o +9,

q, ve g, terimleri bir araya toplandiginda:

‘.’I(Q): q, (1+§1C111 +§2C112)+%(51C211 +§2C212)

“"2 (CI) =4, (§1C112 +0,¢)5, )+ q, (1 +0,¢y, + 520222)

¢, » ¢, deki birim degismeye bagh olarak ¢, yoniindeki vi vektoriindeki degismeyi

verir. ¢, formunun terimleri v » vektoriiniin uzunlugunda degismeye neden olur.
Dolayisiyla ¢, ’ye “compansion terimi” denir. Ciinkii bunlar ¢, parametre
dogrusunda basin¢(compression) ya da genisleme(expansion) meydana getirirler. Bu
kelime basing ve genisleme teriminin birlesmesinden olusur. Dolayisiyla tiirkgede tam
karsilig1 bulunmamaktadir.

¢,,, terimi, ¢, ’deki birim degismeye bagli olarak ¢, yOniinde v vektoriindeki
degismeyi verir. ¢, (g% p); ¢, parametre dogrusunda g, yoniinde degismeye neden
olur. Boyle terimlere “arcing terms(yay/kavis terimleri)” denir.

¢,, terimi, ¢ ’deki birim degismeye bagli olarak, ¢, yOniinde v, vektoriinde

meydana gelen degismeyi verir. Dolayisiyla, ¢ ,, formu, g, yoniinde ¢, parametre

egrisinin degismesine neden olur. Bu terimlere “fanning terms(pervane/yelpaze
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terimleri)” denir. ¢, parametre dogrulari g ,ekseninde belirli bir noktadan yayilirlar.

Iki parametre ile sadece baski, yay, yelpaze olusur. Iki parametreden daha fazla

parametre oldugunda, daha cok cesit parametre etkisi ortaya c¢ikabilir.

* c¢,, gibi bir terim ¢, ’daki birim degismeye bagh olarak ¢, yoniinde v » tegetsel
vektoriin degismesine neden olur. Bu gibi terimlere “torsion(biikme) terimleri” denir.

e (’deki ayr1 ayr1 her elemanin yorumu, egriselligi etkileyen parametre etkilerini
yorumlamaya yardimci olur. u yonii icin (bu yon parametre eksenine paraleldir) c?,

compansion teriminin kareler toplaminin kare kokiidiir ve genel u terimi i¢in de

gecerlidir.

4.2.2 Yeniden Parametrelendirme(Reparametrization)

Parametre doniisiimlerinin dogrusal olmama durumunda, parametre etkilerinde biiyiik
degisiklikler yaptigi goriilmiistiir. Bates ve Watts’da doniisiimlerin cesitli parametre
cesitlerine gore yapildigi ve bir veri seti i¢cin modellerin, dogrusal olmamadaki parametre
etkilerini azalttig1, bir digeri i¢in arttirdig1 goriiliir. Sonug olarak en uygun olan1 bulana kadar

bircok doniisiim uygulanabilir.

Belirli beklenti fonksiyonlar1 icin, egrisellik dizisindeki parametre etkilerini, parametre
doniistimleriyle hesaplamak olduk¢a sikicidir.  Veri seti yeniden parametrelendirme

yontemiyle asagidaki adimlar uygulanarak birlestirilebilir:

e Yeni parametreler kullanilarak model yeniden kurulur.
e Tiirevler yeniden hesaplanir.

e ( dizisi yeniden elde edilir.

Bu yontem pek fazla kullanilmaz ¢iinkii oldukca sikici ve yorucudur.

Parametre etkileri dizisinin elde edilmeye cahsildigi diisiiniilsin. C”  yeniden

parametrelendirmeye bagli olarak, £ ’lar € ’nin dogrusal olmayan doniigiimleri olmak iizere;

B=G(6)
ya da
B,=G,(6) (p=1.2,...,P)

Bu ifadenin ters doniisiimiiniin asagidaki gibi ifade edildigi diisiiniilsiin:
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Bu ifadelerin Px P boyutlu Jacobien matrisleri, D ve G ile ifade edilir. Bunlarin (n, p).
elemanlari sirasiyla 0D, / of p Ve JG,, / 849p ile bulunur.

PXPXP boyutlu ikinci tiirev dizileri D ve G ile ifade edilir ve aan /Bﬂpaﬁq ve

82Gn / aepaeq ile bulunur. npq ifadesinde n yiizeyi, p satir1 ve q’da siitunu ifade eder.

EKK tahmincileri ,BzG(é) ‘nin yeni teget vektorleri asagidaki gibi ifade edilir:

. 0 Pl o . P . . . . :
bp = 78 n = 21 877 { D}qp = glvq {D}qp Yukaridaki  ifadede v, V ’nin
IBP B q= eq o q=

g.stitunudur. Dolayisiyla yukarisaki esitlik asagidaki sekilde de yazilabilir:
B=(b.b,....b,) =VD=QRD
Yeni ikinci tiirev vektorleri ise;

2
.._an‘_aP,._P.. PP oy .
bpq - 8,5p39q 18 i aﬂq (rzl(vr){D}rpj_ rélvr {D}rpq +r§ls§l{D}rp VrS{D}Sq

ile bulunur. Burada Vs V dizisinin (r,s).vektdrﬁdﬁr. Matris notasyonuyla bu esitlik su

sekilde ifade edilir:

B=0"D+[V][D]

Yukarida verilen esitliklere dayanarak A” dizisi asagidaki gibi bulunur:
A =0 |[B]=D"A’D+[R][ D]

CG — RI—TAGRI—I
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-1

A .
c’=(RD) A’(RD)
Yukaridaki ifadeler C? ifadesinde yerine koyulursa:

cr=(k0) (R B)RD) +R7 AR
=(RD) [R][D](RD) +cC"
=[RI[RTDTDD R ]+ C”
=—[R][RTTR |+C’

elde edilir. Burada 7 =D DD ile bulunur ve “doniisiim egrisellik dizisi” olarak ifade

edilir. 8 parametresi asagidaki gibi yazilabilir:

p=G(D(5))

[’ ya gore tiirev alindiginda asagidaki ifadeler elde edilir:

9p =1=GD
05"

veE

az;—ﬁﬂTz():DTGD{G][b]

r=[¢"]¢]

Sonu¢ olarak parametre etkili, yeniden parametrelendirilmis C P dizisi asagidaki gibi

bulunur:

C’=C’-[R][RT[G][G]R]

4.3 RMS Egrisellikleri(Root Mean Square)
Egrisellik dizisindeki terimlerin deger kazanmasi, dogrusal olmama durumunun anlagilmasina
yardimci1 olur fakat veri analizlerinde dogrusal olmama i¢in daha basit ama ayrintili 6l¢timler

gerekmektedir. Boylece belirli durumlarda dogrusal yaklasimin niteligi tayin edilebilir. Bu
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amag icin, “root mean square(RMS-egrisellik kok kareler ortalamasi)” kullanilir. Bu ifade,

kareli egriselliklerin biitiin yonlerdeki ortalamasimin karekoklii ifadesidir. RMS egrisel

parametre etkileri ¢’ ile RMS saf egrisellik ise ¢’ ile ifade edilir.

4.3.1 RMS Egriselliklerinin Hesaplanmasi

Teget diizlemindeki u yoniindeki egrisellik;

¢, =" Cul= [3 (" Couef (4.17)

C,, C’nin n.yiizeyidir. Egrisellik ortalama kareleri, « 'nun biitiin yonleri igin, c_ ile integrali

alinarak ve P boyutlu kiirenin A yiizey alanina boliinerek elde edilir:
ot = %IZ(uTCnu)ZdA (4.18)

dA kiire iizerindeki yiizey alaninin elemanidir. Bu integral toplam ifadesi seklinde asagidaki

gibi yazilabilir:

Iki parametre icin egrisellik ortalama Kkaresi, u =[cos w, sin w]T oldugunda w agis1

kullanilarak bir boyutlu integral seklinde gosterilebilir. Dolayisiyla esitlik asagidaki gibi

gosterilir:
1 i 2

c? = 2—2 .[[Cnll cos’w+2c,,, sinwcosw+c,,, sin’ w] dw
TS

RMS egrisellik Olciisii, standartlastirilmig kiirenin yarigapinin tersi (1/ JF ) ile gosterilir.
Karsilastirma cizelgesi, RMS egriliginin belirli bir (1—«) anlam diizeyindeki giivenlik
diskiyle kargilagtirilmasi sonucu hazirlanir. Egriligin yarigapt 1/c ile bir giivenlik diskinin
yaricapi JF ile karsilagtirllmast anlamina gelir. Bir RMS egriselligi, c<<1/ JF veya
JF <<1 ise, diisiik olarak degerlendirilir. Bu durumda egrisellik yaricapi 1/c olan bir
beklenen deger yiizeyi olusturulur. Teget diizleminin bu yilizeyden sapmasi veya parametre

gizgilerinin\/F uzakliktaki diiz cizgilerden sapmalar1 belirlenebilir (Bates ve Watts, 1988).
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Bu sapma giivenlik diskinin yarigapinin bir yiizdesi, %100(1—~/1—c’F) / cJF , olarak ifade
edilir. Asagidaki tabloda RMS egriselliklerine gore dogrusal olmama durumunun Ol¢iisii

verilmistir:

Cizelge 4.1 RMS egriselliklerine gére dogrusal olmama durumunun 6l¢iisii

RMS Egrisellikleri % Sapmalar
0.1 5
0.2 10
0.3 15
0.4 21

o JF=01 degeri, yilizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yaricapinin %5’1

kadar sapmaya neden olur.

o JF=02 degeri, yiizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yaricapinin %10’u

kadar sapmasina neden olur.

o JF=03 degeri, yiizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yaricapinin %15°1

kadar sapmasina neden olur.

o JF=04 degeri, ylizeyin giivenlik diski kenarindaki giivenlik yaricapimnin %?21°1

kadar sapmasina neden olur.
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5. UYGULAMA

5.1 Veri ile ilgili Bilgi

Bu uygulamada kullanilacak olan veri seti, 1978 yilinda D. Misra tarafindan yapilan “discilik
ile ilgili verilerin monomolekiiler biiylime modeli ile incelenmesi(Dental research in
monomolecular  adsorbtion)” adli  arastirma  sonucu elde edilmistir.  Veriler

www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/data/misrala.shtml adresinden alinmistir. Bu arastirmada

bagimli degisken olan ‘“hacim(volume)” ve bagimsiz degisken olan ‘“basing(pressure)” ile

monomolekiiler bir model olusturulmaya calisilmistir. Veriler 14 gézlemden olusmustur.

Monomolekiiler biiyiime modeli, dnemli bir dogrusal olmayan regresyon modelidir. Biiyiime
modelleri, biyoloji, botonik, tarim gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Bu modeller biiyiime
strecleriyle ilgilidirler. Bu  siirecler, insanlar ve hayvanlarda gorildiigii gibi ¢esitli
organizmalarda ve bitkilerde de goriiliir. Ayrica ekonomide ve sosyal bilimlerde biiyiime,

arzlar ve niifus degisimi olarak ortaya cikar.

Belirli bir t zamaninda biiylime oraninin dogrudan biiylime miktar1 ile orantili olduguna
inanailan bir biiyiime durumu goz 6niine alinsin. Biiylimenin maksimum degeri, « ile ve t

anindaki degeri z ile gosterilsin.

dz
—=k(a—
% (a—72)

ifadesi yazilabilir. Burada k bir orant1 sabitidir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ile;
z= a’(l—,ﬁe_k')

monomolekiiler bityiime fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon t = 0’da a(1— /) noktasindan

limit degeri «’ya kadar yiikselir. Hicbir biikiim (herhangi t i¢cin d 2z/ dt* *nin isaret

degistirdigi) noktas1 yoktur.

a bir olgek faktorii oldugundan inceleme amaciyla & =1 alinsin. Yine bu amagla k ve t, bir
birim olarak kt seklinde birarada olduklarindan k = 1 alinsin. Bu durumda degisen £ ’lar i¢in
Sekil 6.1°deki gibi egriler elde edilir. Degisik bir o secimi, egrinin dikey skalasini
degistirecektir. Ayn1 sekilde degisik bir k’nin secimi de grafigi yatay olarak uzatacak ya da
biizecektir. t = 0’da, her egri z=a/(1— /) degerinden baslar ve & =1 i¢in bu (1-£) dur.
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Sekil 5.1°deki egriler, zza(l— ,[J’e"") teorik fonksiyona dayanan teorik egrilerdir. Eger

t,t,,...,t, zamanlarinda elde edilen gozlemlerin z;, i =1,2,...,n oldugu varsayilirsa, model
g =a(l-fe)+e,

seklinde olusur. & burada beklenen degeri sifir ve varyans: sabit hata paylarini

gostermektedir.

Sekil 5.1 Cesitli £’lari¢in z=1- fe™" bi¢imindeki teorik egriler(Draper ve Smith, 1998)

Arastirmaya ilk Once bagimli ve bagimsiz degiskenin dagilim grafigi cizilerek baslanmustir.
Internet sayfasinda 6nerilen tahmin modeli dogrusal olmayan iistel bir model(monomolekiiler
bliylime modeli) oldugu halde grafikte bu modelin dogrusal olabilecegi goriilmektedir.
Dolayisiyla bu model iki farkli a¢idan incelenecektir. ilk olarak bu veri setine dogrusal

regresyon uygulanip, kalinti analizi sonuglart elde edilecek, daha sonra dogrusal olmayan
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regresyon uygulanarak kalinti analizi sonuglari elde edilecektir. En son olarak bu elde edilen

sonuglar karsilastirilacaktir.

Bu uygulama sirasinda SPSS 11,5 Linear Regression meniisii, Nonlinear Regression meniisii

ile gerektiginde Excel kullanilacaktir.

5.2 Verilere Dogrusal Regresyon Uygulamasi

Dogrusal regresyon analizi i¢in Onerilen model;
Y=0,+08X

modelidir. Burada kolaylik saglamas1 agisindan (3, parametresi A ile (3, parametresi B ile

ifade edilecektir. Veri seti asagida gosterilmistir. Ayrica Hacim — Basing veri setinin dagilim

grafigi goriilmektedir(Sekil 5.2):

Hacim - Basinc Dagilim Grafigi

100

60 A

40 A

20 A

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Sekil 5.2 Dagilim grafigi
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Cizelge 5.1 Veri seti

Basing(X) Hacim(Y)
77,60 10,07
114,90 14,73
141,10 17,94
190,80 23,93
239,90 29,61
289,00 35,18
332,80 40,02
378,40 44,82
434,80 50,76
477,30 55,05
536,80 61,01
593,10 66,40
689,10 75,47
760,00 81,78

5.2.1 Parametrelerin Tahmini

Bu analiz sirasinda SPSS 11,5’in sirastyla Analyze, Regression, Linear meniileri

kullanilmistir. Regresyon analizi sonuglar1 asagida belirtilmistir:

Cikt11: Modelin Regresyon Analizi Sonuglari



50

Model Summary

Adjusted Std. Error of
Model R R Square | R Square | the Estimate
1 ,9992 ,997 ,997 1,20048
a. Predictors: (Constant), X
ANOVA®
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 6744,494 1 6744,494 | 4679,924 ,0002
Residual 17,294 12 1,441
Total 6761,788 13
a. Predictors: (Constant), X
b. Dependent Variable: Y
Coefficients?
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients 95% Confidence Interval for B
Model B Std. Error Beta t Sig. Lower Bound | Upper Bound
1 (Constant) 3,765 ,662 5,691 ,000 2,324 5,206
X ,105 ,002 ,999 68,410 ,000 ,102 ,109

a. Dependent Variable: Y

¢ Hacim ile Basing arasindaki dogrusal baglantinin denklemi;

Hacim = 3,765+ 0,105X Basin¢ biciminde belirlenmistir.
Y =3,765+0,105X olarak yazilir.
Bu regresyon bagintisina gore Hacim(Y)’in degisimi iizerinde Basing(X) 1n etkisi
onemlidir ( F(1,12) = 4679,924 ; p <0,005).
e Katsayilar incelendiginde:
o f, igin:

H,:5,=0

%95’ lik giiven araliklar incelendiginde £, = 0’m bu araliklarin
H :B,#0

icinde olmadig goriiliir. Dolayisiyla Hy Hipotezi REDdedilir.
o p i¢in:

H,:p =0
H B #0

%95’ lik giiven araliklar incelendiginde S, = 0’1n bu araliklarin i¢inde olmadig1
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goriiliir. Dolayistyla Hy Hipotezi REDdedilir.
P degerlerine bakilarak da hipotezler test edilebilir. Goriildiigi gibi p degerleri
a=0,05 diizeyinden az oldugu i¢in hem /S, i¢in hem de S, icin Hy hipotezleri
Reddedilir.
Katsayilarin standart hatalar1 parametre tahminlerinin yarisindan az olmali kurali goz

Oniine alindiginda:

— B, =3,765 i¢in :
Standart Hata = 0,662
— B,=0,105igin :
Standart Hata = 0,002 dir. Goriildiigii gibi Standart Hatalar parametre
katsayilarinin yarisindan azdir. Modelin gecerli oldugu soylenebilir.
Basing bir birim artarken, Hacim 3,765 + 0,105 = 3,87 birim artis gosterir. Hacmin
degisiminin %99,9’unu basing aciklamaktadir (R> = 0,999).
A ve B katsayilar1 anlamhdir(z, =5,691, p <0,005 ve 1, = 68,410, p <0,005).

Dolayistyla iki degisken arasinda dogrusal bir iliski oldugu soylenebilir.

Tahmin edilen modelin grafigi asagida gosterilmistir:

100

80

60 -

40

20

Unstandardized Predicted Value

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Sekil 5.3 Tahmin edilen modelin grafigi
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Asagidaki Cizelgede tahmin edilen Y degerleri ile Kalintilar verilmistir:

Cizelge 5.2 Analiz sonucu elde edilen tahmin ve kalint1 verileri

X Y Y v/
77,60 10,07 11,94579 - 1,87579
114,90 14,73 15,87806 - 1,14806
141,10 17,94 18,64014 -0,70014
190,80 23,93 23,87965 0,05035
239,90 29,61 29,05592 0,55408
289,00 35,18 34,23218 0,94782
332,80 40,02 38,84970 1,17030
378,40 44,82 43,65698 1,16302
434,80 50,76 49,60283 1,15717
477,30 55,05 54,08330 0,96670
536,80 61,01 60,35596 0,65404
593,10 66,40 66,29127 0,10873
689,10 75,47 76,41187 -0,94187
760,00 81,78 83,88635 -2,10635

Burada Y = Hacim verileri, X = Basing verileri,

Kalintilardir.

Kalint1 grafigi asagidaki gibi olusmustur:

Y = Tahmin edilen degerler, Z =
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Sekil 5.4 Dogrusal modelin kalint1 grafigi

Bu grafikten kalintilar arasinda bir iliski oldugu anlagilabilir. Bu iliskiyi daha net ortaya

cikarabilmek icin kalint1 analizi uygulanacaktir.

5.2.2 Modelin Kalint1 Analizi

5.2.2.1 Modelin Dogrusallig

F degeri, regresyon modelinin verilere ne kadar uygun oldugunu gostermektedir. “Signif F”
degeri de bulunan F degerinin anlamli olup olmadigini gostermektedir. Eger F degeri anlaml
degilse iki degisken arasindaki iliski dogrusal bir iliski olmaz ve regresyon dogrusu ile
gosterilemez. Calismamizda bu deger 0,05 in altinda oldugu i¢in anlamlidir yani iki degisken

arasinda dogrusal bir iligki vardir ve dogrusal model uygundur.

F degerinin karekokii t degeridir. T degeri de uygulanan yontemin anlamlili§i hakkinda bir

bilgi verir. Burada t degeri 68,410 dur. Bunun karekokii alindiginda:

F =4679,924
t=68,410

t* =4679,9281
t*=F

Tek bir bagimsiz degisken oldugu icin ana kiitle regresyon dogrusu su sekilde ifade edilir:

Vi :ﬁ0+ﬁ1xi+ei

Dogrusal iliskinin arastirilmasinda, kalintilar ile tahmin edilen degerler birlikte kullanilarak
dagilim grafikleri elde edilebilir. Eger dagilim grafiginde noktalar bir egriyi gosteriyorsa,

dogrusal iligki varsayimi saglanmaz.



Goriildiigii gibi grafikte belirli bir goriiniim olusmustur, dolayisiyla iliski dogrusal degildir.

5.2.2.2 Hata Terimlerinin Sabit Varyanshhik Durumu
e Hata terimlerinin sabit varyansli olup olmadigim1 anlamak igin veri seti ikiye

boliinmiistiir. Her iki gruba regresyon analizi uygulanip Anova Ciktilar1 elde

edilmistir. Bu c¢iktilardan sirasiyla MSE, ve MSE, elde edilerek, birbirlerine
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Unstandardized Residual
o

20

40 60

Unstandardized Predicted Value

80 100

Sekil 5.5 Tahmin degerleri ile kalintilarin dagilim grafigi

oranlanarak F testi uygulanmistir. Sonuclar asagidadir:

Cikt12: ik grubun ANOVA sonuglari:

H,: iki grubun varyanslari esittir.

H , :iki grubun varyanslar birbirlerinden farklidir.

ANOVA
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 727,775 1 727,775 |11871,879 ,0002
Residual ,307 5 ,061
Total 728,081 6

a. Predictors: (Constant), X1
b. Dependent Variable: Y1

Cikt1 3: Ikinci grubun ANOVA sonuglari
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ANOVAP
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 1061,861 1 1061,861 | 7341,228 ,0002
Residual ,723 5 ,145
Total 1062,584 6

a. Predictors: (Constant), X2
b. Dependent Variable: Y2

MSE, =0,061
MSE, =0,145

o _ MSE, _ 0,061

= =0,420689
MSE, 0,145

EN1~N231—a) = ﬂ7,7;0,95) = 3’79
For <F,

hesap tablo

Iki grubun varyanslarinin esitligine dayanan H, hipotezi kabul edilir.

5.2.2.3 Hata Terimlerinin Normal Dagilmas1 Durumu

Hatalarin normal dagilip dagilmadigina bakmak icin Jarque — Bera test istatistigi uygulanir.

Bu test istatistigi asagidaki gibi ifade edilir:

—k k—3)
J—BZM S2+u
6 4

Hy: Veriler normal dagiliyor.

H;: Veriler normal dagilmiyor.
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Cizelge 5.3 Kalintilarin ¢arpiklik ve basiklik sonuclari

Statistics
Unstandardized Residual
N Valid 14
Missing 0
Skewness -,685
Std. Error of Skewness ,597
Kurtosis -,917
Std. Error of Kurtosis 1,154

(-0,685)’ . (-0,917-3)’
24

JB =14x

JB=17,85516
Zzz;o,os =5,9915
2

JB >y,

Normal dagilimi ifade eden H |, hipotezi reddedilir. Kalintilarin dagilimi normal degildir.

5.2.2.4 Sapan Deger Arastirmasi

Cizelge 5.4 Sapan deger arastirmasi

Casewise Diagnostics

Predicted

Case Number | Std. Residual Y Value Residual

1 -1,563 10,07 11,9458 -1,8758
2 -,956 14,73 15,8781 -1,1481
3 -,583 17,94 18,6401 -,7001
4 ,042 23,93 23,8797 ,0503
5 ,462 29,61 29,0559 ,5541
6 ,790 35,18 34,2322 ,9478
7 ,975 40,02 38,8497 1,1703
8 ,969 44,82 43,6570 1,1630
9 ,964 50,76 49,6028 1,1572
10 ,805 55,05 54,0833 ,9667
11 ,545 61,01 60,3560 ,6540
12 ,091 66,40 66,2913 ,1087
13 -,785 75,47 76,4119 -,9419
14 -1,755 81,78 83,8863 -2,1063

a. Dependent Variable: Y
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Goriildiigi gibi (-2, +2) standart sapma arasinda bir kalinti degeri yoktur. Yalniz 1. ve 14.
deger bu sinira yakindir. Daha iyi inceleme yapabilmek icin kalinti cesitleri ve etkinlik

Olciilerine bakilabilir.

5.2.2.5 Kalint1 Cesitleri
Burada kalinti ¢esitlerinin tek tek hesaplamalar1 gosterilmeyecek sadece sonuglar Cizelge

halinde verilecektir. Cizelge 5.5’te ifade edilen sembollerin anlamlar1 asagida verilmistir:

Y : Tahmin edilen degerler

e;: Kalmtilar

e; : Standart Kalintilar

h. : Projeksyon matrisinin kosegen elemanlari(gozlem uzakliklar)

r;: Studentized Kalintilar

t,: Studentized Deleted Kalintilar

d,: Deleted Kalintilar

m_ : Mahalanobis Mesafesi

Cizelge 5.5 Dogrusal modelin kalint1 ¢esitleri

Gozlem p . o m’ . . h d
No:
1 11,94579 | -1,87579 | -1,56253 | 1,89982 | -1,76646 | -1,96609 | 0,14614 | -2,39738
2 15,87806 | -1,14806 | -0,95633 | 1,45371 | -1,05819 | -1,06400 | 0,11182 | -1,40565
3 18,64014 | -0,70014 | -0,58321 | 1,17600 | -0,63706 | -0,62052 | 0,09046 | -0,83538
Z 23,87965 | 0,05035 | 0,04194 | 0,73001 | 0,04490 | 0,04299 | 0,05615 | 0,05771
5 29,05592 | 0,55408 | 0,46155 | 0,39332 | 0,48697 | 0,47092 | 0,03026 | 0,61680
6 34,23218 | 0,94782 | 0,78953 | 0,15992 | 0,82482 | 0,81309 | 0,01230 | 1,03443
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7 38,84970 | 1,17030 | 0,97486 | 0,03888 | 1,01329 | 1,01453 | 0,00299 | 1,26439
8 43,65698 | 1,16302 | 0,96879 | 0,00019 | 1,00537 | 1,00586 | 0,00001 | 1,25250
9 49,60283 | 1,15717 | 0,96392 | 0,07559 | 1,00345 | 1,00377 | 0,00581 | 1,25403
10 54,08330 | 0,96670 | 0,80526 | 0,22244 | 0,84346 | 0,83261 | 0,01711 | 1,06060
11 60,35596 | 0,65404 | 0,54481 | 0,55805 | 0,57892 | 0,56218 | 0,04293 | 0,73849
12 66,29127 | 0,10873 | 0,09057 | 1,01527 | 0,09821 | 0,09407 | 0,07810 | 0,12784
13 76,41187 | -0,94187 | -0,78457 | 2,10811 | -0,89620 | -0,88828 | 0,16216 | -1,22893
14 83,88635 | -2,10635 | -1,75459 | 3,16871 | -2,12024 | -2,56695 | 0,24375 | -3,07575

e Mahalanobis Uzakliklarina bakildiginda

digerlerinden daha biiyiik oldugu goriiliir.

13. ve 14. gozlemlerin uzakliklarinin

e Kalintilar incelenirken (-2; +2) araligin1 asan degerlere bakilir.

e ¢ kalintilarimin (-2, +2) araligii agan bir degeri bulunmamaktadir. Sadece 1. ve 14.

gozlemler bu sinira digerlerinden daha yakindir.

® 1, studentized kalintilarinda, (-2; 4+2) aralig1 disinda kalan gozlemler 14. gézlemdir.

I

n—-p;a)

=1(12:005) = 2,179 olarak bulunur. Verilere bakildiginda bu degeri asan hicbir

gozlem bulunmadigi, yalnmiz 14.g6zlemin bu degere yakin oldugu goriiliir.

t; studentized deleted kalintilarda, (-2; +2) aralif1 disinda kalan gozlemler 1. ve 14.

gozlemlerdir.

Kaldirag(leverage) degerlerinde kural 0 <h,; <1 olmasidir. Verilere bakildiginda bu
sinir1 asan bir deger goriilmemektedir.

h,>(2x2)/14
h, >0,2857

Bu smirdan biiyilk olan degerler asinn degerler olarak adlandirilir. Verilere

bakildiginda boyle bir asir1 deger bulunmamaktadir.

Asagida bu kalintilara ait grafikler goriilmektedir:
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Sekil 5.6 Dogrusal model kalintilar1 icin Mahalonabis uzakligi
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Sekil 5.7 Dogrusal model kalintilar1 i¢in kaldirag grafigi
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Cizelge 5.6 Misra Verisi icin Mahalanobis Mesafesi

Extreme Values

Case Number Value
14 3,16871

13 2,10811
1 1,89982
1,45371
1,17600
,00019
,03888
,07559
,15992
,22244

Mahalanobis Distance Highest

7
2
3
4
5
Lowest 1
2
3
4
5

O O O N o|fw

e Sekil 13.4’de en biiyiik ve en kiiciik Mahalanobis mesafesi degerleri verilmistir.

Bunlardan 14. gbzlemin Mahalanobis mesafesi 3’den biiyiiktiir.

5.2.2.6 Etkinlik Olciitleri

Cizelge 5.7 Dogrusal modelin kalintilarinin etkinlik ol¢iitleri

Gozlem No: D’} DFFITS
1 0,43384 -0,52160
2 0,12562 -0,25759
3 0,03920 -0,13524
4 0,00015 0,00736
5 0,01342 0,06272
6 0,03108 0,08661
7 0,04128 0,09410
8 0,03888 0,08948
9 0,04214 0,09687
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10 0,03455 0,09390
11 0,02164 0,08445
12 0,00085 0,01912
13 0,12240 -0,28707
14 1,03446 -0,96940

e D?(Cook Degerleri) degerleri 1 ve 1’den biiyiik deger aldiklarinda Etkili deger
sayilirlar. Elde edilen degerlere bakildiginda 14. gozlemin 1°den biiyiik oldugu

goriilir. Dolayisiyla 14. gozlem etkili bir gézlemdir. Bunun arastirmasi F testi ile

yapilabilir:

D, > F

(p+1,n—p—l;0()

F

(3,11:0,50

) =0,845
D,, > F oldugundan 14.g6zlemin etkili gozlem oldugu soylenir.
e |DFFITS|>2p+1/n

|DFFITS,| > 0,9258

Bu sonuglara gore 14. gozlem etkili gozlemdir.



62

Cizelge 5.8 Misra verisi i¢in Cook mesafesi

Case Summaries?

Cook's
Distance
1 ,43384
2 ,12562
3 ,03920
4 ,00015
5 ,01342
6 ,03108
7 ,04128
8 ,03888
9 ,04214
10 ,03455
11 ,02164
12 ,00085
13 ,12240
14 1,03446
Total N 14

a. Limited to first 100 cases.

8
c 2 1
8 o o
£
a o o 0O 0o 0 o
» 00 o © 9 o
X
8
o -2
0 2 4 6 8 10 12 14 16
NO

Sekil 5.8 Misra verisi icin Cook mesafesi grafigi

14.gozlemin Cook Mesafesinin en uzak oldugu goriilmektedir. 14. nokta etkili bir nokta
oldugundan, veri setine dahil edildiginde ve dahil edilmeden elde edilen regresyon katsayilari
sirastyla Ciktt 4 ve CiktiS’te verilmistir(14. gozlem cikarildiginda elde edilen bagimli ve
bagimsiz degiskenler sirasiyla Y1 ve X1 olarak adlandirilmistir).
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Cikt1 4: Misra verisinde 14. gézlem dahil iken elde edilen regresyon katsayisi

Coefficients
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 3,765 ,662 5,691 ,000
X ,105 ,002 ,999 68,410 ,000

a. Dependent Variable: Y

Cikt1 5: Misra verisinde 14. gézlem dahil edilmediginde elde edilen regresyon katsayisi

Coefficients?
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 3,253 ,582 5,592 ,000
X1 ,107 ,001 ,999 72,442 ,000

a. Dependent Variable: Y1

Goriildiigii gibi 14. gozlem veri setinden c¢ikarildiginda katsayilar arasinda Onemli bir

degisime rastlanmamustir. By degerinde 0.512’lik bir degisim meydana gelmistir.

5.3 Verilere Dogrusal Olmayan Regresyon Uygulamasi
Bu uygulamada kullanilacak olan veri seti, 1978 yilinda D. Misra tarafindan yapilan “Dental
research in monomolecular adsorbtion” adli arastirma sonucu elde edilmistir. Veriler

www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/data/misrala.shtml adresinden alinmistir. Bu arastirmada

monomolekiiler biiylime modeli, bagimhi degisken olan “hacim(volume)” ve bagimsiz
degisken olan “basin¢(pressure)” ile aciklanmaya calhisilmistir. Veriler 14 gozlemden

olusmustur.

Bu arastirma i¢in kullanilmasi Onerilen (,30, ,Bl) gibi iki parametreden olusan dogrusal
olmayan regresyon modeli asagida verilmistir:

y=fxh+e

y=p0*1-exp(-f,*x)+&

Model icin baslangic degerleri (500;0,0001) olarak verilmistir. Islemlerde kolaylik saglamak

acisindan birinci parametre i¢in baslangic degeri “A” ile ikinci parametre i¢in baslangi¢

degeri “B” ile tanimlanmistir ((A = 500; B = 0,0001)). Islemler SPSS paket programi ve Excel
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kullanilarak yapilmistir. Yaklasik olarak ayni sonuglar elde edilmistir.

IIk olarak verilere Analyze, Nonlinear Regression uygulanarak asagidaki sonuclar elde

edilmistir.

Cikt1 6: Iterasyon Sonuglari

All the derivatives will be calculated numerically.

Iteration Residual SS A B
1 10780,19016 500,000000 ,000100000
1.1 27301393,07 -3767,1006 ,001114427
1.2 53,05866409 491,432294 ,000238281
2 53,05866409 491,432294 ,000238281
2.1 13145,30736 105,825735 ,000446611
2.2 18,26061361 460,820436 ,000262523
3 18,26061361 460,820436 ,000262523
3.1 31,95484746 392,187703 ,000306444
3.2 15,99237130 449,752670 ,000271127
4 15,99237130 449,752670 ,000271127
4.1 14,50375213 426,551112 ,000286469
5 14,50375213 426,551112 ,000286469
5.1 13,84256803 388,437949 ,000315129
6 13,84256803 388,437949 ,000315129
6.1 9,862245231 372,582153 ,000332277
7 9,862245231 372,582153 ,000332277
7.1 9,496934729 339,525781 ,000365479
8 9,496934729 339,525781 ,000365479
8.1 5,853128896 328,560740 ,000382166
9 5,853128896 328,560740 ,000382166
9.1 5,058350916 304,223695 ,000414338

10 5,058350916 304,223695 ,000414338
10.1 3,109286505 284,375665 ,000447625
11 3,109286505 284,375665 ,000447625
11.1 1,756918434 266,987846 ,000481346
12 1,756918434 266,987846 ,000481346
12.1 ;9048346794 251,703344 ,000515450
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13 ,9048346794 251,703344 ,000515450
13.1 , 5645253361 238,085980 ,000550115
14 , 5645253361 238,085980 ,000550115
14.1 ,1245513907 238,942173 ,000550156
15 ;1245513907 238,942173 ,000550156
15.1 ,1245513889 238,942129 ,000550156
16 ,1245513889 238,942129 ,000550156

Run stopped after 34 model evaluations and 16 derivative evaluations.
Iterations have Dbeen stopped Dbecause the magnitude of the largest
correlation between the residuals and any derivative column is at most RCON
= 1,000E-08

Cikt1 7: Dogrusal Olmayan Regresyon Sonuglari

Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable Y
Source DF Sum of Sguares Mean Square
Regression 2 33059,50855 16529, 75427
Residual 12 , 12455 ,01038
Uncorrected Total 14 33059,63310
(Corrected Total) 13 6761,78789
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = ,99998

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 238,94212918 2,707007851 233,04406574 244,84019262
B ,000550156 7,26687E-06 , 000534323 , 000565990

Dogrusal olmayan modellerde beklendigi gibi R* =0,99998 gibi yiiksek bir deger

bulunmustur. Bu modelin iyi aciklandigim gostermektedir. Siire¢ 16 iterasyonda
yakinsamistir. Katsayilar arasindaki korelasyon degeri yiiksek sayilabilir. Parametre
tahmincileri %35 anlamlilik diizeyinde anlamhdirlar. Uygun model asagidaki gibi ifade

edilebilir:

y=f(x;pB)+e¢
y:ﬁl *(1_exp(_,62 *x))+€
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Y =238,9(1— exp(—0,00055 - X))

Diger taraftan Excel ile yapilan arastirma sonucunda analiz 3 iterasyon sonucu
sonuclanmistir. Elde edilen bulgular asagida gosterilmistir.
Cizelge 5.9 Parametre tahminleri ve EKK olgiileri
iterasyon 2o g, SSE
0 500 0.0001
1 1857 0.0005 0.316
2 239 0.0005 0.125
3 239 0.0005 0.124
Son EKK Tahmincileri
k 8 slgi}
0 239 0.7455 MSE = % =0.0104
1 0.0005 0.000003

¢ Bu arastirmada analiz i¢in 3 farkli baslangic degeri onerilmistir. Bunlar sirasiyla, (500;

0,0001), (250; 0,0005), (238,9421; 0,00055)’tir. Uygulama i¢in bu ii¢ baslangi¢ degeri

teker teker analize sokulmustur. Ayrintili sonuglar Ek 5’te gosterilmistir. Asagidaki

tabloda ise elde edilen sonuglar 6zet olarak belirtilmistir:
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Cizelge 5.10 Baslangi¢ degerleri sonuglarinin karsilastirilmasi

1.baslangi¢ degeri

(500; 0,0001)

2.baglangic¢ degeri

(250; 0,0005)

3.baslangic degeri

(238,9421; 0,00055)

Iterasyon
16 4 4
Sayisi(yakinsama)
SSE 0,12455 0,12455 0,12455
SSR 33059,50 33059,50 33059,50
SSTO 33059,63 33059,63 33059,63
R? 0,99998 0,99998 0,99998
5 B, 238,9421 238,9421 238,9421
0]
g
g b 0,0005501 0,0005501 0,0005501
[aW
s(f,) 2,707007 2,707007 2,707007
s(f) 7,2668x107° 7,2668x107° 7,2668x107°
r -0,9988 -0,9988 -0,9988

Sonug olarak, birinci baglangi¢c degeri kullanildiginda siire¢ 16 iterasyonda tamamlanmasina

karsin, ikinci ve lciincii baslangic degerleri kullanildiginda siire¢ 4 iterasyon sonucu

tamamlanmistir. Bu {i¢ baslangic degeri analizi sadece iterasyon yoniinden etkilemislerdir.

Yapilan analizler sonucunda, her iigiinden de elde edilen R*> degerleri aynidir. Parametreler

anlamlidir, sadece aralarinda negatif yonlii ve kuvvetli bir iliski oldugu saptanmistir.

5.3.1 Kalint1 Analizi

Verilere onerilen model cercevesinde dogrusal olmayan regresyon analizi uygulanmis ve

asagidaki kalintilar ve tiirev matrisi elde edilmistir. Bu kalintilar kullanilarak kalintili analizi

yapilacaktir:
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Cizelge 5.11 Dogrusal olmayan regresyon analizi sonucu elde edilen sonuclar

V% Kalintilar dA dB
9,99 0,08 0,04 17766,97
14,64 0,09 0,06 25772,69
17,85 0,09 0,07 31196,56
23,81 0,12 0,10 41047,17
29,54 0,07 0,12 50234,68
35,12 0,06 0,15 58903,33
39,98 0,04 0,17 66215,58
4491 -0,09 0,19 73423,11
50,83 -0,07 0,21 81789,12
55,18 -0,13 0,23 87708,75
61,10 -0,09 0,26 95465,77
66,52 -0,12 0,28 102261,3
75,39 0,08 0,32 112701,2
81,65 0,13 0,34 119541,7
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Sekil 5.9 Tahmin edilen Y degerlerine karsilik X degerleri grafigi

5.3.1.1 Normallik Arastirmasi:
Kalintilar i¢in Q — Q grafigi cizdirildiginde normallikten sapmalar veri sayis1 az oldugu icin

daha net goriilebilir:

Normal Q-Q Plot of Residuals

o
o
1

Expected Normal Value
o

N

-2 -1 0,0 B 2

Observed Value

Sekil 5.10 Kalintilarin Q — Q grafigi

Grafikten de goriilebilecegi gibi, veri setinde asir1 degerler oldugu goriiliir. Normallik

sinamasi i¢in Jarque — Bera istatistigi uygulandiginda asagidaki sonuglar elde edilir:

2 2
6 24



Burada “S” carpikligi(skewness), “K” ise basikligi(kurtosis) ifade eder. Kalintilar i¢in bu

degerler asagida gosterilmistir:

Cikt1 8: Kalintilarin istatistikleri
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Statistics
Residuals

N Valid 14

Missing 0
Skewness -,557
Std. Error of Skewness ,597
Kurtosis -1,532
Std. Error of Kurtosis 1,154

Bu degerler sonucu elde edilen test istatistigi sonucu asagidadir:

JB =12,70501

% 5 anlam seviyesinde tablo degeri ;(22;0,05 =5,99147 *dir. Dolayisiyla test istatistigi sonucu

elde edilen deger tablo degerinden biiyiik oldugu i¢in, kalintilarin normal dagildiginmi ifade

eden H, hipotezi reddedilir.

5.3.1.2 Degisen Varyans Arastirmasi
¢ Breusch — Pagan (BP) Testi:

Bu test i¢in asagidaki yardimci model kullanilmis ve hesaplamalar bu model {izerinden yapilmistir:
Pi=YtnX ., p= eiz/&z 6’ = Zez?/”
Test istatistigi,

_SSR_ 0,618071

0=

=0,309035

seklindedir. Tablo deeri, 7, = 3.841455 dir. Bu durumda sabit varyansi ifade eden

H, hipotezi kabul edilir. Kalint1 terimleri sabit varyanshidir.

e  White (W) Testi:

Bu test istatistigi i¢in asagidaki yardimc1 model kullanilmistir:
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el =%, +nX

Bu yardimc1 modelden elde edilen R belirlilik katsayis1 White testinde kullanilmis ve

asagidaki sonuclar elde edilmistir:
R* =0,150148

nR* =2,102072

Xroos = 3:841

W test istatistiginden elde edilen deger % 5 anlamlilik seviyesindeki tablo degerinden kiigiik

oldugu icin, sabit varyansi ifade eden H, hipotezi kabul edilir.

Sonug¢ olarak, sabit varyans arastirmasi i¢in Breusch — Pagan ve White test istatistikleri
uygulanmistir. Her iki test sonucunda kalintilarin sabit varyansli oldugu sonucu elde

edilmistir.

5.3.1.3 Kalint1 Cesitleri ve Sapan Deger Arastirmasi:
Burada kalinti gesitlerinin tek tek hesaplamalar1 gosterilmeyecek sadece sonuclar Cizelge

5.12’de verilmistir. Cizelgede ifade edilen sembollerin anlamlar1 asagida verilmistir:

Y : Tahmin edilen degerler

e;: Kalintilar

e; : Standart Kalintilar

h.. : Projeksyon matrisinin i. G6zlemi(kaldira¢ degerleri)
r.: Studentized Kalintilar

t,: Studentized Deleted Kalintilar

d.: Deleted Kalintilar

l

Cizelge 5.12 Dogrusal olmayan modelin kalint1 ¢esitleri
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e, h,; e; r; t d,
0,096 0,028 0,9424 0,9559 0,9834 0,0987
0,111 0,052 1,0919 1,1215 1,1830 0,1173
0,115 0,069 1,1311 1,1722 1,2591 0,1237
0,149 0,097 1,4640 1,5406 1,7061 0,1651
0,103 0,118 1,0083 1,0737 1,2173 0,1164
0,099 0,128 0,9714 1,0402 1,1929 0,1134
0,092 0,128 0,9064 0,9707 1,1132 0,1059
-0,031 0,123 -0,3035 -0,3241 -0,3695 -0,0352
-0,012 0,113 -0,1151 -0,1222 -0,1378 -0,0132
-0,063 0,108 -0,6235 -0,6602 -0,7401 -0,0712
-0,014 0,113 -0,1365 -0,1449 -0,1634 -0,0157
-0,041 0,143 -0,4031 -0,4354 -0,5080 -0,0479
0,170 0,284 1,6721 1,9760 2,7598 0,2378
0,232 0,495 2,2754 3,2020 6,3406 0,4588

e h, kaldirag(leverage) degerleri 0<h, <1 arasinda olmalidirlar. Sekil 5.11°e

bakildiginda bu sinir1 asan higbir deger goriilmemektedir. 1’e yaklastikca ilgili
gozlemin veri merkezine uzakligr artar. Burada 1’e en yakin olan deger 14. gbzlemin

degeridir ve 0,495’tir. Dolayisiyla en uzak deger 14.g6zlem degeridir.

o Zhﬂ = p olmalidir. Uygulama sonucu Zhﬁ =1,999 = 2 bulunmustur. Parametre
sayis1 2 oldugundan bu ifadenin gerceklestigi gosterilmistir.

e 2p/n’den biiyiik h, degerlerine sahip gozlemler, bilyiik gozlem uzakligina sahip
noktalar(high leverage value) olarak adlandirilirlar. 2p/n=2%2/14=0,285714

olarak bulunur. Cizelgeye bakildiginda bu degere yaklasik olarak esit ve bu degerden
biiyiik olan gozlem 13. ve 14. gozlemlerdir. 13. gézlem degeri bu degere esitken,

14.gozlemin degeri bu degerden biiyiiktiir. Dolayisiyla 14. gozlem degeri “biiyiik
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gozlem uzakligina” sahip nokta olarak adlandirilir. Asir1 degerler olduklar1 halde etkin
degerler olmayabilirler.

0,2<h; <0,5 arasinda olan h; degerlerine yumusak kaldira¢ noktalar1 denir.
Cizelgeye bakildiginda bu simirlar disinda kalan ve “yumusak kaldira¢ noktalar”
olarak adlandirilan degerlerin 13. ve 14. gdzlemlere ait oldugu goriiliir.

Asagidaki grafikte kaldira¢ noktalart gosterilmistir:

Leverage degerleri

0,6

0,5

o
>

leverage degerleri(hii)
(<)
w

o
o

0 2 4 6 8 10 12 14 16
gozlem no

Sekil 5.11 Dogrusal olmayan modelin kalintilarinin kaldirag degerleri

e, semistudentized kalintilarin %95’inin [-2:4+2] araliginda degistigi kabul edilir.

Sekile bakildiginda 14. gozlem degerinin bu araligin disinda oldugu goriiliir.
Asagidaki grafikte standart kalintilar goriilmektedir:
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semistudentized kalintilarin tahmin degerlerine karsi grafigi

2,5000

2,0000

1,5000

1,0000

0,5000

semistudentized kalintilar

0,0000

-0,5000

-1,0000
tahmin degerleri

Sekil 5.12 Dogrusal olmayan modelin semistudentized kalint1 — tahmin degerleri
grafigi

1,0000

ized lalintilar(ei*)

0,5000

0,0000

-0,5000

-1,0000

pressure

Sekil 5.13 Dogrusal olmayan modelin kalintilarinin semistudentized kalint1 — gézlem

grafigi

e . studentized kalintilar, [-2, +2] sinirlar1 arasinda ve sifir etrafinda bir dagilim
gosterirler. Sekil 5.14°e bakildiginda 14. goézlem degerinin bu sinirlar1 astigr goriiliir,
asir1 deger olarak nitelendirilebilir. Asagidaki grafikte studentized kalintilarinin grafigi

goriilmektedir:
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studentized kalintilarn tahmin degerlerine karsi grafigi

3,5000

3,0000

2,5000

2,0000

1,5000

1,0000

studentized kalintilar

0,5000

0,0000

-0,5000

-1,0000
tahmin degerleri

Sekil 5.14 Dogrusal olmayan modelin studentized kalint1 — tahmin degerleri grafigi

Ikinci adim ise (n-p) serbestlik dereceli “t” testi yapmaktir. 1 =1(12:0.05) = 2,179

n-p;@)
bulunmugtur. 14.kalinti degeri bu degeri astifindan asin gozlem olarak

nitelendirilebilir.
® d, deleted kalintilarin grafigi asagidaki gibidir:

0,5000
0,4000
0,3000

0,2000

deleted kalintilar(ci)

0,1000

0,0000

-0,1000

pressure(basing)

Sekil 5.15 Dogrusal olmayan modelin deleted kalint1 — tahmin degerleri grafigi
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. Etkinlik Olciitleri
Etkinlik Olgiileri Cook uzakligi ve DFFITS kriterleri icin incelenmistir. Sonuglar asagida

gosterilmistir.

Cizelge 5.13 Dogrusal olmayan modelin kalintilarinin etkinlik dl¢tileri

ETKINLIK OLCUTLERI

Di DFFITS
0,0114 0,1669
0,0259 0,2771
0,0368 0,3428
0,0713 0,5592
0,0626 0,4453
0,0669 0,4571
0,0624 0,4265
-0,0199 -0,1384
-0,0068 -0,0492
-0,0346 -0,2575
-0,0080 -0,0583
-0,0321 -0,2075
0,3790 1,7381
1,8071 6,2775

e (COOK Uzakhg icin, D; degerleri 1 ve 1’den biiyiikk degerler aldiklarinda “Etkili
deger” sayiliyordu. Elde ettigimiz sonuglara bakildigina 14. gozlem degerinin 1’den
biiyiik oldugu goriiliir. Dolayisiyla 14. kalinti degerinin yapilan diger arastirmalar
sonucu asirt oldugu ve Cook uzakligi incelendiginde “etkili” oldugu goriilmiistiir.

Bunun aragtirmasi F testi ile yapilabilir:



Cook Uzaklikian

-0,5000
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Di > F(p;n—p;a)
F(3;12;0,50) =3,89

Cook Uzakligi Grafigi

2,0000

1,5000

1,0000

0,5000

0,0000

go6zlem no

Sekil 5.16 Cook uzakligr grafigi

DFFITS arastirmas: asagidaki gibi yapilir. Asagida hesaplanan 0,7559 degerini asan

gozlemler asir1 gozlemlerdir. 13. ve 14. kalint1 degerleri etkili degerleridir.

|DFFITS|>2\/p/n
|DFFITS|>2./2/14

|DFFITS|>0,7559
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DFFITS grafigi

7,0000
6,0000
5,0000
4,0000

3,0000

DFFIT degerleri

2,0000

1,0000

0,0000

-1,0000

gozlem no

Sekil 5.17 DFFITS grafigi

e Sonug olarak, gerek kalinti ¢esitlerinin incelenmesinden gerekse etkinlik ol¢iilerinin
incelenmesi sonucu 14. kalinti degerinin asir1 ve etkili bir deger oldugu sonucuna
varilmstir.

e 14. gbzlemin veriden c¢ikartilmasi durumunda modelin tahmini asagidaki gibidir:

Cikt1 9: Dogrusal olmayan modelin analizi

Source DF Sum of Sgquares Mean Square
Regression 2 26371,57348 13185, 78674
Residual 11 , 09122 8,292602E-03
Uncorrected Total 13 26371,66470
(Corrected Total) 12 5170,54931
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = ;99998

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 235,15145616 2,982572894 228,58685748 241,71605484
B , 000560122 8,18246E-06 , 000542112 , 000578131

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates
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A B
A 1,0000 -,9990
B -,9990 1,0000

e Sonuclar karsilastirildiginda, R*’de degisme olmadigi goriilmektedir. Parametre
tahmincileri arasindaki korelasyonlara bakildiginda ufak bir azalma oldugu fark

edilmektedir.

5.3.2 Egrisellik Olciileri

Beklenti yilizeyinin ne kadar dogrusal oldugunu belirlemek i¢in ve parametre dogrularinin
hepsinin ayn1 bicimde olup olmadigin1 anlamak icin, beklenti fonksiyonunun ikinci tiirevleri
kullanilir. Bu tiirevlerle, egrisellik Olciileri ve parametrelerin dogrusal olmayan durumlardaki

etkileri elde edilir. Asagida onerilen model gosterilmistir:
Y=f(xp)+e

Y = B,(1-exp(-Bx)) + &

Y=8,0-e")+e

Bu model kullanilarak birinci mertebeden tiirevler elde edilmistir. Bu tiirevlere “hiz (velocity)

vektorleri” denir ve V ile gosterilir. Bunlar her parametreye gore beklenti fonksiyonundaki

degisme oranini verir.

Bha= 2 wrem

— —pix
{V} aﬂl = p,-x.e

ikinci mertebeden tiirevlere ise “ivme (acceleration) vektorleri” olarak adlandirihirlar V ile

gosterilirler. Bunlar parametrelere gore hiz vektorlerindeki degisim oranini verirler.

W =

V. =

Pl = xe
Vi =1}




{V}nZZ =-x"4, e
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Elde edilen sonuglar asagidaki cizelgede gosterilmistir:

Cizelge 5.14 Hiz ve ivme vektorleri

Hiz Vektorleri Ivme Vektorleri
X Vi, Vi V., V1 V).
77,60 0,0418 17742,56 0 77,00015 -2987605,991
114,90 0,0613 25737,19 0 113,5874 -6525593,521
141,10 0,0747 31153,53 0 139,1231 -9815131,821
190,80 0,0997 40990,39 0 187,194 -17858312,01
239,90 0,1237 50164,99 0 234,2133 -28093883,4
289,00 0,1470 58821,37 0 280,7674 -40570894,15
332,80 0,1673 66123,21 0 321,9067 -53565272,57
378,40 0,1880 73320,42 0 364,3489 -68934805,82
434,80 0,2128 81674,36 0 416,3 -90503620,09
477,30 0,2310 87585,38 0 455,0536 -108598542,7
536,80 0,2557 95331,03 0 508,7443 -136546977,3
593,10 0,2784 102116,51 0 558,9461 -165755461,4
689,10 0,3156 112540,71 0 643,2133 -221619143,1
760,00 0,3418 119370,87 0 704,3803 -267664520,5

® Projeksiyon matrisi asagidaki sekilde hesaplanir. Bu matris EK 4’te gosterilmistir.

r, =viel-ey(e)'ve)
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e Ivme vektorleri, izdiisiim(projeksiyon) matrisi kullanilarak, teget diizlemine dik ve
normal olmak {iizere iki bilesene ayrilir(bu islemler Mathcad kullanilarak yapilmistir):

P, =P

Normal Bilesen:

52 (6)=(1-p)y,,(60)

0 0224 -1724621.311
0 0.157 -1878940.227
0 0.275 -2077329.902
0 0.128 -1698980.931
0 0.061 -1190142.719
0 0.158 -756062.574
o (é): 0 0.11 -126977.84
0 -0.185 854487.431
0 -0.233 1535202.379
0 -0.292 1942524.11
0 -0.096 1839848.051
0 -0.045 1517493.595
0 -0.029 -125151.586
0 0.282 -2919955.825

Dik Bilesen:

i’ (6)=p¥, (0)

Pq
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76.776 —1262984.68

113.43  —-4646653.294

138.848  —7737801.919

187.066 —16159331.079
234.153 —26903740.681
280.61 —39814831.576
321.797  —-53438294.73

364.534 —69789293.251
416.533 -92038822.469
455.345 —110541066.81
508.84 —138386825.351
558.991 -167272954.995
643.242 -221493991.514
704.098 —264744564.675

0
0
0
0
0
0
o0
0):0
0
0
0
0
0
0

* iV, (é)z Vo (é) kurali oldugundan p, 6 = px(p+1)/2 tane farkli ivme vektorii vardir.

Uygulamada p_ = 3’diir. Buradan yola ¢ikarak D = (V,Wj matrisi olusturulur:

0.042 17742.56
0.061 25737.19
0.075 31153.53

0.1  40990.39
0.124  50164.99
0.147 58821.37

0.167 66123.21

0 77 —2987605.991
0
0
0
0
0
D 0
0
0
0
0
0
0
0

113.587 —6525593.521
139.123 -9815131.821
187.194 —17858312.01
234.213 -28093883.4
280.767 —40570894.15
321.907 -53565272.57
364.349 —68934805.82

416.3  -90503620.09
455.054 -108598542.7
508.744 —136546977.3
558.946 -165755461.4
643.213 -221619143.1
704.38 —267664520.5

0.188 73320.42
0.213 81674.36
0.231 87585.38
0.256  95331.03
0.278 102116.51
0.316 112540.71
0.342 119370.87

e D matrisine QR ayristirmas1 uygulanmistir(bdylece R”" icin ortonormal bir temel
hazirlanir). Tkinci mertebeden tiirevler kullanilarak, teget ve normal bilesenlerin elde
edildigi bu ayristirma, “dogrusal olmama” arastirmasi i¢in uygun bir temel olusturur.

Asagida bu ayristirmadan elde edilen Q ve R matrisleri gosterilmistir, Q matrisi



N X N(14x14)boyutlu bir matristir,
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boyutuna sahip bir matristir.

0.055
0.081
0.098
0.131
0.163
0.193
0.22
0.247
0.28
0.304
0.336
0.366
0.415
0.449

0.761

S O O O O O O o o o o o

—-0.158
-0.212
-0.243
-0.282
-0.301
-0.301
—-0.284
-0.249
-0.187
-0.127
-0.025
0.093
0.335
0.543

0.326
0.228
0.4
0.186
0.088
0.229
0.159
-0.269
-0.339
-0.424
-0.139
-0.066
~0.042
0411

282717.279 0

(=)

—14001.474 0 41.551 -138550219.099
0.688  —5561114.498
0 2423798.182
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

SO O O O O O o o o o o

o

S O O O O o o o o o o

0.037 0.93 0 0

-0.251 -0.111 0.906 0

0.06 -0.19 -0.173 0.838
-0.274 -0.11 -0.214 -0.236
-0.289 -0.08 -0.197 -0.187
0.215 -0.152 -0.104 -0.291
0.313 -0.13 -0.055 -0.247
-0.264 0.048 -0.08 0.04
-0.144 0.076 -0.014 0.099
-0.172 0.116 0.017 0.172
0.439 0.007 0.122 0.016
0.475 -0.002 0.137 0.01
—-0.147 0.053 0.018 0.095
-0.262 -0.068 —0.098 —0.108

1517.583 —422083107.616)

0
0
0
0.825 0

S o O

-0.36 0.763
-0.245 -0.335 0.695
-0.166 -0.226
-0.154 -0.298
-0.045 -0.141

0.016 -0.065
0.153 0.209
0.185 0.271
0.048 0.049

-0.131 -0.149

0
0
0
0
0

-0.64
-0.189
-0.031

0.128
-0.013

0.033

0.184
-0.137

R matrisi ise NxXP(P+3)/2 yani 14x5

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0.422 0 0 0
-0.478 0.59 0 0

—0.098 -0.602 0.583 0

0.35 -0.174 -0.648 0.211
-0.285 —-0.092 —-0.223 -0.672
-0.164 0.15 0.144 0.655
0.533 0.402 0.357 -0.262
-0.264 —-0.257 -0.205 0.069

¢ Q ve R matrisleri kullanilarak asagidaki alt matrisler elde edilir:

Q,, O matrisinin ilk P siitunundan olusurken, Q;, P’ siitundan olusur.




84

0.055 -0.158
0.081 -0.212
0.098 —0.243
0.131 -0.282
0.163 -0.301
0.193 -0.301
022 -0.284
0.247 -0.249
028 -0.187
0.304 -0.127
0.336 —0.025
0.366  0.093
0415 0.335
0.449 0.543

0.326
0.228
0.4
0.186
0.088
0.229
0.159
-0.269
-0.339
—-0.424
-0.139
—-0.066
—0.042
0.411

¢ R matrisinin alt matrisleri: R,, PX P boyutlu iist licgen matrisi, (N —P)x P boyutlu

sifir matrisi ve N x P(P+1)/2 boyutlu A matrisinden olusur.

1

(0 283062.134
o 0
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e A matrisini elde etmek icin, QR aynstirmasindan elde edilen Q matrisinin alt
matrisleri olan Q, ve Q] birlestirilir, transpozesi alinarak, elde edilen matris V
matrisi ile ¢arpilir:

0.055 -0.158 0.326
0.081 -0.212 0.228
0.098 -0.243 04

0.131 -0.282 0.186
0.163 -0.301 0.088
0.193 -0.301 0.229
022 -0.284 0.159

(210)=] 0247 —0240 —0269
0.28 —0.187 -0.339
0.304 —0.127 -0.424
0.336 —-0.025 -0.139
0.366 0.093 —0.066
0.415 0335 —0.042
0.449 0.543 0411
A= [(Ql 0/ )T][V} islemi gerceklestirilerek (P+P’)xPxP boyutlu A matrisi elde

edilir. Bu matrisin P yiizii teget uzayinda bulunurken, P’ yiizii ise ivme uzayinda yer alir.

Bu ifadeler asagida matris seklinde gosterilmistir: (kare parantez carpimlari, B N, XN,

boyutlu bir matris ve C N, X N, X N, seklinde dizi olmak {izere, agsagidaki gibi ifade edilir:

{A}npq = i{B}m {C}ipq

Burada A N, XN, XN, seklinde bir dizidir, npq ifadesi, n.yiizii, p.satir1 ve q.siitunu ifade

eder)

3x2x2’lik A ivme dizisi asagidaki gibi ifade edilir:

i 0 1517.583 0 41.551 0 0.688
|1517.583 —422083107.616 | 41.551 —138550219.099 || 0.688 —5561114.498

Simetriden dolay1 A dizisi asagidaki gibi ifade edilebilir.
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0 1517.583 -4220831107.616
A=|0 41551 —138550219.099
0 0.688 -5561114.498

Hangi ivme vektoriiniin teget diizlemi disinda kaldigi,beklenti yiizeyinin diizlemden ne kadar
saptigl, beklenti yiizeyinin diizlemsel olmamasini 0Olcen mesafeye “saf dogrusal
olmama(intrinsic nonlinearity)” denir, bu 0l¢ii parametrelendirmeden bagimsizdir. Sadece

beklenti fonksiyonun nasil tanimlandigina baglidir.

Ivme vektoriiniin teget diizlemindeki izdiisiimleri, parametrelendirmeye dayamr. Teget
diizlemindeki parametre dogrularinin ayni bicimde olup olmadigim dlcer. Bu ayni olup
olmama durumuna “parametre etkili dogrusal olmama(parameter effects nonlinearity)” ya da

kisaca “parametre etkileri(parameter effects)” denir.

A dizisindeki elemanlar parametre etkileri ve saf dogrusal olmama durumu hakkinda bilgi
veritler. Dolayisiyla bu dizinin ilk P yiizii A? ile gosterilir ve “parametre etkili ivme

dizisi”, P’ vyiizii ise A’ ile gosterilir ve “saf ivme dizisi” olarak adlandirilir. Asagida bu

degerler gosterilmistir

A7 — 0 1517.583 —422083107.616
l0 41551 -138550219.099

A'=(0 0.688 —5561114.498)

¢ ivmeler dogrusal olmama durumunun birer gostergesi olduklar1 halde, verilerin ve

parametrelerin 6l¢eklendirilmesine dayandiklar1 i¢in, bagimli Olgiilerdir. Bu bagimlilig

ortadan kaldirmak icin ivmeler “Nispi Egriselliklere(Relative Curvature)” doniistiiriilir. Bu
bagimlilig1 ortadan kaldirmak icin egrisellikler sy/P ile carpilir:

C=RT AR]s-\P

PxPxP boyutlu parametre etkili nispi egrisellik dizisi C° ve P’xPx Pboyutlu gergek
nispi egrisellik dizisi C'’den olusur.

Bu aciklamalar1 6rnege uyguladigimizda asagidaki ifadeler elde edilir:

s?=0.1038

P=2
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Egrisellik her yiiz(face) icin teker teker hesaplamr. A dizisi hesaplanacak 3 yiiz asagida

strastyla belirtilmistir:

[ o 1517.583
' 1517.583 —422083107.616
PR 41.551
41551 —138550219.099
P 0.688
P 10.688 —5561114.498

e Dahasonra C egrisellikleri teker teker bulunmustur:

{ 0 —0.021}
C, =

-0.021 —1.139
c | o —0.000562
> -0.000562 —0.124518
0 0
C, =
0 —0.004462}

Bu matrisleri 3 boyutlu ivme dizisinde gosterecek olursak:

co 0 -0.021 0 —0.000562 || 0 0
(] -0.021 —1.139 | —0.000562 —0.124518 |0 —0.004462
Ik iki matris, 2x2x2 boyutlu “parametre etkili nispi egrisellik dizisi(parameter effects

relative curvature)” olan C?’y1 olusturur; iigiincii matris ise, 1x2x2 boyutlu “saf nispi

egrisellik dizisi(intrinsic relative curvature array)” C'’yi olusturur.

Egrisellikler kii¢iik oldugundan dolayi, teget diizleminin beklenti yiizeyinde iyi bir yaklasim
olusturdugu ve parametre egrilerinin teget diizlemindeki izdiisiimlerinin benzer nitelikte

oldugu sodylenebilir.

Egrisellikler azda olsa diiz, paralel ve esit uzakliktadirlar.

e Yuvarlak teget diizleminin yaricapi,

JF(p,n—pia = /F(2,12;0,05 = /3,89 =1972308
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olarak bulunur. Bolge cok biiyiikk olmadigindan, parametre egriselliklerinin diizgiin
oldugu ve dogrusal yaklasim bolgesinin, gercek benzerlik(olasilik) bolgesi i¢in iyi bir

yaklasim olusturmasi beklenir.

Bu model ve kullanilan veri seti icin biitiin nispi egrisellikler kiiciiktiir. Dolayistyla
tahmin siireci, dogrusal olmamanin etkilerinden kotii bir bicimde etkilenmemistir.
Egrisellikler az oldugu icin, dogrusal regresyondaki gibi yapilan kalinti analizinin
sonuglarina giivenilebilir.

Nispi Egrisellik dizisi, saf egrisellik ve parametre etkili egrisellik dizisi olmak iizere

iki kisimda incelenebilir. Saf egrisellik;

o [0 0
0 —0.004462

(-0.004462) oldukca kiiciik bir deger oldugundan, teget diizleminin @ civarinda
beklenti yiizeyine iyi bir yaklasimda bulundugu soylenebilir. Parametre -etkili

egrisellik ise;
o 0 -0.021 0 —0.000562
“{1=-0.021 —1.139 | —0.000562 —0.124518

Yukaridaki diziye bakildiginda, parametre etkili egriselligi belirten degerlerin az

oldugu goriilmiistiir. Dolayisiyla model parametre etkili egrisellikten etkilenmemistir.
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6. SONUC

Bu boliimde uygulama amaciyla segilen veri kiimesinin sonuglarina deginilecektir. Veri
kiimesi bir bagimli, bir bagimsiz degiskene sahiptir. Bagimsiz degisken basing degerlerinden,

bagimli degisken ise hacim degerlerinden olugmaktadir.

Arastirma i¢in secilen veri kiimesi, hem dogrusal regresyon analizi, hem de dogrusal olmayan
regresyon analizi yapilarak incelenmistir. Buradaki amac, dogrusal regresyon i¢in kullanilan
varsayimlarin, dogrusal olmayan regresyon kullanildigindaki uygunlugunun arastirilmasidir.
Dogrusal regresyonda oldugu gibi, dogrusal olmayan regresyonda da parametre tahminleri, bu
tahmincilerin bulunduklari giiven araliklari, hipotez testleri yapilir. Bu arastirmalarla model
hakkinda daha kesin bir sonuca varilir. Dogrusal olmayan regresyonda bu arastirmalar

asimptotik ozelliklere dayanir.

Dogrusal regresyon icin basit dogrusal regresyon modeli kullanmilmistir. Bu model icin
parametreler anlamli cikmustir. R ise 0,997 gibi yiiksek bir degere sahiptir. Model, kalintilar
acisindan da incelenmistir. Kalinti ¢esitleri bulunmustur. Elde edilen modele gore 14.
gozlemin asirt gozlem oldugu sonucuna varilmistir. Bu goézlemin modelden ¢ikarilmasi
sonucu elde edilen yeni modelin parametrelerinde, 6nemli bir degisiklige rastlanmamustir.
Modele kalinti analizi uygulanmistir. Kalintilarin normal dagilmadigi goriilmiistiir. Ayrica
kalinti grafikleri incelendiginde kalintilarin modellenebilir bir goriiniim sergiledikleri

anlasilmustir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in ise, verilerin elde edildigi kaynakta Onerilen
monomolekiiler biiylime modeli kullanilmistir. Dogrusal olmayan regresyon modeli sonucu
elde edilen sonuglar, dogrusal yaklasimin iyi oldugu durumlarda gecerlidir. Dolayisiyla model
tahmin edildikten sonra, modelin biiyiik 6rneklem yaklasimina olan uygunlugu, bazi egrisellik

Olciileri ile arastirilmistir.

Egrisellik olciileri, dogrusal yaklasimin, dogrusal olmayan modele uygunlugu konusunda
bilgi vermektedir. Kisacas1 dogrusal olmama durumunun bir kriteri olmaktadir. Modeldeki
egrisellik arastirmasi, saf egrisellik ve parametre etkili egrisellik a¢isindan incelenmistir. Saf
egriselligin yiiksek oldugu modellerde, veri kiimesi ve model uyumsuzlugu s6z konusudur ve
her hangi bir sey yapilamaz. Ciinkii bu durum c¢oziim bolgesinin egriselligine dayanir.
Geometrik bir ol¢iidiir. Yeniden parametrelendirme ile dogrusal olmama durumu giderilemez.

Bu yiizeyin kendine ait bir 6zelligidir.
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Modelde parametre etkili egrisellik yliksekse, bu durum yeniden parametrelendirme yapilarak
giderilebilir. Parametrelerin modele en iyi, nasil dahil edilecegi cesitli yontemler arastirilarak

bulunur.

Dogrusal olmayan modellerde tahmin uzaymin karmasikli1 ve veri sayis: arttik¢a, egrisellik
Olciilerinin  hesaplanmasinda cesitli zorluklar ¢ikmasi ve bu hesaplamalarin yazilim
gerektirmesinden dolay1l, 14 gozlemden olusan bir veri kiimesi secilmistir. Dolayisiyla

islemler yazilim gerektirmeden, Mathcad kullanilarak yapilmistir.

[Ik once verilerin elde edildigi kaynakta Onerilen iic baslangic degeri icinde model
incelenmistir. Aralarinda iterasyon sayilart disinda farkliliklar goriilmemistir. Parametreler
anlamhi  ¢ikmistir.  R®, dogrusal olmayan modellerde beklendigi gibi yiiksek
cikmistir(0,9999). Model kalintilar agisindan da incelenmistir. Kalint1 ¢esitleri bulunmustur.
Bunlar arasinda dogrusal regresyonda oldugu gibi, 14.gozlemin asir1 deger oldugundan
stiphelenilmistir. Kalintilarin etkinlik 6l¢iilerine bakildiginda 14. gézlemin etkin deger oldugu

goriilmiigtiir. 14.gozlem modelden diglanmis, yeni bir model olusturulmustur. Bu modelin

parametre degerlerinde ve R’ ’sinde bir degisme goriilmemistir.

Kalint1 analizi yapildiginda, dogrusal modele paralel olarak normal dagilmamistir ve sabit

varyansli oldugu bulunmustur.

Dogrusal olmayan regresyon analizinden elde edilen biitiin bu sonuglar, dogrusal yaklasima
dayanmaktadir. Elde edilen sonuclarin giivenilirligini arastirmak ic¢in egrisellik Olciileri

kullanilmustir.

Bu veri seti ve model icin hesaplanan biitiin nispi egrisellikler kiiciik ¢cikmistir. Dolayisiyla
tahmin siireci, dogrusal olmamanin etkilerinden kotii bir bi¢cimde etkilenmemistir. Kullanilan
veri seti ve model icin egrisellik az oldugundan, dogrusal regresyondaki gibi yapilan kalinti
analizinin sonuclaria giivenilebilir. Bu model i¢in, saf egrisellik az cikmistir. Dolayisiyla

beklenti ylizeyine 1yi bir yaklasim yapilmistir. Parametre etkili egrisellik de az bulunmustur.

Sonu¢ olarak, kullanilan 14 goézlemlik veri seti icin, dogrusal olmayan monomolekiiler
biiylime modelinin uygun oldugu sdylenebilir. Dogrusal olmayan regresyon analizi, olduk¢a
kapsamli ve gelismeye acik bir konudur. Dogrusal olmayan regresyon analizi sonuclari
asimptotik ozelliklere dayanir. Dolayisiyla sonuglar yaklasik olarak ifade edilmelidir. Bu
analizde tahmin siireci cok ©Onemlidir. Veri ve parametre sayist arttikca hesaplamalarda

zorluklar goriilmektedir.



91

Cizelge 6.1 Karsilastirma Sonuclari

Dogrusal Olmayan

Ozellikler Dogrusal Regresyon Regresyon
Parametreler 3,765 238,9421
ve Standart By
Hatalar (0,662) (2,7070)
5 0,105 0,00055
1 (0,002) (0,0000072)
R’ 0,997 0,9999
F 4679,924
325732,47
() (0,000)
< 14. kalint1 asiri
e 14. kalint1 asir1 degerdir. degerdir.
. e 14. kalint1 asiri
e, 14. kalint1 asir1 degerdir. degerdir.
=
= . 14. kalint1 asiri
Z T 14. kalint1 asir1 degerdir. degerdir.
&
= 1 ve 14. kalint1 asirn | 13 ve 14. kalint1 asir1
= t,< . e
E degerdir. degerdir.
d 1 ve 14. kalmti agsirt | 14. kalint1 asiri
i degerdir. degerdir.
T 14. kalint1 asiri
h.
i 14. kalint1 asirt degerdir. degerdir.
—_ D, Y 14. kalinti  agin
% E 14. kalint1 asir1 degerdir. degerdir.
2%
= = DFFITS o 14. kalint1 asiri
=0 14. kalint1 asir1 degerdir. degerdir.
Kalintilarin Normalligi: Normal Normal
dagilmamaktadir. dagilmamaktadir.
Kalintilarin Sabit Varyanshhik Dururmu: Sabit Varyanshdir. Sabit Varyanshdir.

Yapilan egrisellik arastirmalar1 sonucunda, egriselliklerin diisiik olmas1 nedeniyle, dogrusal
olmayan regresyona uygulanan kalint1 analizleri sonuclarina giivenilebilecegi ortaya ¢ikmustir.
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Ek 1 Matrislerle ilgili Genel Bilgiler

Matris, satirlar ve siitunlar biciminde diizenlenmis sayilar ya da elemanlarin dikdortgen bir

dizgesidir. herhangi bir A matrisini asagidaki gibi gosterilir:

a a a
A= " M e A=[q] izl 2j=1,2,3

Ay Gy Ay

(1344

satirlari, “j” ise siitlinlar1 gostermektedir.

(1344
1

Kare Matris: Eger bir matrisin satir ve siitun sayisi birbirine esitse, bu matrise “kare matris”

denir.

Vektor: Eger bir matris sadece bir siitundan olusuyorsa bu matrise “siitun vektor”, sadece bir

satirdan olusuyorsa “satir vektor” denir.

Devrik Alma(Transpoze): A matrisinin devrigi(transpozesi) A’ ile gosterilir ve A matrisinin

satirlart ile siitunlarinin yer degistirmesiyle elde edilir.

Matrislerin Esitligi: Eger A ve B gibi iki matrisin boyutlar1 ve biitiin elemanlar1 birbirinin
yerini tutuyorsa, A ve B matrislerine “egit” denir. Kisaca eger iki matris esitse bu matrislerin

elemanlar1 da birbirine esittir.

Matris Toplamasi ve Cikarilmasi: Matrislerde toplama ve ¢ikarma islemi sadece matrislerin

boyutlar1 ayni ise yapilir. Genel olarak;

A :[a } B =[b } i=1,..,1j=1,...
ij ij

A+B=|a;+b;| ve A-B=|a,—b]

xc IXc

Bir Matrisin Skaler ile Carpimi: Skaler herhangi bir say1 ya da bir sayis1 temsil eden

herhangi bir sembol olabilir. Matrislerin skaler ile ¢arpiminda, matrisin herbir elemani o

skaler ile carpilir. Genel olarak, eger A = [a,.j] ise ve k bir skaler ise;

kA = Ak = [ka,] olur.

Bir Matrisin Bir Matris ile Carpimi: A matrisinin boyutu rxc, B matrisinin boyutu ¢ xs

olsun. BU durumda AB c¢arpimi sonucu ortaya ¢ikacak yeni matrisin boyutu rxs olur:
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AB = i=1..,r;j=1..,s

Simetrik Matris: Eger A = A’ ise, A matrisine simetrik matris denir. Simetrik matris kare

matristir.

Kosegen(Diagonal) Matris: Kosegen matris, kosegen elemanlari haric diger biitiin

elemanlar1 sifir olan matristir. Ornegin;

a 0 0
A=/0 a, O
3x3

0 0 aqa

Birim Matris: Kosegen iizerindeki biitiin elemanlar1 1 olan kdsegen matrise “birim matris”
denir ve 1le I gosterilir. Ayrica I matrisi herhangi bir matrisle ¢arpildiginda ortaya yeni bir

matris ¢ikarmaz, sonucu degistirmez. Genel olarak soyle yazilir:
Al=TA=A

Skaler Matris: Kosegen iizerindeki elemanlarinin hepsi ayni olan kdsegen matrise “‘skaler

matris”’denir.

Biitiin Elemanlari 1 olan Vektor ve Matrisler:

¢ Biitiin elemanlar1 1 olan siitun vektor “1” ile gosterilir.

¢ Biitiin elemanlar1 1 olan kare matris “J” ile gosterilir.

Sifir Vektor: Biitiin elemanlart sifir olan satir veya siitun vektorlere sifir vektor denir ve “0”

ile gosterilir.
Matrisler ile Tlgili Degerler:

e Dogrusal Bagimhhk: Herbiri nx1 boyutunda olan VisVaseensV, vektorlerini, hepsi sifir

olmayan ay,a,,...,a, skalerleri ile carpildiginda;
av,ta,, +..+a,v,=0

ise v;,,,...,v, vektorlerinin dogrusal bagimli oldugu sdylenir.

p
Aynica g, =a,=..=a,=0 iken Zal.v,. =0 ise vektorler kiimesinin dogrusal
i=1
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bagimsiz oldugu sOylenir.

e Matrisin Ranki: Matrislerde rank, verilen bir dogrusal denklem siseminin ¢oziimii olup

olmadigini arastirmakta kullanilir. Determinanti sifir olan matrise “tekil(singular) matris”

denir. Bir matrisin ranki; matrisin tekil olmayan en biiylik alt matrisinin mertebesidir.

Ormegin, nx p boyutlu bir A matrisi olsun. Bu matristen belirli sayida satir ya da

siitunlarin cikartilmasi ile elde edilen tiim olas1 alt kare matrislerin determinantlarini

bulundugunda, determinanti sifir olmayan matrisler arasinda en yiiksek mertebeli alt

matrisin mertebesi A matrisinin rankini verir ve “rank (A) ya da r(A)” ile gosterilir.

¢ Rank kavramu ile ilgili baz1 6zellikler sunlardir:

)

Bir matrisin ranki, o matriste birbirnden bagimsiz maksimum satir ya da siitun
sayisini gosterir.

Bir matriste birbirinden bagimsiz maksimum satir sayisi, birbirinden bagimsiz
maksimum siitun sayisina esittir.

A matrisi nxn boyutunda tekil olmayan bir matris ise, yani tersi bulunabiliyorsa,

A matrisinin tam ( full) ranki oldugu soylenir ve r(A)=n olarak gosterilir.

Birim matriste satir ya da siitunlar birbirinde bagimsiz oldugu i¢in I, ’in ranki
r(In )=n’dir.

Kosegen matrisin ranki, sifir olmayan kdsegen elemanlarinin sayisina esittir.
r(A)=r(4)

r(A'A) = r(AA') =r(A)

A ve B carpilabilen ve tekil olmayan matrislerse, AB ¢arpiminin ranki; r(A)ile

r(B)’den kiiciik olaninkine esit ya da ondan kiigiiktiir.

r(AB)<min[ r(A),r(B)]

o

o

)

nx p boyutlu bir matrisin ranki 0<r(A) <min(n, p) dir.

Bir matrisin ranki, iki satir ya da siitunun yer degistirmesi ile degismez.
Bir matrisin ranki, bir satir ya da siitunun her elemaninin sifirdan baska bir sabitle

carpilmasi durumunda degismez.

Matrisin Izi(Trace): Bir matrisin ana kosegen elemanlarinin toplamina matrisin izi adi

verilir. Matrisin izi tr(A) seklinde sembolize edilir ve asagidaki gibi hesaplanir:
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a4, dy
A= Gy Ay Ay r(A)=a,, +a,, +as;

a3 dyp  dy

Ozdegerler ve Ozvektorler: px p boyutlu bir kare matrisin karakteristik koklerine 6zdeger
ad1 verilir. Ozdeger tanimi su sekilde de yapilir:

V, n boyutlu bir F vektor uzayr ve f:V —V bir lineer doniisiim olsun. Bir ¢ skaleri i¢in,
f (v)=cv esitligini saglayan sifirdan farkli bir ve V vektorii varsa c skalerine “zdeger veya
karakteristik deger” denir. Bu esitligi saglayan, sifirdan farkli bir vektore de c’ye karsilik
gelen bir “Ozvektor ya da karakteristik vektor” denir.

A matrisi simetrik bir kare matris olmak {izere |A—/11| =0 esitliginin ¢oziimlerinden elde
edilen A degerlerine matrisin 6zdegerleri denir.

A simetrik kare matrisinin 6zdegerleri belirlenmis olmak kosulu ile her bir 6zdegere karsilik
gelen ve (A—AI)t=0 esitligini saglayan t vektdriine de A matrisinin dzvektdrii adi verilir.

px p boyutlu simetrik kare matrisin, p tane 6zdegeri ve p tane 0zvektorii vardir.

Matrisin izi, Ozdegerler ve Ozvektorler ile ilgili Baz1 Ozellikler:
e r(A+B)=tr(A)+tr(B)
e r(AC)=1r(CA)

e Eger A, nxn boyutlu ve A (i=1,2,...,n) 6zdegerlerine sahip bir matris ise, 0 zaman;
r(A)=3 4 ve  det(A)=]]Adir
i=1 i=1

e Eger A, nxn boyutlu, simetrik bir matris ise, o zaman T =(1,,1,,...,) seklinde
ortagonal(dik) bir matrisi olusur:
TAT =A
A =kosegen (A, A,,... A,) dir. Burada A, (i=1,2,...,n)’ler A matrisinin 6zdegerleridir

ve At, = At, seklindedir.

e Eger A simetrik bir matris ise:
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tr (As ) = Z A olur.

Eger A matrisi simetrik bir matris ise fakat tekil degilse(nonsingular), o zaman A~ matrisinin

ozdegerleri A7 (i=1,...,n) dir ve tr(A‘1 ) = Z/li‘l > dir.
i=1
Pozitif Yari - Belirli Matrisler: A simetrik bir matris ve

X

1

X
X =|".? |olmak iizere g (X)=XAX ile tanimh g:R' —[ fonksiyonuna n degiskenli reel

X

n

bir kuadratik form ve A = [%-] matrisine de kuadratik formun matrisi denir.

A simetrik matrisinin pozitif yar1 - belirli olabilmesi i¢in, XAX >0 (her X degeri i¢in)
olmalidir.
Pozitif yar1 - belirli matrislerin 6zdegerleri negatif degildir(nonnegative).

Eger TAT = A ise, X =TY den XAX =YTATY =AY’ +---+ A Y’ >0 olur.

Eger A matrisi pozitif yar1 - belirli ise 7 (A) >0 dur.

Pozitif Belirli Matrisler: Eger tiim X degerleri igin X # Oise ve XAX >0 ise A simetrik
matrisi “pozitif belirli” olarak adlandirilir. Dikkat edilecegi iizere pozitif belirli matris ayni

zamanda pozitif yar1 - belirli matristir.

A matrisi tekil olmadiginda, pozitif belirli A matrisinin biitiin 6zdegerleri pozitiftir.
Bir simetrik matrisin pozitif belirli olmast i¢in gerek ve yeter kosul matrisin biitiin

0zdegerlerinin pozitif olmasidir.

Matrisin Tersi: Bir kare matris olan A’'nin A™ ile gosterilen tersi asagidaki gibi tanimlanir:
ATA=AAT =1

Ortogonal Vektorler: a ve b gibi iki vektoriin ortogonal olma kosulu(a L b), asagidaki

ifadeye baghdir:
ab=ba=0
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EKk2 Projeksiyon Matrisi

Projeksyonlar, genel dogrusal modeller teorisinde 6nemli rol oynar. Projeksyonlar ve bazi

ozellikleri asagida belirtilmistir.

V , herhangi bir sonlu boyutlu i¢ uzay olsun. (u,v) ise V’deki iki vektor olsun.

ee]| = (u,u)l/ ? denklemi u’nun normunu ya da uzunlugunu ifade eder. Dolayisiyla e —v

9

u ile v arasindaki uzaklig1 verir. Genellikle V , R" olarak ifade edilir.

M, V ’nin altuzay: olsun. V ’de herhangi bir y verilmis olsun. Eger y M’de y’ye en
yakin nokta ise, o zaman y’ya y ’nin M iizerindeki projeksiyonu denir. Grafik 6.1°de bu

durum gosterilmistir.

Eger (u,v)=0 ise, u'nun v’ye dik oldugu sdylenir ve u L v ile gosterilir. Ayrica u'nun M

altuzayma da dik oldugu soylenir ve u L M yazilir. Bu Ozellikler asagidaki sekilde

gosterilmistir:

Sekil Ek 2.1 y ’nin M iizerindeki projeksiyonu
Teorem: V ’nin M altuzayinda, eger ye Vise, y ’nin projeksyonunun 3y olabilmesi icin
gerek ve yeter kosul :
yEM ve y—-y 1M
¢ Projeksiyon Matrisi:

Kalintilarin incelenmesinde islemler acgisindan oldukg¢a kolaylik saglar. nXn ’lik bir

H matrisinin elemanlar1 asagidaki sekilde gosterilebilir :
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by hy h,
H= th h22 th
hnl hnZ T hnn

H=XXX)'X’
Y =HY
e=(I-H)Y

Dogrusal regresyon i¢in kalintilarin varyans-kovaryans matrisi, H matrisi kullanilarak

yazilabilir:

o’ {e}=0’(I-H)
o {e}=0’U-h,)

h, = projeksiyon matrisindeki i. kdsegen elemani

Hata varyanst o nin tahmincisi olarak MSE kullanildiginda, varyanslar ve

kovaryanslar asagidaki sekilde tahmin edilmeye calisilir :

s*{e,} =MSE(1-h,)
s{el.,ej} =—h,(MSE)

Hat matrisinin kdsegen elemani h, su sekilde bulunabilir :

h,=X/(XX)"X,
1
Xil
X =l
X,
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Ek3 Dogrusal Regresyonun Geometrisi

Coklu dogrusal regresyonda bagimhi degiskeni etkileyen, birden cok bagimsiz degisken

vardir:

Yn :ﬂl'xnl +ﬁ2xn2+'“+ﬂn'xnp +Zn

=,3(xnl,xn2,...,xnp)+Zn

Bu modelde Y, bagimsiz degiskeni ifade eder. / parametreleri, (x X X ) ise,

nl®>*n22** "% np
n=12,...,N ve p=12,...,P olmak iizere bagimsiz degiskenleri ifade eder. Z ise hata

terimleridir. Dolayisyla yukaridaki model matris formuyla asagidaki gibi ifade edilir:

Y=XB+Z

X matrisi, (xnl,x X ) elemanlarindan olusan N XP boyutlu bagimsiz degiskenler

n23t s Xpp

matrisidir. Asagidaki gibi ifade edilir:

o X A Xip
X X. X. X
2 Kn X 2p
X = :
vt Avz Ayz oo Xyp

Z, hata terimlerini ifade eden vektordiir. E[Z]=0 ifadesi E[Y]= X/ ya esittir. Dogrusal

regresyon modelinde X £ kismina “beklenti fonksiyonu” denir. X matrisine tiirev matrisi
denir ve tiirev matrisinin (n, p). terimi, beklenti fonksiyonunun »n. satirinin p. parametreye

bagh tiirevi olarak ifade edilir. Dogrusal modeller icin, parametrelere bagl biitiin tiirevler

paramerelerden bagimsizdirlar. Z, normal dagildigindan, varyansi asagidaki gibi ifade edilir:
Var[Z]=E| 22" |= 0’1

Burada 7, NXN boyutlu birim matristir. X tiirev matrisi ve verilen y gozlem verileriyle,
o’ ve P tane 3 parametresi hakkinda bilgi edinilmeye calisilir.

Kalint1 kareleri toplam1 3 ’ya gore minimize edildiginde asagidaki ifade bulunur:

n=l1

S(IB):||y_X'B”2 :il:yn_[ixnpﬁp}}
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B, EKK tahmincisidir ve S(/)’y1 minimize eden B degeridir. Bu deger, asagidaki gibi

hesaplanir:

B=(X"X)"XTy

EKK tahmincileri kullanilirken asagidaki yaklasimlardan yararlanilir:

Beklenti fonksiyonu dogrudur.

Bagiml degisken, beklenti fonksiyonu ve hata terimlerinin toplamindan olusur.
Hata terimi, beklenti fonksiyonundan bagimsizdir.

Her hata terimi normal dagilima sahiptir.

Her hata terimi sifir ortalamaya sahiptir.

Hata terimleri esit varyanslhidir.

Hata terimleri bagimsiz dagilirlar.

Bu maddelerin dogrulugu kanitlanduktan sonra, regresyon modeli ve parametreler hakkinda

daha fazla sonug elde edilmeye calisilir. EKK tahmincileri asagidaki 6zelliklere sahiptirler:

,[A? , EKK tahmincisi normal dagilima sahiptir. Ciinkii tahminci Y 'nin dogrusal bir
fonksiyonudur. Dolayisiyla Z 'nin de dogrusal bir fonksiyonudur. Z normal dagilima

sahip oldugundan, ,[A? ’da normal olarak dagilir.
EKK tahmincisi yansizdir, E [ ,3 ] =p.

EKK tahmincisinin kovaryans matrisi, hata terimlerinin varyansina ve X tiirev

matrisine baghdir, Var[ ,B} =0’ (X X )_1 )

B icin 1—a’lik birlesik giiven bolgesi(joint confidence region) bir elipsoiddir. Bu

bolge asagidaki gibi ifade edilir:
\T A
(8-B) X"X(B-B)<Ps’F(P.N-P:a)

Burada s° =S ( ,3 ) / N — P dir. Kalint1 Kareleri Ortalamasi olarak adlandirilir.
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* /[, parametresi i¢in 1—¢ "Ik marjinal giiven aralig1 asagidaki gibidir:

B, *se(B,)t(N-P:af2)

Burada parametre tahmincisinin standart hatasi, se( ,[3,,) =5 {(X D¢ )_l} ile bulunur.
pp

{(X x )_1} , (X x )_1 matrisinin p.kosegen terimini ifade eder.

pp

e Beklenen x, bagimsiz degiskeni i¢cin 1—¢’hik giiven araligi asagidaki gibi ifade

edilir(bu ifade belirli bir noktadaki aralig1 ifade eder):

W BEsyxl (XTX) " x,t(N = P;yf2)

e Herhengi bir x degerindeki 1—« ’lik giiven bandi asagidaki gibi bulunur(bu ifade

biitiin x degerlerinin araliklari tarafindan olusturulur):

¥ Bty (X" X) " xPF(P,N-P;a)

S(f); yvektoriiile X S arasindaki uzakhgim karesidir. Bu ifade, dogrusal regresyonda Oklit

geometrisinin kullanilmasini saglar. S(4) y1 hesaplamanin iki yontemi vardir:

e P boyutlu parametre vektorii f ve NXP boyutlu X iitrev matrisi kullanilarak, N

boyutlu “beklenen bagimli degisken vektorii(expected response vector) elde edilir,

n(B)=Xp.

o 77(p) ile gozlenen bagimli degiskenler olan y arasindaki uzakhigin karesi bulunur:

ly-n(8)[ -

Beklenen bagimli degisken vektorlerinden olusan 77(f), N boyutlu bagimli degisken

uzayinda, “ P boyutlu beklenti yiizeyini” olustururlar. Bu yiizey, bagimsiz degisken uzayinin
dogrusal bir alt uzayidir. Dogrusal modellerden bahsedilirken, bu yiizey ‘“beklenti

diizlemi(expectation plane)” olarak adlandirilir.
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EKK’larin Elde Edilmesi:

Beklenti yiizeyi dogrusal oldugundan, yapilmasi gereken yiizeyde y’ye en yakin noktayi
bulmaktir. y’nin beklenti diizlemindeki izdiisiimii alinarak 77 noktasi elde edilir. Bu
izdiistimii ifade eden bir baska yaklasim ise, izdiisiim gergeklestirildikten sonra y—7 kalinti

vektoriiniin, beklenti diizlemine dik(ortagonal) ya da normal oldugunun incelenmesidir.

Kalint1 vektoriiniin X matrisinin biitiin siitunlarina dik olmas1 gerekir. Dolayisiyla,

X"(y-X ,[Ai’) =0 1ifadesi elde edilir. Bu sayede EKK tahmincisinin elde edildigi normal

denklem yazilir, X' X ,[;’ = X"y . Bu denklemden yararlamlarak EKK tahmincisi elde edilir:
A -1
f=(X"X) X"y

Tahmincilerin elde edilmesinin bir diger yolu ise, X matrisinin, dik(ortagonal) ve kolay
cevrilebilir iki matrise ayristirllmasidir. QR ayristirmasi kullanildiginda;

X =0R

yazilir. Burada Q, N XN boyutlu bir matristir ve R ise NXP boyutlu bir matristir. Q,

ortogonal bir matristir(QQ" =Q"'Q=1).

r=| %
1o
R,, R matrisinin st iicgenidir ve PX P boyutludur.

0=[0]0,]

O,, O matrisinin ilk P siitunudur. Q, ise, Q matrisinin N —P siitunudur. Bu bilgiler

kullanilarak X matrisi agagidaki gibi ifade edilir:
X =0R=0R

Geometrik olarak, @, bagimh degisken uzayinda ortogonal bir temel olusturur. Ciinkii
Q’nun ilk P siitunu beklenti diizlemini kapsar. Eger Q ile ifade edilen koordinat sisteminde

calisilirsa, beklenti diizlemindeki izdiistim kolay elde edilir. Bagimsiz degisken vektoriiniin

asagidaki sekilde doniistiiriildiigii diistiniilsiin:
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w=Q"y

Bu ifadenin bilesenleri w, =Qy ve w,_ 0,y seklindedir. Q koordinatlarina gére w ’nin

beklenti diizlemindeki izdiisiimii
wl
0
seklindedir. Orjinal koordinatlardaki izdiisiimii ise
A W]
n=0 0 = 0w,

seklinde bulunur. EKK tahmincilerinin elde edilmesi i¢in 77’ya bagh ,[3’ degerinin bulunmasi

gerekir:
n=Xp

R, f= w, seklinde bulunur.

Sekil Ek 3.1 EKK tahmincisi
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Ek 5 iterasyon Sonuclarimin Excel ile Elde Edilmesi

Burada hesaplamalarda kolaylik saglamak icin bazi kisaltmalar kullanilmistir. Bunlar asagida

gosterilmisgtir:

fO1: 1.iterasyon sonucu tahmin edilen y degerleri

Z0: 1.iterasyon sonucu elde edilen kalint1 degerleri

VOI: 1.iterasyonda birinci parametreye gore elde edilen kismi tiirevler

VO02: 1.iterasyonda ikinci parametreye gore elde edilen kismi tiirevler

f02: 2.iterasyon sonucu tahmin edilen y degerleri

Z.1: ikinci iterasyon sonucu elde edilen kalint1 degerleri

V11: 2. iterasyonda birinci parametreye gore elde edilen kismi tiirevler

V12: 2.iterasyonda ikinci parametreye gore elde edilen kismi tiirevler

FO3: 3. iterasyon sonucu tahmin edilen y degerleri

Z2: 3. iterasyon sonucu elde edilen kalint1 degerleri

V21: 3. iterasyonda birinci parametreye gore elde edilen kismi tiirevler

V22: 3. iterasyonda ikinci parametreye gore elde edilen kismi tiirevler

FO4: uygun EKK tahmincileri ile elde edilen y tahmin degerleri

Z3: uygun EKK tahmincileri ile elde edilen kalintilar

V31: uygun EKK tahmincileri ile elde edilen, birinci parametreye gore tiirevler
V32: uygun EKK tahmincileri ile elde edilen, ikinci parametreye gore tiirevler
A: birinci parametre icin baslangi¢ degeri(500)

B: ikinci parametre i¢in baslangic degeri(0,0001)
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Orijinal Veriler 1.iterasyon 2.iterasyon
X y fo1 Z0 Vo1 V02 102 Z1 V11 V12
77,60 10,070 | 3,86 | 6,21 -0,0078 38500,08 75,13 | -65,06 | 0,0404 | 138308,9
114,90 14,730 [ 5,71 9,02 | -0,0116 56793,68 110,15 | -95,42 | 0,0593 | 200765,88
141,10 17,940 | 7,01 | 10,93 | -0,0142 69561,53 134,33 |-116,39 | 0,0723 | 243132,56
190,80 | 23,930 [ 9,45 | 14,48 | -0,0193 93597,02 179,30 | -155,37 | 0,0965 | 320192,25
239,90 | 29,610 | 11,85 | 17,76 | -0,0243 117106,64 [ 222,57 |-192,96 | 0,1198 | 392209,11
289,00 | 35,180 | 14,24 | 20,94 | -0,0293 140383,72 [ 264,73 | -229,55| 0,1425 | 460299,22
332,80 | 40,020 | 16,37 | 23,65 | -0,0338 160953,34 [ 301,41 |-261,39| 0,1623 | 517851,58
378,40 | 44,820 | 18,57 | 26,25 | -0,0386 182174,43 [ 338,71 |-293,89 | 0,1824 | 574694,18
434,80 | 50,760 | 21,27 | 29,49 | -0,0444 208150,00 | 383,60 |-332,84 | 0,2065 | 640830,91
477,30 | 55,050 | 23,30 | 31,75 | -0,0489 227526,80 | 416,56 |-361,51 | 0,2243 | 687741,63
536,80 | 61,010 | 26,13 | 34,88 | -0,0551 254372,16 | 461,46 | -400,45| 0,2484 | 749373,52
593,10 | 66,400 | 28,79 | 37,61 | -0,0611 279473,04 | 502,65 |-436,25| 0,2706 | 803535,57
689,10 | 75,470 | 33,29 | 42,18 | -0,0713 321606,65 | 570,11 |-494,64 | 0,3069 | 887110,48
760,00 | 81,780 | 36,59 | 45,19 | -0,0790 352190,16 | 617,77 |-535,99 | 0,3326 | 942164,92
3.iterasyon son EKK tahminleri

f03 Z2 V21 V22 f04 Z3 V31 V32 (20*Z0)
9,698 | 0,372 | -0,042 17773,10 9,974 | 0,096 | 0,0418 17742,56 38,50
14,218 | 0,512 | -0,063 25796,71 14,619 | 0,111 | 0,0613 25737,19 81,32
17,340 | 0,600 | -0,078 31238,51 17,825 | 0,115 | 0,0747 31153,53 119,56
23,143 | 0,787 | -0,107 41134,52 23,781 | 0,149 | 0,0997 40990,39 209,68
28,727 | 0,883 | -0,137 50380,48 29,507 | 0,103 | 0,1237 50164,99 315,34
34,166 | 1,014 | -0,167 59119,93 35,081 | 0,099 | 0,1470 58821,37 438,35
38,898 | 1,122 | -0,195 66504,88 39,928 | 0,092 | 0,1673 66123,21 559,50
43,710 | 1,110 | -0,224 73796,83 44,851 | -0,031 | 0,1880 73320,42 689,25
49,500 | 1,260 | -0,262 82278,40 50,772 | -0,012 | 0,2128 81674,36 869,42
53,750 | 1,300 | -0,291 88292,46 55,113 | -0,063 | 0,2310 87585,38 1007,78
59,539 | 1,471 | -0,332 96191,10 61,024 | -0,014 | 0,2557 95331,03 1216,45
64,851 | 1,549 | -0,373 | 103129,57 | 66,441 | -0,041 | 0,2784 | 102116,51 1414,31
73,547 11,923 | -0,445 | 113829,86 | 75,300 | 0,170 | 0,3156 | 112540,71 1778,76
79,689 | 2,091 | -0,501 | 120873,71 81,548 | 0,232 | 0,3418 | 119370,87 2041,96

SSE(0)=|10780,19

= 500 1.iterasyon icin Baglangi¢ degerleri
B= 0,0001
| 1.iterasyon sonucu
Regresyon Istatistikleri ANOVA
Anlamlilik

Coklu R 0,99999 df SS MS F F
R Kare 0,99997 | Regresyon 2 10779,87  5389,94 204402,98 0,00
Ayarh R
Kare 0,91663 | Fark 12 0,316 0,026
Standart
Hata 0,16239 | Toplam 14 10780,190
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Standart Disik Yiiksek
Katsayilar Hata t Stat P-degeri %95 %95
Kesisim
VO1 1357,46 39,31 34,54 0,00 1271,82 1443,10
V02 0,00043 0,00001 50,486 0,00  0,00041 0,00045
Al1= 1857 2.iterasyon i¢in parametre degerleri
B1= 0,0005
2.iterasyon sonucu
Regresyon Istatistikleri ANOVA
Anlamlilik
GokluR  0,99999996 df SS MS F F
R Kare 0,99999991 | Regresyon 2 1419736,56 709868,28 68292089 0,00
Ayarh R
Kare 0,9167 | Fark 12 0,125 0,0104
Standart
Hata 0,1020 | Toplam 14 1419736,688
Gdzlem 14
Standart Disik Yiksek
Katsayilar Hata t Stat P-degeri %95 %95
Kesisim
V11 -1618,724 2,890 -560,102 0,000 -1625,020 -1612,427
V12 0,0000024 | 0,0000010 2,48801819 0,029 0,0000003 0,0000045
A2= 239 3.iterasyon icin parametre degerleri
B2= 0,000534
3.iterasyon sonucu
Regresyon Istatistikleri ANOVA
Anlamiilik
Goklu R 0,9971 df SS MS F F
R Kare 0,9942 | Regresyon 2 21,47 10,74 1035,25 0,00
Ayarh R
Kare 0,9104 | Fark 12 0,124 0,0104
Standart
Hata 0,1018 | Toplam 14 21,5948
Gozlem 14
Standart Disiik Yiksek
Katsayilar Hata t Stat P-degeri %95 %95
Kesisim
Va1 -0,12 0,75 -0,16 0,88 -1,74 1,51
V22  0,000016| 0,000003 6,0290 0,0001 0,000010 0,000022
A3= 238,62
B3= 0,000550
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Ek 6 Baslangi¢c Degerlerinin Sonuclari
1.Baslangi¢c Degerleri Kullanildiginda Elde Edilen Sonuglar:

Birinci iterasyon icin Onerilen baslangi¢ degerleri, birinci ve ikinci parametre icin sirasiyla

(500; 0,0001)’dir. Analiz sonuglar asagida gosterilmistir:

The following new variables are being created:

Iteration Residual SS A B
1 10780,19016 500,000000 ,000100000
1.1 27301393,07 -3767,1006 ,001114427
1.2 53,05866409 491,432294 ,000238281
2 53,05866409 491,432294 ,000238281
2.1 13145,30736 105,825735 ,000446611
2.2 18,26061361 460,820436 ,000262523
3 18,26061361 460,820436 ,000262523
3.1 31,95484746 392,187703 ,000306444
3.2 15,99237130 449,752670 ,000271127
4 15,99237130 449,752670 ,000271127
4.1 14,50375213 426,551112 ,000286469
5 14,50375213 426,551112 ,000286469
5.1 13,84256803 388,437949 ,000315129
6 13,84256803 388,437949 ,000315129
6.1 9,862245231 372,582153 ,000332277
7 9,862245231 372,582153 ,000332277
7.1 9,496934729 339,525781 ,000365479
8 9,496934729 339,525781 ,000365479
8.1 5,853128896 328,560740 ,000382166
9 5,853128896 328,560740 ,000382166
9.1 5,058350916 304,223695 ,000414338

10 5,058350916 304,223695 ,000414338
10.1 3,109286505 284,375665 ,000447625
11 3,109286505 284,375665 ,000447625
11.1 1,756918434 266,987846 ,000481346
12 1,756918434 266,987846 ,000481346
12.1 ;9048346794 251,703344 ,000515450
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13 ,9048346794 251,703344 ,000515450

13.1 , 5645253361 238,085980 ,000550115

14 , 5645253361 238,085980 ,000550115

14.1 ;1245513907 238,942173 ,000550156

15 ;1245513907 238,942173 ,000550156

15.1 ,1245513889 238,942129 ,000550156

16 ,1245513889 238,942129 ,000550156
Run stopped after 34 model evaluations and 16 derivative evaluations.
Iterations have Dbeen stopped Dbecause the magnitude of the largest

correlation between the
= 1,000E-08

residuals and any derivative column is at most RCON

Nonlinear Regression Summary Statistics

Dependent Variable Y

Source DF Sum of Sguares Mean Square
Regression 2 33059,50855 16529, 75427
Residual 12 , 12455 ,01038
Uncorrected Total 14 33059,63310
(Corrected Total) 13 6761, 78789
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = ,99998

[

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 238,94212918 2,707007851 233,04406574 244,84019262
B , 000550156 7,26687E-06 , 000534323 , 000565990

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B
A 1,0000 -,9988
B -,9988 1,0000

1) 2. Baslangi¢ Degerleri Kullanildiginda Elde Edilen Sonuglar:
Ikinci iterasyon icin onerilen baslangi¢ degerleri, birinci ve ikinci parametre icin sirasiyla
(250; 0,0005)’tir. Analiz sirasinda bu degerler kullanilmistir ve asagidaki sonuglar elde

edilmistir:

The following new variables are being created:

Iteration Residual SS A B
1 44,77127682 250,000000 ,000500000
1.1 1,178131627 237,013032 ,000551730
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2 1,178131627 237,013032 ,000551730
2.1 , 1245657545 238,938858 ,000550152
3 ,1245657545 238,938858 ,000550152
3.1 ,1245513889 238,942135 ,000550156
4 ;1245513889 238,942135 ,000550156
4.1 ,1245513889 238,942131 ,000550156

Run stopped after 8 model evaluations and 4 derivative evaluations.
Iterations have been stopped because the relative reduction between

successive residual sums of squares is at most SSCON = 1,000E-08
Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable Y
Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 33059,50855 16529, 75427
Residual 12 , 12455 ,01038
Uncorrected Total 14 33059,63310
(Corrected Total) 13 6761, 78789
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = ;99998

o

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 238,94213146 2,707007863 233,04406800 244,84019492
B , 000550156 7,26687E-06 , 000534323 , 000565990

Asymptotic Correlation Matrix of the Parameter Estimates

A B
A 1,0000 -,9988
B -,9988 1,0000

2) 3. Baslangi¢ Degerleri Kullanildiginda Elde Edilen Sonuglar:
Uciincii baslangi¢ degerleri, A ve B parametreleri icin sirasiyla (238,94; 0,00055) olarak

onerilmigstir. Elde edilen sonuglar asagida gosterilmistir:

The following new variables are being created:

Iteration Residual SS A B
1 207,8193746 238,940000 ,000500000
1.1 ;2534897268 237,013034 ,000554125
2 ;2534897268 237,013034 ,000554125

2.1 ,1246551258 238,927823 ,000550159
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3 ;1246551258 238,927823 ,000550159
3.1 ;1245513889 238,942126 ,000550156
4 ,1245513889 238,942126 ,000550156
4.1 ,1245513889 238,942129 ,000550156

Run stopped after 8 model evaluations and 4 derivative evaluations.
Iterations have been stopped Dbecause the relative reduction between

successive residual sums of squares is at most SSCON = 1,000E-08
Nonlinear Regression Summary Statistics Dependent Variable Y
Source DF Sum of Sguares Mean Square
Regression 2 33059,50855 16529, 75427
Residual 12 , 12455 ,01038
Uncorrected Total 14 33059,63310
(Corrected Total) 13 6761, 78789
R squared = 1 - Residual SS / Corrected SS = ,99998

Asymptotic 95 %

Asymptotic Confidence Interval
Parameter Estimate Std. Error Lower Upper
A 238,94212949 2,707007571 233,04406666 244,84019232

B ,000550156 7,26687E-06 ,000534323 , 000565990
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