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OZET:

Y.T.U Yiksek Lisans Tezi olarak hazirlanan bu galigmada bir 6zdeger problemi
olan stabilite hesab1 gegitli metodlarla incelenmgtir.

Bunun igin birinci bolimde ozdefer problemlerinin tamfim: yapilms,
déntgimlerni ve temel ¢zt yontemnlen haklanda bilg: verilmigtiv. Bu bslim igenisinde
Cholesky ve Von Mises yOntemleri tamtilarak pratik bir Cholesky prograrm
hazirlanmagtir.

Ikinci boliimde elastik stabilite hakkinda temel bilgiler verilmig, kararhlik
kavram, kararlilik kriteri ve stabilite probleminin ¢egitleri incelenmistir.

Uctincd bslimde stabilite problemlerinin ¢ozim yontemlerinden diferansiyel
metod, matris metodu ve Mc Minn ' in yaklagik metodu incelenmistir. Diferansiyel
denklem metodunda farksiz denge konumunda bulunan sistemin yakininda bulunan
ikinci bir denge konumunun elastik egrisinin diferansiyel denklemi aranrmugtir.Matris
metodunda Once yapilan varsayim ve kabuller bildirilmig, elastik mjitlik matrisi ve
geometrik rjitlik matrisi olugturularak elastik stabilitenin temel matrisyel bagintisi elde
edilmigtir.Daha sonra bir genel 8zdeger problemi olan bu bagint, birinci bdlimdeki
yontemlerle dzel 8zdeger problemine dondgtirilmisg ve ¢oziim elde edilmigtir.

Bu kesin ¢dziim ydntemlerinin yaninda, yaklagik bir yontern olan Mc Minn ' in
metodu tarutilmighir Bu metodda baglangicta bir burkulma yilk carpami secilmig,
Livesley & Chandler tablolan kullamlarak sistem icin bir njitlik matrisi olugturulmusg
ve bu matristen hareketle elde edilen kriter degerlendirilerek sisiemin o yilk igin stabil
olup olmadigina karar verilmigtir. Isleme, burkuima kriterine ulagilincaya dek deneme-
yanilma metoduyla devam edilerek kritik yik carpam elde edilmigtir.

Dérdiincts bolimde elastik stabilitenin simin ve inelastik stabilite konusunda
temel bilgiler verilmigtir Bu konuda yapilan teorik ve deneysel ¢ahgmalar tamiilarak
amprk formiller ve tablolar verilmistir.

Besinci bolimde simetrik yokl ortogonal bir cercevenin stabilite hesabt,
igtined bolimde tanutilmig olan metodlardan matris metodu ile, Mc Minn ' in yaklagik
metodu ile ve T.S. 500 deki abaklar yardimiyla yapilarak sonuglar karsilastinlrmstir.



SUMMARY :

In this study which is prepared for Y.T.U. master thesis, the stability problem
is examined by various methods.

In the first section, the definition of eigenvalue problem is done and
transformations and basic solutions of this problem are given.In this part, Cholesky
and Von Mises methods are studied and a computer programme for Cholesky is
written.

In the second section, basic parts of elastic stability is explained, stability
concept, stability criterion and types of stability problem are introduced.

In the third section, for the solution of stability problems, differential method,
matrix method and Mc Minn's approximate method are examined.In the differential
method, the differential equation of the elastic curve of an another balance position near
to the system which is in the indifferent balance position is searched.In the matrix
method, the assumptions are notified and the basic matrixial equation of elastic stability
i8 established by generating and using elastic and geometric stiffness matrices.Then
this equation which is a kind of general eigenvalue problem is converted to a special
eigenvalue problem which can be solved by using the methods explained in the first
section.

Beside these exact solution methods, Mc Minn's approximate method is also
explained.In this method, firstly a buckling load factor is chosen and stiffness matrix is
formed for systemn by using Livesley and Chandler tables.And stability of the system is
determined by analysing the criterion obtained from stiffness matrix.Trial and error
method is used until the buckling criterion is reached, in order to obiain the critical
buckling load factor.

In the fourth section, some basic informations are given about the elastic
stability's limit and inelastic stability. Theoretical and experimental studies on this topic
are introduced and empirical formulas and tables are given.

In the last section, stability calculation of a symmetric loaded orthogonal frame
is done by previously explained metheds (matrix method and Mc Minn's approximate
method) and by the method in T.S.500.Then results are compared with the solution of
matrix method which is the exact solution.



1. OZDEGER VE OZVEKTORLER UZERINE GENEL ACIKLAMA

1.1. PROBLEMIN TANITIMI VE KAVRAMLAR
Yapisal muhendisligin birgok problemleninde, biiyikk onem tagiyan ve bu
problemierin ¢ekirdegi olan bir soru ortaya cgikar.Kare ve ’keyﬁ olan, reel veya
karmagik olabilen A ve B matrisleri ile

(A - AB)X=0 (1.1)
veya
AX=3BX (L1)

seklinde ifade cdilebilen ve genel szdeger problemi olarak adlandinlan denklemin
¢ozim kiimesi olarak A parametresi ile X vekiorleri aranmakiadir. Uygulamada
¢ogunlukla B matnisi birim matris  oldugundan veva birum matrise
doniigtirlebildiginden (1.1) denkleminin ozel bir hali olan

(A-ADX=0 (1.2)
veya
AX=pX (1.29

denklemi elde edilirEgdeger olan (1.2) ve (1.2") denklemlenri dzel 6zdeger problemi
olarak adiandinlir Problemin aynntih gekli homojen karakterli olarak

(all‘ },).X1+au.X3+ A a[n.Xn = @
aZl.X1+(822' )\,).Xz"‘ S azn.Xn= 0
(1.3)
aul.Xl+an2.X2 + ..+ (am-?\.).}(n=0
seklinde olup bu denklem sisteminin katsaydar matrist olan
ajp-h ap ... 8|p
azi ay-A ... &
(A-MDE oo (1.4)
Ind Ll A 4

mairisine A matrisinin - karakterisnk  matnst  detur (1.2 denkleminin , yalmz
karakteristik matnigin deterninantuun sifira cgit olmast halinde sifira dzdey olmayan

X ¢oztimleri vardur.



apg-A - ap2 ... A
axq a-A ... 8
PO=det (A - AD = oooooveeeecesesseeeeseseseeeeessnen (1.5)
any an? apn - A

Bu karakteristik determinant A parametresine baghdir ve agilimi , A ya gore
n.inci dereceden bir polinomu ifade eder:

PM=det(A-AD=An+tag.Anl+ | +agd +a, (1.6)

A matrisin  bu  karaktensihk polinomu, n adet reel veya karmagik
A,A2y.-,An koklerine sahiptir Bu A kok degerlenine A matrisinin dzdegerlen , bulunan
her bir A ozdegerinin (1.3) Jdenklemn sisteminde yerine konmasi sonucunda
hesaplanan X vekiorlenine ise A mainsinin dzvektorlen adi venlir.

1.2. OZDEGERLERIN OZELLIKLERI
nxn boyutlhy kare ve keyfi AB,C,... matrislerinin karakteristik polinom ve
ozdegerlerinin ozellikleri goyle siralanabilir :
COzellik 1. (A-AD matrisinin yalmz ve valmz singiler olmas: halinde A, A
nin bir dzdegendir.
COzellik 2. A matnisinin 6zdegerlerinin toplami matnisin izine egittir :
splA=AttAat .. Ay
Crellik 3. A matrisiﬁn ozdegerlerinin ¢arpuni matnsin determinantina egittir
det A= Xysha ... #hg
Orellik 4. A matrisinde detA=0 ise mutlaka bir A=0 6zdegeri mevcutdur.
Orellik 5. A matrisinin derecesi t olduguna gore
A=0sayist : n-r dir.
Ozellik 6. A ve AT aymi karakieristik polinoma ve Ozdeferlere sahiptir.
Ozellik 7. A«B ve BsA aym karaktenistik polinoma ve dzdeZerlere sahiptir.
Czellik 8. POy =ar+ag b+ | +aph +a, , A mn karakteristik
polinomu ise
PlA)y=An Fag Al 0 tapAtag
olur . Yani her A mairisi kendi karakteristik denklemini saglar.Bu ozellik , Cayley-
Hamilton Teoremi olarak adlandinlir.



1.3. OZVEKTORLERIN OZELLIKLERI
Ozellik 1. A matrisinin farkli A1,A3, . . .,An 6zdegerlerine karsilik gelen XX, .
. - Xq 0zvektdrleri birbirinden lineer bagimsizdir.
Ozellik 2. A mairisinin n adet lineer bagmsiz X{,X3, . . . Xn 6zvekiorlerinin
birlegiminden olugan nen boyuthn X matrisi igin
D=X-1AX
yazlabilir.D diagonal bir matristir ve ana diagonalinin tizerindeki elemanlar, 1,22, . . .,An
seklinde A matrisinin o6zdegerleridir.Her reel A matnsi bu ydntemle diagonal hale
getinlebilir.
Ozellik 3. A  matrisinin simetrik olmam durumunda Xi,Xz, . . .. X,
ozvektorleri karmihkli ortagonaldir.
Ispat : A matnsinin farkh A1,A; Szdegerlerine kargilik gelen dzvekidrier X;,X2

olsun. AXi=MmXy , AXz=20Xs
ifadeleri igin 8zvekitrler X; ve Xz nin
XoT.X=0

ortagonallik durumunu aragtiralim. fkinci egitlifin transpozesini ahrsak,
X,T.AT=25. X3T  olur,

A matrisi simetrik oldufundan A=AT dw.Bunu yenine koyarsak,
XaT A=Np. X5T olur.

her iki tarafi X; ile carpahm
X T AX =0 X3T X4
Buradan M-22).XT X3=0  elde edilir.

M#A2 oldugundan X,T. X;=0 olur.



ORNEK Karaktenistik denklemle dzdegerin ve 6zvekttrin hesabi

3 10
A=l1 -1 1
2 01
A matrisini (1.2) nolu &zel dzdeper problemine uygulayalim.
‘ (A-AD.X=0
310 1 0 0\[x
1—11—3,.010.)(2:0
2 0 1 0 0 1})|x,
Burada karakteristik matris

3-A i 0
(A-AMD)=| 1 -1-3 1
2 0 1-a
seklindedir ve dzdegerlerin (1). ozelliginden , dzdegerlerin meveut olabilmesi igin bu
karakteristik matrisin singtler olmas: gerekir.
PO\ =det (A-AD)=-23+322+2A-2=0
Bu durumda A1,A9,A3 olarak 3 tane ézdefer vardir.
A=-1 Ag=2+2 A3=2 -2

Kontrol :
ozellik (2) ye gore
sp(A)y=h1+Ag+Ah3
3-1+1=-1+ 2+/2) + 2 -V2)
3=3
ozellik (3) e gore
det(A)=Aj & Ay 2 A3
2=-1.2+J2).2-J2)
-2=-2
Ozellik (4) e gore det A=0  oldugundan degeri sifir olan bir 6zvektor yoktur.



Ozdegerler hesaplandiktan sonra herbiri (1.2) denkleminde yerine konarak , o
ozdegere kargibik gelen dzvektor bulunur.Burads X, Xo , X 3 gibi 3 6zvektor vardir.

Ai=-11igin
3-(-D 1 0 Xi
(A-AD.X= 1 -1-(-1 1 Xy (=0
2 0 1-(-D | x3
4xy+x3=0
x] +x3=0
2.xy +2x3=0

Ozvektdrlerin (1).8zelliine g6re farkh 6zdeferlere ait 6zvektSrler birbirinden
lineer bagimsiz oldugundan X in bir degerini serbest segebiliriz.Omegin x3=a.

diyelim.Buradan ,
i=-o , x3=4da , x3=ct bulunur

-1
_}glzoi 4
1

Diger ozvektorler de (X, ve X 3 ) benzer sekilde bulunur.



1.4, GENEL OZDEGER PROBLEMLERININ OZEL (YZDEGER PROBLEMINE
DONUSTORULMEST

1.4.1, (B1) ILE CARPARAK DONUSUM

(A - AB)X=0 genel 6zdefer problemini soldan (B-1) ile carparak ozel dzdeger

problemine dondstiinmek miimkinddr.
BlA-ADX=0

Bu duruimda ozel dzdeger problemi icin verilen kurallarin hepsi genel dzdeger
problemi igin de gegerlidir. Ancak g¢oztimde biyle bir déndsimden kagmilir.Conko
nimerik olarak elverigsizdir. A ve B simetrikse boyle bir donigim yapildiinda (B-1.4)
carpumt simetrik olmayacagindan hem simetri boznlmug olur | hem de band yapmi

bozutur. Bu durumda agagida gosterilen yontemle déniigim yapilmas: daha uygundur.

1.4.2. CHOLESKY YONTEMI ILE DONUSUM
(A - ABYX=0  penel dzdeper probleminde A matrisi stmetrik ise
A=LLT (.7
seklinde tiggen L. matnist ve transpozesinin carpum olarak ifade edilebilir.
L matrisinin elemanlan agagidaki sekilde elde edilir :

Jj-1
e Agy- > Ll
L,,z\[(A,i_ P Lyl i (9
1 4

{1.7) déniigimt sonucu genel ézdeger denklemi
LLTX-2BX=0 haline pelir.
LTX=Y dersck X=-hTy olur.Punlar yerine konursa ,
LY-ABMAHTY=0 bulunur,
Soldan I-1 ile carparsak |
LY - 2.0-HBaA-HTy=0 (1.9)
olur.Burada (1.9) esitliginin ber iki fedmini X ya bolersek ve
A~L-DBL-HT ve A=1/n ile gosterilirse ,
(A-AD.Y=0 (1.10)
geklinde bir dzel dzdeger problemine dontstim saglanmiy olur.Bu problemin dzdeger ve
dzvektorleri bulunduktan sonra
A=1/A ve  X=(L-HTy R
geklinde geri dontigim ile genel dzdeger probleminin dzdeger ve dzvektdrleri bulunur.
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ORNEK 2. Cholesky tiggenlere ayirma metoduyla doniigim

3 0 -1 1
a0 6 3 2
-13 2 1
1 2 1 10
j-1
1 Ay- ) Ll
Li= [(Aii- ¥ L) Lj = =1 @i > j igin)
=1 Ly
L1=4/(3-0)=1.732 1,2,=0'° L3,=1.225
’ 1.732
Lyy=4J(6~0)=2.449 Ly i='1“17;§ L4,=0.816
Lyz= .Jﬁ— 3 (-.577% +1.225%)=0.439 L4y=0.577 L43=0.766
Lag=y{10~ 3.(.5772 +.816 +.7667) =2.9
3 0 -1 1
1732 © 0 0
0 2449 0 O 0 6 3 12
- ' LLT=A= -1 3 1
-.577 1225 .439 ©
1 2 1 10

577 816 .766 2.9

L matrisi elde edildikten sonra Konu 1.4.Z. de belirtilen gekilde doniigim ve gen donigiim
gerceklegtinlerek dzdeger ve 6zvektdrler bulunur.



&

REM s#»x»xxCHOLESKY PROGRAMME Written by Mustafa Ipekgil 1{994%sxsxxx
O DIM A(20, 202, L(20, 20)

00 INPUT "BOYUT ?"; K

05 REM #¥%%%¥3%%3%x

ioC =1

20 I =C: J = C

30 READ A(I, J)y: REM: PRINT I, J, &(I, J): INPUT H
40 IF J < K THEN J = J + 1: GOTO 130

53 IF C < K THEM C = C + 1: GOTO 120

&0 FOR I = {1 TOK: FOR J = 1 T0O K

70 IF I > J THEN AC(I, J) A(I, I

80 NEXT J: NEXT I

B85 REM ®¥%tx¥%eX%x

G0 FOR I =1 TO K: FOR J = 1 TO K

o0 IF I = J THEN GOSUB 300

10 IF I > J THEN GOSUB 400

20 NMEXT J: NEXT I

50 GOTGC 500
95 REM ¥s%¥%2rsu%¥Xxx¥

00 FOR N =1 T0J - 1

10 KT = KT + (L(I, N)) ~ 2

20 NEXT N

30 L¢I, I) = (AC(I, I) - KT) ~ .5

40 KT = 0: RETURN
95 REM HHEEEEEXEER

00 FOR N = 1 7O J - 1

10 CT = CT + (LC(I, N) * L{J, N))

20 NEXT N

30 L(I, J) = (ACI, J) = CTY / L(J, J)

40 CT = O: RETURN

27 FOR I = 1 TOK: FORJ = 1 TO K

10 IF NOT I < J THEN PRINT "L"; I; J; "="; L(I, J)

20 NEXT J: NEXT I

91 DATA 73244.1,0,-5.83,-73240,0,0,-4,0,-16,0,0,0,0,0,0,0,0,0
202 DATA 131899,-285.47,0,-71.37,-285.47,0,-73238,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
303 DATA 1676.16,0,885.47,761-285,16,0,42.6825,0,0,0,0,0,0,0,0,0
204 DATA 73846,0,-5.76,0,0,0,-6,0,-16,0,0,0,0,0,0

205 DATA 131899,285.47,0,0,0,0,-73238,0,0,0,0,0,0,0

206 DATA 1676-.16,0,0,0,16,0,42.6825,0,0,0,0,0,0

207 DATA 73248,0,0,-73240,0,0,-4,0,-16,0,0,0

208 DATA 146547.4,-285.5,0,-71.37,-285.47,0,-73238,0,0,0,0

2099 DATA 1693.24,0,285.47,761.25,16,0,42.6825,0,0,0

210 DATA 73248,0,0,0,0,0,-4,0,16

211 DATA 146547,2885.47,0,0,0,0,-73238,0

D12 DATA 1693.24,0,0,0,16,0,42.45805

213 DATA 73244,0,16,-73240,0,0

Y14 DATA 73309,-285.5,0,-71.37,-285.47

115 DATA 1607.9,0,285.47,761 .85

16 DATA 732464,0,16

717 DATA 73309,285.47

518 DATA 1608



0.

1.5 OZDEGER PROBLEMLERINDE A,y HESABI ICIN YAKLASIK

METODLAR

Yukandaki metodlaria Ozdefierlerin tOmintin hesaplanmas1 biyik boyutlu
matrislerle caligmayr gerektirir ve olduk¢a ugraghncidir, Mohendislik problemlerinde de
¢ofu zaman 8zdegerlerin en biytgindn bilinmesi yeterhi olmaktadir.

1.5.1. MATRISIN KARESINI ALMA METODU
(A-ADX=0 problemi icin

P=AM e Q=AT*1 jge
Mmax » herhangi bir Qj elemaminin Pjj elemania bolinmesi suretiyle bulunabilir
Amax= Qjj P
ORNEK 3.

{? 2] matrisinin en bitydlk dzdegerini 1.5.1. metodu ile bulahm.

a2 i1 10 A 171 170
5 6 85 86
[ 3
A= 43691 43690 AB A== 174763 174762
| 21845 21846 87381 87382
174763 / 43691=3.999977 174762 / 43690=4,000046
87381 / 21845=4.00046 87382 / 21846=3.999908

Gergek Amax deperi tam 4 diir.

1.5.2. KUVVET ITERASYONU METODU
Matrisin karesini alma metoduna gore ATHiz), Am oldugundan AMly = ) amy
yazabiliriz. Burada y keyfi bir kolon matristir.
ORNEK 4.

SRR
SHEE R
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85 341
Adv= Ad v=

Amax= 341/85=4.0118 = 171/43=3.9767

1.5.3.VON MISES'IN ITERATIF METODU
Bu yontem ozellikle stabilite problemleri igin uygundur.Genel bir 6zdefer probleminin
¢6z0mt A ve B matrislerinin simetrisi ve band yapisi bozulmadan yapilabilmektedir.
Sonugta en biytk dzdefer ve ona kargilik gelen 8zvektor elde edilmektedir.

1.5.3.1. GENEL OZDEGER PROBLEMLER! ICIN VON MISES C:OZUMU
(A-AB)X=0 problemiigin Amax >0 ve X aranmaktadr,
I-) lierasyon baglangict Mg >0 Xy=0 dir
II-) v. iterasyon
BX,+1=AX,,
III-) Yaklamk 8zdeferin hesabi  (Rayleigh faktoriy)

_ XVT.A.XV__ XVT.B.XV.H
X BXv XV BXv
IV-)iterasyon sonu

|(Av=24441)/ A,q| <hata simn

Av

1.5.3.2. OZEL OZDEGER PROBLEMLERI ICIN VON MISES COZUMU
(A-ADX=0 problemiigin gy >0 ve X aranmaktadsr.
I-) lterasyon baglangict  :A5>0 Hy20 dir.
II-) v. iterasyon
Av+1=AXy
II1-) Yaklagik dzdegerin hesabr

_ XVT.A.XV_ X g
X Xv Xl Xv
IV-)lterasyon sonu

[(Av=4441)/ 21 q] < hata simun

Av




2. ELASTIK STABILITE HAKKINDA GENEL ACIKLAMA

2.1.STABILITE PROBLEMININ GENEL KAVRAMLARI

Sekil degistiren cisim mekanifinde dig etkaler aitinda dengede bulunan bir sistem
icin iki Snemli soru bahis konusu olabilir:

Ilk soru ,sistemde zorlanmalar tehlikeli sayilan smura ne derece yakindir
seklindedir. Bu sorunun cevab sistemde i¢ kuvvet veya gerilme dagibs ile ilgilidir.Eger
en bityitk gerilme o cisim igin izin verilen sinin agms ise artik sistemde istenilen giivenlik
kalmamig demektir. Bu problemlere kisaca gernilme problemi adim veriyoruz.

Ikinci soru ise sistemin incelenen denge konumu acaba kararh mudir
Jfarzindadir.Bu som birinciden tamamen farkhdir. Eger denge konumu kararli dedil ise
sistem bu konumdan ¢ok kiigiik ve bozucu etkilerle bir defa saptinlacak olursa ,iekrar 1lk
konuma gen dénmez ve bu konumdan cok hizh bir gekilde uzaklagarak gocebilir.Bu gibi
problemlere kisaca stabilite problemi diyoruz.

Esas olarak her iki problemde de yapiin emniyeti bahis konusudur ; fakat sistemin
tehlikeli duruma girmesinde rol oynayan unsurlar farklidir. Birinci halde tehlikenin dogusu
sadece fazla gerilmeden ileri geldifi halde ikincide buna denge konumunun kararsizlifa
sebep olmakiadir.

Bu noktalan gu basit dmekler tizerinde de agiklayabiliriz :

Q Denge konumu
Denge konumu P ly - L

oty

TS " 71‘:-“_’— T
\Yakn_konum \Yakin konuym
Sekial 2.1

Sekil 2.1.a da Q vkt ile efilen bir kinsin durumunu ele alalun.Burada I ile
gosterilen denge konumunun kararbifn hakkmnda bir endige sézkonusu olmaz.Ciinkit kirig
gegici etkilerle T konumundan saptinlarak II ye getirilecek olursa ,etki ortadan kalkinca
sistern tekrar I haline geri doner,yani I konumu kararldir. O halde burada fek sorun kirigin
efilmeden dogan gerilmelerle kinlip kinlmayacagidir.

Sekii 2.1.b deki hale gelince ,eksenel P basing kuvveti altinda I ile gosterilen denge
konumu daima kararh degildir Gegici sebeplerle gubuk T konumundan saptinlarak 11
durumuna getirilecek olursa ,bozucu etkiler ortadan kalksa bile ¢ubuk her zaman ilk
duruma geri dénmeyebilir.Omegin P yiki ¢ok biyitk veya cubuk ¢ok narin olursa I
durumunun kararhhfinm aragtinlmas: gerekir.
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2.2 KARARLILIK KAVRAMI

Sekil 2.2 deki bilyenin g¢esitli denge konumlanmun incelenmesiyle kararhiik
konusunda basit bir fikir elde edilebilir.Sekil 2.a. da bilye ightikey bir kapta T konumunia
dengededir. Bu konumun kararhlifn hakkinda bir yargiya
varmak igin cismin ¢ok yakin II konumuna gefirilip kendi
haline birakildigun ditgiinelim. 11 ,bir denge konumu olmadiy
icin cisme etkiyen kuvvetler ona 1 konumu civannda bir

titregim hareketi verirler. Titregimin s6ntmlii oldugunu kabul
edersek cisim tekrar T denge konumuna déner. Igte boyle bir
durumda I denge komumuna kararh: (stabil) denir.

Sekil 2.2.b durumunda ise sistem 1 denge konumuna
cok vakin II gibi bir duruma getirilirse dogan hareket I

civaninda kalmaz ondan stirekli uzaklagir. Bu takdirde I denge konumuna kararsiz demr.

Sekil 2.2 ¢ de ise I konumuna yakin alinan 1T konumunun kendisi bir denge konumu
oldugn igin cisim IT den I konumuna tekrar donmez.Bu durumda 1 denge konumu limit
kararsiz durumdur ve farksiz denge durumu olarak nitelendirilir.

Bu basit omekien pordldign tzere verilen bir denge konumunun kararhhig:
hakkinda hitkim verebilmek igin ona mutlaka sonsuz kilgitk bir bozucu etki uygulanmas:
gerekir.Gegici etkinin ortadan kalmasindan soura dogan hareketin karakteri kararhlik
hakkinda esas kriteri tegkil etmektedir. Sapmalar kiigitk kalarak hareket hep denge konumn
civarinda bulunuyorsa yani bir titresim hareket varsa o zaman kararh bir dengé konumu
vardir denir.Kararli denge halinde sistemin potansiyel enerjisi minimum degere kararsiz
denge halinde ise maksimum defere sahiptir.Farksiz denge halinde ise herbangi bir
yerdegigtirme enerjivi degigtirmez.

2.3. KARARLILIK KRITERI

Bir denge konumunun kararhiiinin araghirilmasinda belli bagh su metodlarla
yaklagilabilir :

aydinamik metod

b)enerji metodu

c)statik metod

Dinamik metodda bozulmug konumun zamanla degigimi incelenirken

enerji metodunda iwse sistermin sahip oldufu toplam potansiyel enerjinin minimum olugu
konumun kararlih@: icin knterdir Statik metodda ise incelenen denge konumunun cok

yakinunda daha bagka denge konumlarmin bulunup bulunmadhgt aragtinlis.



Bu metodian sekil 2.3 de verilen 6mek tizerinde inceleyelim.
¢ uzunlugunda bir gubuk elastik bir mafsalla mesnetlenmigtir. ¢ elastik Pl Ie
mafsalin sabitidir.Sisteme T konumunda digey P yoki etkimekiedir ve

I konumunun kararh olabilmesi icin hangi gari: gerceklemesi gerektigi

aragtirimaktadir.
a) Dinamik metod :Konum yalniz ¢ agisiyla belirli oldugundan

sistem bir serbestlik derecelidir. Sistemin ¢ =0 konumu etrafindaki
hareketlerini yani ¢(t) fonksiyonunu arayalim. Harekete katilan tek

kitlenin ¢ubugun ucunda oldugunu ve degerinin P/g oldugunu kabul
edelim.Buna gore hareket denklemi : Sekil 2.3

2 2
E.€Z.§~g—):—c.(p+P.€.simp veya d $+~—g—2-
g dt dt*  P¢

olur.¢p=0 civannda kigik sapmali hareketler sé6zkonusu olacagindan

(c.p—-P.lsing)=0 (2.1)

2
ginp=¢ = fl—-;;p + —%(c -P.Op=0 (2.2)
dt-  Pr

elde olunur.Hareketin tipi ikinci terimin igaretine baglidir. Bu terim pozitif olursa denklem
¢, 2 2_ 9 -
-"‘-;,"-"'CO .(P:O . o :~'—T(C"P.£) >0 (.L..))
dt~ pe=

seklinde , p=0 etrafinda bir basit harmonik hareketi gosterir ve ¢éziimii

p=A.smn ot +B.cos ot
olur Burada A ve B baglangic gartlanna yani sonsuz kigik bozucu etkilere baghdir.
COmegin =0 igin =0 ve ¢=a segilecek olursa A=a/m , B=0 olur.
p(ty=a.qin ot /o 2.4
Burada a isteruldifii kadar kighk scgilebilen baglangictaki agisal hizm gosterir. (2.4)
denklemi grafik olarak gekil 2.4 de gosterilmigtir. Kararhihigin iarifine gore yam hareketin
hep ¢=0 etrafinda kalabilmest igin (2.3) sartinin saglanmas: yeterlidir.

o? :%(c—P.t’) >0 = (¢c-P.) >0 olmahdir.
P

O halde I konumu )gin kararhihik sari

P <c/f (2.5
olarak bulunur. Yik giddeti ¢/ ve ulagir veya onu agarsa hareket harmonik olmakian
¢tkar ve denge konumu kararsiz ohur. Sekil 2.4 de her 1 durumda da baglangig huzi a aym
oldugu halde hareket tipleri fatkhdir. Zaten kararliha ait (2.5) kriterinde baglangi¢ hizimun
rolt yokiur,



' 4 /‘P) 'f'
I/),/"P= 7“
L e PLE
ar 14
a}; \/ '
Sekil 2.4

b) Enerji metodu @ Sekil 2.3 deki sistemin foplam potansiyel enerjisini hesap
edelim.Sistemde i kuvvetlerin potansiyel enerjist yalniz clastik mesnetteki yayda olup

1 76
I’[,‘—‘:i c.p? (2.6)

degenndedir.Diigey P dig kuvveli igin potansiyel ise
Mg=P.2.cosp ()]
degerini alir. Burada mesnet seviyesinde potansivel s1fir kabul edilmigtir. Toplam potansiyel

eneri 1s¢

n((P):ni‘Fﬂd:’;} c.p?t Phoorg (2.8)

eder. Sistemlerin denge konumuna ait poiansiyel enenjinin ekstraronm oldugn mekanigin
genel bir prensibidir.Dirichlel ' ye gore eksiramum deger bir minimum ise o denge
konumu kararh olur.O halde (2.8) ifadesinin ¢=0 da bir minimuma sahip olabilmesi igin

do dep=
gartlan saglanmahidir.
- dil . 4 . . .
@=0 igin gt A P.£.sing eder , yani T konumu daima bir
g

denge konumudur.$imdi dengenin karathibgin aragtirabim.

-
g—g—{) ={c-P ﬂ'(’os"’\-'rp=0 >0 . c-Prf>0 (2.1
A d(P / qy—O

Bu ,(2.5)de bulunan kararlilik keiterinin aymusidir,
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c) Statik metod : Bu metodda ,incelenen I denge konumunun gok yakininda II gibi
baska denge konumlarmin bulunup bulunmadi aragtimbir. Yani sdz konusu durumun bir
farksiz denge konumu olmas: igin icap eden sartlar incelenir.Bu limit kararsiz durum
yardinuyla da kararhilik kriterine gegilir.

II konumu igin denge garti olarak

P.L.sing - c§=0 21D
P=c¢/t . $/sing (2.12)
yazilabilir. Aranan II konumu I konumuna ¢ok yakin oldugundan ¢—0 alirsak ,

P=E( _Q__) =L yazilabilir.O halde T konumunun farksiz denge
¢ ‘S‘md)' 0

konumu olabilmesi igin ylikiin

Py=c/t (2.13)
ile gosterilen kritik ytk degerine ulagmas gerekir.
P< c/f =P (2.14)

ise civarda bagka denge konumu bulunmaz.Tek denge konumu I dir.O halde (2.14)
sarti kararhihk knteridicr ve diger metodiarla bulunan sonucun ayrusidir Denge
konumlarin tanf eden (2.12) fonksiyonu gekil 2.5 de (P,¢) eksenlerinde grafik olarak
temsil edilmigtir.

S S
?P
|
1 |
‘I I ] I J I
|II' P)’: |I ":
| |
: ! i ® |o
i . i !
| ]
1 p I B !
b {
- 0 w @ lLKareris I.Ryrhaz IKsrarsiz M Karari:
Sekil 2.5 Sekil 2.6

P < Py halinde denge ancak  ¢=0 igin mOmidin oldugundan egrni P cksend fizerinde
bulunur. P=Py_ olunca I denge konumu farksiz olur. Bu noktada P=P(¢) efirisi dallanmaya
baglar. P > Py halinde ti¢ konum mitmktindr Bir tanesi kararsiz olan I konumu ,diger
ikisi de + ¢ ve kargilik gelen 11 ve I’ kararle konumlandir. Yik-sapma egrilenindeki bu
gok degerlilik P=Py. daki daflanmadan dogmugtur ve stabilifenin bu gegidine dallanma tipi
denir. $ekil 2.6 da ,anlatilan tim bu denge konumlan dzetlenmigtir.
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2.4 STABILITE PROBLEMLERININ CESITLERI

Stabilite problemleri kuvvet ile sapma arasindaki bagntilarda meveut olan
gokdegerlilik yontnden siiflandinlabilir.

a) Dalianma tipi stabilite problemnlens : Bu tipe gekil 2.3 deki basing etkisindeki
cubukta rastlamigtik P=P(¢) eprisi P=Py noktasinda dallanmakta ve ayns yike ¢ ayn
denge konumu kargilik gelmekieydi.

b)vurgu tipi stabilite problemi :Burada da ¢ok degerlilik sézkonusudur ama nedeni
yuk-sapma egrisindeki ¢ok degerlilik degildir.Sekil 2.7 deki iki elastik ¢ubuk birlegimi
émeginde P=P(5) bafmtisim arayalm.Sekil dedistirmis durum oOzerindeki denge
denklemlen yardumiyla bu baginta

P:ZEA(h_SJ( _’;’___-_.—1] (2.15)
¢ 2 _2hs+82

olarak elde edilir Burada denge denklemleri gekil deBistirmig hal tizerinden elde edildigi
igin P ile & arasindaki bagint: artik lineer degildir ve sitperpozisyon gegmez.

Sekil 2.7 IRy
Sekil 2.8

(2.15) fonksiyonu (P,5) dizleminde gosterilirse gekil 8. deki egri elde olunur.Bu
epri S eksenini 3=0, 3=h ve 3=2h gibi 0¢ noktada keser Bunlardan ilki P=0 , §=0
gibi sistemin gerilmesiz duromudur. Ikinci nokiada P=0 igin 3=h etmektedir.Bu durumda
ki basing gubugu da aym dogru uzerinde buhmmakia ve i¢ kuvvetler yainiz kendi
aralarinda denge yapmaktachirlar & >h ¢okmeleri igin P<0 olmakia | nihayet 8=2h da sistem
yine bir gerilmesiz hale ulagmaktadirBu durumdan itibaren ytk arthikga monoton bir
sekilde ¢okmenin de artigi devam eder.

Egrinin 0-o arasindaki konumlan hep kararh oldugu halde o-f3 aras: tekrar kararh
denge konumlarna kargilik gelir.Durum o« ya ulagtiginda sistem ani bir sekilde vurgn
yaparak y konumuna gegtiiinden , «-f kararsiz kolu tizerinde bir denge ger%;eklemek
mimkin degildir.Py=Py degerine kritik vurgu yiikit ve bu tiir stabilite problemlerine
vurgu stabilitesi adi verilir. P<Py i¢in gekil 2.8 den gorilecefi dizere I, I1, TTT gibi tig¢ tane
denge konumu sézkonusudur.Bunlardan I ve ITI kararh oldugu halde IT kararsizdir.
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Sekil 2.9 da bu ¢ konum gematik olarak gosterilmigtir.

A

A A
Paad -
,p/\\ PR A'\\ PR \\\
=z 4 -~ ;’ - o S - ,.«" \\‘)
A P o K‘\\;};}/f nég‘ s <5
I

1 Kararl: Ii Kararsiz r's
I Kararl

Sekil 2.9

2.5.BURKULMA

P<Pj halinde kararh olan I denge konumu , yok Py siminna erigince farksiz olur ve
II ilke gosterilen diger bir formu da alabilir. Yok sabit kalarak cubugun dogm formdan
egilmig bir forma gegmesine burkulma demir.Mishendis i¢in dnemli olan nokta , cubugun
burkulmamasi igin gerekhi tedbirleri éngdrmmektir.Eger cubuk burkulacak olursa egri
formdan gelen ikincil zorlamalar o kadar boytk olur ki , bunlann etkisinde gubuk derhal
harap olur.

Bir elastik qubukta gerilme veya stabilite problemlerinden hangisinin 6n planda
bulundugunu su sayisal 6rnekle agiklayalim:1 em. x 1 cm. kare kesith bir gelik qubuk ele
alalim.Boyu 100 cm. olan bu ¢ubugun uglan sekil 10. daki gibi mafsall: olsun..Buna ait
stabilite simiru gosteren kritik yok ,175 kg. gibi kiigtik bir deferdir.Basing gerilmesi
yoniinden hi¢ 6nemi olmayan bu durumda stabilite olaywnin 6n planda oldugu agiktir. Fakat
gubuk boyu 50 cm. veya 25 cm. segilecek olursa kntik yik 700 kg. , 2800 kg. gibi
degerler almaya baglarBu da gubuk boyu kisaldikga gerilime probleminin nem
kazandigim gosterir.Ozetle uzun ve narin bir gubukta stabilite 6n planda gelen bir problem
oldugu halde kisa ve ve bodur ¢ubuklarda basingtan ezilme ilk digiinilmesi gerekh
tehlikedir.
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3. STARILITE PROBLEMININ COZUM YONTEMLERI
Bir stabilite probleminin ¢0z0ma yani sistemin gtvenlikle tagiyabilecegi kritik ytik
P nin hesaplanmasi i¢in gegitli metodiar vardir. Bunlardan bazi temel metodiar suniardir:
a)diferansiyel denklem metodu
b)matris determinant metodu
c)enerji metodu
d)varyasyon metodu
e)yaklagik metodiar
Bunlardan diferansiyel denklem metodu bioyik sistemler igin uygulanmas
imkansiz hale gelecek kadar lullanysizdir. Ancak stabilite teorisinin  temelinin
anlagilabilmesi i¢in cok 6nemli bir metoddur.
3.1 DIFERANSIYEL METOD
Sekil 3.1 deki sistemin I denge konumunun hangi gartlar altinda kararl olacagim
incelemek istiyoruz. I konumunun gok yakinlannda I ile igareth bir denge konumunun
daha bulundugunu diger bir deyimle T konumunun farksiz denge konurnu oldugunu kabul

edelim.

Sekil 3.1

I denge formunu belirten v(z) elastik efri fonksiyonumu arayalm. [T formunda
herhangi bir kesitteki i¢ kuvvetier , sekil 3.1.b den :
N=-Pcos® , V=Psin® , M=Pv
IT egrisimin I e ¢ok yakin oldugu disuntlurse
Bxtan® =v' , cos0=1 ve sinB=0 alinabilir. Bu durumda kesit tesirlen :
N=-P , V=Pv' | M=Puv 3.1
IT egnsinin diferansiyel denklemimi yazahm.Sekil 3.2 de [ formundaki sistemden dz
uzunlugunda bir eleman alinmigtir.d0 merkez agisiun ¢ok kiigitk oldugu dikkate alirsa
dz de+ A

deg="=2 3.2
P pte

yazilabilir Buradan
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¢ A

=2 (3.3)
p dz
bulunur. Aldz=¢ =c/E oldugundan
c/p=c/E 3.4
- ) M -
yanlabilir.(3.4) denkleminde 0=T.c yi yerine koyarsak
1 M
Sl ind 35
p  EI (3-5)
elde edilir.  dz elemannm formu bir cember yay: kabul edilirse
d?v
1 dz?
= 375 3.6)
o dv_,
Hi+(—)"
dz
yaziabilir. Burada (dv/dz)2 | 1 in yaninda ihmal edilebilir :
2
L }q_:_’ G.7)
TA A
(3.7 ve (3.5) denklemlerini egitlersek
(d2vidz2y= -M/EI = -P.v /EI veya
2 7
AR - o
dz= EI
seklinde elastik efrinin diferansiyel denklemi elde edilir. Bunun sinsr gartlan iki tanedir
=0 ,  wWO=0 (3.9
ve (3.8) diferansiyel denkicnunin ¢oziini
vizy=AsinAz+13.corhz 3.10)
burada A2=P/E] (3.11)
(3.10) coztimiinde v(0)=0 sinir gart igin B=0 bulunur.
v(z)=A sin\z. (3.12)
v(H)=0 suur garts igin O=A_sin) ¢ olur. Triviyal olmayan ¢ziun igin A#Q olmasm
gerekir.O halde smAL=0 ine
A0=nm (313
bulunur.(3.11) ve (3.13) den yararlanarak
o?El .
M=ndnl/2 =P/EI  veya  P=nl. - (3.14)

ﬂh



sartt elde edilir.Baglangicla 1 denge konumuna yakim baska denge konumlarnun da
bulundugunu varsaymigtik. O halde P yiki Py ile gosterilen kritik degerlere egit olmahdir.

n El
(’2
Cok sayidaki bu dzdegerlere Euler kritik .
yikleri denir.Elastik cubugun 1 ile igaretlenen ’ )

dogru formu
P<Py igin kararh
=Py igin farksiz

P =n2

n=123, ... (3.15

-
T=3
!
)
\

Oy

P>Py icin kararsiz

olarak nitelendirilebilir.Sekil 3.3 de n=1,
n=2 ve n=3 i¢in II denge formu gizilmistir.
n>1 igin olan kritik yiklere yitksek kritik
yikler adi verilir. En kiigk kutik yoktn
4,9, 16, ... katlandir. Hepsi ara déniim
noktalan icerirler ve kararsiz denge Sekil 3.3 Sekil 3.4

N
]
"
-
~

- e o

=

konumlandr.

Basing etkisindeki elastik gubugun kararhilik problemi dallanma tipindedir. Sekil
3.4de n=1 ve n=2 halindeki kritik yiiklere ait iki dallanma egrisi gosterilmistir Egriye ait
apsis ekseni en bitylk sapma olan olan A genligini ifade eder.Pp=n? EI/f? ile gisterilen
en kigiik kritik yikie ik dallanma olmakta ve Il konumlannda A sifirdan farkh deger
shmakiadir P>Py; yitkleri igin artik I formu kararsizdir Bununla beraber P=Py =4x2 E1/#2
ve P=Pk"=91t2.El/£’2 vs. gibi yoksek kritik degerlerde tekrar dallanmalar vardir Fakat bu
dallanmalarin hepsi bagladifn noktalar gibi kararsiz durumlara kargilik gelirler ve teknik
icin dnemii degildirler.

3.1.1. ELASTIKA

Yukanda iki ucu mafsalh elastik gubugun I denge konumuna yakin olan 11 denge
konumlan incelenitken hesapiar lineer ve homojen diferansiyel denklemle yapildi.Farksiz
denge konumunu beliten Py kritik yilkiinii bu elemanter teon ile saptayabibmemize
kargilik , A gibi bir sabit belirsiz kaldi.Bu sorun |, egnligi bulmak icin yaklagik olan
d?y/dx? ifadesini kullaums olmarmizdan ileri gelinckiedir Eger P>Py, yikieri igin 11 denge
formunu tam olarak bulmak istivorsak , yukardaki elemanter teoryi terketmek wve
sapmalarin sonlu oldugunu hesaba katarak daba kesin bir teori kurmak gerekir. PPy
yitklerine karsilik gelen bu sonlu sapmal elastik egriye elastika ads verilir. Sekil 3.5. de
elastik egrisi verilen basing etkisindeki , iki ucu mafsalli elastik gubugu inceleyelim. Buna
ait diferansiyel denklem kurulurken sapmalar sonlu oldugy igin moment - egrilik

bagintistun (3.6) daki lineerlestirilmemis ifadesi esss alimmabidir Yani |
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P.v -y

ED (1+v2)3?
diferansiyel denklemi ile v(0)=0, v(€)=0 sunur sartlan
sdrkonusu  olacakibir. Problem bu haliyle nonlineer ve
homojendir. Egrinin herbangs bir nokiasinda tegetin egim
acist1 0 ve efn uzunlugu s ise
1/p=d0/ds=-P.v/EI veya d0/ds + Pv/E1=0
yazalabilir. v vi yoketmek icin tekrar tirev alimir ve
dv/ds=sinO konursa

g2 0
dqz
denklemi  buluur . Bu denklemin sir sartlan
=0 win 0=0, ve §=0/2 iin =0 (3.17)
geklindedir. Burada 0y , yalmz yike bagh bir
parameiredir ve baglangictaki tegetin agisim gostenr.(3.16) denklenw inlegre cdilirse

+ P Sin0 == 0 (3.16)
El

Sekil 3.5

(3.18)

,J——cs ~ Sin? 9)
Pl)

L

bulunur.Bu integral eliptik tiptendir ve normal forma sokularak tablo yardimiyla hesap
edilir. s=¢/2 igin 0=0 gartindan yararlanarak 6q parametresine kargilik gelen P yitkiy
elde edilir.Og agis1 sifira yaklagacak olursa yitk de Py, ile pdsterilenkritik degere ulkagir.Bu
kesin teori de kritik yik igin (3.15) de bulunan deferi aynen venr Elastik egrinin
koordinatlari ise dz/ds=cos@ , dv/ds=sin® bagmntdanndan yararlanarak

e 6
z= JCosf).ds ve v = JSinG.ds (3.19)
B, 0,

integralleriyle hesaplanur.:Ozetlersek elastikanin belirlenmesinde gu sira izlenir :

a) O agis1 belirlenir

b} (3.16) denklemi ¢oziiliir.

¢) (3.17) denkleminde s=¢/2 igin 6=0 gartindan P elde edilir.

d) (3.18) den v ve z koordinatlan hesaplamir.Bu arada ' kiri§ uzuniugu ve vipa,= f
degeri de



-8, 0
#= [Cosb.ds , f= [Sin0.ds (3.20)
8, 6,

geklinde bulunur.Tablo 3.1 de, ana hatlanyla agiklanan bu teoriden elde olunan baz

sonuglar dzetlenmighir.

Oq ge 200 400 60° 800 900 100° 1132 3200 13]1°

PP, 1 1.015 1.064 1.152 1.294 1.393 1518 1.734 1.885 2.i93

fl/e 0 .11 0211 0297 0360 0.381 0401 0403 0402 0391

£ i 097 0881 0.741 0.559 0457 0.349 0203 0.123 0
Tablo 3.1

Tablonun incelenmesinden gdrdliir ki yitk deferi 261.5 gibi gok kiigitk bir miktarda
agilinea 6 agis1 200 ye | { sapmas: kolon uzuinlagunun %11 ine ulagmaktadir Bu durum
bize kritik defier civanmn ne kadar tehbkeli bir bolge oldugunu , bu vitkler altinda
sistemin derhal ¢okebilecegini gosterir.Sekil 3.6 da PPk - f /¢ degisinm grafik olarak
gosterilerek dallanma efrisinin bitydk sapmalar igin kesin gekli elde edilmigtir. Tabloda
0o=1317 igin #'/f=-() olmakta yani elastik gnbugun iki uew birlesmektedir.Bu hal gekil 3.7
de cizilmigtir.
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Sekil 3.6 Sekil 3.7




3.1.2 KESME KUVVETININ KRITIK YUKE ETKISI
Buraya kadar stirekli , egriligin efilme momenti ile orantih oldugu esasna dayanan
(3.8) diferansiyel denklemini kullandik.Simdi ise T=P.v' ile ifade edilen kesme
kuvvetinin etkisini hesap etmek istiyoruz.Bu durumda I1 elastik egrisinin denklemi

dv _d¥vy dvp_ M, K dT_ Pv kPdv

dz? dz? dz? El GA dz El _é;:—d?
veya

2
d L+ P";r,P -0 (3.21)
dz EI(1- =)

GA

bulunur.Burada k' kesitin geometrisiyle ilgili geomeirik bir garpandir.Dikdortgen
kesitlerde 1,2 ,daire kesitlerde 1,11 degerini alir. Yukandaki denklem (3.9) suur sartlan
altinda integre edilirse en kiscttk Py knitik yiki igin

2 . 2g1/¢?
Py = r ZEI(I-— k Pk) veya By = T ]2:1/'6 = Pe (3.22)
¢ GA LELK g, Pe
/2 "GA GA /K

elde olunur.Burada Pp=r?EI/f?2 ile. yalniz egilme momenti dikkate alinarak bulunan
kritik yok yani Euler yiko gosterilmistir.(3.22) denkleminden agikga porbldigd tizere
Pk<Pg dir. Yam kesmenin hesaba katilmas ,knitik yiikii azaliicn yonde bir etki yapmakiadir
ve daha giivenli bir hesap tarzt vermektedir. Dolu kesitli sistemlerde kesmemin etkisi ihmal
edilebilecek kadar kitgikttor. Omek olarak ¢=35 cm. ,A=1 cm.x 2 em. ,E=2.1%106 kg/em? ,
G=800000 kg/cm? k'=1.2 olan bir cubugu ele alahm.

Pp=r?El/f2=(n?+2.1210622.13/12) /352=2820 kg

B | i
— = = = 0. 998
3 12,282
Po g, Kl g, 122320
GA 8410%2

Bu dmekte keamenin etkisi 9% 0.2 olmugtur.Cok parcali kesitlerde ise kesmenin
etkisi artmaya baglar.Oyle hallerde kesin hesap daha emin sonuglar verdigi icin etki ihmal
edilemez.



3.1.3. KOLON HESAPLARI
Eksenel basing etkisindeki kolonlarin stabilitesi ile ilgili problemleri ikiye aymmak
gereklidir :  a)Kontrol problemi, b)Boyutlandirma problemi
Kontrol probleminde gubuga ait £, burkulma nzunlugu, kesit boyutlar ve eksenel
P basing kuvveti verilmigtir. Kolonun verilen yiki emniyetle tagiyip tagiyamayacaf
aragtinimaktadir.A=£ /iy, olarak narinlik derecesi hesaplamir ; eer A2A, ise Euler
formliy uygulanarak Gy bulunur.A<X,, halinde segilen Gy=f(}) gibi bir burkulma ytku
yardimsyla &y, belirtilir ; elde edilen oy degeri kesit alani ile ¢arpilarak Py=cp A dan kritik
yik hesaplanir. Son olarak kolonun kaldirabilecegi P yitkiiniin de
P<Pp/n n>1 (3.23)
sartim gerceklemesi gerekir. Burada n burkulmaya kargi giivenlik katsaysidir.
Boyutlanchrma problemine gelince burada €y, burkulma wzunlugn ve kolonun
kaldirmasi gerekli P yitki) verilmigtir. Istenen kesit boyutlandir. Verilen P yuk0, n gtivenlik
katsayisi ile carpilarak  n.P=P  krnitik yokt bulunur.Sonra durum elastik bolgede kabul
edilerek Euler formiiliinden
Lereti =nP.fy2 /% (3.24)
den kesit igin gerekli atalet momenti hesap edilir Bulunan deger kesidin en kiigitk atalet
momentidir. Elastik olarak kabul edilen durnmun somugta gergeklenip gerceklenmedigin
kontrol etmek gerekir.Kesit bulundukian sonra nannlik derecesi hesap edilir ve A2,
garti aragtinlic Eger A<A,, ¢ikarsa kesidi lekrar aramak gercklidic.Bu gibi durumlarda
cubuk igin bir kesit tahmin edilir ve bunun yelerli olup olmadigt kontrol edilir Segilen
kesit, yiik s¢in yeterli oluncaya kadar hesap tekrarlamir (yoklama ve arama yolu) Hesaplan

basitiegtimiek 1cin bu ammagla hasrlanims tablolar da kullamlabilir.



3.1.4 BURKULMA CARPANI ILE HESAP
Burkulma hesaplanm  basitlestiomek  ve  stabilite problemlerini bir gerilme
problemi gibi ele alma arzusuyla bir hesap metodu geligtirilinigtir Bu metodda, verilen P
yokit @ ile carpilir ve A kesit alamina bolantr Elde edilen degerin o malzeme icin kabul
edilen gekme emniyet geriimesine egit olmam

Cem=P0/A (3.25)
gerekir.Burada P yitkd
P= Pi/n= cy.AMm (3.26)
gartin saglamahidir.(3.25) ve (3.26) arasinda P yokedilirse
O= NG g /G = o(1) 3.27)

formtlt bulunur.oy kritik gerilmesi narinlik derecesine bagli oldugundan o da ona bagh
oiur.(3.27) den yararlanilarak bir (®,)) tablosu bhazmrlamirtken su nokialar 8nceden
bilinmelidir :  a)Ggy,, secimi,  b)n sayimimn tesbiti,  clelastik olmayan bolgede Ok
formiiliiniin belirtilmesi gibi.

Agagida omek olarak verilen o tablosu St.37 cebigi icin hazirlanmgtir. Burada
6£=2400 kg/em?, G,=1900 kg/emZ2,Geq=1400 kp/em?ZE=2,1x106 kg/em? ve Ap=105
olarak alinmig ve hesap edilmigtit Emniyel katsayisi elastik blge igin n=2,4 sabit alinmms,
yalmz naninliin 20<A<105 arasindaki deperler i¢in 1,71€n<2,4 arasinda dogrusal olarak
degigtirilmigtir. A<20 halinde de n=2400/1400=1,71 olarak yine sabit tutulmusgtur.

L0 10 20 30 40 S50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
o 1 1 1 10511 116123 1.3 1.38 1.49 1.64 1.96 234 2.74 3.18 3.65
Tablo 3.2

o sayilarna gore kesit kontrold su sekilde yapilacaktir : Cubugun narinlik
derecesine gore tablodan o bulunacak, servis yikid bununla carpilacak, elde edilen deger
kesit alanina bolinecek ve

0. PIAL Gey
gartimin gerceklenip gercekienmedigine bakslacaktir.Cekme gubuklarinda =1 oldugu
bilindigine gore basing altindaki kararsizhk tehlikesi »2>1 igin dikkate alimyor demektir.
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3.2.ELASTIK STABILITEDE MATRIS METODU

3.2.1. Varsaymniar
Probleme matrisyel yaklagimi uygulayabilmek i¢in su varsayimlan yapiyoruz
D-Biiytik gekil degistirmelerde malzeme ideal elastik kabul ediliyor.

ID-Yukin konservatif oldugu kabul edilivor. Yani yilk dogrultusu gekil degistirme
sonrasi aym kaliyor.(Bkz. Sekil 3.8)

e

Konservafif* Konservatif olmayan
Sekil 3.8

1D-Sistem kusursuzdur. Yam ¢ubuk cksem wdeal dogrudur.
IV)-Yik ,orantililik faktorts 2 >0 ile dogru orantilidir. Her chg vk icin
R'=AR bagintist gegerlidir.

V)-Baglangig duwnamu olan Tkonumumn € civaninda biitiin i¢ kuvvetler A ile dogru
orantilidir : F '=AF

VI)-Ince cidarli kesitlerde stabilite sinin XAy ya ulagmadan once burugma
baglayabilir.

VII)-Stabilite siunna ulasinca efilme deformasyonlariin  yamunda  kesit
duzleminde dénme meydana gelebilir.Bu tiir problemler egilmeli burulma burkulmas

olarak isimlendirilir. Efer ayrica kesme kuvveti de varsa yanal burkulma problemi olarak
nitelendirilir.
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3.2.2. Temel Baginhilar
Sekil 3.9 da gdsterilen ;mesnet gartlarindan bagimsiz bir cubugun II formuna ait dx
elemanin dengesini inceleyelim.

x . Sekil degigtirmig durum tizerinde denge
Sekil 3.9 ..
z denklemlerini yazalim,
N
| am T L . L
dv M+~ dx dx
" T S“ H+ —Z‘E dx 5
l / dx (3.28)
\ dar
T+—dy
dx 0 dx e g0 o Mg,
dx dx
-M+M+§I}£.dx - (T—FgI—.dx).dx - -lflﬂ dx).dv =0 (3.29)
dx dx dx '
(3.28) den yararlanarak (3.29) ifadesini su hale indirgeyebiliriz :
ﬂM—.dx -Tdx - [1dv=0 veya i1 T - H.-qz =0 (3.30)
dx dx dx ’
o d?y .
Burada M=-ElL—;- bagintisi yerine konursa
dx”
T=(ELv"™ -Hv'
buradan {ekyar tiirev ahinarak T kuvveh yok edilirse
ELw + Hv "0 (3.31)

seklinde aranan diferansiyel denklem elde edilmis olur.

Bir gubukta bagimsiz ug kuvvetlerini gekil 3.10. daka gibi secersek

Cf rj) > F,
F.

Sekil 3.10

ve kitgik deformasvoniarda H = N (normal kuvvet)  alirsak (V).varsayim uyarinca
AFN
A Fy=-M(0) =ELv (0}
rLF3=M(O=EIv"(f)
yazilabilir. Buna gére (3.31) diferansiyel denklemi
ELvwW+ 0L F v =0 - (332
gekline gelir. Burada
k2=0F /BT (3.33)
dontgimi yapilirsa
ViV b K2y =0 (3349



geklinde gubuk burkulmasimn diferansiyel denklemi elde edilir.Sabit katsaytl dordinci
mertebeden lineer ve homojen bu diferansiyel denklemin genel ¢ozitmn
v =¢; + Cp.X + £3.CO8KX t C4.810KX (3.35
¢ sabitlerinin bulunabilmesi igin doért sinir garhinin bilinmesi gereklidir. Bu simr
sartlan (45) ¢6ziimd ile ifade edilirse

fiy.cp *+ Fp.c0 + fzcq3 + flgcqy =0

fa1.¢1 + f2.0 + fy3.03 + f0.¢4 =0 (3.36)
f31.0 + f3p.00 + f33.05 + [34.04 =0
fa3.c0 + f4p.00 + fy3.03 + fg4.c4 =0

geklinde cj sabitleri igin dort tane lineer homojen denklem elde edilirBu denklem

takiminin cy=ey=C3=cy~0 triviyal ¢6z0md [ konumunu gosterir. Bundan bagka bir

konumun daha bulunmasi gart ise katsayilar matnsinin determinantunin sifir olmasuchr.

fiv. 2 fiz  fi4

A(k) = =0 (3.37)

Farksiz dengenin meveut olabilmesini ifade eden bu garta burkulma gart ve (3.37)
determinantina da burkulma detenminant denir. A(x)=0 denkleminin en kigitk kokuo olan
K, bize teknik igin dnemli olan kritik yoikt verir.Bu kritik yik (3.33) yardimyla bulunur.

Pir= 2. Fy= 12 Fl (3.38)

3.2.3 BURKULMA DETERMINANTT VE ELASTIK RIHTLIK MATRIST K¢ NIN
OLUSTURULMASI
Elastik sistemlerde deplasman metodunun temel bagintist
Kr=R
idi.Elastik stabilite problemlerinde deplasman metodunun bu bagnfis: ikinci bir denge
konumu igin yazilirsa ,(TV). varsayima gore AR=R' oldugundan
K(AF).r = AR (3.39)
bulunur.Burada (3.39) ifadesi igin 0<i<iy olmak dzere ¢ lerin ¢Oz0md aranmakiadir.
Aynca (3.39) ifadesinin bir ¢ztimi olabilmesi igin katsayilar matrisinin regitler olmasi
yani determinanbmin sifirdan farkh olmasi lazundir.Bu kural bize knitik yiok (Ag.R) mn
bulunmasinda Determinant Metodunun kullanilabilecegini gosterir.
Onee B_' =R = gibi bir defierden baglnrsonra A ya gittikee biytiyen

degerler verilir ve her X degeri igin K{aF)njitlik  matrisinin  deteominants



hesaplanir. Determinant: sifir yapan A deffen ile (2. R) knbik yiki elde edilir Bovlece

stabilite problem bir tijithik matrisi buluninasi problemine doniigtitlmig olur.

Simdi str gartlanmin en genel durumn igim problemi incelevelim.

y={ts-0)/¢

Y. %
\_,xw 7 ﬁ4 ,§4

. \Ll
Z_v AR
v Vi , Sekil 3.11
Jekil 3.11 deki 6y ye paralel olarak kaydirlnug elemanda sinur gartian -
Xx=0igin v=0 ve @ v'= -0y ,
- g L - (3.40)
X = £ 1gin V=Ug-1p Ve v'= - g
Bu siur sartlarun (3.35) denkleminde kullanalim.
vi0) =¢; + €3.0 + ¢3.c09k0 + cy.8ink0 = ¢y +ez3= 0
v'{) =c; - c3.k.8mKk0 + c4.K.coK0 =cy - gp.K = -y (.41)
v(£) =c¢; + eyl + cy.08kl + oy.sinkf = Ts- Ty '
v '(f) =y - c3.K.8INKL + c4.x.co8KE = -Tg
Bu denklem takimini mairisyel farzda gosterelim
1 0 1 0 cy 0
0 i 0 K c -1
. 12 = 3 (3.42)
1 £ cosx? sink€ ||c3 s — 1iy
0 1 -xsinkf xcoskf||ey -Tig
Buradan c; sabitlerini belirleyelim
(sinkf — wf coswd) Ty + (xf - sinkf) U6 + k (1 - cosnf)(Ts ~ Ty)
€= : 5.
2k {1 - cosxf) —x“lrinkf
o = (cosxé — 1)03 — (1 - cosxl) g — k sinkl (Vs - Uy) _
2 2(1 - courf) — wlainuf (3.43)
3= -
. (xfsinil + coswcl — 1)Uz + (1 - coskf)TO + x sinicf(Tis — Up)
4 = -

) ' 25
2x ()~ conxl) -~ x“Fanxl



~-30-

Baylece elastik egrinin fonksiyonu belirlenmig olur. § cubuk ug kuvvetleri A.F; e baglh

olarak v fonksiyonu ve tiirevlen yardimiyla hesaplanir.

veya

w| »nl «n

1= -AFy
7 -KFI\V - l(F2+F3)/€
3= AFy.=-M(0)=ELv "(0)

S i A Fg
g 5= }\,Fl\y + L(F2+F3)/f
S 6= A.F3=M(0)=-ELv "(£)

Si = Ii .Ei geklinde matrisyel tarzda gosterirsek

T
"=,
S|

[N

Wl Wl
-]
i

A

wal w
>

—

-\
-Awy
0
0

Ay
0

0

-Me

A

A
Al

0

0

-AIE .

0
0

Al
A

-

Elastik egrinin (3.35) denkleminin ikinci tirevini venne koyarsak

Py

P2

ginkf — kf.cosxf

v "()= -k2.03.c08k% - k2.04.8inKX
ve (3.43) ifadeleninde su dénigtimleni yaparsak

T 2(1- cosxf) — xf.sinkl

wf - sinkf

T 2(1- coskf) —wl sinwl

«EI

xE]

gubuk ug kuvvetlerini ,ug sekil degigtirmeleri cinsinden elde ederiz -

S3=py.U3+ PrUg + (1 + Py
S¢ =01 U3+ @r.Ug + (p; + Py

S1=EA(u;- 1y

S4 =EA.(—Tf1 + ﬁ4)

S
S

2
5

Ay (s - W/E W3y + @)L - Welepy + Pa)/E - 2epy + o)(Ws - To)e2

= M3(Ts - T+ Ty(py + 98 + Uglpy + o)/l + 2(py + P(Ts - Ty)/e2

(3.44)

(3.45)

(3.47)
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Bu ifadelerde agafidaka kisaltmalan vaparsak
P 1=2/02.(@y + @) + AP /E

(3.49)
Po=(py + @t

cubuk ug kuvvetleri su hale gelir :
S;=EA.(uy- Uy
S3= %) U -0203-0.Ts- $p.Ts
S3=-92Uy+ @1 T3 +§,.Ts +@,Tg (3.50)
S4=EA.(-u, + 1y
S5=-P Uy + PpU3+ §1.Us+ PpUs
Se¢= 9202+ ¢T3 +32. U5+ Tg

(3.50) ifadelenim

§ =k w (3.51)
tarzinda gosterirsek
S, [EA 0 0 1 BA/E 0O 0 ][]
~ — — | — — :
S, P %2 0 -5y -y | | W,
S 0 W @ U
Su= . EAJe 0 0 i, (3.52)
'S5 P Ix P11 -P2f | Us
I_S6 : Py -‘Té
g L - - 4

Boylece @ ile dogru orantili degigen bir rijitlik bagintisi elde edilmig olur Fakat

burada rijitlik matrisi k; bilinmeyen AF; cubuk ug normal kuvvetlerine baglidir.
Burada Ezzi matrisi yerel koordinatiarda olugturtmugtur.Genel koosdinatiara

geciy yapmak igin (3.51) ifadesini soldan ,déntgtim matrisi __T,:Di ile carpalim.

{l

U -

12
i
“,
!

Lo k.o (3.53)

Ug gekil degigtirmeleri igin

yazilirsa (3.53) ifadesi _
S =kg'. ui (3.54)

haline gelir. Burada k ¢ rijitlik matrisi ,



EFiTEDi.EFi_(EDi)T (3.55)

seklinde genel koordinatlarda elde edilir,

cPEA/f+s2p sc(EA/L-9y)  5.93 :-CZENE-52$1 -sc(EA/L-P) 5Py
STEA/+c2®,  -cpy ' -sc(BA/L-Gy)  -8?EA/-cIHy oy

{
Py ; 8.3 cPy P
kgi= | CPEA/E+s2G,  sc(BA-F)) 8.5y
sim. ! sIEA/HCEP, Py
1 —
: P ]
(3.56)

burada s=smma=(z;-7z¢)/r c=cosa=(X -%X¢)/p

(3.56) da buldugumuz AF li ve bagh ]gl;i(kFli) rijitlik matrisi yapt olarak Ei

eleman njithk matosine benzemektedir. Ama M",i =0 ign l_-:_Fi( kFli) matrisi
olugturulamaz.Ciinkd ¢ , o parametreleri 0/0 gibi belirsiz deperler alw.Bu durumlar

icin I'Hospital kuraly nygulamirsa sour degerler
ﬁ]n?d}‘l_)o 61_—’4}3[/{
iy 1.0 P2=2C1/¢ (.57

deperlerini alirRBoylece nanlineer olan eleman wijitlik matrisi k'(AF ) lincer olan k'

eleman myitlik matrisine egit olur.Eleman djitiik matrisieri gp‘(n«‘,i) lerden , direkt

olngturma yénterivie sistem njthik matas agapidaki sekilde tegkil edilebilyr :

4

ckp.c' = K(AF) (3.58)

QZET -
1)-Once sekil degistinnemis sistemde lineer bir hesapla her elemandaki normal
kuvvete karsilik gelen
FyT=[F, ... Ey"]
vektorh tespit edilir,
IT)-Bu bilinen normal kuvvetlerle her elemandaki k' degert hesaplanr.

KT= J?‘Fl] ......... AEC
El El




111)-Her eleman i¢in @y , @3 . @1 V& $2  parametreleri hesaplanarak ve normal
kuvvetin igareti gozontnde tutularak lgpi eleman rijitlik matrisi olugturulur.

IV)-Direkt rijitlik metoduyla K(AF{) sistem rijitlik matrisi elde edilir.

3.2.4. CESITLI MESNET SARTLARI ICIN ¢COZUM
Determinant metodunun buraya kadar olan bdltmilerinde mesnet gartlanindan
bagimsiz bir eleman igin ¢dzOm bagintilanmi gikardik. Sekil 3.12 de Euler hallers olarak
adlandimian dort farkli mesnetlenme bigimindeki , basinca maruz ¢ubukiar gosterilmigtir,
Simdi 2. den baglamak tizere bu sistemleri inceleyelim :

iz izl
£J
I T T 757
Sekil 3.12

ik once dogiim noktas: serbestliklen tespit edilin(bkz. gekil 3.13). Cubugun
boyundaki degigme r; .elastisite bagntilanyla hesap edilebilir ve tivm A<y, degerled igin
EA/ . r=0T; yanlabilir.

=1y n =T
f T [ -
€ e,

Sekil 3.13

ry ve rp ditfiim nokias: dénmeleri olmak tizere moment denge denklemlenini yazalim,

2.Buler cubugunun sinir garflan . v"(0y=0  ve  v™"OH=0 oldugundan ,
.1y + opyry =0 {(3.52) v 3 .satindan)
Pp.5y + Py.rp =0 {(3.52) nin 6.satirindan)

Bu denklem sisteminin katsayilarindan olugan burknima determinanti
@12 - P20
veya (g - P+ =0 olarak bulunur.
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(3.47) yi yerine koymak suretiyle
2sinkf - k£ - Kleosk )kl - klcosk)=0
denklemi elde edilir.lik ¢arpant sifira egitlediimizde
kf =n3n,5%, ...
ikinci garpam sifira egitledigimizde
Kf =2rn Az, ...

bulunur. k¢ nin enkogitk degeri olan = yi (3.33) nolu  «2=A.F/EI
kullanirsak  kribik yiik bulunur:
A=m2RT / €2 (2.Fuler cubugu)
1.Euler gubugu igin hesaplan tekrarlayalim.
Bog ugta kesme kuvveli ve moment degen sifir oldugundan
Py.u5 + Paug =0 ((3.52) nin 5 gatrindan)
Prustpy.ug =0 ({3.52) nin 6.satinndan)

Buradan burkulma determinants
P10y - §27=0
veya K* /¢ coskf =0  olarak bulunur.
Bunun koklert
kf=r/2 3n/2, .. (2n+Dx/2

dzdegerlerini venir. En kiigiik koke giire bulunacak kritik yiik (3.33) den
M(R/2)2 B/ 2=n2ET/4#2 {1 Fuler cubugu)

3. Euler gubugn igin kntik vk bulalim -

Kayict mesnette moment sifiv oldugundan

¢y ug =0 {(3.52) nin 6.satinndan)

yazilabilir. Burada u =0 oldugundan ¢y =0 olor.

sinwf ~ wf.conxf .
«EI1=0

b= 2{1 - cosxf) -kt skl

sinkf —xl.cosxf =0

tan xf=xf
esitligi elde edilir Bu denklemin sifirdan farkh en kogok koko
Buna gore kntik vk (3.33) den

bagmntisinda

(3.59)

(3.60)

Kf=4.493 bulunur

A=(4.493/602F1 = 2.04.7%ET /42 (3.Euler qubugu)

(3.61)



4. Euler cubugn igin benzeri iglemlerle burkulma sarts olarak

2k {1~ coskf) - k28 sinKl=0

elde edilir Bu denkiemin en kictik koktt «€ =2z bulunur.(3.33)den

AM=4.72E1 /2 (4 Euler cubugu)
Agapidaki tabloda , bulunan sonuglar 6zetlenmigtir.

(3.62)

Tablo 3.3
t.ulerfatt L [ 1 1 v
{
r. 1] l,‘"'(‘
1 Tyt
' LAy
: 1
!
1 -~
i
' l
1.1 ¥l
y y-e
Burkulbmna ) 0 0 1 1 d 0 1| 1 o 0 i 1 0 01
. |
deternunants 0 k % 0 -b 0 0 0|||conkl ainkl 11 0 & -" 0
¥
~dlemdl - B ankl0 0O comd{!  ainkl 11 i 0 3 -: 0 con bl aindl 1
i 2
i d 1] -" 0 - Powhl —itaindl0 0 j ~Heomkl~Bainkl0 0 —l"’nm“—-PmaU: 0
i ]
. [} [
Burlailma denklemi cim k=0 wnkl=0 tan b~ &1 -0 mn -, (lun » - ﬁ'-) Bt
En kigiik kok
7 n °
=1 '/ i 5 n 4,491 2n
\ ntEJ f N EJ 4493* B J iﬁ’EJ
T = T T B "
M EJS nEJ - f:_EJ
Gia 0,70 ¥

Dort Euler haline ait (3.59),(3.60),(3.61),(3.62) formiillerinden gorfiliyor ki

mesnetler deplasman yontnden ne kadar bagl ise ona gore kxitik yikiin deged de
artmaktadir. 1.Euler gubugunu esas alacak olursak 2. mesnet hali i¢in bulunan yttk bunun

4 kat1 3 de 1se vaklagik 8 katt ve 4 hali icin de tam 16 katidir,

Knfik yitk formilierinde gegen I atalet momenti kesitin en kilgttk atalet momenti
olan I, durKesitin iki asal ekseninden en biyiik atalet momentini veren eksen , daima

gubufun burkulma dogrultusunu gosterr.



3.2.5.BURKULMA UZUNLUGU
Cegitli mesnet gartlan igin bulupan knitik yok forroiillerinin hepsini tek bir form
altinda toplamak olanaklidir.Genel ifadeyle

2
Pttt (3.63)
g2
-b
vazlabilir. Burada £}, burkulma uzunlugunu gosterir. Cegitli mesnet garflan icin gu degerleri
alir: 1)6,=2¢ 2)0,=¢ 3),=0.7¢ )4,=0.5¢

Mesnet durumuna gére bu uzuntuk bazen kolonun uzunlugundan fazla , bazen egit ve baz
halde de kigiik olur.Burkulma uzunlugn kavramina geomeink bir anlam vermek de
miimkiindiir. Bu uzunluk 1T denge konumuna ait elastik egrinin iki M=0 doniim noktam

arasindala mesafedir.

3.2.6 GEOMETRIK RINTLIK MATRIST K% NIN OLUSTURULMASI VE
DETERMINANT METODUYLA COZUM
Bu boliimde lineerlegtirilmig bir burkulma yitkts hesabindan bahsedilecek |, eleman
dizleminde civar konumlar arasinda bir tineer yaklasim yapilacaktir. Geometrik rijitlik
matrisi , (3.52) de verilen gubupun nonlineer rijitlik  matosinden  yararlanarak
kumlacaktir.Bunun igin Castigliano 'oun ¢éziimii ve determinant metodunun ¢dzimit
birlikte knllanilacaktir Bunun baglangic egitligi , (3.5 1) den hatirlarsak

§ - ke OB
seklindeydi Burada !g,;i, F; in transandant bir fonksivonudur.i elemaninda PIi belli bir A
degerine kadar belirlidir. O yiizden
§ = ke (.0 (3.64)

seklinde yazabiliniz. Bu esithigi baglangig deger A, olmak iizere Taylor serisine agarsak

S=Kp(hg)d+ (A xo)—g-{gr (%)} + kalan (3.65)
ar

Lineer bir hesap yaphgimizdan 2 terimden sonrast terkediliyor |k pargasi icin simr deger

iie‘ Ao >0 tken belli oldugundan gc' matrisini elemann vijitlik matrisi k' den
T 3x3
yararlanarak da bulabiliniz.



[EA/ ¢ 0 0 ~BA/¢ 0 0
12E1/ 0% —-6E1/ 02 0 12E1/#% _6RI/ 2

. A AEL/ £2 0 6EI//0° 2E1/¢2
Kei= fim Kp(ho)- !
Ao—0

EA/# 0 0
sim. 12E1/ 6% —6E1/ ¢
4E1/ 62 |

(3.66)

Genel koordinatlara dontgtortirsek gei , tablolarda verilmig eleman rijitlik matrisi lgi ile

egdegerdir. A,—0 iken (3.65) in ikinci kismin alusak gn tdrev hesaplanmaldir :

d r+ .
—Akp(r 1

Boylece geometrik nijitlik matrisinin elemanlan

Eig =A. fim %{FF (M)} seklinde bulunur.
0O

EFi (1) mn sinir degerlerinin hesabi ¢ok fazla iglem gerektirir. En azindan gu suur degerler

hesaplanmalidir :
tim 92120 ve pim 4P2(%0)
Y0 da hoso dxr

IHospital kurali ile hesaplamak i¢in Z1 ve Zy fonksiyonlarmn threvi ve mitgterek N
fonksiyonunun tegkil edilmesi gercklidir. Burada x=x¢ olmak tizere

(-1/F1.6.Z| = (sinx - x.cosx + x2.sinx)2 - 2cosx - X.sinx) - x(sinx - x.cosx)Z
1/F1.0).2, = (2% - 9inX - X.cORXN2 - 2CONX - X.SINX) - (XZ-X.8iNX){INX - X.CO8X)

N = 2%(2 - 2cosx - X.sinx)2

Zy . £, ve N fonksiyonlanmin ssfir elde etmek igin i, inci tirevierine kadar
gotiirhilor Ancak 1=9 da  (0/0) olmayan belicli bir ifade clde edilir.

(-1/F 1.7, /dx®)=2(1 28%2.cosx®+x2conx- 128x2 sinx2 +1280%.cosx. sinx+19x.sink-
256c0sx2-80cosx+2 56sinx2)

(-1/F ;. 00(d%7,/dx) = -x3 sinx + 24x2.cosx +168x.sinx + 512cosx? - 344cosx -512sinx?



dIN/dx9 = 8(128x3.cosx.sinx - 608x2.cosx? - x2.cosx + 608xZ.sinx? - 2816x.cosx.sinx -
16x.sinx + 576¢cosx? + S4cosx - 576sinx?)

x=0 i¢in gu degerler bulunur :

. L. 2 ; .
1m -&;:-“EFl.e ve fim ‘*“-‘-:"‘—TFI.{'
x—0 :

Bu tuirevler hesaplandiktan sonra yerel koordinatlarda geometnk rijitlik matrisi elde edilir.

r~ B . . P

0 0 0 { {} 0
6/5¢ -1/10 0 -6/5¢ 110
— 2¢/15 0 1/10 —£/30
ky =F 3.67
2g 1 0 0 0 (3.67)
6/5¢  1/10
i 2¢/15 ]
Bu matnisi (3.55) de yaptigamiz gekilde genel koordinatlara cevirebilinz.
(3667 -36sc 3eF 368D 6sc  Sef |
36¢F -3ef 36sc -36¢? -3l
i _F 4% 386 3er g2 (368
T 306 36 -36sc  -3sf ‘
36 3ef

¢ =coso= (Xp - Xg) / 6 & = sina =(7g - 20) / i
Boylece gubuk elemanlarinin nonlineer rijithk matrisine lineer vaklagim ve ¢ubuk uc

kuvvetleri belirienmis olur :

ioay -l i
kp(R)=k +hrk, (3.69)

s'=kbut 1kl yf (3.70)
€ £ ¥

(3.69) ve (3.70) deki dnemh npthk bagntilan yardumiyla: siindi sistemin civar
konumlardaki toplam rijitligi hesaplanabilir. AR g yiki igin

(K® +2KByr =R (3.71)
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yazlabilir. K€, lineer toplam rijitlik matrisidir ve bu bildigimiz K matrisinin aymisidir.
K& geometrik rijitlik matrisidir ve (68) eleman rijitlik matrisi ile tegkil edilebilir.Bu
matrislerin kurulmasi ,direkt yontemle yapilir.

Virtitel 1§ prensibine gore agagidaki teorem yazlabilir:
Teorem: Bir sisteme verilen T <0 virttel yer degistirmenin dig kavvetlerle yaptips virtiel
ig sifir olursa o sistem instabildir.

(3.70) i soldan r_ile garpalim.

tT(K® +AKE)r - "R =0 (3.72)
r = 0 oldugundan

(K€ +AKB)r=0 (3.73)

geklinde , elastik stabilitenin temel bagmtisi elde edilir.

(3.73) denkleminin formu , bir genel dzdeger problemi olarak tarumlanabiliv. n x n

boyutlu K° ve KB matrisieri icin A2, ... A, gibi ntane dzdeger ve bu dzdeperlere
karlik gelen  ryrp, ... 1, Ozvekidrlen elde edilir.
Teorem: (3.73) Temel bagmtisuun en kigik pozitif dzdeperi 2.=2y, » bize sistemin kritik
yukini verir.
Ry = AR (3.74)
Genel bir ozdeger probleminin ¢oztunil |, Tincer denklemin tekrar tekrar
¢oztimlerinin birlegimi ile elde edilir.Ozel dézdeger problemlerinin gézomit bu kadar ok
iglem gerekfirmez.Bu sebepten genel 6zdeger problemierini 6zel ézdeger problemlierine
dondgtirerck gozmek uygon olur.Daha onceden Bolivn 1.4 de agtklanan bu déntghiirme

islemi agagida dzetlenmistir

(R® +AKB)r=0 (3.75)
denkleminde pozitif , tanimb olan K® matrisini I,  ve LT ye aywabiliriz.LT-r
carpumum T ile ifade edersek L nin inversinin alinmass ve soldan bu inversle carpilimast

sonucunda 6zel dzdeger problemi elde edilir.

(K- AD.E=0 (3.76)
Burada K®=1.1T
R=L 7 REATHT 3
1\‘-’“"'1»"7\,

A ozdeperlenn ve 1 dzvekiorleri bulunduktan sonra agapdaki dentgiimlerle A ve r
hesaplanir.

Ao 1A rol WE (3783

’
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3.3.MC MINN ' IN YAKLASIK STABILITE HESABI
Yontemin avantajlan :

-Oldukga kiighk matrislerle caligibmast iglem kolayh@ saglar.Omegin iki
aciklikls, 10 kath bir ¢erceve i¢in matris metodunda 90x90 boyutunda matrislerle iglem
yapmak gerekli iken, Mc Minmn'in metodunda 10x10 luk matnslerin kullammi
yeterlidir.

-Kesin hesaba olduk¢a yakin sonmug verir.Matris metodu referans alindiginda
hata %1 civarinda kalmaktadir.

-Programiamaya, dolayisiyla farkl kesitler icin defalarca ¢zim yaparak boyut
optimizasyonu saglamaya clverighdir.

Y ontemin dezavantajlan :
-Simetrik yok simrlamas: vardir.
-Yiksek narinlik dereceleri ig¢in sonug vermez.

-Tablolarn kullanilabilmesi igin binimler inch ve tona dénustiyritlmelidir.

Rijit Cergevelerin Stabilitesi

Stabilite kriteri sudur : Yam vkl tken ek yiik veya rastlantisal bir
yerdegigtinne gibi herhangi bir bozuen etkiye pozitif bir dayanim gostermelidir. Bu
stabilite yapimin titregim ile baglantibdir.Ciinkiy boznien etkinin uygulanmasi, yapimin
boyutlarina, malzemesine ve tagichfi yitke bagh titregim peryodu ile denge durumu
etrafinda sallarunasina yolagar. Yikleme sifirdan baglayarak artinlirken, bozucu ctkiye
karsi dayamm diger, titregim peryodu yikselir Kritik yike ulagildiginda yapr higbir
dayanim gosteremer ve litregim peryodu sonsuz olir.Kntik yitkiin tizerine gikildigainda
dayamm negatif olur. Yani yapi bozucu etkiden uzakiagarak yeni bir konuma ulasir.

Yontemin temel nijitlik bagmtis

Wi=Kp.Ap (3.79

seklinde olup burada W, dig yik vektori, Ky ripthk matrisi, Ap, yerdegistirme
vektoriydiir.

Dayarim pozitif ise her W igin belirli bir Ay degeri vardir Kritik yuk
durumunda Ap nin elemanlan sonsuz veya belirsiz olur.



33.1 YANAIL DEPLASMAN YAPMAYAN SISTEMLERDE McMINN
METOQDU
Yanal deplasman vapmayan sistemicrde cereevemin gogmesi, bir veya daha fazla

digiim noktastn dénmesi geklindedir.

0T
——s
P A
M
\64‘—“3'7' P o
B 6,
F

Sekil 3.14
Mpp = Eks[0, +c.0p -(1+c)5/¢] (3.80)
Mpa - Eks[c.Op +0g - (11 )b/ 7] (3.81)

Burada k=1/¢ ve s njithk katsayssdir.c, eksenel vilk P ye bagh carry-over
katsayisidir. Bunlar p=P/Pg min farkh degerlent i¢in tablo haline getinlerek tabio 3.4 ve
grafik gosterimi bolim sonunda verilmigtiv. Bu tablolar hakkinda aynntith bilgi Livesiey
ve Chandler'm Stability Functions for Structural Frameworks, Manchester University

yayminda bulunabilir.

P=0 iken =4 ve c=1/2 olur
P=Pp=r2E.U/f? iken §=2.4674,c1 olur.
P=2.05P; iken s=0 | c=olur

Eger gergevedeki bir i dagim noktast 8; kadar dondiictilirse, hareket tiretmek
icin gerekli imoment :

M; =6; 3 Esk (3.82)
= E.9; Z(Sk)“
J» 1 ye baght komgu digim noktasidir Tger j .0, kadar dondurtltrse 1 deki

moment :

[

M; = B0;(s.k.c); (3.83)

ve tiim digiim noktalan déndugiinde t deki moment :

M; = E[Bi pACASTEDICICR XY (3.84)



Matrisyel gosterimle :
Wp={MiM, . . . M}
D 1 My (" (3.85)
AD = {9‘ 92 <0 en }
Burada K, nin elemanlar :
kjj=1 D.N. da birlegen elemanlarn s.k toplam = Z(s. k)
(3.87)

kijj=ij elemani igin ~ s.k.c degen r:(s.k.c)i,'

Cergeve kritik yiikint tagirken Ky, singiilerdir. Yani deiKp=0 dir.Bu kritik
yike deneme yamima yéntemiyle ulaplabilir Ancak birgok yik igin Ky nin
hesaplanmasi oldukga gictiirBu yzden problemi bir gesit bilinmeyen koklerin
butunmasi problemine déniistiirmek daba uygun olur.

Kp=BD (3.8%)
yazabiliriz. Burada D, bir diagonal matristir ve elemanlan
dig=kii=2 (5. K)jj (2.89)

scklindedir B matrisinin ise diagonaldeki elemanlan  sifirdir (3.88) esilligini D
parantezine alalhm :

Kp=DB.D 141) (3.90)

Eger detKp=0 isc detD=0 veya detB.D =0 olurIiger

yandan herhangi bir digiim noktasmnda kritik viik > (s.k)=0 yapmaya yetmiyorsa D

higbir zaman singiiler olmaz O halde
det(B.I>r1+1)=0 (3.91)
olmalidir. Bu durumda (BN in kokts A= -1 dir.

Burada C=(B.D'1) donigomt yaparsak C nin elemanlan goyle bulunur
Cy=0
Cij=(s.k.clij / 2" (s.k)j (3.92)
BN in diagonal digindaki elemanlan | Ky nin her kolonun esas ciagnnaldeki
elemanlara bolmek suretiyle bulabiliriz.Diagonaldek: tiim elemanlar sifirdir.

Yapida yitkleme yok iken tiim carry-over katsayilan aym olur :c=1/2. Bu yozden
B.DY in tim kolon toplamian=1/2 dir.Bu demektir ki (B.D-1) in kikler +1/2
arasindadir.

Yapiya etkiyen yitk ariarken, Kp, ve (B.D1) in elemanlan ve (B.D"1) in kokleri
yavagea degigir. Kritik yitk dumumundaks kok 2= -1 bu yiizden en buytk negatif koktir.



Q=BD1-1 (3.93)
dontgimd yapilirsa Kpy singtler iken Q nun koka A= -2 dir.Bu kokiin degerini smamak
detKp iglemini yapmakian daha kolaydir. Yapimn fagiyabileceg§i yik sistemi hesaplamr
ve W yik parametresi ile carpilir.Problem, yapin stabil olmadin durumlarda W nun
hesaplanmasidir. W keyfi segilir ve her W igin 2= -2 elde edilene dek detKy, veya @
nun en baytk kokd hesaplanabilir. Agagidaki kontrollerle 15i oldukga kitgtliebilinz :

Ozellik I-) Eger Kj; matrisine esas diagonali hakimse, singtler olamaz.Bu
yuzden gergeve stabildir.

Orzeliik IT-) Eger Ky, nin esas diagonalinde bir eleman sifir veya (-) ise cerceve
kararsiz denge durumundadir yani labildir. Ctinkii chs yiikiin o noktada sifir veya negatif
bir dayammia kargilaghigims gosterir.

ORNEK 1.

Sekil 3.15

- 10

Sekildeki gergevenin ditgiim noktalan mjittir. Tom elemandar, 3" x 3" x (1/4)° lik ¢ift
kogebenttir.Bu kesit icin I=2.4in*  E=13500 ton/in?

BC elemant igin

£=120"
Pp=r2E1/¢2=22 2066 ton
k=1/=2,4/120=0,02 in3

AB ve BC elemanlan igin
£=84,84"
Pg=44,4132 ton
k=0,028 in3
{lk olarak W=0 sifir ytklemesi igin sistemi inceleyelim.

Tom elemanlar icin s=4 ve c=1/2 dir.

BCigcin sk=0,08 skc=0,04
ABve ACigin  sk=0,113 s.k.c=0,057
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0,226 0,057 0,057
Kp =|0,057 0,193 0,040
0,057 0,040 0,193

kij=(8 kc)ij

k."=E(§k)“ kl 1:0,1 1 3*22'0,22() k22=k33=0, 113 “}0,08:0, 193
¢ 0,295 0,295
C={0,25 0 0,207
0,25 0,207 0

Cy=(ske)y /Btsk)y =0

-1 0,295 0,295
Qp =1|0,25 -1 0,207 Q=BDrl-1=C-1
0,25 0,207 -1
Bunun bilinmeyen kokleri A,=-1294 X;={1 -04987 -0,4987}
M=-1,207  Xo={0 ] 1}
A= 0,499 X3={1 -0,8496 -0,8196}

W=1 icin
Pap=P ac=0,707 ton basing
Ppe=0,5 ton ¢ekime
PAR=PAC=0,707/44,4132==0,015921
pPpe=-0,5/22,22066=0,022516
$imdi ytik parametrest W igin bir deer segerek buna ait Ky, ve Q matrislerini

bulalim.

W=60
Eleman k fan 8 o sk sk
AB 0,028 0,9553 2,5481 0,9570 0,071347 0,06827
AC 0,028 0,9553 2,5481 0,9570 0,071347  D,06R279
BC 0,020 -1,3509 5,5341 0,305} 0,110682  0,033769

0,142694 0,068279 (,068279
Kp =(0,068279 0,182029 0,033769
0,068279 0,033769 0,182029



-45-

Matrisin esas diagonali baskin durumdadir.O halde 1. 6zellige gore cergeve bu
yik i¢in stabildir. Hesaplama, W iki katina gikanlaralk devam eder.

W=120
Eleman k 120 s c s.k skc
AB 0,028 1,9105 0,4091 8,311 0,011455 0,095201
AC 0,028 1,9105 0,4091 8,311 0,011455 0,095201
BC 0,020 22,7019 6,7481 0,226 0,134962  0,030501

0,02291 0,095201 0,095201
Kp =|0,0905201 0,146417 0,030501
0,095201 0,030501 0,146417

-1 0,650205 0,650205
Qi20 =| 4,155524 -1 0,208316
4,155524 0,208316 -1
Q nun en buyik koki A= [-3,222] > |-2] oldugundan yik kritik noktanmn
izerindedir. W yiik parametresini 60 ile 120 arasinda secip devam edelim.

W=00
Eleman k Pap 8 C s.k s.k.c
AB 0,028 1,4329 1,6065 1,749 0,044982  0,078673
AC 0,028 1,4329 1,6065 1,749 0.044982  0,078673
BC 0,020 -2,0264  6,1703 0,2585 0,123406  0,031900

0,089964 0,078673 0,078673
Kp ={0,078673 (,168388 0,0319
0,078673  0,0312  0,163383

-1 0,361299 0,361299
Qqp = | 0,874494 -1 0,205097
0,874494  0,205097 -1

Qqg matrisinin en bitytk kokd A= |-1,814] < |-2| oldugundan W=90 yiklemesi kritik
yitkten digiktiir. Oyleyse kritik yiik 90 ile 120 arasidadir.
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W=100

Eleman k P00 8 c 5.k
AB 0,028 1,5921 1,243 2,3914 0,034804
AC 0,028 1,5921 1,243 2,3914 0,034804
BC 0,020 -2,2516  6,3687 0,2465 0,127374

0,069608 0,08323 0,08323

Kp =| 0,08323 0,162178 0,031398
0,08323 0,031398 0,162178
-1 0,513202 0,513202
Qigo = 1,195696 -1 0,193602

1,195696 0,193602 -1

Qoo matrisinin en biytk koky  A=-2,015=-2 dir.
X;={1 -0,989 -0,989}
Aramilan gégme yikit W.=100 ton olur.
5 . ‘ Sekil 3.16

Eleman £ i .k Pr P
AB& AP 129,24 5,2 5432 41,43 4,443
BC&BC 129,24 52 5432 41,43 2,962
AD & ATY 120 4,4 495 40,71 -4,125
DE&DE 120 4.4 495 40,71 -4,125
BD & BD' 48 0,7 196,9 40,49 -1
BE & BE 129,24 1,96 204,7 15,63 1,481
CE 96 0,96 135 13,88 21

s.kc
0,08323
0,08323
0,031398

2]
0,1072
00715

-0,1013
-0,1013
-0,0247
0,0948
-0,1513
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Yukandaki tabloda, gekil 3.16 deki kafes sistemin 6n hesaplari gérilmektedir.
Tablonun son kolonu, W=1 iken p degerleridir Baglangicta W=10 segelim.Buna gore

elde edilecek Kp matrisinde esas diagonal baskin olur. Yani ¢ergeve stabildir. Yk iki

katina ¢ikanhip iglemlere W=20 igin devam edilir. Bulman Qyp matrisinin en biyitk
kokd -2 den biydk oldugundan 10 tle 20 arasinda deferler segihir ve sonucta kntik yok
W=17,5 ton bulunur. Bu iglemler agafida gostenbmistir.

W=10

Eleman Ek Pio
AB & AB 5432 1,072
BC & B'C  543,2 0,715
AD & ATY 495 -1.013
DE & DIE 495 -1,013
BD & BT 196,29 -0,247
BE&BE 2047 0,048
CE 135 -1,513

3836,58 1363,98 0

4247 55 1247 .63
3979,55
Kp
sim
W=20

Eleman Ek Pin
AB & AB' 5432 2,144
BC & BC 543,2 1,430
AD & ATY 495 2026
DE& DE 495 -2,026
BD & BT 1969 -0,494
BE&BE 2047 1,896
CE 135 -3.026

8 [o}
2,338 1,074
2,056 0,777
5,185 0,336
5,185 0,336
4,31 0,446
2,556 0,952
5,69 0,291
862,37 0
378,49 498,10
0 223,53
59818 862,37
694773
) C
-0,324 11,97
1,613 1,74
6,168 n,258
6,168 0,258
4.620 0,403
0,45 7,48
7 0,214

0
0
0
0

Esk
1270
1605,7
566,58
2566,58
848,64
523,21
768,15

0

0
1247 .63

0

862,37 498,10
S981,8 378,49

4247,33

Bak
-176
876,18
053,16
3053,16
909,68
92,12
945

Eske
1363,98
1247,63
862,37
862,37
378,49
498, 1
223,53

0

0

0

0

0
862,37
163,98
383658 |

Eske
2106,72
1524.553
787,72
787,62
3666
689,00
20223
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[2877,62 2106,72 0 787,72 0 0 0 0
1701.98 1524,55 366,6 689.6 0 0 0
2697,36 0 202,23 0 1524,55 0
7016 787.72 0 0 0
Kp = 7235,56 787,72 689,06 0
sim 7016  366,6 787,72
1701,98 2106,72
i 2894,44 |
[ -1 1,2378 0 0,123 0 0 0 0
0,7322 -1 0,5652 0,0523 0.0952 0O 0 0
6 0,898 -1 0 00279 0 0858 0
0,2738 0,2154 0 -1 0,089 0 0 0
Qa0 = 0  0,4049 0,075 0,1123 -1 0,1123 0,4049 0
0 0 0 00,1080 -1 0,2154 0,2738
0 0 0,5652 0  0,0952 0,0523 -1 0,732
L0 0 0 0 0 01123 1,2378 -1 |

?\,l=-2,4075
X,={1 -1331 -1428 -0,067 0585 -0067 -1,131 1}

W=15 igin de ayni iglemier vapilin. Q¢ 5 igin bulunan kok
r=-1,7865 <-2
X={1 -1474 -1,616 -0,i64 0,608 -0,164 -1474 1}
|-1,7865| <]-2| oldugundan yitk artirnimalidr.
W=17,3 igin
h=-2,0004 = -2
X;={1 -1,338 -1,548 -0,118 0,607 -0,118 -1338 1}
1= -2 oldugundan segilen yik carpam, knitik yitk degeri demektir. Yani W,=17,5 olur.
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3.3.2. YANAL DEPLLASMAN YAPAN SISTEMLERDE McMINN COZUMU
p A

Sekil 3.17

Eger AB elemaninin B uen ankastre mesnetli ve A ucu egzamanli bir deplasman
hareketi ile, sifir kesme kuvveti verecek gekilde 04 kadar donerse goyle vazabiliriz :

Mup =n.E.k.0, (3.94)

Mpa =-0.E. k.0, (3.95)

n ve o fonksiyonlanmin Livesiey-Chandler tablolaninda  p=P/Py ve bagh

degerleri meveuttur.Bu n ve o fonksiyonlan, tek agiklikli ve egit wzunluktaki kolonlara

sahip sistemlere nygnlanabilic Ayaklan farkh uzunlukta olan veva birden fazla agiklihls

cerceveler Lightfoot yontemiyle tek agiklikli, egit ayakl bir egdeper sisteme

donigtordimelidir.

ORNEK 3.
Sekil 3.18 deki basit ¢erceveyi incelersek ; iki miimkiin gagme modu vardir fiki:
iki dogam noktast B ve C kargit yonlerde dinerler. Yitk ve sistemn simetrikliginden
0 =-0p
yazlabilir. Bu durumda yanal deplasinan yoktur.C'unkit iki ayakiaki kesme kuvvetleri
egit ve ters yonliidir. Bu yiizden 3.3.1 bolivmiindeki yontemi kulianabiliriz.

W W
B\/ ‘H‘C
K2
K, K
Al AD  Sekil 3.18

Eger BC deki eksenel kuvveti ihmal edersek  Spe=4 |, Cpe=0 olur.Simetri
sebebiyle yalniz bir dénine hesaplanacakiir.
M=E.8p(4ky+s k)05
=E.0g(2Zky+s.1q)
M=0 ve Op sonlu iken (2kp+s.ky)=0 yani s=-2kyk; yazarsak, eer k;=k, ise s=-2
olur.Tablolardan p=2,552 olur. olur.Burada Py , AB icin Euler vitktl olmak tizere
We=2,552.Pg

bulunur.
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fkinci olasm gécme modu ise ki disgiim noktaswin aym yonde dénmesidir.iki
kolon da aym oldugundan kesme kuvvetleri egit olacaktir. Toplam kesme kuvveti sifir
olacagindan kolonlarda kesme kuvveti sifir olur.Her iki kolon da aym yanal deplasmana
ve sifir kesme kuvvetine sahip oldugundan

Og=0¢
M=E.6g(n.k;+dk)}+E.0c.2k,
=FE.O8g(n.k;+6ks)
Kritik yilk durumunda :
(nky+6ky) =0 |, n=-6.ky/k;
Eger k;=k, ise n= -6 olur.Bunun i¢in p=0,75 olur.
We=0,75.Pg

Bu kritik yok, vanal deplasman yapmayan durum icin hesap edilenden daha kigiik
oldugundan gercek kritik yiiktir. W=2.552. P durumu, ancak B ve C noktalarinin
yanlardan desteklenmesiyle miimiin olabilir ve bu farkli bir problemdir,

ORNEK 4.
W
1 Y
12tg" ' =30 k=1 I=1 0o
W 10,667
C o'
—amn k=l
15 1=300 =300
3 L5 b=t 11
S ey b
' =30
10 =125
LA JA Sekil 3.19
- 25 -

Sekil 3.19 da goritlen gergeve yanal deplasman yapmayan durum igin analiz
edilmeyecektir.Ciinkil sonug 3. 6mek ile aym olacakiir. Yani bulian W degeri yanal
deplasmanli durumda bulunandan daha buyuk olacaktir.

Cerceve yanal deplasman yapiigi zaman her bir kirigin iki ucunda donmeler aym

olacaktir.Oyleyse yalniz bir ayagt (AB, BC ve CD elemanlar) gozonine alimarmz
yeterhidir.



B ye uygulanan moment :
bV’IB = EOB[(“k)AB + (ﬂk)BC +4kBB'] +E'OB"2kBB’ - EGB‘?‘kBB' - Eec(Ok)BC
= EQBI(nk)AB + (nk)BC +6kBB'] - EBC“Ok)BC
C ye uygulanan moment :
Mc=E.O¢c[(nk)pc + (0k)cp + 4kec] - E.0g.(0.k)gc — E.Opp.(0. k)
D ye uygulanan moment :
Mp=E.8pl(nk)cp + 4kpyy] - E-Bc.(0.k)eys
Bu denklenileri malris formnnda topartarsak

M":KD.Q

(k) ap + (k) e + 6k ) ~(ok) e 0
Kp = (k) pe +(nK)ep +6kee)  ~(ok)ep
sim. {((nk)cp + 6k pp)

CD deki yink=W/72

BC deki ytik==W

AB deki yok=7TW/4
CD i¢in Euler yitkui =592,18 ton
BC igin Euler yitkis =822,47 ton

AB igin Euler yiki =693,96 ton

W=1] igin
pap=0,0025218  ppc=0,0012158 Pep=0,0008443

W=200

Eleman k P00 n 0 nk ok
AB 1,250 0,5044 -1,7335 2,8256 -2,1669 0,6505
BC L1 0,2432 0,0333 1,5497 0,0370 1,7217
CD 0,667 0,1689 0,3707  1,3434 02473 00,8960

58701 -1,7217 0
Kp= 6,2843 0,89
Bim. 6,2473

Matrisin esas diagonali baskindir Oyleyse 1. dzellige pére, cerceve stabildir.



wW=300
Eleman k Pann n o nk ok
AB 1,250 0,7565 -6,3050 6,8719 -7,8813 8,5899
BC 1,111 0,3647 -0,6425 2,0032 -0,7138 2,2256
CD 0,667 0,2533 -0,0164 1,5813 -0,0109 1,0547

-0,5951 -2,2256 0
Kp = 5,2753  —1,0547
sim. 5,9891

k1 negatifdir. Yani II. dzellige gore W=300, kritik yitkiin tizetindedir.Ciinkii B diigiim
nokiasma uygulanan donme, bir negatif momente ihtiyag gosteric.Bu da sistemin tabil
olmasi demektir.

W=250
Eleman k P50 n o nk ok
AB 1,250 0,6305 -3,3019 4,1382 -4,1274 5,1728
BC 1,111 10,3040 -0,2821 1,7551 -0,3134 1,9499
CD 0,667 02111 0,1848 1,4552 -0,1233 0,9706

3,5592 --1,9499 0

sim.

~0,9706
6,1233

Esas diagonal baskin oldugundan cergeve stabildit Kritik yitk 250 ile 300 arasindadir

=280
Eleman k P2r0 n 0 nk ok
AB 1,250 0,7061  -4,8144 54909  -60180 68636
BC 1,111 0,3404 -0,4918 1,8978 -0,5464 2,1085
CD 0,667 0,2364 0,0661 1,5290 0,0441 1,0198
1,4356  -2,1085 0
K S, 4977 }1,0198
sim, 6,0441
-1 -0,3835 0
Qagn = | -1,4687 -1 -0,1687

0 0,1855

i



M= -1,771

Xl={ i

W=290

Eleman
AB
BC
CD

2= -2,325

Xlz{ 1

2,0106 0,4838}

k 200 n o
1,250 0,7313 -5,4922 6,1142
1,111 0,3526 -(),5664 1,9497
0,667 0,2448 0,0254 1,5547

0,5054 --2,1661 0
Kp= 5,3876 -1,037
sim. 6.0169
--1 -0,4021 0
Qaag =| —4,2859 ~1 ~0,1723
0 -0,1925 -1
3,296 0,4787}

nk ok
-6,8653  7,6428
-0,6293 2,1661
00169  1,0370

Yaptlan son iki hesapta goritvoruz ki kritik yiik 280 ile 290 araswda
yeralmaktadir. Wc=285 abirsak hesaplarla saptanan hata %62 den fazla olmaz.



ORNEK 5.

Sekil 3.20 de gordlen gerceve Bowles ve Merchant tarafindan tartiibmustir,
Gostenilen yitklemeler, gergeve icin tasarlannig igletme yikleridir. Bunlaria carpilarak
kntik yokd verecek W parametresi araghinimaktadir. Mc Minn  yoniemivle
gozilebilmesi igin ik olarak cergeve, Lighifoot metoduyla tek agiklikh gergeveye
indirgenir.(bkz. gekil 3.21)

a B 15Seas1 O 2931 2931
]
Bubu3S T Pxénls T i3 57.5¢ 5754
Whet, 52551 . Lo
D - F
In7x30 1 8x5x28 1  ga v
e ILYEC YL I If R CCIEAI W3 S
Bx5xZ8 LI\ PEF | BuSrOR T
10x34 PEF 40 75t 5751
20865551 L] M 1
BxnB 1]1DaSRPEF | Bx6x351
49" 5T51 7 T
)| 1234 PET d I LA -] S
wl 20m6 sugs 1 OfPAHEET L f 2o
PSR 110258 PEF  [B282351 15
12x1 PEF
2 R 8
i B o revor L i
b AR 4 a3 | _
YUKLER
BOVUTLAR
Sekil 3.20
Lightfoot metoduna gore :

-Egdeper cergevenin her bir kafs i¢in p degeri :
p=PPp=(P P +P)/(Pg Py tPy;3)
geklinde bulunur. Burada Py=n. kolondaki eksenel yitk, Pr,=n. kolonun Euler viiktidiir.
-Kolon nijitligi, o kattaks kolonlarm rijitlik toplamiannn yans olarak alimr.
-Kirig ryitligi, o kattala kiviglerin rijitlikien toplamma esittir

Bu hesaplamalar agagidaki tabloda gosteriimistir.



Eleman
AD & CF

DG & FJ
GK & 1M

KN &MP
NQ,PS
BE

EH

HL

LO

OR

AB & BC
Kirigler

14,6

115
221
378

460

_§5-

4 k Pr Egdeger p
183 0,63 440 1.6 :
14,6+29.3+14,6 =0,0443
4404 440+ 440
189 1,1 745 :
A4186.8143,4 076
7454- 7934743
177 1,53 1110 2 ,
72,24144,3+72,2 0.0766
F1I0H1SS0+1110
177 1,82 1320
100,94 20,8+ 100,92 0,0893
1320+ 1880+ 1320
180 1,79 1275 19 64159 84
) ].‘),6+‘..9,8|129,6=0’1053
12754 2380+1275
183 0,63 440
189 1,17 793
177 2,14 1550
177 2,60 1880
180 3,34 2380
279 1,76 =
279 4,39 -
o K353 a
700443 K=0,95
D k=872 iy
p=0.0763 K=1.69
o K=8,78 v
£=0,0767 K=2,60
K K=‘8,7$ 1
p=0893 K312
B K=878 i
£0,1052 K=1 46
ql AL
T ek agildids egdeger sistem

Sekil 3.21

Esdeger k
0,945

1,688
2,600

3,120

3.520

REMI

8,78
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Tek agiklikh egdeger sistemi elde ettikten sonra baglangic olarak W=5 secelim.

W=5
Eleman k Ps n 0 nk
AD 0,95 0,2215 0,1368 1,4849 0,1300
DG 1,69 0,3815 -0,7519 20811 -1,2707
GK 2,60 0,3835 -0,7653 2,0907 -1,9898
KN 3,12 0,4465 -1,2258 2,4311 -3,8245
NQ 3,46 0,5260 -1,9497 2,9989 -6,7460
(21,25 -1,4107 0 0 0 ]
51,5393 --3,5171 0 0
Kp= 49,4195 54358 0
Sim. 46,8657 -7,585
i 42,1095 |
Esas diagonal baskin oldugundan yik artmlarak devam edilir.
W8
Eleman k Pr n 0 nk
AD 0,95 0,3544 -0,5776 1,9575 -0,5487
DG 1,69 0,6104 -2,9915 3,8696 -5,0556
GK 2,60 0,6136 -3,0396 39111 -7,9030
KN 3,12 0,7144 -5,0257 5,6843 -15,8%0
NQ 3,46 0,8416 -10,861 11,235 -37,580
(20,5713 1,859 0 0 0
47,0057 —6,5396 0 0
K1 39,7214 10,1689 0
sim. 28,8068 17,735
hes negalil oldugundan W8 > W demektir.
W=7
Eleman k et n 0 nk
AD 0,95 0,3101 -0,3159 1,7778 -0,30010
DG 1,69 0,5341 -2,0352 3,0683 -3,43950
GK 2,60 0,5369 -2,0653 3,0028 -5,36980
KN 3,12 0,6251 -3,2163 4,0639 -10,0349
NQ 3,46 0,7364 -5,6457 6,2566 -19,5341

-0.7803 |

o.k

1,4107
3,5171
5,4358
7,.5850
10,376

ok

1,85960
6,53960
10,1689
17,7350
38,8814

ok

1,68890
5,18540
8,04130
12,6749
21,6478



-1,6889 0
48,9404 -5,1854 Y
43,8707 -8,0413
sim. 37,2753

0
0
0
~12,6794
23,111

Esas diagonal baskindir.O halde kritik yik 7 ile 8 arasindadar.

20,8199
Kp=

L

W=75
Eleman k
AD 0,95
DG 1,69
GK 2,60
KN 3,12
NQ 3,46

20,6985
Kp =

[ -1
~0,0856

Qa5 =
A=-1,731

X;={0,0036 0,0719

7.5 n o
0,3323 -0,4437 1,.8646
0,5723 -2,4763 3,4324
0,5723 -2,5141 34641
0,6698 -4,0072 4,7611
0,7890 -7,6217 8,1166
-1,7714 0 0
48,0736 -5,8008 0 0
41,9584 -9,0067 0
sim. 33,6408 -14,8546
13,8064 |
~(,0368 Q 0 0
-1 -0,1383 0 0
-0,1207 ~1 -0,2677 0
~0,2147 -1 -1,0759
-{0,4416 -1
0,378 10,6041}

[-1,731] < }-2| eldugundan kritik yik 7,5 ile 8 arasindadur.

nk
0,42150
-4,18490
-6,53670
-12,5025
26,3711

ok
177140
5,80080
9,00670
14,8546
28,0834



W=7,7
Eleman k
AD 0,95
DG 1,69
GK 2,60
KN 3,12
NQ 3,46

Kp =
Q7=
A=-1,979=-2

X]:‘0,0ﬂlg

P74

n

0,3411 -0,4961
0,5875  -2,6719
0,5906  -2,7129
0,6876  -4,3814
08100  -8,7019

20,6487 -1,8057
47,6932

#im,

-1 -0,0379
-0,0874 -1

0 -0,1275

0 0

0 0

00466 03079 1

0
~6,0789
41111

0
-0,1479

-0,2297
0

0,5083}

Aq = -2 oldugundan We=7.7 bulduk.

O
1,9007
3,5970
3,6317
5,0975
9,149%

0
0
~9.4424
31,9565

0
0
-0,2955
1
—0,4977

nk
-0,47130
-4,51550
-7,05350
-13,6725
-30,1086

0
0

0
15,9042

8,9014 |

ok
1,80570
6,073890
9,44240
15,9042
31,6583
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Tablo 3.4 Livesley & Chandler Tablolan
Y atay deplasman yapan sistemler

igin s(p) ve c(p) tablosu

p
-3,026
-2,7019
-2,2516
-2,0264
-1,773
-1,513
-1,3509
-1,013
-0,494
-0,371
-0,247

8

.
6,7481
6,3687
6,1703
5,939
5,69
5,5341
5,185
4,62
4,46
4,31

A
2,956
2,548
2,4674
2,338
1,989
1,6065
1,243
1,028
0,4091
0
-0,324

[
0,214
0,226
0,2465
0,2585
0,274
0,291
0,3051
0,336
0,403
0,428
0,446
0,5
0,777
0,957

]

1,074
1,333
1,749
2,3914
2,988
8,311

o

icin n(p) ve o(p) tablosu

P
0,169
0,211
0,2215
0,2432
0,2533
0,304
0,3404
0,3647
0,4465
0,5044
0,526
0,5369

0,573
0,5875
0,6305
0,6698
0,706 1
0,7565
0,789
0,81
0,8416

n
0,3707
0,1848
0,1368
0,0333
-0,0164
-0,2812
-0,4918
-0,6425
-1,2258
-1,7335
-1,9497
-2,0653
-2.4763
-2,6719
-3,3019
-4.0072
-4.8144
6,305
76217
87019
10,8613

0
1,3434
1,4552
1,4849
1,5497
1,5813
1,7551
1,8978
2,0032
2.4311
2,8256
2,9989
3,0928
3.4324
3,597
4,1382
47611
5.4900
6,8719
8,1166
9,1498
11,2347
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6‘(;))

s —

-2 -1 o} i

Yanal deplasman yapmayan sistemler i¢in 5 ve ¢ degertleri

-8f~
9.
104

02 % o4 0,5 0,6 0.7

Yanal deplasman yapan sistemler i¢1n n ve o degerleri

08
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4. ELASTIK STARILITENIN SINIRT VE INELASTIK STARILITE
Cismin elastik oldugu ve ITooke kanununa uydugu esasindan hareket eden stabilite
teorisi ve formiillerin hepsi suurhdir.Coinkis yapr malzemeleri bu soylenen o6zelliklere
ancak belirli sinirlar arasinda sahip olabibir.
Formitllerin uygulama alamm belirtmek icin G}
birgok halleri kapsayan (3.63) de verilen kritik \
yok formolong ele alahm, Pp=r’El/fy2: R

burada E ile Hooke kanununa uydugu kabul
edilen malzemenin sabit elastigite modoli

gosteriimektedir. Hesaplan kritik yiik yerine
gerilme cinsinden yapalum.A, gubugun kesit

Ch—=—t—— Euler hipdrbold
A | Eulpr hipgrbol

I

] l Edstik El5stik
alani ige kritik gerilme Fima ,a,,‘ré,f"“*gg,b; — e

oy =P /A= (R2ED)/(¢,2A)  geklinde
bulunur. T/A=i2 kesitin atalet yangam

T=F
>

Sekil 4.1

olduguna gore yukandaki formil de 6y = w2E/(£, /1)? sekline girer. Tarif olarak
Al /i (4.1)
oraruna narinkik derecesi denirse Gy kritik vk formoln
2
oy = %—25 (4.2)
geklini alir. Buna gore kritik gerilmenin narinlik derecesinin karesiyle ters orantilt oldugu
anlagilit.Sekil 4.1 de (Gy , A) bagmhisi ¢elik icin grafik olarak cizilmigtir Euler hiperbola
denen bu egn kucok nannlik dereceleri igin bityitk ordinatlara sahiptir ve belirli bir Ap
narinlik derecesi igin Hooke kanununun uygulama alanim simirlayan G, orantililik sinirina
nlagir_fgte bu narinlik derecesi Fuler formiiling sturlayan en kigiik narinlik detecesidir ve

5
= ‘fm—m (4.3)
o

P
Omegin St. 37 igin 5,=1900 kg/em? E=2.1x108 kg/em? alnacak olursa Ap=105
elde olunur. Ayni gekilde St 52 igin 6,=2850 kg/em? alinmnak suretiyle A»=85 bulunur.

su gekilde bulunur :
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Cubukta natinbik smn - A<}, olursa (4.2) ile bulunacak o degeri G, sininim agar
ve Ongoridlen gartlar gerceklenemedifi igin arfik Euler formitli kullamilamaz. Bu bélgeye
elastik olmayan bolge denir,(0<i<i,).Kisa
cubuklar icin bahis konusu olabilecek bu G,
bolgede kritik yuk veya gerilmenin hesab 30001
elastik bolgede oldugu gibi basit bir problem s
degildir.Buna yu fakiorler sebep olmaktade:  |--—---—-— ~

a)Orantthhk siinmn tstinde gerilme ve 0.
gekil degistirme bagintis1 her malzemede farkl

Tetmaje
/ do§rusu \

Euler hip erboly

bir karakter gosterir.

I ) ) 0 50 100 150
b)Cismin bu alanda gosterecegi kalici=plastik

sekil degigtirmeler dolayistyla gerilme ve gekil Sekil 4.2

degigtirme bagintilarinda birebir tekabil bulunmaz.
Yani malzemenin gegmigi = strain history hesapia rol oynar.

c)Cubuk egri forma gegince her lifieki durum birbirinden farklh olur, dolayisivla
cubugun kesit sekh knitik yitklenn hesabina etki eder.

d)(,e) bagintiss yalmz bir lifien digerine‘dc;‘iil, avin hitf izennde kalsak bile, eksen
bovunca da farkh durumlar gostenir.

Bitiin bu sayilan noktalardan 6tori elastik olmayan bolgede her malreme ve kesit
sekh icin (4.2) dekine benzer tek bir fonniil venmege imkan yoktur.Bu konuda vapibmsg
deneysel caligmalar ve teorik aragtirmalan ele alalim.

fik deneysel caligmalar Tetmajer tarafindan yapiloms ve ¢elik igin varitan sonuclar
sekil 4.2 de yematik olarak posterilmigtir. Sekilden anlagidifina gore, oy kritik gerilmeleri
narinlige bagh olarak degigmekie ve A<k, bolgesinde Euler hiperbolinin ¢ok altinda
degerler almaktadur. Tetmajer, deneyden elde ettidi sonuglara dayanarak A<hy, bolgesi igin
(Oy.A) bagmtisinin dogrusal bir fonksiyonia ifade edilebilecegini kabul etmigtiv. Tetmajer
burkulma formblleri yu esas kabule dayanmaktachr : o kritik gerilimesi elastik olmayan
bolgede de yalmuz A nannlik derecesine baghdir. Genline boyutlan kg/om? olmak iizere
birkag Snembt yapt malzemesi igin Tetmajer formitlien :

Yap1 celifi igin

0=3100 - 11.42 A<A=105 (4.4)
Ahgap igmn :

03=293 - 1.94% A<A=100 (4.5)
Dokime demir igin:

G =7760 - 120A + 0,532 A=<A=80 46

200 A
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Benzer burkulma deneylen birgok aragtinicilar tarafindan tekrarlanmig ve oldukea
yakin sonuglar elde edilmistir.Cesitli aragtirmacilann vardii sonuglar arasindaki farka,
burkulma deneylerinin zorlugu, cubuk mesnetlerindeki istenmeyen eksantrikliklerin
varlify ve mafsallardaki sirtinmelerle agiklamak miimkimdiir. Deneylerde kullanulan
malzeme ve kesit gekillerindeki farklar da, sonuclann birbirleriyle kargilagtinimasinda,
giclikler ¢ikarmaktadir.

Deney ve kabullere dayanan burkulma formillerinden biri de Rankine formiltidor.
Bunun dayandigi esas sudur : Cubuk ¢ok lasa (A--»0) olursa kritik yik olarak cismin
basingtaki mukavemeti, mesela gelik igin akma yikit almacaktir ; bu degere Py,
diyelim.Eger cubuk ¢ok uzun (A-—e0) olursa kritik yitk Euler formitliinden bulunacaktic ; o
da P,=(x2E/A%).A dan ibarettir.Bu iki simr arasindaki narinlik dereceleri igin de

1Py = Py + 177,
geklinde bir ortalama alnmasint Rankine énermigtir. Buradan Py kntik yiki ¢oziilirse

., Py . Py
L+ Py /PE 14+P,22/x°FA

Py veya knitik gerilme igin

s .7

geklinde bir fonnnl bulunur.Burada a ve b yalmiz malzeme ile ilgili sabitlerdir.Omegin
$t.37 igin Rankine formulis

3000
1+0.000077.2%
seklindedir. Sekil 4.3.de Rankine formilii grafik olarak posteriimigtir.

o= (4.8)

G

] G,
Rankine ‘\
' Parabolik dogry
3000 N tormai 2200 elips
¥ /E‘{I"L’l'ip G \ Euler hip. !

: ! ', ¢ hiperboll

. 1 t i

! ! I |

! I 1 '

H | 1 !
0 A, ~ 0 Mo Y 0 »:20 AF105 S

Sekil 4.3 Sekil 4.4 Sekil 4.5

Cs

Amprik formbller arasinda nisbeten basit bir ifadeye sahip olan parabolik formaiu
sayabilirizBu formifile gore elastik olmayan balgede kritil: perilme efrisi ¢elik igin bir
parabolle gosterilmektedir :

Cy=a - bz (4.9)
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Burada a ve b malzemeye bagh sabitlerdir. Bunlardan a sabiti malzemenin basingtaki akma
stnin olarak alnabilir, ¢inkit A=0 i¢in Gy=a=Cp olacakhr.b sabiti ise A=2,, icin G=0,
sartindan hesaplanmalidir ; ancak bu takdirde Euler hiperboli ile ordinat yoniinden bir
sureklilik saglanabilir : b=a/Ay2-T2E/Ay eder.Sekil 4.4 de parabolik formil ve
Euler hiperboltt gematik olarak gosterilmigtirHerseye ramen A=A, igin iki egrinin
tegetlerinde bir sdreksizlik olduguna dikkat etmelidir.iki bolgenin birlegim noktasindaki
bu teget stireksizligini ortadan kaldirmak igin, elastik olmayan bdlgede, (Gy,A) bagmntisint
iki pargali bir epri kabul etmek gerekirSekil 45 de bu tip (Gy.h) eprisi
gosterilmigtir. Binnei parga  0<A<Ay arasinda olup

OL=Cp 0<A<hg (4.10)
gibi apsis eksenine paralel bir dogrudan ibarettir ; burada o ile geligin basingtaki akina
siun gosterilmigti. Ay da, segilen bir ara narinlik derecesidir. Egrinin iknei parcasi bir
elipsten ibaret olup, A=Ay noktasinda vatay dogruya A=Ay, de de Euler hiperboliine
tegettir Bu ozelliklere sahip eclipsin denklemi, 2, =20, 2p =105 ve G,=1900 kg/ecm?
alinmak gartiyla

op=1778+7.17847515- (A—20)2  20<A<105 (4.11)
den ibarettir.Benzer (Gy,,A) egrisi St. 52 icin de digiindlebilir.

Engesser'in gubuklann elastik olmayan burkulma problemi tizerindeki teorik
aragtirmalan sonucunda basit bir didgtinceye dayanarak
2
n“E
Op = ——5+ AShy (4.12)
formiliing ileri sirmugtiir Engesser formilhi ile (4.2) de verilen Fuler formitlantn tek farks
oradaki sabit elastisite modiilid E yerine burada B¢ ile gosterilen ve teget modils denen

degisken bir buyukitgin konmasidir. Sekil 4.6. da maizemenin orantlibk suarmn tistinde
tipik ©,& divagramt gosterilmiglir. & >, igin By modolintn tarifi

1
E, = (i‘i) (4.13)
dan ibarettir.Genel olarak E; moditta ¢ ya bagh oldugu i¢in énce bir =0y segilir.Buna
kargilik gelen By bulunur ve (4.12) den

=
=7 J:L Y)Y
Ok

geklinde narinlik hesaplamr.Bu tarzda elde olunan koitik gerilme efrisi gekil 4.7 de
gosterilmigtir.(o,e) diyagraminda yafay egife kargilik gelen akma suwn igin, Eq~0
oldugundan 2=0 dur.
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¢ G g yukieme
e BN
€ A bosalima
T 4 T (ED
1= =g 4 )
0}1 / Ic // !
o /] |
I / |
£ !
e 7
Zm t9E, ¢ o 3
Sekil 4.6 Sekil 4.8

Engesser teorisi bu haliyle yetersizdir.Cubuk farksiz denge konumuna ulaginea T
ile gosterilen dogru denge konumu yaunda, ona ¢ok yakin IT ile gosterilen egri bir denge
konumu bulunmas gerekir.O halde gubuk T den IT ye gegerken yani burkulurken baz
liflerdek: basing genlmesinmin artmas (yitkleme), bazt Wflerdekinin de azalmasi (hogalima)
gerekir.Celik gibi plastik dzellige sahip bir malzemede, elastik simnn tizerinde yitkleme ve
bogaltma egrilent aym degildir (bkz.gekil 4.8).Bu duruma gove kritik gerilmeye (4.12%de
oldugu gibt yalmz E4 modiiliinin degil E modiliniin de etkimesi gerekir.Kisaca teori ¢ift
modillii olmalidir.

oy = -’%ﬁ'— (4.15)

Burada Ey ile posterilen modisll E ve E; modallerine ve kesitin gekline baglh olan
indirgenmig bir moditidiir,

E; nin hesabi su esasa dayanir : Kolon egri forma gecince kesitte gerilme dagligs
sekil 4.9.a daki gibi olur. Toplam

kuvvet sabit kalmak sartiyla baza ’?%2757‘5 ) Yiikleme(E;)
N

liflerdeki gerilmeler arfar ve bir b,-:,f;,«fj’e', , gt TG Eoaspifilp

kisminda da azalir.Sekildeki tarals " [ | - -bogalmalE)
diyagram egilme momentine kargrik
gelen dagiligi gostenir, fakat gekme
ve basing kismundaki modiler egit
degildir. Boyle hallerde egrilik - ' e
moment bagintisint indirgenmis bir @ ®
modiille ifade etmek olanaklidir. Sekil 4.9

Kesitin geometrisine bagli E; modiilty dikdortgen kesit i¢in

4E.E
——t (4.16)

ST RT

446;

ko
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olarak bulunur E>E; oldugundan daima E2>FE; eder ki bu da (4.15) ile hesaplanandan
buyik edecegini gosterir.Sekil 4.7 de ¢ift modil feorisinden elde olunan (oy,A) diyagram
da sematik olarak gosterilmigtir.

Elagiik olmayan stabilite problemiert Shanleyin aragtrmalan ile aydinhga
kavugmustur.Shanley'in esas fikri g8ylece ozetlenebilir : Eger stabilite problemleri bir
dallanma problemi olarak ele aluursa elastik olanla olmayan arasmnda prensip yoniinden
cok onemli farklar vardir.Elastik halde ytk ve yerdegiglirme egrisinde daflanma daima
farksiz denge konumlarinda olmakta ve gubuk, yakin egri formdaki dengeye gecerken P
yitkis sabit kalmaktadir.O halde dallanma egnsinin P=P. da sapma eksemne paralel bir
yatay tegeti bulunmaktadir (bkz. gekil 4.10). Elastik olmayan hale gelince Shanley
gostermigtir ki dallanma P yikiniin ¢esiti deferlerinde miymkiin  olmaktadit (gok
degerlilik). Ancak cesitli yitk seviyesindeki dallanmalarda yitk sabit kalmamaktadir. Demek
ki dallanma egnisinin baglangig tegetlen artik, elastik halde oldugu gibi, sapma eksenine
paralel olmayacaldir (bkz.gekil 4.11).

p [
"

i T =

= - - L

\‘\Elésﬁk halde /%‘
! daltanma P Elastike otmayan

halde dallanmalar
i

(o] 5202

0 £3pmMma3

Sekil 4.10 Sekil 4.11

Aymica Shanley ispat etmigtir ki tefeti yatay olmavan ilk dallanma ancak

2 2 .
B n°E ‘
P = ——tAa=—2t] (4.17)
3 ly

degerinde mitmkindir.Bu da teget moduliine gore hesaplanan keitik ytkim aynisidir,. Bu
arada ¢nemli noktalardan biri de hangi yik sevivesinde, dallanma vtk sabit kalarak
meydana gelir sorusudur Bunun cevabs olan yiik

p, =" e n. ”ZL,' T . (4.18)
4 b

degerinden ibarettir. Bu ise gift modilile bulunan kntik yikin aymsidic Bu dumma gore
Engesser'in ilk verdifi ve teget modiilit esasina dayanan yitk ile sonradan ¢ift modilden

hareket ederek hesapladign vikin ikisi de avn ki fip dallanmava karsihk gelen



degerlerdir Aynca Py < P ' <P; arasindaki her P ' yoko i¢in de bir dallanma
olanakhdir.Dallanmada yOk arttin takdirde, eBilme hesaplarmin tek bir modul ile
yapulabilecegini, gekil 31.b deki gerilme dagihst agikga gostermektedir.Shanley'in ana
hatlanyla agiklanan fikitlerina 6zetleyecek olursak, elastik olmayan durumlarda .

a)Dallanma gegithi ylik seviyelen igin mimkindiit(sonsuz).

b)Yok artmak sartiyla, dallanmamn mimkin oldugu en kigik yik (4.17) de
verilen Py yukiidor.

Shanley teorisinden anlagildigina gore teget modiili ile hesaplanan

24
Al 1)

P, - ; 21 1= (P pin (4.19)
b

yukt en kigik dallanma yikidiir ; onun igin emmniyel tarafinda bulunan bir siur deger

sayilmasi gerekir,
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5. SAYISAL UYGULAMAILAR
Asa@idaki stabilite problemi 6énce matris metoduyla sonra da Mc Minn'in
metoduyla analiz edilerek kntik yitk garpam hesaplanacak, sonuglar kargilagtinlacaktir.

'LA

l‘.l B

LJ‘.
<

T 3 © |
(6 @ )
27 4% A
A “l’ 3 ‘L , ‘L 5
@ (5
£y o)) €
i 2 3
Loy - p—

[ 41m ' 4m. |
Sekil 5.1

Koloniar : TPB 300
Iy=25 170 cm4
A=149 cm?

5.1 MATRIS METODU iLE COZUM

Elemanno lucu

1 i
2 2
3 3
4 4
5 5
6 4
7 5
8 6
9 7
10 8

Tucu

K]

1n.

E =2,1.108 kN/m2

Kingler : IPB 200
L=5700 cm*

Eleman Tablosu

oD
-y

F R Y Y N Y]

A=78,1 cm?

Cosa, Sina
0 -1
0 -1
0 -1
i 0
| 0
0 -1
0 -1
0 -1
1 0
[ 0
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Elastik Rijitlik Matrisi (K®) min Direkt Rijitlik Matrisi Yontemiyle Olugturulmas:

o 1 4 8
kag+kaq+kyy

17
(¢]
il

&
kys

2 04 T L5
k55 + ks + ksg + ki

sim.

1,2,3,6,7 ve § igin Fleman Rijitlik Matrisi

(23492 0
3066869

i
ke = :
sim.

—-35238

0

70476

4,5,9 ve 10 icin Eleman Ryithk Matnisi

1410032,4 0
22444
i

sim.

0
-4489
11970

0 ka7 0
kig 0 kg
ks + ks + ki o 0
EE;? + l_(.?n ‘,Sg/s
kgg + kag + kag
~23492 0 -35238]
0 ~-3066869 0
35238 0 35238
23492 0 35238
3066869 0
70476 |
-410032,4 0 0 ]
0 -2244,4 4489
0 4489  S985
410032,4 0 0
22444 4489
11970 |

o |

4]

kgo

(4]

kg
ki + kb |
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Geomelrik Ripthk Matnist (K&) nin Direkt Rijitlik Matnisi Y dntemmyle Olugturulimast

KhatkSe 0 o & o0 o
Ksikls 0 0 ki o
3 .8 8
K = kestkes O 0 ke
-t ¥, 0o o
Sim. kee O
8

L }599418)(18

1,2,3,6,7 ve 8 icin Eleman Geometrik Rijitlik Matrisi

(6715 0  -1/10 -6/15 0 -1/10]
0 0 0o 0 0
6/15 /10 0 -1/10
6/15 0 1/10
sim. 0 f)
6/15 |

ki = 5.
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K€ ve K8 matnsleri olusturulduktan sonra bir genel dzdeger problemi olan
(Ke+1L. K B).r =0 matrisyel stabilite bagintis1, Boltim 1.4.2. deki Cholesky yontemiyle

(K%~ AD.T = 0 ozel dzdeger problemine doniigtirikiir. Sonug olarak A dzdegerleri ve
r ozvektorleri bulunur.En kiigitk A dzdegeni ve karsilik gelen r 6zvekiori goyledir

2,=5990,57 kN
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5.2.MC MINN'IN METODUYLA COZUM
Cozom igin sistem Once Lightfoot yontemiyle egdeger tek acikbikh sisteme

donistiirtlir.
Eleman P I ¢ k Py
1&3 3 604,71 118,11 5,1 579646
2 2
2 6 604,71 118,11 5,1 579646
2 2
6&8 1 604,71 118,11 5,1 579646
2 2
7 2 604,71 118,11 5,1 579646
2 2
Kingler - 136,94 15748 08 735720
0 7
k=174
7 v e
G/
£=0,00023|@® @W k=763
k=174
4 A4
(4]
2=0,00062} (1 @J k=T 42
i [
Sekil 5.3

Egdeger p
(42 +DA5796,46)23=

0,00023

(3+643)/(5796,4643)=

0,00069

Egdeger k
7,68

7,68

1,74

Simdi, elde ettigimiz bu egdeger tek acikhikl sisterne Mc Minn metodunu

uygulayabilinz. Baslangic olarak W=500 secelim.

W=500
Eleman k
6 7,68
1 7.68

-

(n.k\G 1 ().ku)'
Ky =) ’ -
D [ ~(0.X)g

Psnn n

0,115 2,499

03,345 -0.52
o k?)ﬁ

(k) +(nk)g +6.ky

o nk ok
1,200 3,832 9216
1oty ~3.004 14,73
14,272 9,216

9216 10,278

Esas diagonal baskin oldugundan W=500 knfik vitkien kitghktir,



W=700
Eleman Kk 100 “n 0 nk ok
6 7,68 0,161 0,37 1,34 2,85 10,29
] 7,68 0,483 1,549 2,68 119 20,58

e _[13.20 -10.29 N A
P71 10,29 1,39 M7 0774 -1

Q nun en biyik kakth iy= -3,39 dur|hy] > |-2] oldupundan kritik yitk asiloug

demebfiy Kritik vith SO0 tle 700 arasindadr.

W=600
Eleman k Peon n 0 n.k ok
6 7,68 0,138 0,507 1261 3804 9,685
| 7.68 414 0,994 2,201 -7.634 17,36
Ky, [ 14,33 »-9,685] Qo [ -1 -41,4455}
~9,685 6,7 -6,67585 -1

QQ nun en biytik kékidl 2.4=-1,988 dir Knhk yitke oldukea yaklasihmig duromda.

W=610
Eleman k Pain n 0 nk ok
6 7,68 0,1403 0,497 1,26745 38170 92,7340
i 7,68 0,4209 -1,043 2,29720  -8,0102 17,642
14.257 ~9.734 -~ -1,5582
D~ Qg0 = s
~9,734  6,2468 -0,683 -1

Q nun en bitytik kokit 44= -2,03 oldugundan krnitik ytikiin biraz tizerindedir.

W=603
Eleman k Peot n ) nk ok
6 7.68 0,1387 0,504 1,260 3,871 9,677
1 7,68 04161 -1010 2.272 27,757 17,45
14,311 9,677 -1 1,477
D= L),(m 6,554 ] (03 = L),moz -1 ]
r=-1,9994 = -2 X={ 1,477 1}

Q nun en biryitk kokt A= -1,9994 == -2 oldugundan kritik yvitk We=603 ton=6030 kN
bulunmug olur.Bu sonug, matris metoduyla bulunan 24,=5990,57 kN sonucuindan
sadece % 0,65 farkhidr.
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5.3 SISTEMIN YAKLASIK BURKULMA YUKUNUN TS 500 ' DI
BULUNAN ABAKLAR YARDIMIYLA HESABI

Bu kisimda sistemin TS 500 ' de verilen formiil ve abaklardan yararlanarak
burkulma yiki aragtmlmigtir. Cergeve yanal yitk almadi@ igin burkulmadan énce seksl
degigtirmeyen sistem olarak kabul edilmigtir.

Kolonlar tek tek ele alinmg, birlesimleni ve njitlikleri ayn ayn incelenmis olup,
her kolon i¢in ayn burkulma yiikd hesaplanmig ve bunlann icinden en kiigiik olam ele
ahnmgtir.

Kullanilan formtiller ve notasyonlarmin anlarm agagidaki gibdir.

Ny = n? (E;)
(k£)
Ny, : Adi gegen kolona ait knitik burkulma yitkit
EI : Kolonun alt ve Ust birlegimlen gézéniinde bulundurularak formille
bulunacak njitligi.
k : Abaklardan o, ve ap, sayilan yardimiyla bulunan katsayi. a ve b katsayilan

kolonun alt ve iist uclanim gostermektedir.
¢ : Kolon boyu

z ! (kolon)
o=t
T
Kiriglerde ¢atlamig kesit atalet momenileni temel alinrmgtir. Catlarms kesit atalet

momenti, bridt kesit atalet momentinin %650 st olarak alimmistir.

25 ‘1+ Ry,

E I, : Bagintidaki brist beton kesitinin egilme rijitligi
Ry, : Basing elemamna etkiyen kalict eksenel yilkiin toplam eksenel yitke
orani
Ry, katsayismin degigken olabilecegi disiniilerck 0,25 ile 0,50 arasinda 0,05
artumla bitiin degerler icin hesap yapilmgtir.

Onee biitn kolonlara ait «, ve ap, katsavilan bulunup, bunlarm yardimiyla
abaktan k katsayvilan ahnmmsgtir Her kolona P yokiniin ayn katlan olarak etkiyen normal
kuvvetler bigiminde alman yokler oldugn igin P yikinin bagindaki katsayi esas
alinarak asagidaki programlia hesap yapilmstir.
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Bu programda kullanilan baslica notasyonlardan,
R : Adi gecen kolona ait bridt EI degeni

J Ry, degen

Py - Kritik P burkulma yitki

10' TS 500 BURKULMA HESABI
20'

30 PI=3.141592

40 INPUT "Kolon sayis: :" ; N
SOFORI=1TON

60 INPUT " Kolon ad1 :" ; ad
70INPUT"K,L,P,R " K,L,P,R
OD=K=L

90 FOR J=0.25 T 0.55 STEP 0.05
1000C=R/25H*(1/(1+T)
HMOPK=(PI"2: C/D"2)/P

120 PRINT AD, J,PK

130 NEXT J

140 NEXT T
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Programdan Cikan Somuglar -

FOLOM NO = & RM= .25 FRITIK Vilk= 125%11.93
KOLONMN NO @ & RM= .3 FKRITIK Y= 187&1.47
KOLON NO = 6 RM= .35 FRITIK YUK= 18066.6

KOLON NO = 6 RM= .4 FRITIK YUK= 17421 .37
KOLON NO = 6 RM= .43 KRITIK VYlUk= 168B20.63
KOLON NO : & RM= 3000001 KRITIK YUK= 16239.%4
KOLON NO @ & RM= .25 FREITIE Yilk= 129R8&6.44
KOLON ND = M= .2 KRITIV YUlk= 12484.%6
KOLONM NOQ 1 it L35 RERTTERE WU - 1220030 0002
KON NG 2 FM= .4 FRITIK YUk= 11595.04
KOLON MO = 1 RM= .65 KRITIK Y= 11193.21
KOLON NO = 1 FEM= .5000001 ERITIK YUlF= 10822.03

KOLOM NG @ 7 RM= .23 FRTITIE Yilk= 10Z7&.7

KOLONM NO ¢ 7 RM= .3 KRITIK Y= 2880.958
KOLON NO = 7 RM= .25 FRITIK Wil o S0 La 99
FOON NGO 2 7 BMe oh HRTTHE Vil - 91700175
FOLOMN MO s 7 RM= .45 KETT Y Y= 350,709
RO MY 7 RM= S00000] FRITIK Yillk= BS4L£3.494
KOLONM NO ¢ 2 RM= .25 KRITIK YUk= &&BS.50F
VOLON MO =« 2 RM= .3 KRITIK YUkK= 6£4P8.463
KOLON NO 2 2 RM= .35 FRITIK Y= 4£1%0.372
KOLONM MO ¢ 2 RM= .4 KRITIF Y= 594%.287
EOLON NO 2 2 RM= .45 KRITIK Yilk= S763.47%

KOLON NO @ 2 RM= 5000001 FRITIK Y= 5571.3364

Bu sonuglardan sonra Ry, sayistun gesitli degerlerine kargilik gelen kritik

burkulma yitklerinin timinin 2 nolu elemanda gergeklestipi gorilmektedir.

Sonuglan matris metodu ile bulunan 5990,57 kN degeri ile kargilagtiracak olursak,
Rm=0,25 , Rpy=0,30 ve Ryy=0,35 icin % 11.% 7 ve % 3.2 kadar gitvenliksiz

tarafta kalmakta, )
Rm=0,40 , R;y=0,45 ve Ry=0,50 igin % 0,4 ,% 4 ve % 7.5 kadar giivenlikli

tarafia kalmaktadar.



SONUCLAR VE ONERILER :

Bu tez gahgmasinda, elastik stabilite hesabinin farkli ¢ozim yontemleri analiz
edilerek, elde edilen sonuglarin kargilagtinibmas: ve degerlendirilmesi igin olanak
saglanmys oldu.

Kesin ¢0z0m metodlanndan diferansiyel metodun biytk sistemlere
uygulanmas: iglemsel apidan biytk giclikler arzetmeldedir.Elde edilen yiksek
mertebeli  diferansiyel  denklemlerin  ¢oziim  zorlugu, pratik uygulamasinm
sinirlamaktadir.

Kesin ¢8zim metodlanindan matris metodu ise programlanabilirligi ve tam
sonug vermesi ile en avaniajhi metoddur.Ancak matrislerin mertebesinun, sistemin
serbestlik derecesinin fi¢ kati olarak gelismesi ve bunun sonucunda biyitk sistemlerde
oldukca genig matrislerle ¢aligma zorunlulugu, matrislerin ancak bilgisayar yoluyla
¢Oz0mini sirurh tutmaktadir,

Yaklagik ¢oz0m metodlan igerisinde yine matrisyel bir metod olan Mc Minn
metodu baz smurlamalar  icerisinde kesin ¢Oziime oldukga yakin  sonuglar
vermektedir. Hesaplamalarda hata oram1 %1 den kigik olmaktadu. Ancak simetrk yitk
stmirlamast vardir ve yilksek nannbk dereceleri i¢in ¢6ztim elde edilememeldedir. Bu
dezavantajlanna ragmen olduk¢a pratik olmasi, programlamaya dolayisivia defalarca
¢ozam ile kesit optimizasyomuna uvguniugu ve yaklamkbi yiiksek coriimler vermesi
ile genig kullanim alani bulabilecek bir metoddur.

Bu g¢aligmada, T.S. 500 deki abaklar yardimiyla ¢dztim de incelendi Kalict
eksenel yikiin toplam eksenel yike oram azaldikca (0,25€Rm=<0.35) c¢ozim
givenliksiz  bolgede kalmaktadirKaliet eksenel vikim oram  artsa  bile
(0,35<Rm<0,50) , en fazla Rm=0,50 i¢in % 7,5 kadar bir giivenlik saglamaktadir ki
yeterli bir giivenlik olarak gézikmemeldtedir.
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