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OZET

Bu ¢alismada, konveks olmayan optimizasyon problemi igin sifir aralikli bir dualite
sunulmugtur. Bu Rcokafellar dualite yaklasiminin genellestirilmesidir. Sunulan dualite, bu
calismada gelistirilen zayif konjuget fonksiyonlarin lizerine inga edilmistir. Subdifferansiyel
teoremlerini saglamak igin kuadratik konkav sirekli destek fonksiyonlar1 kullanilmistir. Bu
bizi normlu bir uzayda asagidan Lipschitz amag¢ fonksiyonunu ele almamimizi miimkiin hale
getirmigtir.

[lk olarak, genel bir minimizasyon promlemi ele alinmistir. Bu minimizasyon problemi bir
perturbasyon problemleri ailesine gomilmiistir. Sonra, zayif konjuget fonksiyonlar
kullanilarak bu problem dual bir problem ile iliskilendirilmistir. Son olarak ise, asagidan
Lipschitz amag fonksiyona sahip ve konveks kisit kiimesine sahip bir probleme iliskin bir
uygulama sunulmugtur.

Anahtar Kkelimeler: konveks olmayan programlama, zayif konjuget fonksiyonlar, zayif
subdifferansiyel, sifir aralikli dualite.



ABSTRACT

In this study, a duality with zero gap for nonconvex optimization problem is presented. It is a
generalization of the Rockafellar duality scheme. The duality is constructed on weak conjuget
functions and weak subdifferentials developed in this work. The continious quadratic concave
support functions is used in order to provide subdifferentiability teorems. This enables us to
consider support cones and the minimization problems with lower Lipschitz objective
functions on normed spaces.

First, a general minimization problems is considered. The minimization problem is embedded
in a family of perturbed problems. Then, a concave dual problem is associated with it by
using weak conjuget functions. Finally, an application to problem with lower Lipschitz
objective function and convex constraints is presented.

Key Words: nonconvex programming, conjuget functions, weak conjuget functions,
subdifferantials, weak subdifferantials, duality with zero gap.
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1 GIRIS
Verilen bir optimizasyon problemi igin, bu problem ile yakin iliskili diger bir optimizasyon

problemi daha vardir. Bu promlemlerden ilki primal problem digeri ise dual problem olarak

isimlendirilir.

Verilen bir optimizasyon probleminin, dual problemini elde etmekte kullamlan g¢esitli
yaklagimlar vardir. Lagrange dual problemi ve perturbasyon dual problemi bu yaklagimlardan
onemli ikisidir. Lagrange yaklasimi Ozellikle hesaplamalar agisindan 6nemli avantajlara
sahiptir. Konveks dualalite teorisinde dual problem Lagrange ya da perturbasyon yontemi ile
elde edilebilir. Khun-Tucker vektorii Lagrange yaklagiminda Lagrange carpanlarim verirken,
perturbasyon yonteminde perturbasyon fonksiyonun konjuget fonksiyonunun minimum
degerini vermektedir. Bu alandaki ilk sonuglar Fenchel (1949) ve Rockafeilar (1970)

tarafindan yapilmustir.

Lineer olmayan optimizasyon probleminin dual problemini elde etmekte Lagrange fonksiyonu
kullanildiginda, ama¢ fonksiyonu ve kisit fonksiyonlar1 konveks olmadig: strece gogu kez
dual fark olusmaktadir. Genellestirilmis konvekslik gibi kavramlarla konvekslik
varsayimlarim hafifletmek i¢in bazi ¢alismalar yapilmistir. Omegin Hanson (1980) inveks
fonksiyonlar olarak isimlendirilen fonksiyonlarla Khun-Tucker optimallik yeter kosullarim

ispatlamigtir.

Konveks kiimelerin sinir noktalarinda destek hiper diizleme sahip olduklart iyi bilinen bir
gercektir. Bu kavram konveks analizin en 6nemli kavramlarindan olan subgradyant kavramini
ortaya ¢ikarmugtir. Subgradyant optimallik kosullan ve dualite teorilerinin elde edilmesinde
¢ok onemli bir rol oynamaktadir. Konveks olmayan kiimeler her sinir noktasinda destek hiper
duzleme sahip olmadigindan, subgradyant kavrami konveks olmayan problemler igin

optimallik kosullar1 olarak genellestirilmigtir.

Bu ¢aligmada, lineer fonksiyoneller yerine konkav sirekli fonksiyonlar kiimesi kullanilarak,

konveks olmayan minimizasyon problemler igin, konveks problemlerdeki klasik dualite



teorileri elde edilmek istenmistir. Kullanilan yontem konveks olmayan kiimelerin konkav

fonksiyonlarin hipografikleri ile ayrilmasi esasina dayandirilmistir.



2 KONVEKS KUMELER

Tanim 2.1

Sc £, veS#D kime olsun. S kiimesinin herhangi iki elemanini birlestiren dogru pargast S

kitmesine dahil ise S kiimesine konveks kiime denir. Yani,

Vx,x, eSS Ax+(A-A)x, eS8 vAie[0,1]

o -®
X1 X2
a) Konveks b) Konveks degil

Sekil 2.1 Konveks kiime ile konveks olmayan kiime fark:

Onerme 2.2

Si1ve S, |, E, 'de konveks kiimeler olsun. O zaman

(1) §; S, konveks kiimedir.

(2) $,+8, ={x, +x,|x, €8, vex,eS,} konveks kiimedir.
(3) S, -8, ={x, —x,|x, €5, ve x, €§,)} konveks kiimedir.

Tanim 2.3

@2.1)

ScE, ve konveks bir kime olsun. S kimesinin elemanlarinin  tim konveks

kombinasyonlarinin topluluguna S kiimesinin konveks orteni denir ve H(S) ile gosterilir. Yani,



X, X,,......X, €S vek e Z" olmak lzere

x agagidaki gibi gosterilebilir

k
xe H(S) &{x=) Ax, v (2.2)

i=01

Onerme 2.4
S < E, olsun. A(S), § kiimesini igeren en kiigik konveks kiimedir .
Teorem 2.5

Sc E, ve bog olmayan konveks bir kime olsun. x, €5, x, €S§° veV1e (0,1) olsun. O

halde,
A, +(1-A)x,e8°,  VAe(0)) dir.
Onerme 2.6 S konveks ise S° de konvekstir.
Onerme 2.7 S konveks ise S de konvekstir.
%
‘ Onerme 2.8 S konveks ve S° =@ ise $° =35 dir.

0

Onerme 2.9 S konveks ve S° # @ olsun. O halde, § = S°

Tanim 2.10

CcE, ve C =0 olsun. C kiimesi asagidaki sartt sapliyorsa , C’ye sifir kdseli bir koni denir.
xeC = AxeC, heriz0

Ayrica, C kuimesi konveks bir kiime ise, C konveks koni olarak isimlendirilir.



a)Konveks koni b)Konveks olmayan koni

Sekil 2.2 Koni érnekleri

2.1 Konveks Kiimelerin Ayrilmasi ve Desteklenmesi

Optimizasyonda, ayrik konveks kiimelerin ayrilmast ve destek hiperdiiziemi kavramlarinin
¢ok Onemli bir yeri vardir. Hemen hemen tim optimallik kosullari ve dualite sonuglari

konveks kiimelerin ayrilmas: ya da desteklenmesi teoremlerini kullamr.

Teorem 2,11

S ¢ £, kapali konveks bir kiime ve y S olsun. O halde, S kiimesinde, y noktasina uzakhg:

minimum olan yalmz bir tek X € § noktasi vardir. Ayrica,

X,y noktasina en yakin nokta <> (x - ¥)(y -¥)<0, VxeS 2.3)

Sekil 2.3 Kapah konveks bir kiimeye en yakin mesafe

Tanim 2.12 (Hiperdiizlem)

p%0 ve pekE olsun. a bir skaler olsun. {x:p’x=a} seklindeki noktalann topluluguna

E,’de bir hiperdiizlem denir ve H ile gosterilir. Yani,
H={x:px=a}, peE,, p=0 ve a skaler. (2.4)

Burada, p vektoriine hiperduziemin normali denir. Bir A hiperdizlemi, /™ ve A ile gosterilen

iki tane kapali yart uzay belirtir.



H  ={x.px2a} ve H ={x: px<a} (2.3)
H hiperduzlemi iki tane de agtk yart uzay belirtitir

{x:p'x>a} ve {x: p'x<a) (2.6)

2.1.1 Konveks bir kiime ile bir noktamn ayrilmasi

Teorem 2.13

ScE, ve § = kapali konveks bir kime olsun. y ¢ § olsun. O halde,

py>a ve px<a Vxel§ 2.7
olacak sekilde, bir p# 0 vektéri ve bir a skaler sayisi vardir.

Teorem 2.14

Sc E, kapah konveks bir kime olsun. O halde, § kumesini igeren biitin yarim

hiperdiizlemlerin kesisimi § kiimesine egittir. Yani,

[={ieN:ScH ve H yanm hiperdiizlem} olmak tizere,

FN
p¢ / p

S

S=(H; dir.

i€/

/r—)p

Sekil 2.4 Konveks bir kimenin hiperdiiziemlerin kesisimi olarak gosterilmesi

2.1.2 iki Konveks Kiimenin Aynimas

Tanmim 2.15

SrveS,, E,’de boskiimeden farkli iki kiime olsun. Eger,

pxza, ¥Vxe§ ve p'x<a, Vres, (2.8)



olacak sekilde sifirdan farkh pek, var ise, H={x:p'x=a} hiperdiziemi S, ve S

kiimelerini ayinr denir.

p

AN

S1 S2

H
Sekil 2.5 Konveks kiimelerin hiper diizlem ile ayrilmas:

2.1.3 Konveks Kiimelerin Sinir Noktalarinda Desteklenmesi

Tanim 2.16

ScE, S#Q bir kime ve XS olsun. Asagidaki sartlardan en az biri saglamyorsa

H ={x: p'(x-X)=0} hiperduzlemine S kiimesinin ¥ noktasinda destek hiperdiizlemi denir.
(i) p'(x-%)20 YxeS yada (i) p'(x-%)<0 VxeS

Bu tamm su sekilde de verilebilir.

px=inf{p’x:xeS} yada p¥=sup{p'x:xeS)

sartim saglayan bir p vektori varsa, H ={x:p'(x-X)=0} hiperdizlemine § kiimesinin

X noktasinda destek hiperdiizlemi denir.

X
X1 X2
a)

b)

Sekil 2.6 Destek hiperdiiziem 6rnekleri

Teorem 2.17 (Destek Teoremi):

SckE,, §+@ konveks bir kime ve X e dS olsun. O halde, sifirdan farkli yle bir p vektori



varki, p'(x-¥)<0, VxeS dir.

Sekil 2.7 Konveks kiimenin sinir noktasindaki destek hiperdiizlemi

Teorem 2.18

S, S> kumeleri bog kiimeden farkl: iki konveks kime ve S, NS, =& olsun. O halde, dyle

bir hiperdiizlem var ki S; ve S, kiimesini ayirir. Yani,
Jp#0: inf{ p'x:xe S, }2sup{p'x:xeS,}
Teorem 2.19

S, S2 bog kiimeden farkl iki konveks kiime olsun. Ayrica, S, #J ve S, N S) =@ olsun. O

halde 6yle bir p #0 vektora vardir ki,
inf {p'x:xeS§,}2sup{p'x:xeS,} dir.
Teorem 2.20

S; . S igleri bog olmayan iki konveks kiime olsun (S 2D ve S) # ). O halde, oyle bir

p #0 vektori vardir ki inf {p'x:xe §.} 2sup{p'x:xeS,} sartini saglar.



3 KONVEKS FONKSIYONLAR

Tanim 3.1

/8§ = £ bir fonksiyon, § ¢ £, ve § # O konveks bir kiime olsun. Eger

fOx, + (1~ Dx,) <A (x) +A-Df(x,).  Vx,x, €S ve Vie[ol] (3.1)
sart1 saglantyorsa, fye S Gzerinde konveks bir fonksiyon denir.

Tanim 3.2

f S — E, bir fonksiyon, S < £, ve § O konveks bir kitme olsun. Eger

S, +(1=A)x,) < Af (x) + (1= 1) f(x,), Vx,x, €S ve Yie(01) 3.2)
sart1 saglanmiyorsa, f'ye S Gzerinde tam konveks bir fonksiyon denir.

Ayrica —f § tzerinde (tam) konveks ise f'ye S azerinde (tam) konkav bir fonksiyon denir.

; °- i

X1 AxiH(1-A)x; X2 X1 Axi+H(1-A)x, X3
a) Konveks a) Konkav

Sekil 3.1 Konveks ve konkav fonksiyonlarin gésterimi

Tanim 3.3

J:§ = E, konveks bir fonksiyon ve a bir skaler olsun. S, ={xe§: f(x)<a} kiimesine

f'nin diizey ktimesi denir.
Onerme 3.4

SCE,, § konveks bir kiime ve f:§ — E, konveks bir fonksiyon olsun. O halde, her «

skaleri igin,
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S,={xe§S f(x)<a}
duzey kiimesi konveks bir kiimedir.

Teorem 3.5 ( Konveks Fonksyonlarin Siirekliligi )

SckE, §#O konveks bir kiime ve f:§5 — E, konveks bir fonksiyon olsun. O halde, f

fonksiyonu § kiimesinin iginde streklidir.

3.1 Yonsel Tiirev

Tanim 3.6

SckE,, S0 ve f:§—E, bir fonksiyon olsun. x€§ olsun. d sifirdan farkli 6yle bir

vektor olsun ki, yeteri kadar kugik pozitif bir A igin ¥ + ideS olsun. f fonksiyonunun ¥
noktasinda ve d vektorii yoniindeki yonsel tirevi f'(¥,d) ile gosterilir ve asagidaki gibi

tanimlanmugtir.

fx:d)=lim
A->0"

3.2 Bir Fonksiyonun Epigrafigi ve Hipografigi

Tanim 3.7

S En’de bos kiimeden farkli bir kiime olsun. f :— E| bir fonksiyon olsun. £ nin epigrafi

epif ={(x,y):xeS,yck,y2 f(x)} (3.4)

olarak tanimlanir.

epif epif

hipof® hipos’

a) b)

Sekil 3.2 Epigrafik ve hipografik 6rnekleri
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Teorem 3.8

S E.de bos kumeden farkli konveks bir kiime ve f:S—E  olsun. O halde,

f konveks <> epif konveks kiimedir.

Teorem 3.9

S Ex’de bos kiimeden farki konveks bir kiime ve f:S — E| konveks bir fonksiyon olsun.Q

halde, X € int Sigin dyle bir & vektori vardir ki

H={(x,y):y=f(X)+E(x-%)}

hiperdiizlemi [¥, f(¥)] noktasinda epif’yi destekler.
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4 KONJUGET FONKSIiYONLAR
Tanim 4.1

f1E, - R olsun. £nin konjuget fonksiyonu f*: £, — R soyle tammlidir.

S =sup {(x,x*) - f(x)}  her x*e £, (4.1)
Onerme 4.2

f E, >R fonksiyonve f*:E, - R fnin konjuget fonksiyonu olsun. O halde,
£ (0)=- inf f(x) dir. (4.2)

Ispat: Tamm 4.1°den,

f7(0) = sup{(x,0) ~ (%)}

xek,

= sup{~f(x)}

xek,

<~ inf {/(¥))

Onerme 4.3

f:E,—>R ve f:E, > R birer fonksiyon olsun. O halde,

VxekE, f(x)<g(x)=f(x)=2g (x") dir 4.3)
Ispat: Tamm 4.1’den,

Vxek, f(x)<g(x)=>-f(x)=2~-g(x) VxekE,
=x Y- f(X)2(x,x"y-g(x) VxekE,
= sup{(x, XY - f(o)z supi(x, x) - g(x)}
= f(x)zg (x7)

Onerme 4.4

Her i e [igin, f, - E, — R olsun. O halde asagidakiler dogrudur.

(1) (ilrg'fl)' =sup f’ (4.9

=
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(i)  (sup f,)" <inf £ (4.3)
il el

Ispat: (i) Tamm 4.1’den,

(inf /)" (x*) = sup { (x, x*) -inf £,(x)}

= supsup { {x, x*) - f,(x)}

xcE, icE,

= supsup { {x, x*) - f,(x)}

i€E, xcE,

=sup f,"(x")

i€k,
(1)) Tamm 4.1den,

£ () =sup { {6, x*) - f,(x)}, Viel

xeE,

mf £ = mf sup { (x,x*) - f.(x)}

xEE

>supmf{(x x*) - f(vc)

xeE,*

=sup {{x, x*>—supf(V) ‘

xeE,

= (sup £, (x))"(x")

icE,
Onerme 4.5

f.E,—->R, f*E,— R olsun. O halde asagidakiler dogrudur.

B OGN =X '(%), VA>0 (4.6)

(i) (f+a)(x)=f(x)-a Vack 4.7
[spat: (1) Tamm 4.1°den,

() (x") = supl{Ce, x"y ~ Af ()]}

xek,
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= Asup{(x, =) - ()

xek, l
. X
= Af (2=
if ( /1)
(i) Tamm 4.1°den,

(f + @) (x7) = sup{(x, x") = (f +@)(x)}

xeE,

=sup{(x, x") - f(x) - a}

xcE,

= sup{(x,x") - f(x)} - @

xeE,
=f(x)~a
Tanim 4.6

f:E,—R olsun. fnin konjuget fonksiyonu f*:E, — R olsun. fnin ikincil konjuget

fonksiyonu f **:E, — R soyle tammlidir:

FH*(x)= sup{(x,x*)— £ *(x*)} her xeE, ' (4.8)
Onerme 4.7

f:E. —R olsun. f*(x*) ve f**(x)fonksiyonlar konvekstir.
Ispat: x;,x,€E, ve A€[0,1] olsun.

FX (A + (1= A)x)) = sup{dx, Ax; + (1-)x3) = f(x)}

xefl,

= sup{AQx, X )+ (1 = A)x,x3) + A (x) = A (x) = £()}

xeE,

= sup{A¢x, X ) + (1= AXx, x3) + Af (x) + (1 - 2) f(x)}

xek,

= sup{A[(x, x)) = f(0)]+ (- A, x) = FOI

xeE,
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< sup{A[(x. %) — F()]} +sup{(1 - DI, x3) = f(O])

xel, xcf,

= Asup{(x, x{) = (0} + (1~ A)sup{(x,3) - £(x)}

<<E, xcE,
<A () + (- A * (D)

Benzer sekilde f **(x) fonksiyonun da konveks oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.8

f:E,—R olsun . O halde

s f(x),  Vrek,

Ispat:

(ex%) - f)S AR, Ve,
6, x*y = f*(x*) < f(x), Vx,x*e £,

x noktasini sabitleyip supremum alirsak,

sup {(x, x*) ~ f * (x*)} £ f(x)

-
x*eE,

SO < f(x)

Onerme 4.9

Her f:E_— R fonksiyonuigin " = f" dir.

Ispat: Teorem 4.8°den f~ < f oldugunu biliyoruz. (4.3)’ den
e

Tanim 4.6’dan

(,x) - f*e)< f**x), Vxek,

(X* xy— f**(x)< f*(x*), Vxek,

sup{(x, x*) — f**(x)} < f *(x*)

xe kB,

ST ()

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



sk

(4.11)ve (4.12yden f"=f" dir.

16
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5 SUBDIFFERANSIYEL

Tanim 5.1

f:E, — R bir fonksiyon olsun. Eger,

f(x)smurl ve (x",x-%)+ f(¥)< f(x), VxeE,

sartim saglayan x € E_ var ise x' vektorine f’nin X ’daki subgradyantt denir. f ’nin
¥ ’daki subgradyantlarinin kiimesine f ’nin ¥ ’daki subdifferansiyeli denir ve of(Xx) ile

gosterilir.
Teorem 5.2

f:E, — R bir fonksiyon olsun. O halde,

FX)=D ise f(®)=f"(%) dir | (5.1)
Ispat: f (X)# @ oldugundan 3x" € £, : x" e df(¥) dir. Tamm 5.1’den,

(X", x -3+ f(%) < f(x), Vxek,

(0~ f(x) <7, ) - (%), Vxek,

()< %) - f(R) (52)
FE) B~ (7)< fT () (5.3)
(4.9) ve (5.3)den f(X)=f"(%) dir.

Teorem 5.3

f:E_— R bir fonksiyon olsun. " ise f ’nin konjuget fonksiyonu olsun. O halde,

X edf(¥) o [f(XO)+ fT(x)=(X x") dir (5.4)
Ispat: (=) x" € &f(X) ise Tamm 5.1 ve (5.2) den,

S < B - £(F)

F)+ f(R) <7 %) (5.5)
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Ayrica Tanim 4.1den (¥,x") - f(¥)< f (x")dir. Yani,

(F,x7)y < f(®)+ [ (x") (5.6)
(5.5) ve (5.6)dan f(X)+ f (x")=(%.x") dir. (5.7)
(<) Tamim 4.1’ den,

(x>~ flx)s f(x"), Vxek,

X, xY = f(x)s (" )=(F x") - f(F), VxeE, (hipotezden)

e x Dy = (% x )+ f(X)< f(x), VxeE,

(x-%,x")+ f(¥)< f(x), VxeE,

x" € &f (%) : (5.8)
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6 DUALITE

Bu boliimde bir primal minimizasyon problem ile dual problem olarak isimlendirilen bir
maksimizasyon problemi iligkilendirilecek. Boylece bu iki problem arasindaki iligki

incelenecek.

6.1 Primal Problem

f:E, = R olmak iizere,

&) inf f(x) (6.1)

xeE,

minimizasyon problemi ile ilgilenecegiz. (P) problemi primal problem olarak isimlendirilir.

(P) probleminin infimum degeri /nfP olarak gosterilir. f(x)=InfP sartimi saglayan her
xe E,, (P) probleminin bir ¢oziimii olarak isimlendirilir. Eger f(x,) <+ olacak sekilde

x, € E_ var ise (P) problemi basit olmayan promlem olarak isimlendirilir.

Pertiirbasyon
F(x) fonksiyonu ile ilgili ®:E, x E, — R olmak iizere

D(x,0)= f(x) (6.2)

sartim saglayan ®(x,y) fonksiyonunu ele alalim. ®(x,y) fonksiyonuna Perturbasyon

fonksiyonu denilir. Yy € E igin

) inf ®(x) 63)

xe€E,

minimizasyon problemini tanimlayalim. Burada agik¢a gorilmektedir ki, y = 0 i¢in, (Po)
problemi ile (P) problemi ayni problemi ifade etmektedir. (P,) problemine, verilen

perturbasyon fonksiyonuna gére, (P) probleminin Perturbasyon problemi denir.

6.2 Verilen Perturbasyon Fonksiyonuna Gére Dual Problem

(P) problemi ve (P,) perturbasyon problemi igin dual problemi tanimlayabiliriz.
& E xE, — R, fonksiyonu @ perturbasyon fonksiyonunun konjuget fonksiyonu (i'l;%n

(P) probleminin @ perturbasyon fonksiyonuna gore dual problemi
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(P7) sup{-®"(0, y")} (6.4)

yeE,
olarak tammlidir. (P") probleminin supremum degeri SupP” seklinde gosterilir. Ayrica,
SupP™ =-®7(0, y") (6.5)

sartint saglayan her y* € £, elemam (P") probleminin bir ¢éziimii olarak isimlendirilir. (P)

ile (P") arasindaki ilk iligki agagidaki 6nerme de verilmistir.
Onerme 6.1
SupP < InfP" . | (6.6)

Ispat: y" € E, de keyfi bir eleman olsun. Tanim 4.1 den,

D°(O0,y)= sup {p°, ) -O(x,»)}

(xiy)eE, <E,

- Buradan da, Vxe £, i¢in,

D°(0,") 2(y",0) - ®(x,0)

-®"(0,y") < O(x,0) : (6.7)
(6.7) deki iligki her (x,y")e E, x E, igin gegerli oldugu i¢in

SupP < InfP’

sonucunu elde ederiz.

6.3 Dual Problemin Dual Problemi

Bir minimizasyon probleminin dual problemini elde etmekte kullanilan teknik kolayca bir

maksimizasyon problemine donistiirilebilir.

sup{=/ ()} = - inf (= /() (6.8)

xef,
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ozelliginden yararlanarak, (P") dual probleminin perturbasyon problemi verilen

pertubasyonlara gore,

(P.) sup{—®"(x", y")} (6.9)

yeE,
seklinde verilebilir. (P") probleminin de dual problemini olusturacak olursak,

P™) — sup{~®~ (x,0)} = inf {®” (x,0)} (6.10)

xek,

(P) probleminin ikincil dual problemi elde edilir. Bu asamadan sonra dual problem prosesini

devam ettirmenin bir anlami yoktur. Ciinkii, (P™) probleminin perturbasyonlari

(P inf ®~ (x, y) (6.11)

Y

bigiminde olup, verilen bu perturbasyonlara gére, (P™) probleminin dual problemi,

P™) sup {~®""(0,y")} (6.12) -

y'<E,

bi¢imindedir. Fakat, Onerme 4.9°dan ®™ =®" oldugu dikkate alinirsa (P™) probleminin

(P") problemine esdeger oldugu goriiliir.

Ayrica, (6.1), (6.2) ve (6.10) goruliir ki, eger

O7 (x,0)=D(x,0), VxekE, (6.13)

sart1 saglanursa, (P) ve (P")problemleri birbirinin dual problemidir. Yani, primal problem ile

dual problem arasinda tam bir simetri vardr.

6.4 Normal Problemler

Bu bslimde h: E, - R fonksiyonu
h(y) = InfP, = inf ®(x, ) (6.14)

seklinde tanimlidir.
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Onerme 6.2

® fonksiyonu konveks ise ' E, — R fonksiyonu da konvekstir.
Ispat: x,,x, € £ ve A(0]) olsun. Bu durumda,
h(Ax, + (1= A)x,) < Ah(x) + (1= A)A(x,) (6.15)

sag taraf tammh oldugunda (6.15) esitsizligini gOstermeliyiz. Eger /A(x,)=+0 ya da
h(x,)=+0 ise (6.15) esitsizliginin saglan2digi agiktir. Bu yilzden h(x, )<+ ve

h(x,) <+

oldugunu kabul edelim. A nin tanimindan,

Va>h(x,) 3y, €k,: h(x)<P(x,y)<a
Vb>h(x,) Jy, ek, h(x,)SP(x,,y,)<b

Buradan,

h(Ax, + (1= A)%;) = inf ®(x, 2x, + (1= A)x,)

B d)(/l.yx + (1 - A’)y27ﬂxl + (1 3 ﬂ')xz)
< (P konveks oldugundan)

SAD(y,, x,) + (1= A)D(y,, ;)
<da+ (-4

a—> h(x,) ve b— h(x,) ahnirsa (6.15) esitsizligi elde edilir.

Onerme 6.3

h'(y')=‘b'(b,y'), vy' €k, (6.16)
Ispat: (6.14) den,

A (Y y=sup{(y.y") - A}

vaf,

=sup{(y.y") - inf O(x, y)}

ek,

= sup sup{{y, yo - O(x, y)}

ve B xek,

= sup  {x.0)+{y. ¥y - D(x, y)}

(x.y)eE, <E,

=®°(0,y")



Onerme 6.4

SupP™ = h™ (0)

[spat:

SupP” = sup {~®"(0, y")}
yeE,

=sup{-4"(y")}, (6.16)dan
v'EE,

= sup{(0,y" Y- h"(y")}

b
v &gE,

1™ (0)

Tanim 6.5

h(0) < +x ve ¢h™ (0) =@ ise (P) problemine normal problem denir.

Onerme 6.6
(P") Probleminin ¢oziim kiimesi &4 (0) ile esdegerdir.
Ispat: y" e E, (P") probleminin ¢éziimii olsun. (6.5) den
= -0"(0,y")= _s.gg{@'(&:')}
<-h'(y)= _glfgi—n;z‘(z‘)}, (6.16)'dan
& -h(y)=sup{(0,27)~h'(z"))

: eE,

o -h(y)=h"(0)

(6.17)
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7 KONVEKS OLMAYAN DUALITE

7.1 Zayf Konjuget Fonksiyonlar

G, ={g: E, — R| g sirekli, konkav ve g(0) =0} (7.1)
olsun.
Tanim 7.1

R=Ru{+x}ve f:E, — R olsun. f nin zayif konjuget fonksiyonu f*:G, - R
1°(8) :SPE{g(X)—f(x)} (7.2)
seklinde tanimlidir.

Tanim 7.2

f:E, - R tammh bir fonksiyon ve f®:G_—>R f nin zayif konjuget fonksiyonu olsun. f

nin zayif ikincil konjuget fonksiyonu f*°:E, - R
f“’“’(x):sug{g(x)—f“’(g)} : ' (7.3)
gels,

seklinde tanimlidir.

g(x)=<x,x" > fonksiyonu siirekli, konkav ve g(0) = 0 oldugundan g <G _ dir. Bu durumda

konveks dualite teorisindeki konjuget ve ikincil konjuget fonksiyonlan elde edilir.

Teorem 7.3

fE,— R olsun.

a) f°:G, — R konvekstir.
b) f* asagidan yan sireklidir.
Ispa:

a) £,.£.€G, ve 4 E[O,l] olsun.
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£20g, + (- A)g,)=supdg, () + (1= g, (x) - f(x)}

xek,

= sup{}%gl () +(1 =g, ()= f(x) + Af (x) - lf(x)}

xe k&,

= sup{dg, (x) = A () + (1~ g, (x) - (1= 1) f(x)}

xelk,

<sup{ig, (¥) = A ()} + sup{(l - g, (1) - (1= D ()

xel,

=" (g)+(1-1)f°(g,)

- [ konvekstir.

b) (g,) G, debir dizi ve g’ye noktasal yakinsak olsun. Yani,
(g,)€G, ve g,(x)— g(x) Vxek,

lm f“(g,)= f“(g) oldugunu gosterelim.

n—»w

feg)2g,(0)-f(f) VxeE, ¥n
lim f*(g,)2lim[g,(x)- f(x)]  VxeE,

n—<0

bm f*(g,)zg(x) - f(x) VxekE,

n—»o

m 7*(g,)= f“(g)

n—»o

. f asagidan yan siireklidir.

Teorem 7.4

f:E,—>R olsun. f*:E_—R asagidan yan sireklidir.2
Ispat: (x,)eE, ve x, —x olsun.

S “? nin tammundan,

S )zglx,) - f°(8), VgeG,, Vn
hm f™(x,)2 g(x)~- f*(g), VgeG,

R0

hm £ (x,)2 f* (x)

n-»x0

- f* asagidan yan sureklidir.
Teorem 7.5

f £, — R olsun.
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™0 < f(x)  Vrek, dir.
Ispat. f* nintammindan,

() 2g()-f(x) VrekE, Vgel,
f)zg(x)-f"(g) Vxek, Vge(,
f@=suplgr) - £7(g)]  vreE,

geG,

Oz f™(x)  vxek,

7.2 Zayif Subdifferansiyel

Tanim 7.6

f:E, = R bir fonksiyon veX € E, olsun.

gx-X)< f(x)-f(¥) Vxek,

(7.4)

olacak gekilde bir g€ G, var 1se, g ye fnin x daki zayif subdifferansiyeli denir. fnin X daki

zayif subdifferansiyellerinin kiimesine f nin ¥ daki zayif subgradyant: denir ve 3° f(X) ile

gosterilir. Yan_i,

0 f(®)={geG,lg(x-F) < f(x)- f(¥) VxeE,
Teorem 7.7

f(X)2D ise  f(X)= [ (%) dir.

Ispat

0°f(X)=C=>3geCG, :ged”f(X¥) Yan,
gx-5)< f(0)- f(§),  Vxek,

gr-D)+ f(B)<f(x), W<k,

v(x)=g(x-X)+ f(X) olsun

v(x) in surekli, konkav ve v(X) = f(¥) oldugu agtk¢a goriliyor.
Yani, v(x)e G, dir.

V() = ¥(F) = g(x - )+ f(F) ~ f(¥)

=g(x-¥)
(7.6)'dan

(7.5)

(7.6)
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Wx) - v®) < f(x) - f(F),  VxeE,
W(E) - /(%) 2 sup{v(x) - f(x)}

v(x) - f(X) 2 f7 (V)
S =v(x) -7 ()
J(X)<sup{v(xX) = £ (v)}

FE) < f™(x)
Teorem 7.5.den f(¥)= f*’(X)

Tanim 7.8

f:X—>R ve x,eX olsun Eger,

Jx) = flx)z L x=x,], VxeN,(x,)

olacak sekilde bir £>0 ve L >0 sayilan var ise fye x, € X noktasinda asagwdan yerel

Lipschitz denir.
Teorem 7.9

f:E,—> R, ¥ e E, noktasinda agagidan yerel Lipschitz olsun. Eger,

f)z-plxll+q, vxek,

olacak gekilde p >0 ve g sayilan var ise f, ¥ de subdifferansiyellenebilirdir.

Ispat: f ¥ de asagidan yerel Lipschitz oldugundan,
AL>0: f(x)-f(xX)=>-L|x-X], VxekE,
Celiski 1¢in,

Voo dx, ek f(x,)-f(X)<-nllx,-X|
Hipotez (7.7) den,

Se)z-pllx, ll+q
2-pllx, -X+X|+q
2-plix, -xll-plix|+q. vn

(7.9) ve (7.10) dan,

(1.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)
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—nallx, =xXll+f () > flx,)z-plx, ~ Xl -pl %]+,

f@+plEl-q>@-p)llx, -%l, vn

SO+ plixli-q
n—p

n—w© = x —X

lx, —X|< Yn>p

O halde,

In,eN: Vns>n, x,eN_(%)
(7.8)dan,

fe) = f()2~Llx,~E[, Vn>n,
(7.9 dan,

~Liix, = £l £(x,) - f(®) <~nlx, - %
~-L<-n

L>n Vn>n,

Bu durumda bir ¢eligki elde ederiz.

O halde, f agagidan Lipschitz ise

f)-fE)z-Llx-x[, Vx

esitsizligi vardir. Eger g(x)=-L | x|| alirsak g € G_ olur. Buradan da,

F(x) - F(F)2 g(x - ¥). Yani, g€ 5° f(¥) dir.

g(x) =-L| x| formundaki g(x) fonksiyonlarinin kiimesini, G; igerisinde kalarak genigletmek

mimkin. Ormegin,

gy=—cllx-x,|+<x~-x,,x >+f(x,)

fonksiyonu siirekli ve konkav bir fonkstyondur. (G, kiimesi igerisindeki bu forma sahip olan

g(x) fonksiyonlari i¢in zayif konjuget, zayif ikincil konjuget ve zayif subdifferansiyel

tanimlari tekrar tanimlanabilir,

Yn

R = R {Foo} olmak iizere f:E, — R bir fonksiyon olsun.



Tanim 7.10

f°E xE xR, — R olmak tizere,

Fe(x,,x",¢)=supf{—cilx~x, [ +c il x, | +x, x") = f(x)} (7.12)

<k,
seklinde tanimlanan fonksiyona f nin zayif konjuget fonksiyonu denir.

Tanim 7.11

[ E, —» R olmak iizere,

f@= sup {=cllx=x, [l+ellx, [[Hex) = £ (x,,x",0)} (7.13)

(xg.x C)EE, B, <R,
seklinde tanimlanan fonksiyona f nin zayif ikincil konjuget fonksiyonu denir.

Onerme 7.12

f* :E,—R olmak iizere, fnin ikincil konjuget fonksiyonu daha sade olarak asagidaki

tanmlanabilir.

f @)= sup {~cllxllHx,x) - £ (x,x",0)} , (7.14)

(<" .c)eE, R,
Ispat: Tamm 7.11’den,

F)= sup  {=cllx-x [l +ellxg [ Rex") ~ £7 (6, x7,0)}

(xo,x'.c)eE,,xE,, =R,

= . sup {—c”x-xo ” +cHx0 ” +<x’x.>
(xg,x .C)eE,<E, <R,

- sug[—c 1y =x, 1 +cllx, | Ky, x") = FONI}
= sup inf{-cllx-x, |l +elx |l Henx
(xg,%".C)EE, <E, <R, ¥5n
+elly —x, | =cllx, 1=, x + fF

< sup inflclly-x IR x) =D+ F(0))
(x".c)%E, R, Y En
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< sup infi{clly—x[|Hxx) - {rx )+ f(0)}

(x",c)eE, <R, yely

= sup inf{c]lx]+xx")

(x".c)eE <R, yekE,
+lelty —xll—ellxl <y, x"y+ fFO)]}

= sup {cllxll+xx)
(x".)eE, <R,

—sup[~clly ~ xfi+clixll =y, x")y = fO)HI}

ek,
= sup {cllx]|Hxoxy— fo(x,x 0}

(x'hc)eE,, <R,

Buradan,

F< sup ellx|lHxx") = f7(x,x",0)}
(x".C)EE <R,

Diger taraftan,

[z sup {=cllx—x ll+ellx [ +ox) - f2(x,x"0)}, Vx, €k,

(x',c)eE,'xR'

(7.16)y’de x, =x alirsa,

f7®2 sup {cllxlKex) - f(x,x",0)}

(x".c)eE, <R,
elde edilir. (7.15) ve (7.17)’den (7.14) elde edilir.
Tarmum 7.13 (Weak Subdifferansiyel)

f1E, = R olmak iizere,

—cllx-F[Hx-5x)< f(x)- f(¥), VxekE,

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

sartiu saglayan (x',c)e E, x R_ikilisine fnin ¥ noktasindaki zayif subgradyanti denir.

Ayrica,

(X ={(x",c)eE, xR |—cllx~¥||+x-% x")y< f(x)~ f(X), herxe £}

(7.19)

Asagidaki teorem klasik konjuget fonksiyonlar i¢in gegerli ofan Teorem 5.3 (n zayit konjuget

fonksiyonlar i¢in esdegerini vermektedir.

Teorem 7.14



f:E, = R bir fonksiyon olsun. O halde,

(x",0)ed” f(x) < [+ f (e, x",¢)=cllx||+x, x") dir.
Ispat: (=) Tamim 7.13’den,

fW - f)z—clly-x[[Ky-xx"), VyeE,

Bu esitsizlik agagidaki gibi yazilabilir:
f=clly=xli+clixl| =y, x) - f(y) cllxl| Kx,x), VyeE,

F()+sup{—c|ly x|l +el x| Ky, x7) - FO)} <l x ]| +x 67

yek,
Fe)=f70x,x"c)sclx|l+x,x")
Ayrica zayif konjuget fonksiyon f¢ tanimindan,
fo0ex", )+ fx) zellx]| Hx,x")
(7.21) ve (7.22)’den,

Fox00)+ F(0) =cllx ]| +x,x7)

(7.20)

(7.21).

(7.22)

(7.23)

(<) (x",c)eE, xR, eleman (7.20)’deki ifadenin sag tarafiru sagladigini varsayalim. Zayif

konjuget fonksiyonun tanimindan,

cllxll=ex )2 fe) +[-clly - x[+cllx| Ky, x )= fO), VyeE,

FW-f@z=—clly-xlIy-xx"), VyeE,

Tamm 7.13’den (x",c) € 8 f(x) dir.

7.3 Konveks Olmayan Dualite

Bu bslimde f: £, — R olmak iizere,

(P) inf f(x)

problemi 1ile ilgilenecegiz. (P) problemi primal promlem olarak

(7.24)

isimlendirilecek. (P)
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probleminin infimum degeri InfP olarak gosterilecek. f(x) = [nfP sartim saglayan her x<€ £,
(P) probleminin bir ¢oziimii olarak isimlendirilir. Eger f(x,)<+w olacak sekilde x, € £,

var ise (P) problemi basit olmayan promlem olarak 1simlendirilir.

Bu boliimde ayrica f(x) fonksiyonu ile ilgili ®: £, x £, — R olmak iizere ®(x,0)= f(x)

sartim saglayan ®(x,y) fonksiyonu ile de ilgilenecegiz. mg ®(x,0) probleminin, (P) nin

kendisi oldugu agikga gorilmektedir. Burada @ fonksiyonuna perturbasyon denilmektedir.

Verilen perturbasyona gore, (6.4)’de taumlanan dual problemi kurabilmek 1¢in, &

fonksiyonunun zayif konjuget fonksiyonunu ®® tamimlamak gerekiyor. Tamim 7.10’dan,

®” (E, xE, xR)x(E,xE,xR)>R
(Dm(x07x*’c’y0>y"d): sup {_'C“x-xo ll_dl[y"yo “+C“ xo “

(x.y)EE, <E,

+d ||y, | He,x) + (¥ = (v, )},
her (x",c)eE, xR ,(y",d)e E, xR, _ve(x,,y,)€E, xE, igin.

Bu durumda, ¢=0, x" =0,x, =0ve y, =0 oldugunda, @ fonksiyonunun degeri daha sade

olarak ®“(0,y",d) seklinde gosterilebilir ve

©°0,y",d)= sup {~dlyll=y,y")~D(x,y)} (7.25)

(x.y)EE £,

Bir minimizasyon probleminin dual problemini , 6. bolimdeki klasik yontem kullanilarak

agagidaki gibi verilebilir.

(P7) sup  {~®°(0,y",d)} (7.26)

(v dDeE, R,

Burada, (P") problemi (P) probleminin @ perturbasyonuna gore dual problemi olarak
isimlendirilir.  (P") probleminin supremum degeri SupP’ olarak gosterilir. Ayrica,
®”(0,y",d)=SupP" sartiny saglayan her (y'.d)eE, xR, ikilisine (P")probleminin bir

¢Ozimii denir. (P) ile (P") arasindaki ilk iliski asagidaki Snermede verilmistir.
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Onerme 7.15
SupP" < InfP .
[spat: (7.25)den,

©°(0,y",d)= sup {~d||yll<{y~-y")—®(x,y)} oldugunu biliyoruz. Buradan da,

(x.3)eE, <E,

her xe £, igin, ®”(0,y",d)2=-d||0]|+0,y")~D(x,0)

her xe E, i¢in, ®”(0,y",d) < ®(x,0) (7.27)
(7.27ydeki iliski her (y*,d)e E, xR, ve x e E, igin gegerli oldugundan, SupP" < InfP dir.
Onerme 7.16

h fonksiyonu (6.14) ile tammh olsun. O halde SupP™ = h*”(0) dir.

Ispat: Tanum 7.10°dan,

h®(0,y",d) =sup{~d || y | <y, y") = h(»)}

YeE,
= sup{~d || y | Ky, »") - inf B(x,)}

yeE, YEEn (728)
=sup suEp{—d Nyl =y, y") - ®(x, 1)}
=0 (0,y,d)}

Ayrica,

SupP" = sup {-9°(0,y",d)}

(" .deE, <R,

= sup {-h"(0,y",d)}

(y".d)eE, <R,

= sup {d||0}|0,y")~h"(0,y".d)}

(y‘,d)eE,, R,

=h""(0).
Buradan, SupP" < InfP esitsizligi ile #””(0) < A(0) esitsizliginin esitligi de gorilmektedir.
Onerme 7.17

h(0) <o ve ¢“h(0) = olsun. O halde asagidakiler dogrudur.
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(i) InfP = SupP~
(i1) 4 fonksiyonunun O e £, daki zayif subgradyant: (P") probleminin bir ¢oziimudiir.

Ispat: (i) 2°h(0)=¢ ise Teorem 7.7°den A(0)= h“°(0) dir. Ayrica h fonksiyonunun
tanumindan A(0) = InfP dir. Onerme 7.16’den SupP” = h"*(0) dir. Buradan da InfP = SupP"*
dir.

(i) (y",d)<0”h(0) olsun. Teorem 7.7’den h(0) = h** (0) oldugunu ve Teorem 7.14’den
h(0)+h” (0, y",d) =0 oldugunu biliyoruz. Yani, h(0)=-h" (0,y",d) dir. Bu son esitlik ve

h** (0) taniminindan,

~h®(0,y",c) = h(0)

= sup {ell0] K0,z ) -A"(0,2",0)} (7.29)
(=" .ckE, R,

= sup {-4"(0,z°,0)}
(=" ©)eE, <R,

(7.28)den, her (z",c)€ E, x R, igin, h”(0,z7,¢)=®"(0, z",¢) dir. O halde (7.29)’dan,

—®%(0,y",d)= sup {~®?(0,z",¢)}

(" C)EE, %R,

Buradan da, (y”,d) nin (P") probleminin bir ¢6zimui oldugu gorulir.
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8 UYGULAMA

X sonlu boyutlu bir uzay ve Y ise Banach uzayt olsun. Sc X, S=O kapali sinirlt

konveks bir kiime olsun.
f S > R asagidan Lipschitz bir fonksiyon olsun. 8.1

K, Y ’de igi bos olmayan kapali konveks noktasal (yani K m(-K)={0}) bir koni olsun. K

konisi ile < kismi siralama bagintisint
p<q < qg-pek
sekline iliskilendirelim.

g:S — 7Y bir fonksiyon ve < bagintisina gore siirekli ve konveks olsun. Yani,

glax, +(1-)x,) < Ag(x) + (1~ )g(x;), Vx,x,eS Vie[o)] (82)
Ayrica, {xe§: g(x)<0}# I ~ (8.3)
oldugunu kabul edelim.

Ilgilenecegimiz primal problem soyle ifade edilebilir:
(P) inf{ f(x): xe§, g(x)<0}.
Bu durumda perturbasyon fonksiyonu asagidaki gibi segilebilir:

f(x), xeSveg(x)<O0 ise
+ o, diger durumlarda

O(x, y) ={ (8.4)

@ fonksiyonu — o degerini alamaz ve (8.3)’den gorildugu gibi + « ile esdeger de degildir.
Yani, ® uygun bir fonksiyondur.

G Y — X kume degerli fonksiyon agagidaki gibi tammlansin:

G(y)={xeX:xe§ ve g(x)<y}. (8.5)
Onerme 8.1

Her y et i¢in, G(y)c X kapal ve konveks bir kiimedir.

Ispat: x,,x, €G(y) ve A[0.l] olsun. O halde, x,€5.x, €S ve g(x,)<y, g(x,)<y dir.
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S konveks oldugundan, Ax, +(1-A)x,eS dir. Aynica son esitsizlikden
Ag(x)+(1-A)g(x,)<y dir. g konveks oldugundan g(Ax, +(1-A)x,)<y dir. Buradan
da Ax, + (1-A)x, e G(y) dir. S kiimesi kapali ve g fonksiyonu siirekli oldugundan G(y)
de kapalidir.

Asgagidaki tanimlar Ekeland ve Aubin (1984) de verilmistir.
Tanim 8.2

E:Y > X kime degerli bir fonksiyon olsun. domE={yeY: E(y)=J} ve
graf ={(y,x)e V' x X : xe E(y)} kumeleri sirasi ile E’nin etkin tamm kiimesi ve E’nin

grafigi olarak isimlendirilir. Etkin tanim kiimesi bos olmayan kiime degerli fonksiyona uygun

fonksiyon denir.
Tanim 8.3

E:Y - X kime degerli bir fonksiyon ve CcY olsun. Eger, batiny,,y, €C ve her
x, €E(y,) i¢in ||x, —x, || <I|ly, =y, |l, olacak sekilde x, € E(y,) var ise E’ye C’de

Lipschitz ve /’ye de Lipschitz sabiti denir.
Tanim 8.4

E:Y - X kume degerli bir fonksiyon olsun. Eger, grafE Y x X’de konveks ise E’ye
konveks, graff ¥ x X ’de kapalt ise £’ye de kapah denir. k

Bu tanimdan su sonucu ¢ikarabiliriz. £ kime degerli fonksiyonunun konveks olmast i¢in

gerek ve yeter kosul, her y,,y, €7 igin

AE(y) + (1= DE(y,) SEQy, +(1-A)y,), Vvielo]]

Onerme 8.5

(8.3)’de tamimlanan G:Y — X kime degerh fonksiyqnu konvekstir.
Ispat: y,,y, eV, 2el0] ve xe AG(y,) +(1- 1)G(y,) olsun. Yani,

oyle x, e G(y,) ve x: eG(y,) vardir ki x=Ax, +(1-A)x,. (8.5)de verilen G’nin
tammindan, x, €8 ve x, €S, g(x,)<y, ve g(x,)<y, dir. § konveks bir kiime ve g

konveks bir fonksiyon oldugundan, xe §, g(x) <Ay, + (1~ 4)y, dir Buradan da,



xeG(Ay, +(1-1)y,) dir.
Asagidaki teorem Ekeland ve Aubin (1984)’de ispatlanmustir.

Teorem 8.6

Y bir Banach uzayi, X sonlu boyutlu bir uzay ve G ise ¥’den X ’e kiime degerli bir

fonksiyon olsun. B, ve B, sirast ile X ve Y deki sifir merkezli birim kiireler olsun.
grafG ’nin konveks bir kime ve IM,e>0: MB, oG(y)#J, Vye22eB, oldugunu
farzedelim. O halde, her y,,y, €eeB, ve her x, € G(y,) i¢in 6yle bir x, € G(y,) elemam
vardir ki, || x, = x, ||, </||y, = y. |l;, burada [ =4M / & dir.

Simdi dual problemi formiilize edebiliriz. (7.25)’den, (y",d)e?" x R; olmak tizere

®°(0,y",d)= sup {-d|yllHy.y)-®(x,»)}

(x.y)EX<F

=sup sup (~d |yl =y, ")~ f(x)}

Xe§ pel yzg(x)

® fonksiyonu (8.4)’de tanimlanmustir. y = g(x)+z, zeK alinirsa

®°(0,y",d) =sup sup{~d || g(x) + z|| Kg(x) + z,y") - f(x)}

xS ek

Dual problemi kurmak i¢in, sup {~®“(0,y",d)} degerini hesaplamaliyiz.

(v .der <R,

lg(x)+z||=sup{{gfx)+z e): ec?, |le|l.<1} gosterimini kullanilirsa

sup {~0°(0.y" . d)}= sup inf { f(x) +inf[~(g(x) + z,y") + sup d(g(x) + z,&)]}

(")l <R, (v d)er <R, © llefl« <1

= sup inf{f(x)~(g(x)+z.y")+inf sup[d(g(x).e) +(z.de - y")])

(3 . JdeF R, € €K et

= sup inf{f(x)-(g(x).y") + supinf[d(g(x).e) +(z.de - y)]}

(v d)=r <R, YES fela1 7€
Burada strast ile
K '={y eV :(y,y")20, heryeK}

V={(y'.d)eY xR :de—y €K', ecl”, |el.<1} (8.6)
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o(x,y",d) =sup{d(g(x),e): ec¥  oyleki [[e.<1, de-y e K"} (8.7)
alimirsa (P") dual problemi agagidaki gibi formiile edilebilir.

(P sup inf{f(x) - (g(x).y") +7(x.y".d)}.

(v eV <
Teorem 8.7

(8.1), (8.2), (3.3) hipotezlerine ek olarak, inf{ f(x): xS} ’in smrlt ve g(¥)<0 sartint

saglayan ¥ € §' oldugunu varsayalim. O halde,

a) InfP= inf f(x)= sup inf{f(x)+7(x,y",d)~(g(x),y")}=SupP’ (8.3)

g(x)<0.xe§ (y',d)éV x€

b) (P") dual problemi en az bir (y,,d,) eV ¢ozimii vardir ve
InfP =inf{ f(x) + z(x, Yordy) = (g(x), y)} dir. (8.9)

c) (y,,d,)eV ikilisi (P") probleminin bir ¢dziimii ve x, € § elemam (P) probleminin bir

¢Oziimii ise
inf (£(x) + 705, 5. dy) = (@(X), Y50} = () + 7%y, 75, dy) —(8(x,). ;) ve (8.10)
2y ¥5.dy) ~ (g(%,), 73y =0 dir. | : @8.11)

Ispat: ® perturbasyon fonksiyonu (8.4)’deki gibi tammli olsun. A fonksiyonunu

h(y)=inf ®(x, y) (8.12)

seklinde tanimlayalim ve bu fonksiyonun O} da zayif subdifferansiyellenebilir oldugunu
gosterelim. Hipotezden, O€¥ nin oyle bir N, komsulugu vardir ki, her ye N, icin
y 2 g(¥) dir. Oyle ise (8.5)’de tanimlanan kiime degerli G fonksiyonu igin N, < domG dir.
Teoremin varsayimlarindan, Onerme 8.1 ve Onerme 8.5°i gozoniine aldigimizda G kiime
degerli fonksiyonu Teorem 8.6’min tim varsayimlarini saglamaktadir. Teorem 8.6’yi
kulldnarak. 0 € Y noktast dyle bir ¥, komsuluguna sahiptir ki, kime degerli G fonksiyonu bu
komsulukta />0 Lipschitz sabiti ile Lipschitz sartiu saglar. N =N , "N, olsun. y, €N ve
keyti pozitif & sayisint alalim. (8.12)’deki 4 fonksiyonunun tammindan, oyle bir x, € G(y,)

“elemani vardir ki,
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My,)z®(x, ) -¢ | (8.13)

sartini saglar. G fonksiyonu N cY uzerinde Lipschitz sartimt sagladigindan, 6yle bir

x, € G(0) vardir ki,

Ilx, = x, |I</|ly, -0} dir. (8.14)
h fonksiyonunun tamimindan

h(0) < d(x,,0) dir. 8.15)
(8.14) ve (8.15)’den

h(y,) = h(0) = D(x,,y,) - D(x,,0) - ¢ dir.

x, € G(y)), x, €G(0), x,,x; €S, g(x)<y, ve g(x,)<0 oldugundan, ®(x,y )= f(x,)
ve  D(x,,0)= f(x,) dir. Sonuc;ia h(y,)-h©)= f(x,)- f(x,)—& dir. Teoremin
hipotezinden, f fonksiyonu S kiimesinde agagidan Lipschitz’dir. Yani, dyle bir ¢ >0 sayisi

vardir ki, f(x,)— f(x,)=—c| %, —x, || dir. Buradan da, A(y,) ~h(0)2-c||x, - x, || —¢ dir.

Son esitsizlikte (8.14) gozoniine alinirsa, A(y,) - h(0) 2 —cl|| y, || -& elde edilir. & keyfi bir

pozitif sayt oldugundan, A fonksiyonu OeY noktasinda asagidan yerel Lipschitz’dir.

Tanimdan - A(y) = inf\: ®(x,y), yada h(y)= ig{ )f(x) dir. G(y)< § ve inf{ f(x): xe S} ’in
xe. xeG(y

stmirli oldugu hipotezinden, h fonksiyonu agagidan siirhdir. Boylece Teorem ???77°den 4

fonksiyonu Oe ¥ noktasinda zayif subdifferansiyele sahiptir. Onerme 7.17 i)’den a) elde

edilir. Ayrica, Onerme 7.17 ii)’den A fonksiyonunun‘ 0eY noktasindaki her (y,,d,) :
subgradyant: (P°) dual problemin bir ¢ozimidir. Bu ¢oziimi (8.8)’de yerine konulursa !
Teoremin b) sikki elde edilir. Teoremin c) sikkini ispatlamak igin, s.d) eV ikilisinin

(P") dual problemin bir ¢oziimii oldugunu ve x, €S, g(x,)<0 noktasinin ise (P)

probleminin bir ¢lizitmii oldugunu varsayalim. O halde (8.9)’dan,
fle)=inf{f(0) +7(x,y5.dy) = (). YN S f(x,) + 7l p5,do) =) vsd  (B.16)

Boylece, t(x,, y,.d,) —{g(x,).y;> =0 dir. (8.17)

-

Fakat (v,,d,)el ve g(x,)e~-K oldugundan,
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Z'(.‘C” > ,V(:, d()) - <g(xn ), y(:>
=supi{g(x, ). doe - y3) +(g(x, ) yoy: llell<), dye—y, €K'} =(g(x,). y5) (8.18)
<(g(x,), ¥s) —{g(x,). ¥3) =0

(8.17) ve (8.18)’den (8.11) elde edilir. (8.11)’i gézoniine aldigimizda (8.9)’dan
inf (£ (6) + 7(x, yjdy) —(8(0, Vi = £(50) = F(5,) + 205y, ¥3ody) (85 )7

elde edilir ki bu da (8.10)’daki istenen iliskidir.

Ornek 8.8
-4, x <-4 ise
f(X)=4{-x>, -2<x<0 ise
0, ° x>01se

ve X =Y =R olmak tzere primal problem

(#) minffx)
kisitlama g(x)=-x-4<0

seklinde verilsin. f(x) amag fonksiyonu asagidan Lipschitz ve miamkiin ¢6ziimlerin kiimesi
de konvekstir. {lk olarak primal ve dual problemlerin optimal degerlerinin esitligini

gosterelim. InfP, =—-4 ve (P,) primal problemin optimal ¢ozimlerinin kimesinin

X, =[- 4,—2] oldugu kolayca gorilmektedir. (B") dual problemi formiile etmek igin V;

1

kiimesini insa edilmelidir. (8.6)’dan,

V,={(y",d)eRxR, : de~y 20, ecR, |e|<l}
={(y".d)eRxR,: y" <d}

O halde, (P") dual problemi,

t(x,y",d) =sup{de(-x - 4): |e|< 1, de -y 20}
—d(x+4), x<-4ise
==y (x+4), xz-4vey +d=0 ise
d(x + 4), x>-4vey +d <0 ise

her (v".d)eV, ve xeR —

olmak uzere,
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(P sup mf{f(‘c) Yi(~x-4+r(x. y . d)}

(" dyeny TR
seklindedir.
(P") dual problemin optimal degeri,
o,y .d)= inf {f(x) + Yi(x+4)+(x,y" d)} ve

X, =[-0-4] x, =[-4-2], x, =[-20]. X, =[0.+0]
olmak uzere,

sup min{g, (y°,d)}

(L ek

olarak hesaplanabilir. O halde,

o (y',d)=-4,
. -4, F+d >0 ise
0, (0" d) = . Y |
-4+2(y +d), y +d<0ise,
-4, y +d>0 ise
o (¥, d)=34(y" +d), y +d<-2.ise

-4+2(y" +d), -2<y" +d <0 ise,

0, y +d=0ise
d
P )= { w, d=0vey +d<0ise.

Sonug olarak,

sup mm{(p (v . d)}=-4 ve SupP’ =InfP. =-4 dir.

(v .del lered

Bu problem igin,

O

yv<—4 ise
y+4) . —4<y<-2ise

m(y)=inf{ f(x): —x-4<yt=5-(
4, yz-2 ise.

0,
{-
-

Simdi de ¢”h,(0) degerini hesaplayalim. Onerme 7.17°den bu deger (P rdual probleminin

optimal ¢oziimlerinin kiimesine esit olacaktir. Tanimdan,
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°h (0)={(y",d)e Rx R, h(y)-h(0)=-d|y|+yy . YyeR}
i=1,2,3,4 i¢in B, asagidaki gibi olsun.
B, ={(y",d)eRxR,: h(y)-h ©)=-d|y|+y", VYyelX,}
Bu durumda,
B,=B,=B,={(y",d)e RxR,_: y" +d >0} ve B,={(y",d)eRxR_: y" -d<0} dir.

Boylece,

4
3°h(0)=|JB, ={(y",d)eRxR, : ~d <y <d} dir.

1=t

Son olarak, her (¥ ,d)edh (0) ikilisi ve xe[-4,-2] igin Yy +d20 ve

7(x,y",d)=-y" (x +4) diir. Yani,

e,y d) -y (~x-4)=-y (x +4)+ y (x +4) =0 dir.



9 SONUCLAR

Bu ¢alismada konveks olmayan minimzasyon problemleri i¢in konveks programlamadaki
klasik dualite teoremleri, lineer fonksiyoneller yerine siirekli konkav fonksiyonlarin kiimesi
kullanilarak elde edilmek istenmistir. Bu dualite yaklasimi konveks olmayan kiimelerin

konkav fonksiyonlarin hipografikleri ile ayrilmasi esasina dayandirilmgtir.

Calismalar neticesinde, bu sirekli konkav fonksiyonlarin formunun
gx)=—cllx—x,[|+c|lx, |l +x,x")

seklinde oldugu gosterilmistir. Bu forma sahip fonksiyonlarin hipografigi konveks bir konidir.
Bu konveks koni amag fonksiyonun epigrafigi i¢in destek konisi olarak kullanimistir. Bu
fonksiyonlar kullamlarak zayif konjuget fonksiyonlar ve zayif = subdifferansiyel
tamimlanmustir. Ayrica zayif subdifferansiyellik i¢in gerek ve yeter kosullar sunulmustur.
Uygulamada ise klasik dualite teorisi yaklagimi kullanildiginda dual fark olan bir
minimizasyon problemi ele alinarak yeni yaklagim neticesinde dual farkin sifir oldugu

gosterilmigtir.
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