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SIMGE LISTES

X Reel veya kompleks sayilarin herhangi birininnaigizerinde bir vektor
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0 Sonsuz
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Bu tezin hazirlanmasi sirasinda manevi desteklenimblay! aileme ve yardimlarini
esirgemeyen Sayin Hocam Dog. Dr. Omer GOK’e sotegkkUrlerimi sunarim.



OZET

Reel ve Kompleks vektor uzaylari Gzerinde belli &mlamda sinirlh olan maksimal
operator yarigruplari ¢alldi. X vektor uzayinin dual uzay! X' olsun. X' nor sifir
olmayan altuzayind ile gosterelim ve n : X> [0, ©) ve n' :® — [0, ) homojen
fonksiyonlari verilsin. Hery e @ ve her x e X igin [y(Tx) < n'(y)n(x) dir. Yani her

T e C operatori (n, n") cifti ile baskindariimis olacak sekilde X tzerindekiC
koleksiyonlari ¢akildi. Bu tezde kanitlanan neticelerden birisi; hgandfonksiyonlarin
boyle bir cifti ile baskinlgtirilan operatorlerin herhangi bir maksimal semigru

M={Te L(X):|[T] < 1} olacaksekilde bir operator quasinormu | un var olmasidir. O

zaman bu genel neticelerin uygulamalari, sabit pazitif lineer operator ile
baskinlgtiriimis bir Riesz uzayi Uzerinde reguler operatdrlerin simakl semigruplari
ile verilir. Ozellikle, verilen bir pozitif matrifle baskinlatirilmis matrislerin maksimal
semigruplari karakterize edilir.

Anahtar Kelimeler:  Operatorler, vektor uzaylari, semigruplar, gikma,
baskinlgtirma, Riesz uzaylari



ABSTRACT

Maksimal operator semigroups, bounded in a cedairse, on real or complex vector
spaces are studied. Let X be a vector space wihspace X'. Denote b a nonzero
subspace of X' and let n : % [0, ), n' :® — [0, «) be given homogeneous functions.
It is studied collection€ of operators on X such that each operater € is dominated
by the pair (n, '), i.ely(Tx)} < n'(y)n(x) for all xeX and all y € ®. One of the results
proved in this work is that for any maximal semigpoM of operators dominated by
such a pair of homogeneous functions there existsparator quasi-norfn| for which

M={Te L(X):|[T] < 1. Applications of these general results are theergto maximal

semigroups of regular operators on a Riesz spaoendted by a fixed positive linear
operator. In particular, maximal semigroups of mas dominated by a given positive
matrix are characterized.

Keywords: Operators, vector spaces, semigroups, contractidomyination, Riesz
spaces.
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1. ON BILGILER

Tanim 1.1: Her x>0 igin T(x)>0 oldusunda T:E — F iki sirali vektér uzayi
arasinda tanimli bir T operatdriine pozitif operat@mir veT > 0veya0<T bi¢ciminde

gOsterilir.

Tanim 1.2:E sirali vektdr uzayi olsun. Heg, y € Eigin xvy =sup{x, y}< E ve
x Ay = Inf {x,y} e E ise E ye Riesz uzayi (veya vektor latis) denir.

Tanim 1.3:E'={x € E : 0 < x } kiimesine E’nin pozitif kismi denir. ¥ E pozitif

kismi, negatif kismi ve mutlak geri sirasiyla,
X'= xv 0, X=(-x)v0, Ixl=xv (x) seklinde gosterilir.

Tanim 1.4:Her xe E* icin E de A'x { 0 oluyorsa E Riesz uzayina Archimedean denir.
Fonksiyonel analizin tim klasik uzaylari (6zellikienksiyon uzaylari ve Lp-uzaylari)
Archimedean’dir.

Tanim 1.5: E Riesz uzayindax < y olmak tizergx, y]:={ze E:x< z< y} ile tanimli

her alt kimesingx, y] sirali aralgi denir.

Tanim 1.6: E bir Riesz uzay! vé\ c E olsun. Herye A igin y < x olan bir x varsa A

kiimesine yukaridan sinirli denir.

Benzergsekilde, herye A icin x <y olacaksekilde birx varsa A kiimesine

asagidan sinirh denir. Sonug olarak, herga@adan hem de yukaridan sinirh bir A
kimesine sirali sinirlidir denir veya A kiimesi $irali aralik icinde kapsanirsa A'ya
sirali sinirhdir denir. Hemsagidan ve hem de yukaridan sinirli bir A kiimesinalsir
sinirhidir denir veya A kumesi bir sirali araliknde kapsanirsa A'ya sirali sinirhdir

denir.

Tanim 1.7: X bos olmayan kismi siralamali bir kiime &= X olsun. Ber xe X ve

2 < x oldusunda z = x oluyorsaz ye maksimal eleman denir.



Tanim 1.8: Yukaridan sinirh her bpoolmayan alt kiimesinin bir supremumu varsa o
zaman Riesz uzayina Dedekind tam denir veya sharlbg olmayan alt kiimesinin bir

infimumu varsa o zaman da Riesz uzayina Dedekimddenir.

Bir E Riesz uzayinin Dedekind tam olabilmesi igerek ve yeter kul

0< x, T< x olacaksekilde sup{x,} nin varolmasidir. Benzgekilde, yukaridan sinirli
her sayilabilir alt kimesi olan bir supremumu vaRiasz uzayinas-Dedekind tam
denir. (veyaO< x, T< x oldysundasup{x,} in var olmasidir.) fuzaylari, Dedekind

tam Riesz uzaylarinin érnekleridir.

Tanim 1.9: (E,| -|) normlu bir uzay ve @ E iginde bir dizi olsun. Verilen he >0
icin bir n, bulundigunda hem,m> n, igin |x, — x,|| <& oluyorsa (x) dizisine E icinde

bir Cauchy dizisi denir. ger E igcindeki her Cauchy dizisi E deki norma goa&ipsak
ise E uzayina bir Banach uzayi (veya Tam uzay)rdénhalde bir normlu E uzayinin

Banach uzayi olmasi i¢in gerek ve yetegllox, € E ve verilen here > 0 igin bir n,
sayis! bulunabilir ki hem,m>n, icin |x, - x,|| <& esitsizligi saslandiginda bir x e E

ve bir n sayisi bulunabilir ki hen> n, igin |x, — x| <& esitsizliginin saglanmasidir.

Tanim 1.10: E ve F normlu uzaylarT : E — F lineer bir operator vex, € E olsun.
Verilen here > 0 icin |[T, - Tx || <& oluyorsa T lineer operatdriing da surekli denir.
Tanim 1.11:E ve F normlu uzaylar vé& : E — F bir lineer operator olsun. Hextc E
icin [TX| < M|X| esitsizligini saglayan bir M > 0 sayisi varsa T lineer operatoriine’s
adi verilir.

Tanim 1.12: E ve F normlu uzaylar v& : E — F sinirli bir lineer operator olsun. O

zaman T nin operatér normT|, ||T||:sup{|T>4|:||xj|<1} olarak tanimlanir.
Tanimdan heixe E icin [T <|T|.|¥ ssitsizligi gegerlidir.

modulu |T| :=Tv (-T) varsa buna T nin modiili denirexE” igin



IT|(x) = sup{|Tyi:|y| < x} dur. Burada F Dedekind tam Riesz uzayidir.

Tanim 1.14:Bir Banach uzayi tzerindeki sinirh lineer operttn bir S koleksiyonu

eger her S, Te Scifti icin ST € S oluyorsaS ye bir ¢carpimsal yarigrup ve

S+ T e SoluyorsaS ye toplamsal yarigrup denir.



2. GIRIS

X, reel veya kompleks sayilarin herhangi birinisnei Gzerinde bir vektor
uzay! olsun. Operator tanimindan, X vektér uzaynda e bir lineer dongiimu
kastediyoruz. X Uzerindeki tum operatorlerin veki@ayi L(X) ile gosterilir. Bu, ayrica
carpma olarak operatorlerin bgleesi icin bir semigrup (yarigrup) tur. Bu gahada biz,
sinirlh olan ve bu sinirlga gore maksimal olan L(X) in alt semigruplari ile
ilgileniyoruz. Sonlu boyutlu X uzaylari Gzerinde ksamal sinirlh semigruplar ¥un
olarak (Kosir, T., M. Omladic ve H. Radjavi, (1997 etraflica cakilmistir. Herhangi
bir matris cagiti tarafindan baskinkrilan semigrup modelleri olarak adlandirilir ve
bunlar (Kosir, T., M. Omladic ve H. Radjavi, (1997 etraflica ¢cakiimistir. Bu ¢algma
desismez altuzaylarin dgsmeli latisi ile zenginlgtiriimis ve yakin ilgilidir. Ayni
zamanda bu ¢aimalarin sonlu boyutlara hemen genellemeleri Rieszylarina dgru
gidecektir ve orada birimin gl olarak bir operatdrin koordinatsal baskgmanin bir
dogal gengleme durumu vardir. Bununla beraber burada sunsdenuclar ekseriyetle
daha geneldir ve keyfi vektdr uzaylarindglaair. Sonuglarimizin hemen hemen timu
sonlu boyutlarin durumu igin bile yeni kabul edileb

Ana sonugclar ve ispatlari Bélium 3 de sunujtou Biz ilk defa fonksiyonlarin
cifti tarafindan bir operatérin baskigtaanin durumunu sunuyoruz. Bazi oldukga genel
teknik sartlar altinda verilen bir operator quasinormundagldnti halindeki
sikistirmalarin bir semigrubu homojen fonksiyonlarin Rifti ile baskinlgtirildigini
gormek zor dgildir. Bir anlamda bunun tersi dgsirtici sekilde dgrudur,yani belirli
bir ¢ift homojen fonksiyon tarafindan baskgtlalmis maksimal semigrup M nin butdn
olarak bu quasinorm semigrupsKilerine bali olan bir quasinorm operat6ru vardir. Biz
ayrica, operator quasinormu elde edilen normlaafirgdan yapildiinda tekniksartlar

altinda sunabiliriz.

BOlim 4'de BoOlum 3’deki bu sonuglarin uygulamaldiesz uzaylarina
ayriimistir. Bir pozitif operatorle, sirali sinirli bir opg6drin mutlak baskinggrmasinin
kullanigh bir belirleyicisini veriyoruz ve bir pozitif ogrator ile mutlak baskindariimig
sirali sinirh operatorlerin bir maksimal grubunolirleyicisini veriyoruz. Bu bolimin

ana sonucu, belli bir operatér quasinormundakisSrkaalarin bir semigrubu olarak



rank 1 li bir pozitif operatdr ile baskiglariimis sirali sinirli operatérlerin semigrubunu
temsil eder. Bu genellikle, normlar ile yapilan Quasinorm altindaki teknikartlari
verir. Sonuglarimizin  bir sonlu boyutlu durumuemi bir pozitif matris ile
baskinlgtirilan matrislerin maksimal semigruplarinin tamiti hakkinda (Kosir, T.,
M. Omladic ve H. Radjavi, (1997 )) de kapal olasakulan soruya cevap verir.



3. GENEL VEKTOR UZAYINDA MAKS IMAL BASKINLA STIRILMI S
OPERATOR SEMIGRUPLARI

X vektor uzayi Uzerindeki tim lineer fonksiyoneitevektdr uzayi, X in dual
uzayl X ile gosterilsin. Bir Te L(X) operatorinin adjointi Tile gosterilir. X vektor
uzayindan Y vektor uzayina lineer dgainlerin bir kolleksiyonu C, bir & C ile

0= x € X igin Ax = 0 olan bir Ae C varsa C ye X in noktalarini agmriyor denir.
Verileny e X ve ye X icin;

(y®w)x)=w(x)y, xe X seklinde tanimlanan X tizerindeki operatp® v
ile gosterilsin.

n: X —[0,] fonksiyonu, ger her A skaleri ve herxe Xile n(x) < o
oldugunda n(0) = 0 ven(ix)=|4|.n(x) ise n fonksiyonu homojen olarak adlandirilir.
Bir homojen fonksiyon|.[:X —[0,%], her x,ye X igin ||x+y|<|x|+|y| ise X
tizerindeki bir quasinorm olarak adlandirilir. Hee X icin eger [X|<x ise o zaman

|.| quasinormuna, X tizerindeki bir seminorm denirnBra |X|=0 oldusunda x = 0

sartini ilave edersek o zaman seminorm, bir normagladlandirilir.

|.],, bir X vektér uzayi tizerindeki bir quasinorm ye|,, her xe X igin

|4, <|x, olacak sekilde X tiizerindeki bir seminorm olsun|.| ve |.|, den

yararlanilarak Te L(X) quasinorm operatoru,

H|T|H = sup{||T>4|l 1xe XX, sl} L(X) vektdr uzay lizerinde tanimlanir.

|X|,=0 ile bir xe X ve |T| <o iken bir T e L(X) i¢in [T¥ =0 oldusu
aciktir. Bundan dolayﬂ|T|H<oo oldusunda herxe X igin ||T>4|13H|T|H||x||2 esitsizligi

vardir.



Onerme 3.1. HMH <o olan X Uzerinde operatérler S ve T olsun. O zaman

sl <[isil- el i

ispat: Eger |S|=0 ise 0 zaman hexe X igin [SY, =0 dir. Gunki her x igin
|ST.|, =0 dir. Boylece||ST||=0 ve istenen gitsizlik saslanir. ||T]| =0 ise 0 zaman her
xe X igin [TX|, =0 ve boylece hexe X igin [T, =0 olur. || <« oldusundan her
xe X icin |STH =] S(Tx)|, =0 sonucunu elde ederiz. Béylece iddia egildjibi

H|S'I1H:O dir. Eser 0<H|SH ve H|T|H:oo ise, 0 zaman sésizlik acik bir sekilde

dogrudur.

Boylece, 0<[|S|<= ve 0<[T]|<» oldusunu kabul edebiliriz.

ISl =[IT]|=1 oldusunu varsayabiliriz. Buradan, hx], <1 igin [T, <1 oldusundan

IsTi| = sup{|STH, : x& X, |, <1} < sup{|S(TX), : x& X,|[T¥, <1} dir.

Buradan;

Ist <sup{lsy, : ye x|y, =1 }=sup{|sy,: ye X.|y], <1}=1 dir.
Dolayisiyla ispat tamamlandi.

Bir T e L(X) operatérii, ger H|T|H <lise Te L(X) operatdr[lnef" m operator
quasinormunda bir sgirma denir. Onerme 3.1 demu m operator quasinormu igindeki

tum sikgtirmalarin kiimesi bir carpim semigrubudur.

Riesz uzaylarini neticelerimizin uygulamalarindaragh ve X dual uzayinin

0=d lineer alt uzayindang yi secerek alalim. Ayrica, ayni zamandgagadaki

Ozellikleri s&layan L(X) in Ly(X) altcebirini alalim.

(a) X uzerindeki birim operatdr 1,¢{X) e aittir.



(b) xe X ve g ® icin x®¢ seklindeki Lp(X) butin operatorleri kapsar.
(c) Herhangi bir Te Lo(X) icin T' adjointi, @ altuzayini dgismez birakir.

Tanim 3.2: n: X —[0,0) ve n':® —[0,) fonksiyonlari verilsin. X tizerindeki bir T
operatoril, herxe X ve herge® igin |#(Tx)|<n'(g)n(x) oldusunda (n, n’) cifti

tarafindan baskingariimistir denir. X tzerindeki operatorlerin bir C kolejsnuna,
(n, n) ile baskinlgtirnldigi zaman C nin her elemani (n, n') cifti tarafindan
baskinlgtiriimigtir denir.

Ilk once, genellii bozmaksizin n ve 'nniin homojen kabul edilebilgine
dikkat edelim. Bu dgru desil ise,

n(x):= ]'nfM ve ﬁ'(gé)::]'nfM seklinde

420 |ﬂ| 120 |ﬂ|

n:X —>[0,x) ve 0" :®—[0,») tanimlariz. X Uzerindeki bir T operatdriinin (r), n'
tarafindan baskingarildiginda, (ﬁ,ﬁ') cifti tarafindan da baskingarildigi kolayca
goraldr.

Bir quasinorm| .||, ve bir seminorm tarafindan elde edilea(X) tizerindeki

bir operator quasinormfli.|| olsun.

Ayrica; her xe X igin |X], = sup{|¢(xj :pe @], sl} olacaksekilde ® (izerindeki
bir seminorm) .| in varoldgunu kabul edelim. O zaman(x)= x|, ve n'(¢)=]4], ile
tanimli n: X —[0,%0) ve n':¢— [0,0) fonksiyonlari homojendir]|. || igindeki tim

sikistirmalarin semigrubu C ile gésterilsin. O zaman her C, (n, n') ikilisi tarafindan

baskinlgtirilir. Gergcekten, hexc X ve herg e @ igin,

|99 =< gl [T, =1L, T <l 1, = (@)n(x) dir.



Diger taraftan ger T € Lao(X), (n, n’) cifti tarafindan baskindarilirsa
o zaman herhangi bixe X icin H|T|H <1 olacaksekilde

. = supll () : ¢ < @], <1 }<n(x)=[x], dir.

Yani T € C dir. Bdylece C nin (n, n') cifti ile baskigtailanlar arasinda

Lo(X) in bir maksimal altsemigrup olgu sonucunu cikaririz.

Bu calsmanin gagidaki ana sonucu; yukaridaki tespitin tersiningmao

oldugunu gosterir.

Teorem 3.3: n:X —»[0,0) ve n':®—[0,x0) fonksiyonlarinin homojen olgunu

kabul edelim. (n, n') ile baskilarilanlar arasinda4(X) in bir maksimal altsemigrubu

M olsun. O zaman
() Her xe X igin |x|, <|X|, dir, burada
¥, = sup{|¢(xj ped|d, < 1} X Uizerinde bir quasinormdur.

(i) M= {TeLoX):|T]| <1} dir. Burada

Iml:= supli, :|d, <1} dir.

olacaksekilde @ tizerinde] ||l ve X tizerinde bir seminorin |, vardr.

Eger X Uzerindeki | birimli operatorinin bir sifir mhyan kati (n, n’) ile

baskinlgtirilirsa o zaman|.|, seminormuna denk olan bif.|, seminormunu

olusturabiliriz. Eger 1, (n, ') ile baskinkurilirsa o zaman her x X igin x|, =[x,

alabiliriz.



ispat:  |¢ :=suplj¢(x):xe X,n(x)<1} ve
4], := sup{HS'géH‘ :Se M }: sup{|¢(Sx}:Se M, n(x)<1}
ile @ uzerinde| || ve | ||l quasinormlarini tanimlayalim.

|4, <n'(¢) oldusundan herge® icin 0<|g <o dur dyle ki .|, @

tzerinde bir seminormdur. Sonra heeSM ve ¢ < ® igin HS¢H1 g||¢||l dir. Gergekten,

M bir semigrup oldgundan,
IS4 =sunfT'sg] :Tem |- sup{ [(sTYo T m |

< sup[Td] :TeM j=[g] dir

Her x e X igin;
[, := supé(x): € ®, g, <1 ve

[, :=sun{|S¥, :S =M }=supijp(sx): S M, e .4, <1}
tanimlayalim.

X tizerindeki| .|, ve |.|, quasinormlardir.
|#| <o olan her xe X ve herge® igin;

[#(x) <[4 .n(x) oldugu gorulir. Ozellikle ger |4, <1, Se M ve x € X ise 0 zaman

| #(59] =[(S¢) (x| <[S¢] - n(x) < n(x) dir. Ciink

10



HS'¢H‘ <[], <1 dir. Buradan/||, < n(x) dir dyle ki her xX igin 0< ||, <o dur. Bu,
X Uzerindeki | .|, nin bir seminorm oldgunu gosterir. ||¢||'lsl, her Se M icin

HS¢H1 <1 olmasini gerektirginden

I, = sunl[(Se)x}: S Mg < @], <1
< sup{|1//(xj:1// e ®,|y, sl}: |4, dir ki bu da (i) nin ispati igin yeterlidir.
Onerme 3.1 den sgtirmalarin kiimesi,

C:={Telo(X): H|T|H <1} bir semigruptur. Her % X igin ||, <n(x) ve herge @

icin ¢, <n'(¢) oldusundan her Te C, x € X ve ¢e® icin,

lg(Tx) <[], [T, <, H|T|H||><1|2 <n'(g).n(x) dir 6yle ki, C, (n, n") ile baskinktrilir.
||, seminormunun tanimi ile & C oldugundan M nin maksimafi M = C olmasini

gerektirir. BoOylece (i) yi ispatlamgi oluruz. Bir A0 igin X {zerindeki Al
operatorinin  (n,n") ile  baskiglaildigini  kabul edelim. 0<A<1l i
varsayabildiimizden dolayr M nin maksimafli ile Al ¢ M dir. O zaman, herhangi bir

x € Xigin,

I, =supl|SH,:SeM }> .|, ki bu |.|, seminormuna denk olaf.|, in bir

seminorm olmasini gerektirir.

Son digiincedekiA =1 alinirsa (i) ile birlikte her x= X icin |x|, =[], yi elde

ederiz. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

n ve n' fonksiyonlari (zerinde hangartlar altinda ||||l ve |.|,

seminormlarinin gergekten norm ogdusorusunu sormak daldir.

11



Tanim 3.4: Her x € X igin |w(x)] < n(x) olacaksekilde eer bir sifir olmayany e ®
fonksiyonu varsa birn: X —>[O, oo) homojen fonksiyonuna X Uzerindeki zayif
fonksiyon denir. Benzegekilde, herge @ icin | ¢(y)| <n'(¢) olacaksekilde bir sifir

olmayan ye X vektori varsa, bim : ® — [0, ) homojen fonksiyonuné tizerindeki

bir zayif fonksiyon denir.

Yardimci Teorem 3.5: n: X — [0,) ve n':® —[0,) zayif fonksiyonlar olsun ve
tanim 3.4 deki gibiy e ® ve ye X olsun. Ayrica, (n, n') cifti ile baskingarilanlar

arasinda k(X) in bir maksimal altsemigrubu M olsun.
O zaman M icindeki A : Ay ® \y operatorl olacakekilde bir 4 >0 sayisi vardir.
ispat: 1<1, An(y)<1, An(y)<1, An(y)n'(v)<1 sartlarini sglayan 1 >0 segelim,

M ile dretilen S semigrubu ve A operatorinun denfn,cifti ile
baskinlgtirildigini géstermek istiyoruz.

O zaman M nin maksimagi ile S = M ve boylece Ac M dir. (n, n’) cifti ile
sinirlandirilan operatorler S, d Lo (X) ise 0 zaman A, AT, SA ve SAT operatérlerinin
de (n, n’) cifti ile baskinkrildigini gostermek yeterlidir. Bu durumun sonucu ilexx

ve §< segelim. O zaman
|88 = 2] #(9) | w] = i (@) i
(n, ) le baskinlgrian S ve T operatorieri gegkullaniarak
|H(AT) = 2 o) | ()] = 2 (9) 1 )no) < 8 ),
|4 = 2] 4S9 )] = A1 (9)nly)n(x)= () ) ve

| #(SATH| = 2[ #(Sy)| | w(TX)| < an'(#)n(y)n' () n(x) < n'(¢) n(x)

elde edilir.
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Dolayisiyla Yardimci teoremin ispati tamamlagim.

Eger bir Y vektor uzayinin bir U kimesger yeY icin AyeU olacaksekilde

A > 0 varsa U ya emici denir.

Tanim 3.6: Her xe X ve hery e U' icin | /(x)| < n(x) olacaksekilde® nin bir emici
alt kiimesi U' varsan: X — [0,«0) homojen fonksiyonuna, X tzerindeki bir kuvvetli
fonksiyon denir. Benzesekilde, herge® ve her ¥U icin | ¢(y)|<n'(¢) olacak

sekilde X in bir emici alt kiimesi U varsa : ® —[0,c) homojen fonksiyonuna

tzerindeki bir kuvvetli fonksiyon denir.

Yardimci Teorem 3.7: n: X —[0,0) ve n":® —[0,:0) zayif fonksiyonlar oldgunu

kabul edelim. (n, n") cifti ile baskinfarilanlar arasinda 4(X) in bir maksimal

altsemigrubu M olsun.

(a) Eger n bir kuvvetli fonksiyon vebd, X in noktalarini aystirirsa M, X in noktalarini

ayristirir.

(b) Eser n' bir kuvvetli fonksiyon ise o0 zaman dual semig M := {S' :SeM } ® nin

noktalarini ayrgtirir.

Ispat: Eger n, X lizerinde bir kuvvetli fonksiyon ise o zanaer xX ve hery eU’
icin | w(x)| <n(x) olacak sekilde ® nin bir emici alt kimesi U' vardir. Here$/ igin
Sx = 0 olacaksekilde bir sifir olmayan xX vektdri oldgunu kabul edelim®, X in
noktalarini aysgtirdigindan w(x);co I s&layan biry € @ fonksiyoneli vardir. U' emici
oldusundan kabulii bozmaksizipp cU" vardir. U', @ (izerinde bir zayif fonksiyon
oldugundan, herge® icin |#(y)|<n'(¢) olacak sekilde bir sifir olmayan gX

vektori vardir.

Yardimci teorem 3.5 e gOre, M igindeki operatdr A Ay ® y operatori
olacak sekilde A >0 sayisi vardir. Bununla beraber, AxA=y(x) y # 0 oldysundan

yukaridaki ile bir cekki vardir. Bu (a) yi ispatlar.
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(b) nin ispati benzerdir. ger, @ tzerindeki bir kuvvetli fonksiyon n' ise o
zaman herge® ve her yU icin | ¢(y)|<n'(4) olacaksekilde X in bir emici alt
kimesi U vardir. Her &M icin S = O olacaksekilde bir sifir olmayang e ®
fonksiyonelinin var oldgunu kabul edelim. U emici olgundan, ¢(y)=0 olacak
sekilde bir y=U vektort vardir. X tzerindeki zayif fonksiyon ndogundan her x X

icin | w(x)| <n(x) olacak sekilde bir sifir olmayany e® fonksiyoneli vardr.

Yardimci teorem 3.5 e gore, M icindeki operator=ALy ®  olacaksekilde A > 0

sayisi vardirSimdi, her xe X ve y bir sifir olmayan fonksiyoneli i¢in

(A4)(x)=g(AX) = 2 4(y)w(x) dir Gyle ki Ag= 0 dir. Bu yukaridakiyle

celisecesinden ispat biter.
Simdi, Teorem 3.3 Ungagidaki timleyenlerini gosterebiliriz.

Teorem 3.8: Teorem 3.3 durumundakin: X —[0,0) ve n:®—[0,x) zayif

fonksiyonlarini gbz 6nune alalim.

(a) Ezer n bir kuvvetli fonksiyon veger @, X in noktalarini aystirirsa, o zamaxj. |,

seminormu bir norm olarak secilebilir. Buna ilaviarak ger, (n,n") ile baskinkrilan

X Uzerindeki | birim operatoérinun bir sifirdan farkati (n,n") ile baskinkrilirsa o

zaman ayni zamanda/|,, | .|, normuna denk bir normdur.

(b) Eger n' bir kuvvetli fonksiyon ise, o zamah ||l seminormu bir norm olarak

secilebilir.
Ispat:
(a) Teorem 3.3 Un ispatindai|, seminormunun X Uzerinde bir norm ofgnu

ispatlayalim. Ber |.[,=0 ise o zaman her<V ve her ge® icin ¢(SY=0dr.

®, X in noktalarini aystirdigindan, her 8M igin Sx = 0 sonucunu ¢ikarirgimdi,
yardimci teorem 3.7(a) ile M, X in noktalarini gyrir ve boylece x = 0 dirikinci
iddiamiz agiktir.
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(b)Benzersekilde, yardimci teorem 3.7(b) nin bir uygulaméeieger n' bir kuvvetli

fonksiyon ise teorem 3.3 Uin ispatlncﬂalﬂl seminormud Uizerinde bir normdur.

Teorem 3.9: Verilen bir indeks kimesi | dan her i icim:X —[0,) ve
n :® —[0,0) homojen fonksiyonlar olsun. Heeli igin (ni,n'i) ile baskinlatirilanlar
arasindaki k(X) in bir maksimal altsemigrubu M olsun. O zamarmr hel icin

[T|:=sup[T]| :ie1 | oldusunda M ={TeLy(X): [T|<1} olacak sekilde Lo(X)

izerinde bir quasinorm operatdfil| vardir.

Ispat: Zorn yardimci teoremi'nden heeliigin (ni n,) ile baskinlatirilanlar arasinda

Lo (X) in bir maksimal altsemigrubu Mardir. Teorem 3.3 e gore;M.o(X) Uizerindeki
bir operatdr quasinormunda butin sikmalarin G semigrubuna gttir. Her i icin

M c C, oldugundan Mc C : = (NC, dir. C ={T e Lo(X) : |T| <1} oldusu goriilur.

iel
Ayrica C, her &l icin (ni,n'i) ile baskinlatirilan Ly(X) in bir altsemigrubudurSimdi

M nin maksimallgi, istenilen M = C yi verir.
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4. RIESZ UZAY! DURUMUNDA KONUNUN iINCELENMESI

E, bir reel Riesz uzay! olsun, yani, elemanlarin ¢i&inin supremum ve
infimumu var olan kismi sirali reel vektor uzayide E nin pozitif kismi, negatif kismi

ve mutlak dgeri (veya modulu) sirasiyla,

x" =sup{x,0}, x =supl-x,0} ve |{=sup{x,—x} olarak tanimlanir. E nin pozitif
konisi E" ile gosterilir, yaniE* := {xe E:x>0} dir. Her xe E igin [{<Au olacak

sekilde bir 1 >0 sayisi var ise bir & E" elemanina bir kuvvetli sirali birim denir. Her
nelN icin nx <y ve x,ye E* oldusu zaman x = 0 ise E Riesz uzayina Archimedean
denir. Eser her bg olmayan alt kiimenin bir supremumu varsa E ye Didiekam
denir. Her Dedekind tam Riesz uzay! ayni zamandziAredean dir. Bir x, ¥ E i¢in
x<yile {ZE E:x<z< y} kimesi x ile y arasinda sirali aralik olarak adlahr. E

Uzerindeki bir T operatdri hex>0 igcin Tx>0 ise pozitif olarak adlandirilir. ger

operator sirali ardli sirall aralga gonderiyorsa sirali sinirh denir.

E Gzerindeki batun sirali sinirh operatorlerinrkissirali vektor uzayini J(E)
ile gosteriyoruz. E Dedekind tam offluzaman L(E) bir Dedekind tam Riesz uzayidir.
E Uzerindeki batun sirah sinirli lineer fonksiydleen Riesz uzayi Eile gosterilir ve
bu E nin sirali duali olarak adlandirilir. Rieszaye teorisi icinde kompleks Riesz
uzaylari da cagilir. Bir kompleks Riesz uzayl altinda E reel Rieszayinin
komplekslgtiriimesini E+iE olarak anlariz. x E+E nin mutlak dgeri supremum

varsa

X =sup(Re(xe?):6[027)) olarak tanimlanr.

( Zaanen, A.C. , (1983), Teorem 91.2) ifeeE Archimedean ve diizgin tam ise bu
dogrudur. Ozellikle, E izerindeki son varsayim E Dddeékam ise sglanir.

Bundan sonraki kisimda tezimizde E’nigikar olmayan sirali sinirli duali

olan E nin reel veya kompleks Riesz uzayl @dou kabul ediyoruz. Bir kompleks
Riesz uzay! durumundae E icin [} in tanimindaki supremumun var ofiinu kabul

ediyoruz. Yukarida aciklanamayan Riesz uzaylarikimgaki ayrintili bilgiler igin
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( W.AJ. ve A.C. Zaanen, (1971), Zaanen, A.C., @9&chaefer, H.H. ve Springer,
(1974), Aliprantis, C.D. ve O. Burkinshaw, (198%eyer-Nieberg, P., Springer —
Verlag, (1991) ) kitaplarina kaynak olarak verlail

Tanim: T, 0<K bir E Riesz uzayinda sirali sinirli operatodésun. Eer modiil[T|

var ve [T|<K ise T ye K ile mutlak baskingariimistir denir. Ayrica, her x E ve

¢ € E icin | ¢(Tx)| < |4 (K|xj) oldusunda T ye K ile baskingariimistir denir.

Onerme 4.1: K pozitif olmak lizere, E iizerindeki sirali sinoperatorler T ve K olsun.

Asagidaki iddialari gozonine alahm.

(&) T, Kile mutlak baskinkuriimigtir.
(b) Her xe E icin [TX<K.|x dir.
(c) T, K ile baskinlgtiriimigtir.

(d) Her xe E veg e (E)" icin | #(Tx)| < ¢(K|X) dir.

O zaman(a)= (b)= (c)=(d) dir. Eser E, E nin noktalarini aystirirsa, o zaman (d),

(b) yi gerektirir. Ber E Dedekind tam ise, o zaman (b), (a) yi geriek@zellikle, eser

E Dedekind tam ve EE nin noktalarini aygtirirsa o zaman bittun dort iddia denktir.

Ispat: Eger, (a) sglanirsa o zaman her « E icin [T{<[T|.[{ <K .| ve bu nedenle

(b) dogrudur.Eger (b) saslanirsa o zamanher XxeE ve ¢gcE™ igin

p(Tx)| <4 (]T>4)s|¢| (K|x|) dir dyle ki (c) salanir. (c)= (d) gerektirmesi aciktir.

Simdi E* nin E nin noktalarini awtirdigint kabul edelim. (d) nin (b) vyi

gerektirdgini gostermek icin XE olsun. O zaman, herhangi b= (E")" icin kompleks
durumda herhangi bir #<[0,27] igin ve reel durumda 6<{0,z} igin
¢(K|xj)2 Re(qﬁ(Tx)ei@) dir. Bu, her birg < (E)" icin ¢(K|X|—Re(ei@Tx))20 olmasini
gerektirir. E, E nin noktalarini aygtirdigindan (Aliprantis, C.D. ve O. Burkinshaw,
(1985), Teorem 5.1) in bir uygulamasi (kompleksuthotla acikca Sganir.)
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K|X = sup(Re(ei@Tx)):|Tx1 elde edildginde her icin
6

K|x|—Re(ei@Tx)20 I verir.

Son olarak, E Dedekind tam ise (b) nin (a) y1 gareigini ispatlayalim. Bu

durumdalT| modiili, L,(E) i¢inde vardir|y < xolan her bir xe E" iin ve her bir %E
icin [Ty < K|y| < Kx dir. Her bir xeE" igin [T|x= sup{Ty1 yeE |y < x} sglandiindan
reel durumda (Zaanen, A.C., (1983), Teorem 83&yvd kompleks durumda (Zaanen,
A.C., (1983), Teorem 92.6) ya goreexE" icin [T|x<Kx sonucunu gikaririz. Yani

[T|<K dir. Dolayislyla ispat tamamlangtr.

E Gzerindeki lineer operatorlerin bir koleksiyonuy€ her Te C (mutlak) K
ile baskinlatirildigi zaman E (zerindeki bir pozitif operator K ile (itaik)

baskinlgtiriimigtir denir.

Teorem 4.2: E, bir Dedekind tam Riesz uzayi olsun ve bir pbKitoperatoru ile k(E)

nin operatorlerinin bir maksimal semigrubu M ols@zaman

() Her S, Te Sicin |ST|<[S|.|T]|
(i) M={Ses:|g =<1}
olacaksekilde s uizerinde bir norn. || vardir.

Ispat: Once M nin Ix(E) nin bir konveks altkiimesi oldunu gésteririz. Konveks
kabyzun

co(l\/l):{iznl;tisﬁ 'S eM, 1 > o,veiznlﬂti :1}

K ile mutlak baskinlgtiriimis bir semigruptur.
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M < co(M) oldysundan, M nin maksimafli M = co(M) yi gerektirir ve
boylece M bir konveks kiimedir. (Yanie$! ve [1<1 iken ASeM olmasin
gerektirir). M dengeli oldgundanS semigrubunun ¥E) nin bir altuzayi oldgu cikar.

Asagidaki

|S|:=Inf{A>0:Sc M}, Se s
Minkowski fonksiyoneli bir seminormdur ve M C, burada C $S e §: |[§ <1} dir.

Eger |S| =0 ise o zaman her n icit§ < 1,K olacaksekilde bir 4, { 0 dizisi
vardir. L,(E) Dedekind tam oldtundan bdylece Archimedean dj§= 0 elde ederiz.

Boylece| .||, 8 uzerinde gergekten bir normdur.

(i) nin ispati icin S ve T,5 de operatorler olsun. Gengilibozmadan

|S|=[T|=1 kabul edebiliriz. O zaman her n i¢ineSA,M ve T € A.M olacaksekilde

bir A, { 1 dizisi vardir. Buradan her n igin ST (A,)*M dir 8yle ki ||ST| <1 dir.

(i) nin ispati icin Se C olsun. O zamaﬁgﬂnK olacaksekilde bir 44 1

olan dizisi vardir. K(E), Archimedean oldtundan | <K dir. Bu da gosterir ki C

semigrubu K ile mutlak baskirgariimistir. M < C oldugundan M nin maksimalfi ile

M = C dir ve boylece (i) sdanir. Dolayisiyla ispat tamamlangtir.

ucE" ve fe(E")" olsun. O zaman bir dL(E) operatorinin®f operatori ile
baskinlgtirilabilmesi icin gerek ve yeter kol her xE ve ¢cE  igin

| #(T)| <|¢| (u) £(|x) dir. Bu, n : E— [0,) ve n" : E - [0,2) homojen
fonksiyonlari n(x)= f(X) ve n'()=|¢|(u) ile tanimlandginda T nin (n, n) cifti ile

baskinlgtiriimasi anlamina gelir (Tanim 3.2).

Ayrica, aagidaki onerme n ve n' fonksiyonlari igingsanir.
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Onerme 4.3: 0=ucE’ ve 0= f c(E)" kabul edelim. O zamam(x)=f(|X) ve
n'(¢)=|¢| (u) ile tanimli n:E->[0,0) ve n:E — [0,0) homojen fonksiyonlari sirastyla

E ve E Uzerinde zayif fonksiyonlardir.gér u, E nin bir kuvvetli sirali birimi ise o
zaman n', E tzerindeki bir kuvvetli fonksiyondur. g&r f, E nin bir kuvvetli sirah

birimi ise 0 zaman n, E tzerindeki bir kuvvetli f@iyondur.

ispat: Her xcE igin | f(x)|< f(|X) ve her gcE icin |g(u)| <|¢|(u) oldusunu

dikkate alalim. Boylece, zayif fonksiyonlarin tamiginde v : = f ve y : = u alinarak

birinci sart gosterildi.

U:= {yeE:|yl<u}, E nin bir kuvvetli sirali birimi oldgunu kabul edelim. O

zaman her ¥ U igin
[ <ld (]y])<[(w)=n'(g) dir.

x e U sabit alalim. u bir kuvvetli sirali birim olgundan,|X <tu olacaksekilde t > 0

sayisl vardlr.l::% alinirsaAx € U olur. Bu, U nun emici oldtunu ispatlar.

Dolayisiyla bu ikinci iddianin ispatini tamamlar.
Son iddianin ispatini bir dnceki ile benzer @gdodan yapmadan gegebiliriz.

Her T € Ly(E) icin E sirali duali, T' altinda d¢gsmez oldgundan® : = E ve
Lo(E) : = y(E) durumunda teorem 3.3, teorem 3.8 ve teoremu3uygulayabiliriz.

Bunlar 6nerme 4.3 ile birliktesagidaki sonuclari verir.

Teorem 4.4: 0zuec E* ve 0=f e (E)" kabul edelim. M, u® f operatorii ile
baskinlgtirilanlar arasinda E Uzerindeki sirali sinirh @érlerin  bir maksimal

semigrubu olsun. O zaman

() E uzerindeki bir quasinorm||x1|l::sup{|¢(xj:¢e E*,||¢||'lsl} oldusunda, her

x < E igin ||, <[, di.

(i) [[T]|:=sup{|T,:|X], <1} oldugunda,
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M = {T € LyE) : H|T|Hsl} olacaksekilde E uzerinde b|r||||l seminormu ve E

tizerinde bir] ||2 seminormu vardir.

Eger X Uzerindeki | birim operatorintn bir katicuf ile baskinlatirilirsa, o

zaman |.|,, | .|, seminormuna denk olan bir seminormdurgeE |, u ® f ile

baskinlgtiriimis ise, o zaman her & E icin |x|, =[], olarak alabiliriz. Ayrica, ger u,

E nin bir kuvvetli sirali birimi ise, 0 zamgn |, bir norm olarak segilebilir.

Benzersekilde, ger f, E nin bir kuvvetli sirali birimi ve E E nin noktalarini

ayritiryorsa, o zamafy. |, bir norm olarak segilebilir.

Teorem 4.5: Verilen bir | indeks kiimesinden her i icinz0u; € E" ve 0= f, € (E)”

olsun. M, her &l icin u®f; ile baskinlatirilanlar arasinda J(E) nin bir maksimal

altsemigrubu oldgunu kabul edelim. O zaman hetliicin ||T||::sup{H|T|Hi el }
olduzunda M:{TeLb(E):||T||sl} olacak sekilde LyE) Uzerinde bir quasinorm

operatori| |HI vardir.

Bu boliimiin sonuglari< p< o igin ¢° Riesz uzayina uygulanabilir. Siralama

ve latis glemleri bilesenler olarak sunulur. Bu uzayda en ilging operatGdonsuz

matrislerdir.

T =[t;] matrisi ile temsil edilen operator K[&;] matrisi ile temsil edileni ile
mutlak baskinlgtirilmasinin gerga her i, j indisleri igin ‘tij‘skij anlamina gelir. Bu

ornek, Riesz uzayina galdtilebilir ki 0 hemen hemen reel veya komplekstddilir
fonksiyonlara git butin denklik siniflarinin Riesz uzayr M(x) nin bir sirali idealidir.
Buradap, bir bas olmayan X kiimesi Gzerinde-sonlu Olgciimidur. L dGzerindeki bir
mutlak ¢ekirdek operatori T igin ve L tUzerindeki pozitif cekirdek operatdrt K igin

sirasiyla gekirdekleri t(x,y) ve k(x,y) dir. (ZaaneA.C., (1983), Teorem 94.3) ild|

nin gekirdei |t(x,y)| ye ait oldugundan hemen hemen her yerftix, y) <k(x,y)

oldugunda T, K ile mutlak baskingariimistir.
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Diger yandan, yukaridaki 6rnek, sonlu boyutlu Riesayuz" veya |" nin
durumuna Ozelkgirilebilir. Sirasiyla tim satir ve sutunlarin bitgirdileri 1 e git olan
satir ve sutun olarak u ve f vektorlerini seceresekaman (Kosir, T., M. Omladic ve
H. Radjavi, (1997 )) icindeki teorem 4.3 Gin anawgu bu tezdeki teorem 4.4 Un basit

bir sonucu olur.

Sonuclarimiz, verilen bir pozitif matris ile baslagtirilmig matrislerin
maksimal semigruplarinin karakterizasyonu hakkirfdasir, T., M. Omladic ve

H. Radjavi, (1997 )) icindeki dolayh olarak stam) soruya ayrica bir cevap verir.

Teorem 4.6: K, pozitif girdili n.mertebeden bir matris ve M, ¥ baskinlatirilanlar
arasinda n. mertebeden reel (veya kompleks) neinsl bir maksimal semigrubu
olsun. O zaman||T||::max{H|T|Hi :lsisr} normuna gore bitin sgkrmalarin

|nxn

semigrubuna gti olan M olacak sekilde (veya [™ {izerinde bir pozitif tamsay! r

< n ve operator quasinornﬂp. |HI (i=1,2, ..., r) vardr.

Ayrica, heri=1, 2, ..., r i(;ilw |HI operator quasinormu denk normlar ile bir

norm uretir. Ber, ilave edilirse |, K ile baskingariimis ise, o zaman bitiin normlagite

olarak segilebilir.

ispat: K =inf {u,®f,,...,.u, ® f } olacaksekilde uj,u,,...,u, pozitf vektorleri ve

f,, f,,..., f, pozitif lineer fonksiyonlarinirr <n igcin mevcut oldgunu iddia ediyoruz.

Eger u, K nin i inci sttunu,;fnin i inci girdisi 1 ve ifnin diger girdileri yeterince buyuk
ise r = n alinir. O zaman teorem 4.5 ve 4.4 Gniygulamasi olarak ispat biter.

Asagida (Kosir, T., M. Omladic ve H. Radjavi, (1997t)im girdileri 1 e it

sirall n. mertebeden matrisi J ile gosterelim. égrnegatif olmayan bir K =[kij l”j:l

matrisi igin k; =0 oldusunda a; = 0 olacaksekilde butin A =[a1.jl matrislerinin

=1
vektor uzayini g ile gosterelim. (Kosir, T., M. Omladic ve H. Radja{1997)) deki
teorem 5.1 in g@gidaki genglemesi ile tezimizi sonuclandiriyoruz.
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Teorem 4.7: K, S bir semigrup olacakekilde sirali n. mertebeden bir sifirdan farkh
negatif olmayan bir matris olsun, M, K ile baskgtlalanlar arasinda n. mertebeden
reel (veya kompleks) matrislerinin bir maksimal ggnubu olsun. O zaman, teorem 4.6

daki gibi, | .| ile ilgili olarak tum sikgtirmalarin semigrubu C olgunda, M = C~ S

|nxn

olacak sekilde (veya [™ uizerinde bir norm vardir. Ayrica, teorem 4.6 dgkii,

{H| |HI A<i<r }operat('jr quasinormlari icin ayni iddialagkair.

Ispat: A > 0, K nin tim sifir olmayan girdilerinin minimunolsun. Teorem 4.6 ya

gore, M yi iceren| .| normuna gore tiim sgtirmalarin semigrubu C olacakkilde ve
sugK, 23} ile baskinlatirilanlar arasinda maksimaldif™" (veya [™") tzerinde bir
norm|.| vardir. Mc C~ S ve Cn S, K ile baskinlatirilan semigrup oldgundan M

nin maksimallgi ile M = C n S elde edilir.
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5. SONUGLAR

Bu calgmada homojen fonksiyonlarin bir ¢ifti ile baskgtlalmis operatorlerin
bir maksimal M yarigrubu igin kapali birim yuvardakperator kimesi icin bir
operatdrler quasinormunun varofiu gdosterilmgtir.Bununla ilgili uygulamalar

verilmistir.
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