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OZET

Bu tezde, diizgiin konveks Banach uzaylarinda tanimli bir operatriin ne zaman Daugavet
denklemini sagladig iizerinde durulmugtur. Diizgiin konveks bir Banach uzayinda tammbh
siirekli bir T:X — X operatoriniin |/ + T =1+|T| Daugavet denklemini saglamas igin
gorek ve yeter kosulun; |77| “nin, 7 ’nin spekturumunda yer almasi oldugu gosterilmistir. Bu
sonucu kompakt operatorlere Ozellestirirsek; bir diizgiin konveks Banach uzaymndaki bir
kompakt operatériin Daugavet denklemini saglamasi i¢in gerek ve yeter kogul; operatoriin
normunun bir 6zdeger olmasidir. Diger bir netice de, L;(x) ve L, (u) uzaylan i¢in Daugavet
denklemindeki standart gergeklerle tam geligkilidir. Daha bagka uzaylardaki Daugavet
Gzelliginin bir tartigmasi da bu ¢aligma iginde yer almaktadir.

Anahtar kelimeler: Daugavet denklemi, Banach latis, diizgiin konveks Banach uzayi,
kompakt operator, ozdeger
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ABSTRACT

In this thesis, it is studied on when an operator, defined on the uniformly convex Banach
spaces, satisfies Daugavet equation. It is shown thaa continuous operator 7': X — Y on a
uniformly convex Banach space satisfies the Daugavet equation |/ + 7| =1+|T] if and only if

the norm "T |[ of the operator lies in the spectrum of 7. Specializing this result to compact

operators, we see that a compact operator on a uniformly convex Banach space satisfies the
Daugavet equation if and only if its norm is an eigenvalue. The latter conclusion is in sharp
contrast with the standart facts on the Daugavet equation for the spaces L;(u) and L, (u). A
discussion of the Daugavet property in the latter spaces is also included in the paper.

Keywords: Daugavet equation, Banach lattice, uniformly convex Banach space, compact
operator, eigenvalue
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1. GIRiS

Bir E reel vektor uzayi, cebirsel yapistyla uyumiu olan bir > siralama bagintist ile
donatilmis (= yansimali, antisimetrik, gegismeli) ise ve agsagidaki iki aksiyomu sagliyorsa
E ’ye siral1 vektor uzay: denir.

(1) HerzeFE igin x>yise x+z2y+z 'dir.

(2) Herax0igin x>y ise ax 2 ay ’dir.

E , pozitif siral vektor uzay: olmak tizere, £ ’nin biitiin pozitif elemanlarinin kiimesi

E* ile gosterilir. Yani, E* := {xe E : x> 0} dir.

E ve F smrh vektor uzaylan arasinda bir 7: F — F operatorii tanimlansin. Her
x20 i¢in T (x)ZO oluyorsa 7T ’ye pozitif operatér denir. 72>20 veya 0<T seklinde

gosterilir.

E, bir sirali vektdr uzay: olsun. x,ye E elemanlanmin her siral ikilisi igin E ’de
{x, y} kiimesinin supremumu ve infimumu mevcut ise £ ’ye bir Riesz Uzay1 (veya vektor
latis) denir.

xXvy:= sup{x, y} ve xA y:=inf {x, y} ile gosterilir.

Bir Riesz uzaynda |x|A|y|=0 sartimi saglayan x ve y elemanlanna aynk denir ve
xLly ile gosterilir.
Eger A, bir E Riesz uzaymm bos olmayan bir alt kiimesi ise, 4’ ’nin A aynk

tiimleyeni 49 .= {x eE:herye Aigin x_Ly} ile tanimlanir.

a2 f oldugunda x, <x; oluyorsa bir Riesz uzaymdaki bir {xa} agina (netine)

azalan denir ve x, ¥ ile gosterilir. x, ¥ x notasyonu, x, ¥ ve inf{x, }=x anlamndadir.
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Argimet Ozelligi, her x >0 reel sayis1 igin {nx} dizisinin R’de yukandan simirsizligini
ifade eder. Bu, her x>0 igin R’de n”'x{ 0 olmasiyla egdegerdir. Her xe E* i¢in E’de

n~'x4 0 oluyorsa £ Riesz uzayma Arsimet denir.

E ve F Riesz uzaylan arasinda tanimh bir T : E — F operatoril igin, |T|:=7 v (-T)

oluyorsa |T|’ye T *nin modiliisii denir (|T], L(E,F)’de {I'~T} kiimesinin supremumudur).

x ve y elemanlan x<y olacak sekilde bir £ Riesz uzaymm elemanlan ise, [x,y]

sirali aralify [x, y] = {z eF :x<z< y}alt kiimesiyle tanimlanir.

Her ye 4 igin y<x esitsizligini saglayan bir x varsa bir Riesz uzaymmn 4 alt
kiimesine yukaridan smrlidir denir. Benzer gekilde, her ye 4 igin x<y esitsizligini
saglayan bir x varsa bir Riesz uzaymm A4 alt kiimesine asagidan sinirhdic denir. Bir 4
kiimesi asagidan ve yukanidan simirh (veya denk olarak, A bir sirali aralikta kapsanir) ise
sirali sinirh olarak adlandirilir.

Bir 7: E— F operatorii, £ ’nin sirali simirh alt kiimelerini F ’nin sirali simrl alt

kiimeleri tizerine gonderiyorsa sirali sinirli olarak adlandirilir.

Yukaridan sinirh her bog olmayan alt kiimesi igin bir supremumu olan (veya denk
olarak, agagidan sinirli her bog olmayan alt kiimesi i¢in bir infimumu olan) bir Riesz uzay:

Dedekind Tam olarak adlandirlir.

E ve F, Dedekind tam Riesz uzaylan oldugunda her xe £ igin her sirali smurh 7: £ > F
operatorii i¢in agagidakiler saglanir:

)= supf{ry| |y} < =}

TH(x)=sup{ly:0< y<x}

T~(x)=sup{-Ty:0< y<x}



G, bir £ Riesz uzayimn bir vektor alt uzayi olsun. Eger G, F 'nin latis iglemlerinin

oldugunda G ’ye Riesz alt uzayi denir.

Ix{<|y| ve ye 4 oldugunda xe 4 oluyorsa bir Riesz uzaymin bir 4 alt kiimesine

solid denir.
Bir Riesz uzayinin bir solid vektor alt uzayi sirali ideal olarak adlandirilir.

x<y olmakla birlikte her xe€ £ i¢in bir ye G var olduunda bir £ Riesz uzaymin

bir G vektor alt uzayina majorize £ denir.

Bir Riesz uzaymnda bir {xa} ag1 olsun. Her a ig¢in lxa —x] <y, olacak bigimde bir
{v,} ag var ki, y, 40 ise {x,} agi x’e sirali yakinsaktir denir ve x, —>—x ile gbsterilir

(Kisaca, |x, —x|< y, 10).

{x,}c 4 ve x, —2—>x oldugunda xe 4 ise bir Riesz uzayinm bir 4 alt kiimesine
sirali kapalidir denir. Siralt kapah bir ideal, bir band olarak adlandirihir.

Genel olarak, P? =P oldugunda bir vekiér uzayinda bir P:E— E operatrii
izdiigiim (projeksiyon) olarak adlandirilir.

Eger bir P izdiigiimii bir Riesz uzayinda tanimli ve aym zamanda pozitif operatdr ise
P’ ye bir pozitif izdiigiim denir.

Bir E Riesz uzayindaki bir B bandi £ =B® B¢ sartin1 saghyorsa bir izdiisiim band:
olarak adlandirlir. |

Bir £ Riesz uzaymda tamiml bir B izdiigiim band:i olsun. Bunun i¢in, £ = B® B¢
olur ve boylece x;, € B ve x, € B olacak sekilde her x € E eleman bir x =x, +x, tek tiirlii

yazihgina sahiptir.
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Bir P,:E—E izdigimi, Pg(x):=x, ile tammlanir. Agikga, P, bir pozitif
izdiigimdiir. P, formunun herhangi bir izdiigimii, bir band izdiistimii (siral izdiigiim) olarak

adlandinlir.

E ve F Riesz uzaylan arasinda bir 7:F — F operatérii tammmlansin. E’de

x, ——>0 oldugunda F ’de Tx, —>0 oluyorsa T ’ye sirali siirekli denir.

F Dedekind tam olmakla birlikte £ ve F Riesz uzaylan arasinda sirali simirh bir
T:E-—F operatorini disiinelim. 7’nin sifir ideali Ny :={re E:|T|(x)=0} il
tanimlanir.

N;’nin aynk  timleyeni, 7 ’nin tagtyicist  olarak  adlandinlir  ve
C, := Nj :={x e E : xLN, } ile gosterilir.

(X ,] ) bir normlu uzay ve R, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. f: X >R

]

lineer operatoriine lineer fonksiyonel denir.

E bir Riesz uzay: olsun. Her xe E* igin f (x)ZO sartimi saglayan bir f: X >R

lineer fonksiyoneli pozitiftir denir.

Ayni zamanda; eger f, £ ’nin sirali siurh alt kiimelerini R "nin sinirh alt kiimelerine

gonderiyorsa f lineer fonksiyoneli sirali siirh olarak adlandirilir.

f:X —> R linecer fonksiyoneli siirekli ise f ’ye siirekli lincer fonksiyonel denir.

X ’de tamiml: siirekli lineer fonksiyonellerin uzayma X ’in topolojik duali denir.

E bir Riesz uzay: olsun. E’de biitiin sirali sinirli lineer fonsiyonellerin £7 vektor

uzay1, E ’nin sirali duali olarak adlandirilir. Yani, £~ = L,(E,R)’dir.



Her xeE igin f€E~ ve ueF oldugunda L,(E,F)’ nin sirah simrh operatorii

Jf ®u sembolityle gosterilerek f ®u(x):= f (x)u ile tanimlamr. f®u formunun her

operatorii ranki 1 olan operator olarak adlandirilir.

Bir V' vektor uzaymin V" cebirsel duali , ¥V ’de biitiin lineer fonksiyonellerin vektor

uzayidir. V' ve W vektdor uzaylann arasindaki bir 7:V —W operatdrii i¢in 7 nin
T" :W" >V cebirsel adjointi (veya transpozesi) her f € W veveV icin T * f (v)= f (T v)

operatorii ile tammlamr. Standart ikilik terminolojide bu dzdeslik <T “f ,v> =(f.,Tv) seklinde

yazihr. Bir 7:E— F swrah smrh operatéri, £ ve F  Riesz uzaylan arasinda
tanimlandiginda 7 i , F7’yi E™ ’ye tagir. Gergekten A4, E ’nin sirali siirh bir alt kiimesi ve
feE™ ise T" f(v)= f(I) esitliginden dolayr 7" 7(4), R’nin bir sinrh alt kiimesidir ve
boylece 7 feE dir

T ’nin F~ ‘ye kisitlamasi, 7 ’nin adjointi olarak adlandinlir ve 7' ile gdsterilir.
T'":F” — E" olmak iizere, her f e E™ ve xe E igin (T'f .x) =({f,Ix) dir.

Benzer bigimde topolojik adjoint de tanimlanir.

E ve I Riesz uzaylan arasinda bir 7 : E — F operatorii tammlansin. Her x,ye E
icin T (xv y)= T(x)v T (y) oluyorsa T ’ye bir latis homomorfizmasi (veya Riesz
homorfizmasi) denir.

Bir 7' latis homomorfizmasi ek olarak bire-bir ise latis izomorfizmasi olarak adlandinlir.

(x.x')> (x,x") ikili dogrusal form ile birlikte X ve X’ vektdr uzaylanyla taniml
(. ): XxX'— R fonksiyonu igin bir (X, X") ikilisi var ki,
(1) Her xe X igin <x,x'>=0 oldugunda x' =0 oluyor ve
(2) Her x'e X igin < x,x'>=0 oldugunda x=0 oluyorsa

(X,X")e bir dual sistem (ikili sistem) denir.



(X,X"y ve (Y)Y') dual sistemlerin bir ikilisi olmak iizere,
T:(X,0(X,X"))—(Y,0(Y,Y')) sirekli oldugunda T:X —Y operatoriine zayif stirekli
denir. Yani, x, — x, o(X,X") topolojisinde yakmsak ise Tx, — Tx, o(Y,Y’) topolojisinde

yakinsaktir.

X bir Banach uzay1 ve A: X - X", x> X doniigiimii 6rten yani, x'€ X' ve her
x"e X" igin (x')= x"(x")=x'(x) sartim saglayan bir xe X varsa X, yansmmali(refleksif)

- Banach uzay1 olarak adlandinlir.

|x|<[y] oldugunda |x]| <[]y oluyorsa bir Riesz uzaymdaki boyle bir || normuna latis
norm denir.

Bir latis norm ile donatilmig bir Riesz uzayi, normlu Riesz uzayi olarak bilinir. Bir

normlu Riesz uzay: ayni zamanda tam normlu ise Banach latis olarak adlandirlir.

E ve F Dedekind tam olmak iizere iki Banach latis ve 7 : E — F bir sirali simirh

operator olsun. L,(E,F)’de pozitif operatorlerin her dizisi =T, 10 olmakla birlikte

“T " “ 10 sartim saghyorsa T operatorii sirah siirekli norma sahiptir denir.

{x .}, Banach uzaylarin bir dizisi olsun. O zaman {x,}’in L, —toplam:

1/
(X, ®x,0 "')p = {x =(xp,%p )1 X € X, ] :=(§:“x,,”pJ/P < oo} (1< p< ) ile ifade
n=1 2

edilir.

E bir Banach latis olmak iizere;

1. Bir 1< p< o degerii¢in £ ’nin normu p—toplamali ve x A y =0 olmakla beraber
her x,ye E* oldugunda |x+ |’ =|x|” +|y|” oluyorsa E’ye bir soyut L, —uzay: denir ve

soyut L, —uzayma AL uzay: denir.
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2.  E’nin normu bir M —norm yani, E’de xAy=0 oldugunda Hxv yH:max{”x]

|

yH}

oluyorsa E ’ye bir soyut M —uzay1 denir ve AM uzayi olarak adlandirtlir.

E ve F Banach latislerini diigiinelim. Eger 7': £ — F', modiiliisii olan bir operator
ise T’nin  dizgin  normu r—norm = kisaltmasiyla  ifade  edilir ve

“T“r = !HT ’” = sup{” ]T ]x” : ]’x” < 1} ile tammlanir. Agikga, ”T }]S ”T “r "dir.

E bir birimli AM —uzay1 olmak iizere; her xe £ elemam, M(y)=xy ,yek

formiilii ile bir M : £ — £ garpim operatorii tanimlar.

T:X->Y, X ve Y normlu uzaylan arasinda tanimli bir operator olsun. 7', X ’in
kapali birim kiiresini Y ’nin bir goreceli norm kompakt alt kiimesi iizerine gonderiyorsa 7" ’ye
kompakt operator denir.

X ve Y Banach uzaylart arasinda bir 7: X — Y operatérii tamumlansin. Eger 7,
X ’in kapali birim kiiresini ¥ 'nin bir goreceli zayif kompakt alt kiimesi iizerine tastyorsa
T’ye zayif kompakt denir. Yani, eger {Tx: Ixl<LxeXx } kiimesinin kapams1 zayif kompakt

ise T ’ye zayif kompakt denir.

Daha ileri bilgi ve asagidaki teoremlerin ispati i¢in (Aliprantis ve Burkinshaw,

1985)’1 kaynak olarak verebiliriz.

T: E — F iki Riesz uzay: arasinda tammb bir operatdr olmak iizere; her xe £ igin

Fde sup{]T y{ : l yl < x} mevcut olsun. O zaman 7T ’nin modiiliisii vardir ve her xe £ igin

|7)(x) = sup{ITy| < x}’dir.

F Dedekind tam olmak iizere £ ve F iki Ries uzayi olsun. Eger G, E’nin bir
majorize vektdr alt uzayr ve 7:G — F bir pozitif operatdér ise 7, E’nin bir pozitif

geniglemesine sahiptir.



Eger T: E—> F, F Dedekind tam olmak fizere £ ve F Riesz uzaylan arasinda

tanimh sirali sinirh bir operator ise her f e F,, igin |T '| f= ‘T l Jfdir.

Eger F Dedekind tam olmak iizere ‘E ve F Banach latis ise Lb(E JF ), r-normu

altinda bir Dedekind Banach latistir.

E ve F Banach latisleri igin asagidaki ifadeler esdegerdir:

€8 E' veya I, sirali siirekli norma sahiptir.

(2)  Bir zayif kompakt operator ile kisith £ ’den F ’ye her pozitif operator zayif
kompakttir.

Bir AL—uzaymndan bir KB-uzaymna tammh her zayif kompakt operatdr bir zayif

kompakt modiiliise sahiptir.

Tamm 1.1. [, X iizerinde birim operatdr olmak iizere,
I+ = 1+[7] (LD
esitlifini saglayan bir Banach uzayindaki siirekli bir 7:X — X operatdrine Daugavet
denklemini saglar denir.

Bir operatériin bu ozelligi, onun gergek degerinden ayn olarak, fonksiyon uzaylarinda
en iyi yaklagimlarla beraber problemlerin ¢oziimiinii ortaya ¢ikanr. Eger atomsuz bir 1, (u)
uzayinda veya atomsuz bir L (u) uzayinda 7 kompakt bir operatér ise 7' operatoriiniin
Daugavet denklemini sagladig: ilgingtir. Bu tezin amaci, Daugavet denklemini saglayan

diizgiin konveks Banach uzaylarindaki (6zellikle L, —uzaylan i¢in, 1< p < o ) operatdrleri
aragtirmaktir. 7 *nin yaklagik nokta spektrumundaki operatoriin |[7]] normunun keyfi diizgiin

konveks Banach uzayindaki siirekli bir operatér igin Daugavet denkleminin gegerliliginin esit
oldugu gercegi bizim esas sonucumuzdur (Teorem 2.2). Bu sonucun, Daugavet

denklemindeki biitiin sonuglara tam zit oldugu daha once bilinmektedir.
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|/ +T|=1+|T] denklemiyle ilgili ¢aliymalar: yapan ilk kisi LK. Daugavet’tir. Ashnda
O, 1963’te her kompakt 7 :C[0,1]— C[0,1] operatoriiniin |/ +7)=1+|7| denklemini
sagladigim kanitladi (Daugavet, 1963). 1965’te C. Foias ve 1. Singer tarafindan Daugavet’in
sonucu keyfi atomsuz C(K )—-uzaylan ve operatorlerin gesitli siniflan igin (zayif kompakt
operatirleri igeren) geligtirilitken, G.Y. Lozanovskii (1966) L, [O,l]’deki kompakt
operatorlerin Daugavet denklemini sagladigim saptadi. 1981°de V.F. Babenko ve S.A.
Pichugov, Lozanovskii’nin sonucunu yeniden arastird1 ve onlar ve bu konuyla ugragan diger
kigiler, bunun fonksiyon uzaylarinda en iyi tahmini problem i¢in nasil uygulanacagim
belirlediler. Ozetle; Daugavet (1963), C. Foias ve 1. Singer (1965), G.Y. Lazonovskii (1966),
M.A. Krasnoselskii (1967), V.F. Babenko ve S.A. Pichugov (1981), J.R. Holub (1986, 1987),
H. Kamowitz (1984), P. Chauveheid (1982), Y.A. Abramovich (1990) ve K. Schmidt (1990)

¢aligmalan sonucu su teoreme ulagmiglardir.

Teorem 1.2. Eger E, keyfi bir atomsuz AL— veya AM —uzay: ise, her zayif kompakt

1": £ — E operatdrii Daugavet denklemini saglar.

Daugavet denkleminin geligimi izerindeki oldukg¢a genis bir arastirma Abramovich
(1991) tarafindan yapilmigtir. Teorem 1.2°deki bir zithikta (kabaca sOylersek atomsuz Z, (u)
ve C(K )—uzaylannm durumuyla ilgili) bizim esas sonucumuz; 1< p<o igin

L, ~ uzaylarindaki Daugavet denkleminin esas ifadesinin, p=1 ve p=o degerlerine uyan

sinir durumlanndan net bir farklilikla aynildigini gosterir.

Diger yandan, onemli bir nokta da Daugavet denklemini saglayan her kompakt
operatdriin, atomsuz AL- ve AM —uzaylanindan bagka Banach latislerinde de tanimlt
oldugudur. Biz tezde (Abramovich, 1991)‘e bagvurarak, Daugavet denklemini saglayan her
kompakt (hatta her zayif kompakt) operatoriin Banach uzaylarinin gesitli yeni simiflarinin

bulunabilecegini gosteriyoruz.
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Daugavet denklemiyle oldukg¢a yakn ilgili olan bir sonugtan bahsedecegiz. Bu sonug,
(Abramovich, 1990; Schmidt, 1990)de ispatlanmstir ve J.R. Holub’un (1986) C [O,l] igin

ispatladigi uygun bir sonucun genisletilmis bir halidir.

Teorem 1.3. Eger £ bir AL— veya bir AM —uzay1 ve T : E — E bir siirekli operator ise
I +6r)=1+|7)

denklemini saglayan bir sign 6 (6 € {~1,1}) sayis: vardur.

Bu ¢alismada bagtan sona kadar / harfi uzayda disiiniildigiinde birim operatorii
belirtmek igin kullanilacak; “operator” kelimesi “lineer operator” ile es anlamli olacaktir.
Simdi Banach uzaymnin diizgiin konveks olmasin1 verelim:
X bir Banach uzayi olsun. 0 <£<2 igin |x| <1, [y <1, x,ye X ve |x—y|> & oldugunda

o

<1-8 (1.2)

esitsizligini saglayan bir 0 <& <1 sayisi varsa, X ’e diizgiin konveks Banach uzayi denir. Bu

tanimdan, bir diizgiin konveks Banach uzayinda her » igin ”xn ” <1, } Vi “ <1ve
S LN

n‘_‘_)n;‘o l B (xn +.Vn)” =1

ise

lim “xn -V ” =(

n—>0

oldugu goriiliir (Dunford ve Schwartz, 1958).
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2. DAUGAVET DENKLEMI

Girig boliimiinde belirtildigi gibi, L, [0,1]’deki her kompakt operator Daugavét
denklemini saglar. Fakat gorebilecegimiz gibi, L, —uzaymdaki (1< p<w) bir kompakt
| operatér Daugavet denklemini saglamayabilir. Bu boliimde, bir yandan da 1< p< igin
Daugavet denklemini saglayan L, —uzaylarindaki kompakt operatdrleri tanimlayacagiz. Bir

basit gézlemle tartigmamiza baglayalim.

Lemma 2.1. u ve v normlu bir uzayda iki vektor olmak iizere;
e+ =] + ] 2.1
olmasi i¢in gerek ve yeter sart; her a,f > 0igin
e + ) = el + Bl 2.2)
olmasidir.

Ozel olarak, bir Banach uzayindaki siirekli bir 7: X — X operatoriiniin Daugavet
denklemini saglamas: i¢in gerek ve yeter sart; her @ >0 igin a7 operatdriiniin Daugavet

denklemini saglamasidr.

Ispat: u ve v, normlu bir vektdr uzayinda iki vektér olmak iizere (2.1) esitligini saglasm ve
her @, >0 olsun. Simetriden & > 8> 0 kabul edebiliriz.
Jons + o] = e +v)~ (o = B = e+ v] - (@ - B)p|

= aljp+ [ )~ (e~ A)M

=alu|+ B
esitliginden
s + ) = el + Blv]
elde edilir.

Her 7 igin,

benfl=1 ve lim |Tx, - Ax,| =0

n—>aK0
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esitligini saglayan vektorlerin bir {x,,} dizisi var ise, bir T operatoriiniin yaklagik nokta
spektrumuna ait 4 kompleks sayisi vardir. Spektrumun simiri bir operatériin yaklagik nokta
spektrumunda kapsanir. Bu yiizden, bir karmagik Banach uzayindaki siirekli bir operatériin
yaklagik nokta spektrumu her zaman bos degildir. Tezdeki temel sonucu simdi yazip

ispatlayalim.

Teorem 2.2. X, diizgiin konveks Banach uzay1 ve 7" : X — X siirekli bir operator ise 7" 'nin

Daugavet denklemini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart; |T|| normunun, 7 ’nin yaklagik nokta

spektrumunun i¢inde yer almasidur.

Ispat: X diizgiin konveks olmasi gerekmeyen keyfi bir Banach uzay: olmak iizere bir

T : X —> X operatoriiniin nokta spektrumunda 7 *nin normu ||7| olsun.

tim [, - 3, 0

denklemini saglayan birim vektorlerin bir {x, } dizisini digiinelim.
I+ 2 (1 + T |
2 o + [Tl | = 17 = 7
= 17 = |irfen = ]
esitsizliginde 7 — oo iken limit ahmrsa,
LT 2|7 +T| 2 1+T
bulunur ve 7 ’nin Daugavet denklemini sagladig goriiliir.

Tersine, bir X diizgiin konveks Banach uzayinda Daugavet denklemini saglayan, sifir

olmayan siirekli bir ' operatériinii dilgiinelim. Lemma 2.1’den; S =7/|T (norm 1)

operatoriiniin Daugavet denklemini sagladigim biliyoruz. Yani,

I +S|= ﬁ_};ﬂ“lel =1+s]=2

’dir. Boylece her 7 i¢in Nx,,” =1 ‘den vektorlerin bir {x, } dizisi vardir ve dyle ki,

lim Hxn +Sx,, ” =2
n—wo
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’dir. Bu da

=1

lim H l(Sx,, + )
n-o) 2
olmasim gerektirir ve X Banach uzay: diizgiin konveks oldugundan
lim ]}Sx,, - x,,“ =0
n-
sonucuna variriz. Yani,
lim ]l(T N, - x,, |=0 veya lim|Ix, —|Tx,|=0
n—»w n—w
dir. Bu da ||T nin, 7 ’nin yaklagik nokta spektrumunun iginde oldugunu gdsterir.

Diizgiin konvekslige dual bir kavram vardir. $imdi onu tanimlayalim:

Ve >0 igin bir § >0 varki x| =1, |

V|21 ve ||x—)||< & oldugunda

e+ ¥ 2 %]+ - £lx - 7

saglaniyorsa Banach uzayina diizgiin piiriizsiiz denir. Bir Banach uzaymn diizgiin piiriizsiiz
(diizgiin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart; norm dualinin diizgiin konveks (diizgiin
piiriizsiiz) olmasidir. Aym zamanda, bir Banach uzaymin diizgiin piiriizsiiz olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart; normunun diizgiin kuvvetli tiirevlienebilir olmasidir (Kothe, 1969).

Eger bir operatoriin normu spektruma ait ise norm, spektrumun sininna ait olmahdir.
Bununla birlikte, spektrumun s yaklagik nokta spektrumunun noktalarindan olusur. Bu
yiizden, operatdriin normunun spektrumun iginde yer almas: i¢in gerek ve yeter sart; yaklagik
nokta spektrumunda yer almasidir. Diger yandan, bir operatdriin Daugavet denklemini
saglamasi i¢in gerek ve yeter sart; operatoriin adjoint’inin de Daugavet denklemini

saglamasidir. Bir operatoriin spektrumu, onun adjointinin spektrumu ile aynidir.

Teorem 2.3. Diizgiin piiriizsiiz bir Banach uzayindaki bir 7 operatoriiniin Daugavet
denklemini saglamasi igin gerek ve yeter sart; 7 ’nin normu |T|’nin, 7 ’nin yaklagik nokta

spektrumunda yer almasidir.
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Bir Banach uzayinda tammli bir kompakt operatériin spektrumunun sifirdan farkh
noktalarnin dzdeger oldugunu hatirlayalim. O halde, bir 6zdegerin operatoriin normu olmasi

sart1 Daugavet denklemini saglayan kompakt operatorleri karakterize eder.

Sonu¢ 2.4.  Bir diizgiin konveks veya diizgiin piiriizsiiz Banach uzayinda tammli kompakt
bir T operatbriiniin Daugavet denklemini saglamasi igin gerek ve yeter sart; |7]’nin, T ’nin

bir 6zdegeri olmasidir.

I<p<w igin her L,-uzaymm bir diizgiin konveks Banach uzay:r oldugunu
biliyoruz. Dolayistyla, 1< p <o igin L p —uzaynda Daugavet denklemini saglayan kompakt
operatorlerin bir karakterizasyonuna sahibiz. Bu p=1 ve p= oldugu durumdan kesin bir

sekilde farklidir ki, atomsuz durumda her kompakt operatér Daugavet denklemini saglar.

Sonu¢2.5. Bir 7:1, (,u)——)Lp (4) .(1<p<w) kompakt operatoriinin Daugavet

denklemini saglamasi igin gerek ve yeter sart; (7| nin, 7 "nin bir 6zdegeri olmasidir.
Interpolasyona dayah fikirlerin Daugavet denklemini saglamadigima dikkat ediyoruz.

En basit agik olmayan ranki | 7" operatériinii Z,[0,1] uzaylarinda, f ve g smurh dlgiilebilir

fonksiyonlar olmak iizere 7= f®g ile tammlayalim. Ranki 1 olan bir 7 operatorii

kompakttir ve dolayisiyla L,[0,1] ve L,[0,1] uzaylaninda Daugavet denklemini saglar. Yani,

W +70 =1+]7)y ve |7 +7], =1+]T],

“dir. Eger f ve g fonksiyonlan,

<f,g>= [ fedu=0

esitligini saghyorsa 7' operatorii sifirdan farkh 6zdegere sahip degildir ve bundan dolay,

1< p<oo igin I operatdrii L, [0,1] uzayinda Daugavet denklemini saglamaz.

Simdi Teorem 2.2°nin bir uygulamasim su teoremle verebiliriz.

Teorem 2.6. Bir diizgin konveks (ya da diizgiin piiriizsiiz) Banach uzayinda Daugavet

denklemini saglayan siirekli bir 7 : X — X operatoriinii diigiinelim ve her n>0 i¢in
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f)=Yai" ,a,20
n=0

bir seri olsun. Eger, f(|T] )< o ise siirekli £(T) operatorii Daugavet denklemini saglar ve

| 7@)= ()

olur. Yani,

[+ @)= 1+ @)= 1+ A7)
elde edilir.

Ozellikle asagidaki sonuglara ulagimnz:
(1) Her n=0,1,2, ... igin siirekli 7" operatdrii Daugavet denklemini saglar ve

) =|7)”"

’dir. Yani,

”I+T” =1+|lr"

=1+|T)"

dir.

(2) Bir p{1)=a, +ajA+...+a,A" polinomu her i (0<i<n) igin a; >0’i saghyorsa, p(T)
operatorii Daugavet denklemini saglar ve

| o)) = i)

"dir.

(3)  Her @ >0 igin siirekli e operatorii Daugavet denklemini saglar ve

e

dir.

Ispat: X Banach uzay:, T: X — X bir siirekli operator ve f(4) fonksiyonunun, teoremin
hipotezini saglayan bir fonksiyon oldugunu diistinelim. Teorem 2.2 ve Teorem 2.3’ten X ’in
birim vektorlerinin bir {x, } dizisi var ki

Tim [T, = [T, =0

*dur.
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R A Ay P 7y L Ty
6zdesligi kullantlirsa ve tiitmevarim yontemiyle goriiriiz ki her k£ =0, 1, ... igin

lim [7%.x, 7] x, | = 0
n—>oo

elde edilir. Simdi,
tim /(s — £(|7] Do =0

oldugunu ispatlayalim.

Bunu gérmek i¢in € > 0 olsun. Sabit bir m igin,

Yalr] <

i=m+1

olsun ve belli bir 7, indisi i¢in her n > n, oldugunda

<&

Safr's, ',

esitsizligini saglasin. Dolayisiyla # > n; i¢in,

L)y - r{17] e - !}; o

Uy~ 5|+ 2 a|'x, -1 5,

m
< Zail
i=0 i=m+1

<e+ Y a|Tf + Talr] <3¢

i=m+1 i=m+1

elde edilir. Buradan,

Tim | (7, ~ £ (7] e} = 0

oldugu goriliir. Sonug olarak, f(|[T]) reel sayisi £(7) nin yaklasik nokta spektrumunda yer
alir. | /(7)< 7(|T|) ve #(T) nin spektrumu || 7(T)| yargaph sifir merkezli kapal disk
iginde yer aldigindan

| 7@ =Alrl)

sonucunu elde ederiz. 2.2 ve 2.3 teoremlerinden f(7') operatoriiniin Daugavet denklemini

sagladig1 sonucunu ¢ikarnyoruz.
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Yerel diizgiin konveks Banach uzaylarinda tanimli kompakt operatérler i¢in Daugavet
denkleminin bir 6zelligiyle devam edelim:

Her xe X igin |jx|=1 ve her 0<£<2 i¢in bir 0<§ <1 vardir ki (¢ ve x ¢ bagh olarak)

veX, |M<1 ve |x-y| > ¢ oldugunda

<1-¢

1

—(x+
” 2( y)
oluyorsa, X Banach uzayma yerel diizgiin konveks denir. Ayrica, bir yerel diizgiin konveks

=1 oldugunda

Banach uzaymda her n igin |x,|<1, |x|=1 ve lim l(xn +x)
n—wl| 2

tim i, |0

*dur.

Teorem 2.7. Bir yerel diizgiin konveks Banach uzayinda tanimli kompakt bir 77: X — X
operatoriiniin Daugavet denklemini saglamas: igin gerek ve yeter sart; |T)nin, T nin bir

0zdegeri olmasidir.

Ispat: 7:X — X, bir yerel diizgiin konveks Banach uzaymda tanimh bir kompakt operatr
olsun. |7, 7 ’nin dzdegeri olursa agik bir gekilde
[£+7]=1+]]
olur.

Tersine, 7 ’nin Daugavet denklemini sagladigim1 farz edelim. Lemma 2.1’den
S =T/|T|| kompakt operatdriiniin aym1 zamanda Daugavet denklemini sagladigm biliyoruz.

Yani,

sup|lx + Sx| = 1+[S{| = 2

Iel=1
*dir. X *in birim vektorlerinin bir {x, } dizisini

lim|x, +Sx,| =2 (2.3)
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esitlifini saglayacak sekilde segelim. S’nin kompakthgim kullamrsak (gerekirse bir alt
dizisine gegerek); bir x e X igin, |
lim| 8, ~ 4] =0

oldugunu kabul edebiliriz.

I, + Sx, || < |3, | + S0} = 1+ ])Sx, | < 1+ 1=2

ve (2.3) esitligini de kullanarak buradan,

el = lim sz, =1

sonucunu ¢ikaririz. Aym zamanda,

e, + Sx, | = IS, — x| < |x, + 2 < 2

esitsizliginden

=1

lim|x, +x|=2 veya limll(xn+x)
n—0ll 2

n—ro0
oldugunu goriiyoruz. Boylece, X ’in yerel diizgiin konveksliginden,

tim x, ~ /=0

sonucunu ¢ikarinz. Dolayisiyla,

lim “an -Sx|=0

n—>
ve bdylece
Sx=x veya (T/|T|)x=x
elde edilir. Bu yiizden,
Tx =|T|x
olur. Bu da ||T}|’nin, 7 ’nin bir 6zdegeri oldugunu gosterir.
Sonug¢ olarak, burada bizim asil neticemizin (Teorem 2.2) yerel diizgiin konveks

Banach uzaylar igin gegerli olmadiini gosteren bir 6rnekle bu boliimii kapatalim.

Ornek 2.8. Reel sayilarin 2> p, > p, >...>1 gibi bir {p,} dizisini diigiinelim. Ornegin,

Pn= 1+l alindiginda lim p, =1 olur. Her n i¢gin X, = l;n olsun. Yani, /, ~normu
n n—>c0
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1/
), = {7 o) o
ile donatilmig X, = R®? olsun. X » bir diizgiin konveks (ve dolayisila yansimali) Banach

latistir. Her » igin  u, =(10) ve v, =(0,1) olsun. Buradan,
l
Jan| . =[val 5, =1 Ve et + v “pn —2/n

elde edilir. Ayn1 zamanda her n igin 7,(x,y)=(y0) ile tanmh 7,:X, > X » pozitif
operatoriinii diigiinelim. Her » igin
To(un)=0, T,(vp)=u, ve |T,]=1
olduguna dikkat edelim.
Sonra X =(X,® X, ® )2 Banach latisini diigiinelim. Yani X, {X,} Banach
latislerinin dizisinin /, —toplamidir ve 7 : X — X pozitif operatorii,
T(xy, X5, )= (Tyx;, Thxy, ...)
ile tanimlanur.
Istenen sonuglar asagidaki 6zelliklerden gikar:
1. X Banach latisi, yansimali, diizgiin konveks degil fakat yerel diizgiin konvekstir.
X ’in yansimalih gy,
X'=(x;0x,0.),=(x,0x,6.),
0zdesliginden ortaya gikar (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
X ’in diizgiin konveks olmadigim gosterelim. Eger,
X, = (O,...,O,u,, ,0,...) ve y, = (O,...,O,v,, ,O,...) 2.4)

icin u,, ve v,, vektorleri n. pozisyonda yer aliyorsa her » igin

”xnnz =|¥al, =1

olur. Buradan,

|

Ve

1 A
i 4l =27 1

1
E(xn +¥n )2

0 = Valy =len =val, = N
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elde edilir. Dolayisiyla X diizgiin konveks degildir. _
X ’in yerel diizgin konveksligi, yerel diizgiin konveks Banach uzaylarinin bir

dizisinin /, — toplaminin yerel diizgiin konveks olmasindan ¢ikar (Lovaglia, 1955).

2. T operatorii Daugavet denklemini saglar.

Eper x=(x),%;,..)€ X alindifinda |jx|, <1 oluyorsa

Iy = 415, < Sl el = Sl <1

n=1
ve boylece

rl<1

elde edilir. Diger yandan, y, (2.4)’te tanimlanan vektdr ise,
2 2 2 2

1717 217y ally =17l =lpunl,, =1

\(%

I7=1

elde edilir. Dolayisiyla,
=1

olur.

Benzer gekilde /,,: X,, > X,,, X, de birim operatorii belirtirse,

Tl Ty =[0n + Tl
’
=l + Tl =l 2l =277
elde edilir.
lim 2%’" =2 den,

>0

+T|=2

sonucunu ¢ikaririz ve bdylece 7 Daugavet denklemini saglar.

3. |T||=1 normu, 7T ’nin yaklagik nokta spektrumuna ait degildir.
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T =0 oldugundan 7 operatorii nilpotenttir ve bundan dolay: a(T )= {0} dir. Bu
yiizden |||, T *nin yaklagik nokta spektrumuna ait degildir. Ispati sdyle yapabiliriz:

Her 1< p<2 veher @, 20 igin,
(a+B) +p* SS(a” +ﬁp)
esitsizligimizin var oldugunu gézlemleyerck baglayahim.

Simdi x =(x),x,,..)€ X (burada x; =(e;, ;)€ X,) alindiginda |x|, =1 olsun. Agikga,

Tx = (Tyx,,13x5,..) = (81 0)(8, 0).--)

ve boylece
© 2
it = 3 (e - 47 + g
i=1
olur.

1=l = Sl 4o

i=]

Sl -l vimly s )

<35/l - a7 41l V7
=]

) 2,
<253 (o~ )" 41 ) " = 25fr-x|]
i=l

esitsizliklerinden her x € X igin |x|, =1 oldugunda
1
[7x - x|, = 5

oldugunu goriiriiz. Sonug olarak, |7]|=1 normu 7 operatoriiniin yaklagik nokta spektrumuna

ait degildir.
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3. DAUGAVET OZELLIiGi
Baz: Banach uzaylarinda tanimh her zayif kompakt operatoriin Daugavet denklemini
sagladig1 hakkinda Teorem 1.2 bize bilgi vermektedir. Bu 6zelligi saglayan Banach uzaylar

Daugavet 6zellikli Banach uzaylan olarak belirtilecektir. Asagidaki tanim, bu 6zelligi tagiyan

Banach uzaylarinin smifini sunar.

Tamm 3.1. Bir Banach uzayi, kendi iizerinde tanimlh her zayif kompakt operator Daugavet

denklemini sagliyorsa, Daugavet 6zelligini saglar denir.

Acgikca, bir Banach uzaymnin Daugavet 6zelligini saglamasi igin gerek ve yeter sart;
norm dualinin Daugavet Ozelligini saglamasidir. Sonu¢ 2.5’ten; l<p<ow igin
L, —uzaylartmin Daugavet zelligini saglamadig: goriilir. Bununla beraber p=1 veya
p=o igin atomsuz () ve atomsuz L, (u) uzaylan Daugavet ozelligini saglarlar. Bu
sonug, 1< p <o durumunda oldukga farkli oldugundan uzaylarin latis yapilarini temel alan

bu sonucu detayli bir sekilde sunan bir ispatin olmasinin yararli olacagina inaniyoruz. Bu
yizden bizim tartigmamiz, Teorem 1.2. nin az farkli bir durumu olan asafidaki sonucu

ispatlamaya odaklanacaktir.

Teorem 3.2. Birimli atomsuz AL-uzaylan ve atomsuz Dedekind tam AM —uzaylan

Daugavet Ozelligini saglar.

Q bir kompakt Hausdorff topolojik uzay olmak iizere herhangi bir birimli
AM —uzaymin, C(Q) bigimindeki bir somut Banach latise latis izometrik oldugunu
hatirlayalim. Yani, bir AL-uzayr somut [,(4) uzaymnda latis izometriktir ki bu her
AL - uzaymin sirali siirekli normu oldugunu belirtir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Teorem 3.2’yi ispatlamak i¢in Banach latislerin teorisinden bazi sagilmig sonuglan

toplamamiz gerekmektedir. Bu sonuglar, lemmalar bigiminde sunulacaktir.
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Tartigmamiza sirali sinirh bir operatoriin mutlak degeriyle baglayalim. /' Dedekind
tam Riesz uzayi olmak iizere 7: E — F, E ve F Riesz uzaylan arasinda taniml sirali stnirhs
bir operator ise

lT'(x)=sup{!Ty’ : yekE, yISx}, xeE*

formiilii bir pozitif operatdr tammlar ve buna 7 ’nin modilisi denir. E’den F’ye biitiin

sirali siirh operatorlerin L, (E,F) Dedekind tam Riesz uzaymda (T|=T v(-T) saglamir

(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985). Eger £ ve F' aym zamanda Banach latis ise |7}, = ” I7| “

ile tanimli » —normu altinda 1., (E,F) bir Banach latistir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
Genel olarak, bir 7’ operat6riiniin operatdr normu ve r-normu esit degildir. Bununla birlikte,
biz daima
il <iri, =|ir)
esitsizlifine sahibiz.

Sunu unutmamak Snemli; eger £ bir AL-uzay: veya F bir birimli Dedekind tam
AM —uzay: ise, her siirekli 7:E — F operatorii sirali sinirhdir ve dolayisiyla modiiliisii
mevcuttur (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Baslama noktamiz, bir AL - veya AM —uzayinda tamimh bir siirekli operatoriin

operator ve r —normlannin esitligidir (Schaefer, 1974).

Lemma 3.3. £ bir AL —uzay1 veya birimli bir Dedekind tam AM —uzay: ise keyfi bir

siirekli 7' : E — E operatoriiniin operatdr normu ve r —normu birbirine esittir. Yani,

=i

*dir.

Daugavet 0zelliginin gegerliligi, s6z konusu uzaylarda atomlarin yokluguna baghdir.
QO bir kompakt Hausdorff topolojik uzay: olmak tizere £ = C(Q) olsun ve Q’nun izole bir

g, noktasmna sahip oldugunu digiinelim. 7f = -z, f ile tammh 7 :C(Q) - C(Q) ¢arpim

operatorii zay1f kompakttir ve
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[ +T|=1<2=1+|T)

saglanir. Dolayisiyla bu durumda C(Q), Daugavet ozelligi saglamaz. Goriildiigi gibi bu

basansizlik, Riesz uzaylarinda atomlann varhg: ile ilgilidir.

Tanim 34. 0<x<wu, O0<y<u ve xAy=0 oldugunda x=0 veya y=0 oluyorsa bir
Riesz uzayindaki bir u pozitif elemanina bir atom denir. Argimet Riesz uzaylaninda bir u
pozitif elemanin bir atom olmasi igin gerek ve yeter sart; u ile iiretilen ideal ile # ile iiretilen
vektor alt uzaymin uyusmasidir (Luxemburg ve Zaanen, 1971).

AM - ve AL —uzaylanindaki atomlarla ilgili bilgiyi su lemmada sunuyoruz.

Lemma 3.5. (O bir kompakt Hausdorff topolojik uzay olmak iizere C(Q) Riesz uzaynin
bir atomunun olmas: i¢in gerek ve yeter sart; O ’nun bir izole noktasina sahip olmasidir.
Benzer sekilde; L,(u#) Riesz uzaymn bir atoma sahip olmasi igin gerek ve yeter sart; u

Olgiisiiniin atomlara sahip olmasidir.

Diger lemmamiz, atomsuz Banach latislerinin dualite dzelliklerini belirtir.

Lemma 3.6. Bir £ Banach latisi i¢in agagidaki ifadeler gegerlidir:
1. E’nin sirali siirekli normu var ve E atomsuz ise, £’nin E' norm duali de
atomsuz bir Banach latistir.

2. E"atomsuz ise E ’de atomsuzdur.

Ispat: (1) E sirah siirekli normlu atomsuz bir Banach latis olsun ve celiskiyle £’ ’niin bir
atomu oldugunu farz edelim ve bu atoma da 0 <¢ge E' diyelim. Boylece bir v € E' igin,
0< ¢ <Ly oldugunda bir A 20 vardir ki

y=Ap

saglanir.
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E’nin normunun sirali siirekliliginden ¢ lineer fonksiyonu smali siireklidir ve bu
yiizden ¢’nin sifir ideali N = fr e E : (|x]) = 0} bir banddir ve
E=Ns®NJ=N,®C,
esitligi elde edilir. ¢ >0 kabulii Cy # {0} olmasmm gerektirir. Bu yiizden bir O <ueC 4
§ard1r. u’nun £ ’nin bir atomu oldugunu iddia ediyoruz.

Bunu gormek i¢in, O0<x<u ve 0<y<wu alndifinda xAy=0 olsun. y=0
oldugunu gosterecegiz. £’de x ile iiretilen B, band: iizerine E ’nin band izdiigiimii P,
olsun. Agik¢a,
poP.eE" ve 0XgpoP . <¢
saglanir. Bu yiizden, bir 4 >0 varki,
poP, =ip
"dir. 0 <#(x)=goP.(x)= Ah(x)’dan A =1 gikar ve bdylece
$=pob;
elde edilir. Dolayisiyla,
$(1)=9°P.(y)=¢(0)=0
ve Cy tagiyicisinda ¢ ’nin kesin pozitifligi ile
y=0
esitligini goriiriiz. Bu viizden %, FE’nin bir atomudur ki bu bizim hipotezimizle gelisir.

Yukarida goriildiigii iizere iddia edildigi gibi £', atomsuz bir Banach latistir.

(2) Simdi E’ atomsuz olsun ve bir 0 <u € E vektoriiniin bir atom oldugunu ¢eliskiyle
kabul edelim. Buradan B={iu: A e R}=Ru vektdr alt uzayi, E 'nin bir izdiigiim bandidir
(Luxemburg ve Zaanen, 1971). Dolayisiyla, A= B¢ ise, E=A®B olur (A ve B
bandlarinin her ikisi de elbette kapali vektor alt uzaylardir). Kolayca anlagilir ki; £, 4A®R
Banach latisine topolojik ve latis izomorfiktir ve boylece E’, A"® R ’ye latis izomorfiktir.
A'®@ R ’pin atomlan oldugundan F£'’nde de atomlarn var oldugunu goriiyoruz ki, bu bir

celigkidir. Dolayisiyla £, atomsuz Banach latis olmalidir.
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Bir onceki lemmanin (1) boliimiindeki bagintida, keyfi bir atomsuz Banach latisin
norm dualinin atomsuz olmasina gerek olmadign not edilmigti. E=C [0,1] Banach latisi
atomsuzdur halbuki onun dual normunun atomlari vardir. Omnegin, her §, Dirac dlgisii

E"’niin bir atomudur.
Simdiki lemma birimli bir AM —uzayindaki zayif kompakt ¢arpim operatorleriyle
ilgilidir.

Lemma 3.7. O bir kompakt Hausdorff topolojik uzayi ve a € C(Q) olsun. 7, (x)= ax ile
tammlanan 7, :C(Q)—-) C(Q) carpim operatdrii zayif kompakt ise O’nun her yigiima

noktasinda a fonksiyonu sifira egittir.
Ozellikle O ’nun izole noktalan yoksa, sadece C (Q) tizerindeki zayif kompakt ¢carpim

operatorii sifir operatordiir.

Ispat: O’nun bir kompakt Hausdorff topolojik uzay: oldugunu kabul edelim ve « e C(Q)
olmak iizere, T,(x)=ox ile tammh 7, : C(Q)— C(Q) carpm operatirii zayif kompakt
olsun. Aynt zamanda ¢, , Q 'nun bir y1gi1lma noktas: olsun.

Celiskiyle a(g,)# 0 olsun. Buradan her g€V igin la(q)|2 ¢ olacak sekilde g, mn
bir ¥ agik komsulugu ve bir £>0 vardir. Q=7 koyalim ve 7,,’y1 C(Q2)’den C(Q)’ye bir
carpim operatdrii olarak alalim. Tietze Genisleme Teoreminden, C(Q)’nin fonksiyonlar
C(Q)’nun fonksiyonlarmin Q’ya kisitlamalandir. Buradan, 7, : C(Q)— C(Q)’nin aym
zamanda zayif kompakt operatér oldugu gorilir (7, : C(Q)— C(Q) operatorimiin zayif
kompakthg ile C(Q)’nun her norm sirah {f,} dizisinin {g,} gibi bir alt dizisi ve bir
ge C(Q) var ki, her g€ Q i¢in a(q): g,(g)— g(g) olmas: egdegerdir).

Q’ nun higbir noktasinda & fonksiyonu sifir olmadigmdan I : C(Q)— C(Q) birim
operatorii bir zayif kompakt operatdr olmahidir ve bdylece C(Q) bir yansimmali(refleksif)
Banach latistir. Diger bir ifadeyle, Q bir sonlu kiimedir. Sonug olarak geliskiyle g, , bir

yigilma noktasi degildir. Bu yiizden a(qo) =0"dur.
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Daugavet denklemini saglayan iki operatér sinifim1 su lemmada veriyoruz.

Lemma 3.8. £ bir AL —uzay: veya birimli Dedekind tam bir AM ~uzayi ve 7: E — E bir
siirekli operator olsun. Eger 77,

(a) Pozitif, veya

(b) Birimden ayrik

ise Daugavet denklemini saglar.

Ispat: Oncelikle E = C(Q)’nin birimi e olan bir Dedekind tam AM —uzay: oldugunu farz
edelim. Eger 7" pozitif ise,
HI+T”='||I+T|e“=”e+Te”

= sup[l+ Te(q)] = 1+supTe(q) = 1+|Te| = 1+|T]
9eQ 9¢Q

dir. Eger T birimden ayrik ise Lemma 3.5’ten;
Jr+ 7= flz+ i) =+l = 2+ 7] = 147
elde edilir.

Eger E bir AL—-uzayiise £’ birimli Dedekind tam bir AM —uzayidir. 7 pozitif ise
T':E'—> E' adjoint operatorii pozitif ve 7', £ ’de birim operatorden aynik ise 7', E'’nde
birim operatorden ayrktir (Bu L(E)’den L{E')’ne S+ S’ lineer izometrisinin bir latis
izometri olmasindan elde edilir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).). Bu yiizden, bir dnceki
durum
[ +1) = + 17| = 1+ = 147
sonucunu Vverir.

Lemma 3.8, atomik olmayan 1< p <o L, —uzaylan igin gegersizdir. Omegin, eger

ranki 1 olan 7T:L,[0,1]— L,[0,1] operatori e sabit bir fonksiyon olmak iizere

Tf = U«/Z—xf(x)dX)e
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seklinde tanimlanmug ise 7 pozitif, kompakt ve birimden aymkur (|T]=1 bir Szdeger
degildir) ve Daugavet denklemini saglamaz (Sonug 2.5).

Simdi verecegimiz lemma, Teorem 3.2’nin ispatini tamamlar.

Lemma 3.9. Eger £ atomsuz bir 4L —uzayi ya da atomsuz birimli Dedekind tam bir
AM —vuzay1 ve T : E — E bir zayif kompakt operatdr ise 7', birimden ayrik operatordiir ve

dolayisiyla Daugavet denklemini saglar.

Ispat: T :E— E bir zayif kompakt operator olsun. Oncelikle E’yi atomsuz birimli
Dedekind tam bir 4M —uzay: olarak alalim. 7 ’nin |7} modiilisiinin bir zayif kompakt
operator oldugu biliniyor (Schmidt, 1988).

K. D. Schmidt’in (1988) ispatin1 kullanarak S bir zayif pozitif kompakt operator ve

P bir pozitif izdligiim olmak iizere 7 ’nin ]T ) modiiliisii,

o Ny 5
\/

E
bigimindeki ¢arpim olarak yazilir.

P:E"— F izdisimii, / : E — E birim operatoriiniin bir keyfi pozitif genislemesidir
(E, E"’ni majorize ettiginden en az bir pozitif genisleme daima vardir (Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985).). S:E — E" operatori,

T"|:E"—>E" zayif kompakt operatoriiniin
E’ye kisitlamasidir. |T*)’nin zayif kompakthg su sekilde kurulur: E' bir AL-uzay1 ve
T': E'— E' operatdrii zayif kompakt oldugundan 7' ’niin ]T'I : E' - E' modiiliis operatorii
de zayif kompakttir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985). Buradan

r=Ir]

olur ve boylece \T"\ zayif kompakttir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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IT|=P|T"| oldugunu gormek igin x€ E* alalim. Spektrum E’de alndigmda ye E
icin [y| < x saplamrsa
Ty=T"y<[T"x
olur ve
Ty=PTySP]T"jer
"dir ve boylece
!T!x = sup{?jv : yeE, !v! < x}s P!T"!x
elde edilir. Diger yandan, x"€ E” igin lx"] <x saglamrsa [- x,x]’de bir {x,,} ag var ki,
Xg —O-ELED—)X" dir  (x, > x", o-(E "E ’) topolojisinde  yakinsar) (Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985). O halde, spektrum E"’nde alindiginda T'x,, = Tx, <|T}x ’den T"x" <|T|x
ve bdylece

T")x = sup{T"x" : x"e E", |x"| < x}s \T|x

elde edilir. Bu sonugla,
PIT"|x < P|T|x=|T|x
*dir ve

\T|x = P|T"|x

olur.

0<IAT|<|T| esitsizliginden IA|T|’nin bir zayif kompakt carpim operatorii
oldugunu gorityoruz (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985). Lemma 3.7°den,
IAT]=0
sonucu gikar.

Simdi de E’yi atomsuz bir AL —uzay: olarak alalim. E sirali siirekli norma sahip
oldugu igin Lemma 3.6’dan, E’ norm duali, atomsuz birimli Dedekind tam bir
AM —uzayidir. Bununla birlikte, 77: E' — E” bir zayif kompakt operatordiir ve dolayisiyla
onceki durumdan
I'AlT=0

olur. Simdi S S adjoint doniigiimiiniin bir latis izometri oldugu kullanildifinda,



AT =I'AlT| =1' A" =0
oldugunu goriiriiz ve dolayistyla bu durumda da
IAll]=0

olur (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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4. SONUCLAR .

Daugavet denkleminde operator veya uzay lizerindeki degisikliklerle yeni neticeler
alinmaktadir. Bu denklem, bagka yapidaki uzaylara da benzer sekilde genigletilmektedir.
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