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OZET

Egri ve yiizey olusturulmasinda, verilen datalara uyan yeteri kadar esneklie sahip ve
bilgisayarda kolayca hesaplanabilen fonksiyonlar tercih edilir. Bu amacla kullamlan
polinomlarin derecesinin arttiriimast diizensiz salmimlar sergileyen fonksiyonlarin elde
edilmesine neden olur.

Spline fonksiyonlarinin dilzgiin ve esnek olmalary, kolayca depo edilebilmeleri, hesaplama
kolaylig1 saglamalar: ve daha yiiksek boyutlara kolayca genellestirilebilmeleri nedeniyle egri
ve yiizey olugturulmasinda, kullanmiimasi uygundur.

Bu ¢ahgmada;

ikinci bsliimde Spline fonksiyonlarinin matematiksel temel zellikleri verilmistir.
Uglincii blimde parametrik kiibik spline’lar verilmistir.

Dordiincii boliimde B Spline baz fonksiyonlar: ve egrileri verilmigtir.

Besinci boliimde baz yiizeyler hakkmda kisa bilgiler verilmigtir.

Ayrica, en son béliimde C ile kodlanmig programlar kullamlarak egri ve yiizeyler i¢in baz
uygulamalar yapilmagtir.

Anahtar Kelimeler: Spline fonksiyon, diiiim vektdr, baz fonksiyonlari, poligon kseleri

vii



ABSTRACT

In polynomial interpolation, for rapidly changing values of the function to be approximated
the degree of the polynomial has to be increased and the result is often a function exhibiting
wild oscillation.

The useful propertion of the spline functions are; smooth and flexible, easy to store,
manipulate, evaluate and generalize to higher dimensions.

In this study,

In the second chapter, mathematical foundation of splines are given.

In the third chapter, space curves are given.

In the fourth chapter, B Spline basis function and curves are introduced..
In the fifth chapter, a brief information is given for some surfaces.

Moreover, some practical applications on curves and surfaces are given at the end of the study
by using programs coded inc.

Keywords: Spline, knot vector, B-spline basis, polygon vertices



1.GIRIS

Polinom interpolasyonunda yaklasim yapilacak olan fonksiyonun degerleri mzh bir sekilde
degisiyorsa polinomun derecesi arttiriimalidrr. Bunun sonucunda sik sik diizensiz sabmimlar
yapan fonksiyonlar elde edilir. Bu durum, temel aralik alt araliklara b6liindiigiinde ve istenen
yaklagm fonksiyonu bu aralikiarda tanunlanan diisiik dereceli farkl: polinomlarla gosterilen
parcali bir polinom ahndiinda defisir. Bu nedenle Spline fonksiyon ad: verilen yeni bir
fonksiyon sinfinin kullanilmas: daha uygundur. Spline fonksiyon itk defa 1946 yilinda
Schinberg tarafindan 6ne siirlilmiiy ve 1960 yihndan baglayarak teori ve pratikte biiyiik bir
gelisme gOstermigtir.

Ozellikle, Spline fonksiyonu birgok alanda kullamimaktadsr, Yaklastm teorisi, niimerik tirev
ve integraéyon, adi ve kismi diferansiyel denklemler, efiri ve ylizey (otomobil govdeleri, ugak

gbvdeleri ve kanatlari, sige, mobilya, ayakkabi dizaym vb.) olusturulmas: ve kompleks
geometrik gekilli nesnelerin matematik modellemesi gibi alanlarda sik¢a kullanilir.

Tekercioglu (2001), Spline ile efiri ve yiizey olugturulmasi konusunu yiiksek lisans tezinde
incelemis olup, bu galismada bahsedilen tezden farkh olarak Rasyonel B Spline’lar ile egri ve
ylizey olugturulmas: konusu incelenmistir. '



2. DUZLEM EGRILERIi

2.1 Spline Fonksiyon
Bir Spline fonksiyon; alt araliklar tizerinde tanimlanmus, kesin stireklilik sartiyla birbirine
baglanan polinomiardan meydana gelir.
X0< X1<.....< Xp kosulunu saglayan n+1 nokta verilmis olsun .Bu noktalara diigiim (knot) adi
verilir.
k > 0 olmak iizere k. dereceden ve xo, Xi,...., Xp diiflim degerlerine sahip bir S spline
fonksiyonu asagidaki 6zellikler sahiptir :

i) Herbir [x;, x;+1] alt araliklarinda en fazla k. dereceden bir polinomdur.

ii )S, herbir alt aralikta (k-1). mertebeye kadar siirekli tiirevlere sahip polinomlardan

olusur. Boylece S spline fonksiyonu [ xg, X, ] araliginda (k-1). mertebeye kadar tiim tiirevleri
stirekli bir polinomdur.

2.2 Spline Fonksiyonlariyla interpolasyon

{(xk Vi )}Z _, noktalar kiimesi i¢in polinom interpolasyonu genelde uygun degildir. Bunun igin

kullamilabilecek bir baska metot ; daha diigiik dereceli S, (x) polinom parcalarim birlestirmek
ve (Xx, yx) ile  (Xk+1, Yis1) -diglim noktalarn arasinda interpole etmektir. y=S,(x) ve
¥ =8,,(x) srastyla [Xy, Xx+1] V€ [Xie1, Xie2] araliklarinda deger alirlar. Grafigin iki pargasi
(Xk+1, Yir1) diigiim noktasinga birlestirilir. {S «(x)} fonksiyonlar kiimesi S(x) ile gdsterilen bir
pargali polinom olusturur.

cavecscs teesccesamncscccnn




x’in sabit bir degeri i¢in x’i igeren [X i X k+1] aralifi X-x 1, X-X »,....X-X x, X-X x+1 farklari k+1 en

kiigiik tamsay1 oluncaya kadar Xx-x y+1< 0 kosulu olusturularak tespit edilir.

Data noktalar i¢in bir polinom egrisinin olugturulmasi birgok uygulama alanina sahiptir.
Matematiksel olarak kiibik Sy (x) polinomlar:1 her bir [xx, Xx+1] aralifinda kurulabilir ve
bdylece pargali y = S(x) egrisinin 1. ve 2. mertebeden tiirevieri [X ¢, X 4 ] aralifmmda siirekli
olur. §'(x)’in stirekliligi y = S(x) grafiginin keskin kogelere sahip olmamasi ve S$” (x)’in
stirekliligi egrilik yarigapimin her bir noktada tammlanmis olmas: demektir.

2.3 Kiibik Spline Interpolasyonu
{(e Y Mo =X 0<X1<.....<X 5= b olan n+1 nokta g6zoniine alalim. Asagidaki 6zellikleri
saglayan n tane kiibik S (x) polinomu varsa , S(x)’e kiibik spline denir.

1) 8 (%) = Si(x) = S0+ Sk (XX 1) + si.(x-X D2+ s (xx1) X €[Xxn] k=0,1,2,...n-1
2) S (%) =¥ k=0,12,....n

Spline verilen noktalardan geger.

3.) S, Gis1) = S, ) k=0,1,2,....0-2

Spline siirekli bir fonksiyondur.

4) 8, () = Spyy (uert)
Spline birinci mertebeden tiirevi siirekli bir fonksiyondur.

508, () = Sh (k)

Spliné ikinci mertebeden tiirevi siirekli bir fonksiyondur.

n tane kiibik polinomun her birinde 4 tane katsay: vardir. Bylece parcali kiibik polinomda
4n tane bilinmeyen katsayi olur. Ayrica her bir aralik iizerinde iki tane interpolasyon sarti,
ornegin [x,,x,,,] aralig1 icin

S(x,)=y; ve S(x,,1) =V
saglanmalidir. Boylece n tane aralik g6z 6niinde bulundurulursa , 2n tane gart elde edilir.
S(x;)=8,(x,)=5,(x)

sart1 interpolasyon sartlari arasinda sayilmistir.



S’ *niin stirekliligi igin
S, (x)=8 (%) i=1.2,.n-1

kosullar saglanmasi gerektiinden n-1 tane sart ve benzer sekilde S” ’niin stirekliliginden de
n-1 tane sart elde edilir. Hepsi beraber g6z oniine alinirsa , 4n tane bilinmeyen katsayiy1

hesaplayabilmek igin
2n+n-1+n-1 =4n-2

tane gergeklenmesi gereken sart elde edilir. Bdylece bir Spline’nin kurulabilmesi i¢in iki tane
daha sarta ihtiya¢ oldugu goriiliir. Bu sartlara ug nokta sartlari denir. U¢ nokta sartlarina gére

Spline 6zel isimler alir.




3. UZAY EGRILERIi

3.1 Parametrik Kiibik Spline
y = fx) formunda her zaman temsil miimkiin degildir. Bu yiizden egrinin x = x(t) ve y = y(t)
parametrik temsilini kullanmak zorunda kalabiliriz. Burada t parametreyi gdstermektedir.
te, ti,-..., ta  parametre degerleri verilen nt+l1 noktaya kargihik gelir; bu degerleri
bitytkliiklerine gore sirali oldugunu farzedelim. Buradan (t X ) ve (t 1,y k) k=0,1,2..,n
tablo degerlerini interpole eden spline fonksiyonu belirleyebiliriz. Béylece parametrik
temsille istenilen efri tammlanabilir.
Kiibik spline pargasi lizerindeki herhangi bir noktanin yer vektorii P(t) olmak {izere tek bir
parametrik kiibik spline pargasi i¢in denklem

4 N
P(t)=) Bt t1<t<t, 3.1

i=1
P(t) = [ x(t), y(t), z(t)] seklinde vektdr degerli bir fonksiyondur. P(t)’nin {i¢ bileseni yer
vektSriiniin kartezyen koordinatlardig .

Her bir bilesen P(t)’ye benzer bir formiile sahiptir :

4
x(t)=) B, " t, St<t,
i=1
4 .
y®) =D B " 1 <t<t, 3.2)
i=l
4 .
z(t)= ) B " t, <t<t,

i=t
B, katsayilan her bir spline parcasi i¢in d6rt siir gart1 belirtilerek bulunur.
P(f)= B,+Byt+B;t’ +B,t’

olur.



Py ve P, spline par¢asinin u¢ kisimlarinda tanimlanmis yer vektorleri, P, ve 1’2'ise spline

parcasin u¢ kisimlarindaki teget vektdrler olsunlar. (3.1) denklemi tiiretilirse

4
POy =[x,y ®),2®]= D B~ yH<t<ty
i=l
(3.3) esitlik agik olarak yazilirsa
P'(t)= B, +2B,t+3B,t* t) <t<t,
elde edilir.

Genelligi bozmamak icin #, =0 alnir ve dort s kosulu
PO = P,
P(,)= P,
PO)=F
P'(t,)= P,

kullanilarak B; katsayilar i¢in dort esitlik

P(0)=B, =P,

. i t
P'O)=2G~-Df'"B| =B, =R

i=l

4
P(t,)= Y Bit"|., =B +Byt, + B} +Bf; =P,

i=l

4 ’
P'(t,)=) (i -DB#|,., =B, +2B;t, +3Bt; = P,

i=]
elde edilir.

Bu egitliklerden B, ve B, ¢dziiliirse

_3R-R) 2K B
f hoh

B,

_2B-P) B B

B4
5 54

(3.42)

(3.4b)

(3.4¢)

(3.4d)

(3.5a)

(3.5b)

(3.3)



elde edilir. f
B,,B,,B,,B, degerleri kiibik spline par¢asim belirler. Parganin gekli, parganm uglarindaki
yer ve teget vektﬁrlerine baghdir. Her bir yer ve teget vektorii lic tane bilesene sahip
oldugundan bir kiibik uzay egrisi on iki vektdr bilesene ve t; parametre degerine baghdir.
(3.4) ve (3.5) esitlikleri (3.1) denkleminde yerine koyulursa tek bir kiibik spline pargas1 igin
agagidaki denklem elde edilir.

t2 tZ t2 tg tZ t2

P()= P+Pt+[3(P -R) 2R P} 2 Jf[g(ﬁi)—)-ﬁ)1 +P}‘ (3.6)

(3.6) denklemi tek bir kiibik spline pargas: igindir. Egriyi temsil etmek igin birgok parca
birlestirilir. Sekil 3.1°de iki komsu parga gdsterilmigtir. BuradaP;,P,,P; yer vektorleri

P, ,P, ,P, teget vektorleri ve t, ve t, parametre degerleri bilinmektedir.

Sekil 3.1 Iki pargah kiibik spline parcasi
Bu taktirde (3.6) denklemi her iki par¢aya da uygulanir. Bununla beraber iki parga arasindaki

birlesme noktalarinda 1’2” teget vektorii bilinemez. Fakat bu vektdr birlesme noktalarinda
siireklilik sart1 kullanilarak belirlenir.

k. dereceden pargali spline birlesme poktalarinda (k-1). mertebeden siirekli tiireve sahip
oldugundan dolay1 kiibik spline i¢ birlesme noktalarinda 2. mertebeden siirekli tiireve sahiptir.
Yani, P2" (¢) tiirevi birlesme noktalar1 boyunca siireklidir. (3.1) denklemi iki defa tiiretilirse

P'(t) = i(i ~1)(i-2)Bs t<t <t €X)

i=1



elde edilir. IIk kiibik spline pargas1 i¢in parametre degigim araligt 0< t <t, ’dir.
(3.7) denklemi parganin u¢ noktasinda (t =t,) hesaplanirsa
P'(t,) =6 B,t, + 2B,
olur.
ikinci kiibik spline parcasi igin parametrenin defiigim araligi 0 <t< t3’tiir.
ikinci parcanin baglangicinda (t=0), (3.7) denklemi hesaplamrsa
P"(0)= 2B,

elde edilir. Bu iki sonucu egitleyip ve (3.4a, b) , (3.5a) esitlikleri kullamlirsa

«|2B-B) B B | |3B-R) 2R B |_,[3B-B) 2B PR
’ 5 R f

I 5 4 t,

elde edilir.

Yukaridaki denklemin sol tarafi, ilk parganin sonundaki egriligi, sag tarafi ise ikinci par¢anin
bagindaki egriligi gostermektedir. t, t, ile ¢arpilirsa ve diizenlenirse

3 r ’ 3
LB +20,+ )8, +6B, =B~ B)+4( - 1) (3-8)

2°3

¢lde edilir. Bu denklemden P, ¢ozilebilir.

Bulunan sonuglar herhangi iki komgu kiibik pargast P (t) ve P i+i(t) ile gdsterilmek lizere
genellestirilebilir. Burada P \(t) ile Py ve Py yer vektorleri arasmtlaki parametrik egriyi
gostermekteyiz.

Herhangi iki komsu kiibik spline parghisi P, ve P,,, i¢in denklesiler

i

P)y=~, +ﬂ't*{mu.&“ﬁﬂ }’2 4:,{2(131&;::&+1)+ b +Péﬂ}’3 (3.9)

Y N 3 2 Sk
DU P bt - b Y PO b fpa




ve ikinci parga igin

P . —P ! P! _ ¥ 1
Pk+l(t) — Pk+l +Pk‘+lt +l: ( k+22 k-x-l) . 217k+1 _ T ke2 i'tZ +l:2(Pk+l Pk+2) + Pk+l + I)k+2 ]t3

3 2 2
z k+2 4 k2 t k+2 4 k+2 tk+2 ) k+2

(3.10)
elde edilir.

Ik parga igin parametre degisim araligt 0< t <ty ve ikinci parga igin parametre degisim
araligis 0< t <ty dir.

Herhangi iki komsu spline pargasi igin ortak i¢ noktalarda ikinci tiirevler esitlenirse

Pk“ () = Pi::-l ®
(3.8)’e denk sonug elde edilir. Yani, herhangi iki kiibik spline par¢ast P, ve P, ’in i¢
birlesim noktalarmdaki teget vektor

? ’ r 3
tk+2Pk + 2(tk+l + tk+2 )Pim + tk+1Pk+2 = 2+1(Pk+2 F Pk+1) + t:+z(Pk+1 - Pk)] 1<k<n-2

k+1°k+2
esitliginden elde edilir.
Bu denklem tiim spline pargalarina uygulanirsa Pk' 2<k <n—1 teget vektorleri i¢in n-2 tane
denklem elde edilir. Sonug matris formunda

1, 20r,+8) o, 0o . . . ] T2
0 t, 2(t; +1,) L 0o . . . P
0 0 t, At +t)t, 0O . |

i 0 «, 20,+t,) t,,| | B

S 3
= {2(p,-B)+2(B,-P) }
t2t3
3
=B -P)+(B-B) }
— 3%4
_ (3.11)
; )
Py {tf—l(Pn—Pa—l)"'tj(PH_Pn—z)}
| "u—1%n _1
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seklinde veya
[M*][ P" ]=[R]

n tane teget vektori i¢in n-2 tane denklem elde edildiginden [ M* ] kare matris degildir ve
bundan dolay1 [ P’ ] i¢in ¢oziim elde etmek iizere tersi alinamaz.

P, ve P"' teget vektorlerinin bilindigi varsayilarak, (3.11)’de belirtilen matris form asagidaki

sekle getirilerek

—1 0 . . .. . . B B I_)II_
20, +t,) t, 0o .. B,

0 ¢t 2t,+t) & 0. : . I

0 0 t, 20, +t), 0. x|l 7=

08,206, +t Y | | °
0 1 £, ]

_ P 7

3 p(-B)ri(B-£) }
t2t3

(3.12)
; 4
(8- B+ (B~ B
n-1"n
i £, |
veya
[MI[P]=[R]
seklinde yazilabilir.

Boylece [ M ] tersi alinabilir bir kare matris olur. [ M ] bant (tridiogonal) matris oldugundan
tersini bulmak icin yapilan hesaplamalar kolaylagmaktadir. Ayrica [ M ] késegen baskin bir

matristir. Bu sebeplerle, { M ]’nin tersi vardir ve tek ¢6ziim verir.
[ P'] i¢in tek bir ¢6ziim
[P']=[M]'[R] (3.13)

seklinde bulunur.
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P} teget vektor deferleri belirlendikten sonra her bir spline parcasi igin B, katsayilar
belirlenebilir.

(3.4) ve (3.9) esitlikleri genellestirilirse

B, = '
By =L
B = 3('8”-1 _“E:) - 211 _ I)k+]
3k T 2
tk+1 tk+l tk+l
B4k — Z(I)k_Pk-l'l) + I)k +I)k+l

3 2 2
tk-i-t tk+l L k+1
elde edilir.

P, Pk' vektor degerli olduklarindan B, katsayilari da vektdr degerli olur. Herhangi bir
spline pargasi k i¢in bu denklemlerin matris formu

[1 0 0 0]

B,710 1 0 o|[R
-3 -2 3 -1if

—_ | .2 2
[ B ] - =l &+l tk+l z k1 tk+l P
k+1

B, 2 1 -2 1 {|P,

3 2 3 2
Ltk+l tk+l tk+l tk+l J

(3.14)

seklindedir.

Verilen n yer vektorii, 1 < k< n P, ’dan gegen ug teget vekiorleri l}’ ve 1;' olan pargali kiibik
spline elde etmek i¢in (3.13) denklemi kullanilarak i¢ teget vektorler P, 2 <k <n-1 elde
edilir.

Daha sonra her bir pargali kiibik spline pargasinin teget ve yer vektdrleri (3.14) denkleminde
bu parga i¢in B, , 1< i <4 katsayilarim belirlemek iizere kullanmilir. Spline parcas: izerindeki
noktalar1 belirlemek i¢in (3.1) denkleminin-asagidaki genellestirilmis sekli kullamilir :

4 C
P.(®) =23i¢f‘“‘ 0<t<t, 1< k<al (3.15)
i=
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(3.15) denkleminin matris formu agagidaki gekilde verilir :

P@y=l ¢+ & £||7* 0< t<t,, (3.16)

(3.14) denklemi yerine yazilir ve tekrar diizenlenirse

B

P,
P(m)=[F{z) F{r) Fr) F(0)] ;;‘j‘ 0 <r<l1 1<k<n-1 (3.17)

k

Fen

elde edilir. Burada 7= Lt ) *dir.
k+1

F(7) =27 =372 +1
F () =20 +37% (3.18)

Fu(r)= 7(72 -2+,
Fu(r)= (7’ - 1

Bu fonksiyonlar blending ve weighting (agirlik) fonksiyonlan olarak adlandirilir. Blending
fonksiyonlarinin tamm kullanilarak (3.17) denklemi matris formunda

F()=[F] [6]
seklinde yazilir. Burada blending fonksiyonlannin matris formu

[Fl=lF(® FG) E@) F©]

ve
[G]T =[F B “Pk' Pk’ﬂ 1
seklinde verilir.

(3.18)’de verilen blending fonksiyonlarinin her biri kiibiktir. Kiibik spline pargasi tizerindeki
herhangi bir nokta , ug nokta yer ve teget vektorlerinin agirlikl bir toplamudir.
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3.2 Kiibik Spline Ug¢ Kosullar

Bir onceki kisimda, P, ve P, teget vektorlerinin pargal kiibik spline’mn ug noktalarinda

bilindigi farz edilmigtir. Bu simir gart1 Clamped ug sarti olarak adlandirilir. Eger az sayida data
noktasi biliniyorsa veya fiziksel sartlar u¢ noktalarda egrinin seklinin kontroliinii
gerektiriyorsa degisik smur sartlari istenebilir. Bir alternatif, spline’min u¢ noktalarinda
egriligini belirtmektir. Eger egrilik sifir ise Relaxed veya Natural ug sartlar elde edilir.

ikinci tiirevle egrilige yaklasirsak ve (3.7) denklemi kullanilarak

4
Pty =Y (i~1)(i—2)Bt" 0<t<t,,

i=1
elde edilir.
fik spline pargasmnin bagmda t = 0°dur.

Burada yalnizca i = 3 degeri sonuca etki eder. (3.14) denklemi kullamlarak

2

t2 t2 t2

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

4

rp 3

P+22-"(P-P 3.19)
1 2 2t2( 2 l) (

elde edilir.

[ M ] ve [ R | matrislerindeki ilk satir

seklindedir. En son parganin ucunda k=n-1,t=t, dir. Burada (3.7) denklemindeki hem
i =3 hem de i= 4 degerleri sonuca etki eder.

P"(t,)=2B, +6B,t, =0
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veya (3.14) denklemi kullanilarak

S8, -Ry+ T2

elde edilir. Buradan

2P, +4B; = (P, P,.)

n
bulunur.

[M] ve [R] matrislerinin son satiri

[ 2 4][3,']:[?(1",,—1’-1)]

Diger iki smir kogullar: cyclic ve anticyclic u¢ kosullaridir. Bir cyclic spline kapali bir egri
veya araliklarda tekrar eden bir egri parcas: yaratmak icin kullamilir. Cyclic u¢ kosulu ; ug
noktalarda teget vektor ile egriligin esit olmasidir.

E®=F ) (3.20)
P ©=P"@) (3.21)

(3.3), (3.7) ve (3.14) esitliklerini kullamilarak, (3.20) denklemi asagidaki sekli abr :

B -P, = 2:,,[ 3, ;ZP"—‘) 2 . ——I:"—} + 3&{2(1)"-;;1)") + P;; 1 f;—} (3.22)

Benzer sekilde (3.21) denklemi asagidaki sekli alir.

2{3(1’2—11)_211 A }z 2{3(&—2,_1)_2&_1 B ]+6,n{2<&_;3—&)+f’:;1 = }

2 2
t2 t2 t2 tn tn tn n n n

(3.23)
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(3.23) esitligi ¢, ile carpilir, (3.22) esitliginden ¢ikartilir ve (3.23) ile (3.24) birlestirilirse

r f ! 3 _ ! P, _ 4 4
K-, _Ztn[g%@_z& __z]z_ ,3[z<z>,,_13 £, B8 }
5% ) 23 z, t, t;
elde edilir.

P! = P, ahnarak, tekrar diizenlenirse

Fi 3 i [} r t 3

20+2)F, +2F, + P, =32(F,-P)-—(P,_,-P) (3.24)
t2 t2 t2 tn

elde edilir.

(3.12) denkleminden yararlanarak i¢ noktalardaki teget vektorleri elde edilir. Bununla
birlikte tim teget vektorler bagimsiz  olmadiklarmdan dolay: [M ] matrisi
(n—1)x (n—1) boyutundadir ve ilk satir1 (3.24) denklemi katsayilari ile verilir. Yani,

4 3
- e —Pl)—t—(li_l -L)

20+2) = o00. . 1R 32{& " }

2 2 / —¥ (B -P)+t(B—-P)

t, 2(t2+t3)t2' ) Pl, i s
. - B

- Ee-meia-n) 629

34

L . ' R ) (S5 3 S | A P, | 3 .
B —— ¥ (B, —P )+13(B— P, )}J
. n—1%n
Artik matisimiz bant mitris degildir.
Anticyclic splihe
B©)=-P ) (3.26)
R (0)=-F'@,) ‘ (3.27)

ug kosullarmi gergeklemektedir. Cycylic ug kogullari igin uygulanan adimlardan yararlanarak
asagidaki denklem elde edilir :

2(14_%)1);4.%}’2'—1’,,_1'=3%(P2_P’)+%(P‘I—P") (3.28)
2

2 2 n
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(3.28) denklemi, anticyclic u¢ kosullarimin uygulanmasi [M ] matrisinde M (Ln-1)"de
bulunan 1’in isaretini ve (3.25) denklemi ile verilen R(1,]1) deki ikinci matris teriminin
isaretinin degistirir.

Kiibik spline egrileri herhangi bir ug kosulu ile 1. ve 2. mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.

Bununla birlikte data noktalarinin sayisi fazla ise teget vektdr matrisinin tersini hesaplamak

fazla zaman alabilir.

Cizelge 3.1 Kiibik spline ug kosullari

M matrisinin R matrisinin
Ug kosullan ilk ve son satirindaki  ilk ve son satirlari
sifirdan farkli elemanlar
Clamped M(1,1)=1 R(1,1)=P,
M(n,n)=1 R(n,1)=P,
Relaxed M(1,1)=1 1f;<(1,1)=-237(132 ~B)
2
M(1,2)=1/2
' 6
M(n,n-1)=2 R(n,1)=t—(P,, -P_)
M(n,n)=4
Cyclic M(1,1)=2(1+';—"] R(1,1)=3(§'2’~}PZ—P])
2 2
M(1,2)="2 (,_,-B)
t2 tn
M(1,n-1)=1 R(n,1) tanimsiz
Anticyclic M(1,1)= 2(1 + -i—) R(1,1)=3{;—;}P2 ~P)
2 2
M(1,2)=2 +2(p,,~B)
t2 Z n
M(1,n-1)=-1 R(n,1) tanimsiz
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4. B SPLINE BAZ FONKSIYONLARI ve B SPLINE EGRILERI

4.1 B Spline Baz Fonksiyonlan

B Spline fonksiyonlari, spline uzaylar1 igin taban sagladiklarindan Baz (basis) Spline
fonksiyonlar1 olarak adlandirilir. Bir bagka deyisle, diger Spline fonksiyonlar1 B Spline
fonksiyoniarmn lineer bir kombinasyonu ile elde edilebilir.

Niimerik hesaplamalar i¢in faydali bir tanim Cox-de Boor tarafindan Schonberg’ ten bagimsiz
olarak bulunmustur (De-Boor, 1978).

P(t) egri boyunca olan yer vektorii olsun. Bir B Spline egrisi
n+l
P@t)= ZBiNi,k(t) tmin <t <t max 2<k <nt+l
fe=1
olarak tanimlanir.

Burada, B; nt+l tane poligon kdsesinin yer vektdriinti gdstermektedir, Njx ise normalize
edilmis B Spline baz fonksiyonlaridir.

Mertebesi k (derecesi k-1) olan i normalize edilmis baz fonksiyonu igin Nji(t) baz
fonksiyonlart Cox- de Boor tarafindan

1 x; St<x,

N, (®= { ) 1 4.1)
0 diger hallerde

Nie () = (E—x)N; () + e =ON1 () “4.2)
i — %) Xy —%1)

formiili ile tammlanir

x; degerleri x; < x 31 kosulunu saglayan bir diigiim vektoriiniin elemanlaridir. t parametresi
P(t) egrisi boyunca t min’dan t myx’a deger alir .Burada, 0/ 0 = 0 kabul edilmigtir.

Mathews’a (1992) gore derecesi sifir olan Baz Spline fonksiyonlarinin Snemli bazi dzellikleri
sunlardur:

1.) Nii(t) fonksiyonunun destegi, Ni;(t) # 0 kosulunu saglayan t’lerin bir kl‘imesi olarak
tammlanir. Bu tamima gére bu kogulu saglayan t’ler [xi,Xi+1) aralifinin elemamdir.

- 2.) Stfirmnci dereceden her bir baz fonksiyonu tiim parametre degerleri i¢in Nj ;(t) > 0°dr.
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3.) Nii(t) t’nin tanim aralig1 {izerinde sagdan siireklidir.

4.)Herhangi bir t parametre degeri i¢in baz fonksiyonlarmin toplam ; t’nin i¢inde bulundugu

aralik x; <t < x;1 belirlendikten sonra

n+l

D Nu®) =N =1 4.3)

i=l

olarak bulunur.

Baz Spline fonksiyonlarm tiim &zellikleri yukaridaki (4.1) ve (4.2) numarah tammlardan
yararlanilarak gésterilir.

Ni(t)derecesi sifir olan pargali bir polinom ve (4.2) numarali tamimda parantez igerisinde
verilen ifadeler lineer olduklarindan N;x(t) derecesi bir olan pargali bir polinomdur.
Buradan, genel olarak Njy (t) derecesi k-1 olan pargali bir polinomdur. .

(4.2) formiiliinde k = 2 yazilirsa; 1. dereceden bir B Spline baz fonksiyonu elde edilir.

(t—xi)Ni,l ® + (%1020 —ON,1, (D)

Nia(H) =
(X — %) (X —Xi1)
bagka bir ifadeyle;
t—Xx;
- x, St<x,
xz'+l - xi <
X0 —f X4l t< Xi42
Nip®=y— ——
Xie2 ~ Xig1
o <x, veya tzx,,

1.dereceden B Spline baz fonksiyonlarinin bazi 6nemli zellikleri sunlardir :

L.) N, (¢) 'nin sifirdan farkli oldugu noktalar kiimesi (x;, Xq2) dir.

2.) Birinci dereceden her bir baz fonksiyonu ve tiim parametre degerleri i¢in Nj2> 0 olur.
3.) Nix(t) stirekli bir fonksiyondur.

4.) Herhangi bir parametre degeri icin

nl

N Y N,O=1

i=l
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Herhangi bir t reel sayis: alalim. t’yi igeren aralik x; <t < x;4; olmak tizere, i=j ve i+1=j
disinda N; »(t) = 0 olur. Béylece,

n+l X4 —~1 t—xj
ZNi,z(t)= Nj—l,Z(t)+Nj,2(t) = + =1
=1 g T X Xy X

4.1.1 Lemma : k>2 ve t¢ (X, Xix) iS¢ Nj(t) =0dir.

Bu lemma’nin ispatinda matematik indiiksiyondan yaralanilirsa,

k=2 i¢in yukanda yazilan 1. dereceden B Spline baz fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilarak,
te(xXi+2)  igin - Niat)=0

oldugu gorilir.

k> 2 olmak iizere lemma’min k-1 i¢in dogru oldugunu kabul ederek , k igin dogru oldugunu
gosterelim.

k-1 igin,

te (X, Xit-1) Nigi1()=0
saglanmahdr.

te(Xi, Xix) ise tE(Xi, Xine1) Ve t&(Xis, X i)

saglanir.
Indiiksiyon hipotezinden ;

Nig1(®) =0 ve Nipa(t)=0
saglamr.

(4.2) esitligi ve yukanida bulunan sonuglar kullanilarak
Nit)=0
clde edilir. Béylece ispat tamamlanmug olur.



20

4121Lemma: k>1 t€ (x X ) ise Nit)>0dr.

Lemma’nin ispatinda matematik inditksiyondan yararlamlirsa;

k=1 igin

t€(x;x11) ve Ny(t)>0
ve k=2 i¢in

t€(x i, Xx12) ve N0
olur.

k >3 olmak tizere lemma’nin k-1 igin dogru oldupunu kabul ederek, k i¢in dogru oldugunu
gosterelim.

Indiiksiyon hipotezine gore;
t €(x X i+k~l) iq,in N i,k-l(t)>0

t€ (x ,X 1+x) olmak Gzere (4.2) esitliindeki lineer garpanlar pozitiftir. Indiiksiyon hipoteziyle
ile lemma (4.1.1) gozoniinde bulundurularak

Nig1 (1)>0  t€(x;, Xis1) ve Nix1(t) =0 te (X i, Xite1)
Nis1e1(t) > 0 t€(Xi1, Xitid) ve Nirrge1(t) =0 te (X w1,X i+)
Bu iki aralik iist diste getirilirse;

N i) >0

oldugu goriilir. Ispat tamamlannus olur.
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4.2 B Spline Egrileri

Mertebesi k (derecesi k-1) olan B Spline fonksiyonu asagidaki iki gart1 gergekler:

L)P(t) fonksiyonu her bir x; <t <X i1 arahi1 lizerinde derecesi k-1 olan bir fonksiyondur.
2.)P() ve onun 1.2.3............. J(k-2). mertebeden tirevlerinin hepsi tiim egri boyunca
stireklidir.

Bdylece drnegin, 4. mertebeden bir B Spline egrisi pargali, kiibik egridir. B Spline egrisi
B Spline bazi kullamlarak tamimlandigindan, yukarida bahsedilenlere ek olarak bazi
ozellikleri de bilinmelidir:

1.)Egrinin maksimum mertebesi, tanunlanan poligon késelerinin sayisina esittir. B Spline
egrilerinde tammlanan poligon koselerinin  sayis1 degistirilmeksizin ‘ efrinin derecesi
degistirilebilir.

2.)Genellikle egri tammlanan poligonun seklini izler.

3.)Egri onu tanimlayan poligonun konveks gévdesi (convex hull) iginde yer alir.

B Sp]ine efrisi tizerindeki bir nokta k tane komgu noktanin konveks gvdesi icerisinde yer
alir. Boylece B Spline efrisi iizerindeki tiim noktalar, k tane birbirini izleyen poligon
koseleriyle olusturulan tiim konveks go&vdelerin igerisinde yer almalidir. B Spﬁne
fonksiyonlarimn bu 6zelligine Konveks Gévde 6zelligi denilmektedir.

Sekil 4.1°de k’min farkli degerleri igin konveks govde Ozelligi gosterilmigtir. k = 2 igin
konveks govde tanimlanan poligonun kendisidir. Ayrica B Spline egrisi de tamimlanan

poligonun kendisi olur.
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Sekil 4.1 B Spline egrilerinin konveks govde 6zelligi

Eger k-1 poligon kdsesi ¢akigirsa yani, B; = Bi =....= Buxa ise bu taktirde B ’den
B i+17ye konveks govde kdsenin kendisidir. B6ylece bulunan B Spline egrisi B; kogesinden
gegmelidir. Sekil 4.2, k=3 igin bu noktayi gOstermektedir. Ayrica bir B Spline egrisi her
-yerde C *? smufindan oldugundan, B; noktasmda da C “* simifindandur.

Sekil 4.2 Cakisan poligon kégeleri icin konveks govde , k=3

Son olarak B Spline egrilerinin stireklilik 6zelliklerinden dolayi, sekil 4.3’te gosterildigi gibi
diiz pargalar icerisine C k2 stirekliligiyle, diizgiin bir gegisle yerlestirilebilir.



23

Sekil4.3 Duz pargalar arasmma dizgin(C k"!) gecis.

(4.1) ve (4.2) denklemleri bize difim vekiGr se¢iminin B Spline baz fonksiyonlar

N ;i(t)’ler tizerinde 6nemli bir etkiye sahip oldugundan, B-Spline egrileri tizerinde de dnemli
oldugunu gosterir. Bir digim vektor x; < xi+ bagintisim gergeklemelidir; yani digiim vektor
reel sayilarin monoton artan bir serisidir. Esas olarak {i¢ tip digtim vektor kullamlir. Bunlar;

uniform , open uniform (veya open) ve nonuniform vektérleridir.

Bir uniform digam vektor igerisine dugim degerleri esﬁ uzaklikli olarak yerlestirilir. Omnek
olarak [0 1 2 3 4]veya[-0.2 -0.1 0 0.1 0.2] verilebilir.

Pratikte uniform digiim vektorleri 0 ile baglar ve 1’er arttirilarak bir maksimum degere ulagir
veya 0 ile 1 arasindaki -degisim araligz iginde normalize edilir. Omegin, esit ondalik
araliklarla [0 0.25 0.50 0.75 1.0 ]

Verilen bir k mertebesi i¢in uniform dugim vektorlerinin meydana getirdigi periyodik
uniform baz fonksiyonlar

Nix(t) =N 16 (1) = Nip  (t+1)

seklinde ifade edilebileceginden her bir baz fonksiyonu digeriyle agiklanabilir. Bu durum
Sekil 4.4°te gosterilmigtir.

10

Y

6

Sekil 4.4 Periyodik uniform B Spline baz fonksiyonlan [X]1=[0123 4 5 6]
: n+l1=4 k=3 ' -
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Bir open uniform diiiim vektdr, sonda ve bagta B Spline baz fonksiyonunun mertebesi k’ya
esit kath diigim degerlerine sahiptir. I¢ digim degerleri egit olarak yerlestirilir. Asagida
tamsayi artsglar: kullanlarak baz: Srnekler verilmigtir.

k=2 [0012344]

k=3 [00012333]

k=4 [000012222]
normalize edilmis artiglar igin;

k=2 [001/42/4341 1]

k=3 [0001/32/311 1]

k=4 [6000121111]
Bir open uniform diilim vektor;

xi=0 1<i<k

x; =ik k+l<i<ntl

X =n-k+2 nt2 <i<ntk+l

seklinde verilir. Ornegiin, 4 poligon kigesiyle olusturulan 4. meriebeden B Spline baz
fonksiyonlar i¢in kullanilacak open uniform diigtim vektdr, [ X]1=[0 000 1 1 1 1JPdur
ve bu baz fonksiyonlari sekll 4.5'te gﬁstérﬂmistir. Sekil 4.6’da ise 4 poligon ksesiyle open
uniform digim vektor kullamlarak olusturulan 3. mertebeden B Spline baz fonksiyonlar
gosterilmigtir.
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43

0 ] L Pa : 1 1 1 [ 4
0 o 10 2

Sekil 4.6 Open uniform B Spline baz fonksiyonlars, [ X]=[00012221, k=3, n+1 =4

Eger poligon késelerinin sayisi, B Spline baz fonksiyonlarmm mertebesine esit ise diigim
vektor k tane sifir ve k tane sifir: takip eden , k tane birden meydana gelir.

Nonuniform diigiim vektdrleri ya egit uzaklikli olmayacak gekilde yerlestirilmis ve/veya kath
i¢ dagiim degerlerine sahip olabilirler. Ornek olarak; [0 0 0 112 2 2] ,{0 12 2 3 4]

[0 0.28 0.5 0.72 1] verilebilir.

Sekil 4.7°de k=3 mertebesi igin esitli nonuniform baz fonksiyonlar1 gdsterilmistir. Diglim
‘vektSrlerinin timii ug noktalarda k katlilifa sahip €sit degerli baz fonksiyonlar: yaratmak igin
kullanilir. Sekil 4.7a’da bir open uniform digim vektSriiyle tanimlanan baz fonksiyonlari
kargilagtirma igin verilmistir. a ve b giklarindaki baz fonksiyonlarmin simetrisi c’den, e’ye
nonuniform baz fonksiyonlartyla kaybedilir. DGgiim vektor igerisinde kath diiglim degerleri
i¢in baz fonksiyonlarinda sivrilik meydana gelir ;Ayrlca seklin d ve e siklarinda gosterildigi
gibi sivriligin yer defigtirmesi diigim vektSr igerisindeki tekrar eden diiim degerlerinin
degisimine’ baghdir. B Spline baz fonksiyonlarm: hesaplamak igin kullamilan Cox-de Boor
formiilt rekiirsif bir bagnt1 oldugundan verilen k.mertebeden bir baz fonksiyonu 1. mertebeye
kadar daha diigiik mertebeli baz fonksiyonlarma baghdir. Nix baz fonksiyonu igin bu baghhk

Nix
Niga Nirg
Nik2z Niarko Nuoga

Nix3 Niigs Niuaxs Nusxs

Ni N #1101 N #2,1 N1 ceecccrccnc veenee N k-1,
seklinde verilir. -
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Nl.} N NS,} 10 Nj
Ms S Nz f Nas Nz N\
B . Nys
= B N'J |
0 e : . . ,
0 2 3 el T
10 ‘
T\, Ny 10 N.
|\ 13 M N5 N3 N33 .
8 53/ |
L N, N-tJ
SN\ ] -\ ¥y, N, N
J ] - -
0 R i
0 ! 2 3 -2 - &
(c) (d)
10
ANE ‘Ym N3/
i NIJ‘ N4.3 T
0 1 )
. T S
(e)
Sekil 4.7 Nonuniform baz fonksiyonlan n+1=5, k=3
@[X}F{o001233 3]
®)[XI=[0 00 04 2.6 3 3 3]
(©[X1={000 1.8 22 3331
(@[X1=f0o001133 3
@[XFE00022333
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4.1.1 Ornek : Periyodik baz fonksiyonlarimin hesaplanmasi

3.mertebeden d6rt tane baz fonksiyonu Njs(t) i=1,2,3,4 hesaplayalim. Burada nti, baz
fonksiyonlarinm sayisi, 4’tlir. Ni3 baz fonksiyonlarinin baghliklar: asagidaki diyagramla
verilir :

N1,3 N2,3 N3,3 N4,3
N2 N2z N3z N4z Nsp
N1 N32g N3j Ngg Nsi Ng;

Hesaplama igin gereken digiim wvektoriinli bulahm.(4.1) ve (4.2) denklemleri Ny;’in
hesaplanmasy i¢in x; ve X, deferleri gerekliyken Ng:’in hesaplanmasi igin x4 ve x5
degerlerinin bilinmesi gerektigini gosterir. Yani, (’dan ntk’ya diigtim degerleri gereklidir.

Diigtim degerlerinin sayisi n+k+1 oldugundan, periyodik diiglim vektSrieri i¢in diiglim vektor

[X1=[0123456]

Burada; x; = 0,......., Xy= 6 ve parametre degisim aralig1 ise 0 <t < 6’dur.

4.1) ve (4.2) denklemleri ile yukaridaki baghlik diyagraml kullanilarak gesitli baz
fonksiyonlar agagida verilmigtir.

0<t<1
Nt =1 Nii(®)=0 izl
Niat) =t Ni2() =0 i#1l
12
Nist) = 5 Nist)=0 i#£1
1<t<2
N =1 Nii(t)=0 i#2
Niat)=2-¢ Noo(t) =t —1 Nit)=0 1#£1,2

t 3-1)
Nist) = 5(2—I)+(—2—* t—1)
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~f1\2
N3.3(t) 2‘(":‘31)*- Nis(t)=0 i#1,2,3
2<t<3
N3,1(t) =1 Nj,l(t) = 1#£3
Nys(ty=3~¢ N3 (t)=¢-2 Nit)=0 i#£23

Nis(t) 2’(3;;‘)*—

Nos(t)y= (t- 1);3 ~{) + 4~ t)z(t -2)

YY)
Ns=C2 o i#123
3<t<4
Ny (t)=1 Ni(t)=0 1£4
Nay(t)=4~-¢ Nya(t)y=¢t-3 NiAt)=0 1£34

Nos(t) = _@’:2_9_, Naa(t) = - 2;(4 ) L B-De-3)

2
2
=20 -0 i £234
4<t<5
N5 =1 Nty =0 i#5
Neat) =5—¢ Nso(t) =¢ — 4 Niat) = 0 i£45
. e

N4,3(t)=(t-?)2(5_t) +(6—{)2(1,*-4)

Nis(®=0 1#3,4
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5<t<6
Ns’l(t) =1 Nu(t) =0 i£6
Nsx(t)=6-1¢; Nix(t)=0 i#5
_ 2
Nos() =822 Nis(®) =0 i#4

2

Nii’in tammminda “ < igaretinden dolay1 t = 6’da tim baz fonksiyonlar: sifirdir. Baz
fonksiyonlarinin herbiri pargal1 parabolik (kuadratik) egridir.

Ornek 4.1.1 igin, sekil 4.8’in (a) sikkinda 1.mertebeden baz fonksiyonlari (b) sikkinda
2.mertebeden baz fonksiyonlart ve (¢) sikkinda ise 3.mertebeden baz fonksiyonlari
belirtilmistir. Sifirdan farkli baz fonksiyon degerlerinin degigim aralif1 artan mertebelerle

genisler. Z N, ,(f) = 1 olmasi k = 3 igin periyodik baz fonksiyonlarnin kiimesinin 2<t <4

aralify igin tamimh oldugunu gosterir. Aralifin diginda Z N, (£)# Udur. Stfir ile baglayan

ve tamsay1 digim degerlerine sahip bir uniform dagium vektor igin kullanilabilir parametre
degisim aralifn k-1<t < (nt+k)(k-1) = n+1’dir.
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Ny ~ I. B &
1 1 1 1 L 1 0 -1 1 1 1 1
2 4 6 0 2 6
Moy A
1 1 1 1 1 0 1 1 L A1
2 4 6 0 2 4 6
Ny, Ir N
] 1 i ? ] )] 1 ] A
2 4 6 0 2 4. 6
o ir Nez
L 1 i 1 1 1
2 4 s ' Y% 2 4 3
NS! Ir AS,.Z
1 1 1 1 0 L 1 1 1
2 4 6 0 2 4 6
Ne, (b)
L 1 1 1
2 4 6
(a)
or M
1 1 2 A 3 3 1
% 2 2 6
‘ 2 3\'-| 2
1 1 1 L
00 2 4 6 !
1 N:\..\
1 1 [ 1 It
0 0 2 4 6
1
N-l.}
1 1 1 I S,
0 0 2 4 6 !
{c)

Sekil 4.8 Periyodik baz fonksiyonlan n+1=4 (a) k=1 (b) k=2 (c) k=3
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4.1.2 Ornek : Open uniform baz fonksiyonlarin hesaplanmasi

Bir open diigiim vektdr ile 3.mertebeden 4 tane Njs(t)

hesaplayalim.

Tamsay1 diiglim degerlerine sahip bir open diigiim vektér |,

i =1,2,3,4 baz fonksiyonunun

x;=0 1I<i<k
x=0 k+1<i<n+l
X;= n-k+2 nt2 <i<ntk+l

verilir.

Ornek 4.1.1°deki gibi diigim degerlerinin sayis1 nt+k+1°dir. Tamsay: diigiim degerlerini

kullanarak diigtim vektorii yazarsak;

[X]=[0001222]

olur. Burada x; =0,....,x7 = 2 ve parametre degisim aralif1 0 <t <2’dir.
(4.1) ve (4.2) denklemleri ,baglihk diyagramlar: kullamlarak ¢esitli parametre arabiklar1 igin

baz fonksiyonlar: agagida verilmigtir.
0<t<1
N3,1(t) =1 Ni,l(t) =0 i#3
No2(t) =1—1¢ Nat)=1¢ Ni2(t) =0 i£2.3
Nia(® =(1 -0’ Mo = 11—+

tZ
N3 3(t) =“2— ; Ni3(t)=0 i#£1,2,3
1<t<2
Na®=1 Nit)=0 i#4
N;,()=2~¢ N,®=t-1 N,,)=0 i#34

— 2 J—

Naa( =222 Naa®= =21 -ne-n
Nys(t) =@ — 1)2 Nis(t)=0 1#£2,3,4
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Bu sonuglar sekil 4.9°da gosterilmistir. Omek 4.1.2 ve sekil 4.9°daki sonuglar ile Ornek

4.1.1°deki ve sekil 4.8°deki sonuglar karsilastinilirsa periyodik uniform ya da open uniform

digiim vektorleri kullanildigmda birbirinden oldukga farkli sonuglar elde edildigi goriiliir.

Ozellikle; open uniform vektorleri icin baz fonksiyonlarinin tiim kiimesi ,parametre araligmin

tlimii i¢in tanimlanm. Yani, 0=t < n-k+2 araligindaki tiim t degerleri igin Z N, (®O=1 olur.

Ny M2
0 L 1 A L 1 1
0 2 0 1]
1
Ny
4 1 ,
00 2
1
Ny
0 H
4] 2
i 1
Ny Nya
()
] i
LN Nsa
1 t 1 H
0 0 2 0 0 2
(b)
Ne.i

(a)

Sekil 4.9 Open baz fonksiyonu kurma n+1=4, (a) k=1 (b) k=2 (c) k=3
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4.1.3 Ornek : Nonuniform baz fonksiyonlarinin hesaplanmasi

3.mertebeden , 5 tane (n+1=5) N i3(t) i =1,2,3,4,5 baz fonksiyonlarim, tekrar eden ig
noktalara sahip{ X1=[0 0 0 1 1 3 3 3] dugum vektorini , (3.1), (3.2) esitlikleri ve
baglilik diyagramlarin: kullanarak hesaplayalim:

0<t<1

Nty =1 Nii(t)=0 1#2
Noo(t)y=1-1¢ Nss()=1t; Nix(t)=0 1£23
Nis(t)=(1~1)* Nos() =t(1-)+(1 -t =2t(1-1);

Nas() = £2 Nis(®)=0 i #1,2,3
I<t<1

Ni(t)=0, tam idegerlert icin
Nist)=0, tumidegerleri i¢in
Nis(t)=0, tim idegerleri i¢in

Ozellikle kath diigiim degerlerinden dolayr tiim t degerleri igin N 4 ;(t) = 0 olduguna dikkat

edelim.

1<t<3
Nsi(t)=1; Nij()=0 i#5
N4,2(t)=(3;’); Ns) = (’"2"1). N ix() =0 i£45
Ny (1) =82

N43(t)=(t—1)i3—t)+(3-2@—1): (3_2(,_1)

. 2
Ns,g(t)=%l)~— Nis(t) = 0 i£345

t*nin her degieri igin Y N, ()= lolur.
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Omegin  0<t<l igin;

5
YN (= (-0 +20~)+1* =1-2+1* +2t =21 +1* =1

i=l

Benzer sekilde 1<t<3igin;

5

Y N, () = %{(3—02 +2(3-t)(t—1)+(:-1)2]=i—[9—6:+:2 -6+8—2t* +1-2t+£*]=1
i=1

Yukarida bahsedilenler diigiim vektdr se¢iminin B Spline baz fonksiyonlari, dolayisiyla
bulunacak B Spline egrisi iizerindeki Snemli etkisini gosterir. Egri sekli agagida yazilanlar g6z
Oniine alinarak degigtirilir:

1.)Diiglim vektdriin tipini ve dolayisiyla baz fonksiyonunu degistirerek: periyodik uniform
open uniform , nonuniform

2.)Baz fonksiyonlarinin mertebesi k degistirilerek

3.)Tanimlanan poligon kdselerinin sayisini ve pozisyonunu degistirerek
‘4.)Kath poligon koseleri kullanarak

5.)Diigtim vektor igerisinde kath diiiim degerleri kullanarak
Herbangi k >2 mertebeden bir open B Spline egrisinin tizerindeki ilk ve son nokta ; ilk ve son

poligon kdseleriyle ¢cakisir. Ayrica ilk ve son poligon kdselerinde egrinin egimi ,ilk ve son

poligon pargalarinin egimine esittir.

Sekil 4.10, farkli mertebelerde, ayn1 4 poligon kdsesiyle tammlanan 3 tane open B Spline
eprisini gdstermektedir. 4.mertebeden epri tek bir kiibik polinomdur. 3.mertebeden egri, C'
stirekliligiyle iki parabolik egri par¢asmndan olusturulur. 2.mertebeden egri, C° stirekliligiyle

3 tane lineer egri parcasindan meydana gelir. Dikkat edelim ki, {i¢ egrinin hepsi ayn1 u¢ nokta
egimine sahiptir.
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y B2
2
3 B
st
k= 4
- 83
0 B, 1 1 1 .1 1 L 1
0 2 4 (] 8 x

Sekil 4.10 Farklt mertebelerin B Spline egrileri {izerindeki etkisi

Sekil 4.11 poligon tzerinde kath kogelerin veya gakisik kogelerin etkisini gostermektedir.
Sekildeki B Spline egrilerinin timil 4.mertebedendir. 4 poligon kodgesiyle tamimlanan en
alttaki egri [0 0 0 0 1 1 1 1 ] dagam vektdriyle tammlanmustir. Ortadaki efri ise
- 2.poligon késesi, 2 katli olmak tizere 5 tane poligon kdosesinden meydana gelmigtir. Buradaki
diigtm vektorise [0 0 0 0 1 2 2 2 2V dir. Usteki egriise [ 3 9 ]’da 3 katls, 6 poligon
kogesinden meydana gelmistir. Burada digum vektor [0 0 0 0 1 2 3 3 3 3]diir. Boylece
bu fig efri i¢in tammlanana poligonlar sirasiyla By, B,, Bs, By; By, By, By, Bs, B4 ve By, By,
By, By, B3, B, “titr. En alttaki egri tek bir kiibik egri parcasiyla olugturulur. Ortadaki egri, B,
ve Bs pargasi ile olusturulur. Eger katli kogelerin sayist k-1 ise sivri bir koge olusur. Bu
sivrilik B Spliné. egrilerinin konveks govde ozelligiyle tahmin edilebilir. Sekil 4.11, kath
kogenin her iki tarafinda bir lincer parga meydana geldigini gosterir. k-1 kathi koge
varolduunda egri de bir sivii u¢g meydana gelmesine rajmen efrinin ck?
diferansiyellenebilmesi korunur. {lk bakigta bu bir ¢eligki gibi gérinebilir .Bununla birlikte
sivrilik bir sifir tanjant vektoriiyle tanimlamr. Siirekli olarak diferahsiyellenebilen k2
egrisinde keskin kogelerin veya uglanin olmasi B Spline eprilerinin 6nemli bir dzelligidir.
Dikkat edilirse, egrilerin her biri uglarda ayn1 egime sahiptir.
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y 8,
0i¢ kath kage
iki kaﬂ! kﬁse 84
5 =
Kath olmayan kage

:
Q0 B, H 1 1 1 L | B ] 1

] 2 4 6 x

Sekil'4.11 Kathi B, kosgesinin B Spline egrisi tizerindeki etkisi

Sekil 4.12 4.mertebeden, 3 tane B Spline egrisini gostermektedir. Tammlanan poligonlarin
her biri gosterildigi gibi 8 tane kdseye sahiptir. Sekilde gosterilen 3 egri ,poligon késesi Bs’1
sirastyla B; ve Bj’ne hareket ettirerek elde edilmigtir \Bs’i hareket ettirmek egriye yalmiz
siurls bir bolge igerisinde etki etmektedir. Ozellikle B3B4, B4Bs ve BsBs , B¢B7 poligonlarma
ait olan egri pargalan Bg’ in hareketi ile etkilenir. Genellikle, hareket ettirilen noktamn
safinda ve solunda k/2 poligon pargasina ait olan egri parqalar;yla egriye etki edilir.

Z'B

Sekil 4.12 B Spline egrilerinin yerel kontroli
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4.2.1 Ornek : Open B Spline egrisinin hesaplanmasi

Bi{11],B2{2 31,Bs3{4 3], Bs{3 1]poligon koseleri olmak Gizere 2. ve 3. mertebeden
B Spline efrilerini hesaplayalim:

k=2 igin open diigiim vektér [ X]=[0 0 1 2 3 3 J’dir .Burada x;=0,.... Xs=3 ve parametre
arahipi 0 <t < 3"tir. Bu efri 3 tane lineer ( k-1 =1) parc¢ayla olusturulur. 0 <t <3 igin baz
fonksiyonlari:

0<t<l
Nt =1 Nii(t)=0 i#£2
Nia(t)=1-t Nty =t Nix(t)=0 1#1,2
1<t
Nsat)=1 N;(t)=0 i£3
Nos(t)=2-1¢ N3a(t) =t-1 Nit)=0 12,3
2<t<3
Ngi)=1 Ni(t)=0 i#4
Nja(t)=3-¢ Na(t)y=t-2 Nixt)=0 i£34
Parametrik B Spline egrisi ;

Pt)=BIN 12() + Ba N 2(t) + B3 N3 2t) + Bs N 45(t)

Her bir aralik i¢in egri;

P(t) = (1-t)B; + t.B, = B; + (By- By).t 0<t<«l
P(t) = (2-0)B, + (t-1)B; 1<t <2
P(t) = (3-t)B; + (t-2)B, 2<t<3

Egri Gzerindeki, t = tma = 3 zel bir dikkat gerektirmektedir. Cunki safdan agik araliklardan
Otiird tiim baz fonksiyonlan N (t) t = 3’te sifir olur .Bu sebeple teknik olarak son poligon
noktast B Spline egrisi izerinde yer almaz. Ancak pratikte son poligon noktast B Splinc efrisi
tizerinde yer almaktadir. t= 3-¢ olmak tizere £—0 limit deferi eri Gzerindeki son noktamn,
son poligon noktastyla cakigtifan gdsterir.
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k=4 icin efrinin mertebesi poligon késelerinin sayisina e§ittir. tm.x = n-k+2 =3-4+2 =1 ve
diugtm vektor [00001 1 1 1]olur.

Bdylece baz fonksiyonlar :

0<t<l
Na®=1 Ni(t)=0 i#4
Nt =1-¢ Ng®=t; Ni®=0 i#3,4
Nos(t)y=(@1-1>? N33t =2¢(1-1)
N 45(t) =¢* Nis=0 i£234
Nt =1-9° N 24(0) =t(1-£)* +2t(1~1)* = 3t(1-¢)’

N8 =220 -0 +(A-1)* =32 -1) Nat)=1>
Parametrik B Spline ;
P(t) = BiNy 4(t) + ByNy (1) + B3N 4(t) + By Ny o(t)
P(t) = (1-t)°B; + 31(1-t)°B, + 35(1-t)B; + t*B4
t=10 i¢in;
P(0)=B,
vet=1/2 igin;

1) 1 3. 3 1
P{=|=2B,+ 2B, + 2Bs;+ ~B
(2)81 T T

P(1/2)=%{1 1]+%[2 3]+%[4 3]+-§{3 1]=[11/4 S/2]

Sekil 4.13’te farklh mertebelerde, bir onceki ornekte verilen koselerle tammlannus 3 tane
periyodik B Spline fonksiyonu gosterilmistir. k=2 degeri icin poligonla B Spline efrisi
cakigir. Bununia birlikte k>2 olmak tizere periyodik B "Spline egrisi tizerindeki ilk ve son
noktalar, ilk ve son poligon uglanyla ¢akigmamaktadir. Ik ve son poligon parcalarindaki
egim ile efri tizerindeki ilk ve son noktalardaki egim de aym degildir.
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k=3 icin B Spline eprisi ilk poligon pargasimn orta noktasindan baslar ve son poligon
parcasinin orta noktasinda sona erer. Bu etkiler periyodik baz fonksiyonlar: igin parametre
degisim aralifinin azalmasinn bir sonucudur.

k=2 i¢in periyodik digim vektor : {0 1 2 3 4 5] ve parametrenin degigim araligi:1<t <4

k=3 i¢in periyodik dagim vektdr : [0 1 23 45 6]
ve parametreniﬁ degisim aralifi : 2<t<4

k=4 igin periyodik dagom vektdr: [0 1 2 3 4 5 6 7] ve parametrenin degisim aralifi:
3<t<4

Sekil 4.13 Farkli mertebelerin periyodik B Spline egrisi {izerindeki etkisi

Sekil 4.14 periyodik B Spline fonksiyonlart i¢in tanimlanan poligondaki kath uglarin etkisini
gostermektedir.

b
. 8, ‘wkﬂﬂtw
w0l .
a-
g katl kbgo 8, i ke koge
- Kaat olmayag koge
ikl kath koge L ——
1 1 3 1 1
20 30
Bl
sk . Kath olmayan kg
- 8
ol/% t t 1 1 | - t 1 1 1
s 2 4 é 8 x

Sekil 4.14 Kath kdgelerin periyodik B Spline eprisi tizerindeki etkisi



4.2.2 Ornek : Periyodik B Spline egrisinin hesaplanmasi

Poligon kogeleri B;{ 0 01, B2[3 91, B3{6 31, B 9 61 4.mertecbeden periyodik B Spline

egrisini hesaplayalim.

4.mertebeden baz fonksiyonlar igin digim vektor [ X ]=[ 0 1 2 3 4 5 6 7] ve parametre

aralif1 3<t<4 olur.

35t<4
NaiH=1 Ny(t)=0 i#4
Njo(ty=4-¢ Ngt)=t-3 Ni(t)=0 1#£3,4
N = S N 33(0) = (F-2Y4-1  G-0-3)
2 2 2
N (0 =(‘—"23’i Nis(® =0 i£234
Nt)= -9

N 3,4(t)=(t_2)2(4_t)+ (=2)(-35-0) (6-1)(-3)

6 6 6
N4 4(t) -3
t=3 igin
-1
N 24(6) = (3-1)(64—3)2 +(5—3)(4;3)(3—2)+ (5-3);(3-3) ____;_
Nyuy= GDU=D, G-20-35-9) -30-3 1
Nom=2 ;3) "0



‘<

41

t=3 i¢in B Spline egrisi tizerindeki nokta ,

1 2 1
P(3)= —B;+ =B, + ~B;+0B
3) B 3]32 ¢ B3 4

P(3)=~(—13-[0 01+§,[3 9]+~—é- [63]1+0[96]=[365]

Periyodik B Spline egrileri Jkapali egriler olusturmak igin gok faydahidir. Sekil 4.15a kapali
poligon B;B;B3;B4BsBsB;BsB; kullamlarak olugturulan 4 mertebeden B Spline egrisini
g(“)sterir Burada ilk kdse, son kbse gibi poligonu kapamak igin tekrarlanir. Periyodik baz
fonksiyonlarmda parametrenin degisim aralif kisitlandiindan sonug olarak bulunan B Spline
effrisi kapal degildir. Burada periyodik uniform dajim vektor [0 1 2 3 4 ... 12]ve
kullanﬂabilir parametre arahg 3< t <9°dur. Tammlanan kapali poligonun baglangicinda ve
(veya) sonunda k-2 poligon kosesinin tekrariyla bir kapali periyodik B Spline egrisi elde
edili. Sekil 4.15%in b gikkinda poligon BB,B;B,BsBeB/BsBiB,, digim vektor
[012.... 12 13 14 ] ve kullanlabilir parametre aralift 3 <t <11°dir. Alternatif olarak
tammlanabilecek B;B,B;B4BsBsB;BsB;B;Bs  veya B;BsB;B,B;B;BsBsB;BsB; gibi
poligonlarla da aym sonuglar elde edilir.

} yi
8'6 _Bs 2} BJ
4 ¢ > B, 4 8 < B,
248, 3, 2¢-B, #‘33
B / B
B i
04— 1 4 ' B o.dgs v 15
0 2 4 x 0 2 4
(a) (5

Sekil 4.15 Kapali periyodik B Spline egrisi
(a) B;B;B3;B4BsB¢B/BgB;  (b) BsB1B;B;B4BsBsB/BsBB;
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Sekil 4.16 tek bir poligon kosesi B4 tin hareketinin kapali periyodik B Spline egrisi iizerindeki
etkisini gOstermektedir. Etki, hareket ettirilen noktanin her iki tarafindaki k/2 poligon
parcasina bagl olan egri parcalariyla sinirlanmugtir.

b

) B ‘
ok o Ja;
0 2 4

- Sekil 4.16 Bir tek poligon kdsesinin hareketinin bir kapali periyodik B Spline egrisi
Gzerindeki etkisi

-Dekil 4.17, By'de kath koselerin etkisini gosterir. Detaylar By’tin  yanindaki ilave de
gosterilir. B Spline egrisinin tizerindeki etki, katli koselerin her iki tarafindaki k/2 tane
poligon pargasina ait olan efri pargalanyla sinirlanmigtir.

y
3 kath kage

- : 2 kath kége

tek koge

49—

3 kath kdse
4

2¢ B,
ek kﬁge
B
0 .Bs Ll 32 :
0 2 a X

Sekil 4.17 Kath késelerin kapali periyodik B Spline egrisi tizerindeki etkisi



413

Sekil 4.18 kath i¢ dagium degerlerinin nonuniform B Spline egrisi izerindeki etkisini gosterir.
Sekil 4.18’deki 3. mertebeden tstteki egri, open ditgiim vektor [0 0 0 1 2 3 3 3Jile ve
alttaki 3.mertebeden egri nonuniform. dﬁgﬁm vektor [0 0 0 2 2 3 3 3] ile olugturuldu.
Baz fonksiyonlant gekil 4.7d’de gésterilmisﬁr. Bu egriye 6zdes olan bir bagka egri diger bir
nonuniform digim vektor [0 0 0 2 2 3 3 3 ] ile elde edilir. Baz fonksiyonlar1
sckil 4.7¢’de gosterilmigtir.

Sekil 4.18 katli i¢ diigtim degerinin B;’de meydana getirdigi keskin kogeyi veya sivriligi
gésterir. Bir kath dagim degeri sifir uzunlufunda bir dogru pargasidir. Sonug olarak, baz
fonksiyonlarimn sifirdan farkli oldugu aralik indirgenir. Ayrica kath i¢ diigiim degerleri, kath
poligon kégelerine zit olarak, baz fonksiyonlarinin x; noktasinda diferansiyellenebilirligini
Ck'm"l’e indirger. Burada m< k-1'dir. Sekil 4.18’de gosterilen nonuniform egri, Bs’iin
civannda C° (k-m-1=3-2-1) stireklidir. Boylece egri de siireksizlik veya kége meydana gelir.

)‘
B, 8,
6 . B’
()
KR /
(&)
8

Sl

0 8, 1 2 i 1 s 1 i

0 2 4- 6 x

Sekil 4.18 Nonuniform B Spline egrileri k=3
(@) [X]=[00012333] (®[X00011333]
| Sekil 4.19 poligon kdseleri arasindaki kirig uzakliklan ile orantili olacak gekilde i¢ diugim
degerlerine sahip bir digtim vektor kullanilarak yaratilan 3. mertebeden bir open nonuniform
B Spline egrilerini gésterir.
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Ozellikle diigiim vektor asagidaki sekilde verilir :

x, = 0 1<i <k
: )c +ic ’
n—k+2 i+ j=l J .
Xivk = ; (n—k+2) 1<i < nktl (4.4)
)0
i=1
x,=n—k+2 nt+l < i< ntk

Bu tamimda; ¢; = IB,.+l — B| seklinde tanimlanmustir. Esit uzaklikli olarak yerlestirilen poligon

kdseleri icin egit uzaklikl olarak yerlestifilmi$ tamsayi i¢ diigiim degerleri (6rnegin; bir open
uniform diigiim vektor) elde edilir

Bu sonuglar poligon koseleri arasindaki uzakliklar ¢ok farkh olmadik¢a uniform B Spline
egrilerinin nonuniform B Spline egrilerinden ¢ok farkli olmadigni gosterir.

4.2.3 Ornek : Nonuniform B Spline Egrileri

Bi[O 0], B2 61,B3[4 31,Bsf6 6], Bs[ 8 6] poligon koseleri arasindaki kiris
uzakliklariyla orantih diiglim degerlerine sahip bir nonuniform diigiim vektoér kullamlarak
olusturulan 3.mertebeden bir open B Spline egrisi asagidaki sekilde hesaplanir

[k olarak tanimlanan kiris uzuntuklar :

c1=+/(2—0)? +(6—0)> =40=6.325

¢ = 4/(4—2)? +(3—6)* = 13 =3.606

3= {(6—4) +(6-3)" =13 =3.606

ca=/(8—6) +(6-6)* = 4 =2.0
Toplam kirig uzuntugu :
4

Y ¢, =15.537

i=1

olur. (4.3) denklemi kullamilarak i¢ diigiim degerleri :

c
2 4¢
3

15.537

(3)=1.453
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2 po +e
1 2

3
13 T l3)=238%
¥s 5537 |©

Boylece diigtim vektor
[X]=[000 1452382 3 3 3]
Burada x;=0,x,=0,........xg= 3’dur.

Parametre degisim aralifin 0<t <3°dir. Egri 3 tane parabolik (k-1 =2 ) par¢ayla olusturulur.
0< 1< 1.453 igin baz fonksiyonlari:

Nsyt)=1; Ni)=0 143
(1453 -1) _ ¢ '
N o) = N 1 () = : N:ot)=0 i#£2,3
20 =773 A0 "1753 wl) ‘
Noy= EA53-0" o 1.453— 1)+
0= s 20 73y )* 2.382)1453)
£ 1
20~ T 30y0453) 28

1.453<t< 2.382 i¢in baz fonksiyonlari :
Ngm=1; N;()=0 i#4

(2.382~-1)

N 35(t) =
30) (2.382-1.453)

(t-1.453)

N ap(t) = ) Nix(t)=0 i£34

0= 5 38y1.453) i)

(2382 ~1)

N 23(0) =

250 2.382(2.382—1.453)

ot (23%2-9) G-1)  (t-1453)
Nsst)= +
2382 (2.382—1453)  (3-1.453)(2.382—1.453)
_ 2

N 4s() = (1 =1453) Nis(®)=0 i#234

(3—1.453)(2.382 - 1.453)



2.382<t< 3 i¢in baz fonksiyonlart :

Nsi(t)=1, Nii(t)=0 1#5
N 42(t) =(£§§5

Ns,z(t)=((;—:% Nix(=0 i#45
Nas( = O

(3-1453)(3-2.382)

(t-1453)(3-1)  (B-i)(t-2.382)

N 43(t) =
430 (3-1453)3-2382)  (3-2.382)
(t-2.382)° .
N sa(t) =— 7247 N.3()=0 34,5
53() (3-2.382) i3(t) i#
B Spline egrisi

P(t) =N 1,3(t)B 1+ N 2,3(t)B 5 N 3,3(t)B 3+ N 4,3(t)B 4+ N 5 73(t)B s

t=1/2 igin;

P(% )=0.430B 1 + 0.498B ; + 0.072B 3 + (0)B 4+ (0)B 5
P(—;—) =0.430[0 0]+0.498[2 6]+0.072[4 3]

P(%)=[ 1.284 3.202 ]

ve t=2igin;
P(2)=(0)B ; + 0.066B ; + 0.726B 3 + 0.208B 4+ (0)B s
P(2)=0.066[2 6]1+0.726] 4 31+0.208[6 6]

P(2)=[4.284 3.822]
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Sonug:lgr sekil 4.19°da gosterilmistir.

6 Bl 33 5 84
2 ()
41
@)@
" H
2F
0 B, 1 1 1 1 I 1 1
0 2° 4 6 x

Sekil 4.19 Open nonuniform B Spline egrilerini karsilastirilmas (a) uniform diigiim vektor
b)nonuniform kiris uzaklig1 ile orantili diigiim vektor (c) B, *de iki katli ve nonuniform kiris

uzaklifiyla orantihi digiim vektsr

4.3 Rasyonel B Spline Egrileri
Rasyonel B Spline egrileri dogrular,diizlemler gibi analitiksel sekilleri temsil edebilmeyi
saglar.

Bir rasyonel B Spline egrisi

n+l

2BhN, @),
Pt)y=E—=>"BR,,(t) (4.5)
Zh,.N,,,‘ 0
i=}

seklinde tanimlanir ( Rogers ve Adams, 1990; Piegl ve Tiller, 1997).Bu tanimda B ’ler

rasyonel B Spline egrileri igin poligon késeleridir ve

R, ()=l (4.6)

Zthi,k (t)



rasyonel B Spline baz fonksiyonlaridir. Burada tim i degerleri igin /, > 0 kabul edilir.

Her bir rasyonel baz fonksiyonu tiim parametre degerleri igin R,, > 0 dur.

(4.3) ve (4.6) egitliklerinden ttm /4, degerleri igin 5, =1 ise R ,(t)=N,, () gergeklesecegi
agiktir. Boylece rasyonel olmayan B Spline baz fonksiyonlar1 ve egrileri, rasyonel B Spline
‘baz fonksiyonlar: ve egrilerinin 6zel bir halidir.

Open uniform , periyodik uniform ve nonuniform diugim vektorieri rasyonel B Spline baz
fonksiyonlan ve rasyonel B Spline egrileri elde etmek igin kullanilir.

(4.5) ve (4.6) esitliklerindeki %, koordinatlan agirliklar olarak adlandirilir.

h, koordinatlanimin rasyonel B Spline baz fonksiyonlar: Gzerindeki etkisi -gekil -4.20’de
gosterilmistir. Burada open uniform  dagim vektor [00012333] (n+1=5k=3)

h, =1 i#3 geklinde verilen koordinat vektor ile birlikte kullamlmugtir. %, degeri 0’dan 5’e
degisir. Sekil 4.20¢’de gosterilen rasyonel B Spline baz fonksiyonlan ve efrileri 4, =1 igin
n+1=5, k=3 degerleri ile olusturulan rasyonel olmayan B Spline baz fonksiyonlar1 ve egrileri
ilé Ozdestir. Sekil 4.20a’da gosterildigi gibi #, =0 ise her yerde R, =0 dir. Boylece B,
kogesi B Spline egrisinin sekli tizerinde etkili degildir. Bu etki B, ile B,’tn diz bir ¢izgi ile
baglandif yerde sekil 4.21°de gosterilmigtir.

Sekil 420 A; degeri arthiinda R, ;rasyonel baz fonksiyonunun arttifmi, fakat (4.3)
-egitlifinden R, ; ve R,, rasyonel baz fonksiyonlarmnn azaldigim gosterir.
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) ?
1 1 R3.3
R Ry Rss
Rz,; Rys
1 1 L 1 \ t g i 1 1
% 1 2 3 @ 1 2
(© (&)~

Sekil 4.20 Rasyonel B Spline baz fonksiyonlan n+1=5,k=3 [ X J=[0 0 012333]
[HE1 1 A 1 1]1(a) 2=0(b) 2,=0.25(c) 1,=1.0(d) »=5.0

h, degerinin arttinlmasiyla egri B, kogesine dogru cekilir. Efri {izerindeki bu etki
sekil 4.21°de gosterilmigtir.
¥

5, hy=0 B

&
T

0.25

10

50
8,

1
o 2 B,

0

1 1 =X ;
x
4 By

Sekil 4.21 n+1=5 k=3 ,open digtm vektor [X]=[0 0 0 1 23 3 3}ve[H]=[1 1 h, 1 1]
i¢in Rasyonel B Spline egrileri

Open rasyonel B Spline egrilerindeki ilk ve son noktalar poligon késelerinin ilk ve son
noktalanyla ¢akigir, yani P(0)= B, P(t,,.)= P(n—-k+2)=B,, gergeklenir.

Sekil 4.22, n+1=5,k=3,[X]=[0123456 7] dugtum vektérive [H]=[1 1 A 1 1]
0<% <5 koordinat vektérii ile tammlanan periyodik uniform baz fonksiyonlarim

gostermektedir. Rasyonel olmayan baz fonksiyonlarinda oldugu gibi kullanilabilir parametre
arahif1 2 <¢ <5°dir.



i .
Ry5 R 7]
\/
1 1 f
3 () 4 5
Ryy _
Ry s
Ry
t L 3 i t
3 (d) 4 5

Sekil 4.22 Rasyonel B Spline baz fonksiyonlan n+1=5 k=3 periyodik dugiim vektor
[XFF[01234567]ve[HI=[11 h, 1 1]igin

(@ h;=0 (b)h,=0.25 (c) h,=1.0 (d) h,=5.0
k=1 igin rasyonel B Spline baz fonksiyonlariyla n+1=5 , k=3 degerleriyle olusturulan

rasyonel olmayan baz fonksiyonlan ozdestir. Sekil 4.23 | sekil 4.22°de gosterilmis olan
rasyonel B Spline baz fonksiyonlapyla olusturulmus rasyonel B Spline fonksiyonlaridir.

¥y
N B by =0 B,
0825
10
0 By 1 1 1 1 ]
o 2 B, 4 B x

Sekil 4.23 n+1= 5, k=3, periyodik diitim vektor [X]=[0 1 23 4 5 6 7]ve
[H]=[1 1 h,;1 1] igin Rasyonel B Spline egrileri
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Sekil 4.24 rasyonel olmayan B spline egrilerine benzer olarak bir tek poligon kdsesinin
hareketinin etkisini gostermektedir. Burada, [H]=[1 1 025 11 J’dir. Eger hy =0 ise B,
kosesinin hareketi egri Gzerinde etkili degildir. %4, arthk¢a B, kogesinin hareketinin egri

tizerindeki etkisi artar.

¥
6} %,
: A
/ N\
/ \
// \
/ \\
/ KN
/ B \
/ 3 \
41 /7 4
A N
/ e N
.,
/ 4 ~ \
/ g R \
/ e \\ \
r— il ~ \
/- i B SN
s d : ~o\
2k 8, Z = y ) N B
] " <& 4
N a BTf -
- N 3, -~
~ » ~
~ e
~ e
N Vd
B N “d
1] 1 ! 1 e 1 1 \
0 2 2, 4 By x

Sekil 4.24 Tek bir poligon kosesinin hareketinin Rasyonel B Spline egrisi tizerindeki etkisi
n+1=5 k=4, [H]=[1 1 025 1 1]
. Sekil 4.25°de 4. mertebeden rasyonel B Spline egrisi -lizerinde B, kogesindeki kathilifin

etkisi gosterilmektedir. Rasyonel B Spline egrilerinde oldugu gibi kosenin k-1 katli olmas:
egri de keskin bir kdge veya sivrilik meydana getirir.

yi
2f g Py
- a
b
ALl T 1 SN L ! " .
0 2 B, 4 B,

Sekil 4.25 B, katlt kdgesinin Rasyonei B Spline egrisi Uzerindeki etkisi, n+1=5, k=4
atek kose [H]-[1 1 025 1 1](b)iki kath koge [H]=[1 1 0.25 0.25 1 1](c) ug kath
kose [H]-[1 1 025 025025 1 1]
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5.YUZEYLER

Yiizeyler ve tamimlar1 otomobil gévdeleri, geminin temel bdliimleri ,ucak gévdeleri ve
kanatlari, tlirbin ve fan bigaklari, gige,mobilya ve ayakkabilarin dizaym ve tiretiminde
kullamilir. Bilgisayar grafiklerinde ve bilgisayar destekli dizaynda bir yiizeyin ti¢ boyutlu
dogru matematik modelinin geligtirilmesi avantajlidir. Bdyle bir model egrilik veya fiziksel
dzellikler ( ylizey alami, hacim, eylemsizlik momenti vs.) gibi ylizey karakteristiklerinin
analizinde kolaylk saglar.

5.1 Dénel Yiizeyler

3 boyutlu yiizey olusturmak i¢in en basit metotlardan biri 2 boyuthu bir dogru ya da diizlem
egrisini uzayda bir cksen etrafinda dondiirmektir. BSyle ylizeylere, donme yiizeyleri denir.
Basitlik i¢in donme ekseni pozitif ydnde ve x ekseni ile ¢akistipt kabul edilir. DSndiiriilen
nokta, dogru ya da diizlem egrisinin xy diizleminde yer aldig: varsayilir. Ornegin; dénme
ekseni iizerinde olmayan bir noktanin 360° agiyla dSnmesinin sonucunda bir gember meydana
gelir. 360° *den kiiclik bir agiyla dénme ile bir dairesel yay elde edilir. Dogru pargasi: donme
cksenine paralel ve bu cksenle ¢akigmiyorsa 360°°lik bir donme ile dairesel silindir elde
edilir.
Donme yiizeyi tizerindeki herhangi bir noktamn parametrik denklemi, dondiiriilen noktann
P(Y=[x0) ¥® 2] 0st<t,,
seklinde tek parametreli bir fonksiyon oldugu hatirlanarak gelistirilir.

Eksen etrafinda dondiirme noktanm yerinin de dénme agis1 @ nin bir fonksiyonu olmasma
neden olur. Boylece donme yfizeyi iizerindeki bir nokta ¢ ve @ gibi iki parametreyle
belirtilir. Ornefin xy diizleminde yer alan bir nesnenin x ckseni etrafinda dondiriilmesiyle
elde edilen ylizey denklemi

P(1,0) =[x(¥) y(r).cos@ y(r).sin6]
seklindedir.

Diizlem egrilerinin déndiiriilmesiyle de d6nme ylizeyleri elde edilir. Ornegin xy dfizleminde
orijin merkezli bir yar1 gemberin x ekseni etrafinda dondtriilmesiyle kiire elde edilir.



Cemberin parametrik denklemi
x=r.cosf y=rsinf@ 0<O@<x
olmak {izere kiirenin parametrik denklemi
#(0,p) =[r.cos8 r.sinf.cosp rsinfsing] 0<fd<z 0<@p<2z
olarak elde edilir.

Kiibik Spline ve B Spline egrileri gibi parametrik egriler bir donme yiizeyi yaratmak icin
kullamlir.

5.2 Parcah Yiizey Temsili

Otomobil govdeleri, ucak kanatlan, gise, ayakkabi, gemi govdeleri, heykel gibi yiizeylerin
analitik tanimlar meveut degildir. Bu yiizeyler pargali tarzda temsil edilir. Burada amag,
pargah yiizeyleri birlestirerek bir yiizey elde etmektir.

Yiizey tammm igin faydali bazi efri Ozellikleri bir kiiresel ylizey dikkate almarak
gOsterilmigtir. Bir birim kiire ile ylizey denklemi z=cos¢, =a,=sabit ile tammlanan
diizlemin kesigimi gekil 5.la’da gOsterilmistir. Elde edilen kesigim egrisi iki ylizey
denkleminin ortak ¢ozlimilyle

x*+y* =1-a}

seklinde elde edilir.
8 =6, = sabit diizlemi

x.sin@, - y.cosf, =0
veya
cx—b.y=0

seklinde tanimlamir. Bu diizlemle kiirenin kesigimi sekil 5.1 b’de gosterilmigtir ve elde edilen
efri



denklemiyle belirlenir.

X sin g~y cos ,=0

&

(a) (5
Sekil 5.1 Bir dizlem ile kiirenin arakesitleri

Bir birim kiire Gizerindeki kiresel yiizey pargasinin sturlan dort diiziemle olugturulur. ¢(6,4)
ylizey pargast igin vektor degerli parametrik denklem,

9(0,9) =[cosO.sing sinf.sing cosg] 6,<0<6, ¢ <P<g, 5.1D

seklindedir.

Sekil 5.2 Kiiresel ylizey pargasi

Sekil 5.2°de gosterildigi gibi parga 0< 8 _<_—’25 ve -;5 <¢ 512’- igin tammlanmigtir. Yazey

parcasimin simirlan AB, BC, CD, DA  efrileriyie tammlanmugtir. Dort tane str  efrisi
kogelerde 4 tane yer vektdrii ve her bir kogede ikiger tane olmak tzere 8 tane tanjant
vektorityle tanimlantr.
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Sekil 5.2’de verilen kiiresel parganin her kdgesinde gosterilen tanjant vektorleri @(6,4) nin

o
?0(0,8)=-_(0.9)

ve

P, = %(e,m

parametrik tiirevleriyle verilir.

Yiizeyin i¢ bolgesinin sekli buralma (twist ) vektor ile kontrol edilir. Sekil 5.2°de verilen
kiresel viizey igin burulma vektori

’p p

Po,4(0,9) = 260 500

ile hesaplanir. Sdylenenler dikkate alindifinda bir dortgen yiizey , kdselerde 4 tane yer
vektorii, her bir kogede ikiger tane tanjant vektorii , kogelerde 4 tane burulma vektori ve
(5.1) denklemi dikkate alinarak tanimlanabilir.

5.3 Bilineer Yiizey

En basit yiizeylerden biri bilineer yiizeydir. Herhangi bir bilineer yiizey parametrik uzayda
birim karenin P(0,0), P(0,1), P(1,0),P(1,1) seklinde ifade edilen dort kogesinden elde edilir.
Sekil 5.3’te gosterildigi. gibi yiizeyin i¢ bolgesindeki herhangi bir nokta birim karenin
kargiliklt siurlart arasinda lineer interpolasyonla belirtilir.

PO {—— - LR

Ofu,w)

PL0,0) ’ PO

Sekil 5.3 Parametrik uzayda bilineer interpolasyon
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Parametrik karenin herhangi bir i¢ noktas1
O(u, w) = P(0,0).(1—u).(1— w)+ P(O,1).(1 —u).w+ P(1,0)2.(1 — w) + P(LDaw

seklinde verilir. Eger bir bilineer ylizeyin dort tane tanimlanmig noktasinin yer vektérleri 3
boyutlu uzayda verilmigse, bilineer ylizey parametrik uzayi 3 boyuthu uzaya tasvir ederek
elde edilir.

5.4 Ruled Yiizey

Ruled ytizeyler genellikle ugak ve gemi endistrilerinde kullanilir. Ornegin birgok ugak kanad1
silindirik ruled ylizeydir. Teknik olarak bir ruled yiizey bir yol boyunca tek serbestlik ’
derecesiyle hareket eden dogru ile verilir.

Alternatif olarak, sekil 5.4° de gsterilmis olan, bir ruled ylizey, yiizey iizerindeki herhangi bir
noktada ylizey normalini igeren diizlemin normal etrafinda déndiiriilmesiyle belirtilebilir.
Eger en az bir yonde diizlemin smirindaki her nokta yiizeye degerse yiizey bu yénde ruled
ylizeydir. Eger dondiiriilen diizlemin simr1 bir yénden daha fazla yilizeye tamamiyle degerse
ylizey bu noktada kath ruled yiizeydir. '

En basit ruled yiizey bir diizlemdir. u,w parametrik uzaymdan 3 boyutlu uzaya bir tasvir s6z
konusu oldugunda bir ruled yiizey, parametrik uzayda birim karenin P(u#,0) ve P(u,l)
kenarlarmna kargihik gelen iki sinir egrisi arasinda lineer interpolasyonla elde edilir.

Yiizey,

O(u,w) = P(,0). —w)+ P(u,)).w

veya

) i Pu,0)
[Q]=[x(w,w) W) 2(uw)]=[1-w WJ{«P(u,l)}

seklinde verilir. ((0,0) = P(0,0) *dur.
P(0,w) ve P(1,w)’ye kargilik gelen egrilerinin bilindigi varsayilirsa yiizey,

[y

Ou, w) = P(O,w).(} —u)+ P(L, w)u



veya
P@O,w)|
[Ol=Ix(m,w) yu,w) z@w)l=[-u u][ P, w)}
seklinde verilir,
Sekil 5.4 Bir ruled yiizeyin 6zellikleri
5.5 Lineer Coons Yiizey

P(u,0), P(u,1), P(0,w), P(1,w) ile gosterilen 4 tane smr efrisi biliniyorsa, blending
fonksiyonlar1 adi verilen (1 —u),u,(1 —w),w fonksiyonlar1 kullanilarak olusturulan Lineer
Coons yiizey,

Q(u, w) = P(u,0).(1 - w) + P(u,).w + P(O,w).(1 —u) + P(Lw)u
seklinde ifade edilir.
Yukaridaki ifade ylizey pargalarmin koselerinde goéz Online alindiginda,6rnegin Q(0,0)
kogesi icin
0(0,0) = P(0,0) + P(0,0) = 2.P(0,0)
ve kenarlarinda gz dniine almdiginda 6rnegin, O(0, W).émll‘ egrisi icin
0(0,w) = P(0,0).(1 — w)+ P(0,1).w + P(0,w)
sonuglari elde edilir.

P(0,0) noktasim1 g6z oniine alalm. Bu nokta hem P(#,0) hem de P(0,w) smir egrilerinden
elde edilebileceginden kése noktalar: ikiger defa sayitmig olur. Dolayisiyla problem olugur.
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Dogru sonug kose noktalarmm iki defa sayilmasiyla gelen katkinm yiizey denkleminden
¢ikarilmastyla gibi elde edilir; yani

O, w) = P,0)(1 —w) + P(u)w + P(O,w)( —u) + P(L,w)w
— P(0,0)(1 — )1 — w) — P(O,1)(1 — 1) w
— P(L,0)u(1 — w) — P(LDuw

Boylece koselerde,
(0,0) = P(0,0)
ve smurlarda,

0(0,w) = P(0,w)
O(u,]) = P(u,1)

elde edilir.

(-u),u,(d—w),w fonksiyonlar1 ylizeyin i¢ bolgesinin seklini smmir egrilerini birbirine

karigtirarak belirledigi icin bu fonksiyoniara blending fonksiyonlar1 denilir.

. Sekil 5.5°te bir Lineer Coons ylizey gosterilmistir .En basit Coons yiizey Lineer Coons
yiizeydir.

Sekil 5.5 Lineer Coons yiizey
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5.6 Coons Bikiibik Yiizey

Coons Bikiibik yiizeyler 4 tane siur egrisi i¢in normalize edilmis kiibik spline egrilerini
kullamur. Yiizey pargasimin i¢  bolgesini tamimlamak igin kiibik blending fonksiyonlar
kullamlir. Boylece her bir sinir egrisinin genel formu

P({)=B, +B,t+B, > +B,f* 0<r<1
seklindedir.

Uglarda bilinen tanjant ve yer vektorleriyle olusturulan bir tek kibik spline parcast igin
P(u,0), P(u,1), P(0,w), P(1,w) sinir egrilerinin her biri

2 -2 1 1A

-3 3 -2 -1)P

PO =[TLINLIGIE]E ¢ ¢ 1] 2

0 0 1 o|F
1 0 0 OolP

0<t<1

ile verilir.

Burada ¢ parametresi # veya w parametresini , ), P, F| ,Pz' ise sekil 5.6’da gosterildigi
gibi siur egrisinin uclarindaki tanjant ve yer vektorlerini gostermektedir.

Sekil 5.6 Bir Bikibik Coons ylizey pargasinin geometrisi

Her iki yon i¢in kullanilan kibik blending fonksiyonu, normalize edilmis bir kitbik spline,
egirisi i¢in kullanilan blending fonksiyonudur



2 -2 1 1
-3 3 -2 -1
=@3 ot 1 2
0 1 1
1 0 0 O

Yukanidaki ifadeden blending fonksiyonlan yazilirsa,

F () =26 -3¢ +1
F,() =-26 +3¢*
F ()= -2t +¢
F,()=£-1*

elde edilir. .

Bir Coons bikiibik yiizey pargast 0<u <1 ve 0 <w <1 olmak tzere

P00y POD P,00) POD} F(w
PLO) PLY PLO) P,LD || Fw)

P(00) PO P00 PO EWw)
P10y PQAYH P£,10) F,QAD ]} F,(w)

Quw)=[Fw) F) Fu F@)]

seklinde tamimlamr.

Bu tanim goz oniine alindipinda bir bikibik yiizey pargas: koselerde 4 tane yer vektorii her
- bir kdgede ikiger tane olmak Uzere 8 tanjant vektdrd, her kosede 4 burulma vektort ve
F,,F,.F,,F, blending fonksiyonlaniyla elde edilir. Sekil 5.7°de bir bikubik yizey pargast
gosterilmigtir.

Sekil 5.7 Coons Bikiibik ylizey pargast
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5.7 B Spline Yiizeyleri
B Spline yizeyi
n+l m+l

O(u,w)=2.% B, ;N (w).M,,(w) (5.2)

=1 j=1

seklinde tamimlanir. Burada N,,(w)ve M, ,(w) sirasiyla u ve w yonlerinde baz
fonksiyonlandir.

Lx, Su<x,,

N . (u)=
) {0; diger hallerde

(u—x, )N k-1 (u) + (X, —0).N, #4141 (u)

Xivk— — X Xk — X

N 1k )=

Ly <w<y,,
Mf 1(w) =] S J . y J+1
’ 0; diger hallerde

W=IIMa W) s =W M 10 (W)

M i (W) =
Vi =V, Yyt = Via

Burada x, ve y, difim vektor elemanlandur. B, ’ler poligon afimn kdseleridir. B Spline
egrilerinde oldugu gibi bir B Spline ylizeyinin gekli ve karakteri digiim vektorler [ X] ve

[ Y J’nin segiminden 6nemli olarak etkilenir. Open , periyodik, nonuniform dagim vektorleri
 kullanilir. Her iki parametrik yonde de ayni tip digtim vektor kullamimasi yaygin olmasima

ragmen farklt yonlerde farkli dagum vektorler kullamimasi tercih edilebilir. B Spline
yizeyleri asagidaki dzeliklere sahiptir :

Her parametrik yonde yiizeyin maksimum mertebesi, bu yonde tamimlanmmg poligon
koselerinin sayisina egittir.

Yiizey u ve w yonlerinde sirasiyla C*2 ve C'? surekliligine sahiptir.
Bir tek poligon késesinin etkisi her bir parametrik yénde $§,$ —;— ile simirlandiriimagtir.

Yuzey k ve 1 tane komsu poligon ag kdsesinin konveks govdelerinin birlegimi alinarak
olugturulan poligon agimin konveks gévdesinde yer alir.
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Sekil 5.8 ¢akisan a§ dogrularmmn etkisini gostermektedir. (a) sikkinda 3 tane cakisan ag
dogrular1 4. mertebeden B Spline yiizeyinin merkezinde bir “hard line” ya da “knuckle” elde
etmek i¢in kullanilir. (b) sikki her ki parametrik yonde 3 tane cakisan ag dogrulari
kullanildiginda meydana gelen sekli gstermektedir. Burada 4. mertebeden B Spline ylizeyi
yiizey merkezinde bir noktaya déniisen iki sirt1 icermektedir. B Spline egrilerinde oldugu gibi
bir bogum( knuckle) k-1 veya I-1 tane ag dogrusu (;aklﬁgmda'oluéur. Bir B Spline ytizeyi her
yerde C*/ C*? siirekli oldugundan bogum igin de stireklidir.

Sekil 5.8 Katl ag dogrulari ile 4. mertebeden B Spline yiizeyleri

Sekil 5.9°da gosterilen open bikiibik (k=1=4) B Spline ylizeyi 9x 9 (m=n=8) poligon agiyla
tammlanmugtir. Sekilde gosterilen en {istteki ylizey merkez noktas: haricinde diizdiir. Her iki
parametrik yondeki open diigiim vektér [000012 34 56 6 6 6 J’dir. Her bir

0<u<1 , 0<w<l1 bir B Spline yiizeyinin alt pargasini olugturur. Sekil 5.9°da gosterilen
ortadaki yiizey her parametrik arahfm ug noktalarmdaki yani u,w=0,1,2,3,4,5,6 degerleriyle
belirlenen parametrik dogrulardan olusturulmustur. Her bir ddrtgen bir yiizey alt parcasini
gosterir.
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3.mertebeden bilge (c) kath a§ dogrularinin 4.mertebeden yiizeyde sebep oldugu sivrilik

Sekil 5.10 Agik po



i poligon ag1

Sekil 5.11°de 3. mertebeden 2 tane ylizey ornefi gosterilmigtir, Sekil 5.11a’

Sekil 4.15b’deki kapahh B Spline egrisinin z ekseni boyunca z =-8’den z =8’e kadar esit

esiyle olugur. Sonug bir silindirik yiizeydir. (b) sikki igin tanimlanmuig

poligon (a) sikkinda tanimlanmig 2. ve 4. poligonlarm x ve y boyutlarmim arttirilmasiyla .

elde edilir.

uzakhklarla yerlegtiri

Tz

y

silindirik

Seki 5.11a

7

...”~ ’/
|
Al

T
"

edilmiy silindirik ylizey

Sekil 5.12 open duflim vektdr ve baz fonksiyonlar: bir parametrik dogrultuda, diger

Sekil 5.11 b Pertiirbe

dik digiim vektdr ve baz fonksiyonlar: kullamlrmsgtir.

Sekil 5.12b’ye dikkat edilirse, u yoniinde son poligon ag dogrulariyla yiizeyin cakigtips

goriiliir.

periyo

ise

parametrik dogrultuda
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Sekil 5.12 3. mertebeden birlegtirilmis B Spline yizeyleri
(a) agik poligon ag1 (b) kapalt poligon agt

4.8 Rasyonel B Spline Yiizeyleri

Rasyonel B Spline yiizeyleri
n+l m+l
Z Z by By Ny@M, (w)y o
=] j=1
Ou,w)= i nfl il 3 Z ZB 1S (u,w)

Z Z,hi,j N Lk @M, ,(w) =l J=1

=1 j=l

seklinde tanimlanir. Burada B, ;’ler 3 boyutlu poligon ag koseleri , 4, , ’ler koordinatlar ve
S, ;(u, w)fonksiyonlari,

b Ny, (.M, (w)
nil m+l

ZZ”M Ny ()M (W)

i=l j=li

S, (u.w)=

~ seklinde tamimlanan rasyonel B Spiine baz fonksiyonlandir.
Burada tim i ve j indislerii¢in 4, , 20 kabul edilmistir. Eger tiim i ve j indisleri igin
h,, =1lise
Sz, 7 (u,w)=N, (WM 2 w)

gergeklenir.



Bu sonugtan da anlagilacag: gibi rasyonel B Spline ylizeylerinin 6zel bir hali rasyonel
olmayan B Spline ylizeyleridir. Bu secbeple rasyonel B Spline yiizeyleri onlarin rasyonel
olmayan karsili1 ile benzer analitik ve geometrik zelliklere sahiptir.

Boylece rasyonel olmayan B Spline yiizeylerinin 6zelligi olarak verilen 8zellikler rasyonel B
Spline yiizeyler iginde gegerlidir.
Her rasyonel ylizey baz fonksiyonu tiim u ve w parametre degerleri igin S; (4, w) 20 drr .

Herhangi u ve w parametre degerleri icin
n+l m+l

228, w=1

i=1 j=1

saflanir.

Her bir parametrik ydnde rasyonel B Spline yilizeylerinin maksimum mertebesi,o yonde
tanimlanmug poligon kdselerinin sayisina egittir.

Mertebesi k, 1 (derecesi k-1, I-1) olan bir rasyonel B Spline yiizeyi u ve w yonlerinde
C¥?,C"? stirekliligine sahiptir.

Yiizey, k ve 1 tane komsgu poligon ag kdsesinin bir bilegimi almarak olugturulan poligon
aginin konveks gbvdesi igerisinde yer alir.

Bir tek poligon ksesinin etkisi her bir parametrik yonde F —;55!2— ile simirlandiriimigtir.

Open ,periyodik ve nonuniform knot vektorleri Rasyonel B Spline yiizeyleri elde etmek i¢in
kullanilw. Farkli ySnlerde , farkli knot vektorler kullanilabilir.

Sekil 5.13 ave b tim i¢ 4, , ’lerin sirastyla 0 ve 500 degerlerini almastyla elde edilen etkiyi
gostermektedir; yani h,, =hy; = by, = hyy = hy, = hy; = 0,500 ve timdier 4, degerleri

igin &, =1°dir.

Timig h, , deperlerini s, =0 olarak almak poligon i¢ ag kogelerinin etkisini yok eder.
Sadece sinir kbseleri interpole edilir. Tersine i¢ 4, ; degerlerini &, , = 500 olacak gekilde
belirlemek smir kbgelerinin etkisini minimuma indirir. 4, ; degerlerini degigtirilmesi ylizey
parametrizasyonuna etki eder. Bu etki, i¢ 4, ; degierleri igin 4, ; = 0 alindigmda parametrik
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parametrizasyonuna etki eder. Bu etki, i¢ 4, ; degerleri i¢in 4, ; =0 alindifinda parametrik
egrilerin ylizey simirina yakinlagir , i¢ #, ; degerleri igin 4, ; = 500 alindifinda parametrik

egriler ylizeyin i¢ bolgesinde toplanir. Bu durum sirasiyla sekil 5.13a ve 5.13b’de
gosterilmigtir.

Sekil 5.13 n+1=5, m+1=4, k=1=4 igin Rasyonel B Spline yiizeyleri
(a) tim ig &, , degerleri igin A, ,=0"dir. (b} timig A, ; deerleriigin 4, ;= 500°dur.



SONUC

Rasyonel B spline’lar kullanilarak baz: egri ve yiizey ¢izimleri i¢in uygulamalar yapilmagtir.
Kompleks sekilli nesnelerin matematiksel modellemesinde bu tipteki spline’lar hem
matematiksel hem de bilgisayardaki hesaplamalar agisindan avantajlara sahiptir

(Angel, 2000). Dolaylsiyla pratikte kullamlmas: uygundur.
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Sekil 6.1 Rasyonel B Spline Egrisi (yunus) poligon koseleri n+1=44, mertebe k=4, h=0.25
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Sekil 6.2 B Spline Egrisi (garfield), poligon koseleri n+1= 223, mertebe k=3, h=1



Sekil 6.3 Rasyonel B Spline Yiizeyi poligon kiiseleri 9x 9 ( n+1=9, m+1=9 ), u yoniinde
mertebe k=4, w ybniinde mertebe 1=4, h=0,25 :
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1

ligon kdseleri 9% 2 (n+1=9, m+1=2), u

, b=

lizeyi(paraboloid) po
w yOniindeki mertebe =2

line Y’

Sekil 6.4 Rasyonel B Sp
yOniinde mertebe k=3,
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