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ONSOZ

Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemleri igeren matematiksel modeller, fizik,
mithendislik ve uygulamali bilimlerde genis bir yer tutar. Bu konuda yapilan niimerik
calismalar ozellikle bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle biiyiikk bir hiz kazanmistir ve

denklemlerin niimerik ¢ziimlerini elde etmek i¢in bir gok yontem gelistirilmistir.

Bu ¢alismada, bazi birinci ve ikinci mertebe lineer ve lineer olmayan denklemler igin
niimerik ¢6ziim metodu olan Homotopi pertiirbasyon metodu incelendi. Homotopi
pertiirbasyon metodu ilk olarak 1999 yilinda Ji-Huan He tarafindan bulunmus olup, bu metot

iizerine bir¢ok ¢alisma devam etmektedir .

Bu ¢aligmanin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Nuran

Giizel, Aras.Gor. Muhammet Kurula)‘/ ve Aras.Gor. Adem Cevikel’ e tesekkiir ediyorum.
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OZET

Miihendislik ve fen bilimlerinde ortaya ¢ikan diferensiyel denklem problemlerini ¢6zmek igin
bir ¢gok mevcut metot bulunmaktadir. Bu galigmamizda da diferansiyel denklemler igin yeni
gelismekte olan Homotopi pertiirbasyon metodu sunuldu. ilk olarak metodun temel esaslar
gosterildi ve ardindan metotla ilgili bazi lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler igin
Homotopi pertiirbasyon metodunun nasil uygulandigi drneklerle gosterildi. Bu &rneklerden

bazilar1 igin elde edilen sonuglarin kesin ¢éziimlerle arasindaki fark incelendi.

Anahtar Kelimeler: Homotopi pertiirbasyon metodu, lineer denklemler, lineer olmayan

denklemler, pertiirbasyon
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ABSTRACT

There are so many available method for solution of differential equation. In this thesis, a
method was presented to solve for some differential equation arising in science and
engineering. Firstly the fundemental of method was showed and then Homotopy Perturbation
Method was applied for linear and nonlinear equation. Finally, for every differential equations

were solved illustrations which were compared between real and approach solution.

Keywords: Homotopy Perturbation method, linear and nonlinear equations, Perturbation



GIRIS -
Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler igin, analitik ve yaklasik ¢dziim
yontemlerinde en yaygin olarak kullanilan ¢6ziim yontemleri Homotopi Pertiirbasyon,

Varyasyon lterasyon, Ayrisim ve Diferansiyel Doniisiim yontemleridir. Bu niimerik

yontemlerden biri olan Homotopi pertiirbasyon metodunun yapisi incelenmistir.

Homotopi Pertiirbasyon Ydntemi ilk olarak Ji-Huan He tarafindan ileri siiriildii. (Ji-Huan He,
1999) Bu yontemi  pertiirbasyon metodu ile birlestirerek nonlineer problemler igin
denklemleri ¢ozmiistiir.( Ji-Huan He, 2000) Daha sonraki yillarda homotopi analiz metodu ile

homotopi pertiirbasyon metodu arasindaki farklari incelemistir.( Ji-Huan He, 2004)

Son zamanlarda Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile kesirli tiirevli kismi diferensiyel
denklemleri i¢in nonlineer baslangic deger problemlerini(Odibat, Momani, 2007), Biazar ve
Ghazvini, (2008) ise Hiperbolik denklemler i¢cin Homotopy Pertiirbasyon metodunun
uygulanigini géstermistir. Ayrica bu zaman siiresince Homotopy Pertiirbasyon Metodunun
¢esitli denklemlere uygulanma bigimi gésteren makaleler yayinlanmistir. 2007 yilinda Odibat,

homotopi metoduna yeni bakis agisi getirerek Yenilenmis Homotopy metodunu gelistirmistir.

Bu ¢alismada, bazi birinci ve ikinci mertebe lineer ve lineer olmayan denklemler igin
niimerik ¢6ziim metodu olan Homotopi pertiirbasyon metodu incelendi. Homotopi
pertiirbasyon metodunun denklemlere nasil uygulandigi &rneklerle gosterildi. Elde edilen

sonuglarla kesin sonuglar karsilastirildi.



TEMEL BIiLGILER

Tanim 1: Genel olarak
F(x,y(x),y'(x), ......... N (x))=0

seklinde olan diferansiyel denklem, bilinmeyen y(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun

tiirevlerine gore lineer ise, lineer diferansiyel denklem adini alir. Lineer diferansiyel denklem

genel olarak

L(y)=)y"+p, (x)y"‘l Baoiiiviie +p,(x)y=f(x)

bigiminde gosterilir. Eger denklem, lineer degilse o zaman da lineer olmayan diferansiyel
denklem denir. Yukaridaki ifadede. yer alan L semboliine n’inci mertebeden lineer

diferansiyel operator denir.

Tanim 2:

Ikinci mertebe bir diferansiyel denklem
F(t,y,y,y";€)=0 0<x<x,,
€ <<l kiiciik parametre  olmak iizere ¢5ziim

y(x) =y, (x)+&y, (x)+ %y, (x)+ &y (x) +......

seklinde olsun. Bu ifadede yeralan y,(¢), y,(¢), ,(¢) .. terimlerini bulmak i¢in yukaridaki
ifadedeki ilk birkag terim

Yoy (1) =5 (£) + &2, (1) + 73, (1)

seklinde olup, bunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri kullanilarak ¢6ziim aranir. Bu

metot, pertiirbasyon metot olarak adlandirilir.
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1. HOMOTOPI PERTURBASYON METODUNUN TEMEL YAPISI

Nonlinear bir diferansiyel denklem;
A(u)-f(r)=0 reQ (].l)

Sinir kosullart

B(u,@)=0 rel’ (1.2)
on

olsun. Burada 4, genel bir diferansiyel operatorii, B sinir operatdrii, f(r) bilinen bir

analitik fonksiyon ,I" ise € tanim kiimesinin siniridir.

A operatorii, lineer (L) ve nonlinear (N ) olmak iizere iki pargaya bdliindiigiinde

(1.1) ifadesi

L(u)+N(u)-f(r)=0 (1.3)
seklinde yazilir.

Metodun temeli olan homotopi yapisi, (1.3) ifadesi iizerinde asagidaki sekilde gosterilir;
V(r,p):Qx[0,1]] >R olmak iizere

p(v.p)=(1-p)[L(v)-L(u) |+ p[ 4(v)- £ (r)]=0 pefol], reQ (@141)
yada A(u)=L(u)+ N (u) ifadesini (1.4.1) denkleminde yerine yazilrsa

(v, p)=L(v)=L(uy)+ pL(u)+ p[ N(v)- £ (r)]=0 pefo1], req (142)
(1.4.1) ve (1.4.2) ifadelerinde yer alan p €[0,1] olmak iizere p ye gdmme parametresi

(embedding parameter) denir.

u,, denkleminin (I.1) in baslangic degeri oldugu igin simir sartimi saglar.

(1.4) de, p yerine sirasiyla 0 ve 1 konursa;

(v, p) = L)L) =0 (1)



u(v.p)=A(v)~1()=0 ' (16)
elde edilir. p nin 0 dan baslayarak birime dogru degisim siireci, ayni zamanda ¥ (r, p) nin

de u,(r) den u(r) ye olan degisim siirecini gdstermektedir. Topolojide buna deformasyon

denmektedir. L(v)-L(u,), A(v)-f(r) ciftine de homotopik denmektedir.

Bu calismada gomme parametresi olan p yi, kii¢iikk parametre (small parameter) olarak

kullanacagiz. Denklem (l A4) iin ¢6ziimii, p nin kuvveti

V=V + v+ PV, + P (1 .7)
seklinde olsun.

p=1 i¢in (1.7) denklemi (1.1) denkleminin yaklagik ¢&ziimii

u=limv=y,+v, +v, +v,......... (1.8)
p—l

olarak bulunur.

Pertiirbasyon metodu ve homotopi metodunun birlesmis haline homotopi pertiirbasyon metod

denir.

1.1 KUCUK PARAMETRE SECIiMi

Pertiirbasyon metotlar, miihendislik problemlerinin nonlinear analizinde kargilagilan
problemlerin ¢dziimiine, ¢ok yonlii faydalar saglamaktadir ve siirekli olarak geligime agik
olmasina ve daha kompleks problemlere uygulanmasina, kendine has 6zellikler sayesinde,

olanak saglamaktadir.

1) Hemen hemen biitiin pertiirbasyon metotlarin temeli, varsayimdan yani bir
denklemin igerisinde kiigiik bir parametrenin varligin1 kabul gosterir. Buna da

adindan anlasilacag: gibi kiigiik parametre varsayimi denir.

2) Ogzellikle nonlinear denklemlerde, kiigiik parametrelerin nasil bir sekilde

bilinebilecegdi ve gosterilebilecegi Snemlidir.
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3) Dolayisiyla ideal sonuglara ulagmak igin, uygun kiigiik bir parametrenin segimi
bilyiik dnem arzetmektedir. Aksi takdirde, uygun olmayan bir parametre se¢imi
¢ok ciddi farkli sonuglar ortaya ¢ikarmaktadir. Her ne kadar uygun parametre
se¢ilmis olsa bile gegerli pertiirbasyon metotlar: tarafindan sadece ve sadece

parametrenin kii¢iik degerleri i¢in yaklagim ¢oziimii aranmaktadir.

Baz alternatif, asimptotik yaklasimlar vardir. Ornegin non-pertiirbasyon metot, Varyasyonel
iterasyon metot , J -metot, Yapay parametreli pertiirbasyon metot gibi. Son yillardaki
calismalar ortaya g¢ikard: ki, niimerik tekniklerin gii¢lii bir sekilde pertiirbasyon metoduna da
uygulanabilir. Bu gelismekte olan teknikler, kaynaklar kismindan ref[4-8] de

gosterilmektedir. Bu referanslarda gesitli metodolojiler bulmak miimkiindiir.

2. TANIMLAYICI ORNEKLER

Asagidaki 6rneklerde parametre se¢imlerinin modellenmesi ve tanimlanmasi agisindan birkag

yontemle ayni denklem incelenecektir. Denklem

X’ +x-1=0 (2.1)
seklinde olsun. Bu denklemin kkii Newton metodu ile hesaplandiginda,

x=0.75487767....

elde edilmektedir. Denklemde kiigiik parametre agik bir sekilde olmadigindan dolayi, &

parametresi keyfi segilir. O halde, & parametresine bagli olarak, birka¢ metotla, denklemde

olusan farkliliklar ve sonuglar incelensin.

2.1. J6-METOT

J -metodunun temel yapisi, yapay parametre ¢ nin nonlinear terimin agiliminin iginde

yer almasidir.

X" +x-1=0 (2.1.1)
Coziim, bir kuvvet serisi seklinde ve & bagli olmak iizere,

x=c,+0¢,+8°c, +8°¢; +.....

seklinde olsun.

Bu serinin katsayilari, ilk birkag terim i¢in hesaplandiginda
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¢, =05 ¢, =0.17328 ¢, =-0.08664 c,=0.05139
¢, =—=0.03377 ¢,=0.02377 ¢, =-0.01758

elde edilir.

& =4 igin bu seri, hizli bir sekilde iraksar. ilk 6 terimin toplami ise —54.3224 dir.*

2.2. ZAYIF ESLEME YAKLASIMI

(2.1) denklemi parametreye bagl olarak

ex’ +x—1=0 (2:2.1)
ve ¢oziim ise

X=X, +&x, +&°X, +£'x,...... (22.2)
seklinde olsun. Coziim ilk birka¢ adim‘igin hesaplandiginda,

x=1 x=-1 x,=5

Bu serinin yakinsaklik yarigapt R =0,08192 dir. £ =1 igin (2.2.2) serisi hizl

bir sekilde iraksamaktadir. *

23. GUCLUESLEME YAKLASIMI

Denklem (2.1)

¥ +ex-1=0 (23.1)
seklinde ve ¢oziim ise & bagl olmak iizere (2.2.2) deki kuvvet serisi seklinde olsun.

(2.2.2) ifadesini (2.3.1) de yerine kondugunda, yine birkag terim iin degerler

1

xml, lnwk - % =—2—5
seklinde hesaplanir. Bu serinin olduk¢a yavas yakinsadigi goriilmektedir.

(2. l) denklemine homotopi pertiirbasyon metodu uygulandiginda ise elde edilen sonuglar,
X, =¢,=0.7, x, =¢, +¢, =0.79235 x, =¢,+¢, +¢, =0.75999
Tam ¢6ziim ile yaklasik ¢6ziim arasindaki fark %6 dir.
* ] H. He, (2002), A note on delta-perturbation expansion method, Applied Mathematics and Mechanics 23 (6),
634-638.

* 1. Andrianov, L. Manevitch, (2003) Asymptotology: Ideas, Methods, and Applications, Kluwer Academic
Publishers.
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Agik¢a goriilmektedir ki, parametreye bagli olarak elde edilen sonuglar igerisinde en saglikli
sonu¢ homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilmektedir. Diger yontemlerden elde edilen
sonuglar, parametrelerin denklemlere uygulanig bigiminin, dogru sonuglar elde etmek igin

¢ok 6nemli oldugu gostermektedir.

3. HIPERBOLIK KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN HOMOTOPI
PERTURBASYON METODU

ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklemi

Ou -, u u

—2+b +c —+d 0 (3.1
ox xdy o
2 2 2 P
seklindedir. Burada %,%ve il nin tiirevleri olmamak sartiyla, a,b,c ve d x,y,ug—u ve
X X

ou nin bir fonksiyonu olabilir. (3.1) denkleminde, &’ —4ac>0 ise (3.1) denklemine

hiperbolik denklem denir. Hiperbolik bir denklemin niimerik ¢6ziimii i¢in homotopi

pertiirbasyon metodunun uygulanigi gosterilsin.

Bagslangig¢ kosulllar:

u(x,0)=f(x)
ou(x,0) _ yada (3.2)

8(x)

oy
u(0,y)=f(») o
8u(0, )— 3.3
_axy__g(y)

seklinde verilsin. Denklem (3.1) ¢&ziimii igin, baglangig kosulu ve Homotopi Pertiirbasyon

Metot (HPM) ye gére Homotopi yapisi

pc6x2 caxay 6y c

o’u 62u0]+ (a62u+b o’u 62u d) 0 (3.4)



(3.5)

seklinde kurulsun.

Baglangig  yaklasimi  u, = f(x)+g(x)y  olsun.  Denklem(3.1)igin  yaklagik

¢Oziimii
v=v,+pv, + p'v, + py,...... (3.6)

olur. (3.6) denklemi (3.3 denklemin de yerine koyuldugunda ve p nin derecesine gére

karsilastirildiginda
V=u=u,+ pu +pu,+pu, +...

g

7 ’ ’ < G ] Bp
V=u=u+pu+pu,+pu-+...

" ’ 2_n 3. nm

="' =uj + pul + pu + puy+.....

<

2 2
o, OV Oy

P e B
2 2 2 2
7 Dhenalon. d Ju .. 220, (37)
oy c&X’ coxdy ¢ o ox
2 2 2 -
pz: 61;2 =_£a‘;l_éavl 2(x’0)=0 Ou (‘:’0)_0
oy c &x* ¢ oxoy ox

bulunur. Simdi v, =%, = f(x)+ g(x)y seklinde olsun. Sonug olarak ,

¥ adv, bdv, d)
i I(_ﬁﬂ___i__ e
00

Y% adv, bdv d
A o9
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elde edilir. Dolayisiyla p =1 degeri yerine konursa

U=V, +V+V, +V;...

bulunur. Benzer sekilde (3.3) ifadesi i¢in dusiiniildiiglinde ve ayni islemlere devam

edildiginde p nin kuvvetleri i¢in ifadeler

v 2, cdv bov u d
o a '\ ad’ akxdy & a

2 2
0. OV Oy

seklinde olur. Sonug itibariyle

(3.10)

elde edilir. p=1 igin (3.1) denkleminin yaklagik ¢oziimii

v=Ilimu=v,+v,+v, seklindedir.*
p-l

* J. Biazar, H. Ghazvini, (2008), Homotopy perturbation method for solving hyperbolic partial differential
equations, Computers and Mathematics with Applications 56, 453—458
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3.1. Ornek1: 2

Hiperbolik denklem

2 2 2
£¥ + SE 4R e
o xy

ve baglangig kogullari

ou(x,0)

.0)=
u(x,0)=x >

=X

seklinde verilsin.

u=u,+ pu, + p’u, + p'u, +......Denklem (3.5) e gore

(3.11)

¥ ¥ 288 2

62u Bzuo 10 1 &u 1 82u0
2 o’ 28x6y 2 o’

dir. Baglangi¢ kosullar1 g6z oniine alinarak baglangig yaklagimi u, (x, y) =x+xy olsun. (3.6)
denklemi (3.11) denkleminde yerine konursa,
u=1u,+ pu, -¢~p2u2 +p3u3 Frinens
U =u) + pul + p'ul + pu + ...
L T

' =ul+ pul+ pruy + pul+ ...

(uo),,,+P(u|)w+P2(uz)w+p3(u3)”+ ......... —(uo) =

p[%((uo)n +p(w) +p*(w), +p (4), ....)

+—;—((u0)x}+p(u,)9+p2(u2)n+p3(u3)xy+ ......... )+5—-(uo) ]

p: Uy (x,y)=x+xy

P (4 )_u =%(“o)n (“o) + (“o)
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P (), =), +5 (),
u; (x,y)=0

uo(x,y)=x+xy u(x,y)=u,(x,y)+u(x.y)

oNI-—-

u (x,

»)
u,(x,y)=

u(x,y)= x+xy+%y2
elde edilir.

3.2. Ornek2:

Denklem ;

(xz—x—2)22-zi= (3.12)

u(0,y)=y

seklinde verilsin.

Bu kez, homotopi;

o’u 62u0
ki Y (3.13)

a a’
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seklinde kurulsun. Bu kosullar altinda baslangi¢ yaklagimi u, (x, y)=x+ y seklinde olsun.

(3.6) denklemini (3.7) ifadesinde yerine konuldugunda,
u=u, + pu, + p'u, + pu, +......

u'=u)+ pul + pPul + plu + ...

W' =u)+ pul+ prul + pul+ ...

(u),_ +p(w)_ +P (w), +P (), +nes —(u),_ =

p[(zx—l)((uo ), +p(w), +P (), + P’ (), )

(¥ =x=2)((),, + P(w),, + P" (1), +P* (1), + - )-(w), ]
P’ w(xy)=x+y

P (), =(2x-1)(w), —(¥ -x-2)(u), —(w).

(%),=0 (4),=0 (4),=0

(4).=0 = u(xy)=0

r (), =x-1)(w), ~(¥ -x-2)(w),

(), =0 = 1,(xy)=0

uy(x,y)=x+y
u(x,y)=0 k21

elde edilir.

Sonug olarak,
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uy(x,y)=x+y u=uy+u,

= dir.
u (x,)=0 k=1 u(x,y)=x+y .

4. KLEIN GORDON DENKLEMLER ICIN HOMOTOPIi PERTURBASYON
METODU

Klein-Gordon denklemleri, matematiksel fizikte 6nemli yeri olan denklemlerden biridir.

Nonlinear Klein-Gordon denklemi genel olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

u &u
—5;2—=§+f(u) t>0 (41)

Baslangig¢ kosulu
u(x,0)=g (x)
u,(x,0)=g,(x)

Seklinde ifade edilir. Burada f (u) nonlineer fonksiyonu,

f(u)= ia,u'

kuvvet seri agilimina sahip bir analitik fonksiyondur.

Klein- Gordon denklemleri i¢in genel homotopi

& Ou &
F?:pq(x)gl;+§paiu pefo.1] (42)

seklinde kurulsun.
Homotopi parametresi p, sifirdan 1 e dogru siirekli degismektedir. Dolayisiyla

p=0 durumunda, denklem (4.2), lineer bir denklem
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olur ve. p=1 igin (4.1) denklemi elde edilir. Temel varsayim olan (4.2) denkleminin

¢oziimil, p nin kuvvet serisi
i T
U=u,+pu, +pu,+pu,..

seklinde olsun. (1.6) denklemi, (1.4) denkleminde yerine konursa p nin kuvvetlerine
karsilik gelen ifade

u=u,+ pu, +p'u, + p'u, +

U =u, + pul + pPul + pPul +

u' =u) + pul+ pPull + pPul +..

o’u
Po : 61‘20 =a, u, (x,O) =g (x), (uo ), (x,O) =g, (x)
| azul
B (x) 6x2 -+ ay, 1 (x,0)=0, (4),(x0)=0
2 52
"= (x) +a,u, +ayl, u,(x,0)=0 (u,),(x.0)=0
3 ’u, o’u

P iy =q(x) 8x22 +ayu, + 2a,uu, + au,’ uy(x,0)=0 (1) (x,0)=0

2
gt aat 6x2 —2 +au, +a, (2u0u, +u, )+ 3au,’u +au,  u(x,0)=0 (u,) (x,0)=0
p: & u5 = (x) e ++au, +a, (2ugu +2uu, ) +a; (3u0 u, +3u, uo) +Hauu +au,’

us (x,0)=0 (us), (x,0)=0

seklinde olusur.



15

p =1 igin (4.3)denklemi (4.1) n ¢dziimiinii saglamaktadir. *

4.1. Ornek:3

Nonlineer bir Sine-Gordon denklemi;

2 2
%=a%+bsin(lu) >0 (44)

Baslangig kosullariyla
u(x, 0) =g (x) u, (x, 0) =g, (x) (4.5)

verilsin. Burada a ve b sabitler olmak iizere (4.4) denklemi homotopiye gore diizenlenirse,

sin(Au) = Z( ( )H

S (2i+1)

elde edilir. Bu denklem (4.4) denkleminde yerine konursa lineer bir denklem

u > z e (—l)i (lu)2i+l

Et—-p (2i+1)!

elde edilir. Buradan,
u=u,+ pu, +p’u, + pu, +
u' =uy + pu, +plul+ pPul +

u' =u) + pul + p*ul + pPui'+ ..

(), +p(w), +p’ (u),+p’ (), +-.= pa((u0 ). +p(w), +p* () +p’ (), )

+b(p/1u P’ 5

(Au) s(lu)s_ )

*Zaid M. Odibata, Shaher Momani, (2007), A reliable treatment of homotopy perturbation method for Klein—
Gordon equations, Physics Letters A 365 , 351-357
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P’ (4),=0  4(x.0)=g(x) (1), (x.0) =2 (x)
p: (), =a(u,) +blu, u(x,0)=0 (%) (x0)=0

9% (), =a(w), +bu,  u,(x,0)=0 (u,) (x.0)=0

3

bA
P (u,), =a(u,),  +biu, —7u0 u;(x,0)=0 (1) (x,0)=0
Sonug olarak, (4.4) denkleminin ilk birkag bilesenin alinmasiyla

U, (x,0) =g, (x)+g,(x)?

3

(agl" (x)+bAg, (x))ﬁ +(ag2", (x)+bAg, (x))t_

(azgl(4) (x)+ 2ablg, (x)+b%2%g, (x)) (a2g2(4) (x)+2abig," (x)+b°A’g, (x))
(

u, (x,1)

u, (x,t)

5

t6

u (x,1)=(a’g'" (x)+3a’brg" (x)+3ab’A’g," (x)+b°A’g, (x ))6'

+( a8, (x)+ 3a’big," (x)+3ab’2’g," (x)+b°2’g, (x)) 71

bA’

(
_(gl 21 +3gl(2)(x)g2(x)—+3g|(x)gz 2+g23() J3'

hesaplanir. Buradan yaklagik ¢6ziim denklemi;

+| ag, (x)+big,(x)———gl(3)( ))2'

e

|
|

4
+(a’g (x)+2abig," (x)+b’A’g, (x)-b2°g, (x) g, (x))%

ae; (3 b3, (925 () ) |

" ts

o) 200 )25 )
3,(6) 2 (4) 242 N 3.3 t6
+(a 8" (x)+3a’bag” (x)+3ab’2’g" (x)+b’A’g, (x))a

” t7
(@ (x) 302, (1) + 308, () +6'4 '8, (3)

dir.
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5. LINEER VE LINEER OLMAYAN DENKLEMLER iCiN YENILENMIS
HOMOTOPi PERTURBASYON METOT

Homotopi  Pertiirbasyon Metodunun  yenilenmis formunda, f(r) fonksiyonu
f(r)=£(r)+ £i(r)+.. (5.1)
seklinde kisimlara ayrilir.

ilk varsaym £ (r)= £, (r)+ f,(r) seklinde ve dolayistyla homotopi

V(r.p):Qx[0,1]] >R

(v )= (1= D) L)~ L () ]+ L)+ N ()= 1)) = 15 (7) (52)
yada ‘

#(v.p)=L(v)=L(u)+ PL(t)+ p[ N (v)= £;(r) ] = £ () (53)
dir.

Burada u,ve u, bilesenleri igin kiigiik degisiklikler olusturan varsayimlar dnerilmelidir.

Yani, sifirinci bilesen u," a f,(r)a, f(r) yede, u, bileseni karsihk gelecek sekilde
f (r)olusturulmaktadir. Eger f£,(r)= f(r) ve f, =0 olursa, standart HPM ye indirgendigi

agikga goriilmektedir. Ancak bu metodun basarisi, f, ve f, fonksiyonlarinin uygun

se¢imine baglidir.

ikinci varsayim ise, f(r)=Y_ f,(r) seklindedir. Bu kez homotopi
n=0

V(r.p): Qx[0,1] >R

1(v.p)=(1=p)[L(v)~L(u,) ]+ p[L(v)+ N (v)]= pr (r) (54)
yada
w(v.p)=L(v) = L(t)+ pL(uy) + pN (v) = 3 p . () (5.5)

n=0
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seklinde kurulur.

Eger f(r) iki terimden meydana geliyorsa, o halde homotopii (5.2) ve(5.3) denklemlerine

indirgenir. Bu durumda f; terimi u, ile, f de u, bileseniyle 6zdeslesir. Daha sonra

islemlere devam edilerek u,,u;,....¢6ziimleri bulunur. Bu éneriler u,,u,,u,,u,,.... ¢gdziimlerini

hesaplamakta kolayliklar saglar ve dolayisiyla seri ¢6ziimiiniin yakinsama hizinin, hizli bir

sekilde oldugu gozlemlenebilir.*

51. Ornek 4:

Nonlineer diferansiyel denklem
u”+zu'+u3 =6+1°
1

Bagslangi¢ kosullari

u(0)=0
u'(0)=0

seklinde verilsin.

Simdi standart HPM kullanarak, Homotopi;

u"+%u'+p[u3—t6—6:|=0

olusturulur. Buradan u =u, + pu, + p’u, + p*u, +

konur ve p nin kuvvetleri birbirine esitlenirse
2 .

u=u,+pu+pu+pu+....

U =ul + pu + puy+ pPul + ...

u' =ul + pul + puy + pPull+....

(5.6)

(5.7)

.. ¢bziimii (5.7) denkleminde yerine

*7aid M. Odibat, (2007), A new modification of the homotopy perturbation method for linear and nonlinear
operators, Applied Mathematics and Computation 189 , 746-753
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= 3.

n+ " 2 ' ' 2.1 - 6 6
M+ Dil+ Pl + P+ +7(u0+pul+pu2+pu3+ ..... )=pt°—6p+

> B 3.0

" " 2 ' ' 2o 3 2
uo+pu,+pu2+pu3+ ..... +7 u0+pu,+pu2+pu3+

p[ 3uy’u,p+Gugu,” +3uy’u,) p*
+Guy uy +u,” +6uuu,) p’

+uuy +3ugu’, +3u, u, +6uguu,)p'

+ By ug + 3w, + 3u uy + 6uguu, +6ug,u)p’ + ...

uy + pul+ pPuy + pPui+ .t

3uy'u,p* +3ugu’ p’ +3u,'u, p’
+3u, u,p* +u’p* + 6uguu, p'

+3u’u,p’ +3ug’, p’ + 3u,’u, p’ + 6uuu,p’

+3u, us p® + 3uu,’ p° + 3u u, p° + 6uguu, p° + 6uguu, p° + ...

6uyu,u,p° =0

2
g u0"+7uo =0
LJ 2 ’ 3 6
p: u +7ul +uy +1'-6=0

|
P u2"+7u2'+3u02u,=0
" 2 ’ 2 2
F B +7u3 +3ugu,” +3uy‘u, =0

2
. 4 £ 2 3 —
PN +-t—u4 +3uy uy +u” +6uguu, =0

2 -
; o 2 2 4
@l +-t—u5 +3ugu,” +u, u, +6uyuu, =0

25
”
poi g U +3u, ug + 3wy, + 3u uy + 6uuu, + 6ugu,u, =0

1y (0) =0
4, (0)=0
u,(0)=0
4, (0)=0
u,(0)=0
4, (0)=0
4, (0)=0

u; (0)=0
u (0)=0
u, (0)=0
u;' (0)=0
u, (0)=0
u; (0)=0
u; (0)=0
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bulunur.

Baglangi¢  kosullar1  g6z6niine aldiginda  u, =0 dir. Buna gore  w,,u,,u,,u,,u;

denklemlerini bulmak igin;
p' :igin

2
u' +=u' =-u’+1°+6
1

2
u' +=u =t°+6
t

u=p u=p
p'+7p=t6+6
ﬂ+3p=0
t
_p_+_2_=0
DE==p
Inp+2Int=Inc
C
P='t?
, 't =2
2= A
c - Be "
———+4—| 5 |="+6
£ ¥ t(tz)
t9 3
¢ =1 +6r = P
i *
'=p=—+2t = u =—+1>
g e
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p’ :igin

2
u, +? u, ==3uy’u,

u, (1)=0

g 273
u, +—u, =0 = :
l u,(0)=0 u, (0)=0

p’ iigin
" dpee 2 2
u, +7u3 ==3u,u," —3u, u,

u; (1)=0

Dy
u, +—u; =0 = :
t u;(0)=0 u; (0)=0

p' tigin

" e 2 3
u, +—t-u4 ==3u, u, —u” —6uuu,

x = p'=M=> i’_£+3(£)__ t6+—3—t12+—3-tls+ﬁ
£ L e T 72 ;£ ¥
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26
=P +izt2° +t—3
72 79 12

" A S . RETI.
o mad g o —1*' + .
9. 15,72 1. 72 2002
7 25
u, =- A O ~17 + : ;
9--15.72 212 2712

P 3 3
SRy A My 24
4 2 3
12 - 14057 20.21.72 26,2772

p’ :igin
us(1)=0
p° :igin

u (1)=0

seklinde, denklemin ¢dztimleri elde edilir. Dolayisiyla
u=u,+ pu, + pu, + puy +......

p=1 degeri i¢in

U=y +U U+l +......

u=t> dir.

(5.6) problemi simdi MHPM kullanilarak hesaplanirsa
u"+gu' +p|:u3 —16] =6
1

2
U=, + pu +p'u, + plu, +......

2
U =u) + pul+ PPy + pPul + ...

u, (0)=0 u, (0)=0

(5.8)
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" ” ” 2.0 3. 1
u' =uy+ pul+pu)+ pus +.....

hesaplanir. Hesaplanan bu tiirevler (5.8) denkleminde yerine konursa

L4 ” " n 2 4 ’ ’
w) + pul+ p'ul + pull+ ... +7(u0+pul+p2u;+p3u3+ ..... )—pt® —6p+

ﬁ+3p=6

t

2 't* —2ct
'+..p_—_0 ,=C__C.
re rt
_p_+2=0 %—2—304-2(%):6
p T
Inp+2Int=Inc c' =61
p:-ﬁz- C=2t3

t
u=p=2u
uo(t)=t2

2
bt +7ul' =—u, +1°

2
ul" +—ul' =% +¢°
t

U, (t)=0

2,
SR 2 W (T SR
P u2+tu2— 3u, u,
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u, (1)=0
3 L4 2 ' 2

F gy 2 +7u3 =—3u,u," —uu,
S

u, +7u3 =0

u, (1)=0

bulunur. Sonug olarak

U=, + pu, +p'u, + p'u, +......
p=1igin

U=Uuy i+ U ...
u(t)=r

u, (1)=0 k21 u(t)=1 dir.

52. Ornek5:

Simdi de, Yenilenmis HPM yi lineer bir integral denkleme
u =1 +sinh(t)—cosh(t)+.|-u(x)dx (5.9)
0

uygulansin. (5.9) denkleminde bulunan, sinh(z) ve cosh(#) nin agilimlari

sinh(7)—cosh(r) = e —2e" % ;e_l =—e

1+sinh(7)—cosh(f)=1-¢" = i(—l)n“ E

n=1 n!
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dir. Burdan homotopi;

n+l ,,

u(r)= pJ. (x)dx+z (5.10)

olarak kurulur.

u=uy+ pu, + p’u, + p'u; +......ifadesini ~ (5.10) denkleminde yerine koyup ve p nin

kuvvetlerine gore agilirsa,

U, (1)+puI (t)+192u2 (t)+p3u3 (t)+ ...... =
pj o (x)dx+p Iu,(x)dx+p juz )dx+p Iu3(x

0

PR P psv """

P’ u(t)=0

pr ()= Iuo(x)dx“ u (1)=

P % (t)=-:[ul(x)¢bc—§

S
5 2
S

=3_?=0 u, (1)=0

p: u (1) = qu(x)dx+—

3

u3(t)=';—!
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elde edilir. Coziim ise

15
u(t)—t+ ot

seklindedir. Kapali formda ise u(7)=sinhz dir.

53. Ornek6:

Bu kez de nonlineer kismi diferansiyel denklemi

u, —u, +u’ =-xcost+x’cos’ t (5.11)
Baslangig kosulu

u(x0)=x u,(x,0)=0

verilsin. Yenilenmis HPM uygulandiginda, (5.11) denklemi

u,, + p[—u,, +u’ —x* cos’ t] = —xcost (5.12)

seklinde diizenlenir. u =u, + pu, + p*u, + p’u, +......ifadesi (5.12) denkleminde yerine konur

ve p nin kuvvetlerine gére siralanirsa

(), + P(), + P’ (), + P (), + oot P[ (), = P (), = P* (), ~ P () ,, =
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u,? +2pugtt, + p* (2ugey +u )+ p* (20, + 2ugus )+ p* (2ug, +u,” + 2w )+ p* (2ugu, +u,” +2uu,)
P’ (2ugus + 2uu, +2u,u,)— x* cos® t| = —x cost

p’ :igin

(), =—xcost

(), =—xsint

uy(x,t)=xcost  uy(x.0)=x (%) (x,0)=0

p' tigin

(), — (), +u’ =x*cos’t

(), +x*cos’t =x* cos’ 1

u, (x,1)=0

p’ igin

(), —()_ +2up, =0

u, (x,1)=0

p’ igin

(u;), —(u,),, +2ugu, +14” =0

u, (x,)=0

Sonug olarak (5.1 l) denkleminin HPM igin ilk birkag bilesenin ¢oziimii
u=1u,=Xxcost

u,=0 k21

dir.Bu denklemin kesin ¢6ziimii ise u(x,t) =xcost dir.
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6. SONUC

Niimerik metotlardan biri olan Homotopi perturbasyon metodu, diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢6ziimleri i¢in etkili bir metottur. Metot, farkli denklem ve problemlere

uygulanmaktadir.

Oncelikle metodun temelinde yer alan parametrelerin birkag degisik sekilde kullanildiginda
ne kadar farkli sonuglar ortaya ¢iktigi incelendi ve bu farkliliklar igerisinde, en tutarl
sonuglar ise Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile elde edildi. Daha sonra 6zel bazi1 denklemler
icin HPM nin uygulanis bigimlerindeki farkliliklar gosterildi ve 6rneklerde de bu metodun ne
kadar saglikli sonuglar verdigi ve hatta bulunan sonuglarin bazen kesin ¢dziimlerle ayni

oldugu goriildii.
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