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OZET
Bu ¢alismada donen rijit bir diske bagh olan aerofil kesitli bir kanatm titresim
karakteristikleri incelenmistir. Bu incelemede analitik yontem olarak sonlu elemanlar
yontemi kullamilmigtir. Bu amagla hazirlanan tez toplé.m olarak yedi bdlimden

olusmaktadir.
Boliim 1°de , konu tanitilmakta konu hakkinda kisa bir giris vardir.

B6liim 2°de , gaz tiirbini kanatlarinda titresim sebepleri ve iyi bir kanat dizaym
i¢in gerekli adimlar anlatilmaktadir. )

Boliim 3°de , Lagrange yontemi kullamilarak kanadin hareket denklemi elde
edilmigtir. Kanadin areofil  kesitini dikdortgen kesite esdeger yapacak formiiller
kullamlarak dikdortgen kesitli bir gubuk olarak analizler yapilmaktadir.Cubuk onbes
elemana bolinmekte , iki diigtim noktasina sahip olan her eleman , sadece bir diigiim
noktasinda boyuna ve egilme titresimleri i¢in {i¢ serbestlik dereceli olmaktadir. Cubugun
tamamu i¢in ise toplam kirksekiz serbestlik dereceli olmaktadir. Kanat {izerinde etkili olan
merkezkag kuvveti ve bilesenleri bulunmaktadir.

Bolim 4’de , boyuna titresimden ve egilme titresiminden meydana gelen rijitlik
matrisleri , potansiyel enerji yaklasim kullanilarak , elde edilmistir. Ayrica donme hizimin
ve iki ylizey arasmdaki sicaklik farkinin etkileri ¢esitli enerji ifadeleri kullamlarak ve
kabiiller yapilarak rijitlik matrisleri seklinde elde edilmistir.

Bé6lim 5° de , Boyuna titrésimden ve egilme titresiminden meydana gelen kiitle
matrisleri elde edilmistir. Elde edilen kiitle matrisleri diizlemsel titresimler i¢in ¢ikarilan
Euler denkleminden elde edilen kinetik enerji ifadelerinden elde edilmistir. Euler
denkleminde ise kesit donmesi ihmal edilmistir. Bu ¢aligmada ise kesit d6nmesi igin elde
edilen kinetik enerji formunun  kullanilarak kiitle matrisinin elde edilmesiyle ortadan

kaldirilmugtar.



Bolim 6’ da , elemanlar i¢in elde edilen egilme ve boyuna rijitik matrisleri
toplanarak global koordinatlarda ifade edilmistir. Sistem i¢in elde edilen boyuna ve
egilme rijitlik matrisleri , sistem lineer kabuliiyle , stiperpoze edilmistir.

Bolim 7° de, elde edilen sistemin hareket denkleminde kiitle ve rijitlik matrisleri
yerine konarak ozdeBer incelemesi yapilmugtir. Bu elde edilen 6zdegerler dogal
frekanslara esitdir. Bu dogal frekanslar i¢in ise mod sekilleri ¢izilmisgtir.



ABSTRACT
In this study , a single free - standing blade is considired as a cantilever beam with
aerofil cross - section mounted at a stagger angle on a rotating disk. A formulation is used
to convert blade with aerofil cross - section into rectengular cross - section .Consequently ,
the natural frequncies are studied by finite element method. Study prapered for this

intention consists of seven parts.
In Chapter 1, there is an introduction.

In Chapter 2 , the reason of vibration in gas turbine is explained and for a good
design of a turbine blading , what steps should be taken are explained.

In Chapter 3 , the centrifugal force acting on a beam and components of
centrifugal force are presented. Blade with aerofil cross - section is converted into a beam
with rectengular cross - section . For this beam equation of motion is expressed by using

lagrange method.

In Chapter 4 , the stiffness matrices due to transverse vibration and longitudinal
vibration are found. Under the effect of the rotational speed , the beam gets stiffened. Due
to additional stresses created by centrifugal forces on the blade surfaces. The matrice due
to temperature differences between two surfaces of beam is found. Temperature
differences on the blade surfaces creates stresses. The x component of this stress put into
formulation found by HOA , k rigidity matrices gets from enrgy expression.

In Chapter 5 , the mass matrices due to trnsverse vibration and longidutional
vibration are found. Above mass matrices , for plane vibration from Euler equation , form
of kinetic energy is used to get mass matrices. But in this equation the kinetic energy due
to rotation cross - section is not considered. This effect is expressed as rotary inertia by
Ragleigh. By using kinetic energy formed for rotation cross - section mass matrice is

found.



In Chapter 6 , the transverse and longitudinal matrices which are found for an
element are assemlied as global matrices. System is considired as linear , so transverse and

longitudinal global matrices are superpositioned.

In Chapter 7, the mass and stiffnes matrices are put into equation of motion.
Eigenvalues are ntimerically found. These eigenvalues are equal to natural frequencises.

Mode shapes are drawn.



1-GIRIS

Enerji talebinin artmas: sonucunda daha biiyiik kapasiteli ve verimli tiirbinlere ve
kompresérlere ihtiyag duyulmugtur. Kapsite ve verim arttirilmasi sonucunda malzeme
bilgisi ile beraber, kanat titresimleri ve bunun sonucunda olusan yorulmalar turbomakina
dizayninda 6nem kazanmugtir.

Tiirbin kanati; gaz kuvvetinin basamak kesilmelerinden dolayr meydana getirdigi
uyarmalardan,sistemde olusan soniimlemelerden ve yapisal olarakda karmagik bir yapiya
sahip olmasindan dolayr mekanik titresimlere ¢ok iyi bir Srnektir.

Gaz tiirbinlerinde gok yliksek hizlara gikilmasi ve ugak gibi ulagim araglarinda
kullanilmasindan dolayz , titresimler ve dogal frekanslarin saptanmasi gaz tiirbinlerinde
daha bir 6nem kazanmaktadir.

Yukaridaki sayilan sebeplerden dolayr bir ¢ok arastirmaci bu konu iizerinde
calismustir. Tlirbin kanatlarinda yorulmadan meydana gelen hatalar tiirbin yapimeilarm
en ¢ok ugrastiran konu olmustur. Baglangi¢ olarak duran bir kanatin egilme titresimleri
klasik Euler-Bernoulli yontemi ile tek taraftan ankastre bir gubufun smir sartlan igin
Timoshenko (1955) tarafindan ¢6ziildii ve yine gevresel olmayan bir ¢ubugun burulma
titregimleri i¢in Timoshenko tarafindan ¢6ziim gelistirilmigtir,

Ttrbin kanat titresim problemlerinin ¢oziim ydntemlerini iki smifa ayrmak
milmkiindiir.

1) Sirekli model yaklagimi; diferansiyel denklem ¢6zmeye dayanir,

Rayleigh-Ritz, Galerkin y6ntemi gibi.

2) Ayrik model yaklagmm; yapiy1 elemanlara bdlme esasma dayanir. Bu yonteme

Ornek olarak ise Holzer, Myklestod, Sonlu Farklar, Sonlu Elemanlar verilebilir.

e Gelisen bilgisayarlarla ve bunlarin mithendislikte kullamlmas: ile daha kesin ve
~ daha dogru ¢dziimler tiretmek miimkiin olmugtur.



2- GAZ TURBINLERINDE TITRESIMLER

Kanatlar ¢ok esnek yapiya sahip olmalarindan dolayr kanatlarm dogal
frekanslarmm 6nemli bir miktar1 miimkiin olan sabit kanat uyarma frekanslarmn
bolgesinde olabilir. Sabit isletme hizinda normal olarak rezonanstan sakmacak sekilde
tiirbinler dizayn edilmelerine ragmen tiirbinlerin igletmeye alinmalar1 ve durdurulmalarn
sirasinda bir kag defa rezonans durumuna gelinmektedir.
Bir tiirbinde tiim kanatlar sabit kanat gecis frekansina esit frekansda periyodik uyarmaya

maruz kalirlar
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Sekil.2.1 Kanat durumlarimin gdsterilmesi
Eger drnek vericek olursak; gevredeki kanat sayisi 100, rotorun devir sayist
3000 d/d oldugu takdirde, dakikadaki darbe adedi 300.000 1/dak olacaktir. Saiyede ise
5000 1/s olur. Bu darbelerin tesiri altinda kanatlar titresim yapmaya baglar. Bu darbe
adedi, kanatin 6z frekansiyla ¢akigmasi halinde rezonans meydana gelir. Bunu bagka bir
sekilde ise soyle ifade edebiliriz; sabit kanat sayismna n dersek ve rotorun agisal hizina @

dersek sabit kanatlarin 6niinden gegen bir kanat n* o bir frekansta kuvvete maruz kalir.



Kuvvetler periyodik olduklarndan rezonansm meydana gelip gelmedigi
konusunda bu harmonikleri g6z 6niine almak gerekir. Bu harmoniklerden biri kanatm
dogal frekansiyla gakismasi durumunda da rezonans meydana gelir. Oncelikle bu durumu
belirlemek i¢in Campbell diyagram gizilir.
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Sekil 2.2 Campbell diyagrami

Devambh titresim yapan kanatlarda yorulma daha gabuk olur, yorulma dolaysiyla
kopan kanadm tiirbin iginde bilyiik hasarlar meydana getirir.

2-1 GAZ TURBINLERINDE TITRESIM SEBEPLERI
2-1.1 iC SEBEPLER
Tiirbin i¢inde gaz akisindaki kuvvetler sebebiyle olusan titresimlerdir.
a- Cahsma maddesini saglayan gaz fiskiyesinin kanatlar tizerine ¢arpmasi ve
bunun sonucunda darbe etkisi meydana getirmesi.
b- Bir basamaktaki sabit kanatlardan ¢ikan gazin hepsinde hiz ve yogunlugun aym
olmamasindan dolay: olusan kuvvet dengesizligi



2-1.2 DIS SEBEPLER
Turbin elemanlarmm konstritksiyonundan ve ¢alisma sartlarindan olusan
titresimlerdir.
a- Rotorun veya disklerin dengesiz olmasi,
b- Gemi , ugak ve bunun gibi vasitalarda kullanilan gaz tiirbinlerinde, bu
vasttalardan meydana gelen titresimlerde kanat titresimlerine sebep verebilir.

2-2 TITRESIMLERIN KONTROLU
a- Dengeleme, boylece zorlayici kuvvetin genligini diigtirmek.
b- Sistemin rijitligini arttirarak kritik hizlarini yiikseltmek
c- Tiirbinlerde bir di§ veya i¢ soniimleyici kullanarak rezonans bélgelerindeki
zorlanmusg titresimlerden sistemi korumak.
Bir tlirbin kanadi dizayninda enerji soniimlenmesi kanat dizayninm en 6nemb
parc¢alarmdan biridir. Bu 6nem igletmenin gegici ve siirekli rezonans durumlarmda
meydana gelen dinamik gerilmeleri sinirlamasindan meydana gelir. Bir tiirbin
kanadinda soniimleme ickaynakdan meydana gelir.
1) Malzeme Sontimlemesi : Karmagik ve anlagilmasi zor bir problem olmasina
ragmen bu konu hakkinda LAZAN tarafindan bir gok aragtirma yapilmustir.
Malzemeler i¢in séniim kat sayilarim bulmugtur.
2) Sirtiinme Séniimlenmesi : Malzemeden meydana gelen rezonans genliklerini
gegici durumlarda (Isletmeye alma ve Igletmeden gikarma) kiigtiltmede yeterli
olmadi i¢in Stirtiinme sdniimlenmesi meydan getirilir. Bu ise kanat diplerine,
diske takilma bolgelerinde, sekil verme ile saglanir. T kok veya diger buna uygun
herhangi bir form kayma sdniimlenmesini saglar. Kanat diplerinde meydana
gelen sdnlimlemeyi hesaplamak gok zordur.
Kayma ve siirtlinme sontimlemesi nisbi olarak diigiik hizlarda gerceklesir. Hizlarm
artmasiyla birlikte santrafiij yiikler artacagindan kanat rijitligi artar. Sadece
malzeme s6niimii kalir Bu gibi yiiksek hizh tiirbinlerde takviye teli, cevre ¢enberi
kullanilarak séniimlenme saglanmaya ¢ahsihir.



Bitisik kanatlar arasinda sonmiileyici bir temas saglama ¢elikten yapiims takviye
telleriyle saglanir. Bu tel vasttastyla birbirine baglanmig kanatlarla, bir kanat paketi
meydana getirilir. Dogal titresim saysi artik yalmz bir kanat i¢in degil paket igin
gecerli olur. Bu durumda bir kanat igin titresim meydana getirecek olan ikaz

frekansi kanat paketi i¢in tehlikesiz olur.

3) Gaz dinamigi sontimlenmesi : Gaz dinamigi s6niimlemesi basamak
kesismelerinden meydana gelir. Asagidaki sekilde gaz dinamigi soniimlemesi
gosterilmistir.

Sekil 2.3. Gaz dinamigi soniimlemesi 7

d- Tkaz seviyesini azaltma, bu ise bir basamaktaki kanat sayismi degistirmekle

veya kanat siralan arasindaki boslugu arttrmakla saglanr.
2-3 TITRESIMLERIN KANATLARA GORE DURUMU

Sabit kanatlarda titresime neden olan sebeplerin daha az olmasi hem de
profillerinin kalin olmasindan dolay: seyyar kanatlar, sabit kanatlara gére daha kolaylikla
titresim yapabilirler. Profillerin egit oldufu reaksiyon tipinin ise gaz tiirbinlerinde
uygulama sahasi azdir
Tirbinin son basamaklarma dogru kanat boyu gittikce uzadifindan dolay1 son
basamaklardaki kanatlar titresime olduk¢a miisaitdir. Bunun yaninda ilk basamaklardaki
kanatlarda da titresim goriiliir.



2-4 1Yl BIR TURBIN KANATI DiZAYNI ICIN GEREKLI ADIMLAR
1) Dogal frekanslarm ve mod sekillerinin belirlenmesi,

2) Basamak akig etkilerinden olusan kuvvetlerin belirlenmesi,

3) Sontimlemelerin belirlenmesi

4) Modal analiz ve dinamik gerilmelerin belirlenmesi

5) Birikimli yorulma teorilerine dayal émiir tahmini.

2-5 TURBIN TITRESIMLERININ ANALIZ METODLARI

Yalmz bir tlirbin kanadi i¢in analiz yontemi olarak siirekli sistem ¢6ziim ySntemi
segilirse bir siirli analitik yontem gerektirmektedir. Kanati elemanlara aymrarak ve bu
elemanlar igin uygun eleman bagmtilari kullamilarak iglemler basitlestirilir. Tiirbinlere
uygulanan ayrik sistem analiz yontemleri a§agldak1 gibidir;

1) Holzer metodu

2) Myklestod, Prohl metodu

3) Matris yontemi

4) Sonlu farklar metodu

5) Sonlu elemanlar metodu

Sonlu elemanalar metodunda yapiyr uygun elemanlarla bolerek daha iyi bir
matematik model elde edilir. Diger yontemlere gére bir avantaji ise, s sartlarmm
sonunda olusturulmasidir.

Sonlu elemanlar yonteminde izlenen yol asagidaki gibi 6zetlenebilir;

1) Yap1 sonlu sayida elemana boliniir.

2) Interpolasyon fonksiyonlan segilir.

3) Eleman 6zellikleri bulunur, kiitle matrisi ve rijitlik matrisi gibi.

4) Ttim yap1 i¢in denklemleri elde etmek iizere eleman matrislerinin birlestirilmesi

ve birlestirme isleminden sonra smur sartlar1 uygulanir.

5) Lineer cebrik denklemi ¢oziiliir ve diigiim noktalamdaki yer degistirmeler

bulunur.



3 - SONLU ELEMAN IFADELERININ GELISTIRILMESI ICIN

GEREKL] OLAN TEMEL IFADELER

Tiirbin kanad aerofil kesitli ve agirhk merkeziyle egilme merkezinin ¢akigik
oldugu kabuliiyle es deger dinamik 6zeliklere sahip dikd6rtgen kesitli ince bir gubuk
olarak kabul edildi. Burdan haraketle cubuk ,homojen uniform dikdértgen kesitli ve
elastik olarak ayrica lizerinde bulundugu r yarigaph Q hiz ile dénen disk rijit olarak
kabul edildi.

Eksen takimlari ise ; d6nen disk ekseninden gegen XYZ eksen takimi ve gubugun
x eksenide diskin X ekseni ile ¢akigik olacak sekilde gubuk igin xyz eksen takmm segildi.

B

Sekil 3.1 Aerofil kesitli kanatin disk pargasi tizerinde gosterilmesi



Sekil 3.2 Dikdortgen esdeger kesitli gubugun disk {izerinde g6sterilmesi

\Z

Sekil 3.3 Dikdortgen kesitli gubugun dnden eksen takim tizerinde gosterilmesi



3-1 MERKEZKAC KUVVETININ BULUNUSU
Cubugun tekerlege bagh oldugu noktadan x kadar uzakliktaki birim hacme etkiyen
merkezkag¢ kuvvetin Z eksenine dik bileseni F; asagidaki gibidir.

F=pQ*(r+x) 3.1

Sekil 2.6 danda goriildiigii gibi kanata ait z ekseni boyunca yer degisimi V’nin
bilesenleri Y dogrultusunda -Vsin® ve Z dogrultusundaki bileseni de Vcos dir.

) Z

\‘ Vcoso y

L 0 Y

-Vsin@

Sekil 3.4 z ekseni boyunca yer degistirmenin bilegenleri

z ekseni dogrultusunda V yer degistirmesinin sonucunda Sekil 3.5 den de
goriilecegi gibi merkezkag kuvvetinin z eksenine dik bileseni , kiigiik genlikli titregimler
icin asagidaki gibidir, '

F,=Fx=p Q*(r+x) (3.2)
Y dogrultusundaki bilegeni yazmak i¢in kullamilan ve Sekil 3.5 de goriilen XY

diizlemindeki OAB tiggeninin orijindeki agismm tanjant: (-Vsin® /(r+x)) dir. O’A’B’
kuvvet {iggeninden Fy asafidaki gibi bulunur. )
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—V'sin®
_ 2
Fy = (+x)pQ [ i x ]
Fy. -pQ* Vsin® (3.3)
74
/ '
/ F =(r+x)p Q2
0' B 2
G F =0 vsing
0] r+X A -~
0 B
\Vsing X
A
Vcoso

Sekil 3.5 Egilme sonrast kanat tizerindeki kuvvet bilesenleri
Fy ‘nin y ve z dogrultusundaki bilegenlerinin bulunmasi igin Sekil 3.4 deki YZ
diizleminden bulunur.
Fy = Fy cosf = -pQ? V sinf cosh (3.4)
F, = -Fy sinf = pQ? Vsin’® (3.5
z dogrultusundaki yerdegistirme incelendiginde yer degistirme V ise , bu durumda atalet
kuvveti

Fa=pV | (3.6)
olur.
V: yer degistirmenin zaman gore ikinci tiirevi
Kuvvet dengesini yazarsak

pQ? Vsin®0 = pV (3.7)
olur.Yukaridaki ifadelerin ¢ikartiimasmda Hoa,1979 tarafindan verilen yontemden
yararlanilmastir.
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3-2 ESDEGER DIKDORTGEN KESIT HESABI

Bu ¢ahismada aerofil kesit yerine bu kesite es deger dikddrtgen kesitli gubuk
kullamldi.Bu yontem Vedat KARADAG, 1993, tarafindan doktora ¢alismasinda
kullanilomgtir. Egdeger dikdortgen kesit kullanilarak pratik yonden gok biiyiik kolayhik
saglanmustir.

Iys =1, cos® +1, sin® (3.8)

I,s =1y sin”6+1, cos” © (3.9)
I, ve I, aerofil kanat kesitinin y ve z eksenlerine gére atalet momentleridir. _

Dikdortgen kesit i¢in ise;

I, =— (3.10)

I, =— (3.11)

A=bh (3.12)
bagmtilan yazilabilir.

Burada yapilacak bir yaklasimla dikdorgen kesitin alani aerofil kesit alanma esit
yazilirsa , As= A

[ _Ad’ 3.13
h—é-s- 3.14
- b ( . )
_ A% (3.15)
Y 12b2 '
—Asb2 3.16
z = 12 ( )
3.15ve 3.16, 3.8 ve 3.9 yerine yazilusa,
A b?
_ s 2 s s 2
Ly = 1202 cos” 0+ T 0 (3.17)
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Al 5, AD?
I.= sin“ 6+
= 122 12

cos? 0 (3.18)

3.17 ve 3.18 denklemleri beraber ¢oziilerek b bulunur.
Buradan bulunan b, 3.14 de yerine yazihrsa kesit kalinh@ h bulunur.
Esdeger konum agisi i¢in ise,
I,-1I
I,-1

ys
y
bagmntis1 kullanilabilir. 3.15 ve 3.16 bagmtilar1 3.19°da yerine yazilirsa 6 hesaplanur.

sin” @ = (3.19)
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3.3 KANATIN DINAMIK ANALIZI

1 . T . |
T=EI{U} {U}pdV (3.20)
A"
. . . - T
{U}=[U W VJ (3.21)
{U} =[Nl{q} (3.22)

- 3.22 ifadesinin zamana gore tiirevi alinirsa agagidaki forma gelir.

]

Yukaridaki ifadeler kinetik enerji ifadesinde yerine yazilirsa, kinetik enerji bagntist sekil
fonksiyonlarma bagh kiitle matrisinin bir ifadesi olarak elde edilebilir.

1 AT .
=EI[N]T{q} [N]{q}dV
A%

AT .
T=21a [”N] [N]pdV fiq (3.23)
Vv

3.23’de elde edilen kinetik enerji formunda bir eleman icin kiitle matrisi 3.24’de
verilmisitr.

m, = \II [N]T[N]pdV | (3.24)

o halde bir eleman i¢in kinetik enerji 3.25 deki gibi yazilabilir.

11T
Te=5{q} m{q} (3.25)
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Cubuk i¢in toplam kinetik enerji;

1RE
T=3T, =5{Q} MQ (3.26)

seklinde elde edilebilir.
Sistemin potansiyel enerjisi ise;

T-P-%{Q}TK{Q}—{Q}T{F} (3.27)

Lagrange bagmtismi kullanirak hareketin diferansiyel denklemini agagidaki gibi elde
ederiz

L=T-TP. (3.28)
T
L=1{o} tia)-LHo) (0l {0l 629)
d| a 5 |
L || e
al - _"J=° (3.29)
6Qi aQi
[M]{6}+ [KI{Q}=F (3.30)

Serbest titresim igin F = 0 Hareket denkleme asagidaki sekle doniisiir.

[M]{é} +[Kl{Q} =0 (3.31)

Burda diferansiyel denklem i¢in {Q} = {U} sin ot yardimci ¢6zlimiiniin zamana gore
tiirevlerini alirsak ve denklemde yerine koyarsak ifade;

IM]o? {U}sinot +[K]{U} sinot=0
sin ot = 0 olamiyacagma gore diger ¢arpan sifira esit olacaktir. Burdan dogal frekans

¢6ziimii i¢in matris denklemi 6zdeger problemine doner.
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[K] {U} =o’M] {U}

Denklem bu durum igin bir 6z deger problemidir. Bu denklemin sifirdan farkh {U}
vektorlerinin ¢oziim kabul edilmesi icin ®” sabitinin almasi gerekli 6zel degerlerin

bulunmas: problemi s6zkonusudur.

o’ =%
K] {U} =A[M] {U} (3.32)
(K] - AIMD) {U}= {0}

¢bziim olabilmesi igin katsayilar determinantmun sifir olmast gerekir.

det([K] - A[M])=0

3.32 deki ifadende goriilecegi gibi rijitlik ve kiitle matrislerinin bulunmasiyla
sistem icin doZal frekanslar elde edilmis olacaktir. Elde etme yontemi olarakda tezin
basinda da ifade edildigi gibi sonlu elemanlar kullanilmugtir.
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4  RIJITLIK MATRISLERININ ELDE EDILMES]

4.1 BOYUNA YER DEGISTIRME ETKISI

X =[x,y,z]" noktasmdaki deformasyon, o yer degistirmenin ii¢ bileseni
tarafindan belirlenir.

U=[U,W,Vl'

{o}=E{e} @.D
seklinde yazilir.
Tek boyutluda ise yer degistirme , sekil degistirme ve gerilme x’e baghdir.

U=U(x) “4.2.a)

c=0(x) ’ (4.2.v)

e =¢(X) 4.2.¢)
ve dolayisiyla

c=E ¢

E= 92 (4.3)

dx

dV = Adx (4.4

seklinde yazilabilir.

Her eleman iki diigiim noktasina sahiptir ve her diifiim noktasi + x ySniinde
hareket edebilir. Bir eleman iki serbestlik derecelidir. Bir elemandaki diigiim noktalarmm
deplasmanimni lokal olarak {q}=[qi, Q2 , 3 , Q4 se-erersGa]” Vektrii gosterir. Cubuk
boyunca yer degistirmeler global olarak {Q}=[Q:, Q2, Q3 , Qs ......, Qu 1" vektorii

gosterir.
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KOORDINATLAR VE SEKIL FONKSIYONLARI
1 e 2 1 e 2

Xj -
: x g=-1 [ ¢ ¢=l

{ >
N

v

X2
Sekil 4.1 koordinatlarm gosterimi

Tipik bir sonlu eleman e’yi diistiniirsek sekil 4.1 lokal numaralamada ilk diigiim noktasi
1 ile ikinci diiglim noktasi 2 ile gosterilir. 1.diigiim noktasmda x; = x ve ikinci diifiim
noktasmda ise x, = x dir. § ile gosterilen dogal bir koordinat sistemi segersek

2
C= o o x) - .5)

Sekildende goriilebilecegi gibi birinci diigiim noktasmnda £ = -1, ikinci diiglim
noktasinda £ =1 dir. Bir elemanm boyu 0’dan I’ye degisecegine £ ‘nin -1 den 1’e
degismesiyle gosterilebilir. Bu koordinat sistemi deplasman alanlarmnmn enterpolasyonunda
kullanilan gekil fonksiyonlarmi belirlemede kullanir.

Bir elemandaki bilinmeyen deplasman alam lineer enterpolasyonla bulunur, bu

yaklagmin dogruludu eleman sayis: arttik¢a artar

Up 3 /U‘/T
E 1 U2 1

Sekil 4.2 Bir elemandaki deplasman alaninin lineer enterpolasyonu
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Lineer enterpolasyonu lineer sekil fonksiyonlarina uygularsak

1-¢
N = ———=
10 =—3
1+¢
N S
20)="5
Fy N2 4
: 1- :
1 1 | 2 1
g=-1 £=0 g =1 {=-1 ¢=0
Sekil 4.3.a N; sekil fonksiyonu Sekil 4.3.b N, sekil fonksiyonu
U=Niq: + Naq;
Q1 Q2
1 2
Sekil 4.4 Lineer enterpolasyon
Ni ve N; yukaridaki sekilde grafik olarak gosterildi. Bunun elde edilisi sekil
fonksiyonlarinda
£=-1 Ni=1
¢ =1 N;=0

degerlerini koyma seklindedir, ve elde edilen iki nokta arasinda dogru ¢izilir. Ayni sekilde

N; i¢in hesaplar yapilir.

Lineer deplasman alam diigiim noktalar1 deplasmanlarina gére yazilirsa

U=Niq: + Naq,

veya matris formunda yazilirsa

(4.8)
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{U} =IN]{q} (4.9)
N =[N;, Ny] (4.10)
q=[aq1,q] (4.11)

olur.
oy e s X du _
Sekil degistirme ve deplasman arasmdaki bagmti & = —d—x— dir.

Diferansiyel zincir kurah uygularsak

&=y T 91+ a2) “12)

Bu esitligi asagidaki formda yazabiliriz.

{e} =[B] {q} (4.13)
1

B= mo— [-1 1] (4.14)

{c} =E [B] {q} (4.15)

[B] = Sekil degistirme - deplasman matrisi
Gerilme , Sekil degistirme ve deplasman degerleri diigiim noktalarina gore elde
 edilmigtir.
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4.1.1 POTANSIYEL ENERJI YAKLASIMI

Sekil degistirme enerjisinde {€} = [B] {q} ve {c} =E [B] {q} formiillerini yerine
koyarsak;

U, =—;~I {o} T {e}Adx (4.16)

e

1
U, = > [ {q}T[B] TE[B]{q}Adx veya asagidaki formda yazilabilir.
€

U, = % {q}"] [[B]TE[B]Adx]{q} 4.17)

Sonlu eleman modellemede bir elemanm kesit alam bir sabit olmak tizere A ile
gosterildi. Aymi1 zamanda [B] de sabit bir matrisdir. X ‘den £ *ye doniisiim yaparsak 4.17
esitligi asagidaki sonucu verir;

Xy — Xy
2

dx = dz

veya

1
d =
X zdg

Burda -1 < ¢ <1 iken L eleman boyunu gostermektedir. 1=|x, - x; |
Bir eleman i¢in sekil degistirme enerjisi U, agagidaki gibi yazilabilir.

[ T
U, = é{q}TLA —;—E[B]T[B] _}lchq

1
ldg =2
-1

Yukardaki integral degerini ve [B] degerini yerine koyarsak
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Yukardaki esitlik
U, = —;—{q}Tke {q} formundadir.

k® : eleman rijitlik matrisidir.

EA.|1 -1
e _ e
k™= 1 [-—1 1]

(4.18)

(4.19)

Rijitlik matrisi boyuna titresim i¢in enerji denkleminden yukaridaki sekilde elde edilir.
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4.2 EGILME RIJITLIGI
42.1 POTANSIYEL ENERJI YAKLASIMI
dx uzunlugundaki bir elamandaki gerilme enerjisi;

dU =+ [{o}e)dAdx
25

Kii¢ilik deplasmanlar i¢in ;

oldugunu biliyoruz. Yukaridaki esitlikleri yerine yazarsak;
1 M M
> i (- D7 DdAdx

1{ M2

LEI2 szde

I=fzsz
A

d*v
dx?

M=

2

=M ax o
2 ElI
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L uzunlugundaki bir cubuk i¢in gerilme enerjisini agagidaki sekilde yazabiliriz.
L (42v)

U= % (I) EIL—&-;Z—J | (4.21)

elde edilir.

4.2.2 SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Cubuk elemanlara boliinerek lokal ve global yer degistirmeler yazilir. Tezde incelenecek
olan esdeger kesitli gubuk 15 elamana botinmiistiir. Asagida bir elaman igin ve gubuk
icin lokal , global numaralandiriimalar gdsterilmistir.

Sekil 4.5 Sonlu elaman boliinmesi

q =[q1,q2 43 ,q4]T ve V =[V I,V'l,Vz,V’z]T vektorleri aym yer degistirmeleri
ifade etmektedir.
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V yer degistirmesinin enterpolasyonu i¢in kullanilacak olan sekil fonksiyonlan £'ye gore
ifade edilir. Diigtim noktas: degerleri ve diigiim noktasi egrileri mevcut oldugundan suur
sartlarini saglayacak Kiibik sekil fonksiyonlar: secilmistir.
Her bir sekil fonksiyonu asagidaki genel ii¢iincii mertebeden fonksiyonla gosterilir.
H=a; +bjg+cg? +d,83 (4.22)
Asagida tabloda verilen kosullarin saglanmasi gerekir.
Tablo 4.1 Swmir kogullar

H, H, H, H, H, H; H, H,
E=1 |1 0 0 1 0 0 0 0
¢ = 0 0 0 0 1 0 0 1
1 H1 HZ .
4 /_—IX
1 ! 2 1 ' 2
¢ =1 € =0 ¢ =1 £ =1 ¢ =0 ¢ =1
H;
| 1 | 2
1 T
1 V
¢ =1 ¢ =0 ¢ =1 H,

Sekil 4.6 Hermetik sekil fonksiyonlari
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Bir 6rmek olarak sadece H; fonksiyonunun katsayilarinm bulunusunu gosterecek olursak

Cz—l H1=l 1=a]'b1+C]'d1
C=1 H1=O 7 0=a1+b]+01+d1

Hi=b+2¢c+3¢%4d,

£=-1H=1 0= b, +2¢;+3 d,
=1 H;=0 0= b; -2¢, +3d;
Burdan yukardaki denklemler ¢oziilerek katsayilar elde edilir.
1 1
H, =Z(1—g)2(2+z;) veya 4 (2-3C+ 3 (4.23.2)
1 1
H,= Z(l—§)2(1+§) veya Z(I—Q—Qz +3) (4.23.h)
1 1
H; = Z(1+z;)2(2-§) veya Z(2+3§-<;3) (4.23.c)
1 1
Hi = Z(1+g)2(g-1) veya L (-1-C+ £ +¢%) (4.23.d)
Koordinat dontigiimii agagidaki formiillerle saglanirsa;
1-¢ 1+
X=TRA TR
yada
_ X1+Xo2 Xp-—-Xy
2 P
Zincir kuralim uygularsak
v _dvdx
dé  dx dg

Olusturulan dV / dx 1. ve 2. diiglim noktalarindaki q; ve g4 i¢in olusturulmustur.

1 1 424
V(&) =Hi q + 5 Haay + Haas + 3 Hyag (4.24)
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veyahut da asagidaki formda vektorel olarak gosterebiliriz.

1 1
[H]=l[:H1 SHy Hj §H4:I| (4.25)

Eleman i¢in sekil degistirme enerjisini yazarsak;
1} [a2v)

U —5(})EILE—X7

esitlikden

v _2dv 'V _ 44’V
dx 1d6 " ax? 12 de?

{V} =[H] {q} esitligini yerine koyarsak
( g_ﬁy]z (TS 16(d2H ) (428 ) a (%:20)
dez 1t dez J L dc?

(a2H) {3 14301 3. 1+3¢1]

(a2 )"

Sekil degistirme enerji bagintis1 agagidaki sekle doner.

2° 2 2 T2 2 2

4.27)
1 16(d%H | [ d%H (
U =IE1qT—(———]( dx
=1e" 8 ) (e
Yukarnidaki 4.27 nolu bagintida dx = (1/2)d§ yazarsak asagidaki son sekli alir.
3, ] (4.28)
2
1 “1+3¢1 ] :
1 T16| 73 5__ -1+3g1 1+3¢ 171
Ue=g Bl 3 5 7|36 - =5 %@
2
1+30 1
|72 2]
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Eleman sekil degistirme enerjisi asagidaki forma getirilirse;

Ue =51a}ke{a}

U, = % iEI{q}T[A] de{q}

[A] matrisi agagida gosterildigi gibidir.

2 2
3-C

g 4 g
1&13 32.(-1+3:) - 1&~]; 1~2-(1+ 3:0)
4 1 2 ¢ 1
3?-(- 1+34) (—2_—1)-(- 1+38) -3?(- 1+3%) (—53-(- 1+ 3:4)-(1+30)
T S 185 35 130)
r r r
g 1 4 1 2
32:(1+30) ——(-1+34)-(1+34) -32:(1+3L) ——(1+3:t)
s 21) ( P @b

Matris igindeki her bir elemam £ ‘ye gore integre edersek;

] 2
Jtac== }§d§=0 }d§=2
-1 3 -1 -1
Bir eleman igin egilme rijitlik matrisi asagidaki sekilde elde edilir.
o6 2 6]
PP

— i oy

R
2

K =EIL

'
N

612
P P
2 -6
1P

-] "'fo}
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43 DONME HIZI ETKISI

Donme etkisiyle birlikte meydana gelen santrafiij kuvvetler egilmede kanat
rijitligini arttirir. Dolayisiyla dogal frekanslarda donme hiz ile birlikte artar. Kanatin
 burulma hareketinde santrafiij kuvvetlerin etkisi yoktur. Atalet momenti arttik¢a
santrafiij kuvvetler artar, Yiiksek modlarda santrafiij kuvvetlerin etkisi yok denecek kadar
azdir.

Bir elemanin x mesafesindeki kesitine etki eden merkezka¢ kuvveti, kesit alam
A’ya boliiniirse bu kesitte meydana gelen gerilme bulunur. Bulunan bu gerilmeyide dis
kuvvetlerden dolay: meydana gelen gerilmeyi kullanarak sistemin potansiyel enerjisini
veren formiilde yerine icoyarsak uygun forma koyarak dénme etkisinden olusan k rijitlik
matrisini bulabiliriz.

- 4.3-1 Santrafiij Kuvvet
Sabit kesite sahip bir tiirbin kanatin: agagidaki gibi gizersek ve kuvvet dengelerini
yazarsak kanat elemam iizerindeki etkili olan santrafiij kuvvet ifadesini ¢ikartmis oluruz.

BIE
F+oF
Ly
PR
F
ars

F : r yarigapindaki i¢ kuvvet
F+8F : r+8r yaricapmdaki i¢ kuvvet

Bir elemanm hacmi = A.8x
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Kanat elemani iizerindeki santrafiij kuvveti yazacak olursak;
p.A.Q:Z X.0X
F+6F +p.A.Q% . x.8x =F

6F = - p.A.Q% . x.8x

nl
™
- ml -
Sekil 4.7 Sonlu gubuk eleman

m: toplam eleman saysi
n: eleman numarasi
x: eleman i¢indeki bir noktanm uzakhig:
Sekil 3.7 goriilen bir eleman i¢ginde dx uzunlugundaki bir pargaya etkiyen diferansiyel
kuvvet;

dF, = ApQ? (r +nl + x)dx (4.30)
seklinde tanimlanabilir.

Incelemek igin ele alinan elemandan itibaren serbest uca dogru diger elemanlarmn
meydana getirdikleri merkezkag kuvveti de bu elemana etkimektedir. Bu kuvvet;

Fi = ApQ? I]jﬂ(r +x)dx (4.31)

(n+1)1

dir.

Bu sonuglar dikkate alindiginda, bir elemanin x mesafesindeki kesitine x
dogrultusunda etki eden toplam kuvvet agagidaki gibidir.

] ( 1
Fpy =(Af pQ? (yf+nl+x)dx)+LApgiZ HJ)(r+x)de (4.32)
X (n+1)1
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1 m]
J (r+n'l+x)dx+J (r+x)dx
X (n+ 1)1

o 2
Fm ._A.p.Q .

m

F :=A-p-Qz-[ <—;—-lz-m2 +rlm- %12 —rln-rl-nP- —;—-lz-nz) + <r-1+ %-12 +nl-rx- %-xz - n-l-x”

m

F ::A~p-£22‘(—21—-12-m2 +rlm-rln- -;—-lz-n2 - rX— %xz - n~1~x)

/ >
/

Sekil 4.8 Elemanin koordinat déniisiimiiniin gésterilmesi

Asagdaki gerekli koordinat doniistimleri yapilirsa gerilme & ‘ye bagh olarak elde
edilir.
1-¢ 1+¢

X=——"X;+——X
2 1T o, 72

X; =1+ (n-1)1
X;=r-+nl

Xz-X1=1
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6, = pQ*[A~B+C+D)
S E G ST B B G S
A.--rH P (n 1)1]{ 5 (I+HI)H

|

B =nl

! ;C-r+ (n- 1)-1} + {%E-(rqun-l)

2
1—g-c-(r S 3))

[I;C'r+(n~1)-l}+

2

C =

12
2

(nf - n2)J

Yukaridaki iglemleri sadelestirirsek asagidaki sekle gelir.

D= [r-l-(m— n) +

o, = :81'[3'(22'(2’1‘ -2 1+ 5nl-2Im+Enl)-(61+ 5l +2-Fm-2-1+ C-nl)

(4.32)
Sistemde dig kuvvetlerden dolay: meydana gelen potansiyel enerji

2
UDK=%£(GX(%XY‘) +2rxy[%x\£ %de (4.33)

(—?}} = 0 yaklagimindan ifade, agagidaki sekle doniistir.

ox = 0, kabuliiyle formiil agagidaki sekle doner.

2
1 \'
UDK = .[Gn(g“) dv
v

2 ox
dv=Adx

11 (av)?
=315 o

Enerji ifadesinde gerekli doniistimleri yaparsak ifadedeki terimler agagidaki sekle
dontisiir.

SR

1
dX=“2-dC
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_1b v 4fdH])(dH]) 1
e el 5 (B3 439

U= -;—{q} Te{q} formundaki enerji denkleminden k rijitlik matrisini gekeriz,

._}2 @)T(ﬁﬂ)ﬂ

ke = -}116“( ) o f (4.35)
 Msesg)

{d - T ) %‘ji'(*l—z‘f;fﬂz)

i (-3
Fileren g

Yukaridaki bir eleman igin k rijitlik matrisinin integrali i¢indeki matris ¢arpimlari ve
bunlarm £ *ye gore integrali, elemanlar halinde verilmistir.

&

1
K1 = J 2 (a2 (-4Pnf - grlm+ 32rbn s 1650 + 122P - 801+ 811 - 0l o gl + P o 2:0P + (2F)
: 64 1

-1

-1 2 1 3
2R - Erl Po3p L

5 5 10 70 20 20

2

k21 =
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d;

1
K31 = _?ﬂ(_ 1+ C2>2 (_4.]2.m2 - 8rlm+32-rkn+ 1650 + 12F - 801+ 8081 - 8nP + 80Pl + P - 24P + Cz-lz)
64 1
-1

3 (s6rln-14rl- 7P0f - 14rlm+ 21F + 280 + 2.7 - 14 l)
35 1

k31 =

1
k4l:= J 1_23§ 1+ Crvagest) (a4l - srlmesrlns 16l + 2P - srlesrll-snl+snPl+ Po ol P+ PF) &
_l .

k41 = —rlm- 2P - 2rine 2Pof 4 lnPo 2P Lero Lp
10 5 5 20 5 20 5 28

l -
kl12:= J T‘fi (1+)-Cr-2L+30)-(aPof - srime 2rin+ 6P + 127 - srls 8100~ snl s anPl + P- 20 P+ CF) &
-1

-1 2
k12 = =P’ - 2plns Srbme =P - 2 4 LPnf
5 5 10 700 20 20

1 .
k22 = J E_é-l- (-1 -2+ 3-C2)2- (-4-12-1112 -srlm+32rln+ 16Pn’ + 127 - srl+ 8rll- sol + g0l + P - 2P+ §2-12> &
-1

4 1 1
P« e Lpm- 2Pl dnt

__..1-.12.m_ + ""n'l
15 70 5

k32 = J -§—--<-1 + Cz)-(-l -2+ 3'3;2)-(— 4Pl - srlm+ 32rln+ 16500 + 129 - 801 + sr-{-1- snP+ gnfl+P- 2{.12 + ;z-f) &
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2 1

K32 = 2pln- L P - Loplma 2R0? - 2Pl + 2
5 70 10 5

‘M 4+ =T
20 20

1
k42 = J 2'—;5~1~(-l -2 438G+ 20+ 300 (4P - 8rbme s2rbns 160 + 127 - e+ 8Ll - snl+snll+P-20F+4F) &
-1

1
1t Lopfm-Ltnl+ LR+ A pilaf o Lep

k42 = Z.rfon-
15 60 30 30 15 140 20

1
k13 = J
-1
2

k13 =—r.n——~1n 2
5 5

(1+ C2)2 (-4P-nf - grlm+32rkn+ 16+ 127 - 8rl+ 8rf1- 80l + gnPf + P - 2L + (2F) &
1

2w

' 6
B B et S+ 2 P-%rm

1
k23=J 132’8(1+C)(1 2§+3Q)(412m2 srlm+32rln+ 1610 + 127 8r1+8'r-g-1~8-n-1+8nlz§+12~2C12+§ Iz)
-1
2 3
123 = Zpln- = ——r1m+~1 i - —Ponf - P
5 70 10 20 20

1

2 . - a e e -2.2 . - 0 Pl v] — --2 --2- 2_ ..2 2.2
k33;=J (1+C) (41 _grlm+32rln+ 160 + 127 8;‘1+8r§1 gl + gl + - 21+ 1)&;
-1

-24 12 3 6
k33 = TRt g-l-n— —5—-1-n2 + —;l-mz t+=1-—l-——T1 +-rm
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1
K43 = J % (1+0)-C1e20+30)-(4Prf - erlme s2rlns 16l + 128 - 811+ 6081 - 80P+ an Pl + B- 2.0+ ) &
-1

1 1 1
k43 = 2ptns L2 - Lptme e 22 lpl L - Lot
5 28 10 5 20 5 20 S

1
k14 := J —;2%- (—1 + §2)-(-1 +2:0 + 3{2)‘(-4-12-1112 -srlm+2rin+ 160 + 127 - srl+ el l- gl + sn Bl + P - 2.0 P+ Cz-lz> &
-1

1 1
k14 = Ltoplm- 1Pt - Zrtns LRl e Lo 2R e LR
10 5 5 5 20 5 28

256

1
K24 := J Lali-2g+38)-(1+20+30)-(aPrf - srbme s2rtn+ 16F0 + 128 - g1l + 80l 1- snPranPl + P- 2R+ (F) &
-1

2 1 1
K4 = 20Pn- LPmt o LplPmo Ll L L a2 L
15 60 30 30 15 140 20 30

1
K34 = J % (1+8)-(1+2¢ 438 (aPnf - srim+ 2rins 6P + 127 - 811+ 8001 - gl s el + P20 P4 ) &

1 1 1 1
k34 = _or-lon+ i.lz - _.r.l.m+ _.12.n2 + _3_..1-2 — _l_.r.l — _.lz.mz - _...n.lz
28 10 5 20 5 20 5

1
k44 = J %-1- (1+20+ 3-§2)2- (4P - grlm+ 2rbn+ 16207 + 128 - ¢11+ 8101 - 80P+ g Pl + P - 20 P+ 2P &

-4 1 1
ka4 = 2P - s LPnd - LA - P Lol s 2Py Son
15 15 15 5 105 15 15 15
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4.4  SICAKLIK FARKI ETKILERI
4.4.1 IKi YOZEY ARASINDAKI SICAKLIK FARKI ETKISI

Z
/ T y
4 & - ¢h
? ‘ T, A

Sekil 4.10 Kanat sicaklik izoterm egrileri

220.,
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Daha 6nce Shran tarafindan yapilan benzer kanat modeli i¢in Sekil.4.10 da goriilen
izoterm egrilerini elde etmigtir. Kanat yiizeyi boyunca olusan gerilmelerde Allen
tarafindan elde edilmigtir. Farkli kesitlerde farkli gerilmeler olmasma ragmen

Morgiil, 1993  doktora ¢alismasinda her birim alanda ve her kesitte gerilmelerin sabit
oldugu kabul edilerek ¢oziim yapmustir. Asagida da goriilecegi gibi x ekseni
dogrultusundaki gerilme fark: yaklagik olarak, Acy =1034* 10® N/m? oldugu
anlagilmustir. Farkh eksenlerdeki bilegenler ihmal edilmigtir.

o5 = Ac olarak hesaplamalar yapilir.Hoa,1979 tarafindan ¢ikarilan 4.33 deki formiilde
sicaklik farkindan meydana gelen gerilmenin x bileseni yerine konarak potansiyel enerji
hesaplanir.
U=—al cs(ﬂjz dx (4.37)
2, \ox
Gerekli koordinat doniigiimleri ve iglemler yapildiktan sonra ¢oziimler agagidaki gibi elde
edilmistir.

rl

K = ot [ (-3+38%) %-}; (-1-2¢+3L) (-3 T (-1+2:¢ +38%) HE

-

gOsterilmistir.

i
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1
k21'_l_0
sl
,p -9, 1+
k31,-J 8 1 &
-1
.
(sb

1
k42 = J' 51?(-1 -2+ 3-(;2)-(-1 +2:C + 3{2)-1&;
-1
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g 1
k13 = —&
(5D
1
k23:J £-<—1+C2>(1—2C+3C>d1;
1
k23 =
10
el
9 \-1+C
-1
K33 = -0
(5]

1
k24 = J 515-(-1 Cag+ 30 (1e 20 301
-1

1
m{ (@) lreat )
-1



K34 =
10

1
k44 = J §1~2--<-1 +2:€ + 3-§2)2-1 d;
-1

ka4 = .1
15

Sicaklik farkmin rijitlige etkisi olan matris;

seklinde elde edilir.

6

1
10
6
(€2))
1

| 10

D

40

1

10

2
alll |
15

il

10
4
30

-6

D

-1

10
6

(s
A

10
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4.4.2 KANAT BOYUNCA SICAKLIK FARKININ ETKISI

E elastiklik katsayisi sicaklikla birlikte dnemli bir sekilde degisir. Ozellikle bu
tiirbinin devreye alinmasinda veya devreden ¢ikartilmasinda daha bir 6nem kazamr. E’nin
degismesiyle sistemin sahip oldugu dogal frekanslarda degisme olacaktir.Bu durum yani
gecici titresimler durumu igin Rao tarafindan ¢oziimler tretilmistir. Rao’nun bu
¢oziimleri ise bu ¢alismada ele alinmamugtir.
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45  KANAT KONUM ACISI ETKiSI

Kanat konum agisimin etkisini asagiadaki iki maddeyle kisaca agiklayabiliriz. Bu
tezde burulma titresimleri g6z 6niine alinmadigindan; buradaki etkileri agiklanmamugtir.
1- Kanat konum agis1 egilme modlarmm dogal frekanslarmi sin’9 ile orantih olarak
arttirmaktadr.
2- Temel modlarda ihmal edilemez fakat yiiksek modlarda 6nemsizdir.
Yukarida elde edilen F, kuvveti, z dogrultusunda yayih olan kuvvetin bir noktaya etkiyen
biiyiikliigi, asagidaki gibidir.

F, = p Q7 sin’0
z dogrulutusundaki V yer deZistirmesinin virtiiel yer degisimi & V olarak diigiiniiliirse , F,
kuvvetinin yaptig1 toplam virtiiel is;

W= [8VF,dv (4.39)

A\
dir.
Yukarida tanimlanan virtiiel isi , bir elemandaki d6rt degiskene etki eden {F}. esdeger
kuvvet vektoriintin yapti: virtiiel ige esitlersek;

{F}. {q}" =J8VF,dv (4.40)
v
elde edilir.
Daha 6ncedende tamimladigumiz gibi V yer degistirmesi asagidaki gibi ifade edilmigtir.
V1= [H}{q} - (44D

[V] ve F, denklemleri 3.40 nolu denklemde yerine koyulursa;
(@} {F}e={a} { AH]T p? [H]{q) sin? 6dx

(F}. = pQ2Asin? of [H] T[H]dx{q) (4.42)
1

{F} = [k]{q} bagntisim kullanarak kanat konum agismin etkisini veren rijitlik matrisi
elde edilir.

1
dx = 3 d¢ ifadesi ile koordinat doniigtimii saglanarak eleman rijitlik matrisi asagidaki gibi
yazilr.

[k°]= pQZ A sin? e} [H]T[H]%dg (4.43)
-1



43

Eleman rijitlik matrisinin sayisal olarak degeri asagidaki sekilde elde edilir.

K =p-A-0%sin(0)

rl

|3 @-30+0)

-

(l~§-C2+C3)-

(2+3¢-¢)

o

1
2

4(1—4+5+¢>

Yukaridaki matris iglemleri yapilirsa ve sonug £ ’ye gére integre edilirse rijitlik matrisi

asafgidaki sekilde elde edilir.

{ _13.1 _11_.12 _9_.1
35 210 70
Mg 1p 1o
210 105 420
N 13 P 131.1
70 420 35
,'_1_3_.12 _'1_.13 -1t P

| 420 140 210

o 13
420
-ip
140
= 11 l2
210

1 3

—1
105

2| —

1
d
e
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3. KUTLE MATRISLERININ ELDE EDILMESI

Kat1 bir gévde igin kinetik enerji asagidaki formiil ile elde edilir;

1 { . }T{ .}
=—2-f Ut {UrpdV (5.1)
A\

U': x noktasmdaki hiz vektorii

{Ut={u v w}

Sonlu eleman metodunda govdeyi elemanlara boliip Sekil fonksiyonlar: kullanilarak
diigiim noktalarmm yer degistirmeleri q’ya gére u ile ifade edilebilir.

{u} =[N]{q}
U} =IN] {q}

2T 1.
n=%%}wmﬁmmyk}

.Eleman kiitle matrisi

m® = [ gN]T[N]dv (5.2)

olarak elde edilir.

4-1 BOYUNA TITRESIMDEN OLUSAN KUTLE MATRISI
m® = [ gN]T[N]dv
€

{9} = {q g} | (5.3)

[N] = [N; Ny (5.4)
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1-
N Q=2
1
Ny@ =i
dV=Adx vedx=(1/2)d{ oldugu g6z 6niine alnirsa asagidaki sonuca varilr.
1- dT
o [1-¢ 1+¢] L |
wt=le 2 JLT st e
2

Burada £ ’ye gére integre edersek kiitle matrisini bulmus oluruz.

. ﬂ[z 1]

"6 L1 2]

; (5.6)

52  EGILMEDEN DOLAYI MEYDANA GELEN KUTLE MATRISi

Vi V.

Sekil 5.1 ¢ubuk egilme eleman

Yukarda gorillen gubuk eleman igin daha 6nce verilen kiibik sekil fonksiyonlarim
kullandik

{V}=[H] {q}



46

e } T 1
m® = | (] [H]pA 7z 5.7
r1
Ha-3t+0)
4
Hi-g-040)
K T2 ) Moeg- 2o 00 Larse-¢) Moa-geged)d | La
| s La-ste0) Hi-g-eg)d Horat-0) aegeg o)1 Ly
o)
J-1

Egilmeden dolayr meydana gelen kiitle matrisi agagidaki sekilde elde edilmis olur.

Boa 12 254 B2
35 210 70 420

11 ~2PA LP-A ﬁ] A —-13-A
210 105 420 140

ZaA 2PA 2Z20A SPA
70 420 35 210

B 21pa lpa LR

| 420 140 210 105

5.3 KESIT DONMESI HALI
O,Morgiil’iin doktora gahsmasmda bir tiirbin kanad igin kesit donmesi hesaba katilarak
rijitlige olan etkisi ¢ikartilmistir. Asagidaki sekilde yapilmugtir.
Kinetik enerji bagmntis1 agagidaki gibidir.
1 2
Tov=> oll vV dx (5.9)
(<]

{V} =[H] {q} bagmtisiun zamana gore tiirevi almip yerine yazihirsa

L4
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o sl

i
dx=—ds

Yukardaki denklemleri kinetik enerji bagintismda yerine yazarsak denklem asagidaki sekle

gelir.
B T T .
1
i-(~ 3+ 3r§2>
11 2
- T (1) 11 20050) 2oagh Hlcnagoacd] il
- 1337 4 24 4 24 } 22
4
11 2
| 512043 ]J
1

Gerekli islemlér yapildiktan sonra kesit dSnmes1 hali igin kiitle matrisi elde edilir.

6 1 -6 1]
() 10 (51) 10
1 2, -1 -1
10 15 10 10
6 -1 6 -1
(5) 10 (51) 10
-1, -1 2

LI

10 30 10 15 |

m ::p.I.
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6-TOPLAM MATRISLERININ ELDE EDILMESI
6.1.1 ELEMAN RIiJITLIK MATRISI
Daha 6nceki boliimlerde elde ettigimiz lineer egilme rijitligi eleman matrislerini toplarsak
bir eleman i¢in toplam egilme matrisini buluruz.
[Ke]V = [ke®]+[K®et |+ [kan] + [K®kka] (6.1)
[K°lv= Toplam matris
[ke"] = Egimeden meydana gelen rijitlik matrisi
[ky'] = Iki yiizey arasmdaki farkdan dolayr meydana gelen rijitlik matrisi
[ken'] = D6nme hizindan meydana gelen rijitlik matrisi
[kixa'] = Kanat konum agismdan dolay1 meydana gelen rijitlik matrisi

qz( Tq1 CI3,T (q4
’ ¢
1 2

Sekil 6.1 Egilme elemaninin lokal koordinatlarda gosterilmesi
Kanad: dikdértgen esdeger kesitli gubuk olarak kabul ettigimiz bu ¢ubugu 15 elemana
bolersek her eleman igin lokal koordinatlarda elde edilen rijitlik matrislerini global
koordinatlarda yazmamiz gerekir.

Q1 QB QB Q@ Q Qi Qs Qs Q1 Qi Qu Qs Qs Qn Q» Qn
QZT Qﬂ}- Q6$—Q8}~Q10&Q 2\;":214 Qlﬁ— Qi szn%zlﬁﬁ Qzé?— stﬁf Qso?’Qszzf

t ¢ 3 ¢ ¢
1oy 2 3 3) 4 @) 5 5) 6(6) 7 8 ® 9 ® 10(10)11(11)12 (12)13(13) 14(14) 15(15) 16

Sekil 6.2 Cubugun Global koordinatlarda gosterilmesi



Tablo 6.1 den lokal ve global numaralandirmay: rahathkla gérebiliriz.
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Tablo 6.1 Numaralandirma

LOKAL

Eleman (e) 1 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 5 6
6 6 7
7 7 8
8 8 9
9 9 10
10 10 11
11 11 12
12 12 13
13 13 14
14 14 15
15 15 16

Sistem i¢in toplam egilme rijitlik matrisi
Klv= > k]
V =
n=1 v

seklinde elde edilir.
n : eleman numarasi

m : toplam eleman sayis1

GLOBAL

(6.2)
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Boyuna yer degistirme i¢in elemani lokal koordinatlar ve global koordinatlarda
gosterirsek asagidaki gibi olur.

1% 42
q, q,

Sekil 6.3 Boyuna yer degistirmenin lokal koordinatlarda gésterilmesi

s, B, W, Qe U, s, oy Qo Q) Qg Qs Q) s, Qs Qv Qe
t ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ + F ¢ ¢ & § ¢+ b ¢ 3
1w 20334 @»5 66 7m8 ®» 9 o 10anllanl2 azl3 as) 14a4) 1505 16

Sekil 6.4 Boyuna yer degistirmenin global koordinatlarda gésterilmesi

Boyuna yer degistirme icin rijitlik matrisini [k°], seklinde gosterirsek sistem igin boyuna
yer degistirmeden meydana gelen rijitlik matrisini
a [
K], = X [x°] (6.4)
n=1 u

seklinde elde ederiz.

6.1-2 SISTEM ICIN RiJITLIK MATRISI
Sistem i¢in egilme titresiminden ve boyuna titresimden meydana gelen rijitlik matrislerini
stiperpoze edersek global koordinatlarda 48 x 48 bir sistem rijitlik matrisi elde ederiz.

[Kly 0]
K=" [K]J

[K] : Sistem igin toplam rijitlik matrisi

(6.5)
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6.2 TOPLAM KUTLE MATRISININ ELDE EDILMESI
6.2.1 ELEMAN KUTLE MATRISI

[Mlv= M} + [MJkp (6.6)
[M®]. = Egilmeden olusan kiitle matrisi

[M°Jkp = Kesit dsnmesinden meydana gelen kiltle matrisi
Sistem i¢in egilmeden dolayr meydana gelen kiitle matrisi ve boyuna uzamadan meydana

gelen kiitle matrisi sirasiyla
a €
[M]v= ZI[M ly 6.7
n=
a €
M= X [Me], ©68)
n=
seklinde elde edilir.

6.2.2 SISTEM ICIN KUTLE MATRISININ ELDESI
Sistem i¢in egilme titresiminden ve boyuna titregsimden meydana gelen kiitle matrislerini
stiperpoze edersek global koordinatlarda 48 x 48 bir sistem rijitlik matrisi elde ederiz.

My [0 |
M=o ) )

[M] : Sistem i¢in toplam kiitle matrisi
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7- SAYISAL SONUCLAR
Bu boliimde ¢esitli kanat verilerinde ilk on mod i¢in dogal frekans ve ilk ti¢ mod igin

sekil aragtirmasi yapiimustir.

7.1- Egilme Titresimleri

7.1-a  Sabit-serbest smir kosulu i¢in

p =7800 kg /m’ , b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m ,r=1.33*L ,
0=0 , E=0.254 10”N/m? , Q=1000r/s

A=o.I2 A/(p.A)/(E.I) (frekans parametresi)

Yukardaki degerler i¢in
Tablo 7.1 Cesitli o degerleri i¢in frekans parametreleri
o,=0 c,=10.34 10°

1. frekans 5.152472055544368e+000 5.029288859781819¢+000
2. frekans 2.375355026928718e+001 2.356107836883332e+001
3. frekans 6.316193583920366e+001 6.299179921015657e+001
4. frekans 1.215747473284521e+002 1.214133126008664e+002
5. frekans 1.986694275705329¢+002 1.985136985743423e+002
6. frekans 2.938928138699855e+002 2.937413401306667¢+002
7. frekans 4.066579200306024¢+002 4.066579200306024e+002
8. frekans 5.363746963549266e+002 5.362299378664957e+002
9. frekans 6.824895871239356e+002 6.823478345553981e+002
10. frekans 8.445084494011603e+002 8.443696457785330e+002

degerleri elde edilir
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Ik tig mod igin sekil asagidaki gibi elde edilir, 5;=10.34 10°

120.00

10000 +

8000

6000 1

—¢—x2=
—E—x3=
—k—xi=

4000 +

2000 +

‘_'T)‘"Wg :; ] i T "
000 2000 4000 6&0VO—BODD 00 120.00

-2000 +

-40.00

Sekil 7.1 Mod sekilleri
Ik tig mod icin sekil asagidaki gibi elde edilir, 5= 0

120.00

100.00 +
80.00 T

60.00 +

—e—0 =
—f—xX3 =
—k—x1 =

40.00 4

20.00 4

L

0.00 gt TR e e

000 2000 4000 6000 EO00 “eQQOO 12000
-20.00

-40.00 |

Sekil 7.2 Mod sekilleri
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p =7800kg /m’ ,b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m , c;=0

r=1.33*L , E=0.254 10®N/m’ , Q=1000r/s

A=w.12./(p.A)/(EI) (frekans parametresi)

Tablo 7.2 6 "ni ¢esitli degerleri i¢in frekans degerleri

6=0 0= 49.3
1.frekans 5.152472055544368¢+000 | 5.300547141408167¢+000
2 frekans 2.375355026928718e+001 | 2.362022499628323¢+001
3. frekans 6.316193583920366e+001 | 6.301380316636001e+001
4. frekans 1.215747473284521e+002 | 1.214246236126035¢+002
5. frekans 1.986694275705329e+002 1.985205336997827e+002
6. frekans 2.938928138699855e+002 | 2.937458920797283e+002
7. frekans 4.066579200306024e+002 | 4.065132186636641e+002
8. frekans 5.363746963549266e+002 | 5.362323413833443¢+002
9. Frekans 6.824895871239356&002 6.823496826033989¢+002

10. frekans

8.445084494011603e+002

8.443711038836786e+002
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p=7800 kg /m’ ,b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m , o,=0
=1.33*L ,0=0 , E=0.254 10N /m? ,

A=.L2 A[(p.A)/(EI) (frekans parametresi)
Tablo 7.3 Q’nm cesitli degerleri igin frekans degerleri

Q=0r/s Q=2000r/s Q=3000r/s
1.frekans 3.514828055691289¢ | 7.966645655278982¢ | 1.121983136873068¢
+000 +000 +001
2.frekans 2.198286770528368¢e | 2.774911563407188¢ | 3.355051213968013¢
+001 +001 +001
3.frekans 6.135641784454441e | 6.762979584778057¢ | 7.463819659281783¢
+001 +001 +001
‘| 4.frekans 1.196877867288053¢ | 1.264241686539085¢ | 1.342876552083122¢
+002 +002 +002
5.frekans 1.967259062111796¢ | 2.037660184423190e | 2.121777591964698¢
+002 +002 +002
6.frekans 2.919062440576530e | 2.991667188542540¢e | 3.079567971806586¢
—+002 +002 +002
7.frekans 4.046374819853425¢ | 4.120670012303643¢e | 4.211349637992045¢
+002 +002 +002
8.frekans 5.343274665641195¢ | 5.418898348261680e 5.511693920489203¢
+002 +002 +002
9.frekans 6.804217060643271e | 6.880878714008604¢ | 6.975298293965217¢
+002 +002 +002
10.frekans 8.424256050360435¢ | 8.501701749547177¢ | 8.597344544025339¢
+002 +002 +002
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7.1-b  Sabit-sabit smir kosullarinda ¢6zlimler

p=7800 kg /m’ ,b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m , 5,=0 N /m’

=1.33*L , E=0.254 102N /m? ,Q=1000 r/s

A=0.I?.J(p.A)/(EI) (frekans parametresi)

Tablo 7.4 6 ‘nm ¢esitli degerleri igin frekans degerleri

6=0 6=493

1.frekans 2.340823857604731e | 2.346794711778231e
+001 +001

2.frekans 6.294515656297305¢e | 6.296727723585290e
+001 +001

3.frekans 1.21700577014738%¢ | 1.217119327955898¢
+002 +002

4 frekans 1.992453138170360e | 1.992521786551724¢
+002 1002

5.frekans 2.951223226885967¢ | 2.951268973635883¢
+002 +002

6.frekans 4.087932750281770¢e | 4.087965265487799%¢
: +002 +002

7.frekans 5.397146923345989%¢ | 5.397171110683466¢
+002 +002

8.frekans 6.873824507522788¢ | 6.873843115602228e
+002 +002

9.frekans 8.513577845066847¢ | 8.513592533394308¢
+002 +002

10.frekans 1.031252021676071e | 1.031253204687201e

+003

+003
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p =7800 kg /m’ , b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m ,o,=0N /m’

r=1.33*L , E=0.254 10”N/m’ ,Q=0r1/s,06=0

Yukardaki degerler i¢in ilk {i¢ mod sekli sabit-sabit smir kosulu i¢in asagidaki gibidir.

020

015 +

010 7 —h—x1=
1.0e+002 *
005 + —¢x2=
—F—x3=
000 +&
0

Sekil 7.3 Mod sekillleri
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p =7800kg /m’ ,b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m ,o=0
r=1.33*L ,0=0 , E=0.254 10®*N/m* ,

A=0.I2./(p.A)/(EI) (frekans parametresi)
Tablo 7.5 Q’nm ¢esitli degerleri i¢in frekans degerleri

Q=0r/s Q=2000r/s Q=3000r/s

1.frekans 2.235344866978441¢ | 2.625493268371797¢e | 3.025856552341775¢
+001 +001 +001

2.frekans 6.147049274055588¢ | 6.712976727734518e | 7.345135370017262¢
+001 +001 +001 :

3.frekans 1.200667848998700¢ | 1.264498270968616¢ | 1.339128425194282¢
+002 +002 +002

4. frekans 1.975169885803713¢ | 2.043254634262044¢ | 2.124679149560377¢
+002 +002 +002

5.frekans 2.933294063617710e | 3.004244995922416¢ | 3.090191345757964¢
+002 +002 +002

6.frekans 4.069521156164493¢ | 4.142582472621582¢ | 4.231788701099316¢
+002 +002 +002

7 frekans 5.378359817477703¢ | 5.453046000356177¢ | 5.544715288610200¢
+002 +002 +002

8.frekans 6.854742852445308¢e | 6.930695005525522¢ 7.024259903271616¢
+002 +002 +002

9.frekans 8.494269693093050e | 8.571192995521691e | 8.666206650987460¢
+002 +002 +002

10.frekans 1.029304547615483¢e | 1.037068452082900¢e | 1.046677217330799%¢

+003

+003

+003
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p =7800 kg /m’ , b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m ,
r=1.33*L ,0=0 , E=0.254 10°N/m?, Q=10001/s

A=@.1%.(p.A)/(EI) (frekans parametresi)

Tablo 7.6 o ‘nm ¢esitli degerleri i¢in frekans degerleri

o,=0 o,=10.34 10° N /m’

1.frekans 2.340823857604731e | 2.333529480614265¢
001 +001

2.frekans 6.294515656297305¢ | 6.274900950978810e
+001 +001

3.frekans 1.217005770147389¢ | 1.213213387880698¢
+002 +002

4.frekans 1.992453138170360e | 1.986244339384225¢
+002 +002

5.frekans 2.951223226885967¢ | 2.942026749017720e
+002 +002

6.frekans 4.087932750281770e | 4.075194105938518e
+002 +002

7.frekans 5.397146923345989€ | 5.380328560783629
+002 +002

8.frekans 6.873824507522788e | 6.852404584293075¢
+002 +002

9.frekans 8.513577845066847¢ | 8.487048191356319%
+002 +002

10.frekans 1.031252021676071e | 1.028038477438709%

+003

+003
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7.2 Boyuna Titregimler

7.2.a- Sabit - serbest simr kosullari igin

p =7800kg /m’ ,b=0.0254 m , h=0.00635m, L=0.152m ,
E=0.254 10”N/m’ |

=0/ B/ (p*L"2)

Yukardaki degerler i¢in frekans degerleri,

Tablo 7.7 Boyuna Titregim ve sabit-serbest sinir kogulu i¢in frekans degerleri

Frekans degerleri
1 Frekans 1.571514162730423¢+000
2 Frekans 4.731791066767981e+000
3 Frekans 7.943979136099012¢+000
4 Frekans 1.124311558395195¢+001
5.Frekans 1.466440782825293e+001
6.Frekans 1.824216424208306e-+-001
7 Frekans ' 2.200710098917180e+001
8 Frekans | 2.598076211353318e+001
9.Frekans 3.016510026626835¢+001
10.Frekans 3.452466715685600e+001
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Boyuna titrsimde ilk i mod sekli agagidaki gibidir,

10.00

8.00 -

6.00

400 1

200 1

0.00 -

-200 +

-4.00

Sekil 7.4 Mod sekilleri

7.2.b- Sabit - sabit smur kosullar1 igin

—h—x1=
——x2=
—&— X3 =

Tablo 7.8 Boyuna Titresim ve sabit-sabit smir kosulu i¢in frekans degerleri

Frekans degerleri
1.Frekans 3.147337661768575e+000
2 Frekans 6.329215648179883¢+000
3.Frekans 9.580475461022550e+000
4 Frekans 1.293630568435507e+001
5.Frekans 1.643167672515497e+001
6.Frekans 2.009958093440542e+001
7 Frekans 2.396709378594419¢+001
8.Frekans 2.804766467785909e+001
9.Frekans 3.232733510829347e+001

10.Frekans

3.674234614174769¢+001
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Boyuna titregim ve sabit-sabit sinir kosullar icin ilk ti¢ mod sekli asagidaki gibidir,

5.00

4.00

2.00 -

0.00 5
-1.00

-2.00

-3.00

Sekil 7.5. Mod sekilleri
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7.3 SONUCLARIN IRDELENMESI

Dénen bir tiirbin kanat: i¢in iki ylizey arasindaki sicakhk, kanat konum a¢is1 ve donme
hizi gibi etkiler altinda dogal frekanslar bulunmus ve ilk ti¢ mod i¢in sekiller ¢izilmigtir.

1) Boyutsuz frekans parametresi egilme titresimlerinde disk yarigap: ve agisal hizla lineer olarak
artmaktadir. Bu etkiler ilk modlarda yiiksek modlara gére daha etkilidir.

2) Kanat konum agisi egilme titresimlerinde dogal frekanslar sin’@ ile lineer olarak artmaktadur.
Ik modlardaki etkisi daha yiiksektir.

3) Iki yiizey arasmdaki sicaklik etkisiyle frekans parametrelerinde azalma goriilmiigtiir.
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