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OZET

Bu ¢aligmada ¢ok noktalr sinir deger problemlerinin invariant im-
bedding ySatemi ile ¢dziimil yapilmigtir. Bu ySntemin en dnemli avan-
taji baglangig defer problemi ile sonuglanmasidur.

Birinci b8limde, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ézlimleri kisaca
anlatilarak, adi diferansiyel denklemler igin k-nokta sinir defer prob-
lemlerinin g¢éziimlerinin varlik ve tekligi verilmigtir.

Ikinci bolim invariant imbedding ySnteminin genel sinir kogullar:
ile lineer ¢ok noktali sinir deger problemlerine uygulamalarini igerir.

Ugldncil bslimde lineer olmayan gok noktali sinir deger problemleri
igin yap: analizlerine yer verilmigtir.

Dérdiincit b6liimde -ayrik denklem igin gok noktali sinir deger prob-
lemleri kisaca 6zetlenmigtir.

Beginci bdlimde ise ¢gok noktal: sinir defier problemlerine invariant
imbedding yonteminin uygulanmas: yapilmistr.

Caligma sirasinda ¢ok noktal: sinir deer problemlierinin miihen-
dislikte kargilagilan uygulamalar1 aragtirilmig ancak somut bir drnek
belirlenememigtir. Bu nedenle de uygulama herhangi bir adi di-

feransiyel denklem igin yapilabilmigtir.



SUMMARY

In this work, the solution of multipoint boundary value problems
with the invariant imbedding method is done. The most im- ...
portant advantage of this method is that it is concluded by the f’ﬁiﬁ:’al?f
value problem. R

In the first section, the numerical solutions of differential equations
are shortly explained and existance and uniqueness of solutions®of k-
point boundary value problems for ordinary differential equations aré
given. -

The second section includes the applications of invariant imbedding
method to linear multipoint boundary value problems with general bo-
undary conditions.

In the third section stucture analyses for large scale nonlinear
multipoint boundary value problem are given.

In the forth section multipoint boundary value problems for discrate
equations are shortly summarized.

In the fifth section, the invariant imbedding method is applied to the
multipoint boundary value problems.

During this work, the applications of multipoint boundary
value problems to engineering has been searched, but a concrete
example has not been determined. For this reason, the application

has been donefor an ordinary differantial equation.



BOLUM I

1.1 Giris .

Her fiziki olay igerdi§i parametreler ve bu paremetrelerin gesitli
mertebeden tiirevlerine gore denge bagintisi olarak karsimiza ¢ikar. Bu
bagint: genelde bir diferansiyel denklemdir.

Belli kogullar altinda bdyle bir bafinuy:r saglayan bagimis
degiskenlerin teorik olarak bulunmasi baz: 6zel yapidaki denklemler
igin mimkiindidr. Ancak ¢ogunlukla teorik ¢ozilm bulma imkain: olmaz.
Ayrica bazi hallerde bulunan teorik ¢8zilm uygulamaci igin bir anlam
ifade etmez. Uygulayiciya daima bilinmeyen fonksiyonun kesikli
degerleri gerekli olur. Bu tiir ¢dztimlerin bulunmasida sayisal ¢dziim
yOntemlerini gerektirir. Diferansiyel denklemlerin tiiriine veya
yapisina veya mertebesine bakilmaksizin belli kogullar altinda is-
tenilen sayisal ¢oziimlerini bulabilmek igin geligtirilen gegitli
ydntemler mevcuttur.

1.2 Adi Diferansiyel Denklemlerde Sinir Deger Problemleri

Herhangi bir birinci mertebeden adi diferansiyel denklem bir
baglangi¢ deger problemi oldufu halde, iki veya daha yitksek mer-
tebeden bir adi diferansiyel denklem bir baglangi¢ deger problemi ola-
bildigi gibi bir sinir deger problemi de olabilir. Ornek olarak."

y" = f(x,y.y") v 1.2.1

seklinde verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem bir

baglangi¢ defer problemi ise baglangi¢ noktas: olan x=a'di; "i.----y‘l ve
y'=y,' gibi iki kosulun verilmesi gerekirdi.Bir sinir deger problemi ise

o zaman iki sinir kogulundan birinin x=a ve digerinin x=b noktasinda



¢oziimit saflamasi gerekir. Eéer s"mir. ESsulu olarak aralifin x=a ve
x=b uglarindaki y(a) ve y(b) ordinatlar verilmis ise béyle bir problem
birinci tip sinir de§er problemi adim1 alir. Eger sinir kogullart araligin
ug¢ noktalarinda fonksiyonun birinci tirevleri olarak verilmis ise yani
y'(a) ve y'(b) veriliyor ise 0 zaman problem ikinci tip sinir deger prob-
lemi olur. Ugilncit tip sintr deger probleminde ise simir kogullar1 or-
dinatlar ve tlirevlerinin lineer kombinezonu olarak verilir.

Sinir defer problemleri pek ¢ok alanda uygulayicinin, kar§isina
¢ikar. Ornegin uygulamali matematikte, optimizasyon teorisinde, te-
orik fizikte, miihendislikte, 1s1 ve kiltle transferinde, transport teoride
dinamik sistemlerde bu tiir problemlerie kargilagilir.

Baslangxg'deger problemindekine benzer gekilde, teorik ya da kapals
formdaki ¢dziimde integrasyon sabitleri bulunduran sinir deger prob-
lemlerinin genel ¢8ziimil, verilen kogullarin kullanilmasiyla in-
tegrasyon sabitleri belirlendikten sonra bir tek ¢dziim olarak sa-
bitlestirilir. Ancak her adi diferansiyel denklem baglangig vey# sinir
kosullar: olsa bile analitik olarak ya da kapali bir ¢6ziim vermez. O
zaman bir ‘sayisal yaklagim uygulamak gerekir. Sinir defer prob-
lemlerinin ¢6ziimlerinin varlif1 ve teklifi dofrudan dogruya sinmir
kogullar: ile iligkilidir.

Bir sinir deger probleminin diferansiyel denklemi ve sinir kogullar:
bagimli degigken ve onun tilrevleri cinsinden lineer ise o probleme li-
neer sinir deger problemi denir ve lineer sinir deer problemlerinin
sayisal ¢ozimleri lineer olmayan sinir defer problemlerinin

g¢bziimlerinden gok daha kolay bulunur.



Denk.(1.2.1) ile verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denk-
lemi, p(x), q(x), r(x) fonksiyonlar1 a £ x S b aralifinda siirekli veya
pargali siirekli fonksiyonlar olmak iizere, bir L(y) operatérii kullanarak

L(y) = y" + p(x)y' + g (x)y = 1(x) 12.2
gibi yazilir. Burada diferansiyel denklemin sol tarafi L operatorit ile
ifade edilmigtir. B8yle bir problemin sinir kogullar1 ise x=a ve x=b
noktalarindaki ordinatlar ve tidirevlerinin lineer kombinezonu olarak
U,, U, lineer operatérlerini kullanarak

Uy)=oy@@)+ ay(@)s= a

U,(y) = B,y(b) +B y'(b) = B 1.2.3
seklinde yazilabilir.

Homogen sinir deger problemi L, U, , U, Lineer opératdrleri kul-

lanilarak
Liy)y=0 1.2.4
U (=0
U (y)=0 1.2.5
seklinde,

Homogen olmayan sinir defer problemi ise

L{y)= r(x) 1.2.6
Ua(y)= 0
U (y)=0 1.2.7

seklinde sembolize edilebilir.

-3 Basl 1¢ Defier Problemi ayisal Coziimleri

Bir baglangi¢ defer probleminin sayisal ¢8ziimii igin kullanilabilecek
gesitli tek adim integrasyon ydntemleri bilinmektedir. Biitiin bu
yontemlerde ortak olan husus, ¢éziimiin birbirinden ayrik ve genellikle

esit aralikli noktalarda elde edilmis olmasidir.



Adim adim integrasyon yé6ntemleri iginde bir ayirim  yaparak
y6ntemleri tek adim ve gok adim ydntemleri olarak ikiye ayirmak
miimktndiir. Tek adim yontemleri ile iglemde, sadece bir dnceki nok-
tada bagimli degigkenin deSeri gerekirken, ¢ok adim ydéntemlerinde sa-
dece bir 6nc$ki degil, daha Oonceki belli sayida noktada bagimli
degiskenin degerleri gerekir. Bu. nedenle tek adim ydntemleri kendi
kendine integrasyona baglayabilir; ¢ok adim ydntemleri ise baglangigta
bilinmesi gereken belli sayida noktadaki ¢ézlimler tek adim ydntemi ile
bulunduktan sonra ¢bzitme devam edilebilir. |

-4 Sinir roblemlerinin_Sayisal Céziimleri :

Sinir deger problemlerinin sayisal ¢8ziimlerinde kullanilmakta olan
yontemler iki ana grupta toplanabilirler. Bu gruplardan birincisi
baglangi¢ deger yodntemleri, diferi ise sonlu fark yOntemi ile bi-
linmektedir. Baglangi¢ de§er y8ntemleri ile bir sinir deger probleminin
¢géziimil igin, problem &nce bir baglangig defer problemine
dbnilgtiirdlir ve daha sonra béyle bir problemin sayisal géziiminde kul-
lantlan bir algoritma uygulanir. Sonlu farklar ydntemlerinde ise sinir
deger probleminin diferansiyel denklemi sonlu farklar ifadeleri yardimi
ile cebirsel denklem sistemleri haline doniigtiiriilir ve problem boyle
bir sistemin ¢dzimi halini alir. Bu y8ntemin uygulamasi sirasinda elde
edilen katsay: matrisi genellikle band matris halindedir ve bu nedeale
ayn1 boyutlu fakat yogun bir katsayr matrisine oranla daha kolay
gozillebilmektedir. Ancak y&utemin pek pratik olmamasi, yeterli bir
¢dz@im igin gerekli olan matrisin boyutunun ¢ok kere bilyik olmasi ve
bdylece gereken islemin hem uzun zaman almas: hem de sonuglar da

_hatalarin bilytimesi sonlu farklar yerine baglangig defer yénteminin



kullanilmasini daha uygun kilmaktadir.

Baglangig deger yontemleri adi altinda toplanan ydntemler arasinda
tiimleyici ¢oziimler yontemi veya tagima matrisi ile ¢bziim, dzel
¢dziimler ydntemi, bitisik denklemler ydntemi, Kalnins ydntemi, Ric-
cati déniigimii (Riccati transformation veya Invariant imbedding veya

field ySantemi) ad: ile bilinen ydntemler sayilabilir.

1.5 Adi Diferansiyel Denklemler f¢cin k-nokta Sunir Deger Prob-
e dziimler Yarl §

Sinir ko5ulian lineer olanm, lineer diferansiyel denklemlerin sinir
defier problemleri olarak ¢oziimlerinin varligi ve tekligini kamitlamak
milmkiindiir. Genelde lineer olmayan diferansiyel denklemler igin
durum bdyle degildir. Fakat [J.Henderson ve L.Jackson] son birkag yil
icinde lineer olmayan denklemlerin sinir defer problemleri olarak
¢ozmiintin varlii ve teklii gOsterilmigtir.

{J.Henderson ve L.Jackson] a<xl<xz<...<xk<b, y“e R, él m=n ve
2 £k €£n olmak tizere

y O£ (X, 7,7 .. 7). 1.5.1
y“’(xj)=y‘j, 0Sism-1, 1sjsk 1.5.2
sinir degfer problemi ile ilgilenmisg (2< k Sn olmak {izere herhangi bir
k-sabiti) bu tip bir sinir de§er problemine k-nokta sinir de§er problemi
demigtir. (ml,mz....,mk) sinir kogullar1 sayilan m, nin bir 8zel segimi
1 £ j £ k olmak dizere yazilmigtir.
Bu diferansiyel denklemlerde;
(A)  f(x,y,,5, --a¥,.) s (a,b)xR" {izerinde siireklidir;
(B) Denk.(1.5.1) igin baglangig deger probleminin ¢bziimleri (a,b)

de tektir;



(C) Denk.(1.5.1) gibi biitiin ¢éziimleri (a.b) nin kapsamindadir;

(D) Eger [c,d], (a,b) nin kapal: alt araligi { yj(x)l , [c,d] tzerinde
diizgiin sinirl: olan Denk(1.5.1) in ¢6ziimlerinin dizisi ise
{ yjk(x)l' in alt dizisi vardir. Oyle ki her 0 <i € n-1 igin { yijk(x)l
, [c,d] iizerinde diizgiin olarak yakinsar.
Seklindeki hipotezler aragtirilir.

[Hartman] A-C hipotezlerini saglamasi halinde (a,b) {zerindeki
Denk.(1.5.1) igin biitin n-nokta sinir defer problemlerinin
¢6zilmlerinin olmasi halinde, (a,b) iizerinde 2 £ k £ n ile Denk.
(1.5.1) in bitin k-nokta sinir defer problemlerinin g¢dztimlerinin
tekligini ispatlamigtir. Daha sonra [Hartman] ve [Klaasen] (A) - (D)
hipotezleri saglandifinda ve (a,b) iizerinde Denk.(1.5.1) i¢in bitiin n-
nokta sinir defer problemlerinin ¢éziimlerinin varlifimi ayni ayrn is-
patladilar.

[Sherman], (A) hipotezini saglayan lineer diferansiyel denklemler
igin (a,b) de Denk.(1.5.1) igin biitin 2-nokta .sipir defer prob-
lemlerinin tek ¢dzilmlerinin varlifi, (a,b) iizerinde Denk.(1.5.1) igin
bitiin k-nokta sinir deger problemlerinin 2 £ k € n tek ¢6ziimlerinin
varlifin1 géstermigtir.

[Peterson) Denk.(1.5.1) ig¢in biitin (n-1)-nokta sinir defer prob-
lemlerinin (a,b) de bir tek ¢oéziimlerinin oldugu varsayildifinda ayni
sonucun gikabilecegini ispatlamigtur.

Cﬁzﬁmﬂg tekligi igin asagida verilen iki teorem yukaridaki tanimlar
ve yardxmci bizlgiAiEf‘alilﬂda [J.'Henderson ve L. Jackson] tarafindan
ispatlanmugtar.

Teorem 1.5.1 : 2 € h-1 < h < n olacak sekilde bir h tamsay: igin

(a,b) iizerinde Denk.(1.5.1) in bitiin h ve (h-1)-nokta sinir defer prob



lemlerinin en fazla bir ;6zilmu oldugunda diferansiyel denklem
Denk.(1.5.1) in (A) ve (B) kosullarini sagladigini varsayalim. O zaman
(a,b) idzerinde 2 < k £ h olmak iizere Denk.(l.S.l) in biititn k-nokta
sinir deZer problemlerinin en fazla bir ¢8ztmd vardir.

Teorem 1.5.2 : (A) ve (B) hipotezleri Denk.(1.5.1) denklemleriyle
saglanirsa ve (a,b) ﬁzeriﬁde Denk.(1.5.1) igin tiim (n-1)-nokta sinir
deger probleminin en ¢ok bir ¢dziimii vaf;a (a,b) izerinde th.x_xk.
(1.5.1) igin tiim k-nokta sinmir deer problemlerinin 2 <k < n-1 oldugu

yerde her k igin en fazla bir ¢6zlimii vardur.



BOLUM II

Son yillarda invariant imbedding ¢dziim teknigi bir gok problemlere
uygulanmaktadir. Invariant imbedding y&ntemi diferansiyel denk-
lemlerin iki noktali sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimlerinde sik
sik kullanilabilen giigli bir ydntem oldufu gibi en etkili dzellik-
lerinden biride iki noktali sinir defer problemlerini baglangi¢ deger
problemlerine doniigtirebilmesidir. $u anda invariant imbedding ismine
dayanarak biyiik bir literatiir kiitlesi olugmaktadir.

Invariant imbedding ybnteminin formitlasyonunda gegitli avantajlar
vardir. En dnemlisi invariant imbedding yonteminin bir baglangig deger
problemi ile sonuglanmasidir. Baglangig¢ defer problemlerinin bil-
gisayarlar kullanilarak sayisal g¢dziimleri iyi oturtulmugtur. Invariant
imbedding y®6ntemi ile elde edilen Riccati denklemlerinin sayisal
¢Sziimlerinde dogruluk degeri ytksektir. Oyle ki bir adimda olugan ha-
talar sonraki adimda bilyimezler.

En genel lineer iki nokta sinir deger problemi invariant imbedding
teknigi kullanilarak baglangi¢ deger sekline indirgenebilir.

=F(x)y+g(x) , 0sx<sL 2.1.1
dx

Lineer tiirevlenebilir denklemleri (vektdr-matris) notasyonu kullamilir
ve

Ay(0)+By(L)=p 2.1.2
genel simir kogullan ile agiklanan n. mertebeden iki nokta simir deger
problemi ele alinsin. y , g ve p m-vektorleri ve A ve B tekil olmayan
nxn matrisleridir. F ve g elemanlari, ba§imsiz degigken x'in pargasal

sfirekli fonksiyonlaridir.



fnvariant imbedding ydnteminin esasi baglangig deger problemini
daha biiyiik bir grup problemde imbedding etmeye ve daha bilyik
sintfin elemanlar: arasindaki iligkiyi saptamaya dayanmaktad:r. Burada
imbedding paremetresi L uzunlugundaki paremetredir. Sinir deger
problemlerinin ¢dzimi aralik wzunluguna bagh olur. Iki nokta sinir
deger probleminin lineerli§inden U'nun nxn matrisi V'nin bir
n-vektdrit oldugu yerde

y=U(,L)p + V(x,L) 2.1.3
yazilir. Denk.(2.1.3) teki gosterilim ¢oziimidn hem bafimsiz degigken

x'in deferine hemde L aralik uzunluguna bagli oldufunu vurgulamak

i¢in kullamilmagtir.

du
= FU
dx
AU(O,L) + BU(L,L) = I 2.1.4
av ‘
=FV+g
dx
AV(0O,L) + BV(L,L) =0 2.1.5

olacak gekilde segilmigtir.
Sinir defer problemi L=1 oldugunda saglanabilir.

Degisken uzunlukla ¢dziim kilmesinin elemanlar1 arasindaki fonk-
siyonel iligkileri bulmak igin Denk.(2.1.4)'in imbedding paremetresi
L'ye bagli olarak tiirevi alinir. (U, birinci arglimente gdre kismi tiirev,
U, ikinci argiimente gére kismi tiirev almayi ifade eder.)

U, =FU,
AU (O,L) + BU,(L,L) = -BU,(L,L) 2.1.6
seklinde yazilabilir. ‘
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Benzer jekilde Denk.(2.1.5) in tiirevi alindi§inda

V.=FV,

AV (O,L) + BV (L,L) = -BV,(L,L) 2.1.7

Denk.(2.1.4) , Denk.(2.1.6) ve Denk.(2.1.7)'den U, ve V, kismi
tirevlerinin bilinmeyen fonksiyonlar gibi dilgindlddgia ve U,, V_ ve
U'nun aym lineer diferansiyel denklemi ve ayni sinir kogullarini
sagladigini gdsterir. Bu kogullar altinda

U, (x,L) = -U(x,L) BU,(L,L)
V,(x,L) = -U(x,L) BV,(L,L) 2.1.8

bagintilarinin dogrulugu goérdlir.
Denk.(2.1.4) ve Denk.(2.1.5)'i kullanarak Denk.(2.1.8) denklemleri

U (x,L) = -U(x,L) BF(L) U(L,L) 2.1.9
ve

V. (x,L) = -U(x,L) B[F(L)V(L,L)+g(L)] 2.1.10

seklinde yazilir. Denk.(2.1.9) ve Denk.(2.1.10)' dan L'nin bagimsiz
degisken ve x'in bir parametre oldugu diferensiyel denklem sistemidir.
Bu sistem U(x,x) ve V(x,x) gibi baz: baglangig kogullar1 &nceden
verilmi§ olsayd: ¢dzlllebilirdi.

Riccati degiskenleri

r(L) = U(L,L) 2.1.11
S(L) = V(L,L) 2.1.12
I, nxn matrisi ve S bir n-vektér olmak {izere tanimlanmiglarsa, bundan
sonraki adim I ve S igin diferansiyel denklemler elde etmektir. Burada
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I ve S her ikiside L'nin fonksiyonlaridir. Denk.(2.1.11)' in L ye gore

tiirevi alindiginda,
r,=U,(L,L) + U (L,L) 2.1.13
elde edilir. Denk.(2.1.4) ve Denk.(2.1.11)'den

U (,L) = -U(L,L)BFU(L,L)
=-TBFr
bulunur.
Boylece Denk (2.1.13)
I, =(I-rB)Fr 2.1.14
olur. Benzer gekilde
S=V(L,L) den
S, =V,(L.L)+V,(L,L)
V. (L,L)=-U(L,L)B{F(L)V(L,L)+g(L)}
=-TB[FV+g]
S, =FV+g-IB[FV+g]
=(I-rB)(FV+g)
S, =(I-tB)(FS+g) 2.1.15
bulunur.

Denk.(2.1.14) ve Denk.(2.1.15)" in klasik Riccati denklemi olarak
¢oziimleri, baglangig defer probleminin bir 6nceki bilinmeyen sinir
kosullarina varir. ESer T ve S nin degerleri herhangi bir L degerinde
belirlenebilirse, sistem baglangig defer problemi gibi ¢8zillebilir. Bu

baglangi¢ kogullari agagidaki gibi elde edilir. Bir Taylor serisinde
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x=L noktas: civarinda agtlarak

uU(o,L)=U(L,L) - Ux(L.L;L + ...

V(0,L)=V(L.L) - V(L,L)L + ...
yazilir. Denk.(2.1.4) ve Denk.(2.1.5)'den U(O,L) ve V(O,L)
agafidaki gibi ¢dzillerek

AU(O,L) + BU(L,L)=I

AU(O,L) = I-BU(L,L)

U(O,L) = A" [I-BU(L,L)]

U(o,L) = A (I-BI)

AV(0,L)+BV(L,L) =0

AV(0,L) = -BV(L,L)

V(0,L) = -A"'BS
Denk.(2.1.17) ve Denk.(2.1.18) kullanilarak Denk.(2.1.16)

AM(I-Br) = I - FTL+...

I-BT = AT - AFIL+...

(A+B) = I+AFT(L)L +...

I(L) = (A+B)" [I+AFT(L)L+...]
sekline donigir. Ayn1 zamanda

V(0,L)= V(L,L)-V,(L,L)L+...

-A"'BS = S-FS(L)-g(L)+...

BS = AS-AFSL-Ag(L)L+...

S = (A+B)" {[ AFS(L) + g(L) IL... }
sekline doniigir.

Eger Riccati degigkenleri L = 0 iken sonluysa

2.1.1¢€

2.1.17 a
2.1.17 b

2.1.18.a
2.1.18b

2.1.19
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. r = -1

11.1510 (L) = (A+B)

lim S(L) =0 2.1.20

L—=0
olacak gekilde Denk.(2.1.19) daki l.dereceden ve daha yiiksek te-
rimler L = 0 iken yok sayilabilir. A+B matrisinin tekil oldugu du-
rumda Riccati defigkenlerinin toplami1 L —» 0 iken sonsuza yaklagabilir.
Bu tiir problemler LU(L,L) formunda uygun yeni Riccati degigkenleri

- tanimlanabilirler. Daha sonra L'Hospital kurali yeni degiskenin

sinirlayic: 8zelligini degerlendirmek igin kullanilir,
Riccati sistemi baglangi¢ kosulu

lim T(L) = (A+B)"'
L~0

lim S(L) =0 2.1.20
L ~0
ve
. = (I-TB) Fr 2.1.14
S, =(I-IB)(FS + g(L)) 2.1.15

denklemleriyle tanimlandif: gibi L=0 dan L=1 e dogru tek bir ileri
gegisle integre edilebilir.
Ayn1 zamanda U(x,L) ve V(x,L)'in degerleri istenen herhangi bir x

degeri veya degerleri igin

U, (x,L) = -U(x,L)BU,(L,L)

V, (x,L)=-U(x,L)BV(L,L) 2.1.18
ve

r(L)=U(L,L)

S(L)=V(,L)

denklemlerinden elde edilen bir grup denklemi integre ederek
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U,_(x,L):-U(x,L)BFr L2x
V,_(x.L)-—--U(x,LiBF [S+g(L) ] 2.1.21
Burada
U(x,x) = T(x)
V(x,x) =8(x)
baglangig kogullar gecerlidir.
Normal olarak 'Denk.(2.l.2l) gibi bir grup denklem, L degiskeni x'e

yaklagtikga her istenen sonug noktas: sisteme eklenir.

Liy} = y'"'+ay''+by'+cy=g(x) 2.2.1
denklemi ile verilen Lineer diferansiyel denklemin

y(0)=y,,

y(a)=y, (0< o <1) 2.2.2

y(h)=y,
kogullar1 ile ¢oziimi igin agagidaki yol izlenir. a,b,c bagimsiz x
degigkeninin fonksiyonu olsunlar. Bu problem aralik uzualufunun
defigken oldufu daha bilyik bir grup problem igine yerlestirilebilir.
Denk.(2.2.1) ve Denk.(2.2.2)' nin lineerlii bir avantaj olarak

alindifinda U,U,,U, ve V fonksiyonlar:

LIU) = 0, LIUj =0, LU, = 0,
U,0L)y=1, U,0L)=0, U(OL)=0,
U,(@L,L) =0, U,@L,L)=1, U,(aL,L)=0, 2.2.3
U,(L.L)=0, U,LL)=0, U(LL)=1,



ve
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LIV] = g(x),
V(0,L)=0,
V(e L,L)=0,
V(L,L)=0,

olacak sekilde segidildiinde

yazilabilir.

y(x)=y,U,(x,L)+y,U,(x,L)+y,U,(x,L)+V(x,L)

LIU}=0,

U,(0,L)=0,

U, (aL,L)=-aUy(@L,L),
U, (L,L)=-Uy(L.L);

LiU,)=0,

U, (0,L)=0,

U, (@L.L)=-aUy(aL.L),
U, (L,L)=-Uy,(L,L);

LU, }=0,
U, (0,L)=0,

U, (oL,L)=-aUy(aL,L),
U, (L,L)=-Uy(L.L);

LIV =0,

Vv, (0,L)=0,

v, (aL,L)=-aV,(aL,L),
V,(L.L)=-V,(L,L);

2.2.4

2.2.5

2.2.6

2.2.7

2.2.8

2.2.9
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denklemleri elde edilir. Burada U, (birinci argtimente gére kismi tiirev),

U, (ikinci argiimente gore kismi tirev) tirevi ifade eder Eger U ,U, ,U,

ve V_fonksiyonlarn: goztnine alindifinda agagidaki bagintilar bulunur.

U, (x,L)=U, (0,L)U, (x,L)+U, (aL,L)U,(x,L)+U, (L,L)U,(x,L),
U, (x,L)=- aUg(aL,L)U,(x,L)-U,(L,L)U,(x,L),

U, (x.L)=U, (0,L)U,(x,L)+U, (aL,L)U,(x,L)+U, (L,L)U,(x,L),
U, (x,L)=- aU,(aL,L)U,(x,L)-U, (L,L)U,(x,L),

U,, (x,L)=U, (0,L)U,(x,L)+U, (aL,L)U,(x,L)+U, (L,L)U(x,L),
U, (x,L)=- aU, (aL,L)U,(x,L)-U,(L,L)U,(x,L),

V, (x,L)=V, (0,L)U, (x,L)+V, (@L,L)U,(x,L)+V, (L,L)U,(x,L),
V. (x,L)=- aV,(aL,L)U,(x,L)-V, (L,L)U,(x,L),

Agagidaki tanimlamalar yapildiginda;

r,(Ly=aLUy(aL,L),  S,(L)=o’L’Uy,(aL,L),

I,(L)=LU,(L.L), S,(L)=L*Uy (L,L),
I,(L)= aLUy(@L,L),  S,(L)=’L’*Upy,(aL,L),
I,(L)=LU,(L,L), S,(L)=L’U,,(L,L),
I, (L)=aLUy(aL,L), S, (L)=0’L’u,(aL,L),
I,(L)=LU,(L,L), S, (L)=L*U,(L,L),
I, (L)=aLV,(aL,L), S, (L)=’L*V, (aL,L),
I, (L)=LV,(L,L), S,(L)=L*V,, (L,L),

Denk.(2.2.10) ve Denk.(2.2.11) kullanilarak,
LU, (x,L)=-T,,(L)U;(x,L)-T,(L)Uy(x,L),
LU, (x,L)=-I, (L)U,(x,L)-T,,(L)U;(x,L),
LU, (x,L)=-T,, (L)U,(x,L)-I,,(L)U,(x,L),
LV, (x,L) =T, (LU, (x,L)-T,(L)U,(x,L),

2.2.10

2.2.11

2.2.12
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elde edilir.
Buradaki amag, I,I,,,...,5,,,S,,... defigkenlerini kullanan bir grup di-
feransiyel denklemler kurmaktir. T ve S'ler L'nin fonksiyonlar: olmak

izere Denk.(2.2.11)" in ilk denkleminin L'ye gore tiirevi alindiginda,

Iy =aUy(aL,L)+e’ LUy, (L, Ly+a¢LU,, (aL,L) 2.2.13
Denk.(2.2.11) den
r,(L)
oUy(eL,L) =—— 2.2.14
. S, (L)
ve &’LUp(@L,L) = ———
2.2.15

dir.

Denk.(2.2.12)' nin ilk denklemin x'e gdre tiirevi alindifinda
Upx(x,L)=-I, (L)U,(x,L)-I,(L) U, (x,L)

olur.

Boylece x=0L: alind1§1 zaman,
Uyy(eL,L)=-1, (L)U,(aL,L)-I,(L)U, (aL,L),

veya Denk.(2.2.11) kullanilarak
L, (L)r,(L) A (L)1, (L)

ol oL

Uy (aL,L)= -
2.2.16

elde edilir.

Denk.(2.2.14) ve Denk.(2.2.16) , Denk.(2.2.13)' e yerlegtirildiginde
(1- rZI)rll+sl -0, I

L L

mw
2.2.17

elde edilir. Burada benzer sekilde



18

S =20 LUy (aL,L)+0’ L? Uy (aL, L)+’ L' Uy (aL,L) 2.2.18
dir. Denk.(2.2.11)'den

U (@L,L) = 2.2.19

2¢2

a' L’
Denk.(2.2.6)'dan
Ulm(aL,L):-a(aL)Um(aL.L)-b(aL)U,x(aL,L)
-C(aL)U,(eL,L)

yada Denk.(2.2.6)'n1n sinir kogullar1 ve Denk.(2.2.11)'in tanimlariny

kullanarak b
a(aL)s, (L) b(aL)r, (L)
U L,L)=- - 2.2.20
oo (@1 o’ L2 ol
ve Denk.(2.2.12) den
U (X,L)=-1 (L) U (x,L)-T, (L) U (x,L)
veya -
IS, (LY I,(L)S, (L)
Up(@L,L)=- - 2.2.21

AL 'usz
dir. Denk.(2.2.18) ve Denk.(2.2.21) Birlesti;ilerek ‘

28 r.S, +r.8S
sm=—L—“- - -i‘-—"T—-‘l—’-‘ ca@L)s, - o’Lb(aL)r, 2.2.22

elde edilir.
Denk.(2.2.17) ve Denk.(2.2.22) Riccati Denklemleridir. Yapilan

islemleri takip ederek I'ler ve S'ler igin bir Riccati Denklemleri kiimesi

elde edilir. Bu kiime agagida olugturulmugtur.
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(l'rgl)rll Sll-rlzrﬂ’
+

Ir. =
nL L L

(1-1,) f12+ ST Iy,
L L

Fip=

(1-1,01,,  S,-T,0,,
L= L * L

(1-T)T,  Syp-TyTp
*

(-0 Su-Tuly
+

wm= T L

(1-T)T;  Su-TyTy,
£ = +

(A-1,)%,  Sy-Taly
fa™ *

L L

(1),  Su-Tyln
l'm= L + L

s ]
< 2 I, S,+ I,,S; -aa@L)S, - ’Lb@L)r,,
me oy L

r,S
___%E‘E -rusu: 272 | a(L)s, - Lb(r,,
L

2L
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2 s"l r.‘.l S!l + r22 s}l

Sy = T T - eaeLs, - o’LbaL)r, - &’Lic(aL)
sm=25—n T2t Ta¥y a(L)s,, - Lb(L)r,

s,,L=2E—"_ E'S”—Ir’ﬁ - aa(aL)s,, - o’Lb(aL)r,,

sm=2Li r,,sn: fa%s a(L)s, - Lb(L)r, - L’c(L),

2§, TI,S,+ IS
Sou= Ii L"Tﬂ aa(@L)s, - o’Lb(aL)r, +’L’g(al)

r,S,+ IS
Sa=— - %—’-’ - a(L)§,, - Lb(L)r, + L’g(L) 2.2.23

Bu denklemlerin incelenmesinde, efer bir grup baglangig kosulu

varsa, denklemleri niimerik olarak baglangig defer ydntemlerini kul-

lanarak integre edilmesinin olasi oldufunu ortaya gikarir. Baglangig

kogsullar1 ve baglangig tiirevieri agafitda belirtildigi gibi L'Hospital's

kullanilarak  belirlenebilir. Taylor serisi kullanilarak

. 1 2
U,(0,L) = U,(aL,L) - aLU,(aL,L) + -—LU,xx( aL,L)

asL’ Uy @L,L) + .
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yazilir. Denk.(2.2.11) 'in tanimlarin: ve Denk. (2.2.6) 'nin diferansiyel

denklemleri ve sinir kogullar: 15151nda 6nceki denklemlier

L=-T,, (L) +-5,(L)+ SLBELY g 7

2.2.24
2r2
+-°‘—6£‘~ baL)r ,(L)+0(L%)
sekline doniigitr. Denk.(2.2.24)'in L'ye gore tiirevi alindiginda
1 a al
0= -l'm_(L)-PES"L(L) +ga@Ll)$, (L)+7% [ea,(aL)s,,
2.2.25

+a(aL)s,, (L) + 2ab(aL)r, (L)]+0 (L)

1.

denklemi elde edilir. Riccati defigkealeri (I,,,I,,S,,S,,...) nin ve
tirevlerinin L= 0 iken sonlu oldugu tahmini yapilirsa Denk.(2.2.24)

ve Denk.(2.2.25)'de L=> 0 iken limite gegerek

1=-1,(0) +35,,(0) 2.2.26
ve

0=-T,,.(0) +-;s",_(0) +ga(0)s,,(0) 2.2.27
sekline doniiglir. Benzer gekilde

2 L3
U,(0,L) = U,(L,L) - LU (L,L) +%UM(L,L) - % Upx(L.L) +..
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denkleminden ve Denk.(2.2.11), Denk.(2.2.6)' dan
1
1=-1,(0) +—25,2(0)
elde edilir. L'ye gore tiirev alinarak limite gecildiginde
_ 1 1
0=-1,,,(0) +Esm(0) +% 5,,(0)

elde edilir.

Ayrica
a-o?
U (aL,L) = Ug(L,L) - (1 :a)LU,x(L,L) + =
-,
-TL U ex(L.L) + ...
yukaridaki gibi Denk.(2.2.11), Denk.(2.2.6) dan
=-(1- @)I,(0)+ (1 - @)’S,,(0)
2
elde edilir. L'ye gore tiirev alinarak
1-"w?, - o
=-(1- )T, (0) + ¢ 3 )Sm(O) A

elde edilir.

Ayrica

2.2.28

2.2.29

LU 5y (L.L)

2.2.30

a(0) S,,(0) 2.2.31



1- 2
U,(L.L) = U, (@L.L) + (1 -0)LU,,(@L,L) + %Lzu,xx(aL,L)
a-a’ -
+ ——3!—,L’lexx(aL,L) + .
oldugu igin yukaridaki iglemlerle
l-a 1-a)
0= %1, @+ s (0 2.2.32
o 207
1-a 1-a) 1-a)
o=__r”(0)+( - ) $,,.(0) (2 amso) 2.2.33
o 207 6o

elde edilir.

U, , U, ve V yiyukarndaki gibi kullanarak, buna benzer denklemler
kiimesi yazilabilir. Bu 32 bilinmeyen iginde 32 lineer denklemlerin
kiimesi ile sonuglanir. Matris g&sterilimini kullanarak ve 32x32 mat-
risinin bir grup 4x4 lere ayrilabilecegini gbzlemleyerek, elde edilen

bafintilar agagidaki denklemlerle dzetlenir.

e e ; s N
r,,(0) 1 r,,(0) 1
S,.(0) 0 18,01 (o0

a3 | " = ., [B1[|™" = ,
r,,.(0) 0 I,,, (0) 0
S“,_(O)J 0| '$,,,(0) 0 _j
r,,(0) -1 1,,(0) 0
s, .(0) -1 S,,(0) 1

ta1 | ™ = ., IB1 | ™ = .
l‘m_(O) 0 rzzl.(o) Y
BZIL(O)__ L.o_ L_szzv.(oz_ _o_




rfs.(o)
S, ()
tay | "
r,,.(0)
s!ll.(o)

ey

,,(0)
S, (0)
[A ] 41

0 (0)

S, (@
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Bu denklemlerdeki 4x4 matrisleri

(1- ?
a
[Al=s

I o

(-’
o 20’

- [
£,0 | | -1
S.(0) -1
[B] 32
rm.(o) 0
S 0 0
_SZL(U | _J
r,;(0) 0
[B] Sal® o P
Ta]| |0
8. (0) 0




~ .
-1 1 0 0
2
“(l-a) (1-a} 0 0
(Bl= 2 2.2.35
0 law© -1 L
6 2
0 (-aa0) -(1-®) (1-0)
- 6 9

ile verilen Denk.(2.2.34) kolayca ¢ézitlebilir. Denk.(2.2.23) ‘iin
saytsal integrasyonu igin basl'angxq kosullan degil, sadece baglangig¢
tiirevlerinin degerleri elde edilir.

Denk.(2.2.11) de gosterilen Riccati degigkenlerinin tanimlarinin
se¢imindeki amag¢ agikg¢a gériilir. Bu tanimlarda L'kullantimadikga
Riccati degigkenlerinin sonsuz baglangi¢ kogullari olurdu. Analitik
¢oziimler igin bu sorun ifade etmez. Fakat sayisal ¢aligmalarda, sonsuz
degerler atilmalidir. Sinir deger problemlerinin sonucu, Denk.(2.2.34)
de elde edildigi gibi baglangi¢ kogullar:1 ve (tlirevleri) ile Denk.
(2.2.23) Riccati denklemlerini integre ederek elde edilir; ©nceki
bdlimde oldugu gibi Denk.(2.2.10) ile verilen ek tiirevienebilir denk-
lemleri her sonug igin eklenir. Eklenen denklemler igin baglangig

kosullari

U, (x,x)=0, . U,(x,x)=0
U,(x.x)=1, V(x,x)=0 2.2.36
seklindedir.



BOLUM III
3.1 Lineer Olmayan Cok Noktali Sinir Deger Problemleri icin Yap:
Analjzleri ;
Lineer olmayan gok noktalt sinir deger probleminde ¢ok §zel olarak,
X=X, Xy, X50) i=1,2,...,n 3.1.1
x=(xl,x2,.,.,xﬂ)'r
seklinde birinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklem
sistemleri

8 (% ()X () Xt XL D, X (2))=0

m22, i,j=1,2,...,n, [=1,2,....m 3.1.2
badintilar: ile verilen genel lineer olmayan sinir kosullarimi igerirler.
Burada f; ve g kendi argiimentlerine gore iki kere tiireve sahiptir.
£, [t.t. ] Uzerinde t'ye gbre siireklidir.

Denk.(3.1.1) ve Denk.(3.1.2) ile verilen lineer olmayan gok noktali
sinir deger probleminin genellikle kapali (analitik) ¢8zimi yoktur. Ge-
nelde degisik tiurdeki ardigik tekrar algoritmalar:1 sayisal bir ¢dziimiin
elde edilmesinde kullanilmaktadir. Bu algoritmalar lineer olmayan gok
noktal: sinir defer problemini bir baglangig¢ defer problemine in-
dirgeyebilir.

Denklem ve sinir matrislerinin olugumu:

Denklem matrislerinin herbir satir1 t ye gére tlirevine karsilik gelen
ii ve herbir sfituna karsilik gelen x, lerden olusan matrisdir. Eger X
sistem defigkeni f fonksiyonunda gdrillirse es=1, diger tarzda e;=0
dir. Boylece E ile gdsterilen denklem matrisi birinci mertebede lineer
olmayan adi diferansiyel  denklemlerin  herbirinde sistem

degiskenlerinin olusumunu gosterir.
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brnegin
X, =£,(X,,%;,t) X, =£,(Xy,%,,t)
X,=f(x,,1) x,=f,(x,.t) 3.1.3

E denklem matrisi

X X X X
x, ] 1 01 0
X 0 0 1 1
E= *
%] 0 010
x,|] 0 1 0 0O
seklindedir.

Lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi igin D, siral
ikililer kiimesi (Digraf) il”“?."".xn (x kimesi ile gosteriliyor.)

noktalarinin bir kilmesidir.

Xy

Sekil 3.1.1
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Sekil 3.1.1 e kars1 gelen D, digrafin1 gésteriyor.Bir f fonksiyonun-
daki x; argiimenti j inci noktadan i inci denkleme giden bir yol ola-
rak aliniyor ve dogrultusu bir okla gdsteriliyor.

nxn B, alt matrisinin elemanlar: olan b, ler asagxdaki kurala gére ya
1 veya O dir. Eger t=t, de xj(t,)ex, sistem defigkeni g e G siur
kogulunda goritliirse bﬁ,=l diger tarzda by=0 dir.

Ornegin

8,(%,(5)),%,(,))=0, g,(x,(t)),x,(t,))=0,
g,(x,(t,)),%,(£))=0, g,(x,(t,)),x,(t,))=0, 3.1.4

ile verilen ii¢ noktali genel lineer olmayan sinir kogullar: ele alinsin.

burada Denk.(3.1.4) ' iin sinir matrisi

B=(B,|B,|B,)

t t 3
R N T T T T R T
-4 o 0 0 O0}JO0 O 1 o} 0 O 1 0
8, 1 0 0o 0} o0 0 1 0 o 0 o 0
8= 5 0 o 0 O 1 0 0 © o 0 o 1
A o 0 0 oto o0 O 1 o 0 o 1
3.1.15

ile verilmektedir.
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Erigebilirlik Matrisi :

X j 5

(3.1.1) de x, dan x, ya erijebilir, fakat x, ya %, dan

dan x, ye xx yoluvarsa X ya x dan erisebilir denir. $ekil

erigilememektedir. Yoldaki gizgilerin sayisi1 yolun uzunlufunu verit.fx3
dan x, ya kadar uzualuk 2 dir.

Elemanlan r, ile gBsterilen R erigebilme matrisini géz8niine alalim
ve efer X lar X; da erigebilir ise r, =1 aksi halde r, =0 dir.

Teorem 3.1.1: n elemanl: D, digrafi igin agagidaki bagint1 vardir.
R=I+E+E*+...+E™" =(I+E)"' 3.1.6

Burada I, nxn boyutlu birim matristir. Denk. (3.1.3) erisebilme mat-

risi

N X X X
X, 1 0 1 o0
X 0o 1 1 1
R = (I+E)’ = (I+4E)’ = x’ 317
x, 0- 0 1 0
x, 0o 1 1 1

ile verilmektedir.

Eger ii,i} ve ik herbir ayrik bu iig nokta igin ii;‘l ve ’.‘1"‘1: yollan1

D, iginde oldugunda kjkk yoluda D, igerisinde ise D, nin (transitif)
gecisken oldufunu sdyleyebiliriz. Digraf igerisinde erigebilme kavram:
bu iki bagintida gegiggenlik kavraminin bir kargilifidir. D, diagrafin

D transitif kapalilifi D, yi kapsayan en kiiglik gegigken digrafidir.
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Teorem 3.1.2 : D_ igersinde herhangi iki tane ayrik X, ve ;’(j
noktalar: igin yalmz ve yalniz )i] D, de %, noktasindan erigebilir is

%%, yolu D/ igindedir.

Sekil 3.1.2

D 'transitif olarak kapanigi

Denk.(3.1.3) igin E' ters matris denklemi

T
X, 1 0 0 0
E = X, 0 0 0 I.

3.1
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Denk.(3.1.3) igin E* simetrize matrisi

»
-
(=
—
o

3.1.9

Denk.(3.1.9) E"=E+E’ denklemini sagladig: gorilmektedir.

Teorem 3.1.3 : E' ve E* Denk(3.1.1) 'in E matris denkleminin

sirasiyla ters ve simetrize olmug matrisleri olsun. Burada E*=E'+E

denklemi gikartilabilir.

Birinci mertebeden lineer olmayan agli diferansiyel denklem sis-
teminde bir X, noktasimin bir xl noktasina erigebilmesini gosteren
erigebilirlifi gtzdniine alalim. Denk. (3.1.3) erigebilme matrisini
Denk.(3.1.7) ile verildifini gdstermis olalim. Denk.(3.l.7) matrisinin
asafidaki sanal birinci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel.

denklemlere sahip oluruz.

X =f(%,.x,,t)  x,=0(x,,%,,X,,t]

x,=f,(x,,1) X, =F,(%,,%;.%,,1] 3.2.1



ornegin Denk.(3.2.1) x, in yalmz ve yalniz X, noktasina degil aym
zamanda X, ve X, noktalarinda da en son olarak bagiml: oldugu kolayca
goriilebilir. Diger taraftan -f: igindeki  x, argiimenine 5(2 karsilik
gelir. F: deki aym argﬂmentier X,,X; ve X, noktalarina bagiml olu-
yor ve f—4 de x, argﬂmenine_ karg1 gelen 5(3,?4 nin arglimentlerini
igeren x, e baglidir.

Bu ozellikler sirasiyla x,.X, ve X, igin baglangig kogullar1 olarak
a, ,a; ve a, verildifi zaman (3.1.3) &rnegin x,(t), x,(t) ve x,(t)
nin ¢dziumleri bigimsel olarak kargilikli denklemlerin integre edil-
meleriyle elde edilebileceklerini gosteriyor. Yani Denk.(3.2.2) elde
ediliyor.

x,(t)=h (a,,a,,1), x,(t)=h,(a,,a,,a,,t)

x,(t)=h,(a,.1), x,(t)=h,(a,,a,,3,,t) 3.2.2

Denk.(3.2.2) 'den kolaylikla gdsterilebilir ki, Denk.(3.1.3) 'e esdeger

erigebilme matrisi

, % 3,
x, [1 o 1 o
X,
g- = (0 v 1 3.2.3
< {0 o 1 o
5, o 1 1 1

Bu gdsterilimleri (3.2.1) teoreminde toplayip genellestirmek

miimkiindiir.
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Teorem 3.2.1 :Denk.(3.2.1); Denk.(3.1.1) igin x,(t,)=a,
(i=1,2,....n) baglangig kogullarinin verildifini varsayalim. Eger Denk.
(3.1.1)'e karg1 gelen R erigebilme matrisinin i, j verileri j=1,...,n,
n,<n :i=1,2,...n sifirdan farkli iseler-o zaman t>t, igin Denk.(3.1.1)
baglangi¢ defer probleminin x,(t) ¢dziimleri a ba§l’a_ng19 kosullarinin
fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Yani

x‘(t)=l1,(:=i.‘l .alz,...aln.t), t>t, i=1,2,....n 3.24

Cok noktali sinir defer probleminin baglangig deSer problemine
indirgenmesi ile ilgili gu yol izlenebilir :

Birinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklem
kiimesinden genel lineer olmayan sinir kiimesine erigebilmeyi
g6zoniine alalim. (3.1.3) Ornefinin Denk.(3.2.3) tarafindan verilen
esdefier ﬁ erigebilme ve Denk.(3.1.4) tarafindan verilen B, ve B,

sinir alt matrisleri igin agagidaki iglemleri gozdniine alalim.

X 1 xz XS x4 al a2 a3 a4

g, [o o 1t o1 o 1 oTx
B A © 0 0 1 offo 1 1 1R _
g |1 o o off{o o 1 ofx
g [0 o o 1]jo 1 1 1=
a, a, a, a,
g, [0 o 1 o]
- & |0 0 1 0 3.3.1a
& |1 0o 1 o
g [0 1 1 1]




[0 0o 1 o] I 0 1 o0
B, g=t 0 0 o0 0 ) o 1 1t 1
0. 0 0 | 0o 0 1 0
0 0 0 1| o 1 1 1
a, a, a, a
sfo o 1 o]
&Jj0o 0 0 0 33.1b
&0 1 1 1
&0 1 1 1|
B:ﬁ ve B,ﬁ matrislerini sirasiyla t=t, ve t=t, noktasinda

a(i=1,2,3,4) baﬁlangu; ko;ﬁllanndan g'(i=I.2.3,4) gene!l lineer ol-
mayan simir kogullarina erigebilmeyi g6steren matrisler oldugu
Denk.(3.3.1) 'den dogrudan dogruya agik bir sekilde gérilmektedir.
Denk.(3.1.4) ve Denk.(3.3.1) kullanarak birinci mertebeden lineer
olmayan adi diferansiyel denklemler tarafindan geﬁel lineer olmayan
sinir kogullarina erigebilme matrisi olarak terimlendirilen (3.3.2)

erigebilme matrisi ile

3, 3, a, 8

& [0 o 1 o

- A & |1 0 1 o0
R=B,+(B,+B)R= 3.3.2

g, 1 i 1 1
s 0 1 1 i
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nxn R Boolean matrisini tanimlayalim. Analitik bakig agisindan B,,
Bzﬁ ve B,ﬁ iglemleri ¢, , t, ve t, noktalarinda 3.2.2 ¢dziimlerinin
Denk.(3.2.3) genel lineer olmayan simir kogullarimin igerisine
yerlestirildikleri goriliir. Denk.(3.1.4) ve Denk.(3.2.2)' den
baglangt¢ kogullarinin fonksiyonlar1 olanrak bigimsel olarak tekrar

yazilarak agagidaki genel lineer olmayan sinir kogullar1 elde edilir.

8,(2,)=0, %(a,,3,)=0
B.(2,.2,,8,,2)=0,  g,(a,,2,,8,)=0 3.3.3

Denk.(3.3.3)' e karg:i gelen Boulean matrisinin Denk.(3.3.2) ile ve-
rilen R erigebilme matrisine egdeer oldufu kolayca gdrillmektedir. Bu

gozlemler Teorem(3.3.1) de ifade edilerek genellegtirilir.

Teorem 3.3.1 : R (veya 10 Denk.(3.1.1) n tane birinci mertebeden
lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin erigebilme mat-
risi ve B=[B, |B,|,... [B,|] Denk.(3.1.2) igin nxn.m sinir matrisi
olsun. Buradaki Denk.(3.1.1) igin g baslgngxq kogullanmn
Denk.(3.1.2) icin genel lineer olmayan | sinir  kogullarina
erisebildikleriqi gdsteren tek nxn lik erigebilme matrisi Denk.(3.3.4)

ile verilmektedir.
- m A -
R=B, + (EB,)R 3.3.4

B&ylece Denk.(3.1.3) ve Denk.(3.1.4) ile verilen lineer ol-

mayan gok noktali sinir defer problemlerini Denk.(3.3.3) cebirsel
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denklemlerinden olusmug sistemin a, kokiiniin bulunmasina indirgemis
oluyoruz.

Denk.(3.3.3)’ den denemeyle g, denklemi sadece a; baglangig
kosulunu kapsadif:t ve bunun bigimsel olarak a, igin El nin
¢6zillmesinde geriye kalan denklemlerden bafimsiz olarak ¢dziimiin
miimkiin oldugu kolayca goritldr. a, iin bilinmesinden sonra a,,_éz den
gozilebilir. Benzer olarak a, ve a, iin bilinmesinden sonra madem ki

geriye kalan iki denklem a, ve a, leri kapsadigindan a, ve a

4
baglangi¢ kosullar: Ez ve -g-4 nin ayn1 zamanda ¢éziilmesi ile elde edi-
lir. Bir sonug¢ olarak tiim baglangig kogullar: Denk.(3.3.3)' den
¢Ozillebilir. Bu ise R erigebilme matrisi igindeki her bir g satir1 ve
herbir a; sitununun en son olarak sifir olmayan bir eleman olmak zo-
runda olduklarini gésterir. Denk.(3.3.2) tarafindan verilen R matrisi
boylece herbir satir ve herbir siitunda sifir olmayan elemanlara sa-
hiptir.

Teorem 3.3.2 : (Varolug igin global gerekli kogul)

( varolug kosulu) R Denk.(3.1.1)'den Denk.(3.1.2)'ye nxn boyutlu
erigebilme matrisi olsun. Efer lineer olmayan ¢ok noktali sinir deger
problemi ile ¢bzime sahip ise Denk.(3.3.4) ile tanimlanan R matriside
dolu n rankina sahiptir.

agla Kosullarinin Arastiriim i Kul oritma :

Eger lineer olmayan ¢ok noktal: sintr deger probleminde global ge-
rekli kogul saptanmiyor ise bir ¢6zilm denenmesine gerek yoktur. Bu
teorem (3.1.4) U gerekli kogulun aragtirilmasinda ¢ok etkilidir. Bunun

igin kullanilan algoritma agafidaki gibi Szetlenmistir.

Adim_ 1 Denk.(3.1.1) birinci mertebeden lineer olmayan adi di -
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feransiyel denklem sistemleri ve genel lineer olmayan sinir
kosullarindan E matris denklemi ve B sinir matrisi siras: ile
olusturulur.

Adim 2 Denk. (3.1.6)' dan E denklem matrisine kars: gelen R
erigebilme matrisi belirlenir.

Adim 3 B nin B, ( &1,2,...,m) alt matrisleri kullanilarak
Denk(3.3.4) bulunur. Ve baglangig kosullarindan genel lineer ol-
mayan sinir kogullarina baglayan X erigebime matrisi elde edilir.

Adim 4 TR matrisinin rang: aragtirlir.Lineer olmayan gok noktah:
sinir defer probleminde varolug gereklilik kogulu saglandif: zaman gok
biytk lineer olmayan gok noktal:i sinir deger probleminin minimum alt
araliklara haiz ¢ok noktali sinir alt problemine pargalanarak

¢gOzitlebilir.
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BOLUM 1V

4.1-Ayrik Denklem icin Cok Noktaly Sinir Deger Problemleri
Lineer Sistemler

N

% Ly(t)=( 4.1.1
sinir ko;ullarx ile birlikte A(t), elemanlar: au(t) olgg nxn lik bir mat-
ris, 1 €£i,j<n ;y(t) bilesenleri y(t) 1<i<nolannxl lik vekt&r,
f(t) bilesenleri f(t) olan nxl lik vektér, 1 Si‘s ni;l L { 0,i,2,...l ayrik
noktalarin kilmesi ; L, , 0 <i < N elemanlan dn olan 1 €p ., q <n ve-
rilen nxn matrisleri; [bilesenleri [ olan nxl vekwrﬁ l1<isn;t,
1,=0 da t<t, seklinde siralanmi§ olmak @izere degisken katsayili n li-
neer fark denkleminin

y(t+1)=A)y(D+f(t), te I 4.1.2
kiimesi gézéntine alinsin.
A(t) ve f(t)foksiyonu t € I_ig¢in tamimlanmig olduklan varsayildiginda,
Y(t) yide Y(0)=E (birim matris) olacak gekilde

y(t+1D)=A(t)y(t) ,te I 4.1.3
homogen fark sisteminin temel matris ¢6zlimil olarak gdsterilsin. G

matrisi,
N
G= EoL‘ Y(t) 4.1.4

olarak tanimlansin.
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Teorem 4.1.1 : G matrisi tekil olmadifinda Denk. (4.1.1) ve.
Denk.(4.1.2)' nin keyfi bir [vekwril i¢in tek bir ¢dzitmi vardir ve, bu
y(t) = Y(t) G"[+ z H(t,s) £(s) 4.1.5
denklemi ile gosterilmigtir. Bu denklemlerde
H(t,s)=Y(t) [E- G 51.1Y(t,)] Y(s+1)', t, Ssstse-1 L6
=-Y(t) G }:L,Y(:,)Y(s+1) . t,St<sse-l
denklemi olacak gekilde H(t,s) Green matrisidir.
Gériig 1) Y(t) temel matris 511311 A(s) = E, olmak iizere
Y(t) =ﬁ|A(s) glsterilimine sahiptir.
G matrisi n-m (1 € m € n) rangina sahip oldugu zamanki durnmu
gbzoniline alacagiz.
Lemma 4.1.2 : A, nxn matrisi ve x ve b nin her ikiside n bo-
yutlu vektdrler olmak iizere
Ax=b 4.1.7
lineer cebirsel denklemlerinin verilen bir sistemi, A nin ranginin n-m

(1 £ m £ n) oldugu varsayiliyor. lineer cebirsel Denk.(4.1.7)'yi A,

d A=0 4.1.9
saglayan, 1 € a < m, satir vektdrleri d olan lineer bagimsiz vektdrleri,
mxn lik bir matris olmak tizere yalniz ve yalniz Denk.(4.1.8)'in ise bir
¢Ozimii vardir.

Ab=0 4.1.8
Denk.(4.1.8) durumu sabit tutulursa Denk.(4.1.7)' nin herhangi bir
¢oztiméi k, 1 Sa<m keyfi sabitleri, C, 1<a<sm arasinda

AC_ =0 4.1.10



denklemlerini saglayan m tane lineer bagimsiz siitun vektérii ve s
Ap=0 4.1.11

i saglayan herhangi bir p siltun vektéril i¢in

Asp=p , 4.1.12
olacak sekilde b den bagimsiz nxn matrisi olmak iizere
- _
x= 3 k.C, +sb 4.1.13
=t
verilebilir.

Teorem 4.1.3 : G ) m»atrisinin rangi n-m (l1<m<n) olsun. Burada
Denk.(4.1.1) ve Denk.(4.1.2) A kendi satir vektdrleri
d . G=0
salayan d, 1<a<m lineer bagimsiz vektorleri olan bir mxn

matrisi olmak tizere
N -1 "
Al-AZLY() )S;Y(s+1)" f(s)=0 ‘ 4.1.14
=0

olursa yukaridaki bafinti.( igin gegerlidir ve Denk.(4.1:1) ve
Denk.(4.1.2)" den herhangi bir f(t) fonksiyonu k, (1<a<m)

keyfi sabitler u (t), lSa<m arasinda
N
%L!uu(ti)=0

sinir kogullarin1 saglayan
y+D=At)y(t), . te I
denkleminin m lineer bagimsiz ¢éziimleri s , Ap=0' 1 ‘saflayann

boyutlu p vektdril igin
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Gsp=p
olacak gekilde f(t) ve [ den baimsiz bir matris ve  H(t,s),

LaSsstst-l, 1<k<Nigin

. :
H(t.s)=Y(t) [ li—s ZLY(®) ] Y(s+1)', gfSssese-l
=-Y(t) s ZFLY()Y(s+1)", t,StSsst-1

olacak gekilde Green matrisi olmak tizere
m 'l
y(t) = a};lkau,(t)«n-Y(t)s[-rs; H(t,s)f(s)

denklemi verilebilir.

Lineer Olmayan Sistemler

g,Liy(t.)= { 4.1.1
sinir kogullar: ile birlikte

y(t+1) = f(t, y(t)), te I 4.1.2
lineer olmayan n tane fark denklemlerinin kilmesi alinsin. f(t,y(t)),
(t,y) € [t,t,] x R” kendi arglimentleri i¢ginde stirekli olduklar1 var-

sayilan f(t,y(t)) , 1=<i<n bilegenlerine haiz nx1 lik bir vektdrdir.

n-vektdr degerlikli fonksiyonlarin klimesini,



lyll = max max { l)’,-(l) Iy
1<isn tel
0<tst,
normunu haiz tim te& [ igin tanimlanan B ile gdsterecegiz.
Teorem 4.1.4 :  A(t),
y(t+1) = A(t)y (V)

nin Y(t) temel ¢8ziimil var olacak gekilde nxn matrisi ve
N
G= E{,LiY(tl)

seklinde tanimlanmis G matrisi tekil olmasin ve K verilen pozitif sabit
ve
Ity - AmyllsQ
{(ty : te L,0ststllylls2ky
lell=mex  mex 3 & IH,09]
Bl 0
l1sisn tel
Oststy
olmak lizere
ly@wa'l sk
dlullsk

y1 saglayan Denk.(4.1.i) ve Denk.(4.1.2)'nin ¢dziimidir.
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BOLUM V

5.1 Cok Noktalh Symir Deger Problemlerine invariant imhedding
Yéntemi 1

Invariant imbedding y®atemi, birinci mertebeden kismi titrevli di-
feransiyel denklemler ile onlarin karekteristik adi diferansiyel denk-
lemleri arasindaki baginulara dayanir. m tane kismi tiirevli denk-

lemletdan Qlu§an
al.l G« u,v -—I u,v l—'l PETS + 1 § S.1.
z ( [/av ) J( ’ ) .( b )v . ) l

sistemi ile onlarin karekteristik adi diferansiyel denklemleri

arasindaki bagintilar verilebilir. Denk.(5.1.1) sisteminde
u=(u,,...,u)%, V=V ... ¥)", G=(G,,...,G, ) Ve
F=(F,,....F_ )" dir.

Denk.(5.1.1) sistemi

a“l/av, a“‘/avn

u (v) =
aum/avl a"‘m/av‘1

olmak tizere

u (v).G(u,v) = F(u,v)
seklinde yazilabilir.

Vektsrel degerli u=w(v) fonksiyonu Denk.(5.1.1) sisteminin bir
¢Oziimit oldugunda; r serbest bir paremetre olmak iizere
d“i/dr =F, (u,v), i=l,....m
5.1.2



seklinde tanimlanan dogrultu alani u=w(v) in her noktasinda w,(v) in-
tegral efrilerine tegettir.

Denk.(5.1.1) sisteminin ¢oziimiine "integral yiizeyi” denir. i=1,...,m,
j=1,...n igin Denk.(5.1.2) diferansiyel denklemlerine Denk.(5.1.1) sis-
temine kargilik gelen karekteristik denklemler denir. Karekteristik
denklemlerin {u(r), v(r)} ¢dzlimiinede "karekteristik egri" veya kisaca
"karekteristik” denir. Denk.(5.1.2) karekteristik denklemlerin u(r) ve
v(r) kismi ¢dztimlerinede sirasiyle "temel karekteristik egri” ve "ka-
rekteristik yiizey efrisi” de denir.

Integral ylizeyinin bir noktasindan gegen karekteristik egri o nok-
tada ylizeye tegettir.

Invariant imbedding denklemlerinin karekteristikler kuramindan ya-
rarlanilarak, elde ediliglerinde anlatim kolaylif: ig¢in iki noktalr sinir
deBer problemi ele alinirsa,

u'(t) = F(t.,u,v), u(0) = a 5.1.3
v'(t) = G(t,u,v) ,v(L)=b
bafintilani (m+n)-boyutlu adi diferansiyel denklem sistemi igin iki-
nokta sinir defer problemi olarak ifade edilebilir.

Burada a=(a,,...,a;)’ ve b=(b,,...,.b)" verilen vektérlerdir. Ayrica F
ve G fonksiyonlar: [0,L] de t'ye gore siireklidir ve u ve v'ye gore
sirekli olarak tiiretilebildikleri varsayilacaktir.

Bu sinir deger problemi
u'(t) = F(t,u,v), u(0) = a 5.1.4
v'(t) = G(t,u,v) , v(0) =s

baslangi¢ deger problemi ailesine doniigtiirilecektir.
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Burada s=(s,,...,sn)r n-boyutiu paremetredir.

Buradaki amag¢ Denk.(5.1.4) basglangig defer problemini ¢dzmek
degildir. Fakat s parametresine E" lizerinde gergek baglangig degerini
aragtirir gibi degerler verilirse, s'in bu degerleriyle elde edilecek olan
{u(t,s), v(t,s)} ¢oziimleri karekteristik egriler gibi disdniildidginde bu
egriler '

u, + u,(t,v)G(t,u,v) = F(t,u,v), u(0,v) = a 5.1.5

Couchy probleminin u(t,v) integral yiizeyini olugtururlar.

m tane kismi tiirevli birinci mertebeden denklemden olugan

u, + u (t,v)G(t,u,v) = F(t,u,v) , u(0,v) =a
si_stemine
u(t) = F(t,u,v), u(0)=a
v'(t) = G(t,u,v), v(L)=b
sinir defer problemiyle ilgili "invariant imbedding denklemi” denir.

Sinir deger problemlerine yukaridaki gibi bir yaklagim daha
karmagik sinir kogullar: iginde genigletilebilir. ‘

Ornegin daha karmagik sinir kogullari ile verilen, asaixdaki iki-
nokta sinir deger problemini ele alalim;

u'(t) = F(t,u,v) , u(0) = f(v(0)) 5.1.6
v(t) = G(t,u,v) , g(u(L), v(L)) =0

Bu sinir deger probleminin ¢ézitmi,

u'(t) = F(t,u,v) , u(0) = 1(s) 5.1.6
v(t) = G(t,u,v) , v(0) =s

baglangi¢ deger probleminin gazﬂtﬁﬂne dbnusturﬂlﬂf.

Denk.(5.1.6) nin ¢8zfimil ayn1 zamanda bir Denk.5.1.7 ba§1ni1sm1nda

baglangi¢c deger probleminin ¢6ziimilde olur.
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u, (5,v) + u,(t,v)G(t,u,v) = F(t,u.v)

u(0,v) = F(v) 5.1.7

Blasius Denklemi :
V+viv=0 5.2.1
denklemine Blasius Denklemi denrir.
v(0) =v'(0) =0 v'(ee)=1.0 5.2.2
v'(e) = 1.0 sinir degeri R < o igin ¥'(R) = 1.0 ile yer degigtirilir.

v' hizzmin d¢ degigik konumda gbzlendigi/ varsayaldiginda,
Denk.(5.2.1) ve Denk.(5.2.2)'nin ¢6ziimii igin

vi(0)=0, v'(l1)=0.425, v'(2)=0.8 5.2.3
sinir kogullar: kullanilir.
v" +v'v = 0 denklemine invariant imbedding'i uygulamak igin bu denk-

lemi birinci mertebeden sisteme dontistiiriilir. Bunun igin v'(t) = u(t)

yi ylizey karekteristigi belirlenir.

u=w u(0) =0
w' = -vw u(l) = 0.425
vi=u u(2) = 0.8

formuldsyonundan [0,1] tizerinde

au/at + (au/av)u - (au/aw)vw =w, u(0,v,w) =0 5.2.4
invariant imbedding denklemini elde edelir.
Denk.(5.2.4) ,0<t<1 , 0£v&V , 0SswsW

kilpil iizerinde dlizgiin a§ yerlegtirerek ve Denk.(5.2.4)'e
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l/At (U= Y] + (I/AV)[ Upiy = By glUagy - viwi/Aw
x[ Yoy ™ un-l.l.j-l]=wj
yaklagarak ve kiip lizerinde baglanti kurulur. Burada u,;; =u(nAt, iAv,
jaw) dir. v, = 0 ve w, = 0 sinir noktalan: igin Denk.(5.2.4)'e benzeyen

bir agiklik kullanilir. Yukarida ki denklem u ;. de 2.derecedendir ve

i
agik olarak gdyle ¢ozillebilir.

¢ /At) (o -l + (I/Av)[ Uoy = Upa oy - viwl/AW

x[ a0 U]=W,
1, 1 Yy Vi¥y

av Ve AT TAr Y T Aw [“n.x.u N uu-l.l.j-l]

n-1,i,j
- w] o =l
At
1 =A , 1 - l"u.l-l.j =B
Av At Av
M| Yoty
o - - - —=C
Aw [un-l.l.j LISPR -1] w, At
ile gdsterirsek
Au’ +Bu, +C=0 u,,, edzilebilir.

0.i.,j L X8 ]
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y+2-3y =1

yio =1, y(ip)=0, y(l)=-1
g noktalr sinir deger probleminin invariant imbedding yéntemi ile
¢Ozilmil

v 4+ 2v'-3v=]
denklemine invariant imbedding'i uygulamak i¢in bu denklem birinci
mertebeden sisteme doniigtiirilir. Bunun igin

vi=u

L]

v'=u

‘= w
vizu' =w
dénilgimiinden

w+2w-3u=1
w=1-2w + 3u

bulunur.
du du  dv du dw _ _
o v e T Aw hr ek, u@w = s

invariant imbedding denkleminde bulunan degerler yerine yazilarak

du _ du du _ _
-—a—t-+ Tv—u"‘ w (1-2w+3u)=w u(0,v,w) =1

1 1
T(“m.’ LT Ny vl C T Uy h1g) Yoy

1
+ ’57(1' 2w, #3000 (Ut ) B W
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u 1
-Luzn.i.j + Al—t -%j_) U, +-A_w-(l = 2wy +3u,;;) . (U - Unaggo1)
Av v
Wy - ——1 u =0
At a-L.i.j
u
A= 1 1 ey _p
Av At Av

1 1
C= ——(1- 2wy + 3uq;) - (g = Unagggr) = Wy Rl SR

Aw At

Au *+Bu - +C=0 ¢bzilerek,

n.4.§ .i.§

Invariant imbedding ydntemi ile elde edilen ¢6ziim ve tam ¢bzilm

agafidaki tabloda verilmigtir.

TABLO
X Tam Cozim Invariant Imbedding »
00 100000000 1.00000000
0.1 0.76653047 0.76653120
0.2 0.55810810 0.55810929
0.3 036541997 0.36542142
0.4 0.18127019 0.18127173
0.5 017763568 X 10~ 0.15094280X 10 ° -
0.6 -0.18294510 -0.18294372
0.7 -0.37133966 037133852
0.8 -0.56842260 -0.56842176
0.9 -0.77708252 -0.77708207

1.0 -1.00000000 -1.00000000
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SONUC

Sinir defer problemlerinin sayisal ¢oziimlerinde kullanilmakta
olan yontemler iki ana grupta toplanabiiirler. Bunlardan birincisi
baglangi¢c defer yontemleri, ikincisi ise sonlu fark ydntemi diye bi-
linmektedir. Sonlu fark ydnteminin pek pratik olmamas: yeterli bir
¢6ziim igin gerekli olan matrisin boyutunun gok kere bilyilk olmasi
hem de sonuglarda hatalarin bidy@imesi sonlu farklar yerine baglangig
deger ydnteminin kullaniimasini daha uygun kilmaktadar.

Bu galigmada kullanilan invariant imbedding ySntemi baglangig
deger ySntemleri arasindadir.

Invariant imbedding yﬁn'teminin form@lasyonundaki avantaj
basglangi¢ defer problemi ile sonuglanmasi ve baglangig deger prob-
leminin ¢ozlimiiniin daha az sﬁre ve Dbasit algoritmalarla
yapilabilmesidir. Buradaki sakinca ise gok noktali sinir deger prob-
lemi ve verilerine gdére kargilagilan kogullarin karmagalif: nedeniyle
baslangi¢ deger problemine déniigtirme sirasinda iglemlerin belli bir

algoritma ile saptanamamasidir.



i-

4-

5-

51

KAYNAKLAR
AGARWAL, RAVI P.
On Multipoint Boundary Value Problems for Discrate Eguations.
J.Math. Anal. Appl., 1983, 96, no.2, 520-534,
AGARWAL, RAV! P.
Quasilinearization and Approximate Quasilinearization for Multipoint
Boundary Value Problems.
J. Math. Anal. Appl., 1985, 107. 317-330
ALSPAUGH, DALE W. )
Application of Invariant Imbedding to Linear Multipoint Boundary
Value Problems with General Boundary Conditions.
Appl. Math. Comput., 1979, §, no.3, 213-232
BAILEY, P. and WING, G.
Some recent devolepments in Invariant Imbedding with Applications
J. Math. Phys., 1965, no. 6, 453 - 462
BALKANAY E.
Iki Nokta Sinir Deger Problemlerinin Sayisal ¢8ziimleri igin
Invariant Imbedding Yontemi ve Quas1 Linearization Teknigi ile
Invariant Imbedding Yonteminin Birlestirilmesi.
Dogentlik Tezi, 1979
BARR D. and SHERMAN T.
Existence and Uniqueness of Solutions of Three-Point Boundary
Value Problems.
J. Differential Equations 13,197-212 (1973)
CAST! J., KALABA R.
Imbedding Methods in Applied Mathematics
1973. Addison - Wesley Publishing Comp.
CHARLES J. AMICK.
An Existence Theorem for a Certain Class of Nonlinear Multipoint
Boundary Value Problems.

COLLATZ L.

The Numerical Treatment of Differential Equations.
Springer-Verlag

Berlin Herdelberg. New York 1966



10- CAGAL B.
Sayisal Analiz.
Istanbul-1989
11- ELOE, P. W. and GRIMM L. J.
Differantial Systems and Multipoint Boundary Valu Problems.
Z. Angew. Math. Mech., 1982, 62, no. 11, 630-632
12- GOLBERG, M.
A Generalized Invariant Imbedding Equations.
J. Math. Anal. Appl., 1971, 34, 590 - 601
13- GREENSPAN D., CASULLI V.
Numerical Analysis For Applied Mathematics science, and
Engineering.
1988 Addison-Wesley Publishing Company
14- GREGUS M., NEUMAN F. and ARSCOTT F. M.
Three-Point Boundary Value Problems in Differential Equations.
J. London Math. Soc. (2), 3 (1971), 429-436
15- HENDERSON J. and JACKSON L.
Existence and Uniqueness of Solutions of k-point Boundary Value
Problems for Ordinary Differeatial Equations.
J. Differential Equations, 48, 373-385 (1983)
16- MEYER, GUNTER H.
Initial Value Methods for Boundary Value Problems.
Academic Press, 1973, New York and London ‘
17- MOHAN K. KADALBAJOO and K. SANTHANA RAMAN
Cubic Spline and {nvariant Imbedding for Solving Singular Two -
point Boundary Value Problems.
J. Math. Anal. Appl., 1985, 112,22 - 35
18- OJIKA, TAKEO
Structure Analyses For Large Scale Nonlinear Multipoint Boundary
Value Problems.
J. Math. Anal. Appl., 1983, 92, no.1, 139-162
19- OJIXA, TAKEO
Modified Deflation Algorithm for the Solution of Singular Problems.
Il. Nonlinear Multipoint Boundary Value Problems.
J. Math. Anal. Appl. , 1987, 123, 222 - 237



53

RACHUNKOVA I
2n - Point Problems for Differential Equations of the n th Order.
J. Math. Anal Appl., 1990, 145, 100 - 111

RAO D.R.K.S., MURTY K.N. and RAO A.S.

Existence and Uniqueness Theorems for Four Point Boundary Value
Problems for Fourth Order Differential Equations.

Indian J. pure Appl. Math. 13(9) : 1006-1010, September 1982

ROBERTS, S.M.

Reduction and the Kagiwada-Kalaba Method of Invariant Imbedding.
J. Math. Anal. Appl. 1979, 72, no.2, 615-628

SCHEID F.

Numerical Analysis

Schaum's ouline Series. 1968, 422 S.

SCOTT, M.R.

Invariant Imbedding and its Applications to Ordinary Differantial
Equations. 1973 Addison-Wesley Pub. Comp.

SCHWANK F.

Sinir Deger Problemleri

Ceviren: S. Sacit Tameroglu

1.T.0. Istanbul-1963



54

OZGECMIS

1953 yilinda Usak'ta dogdum. 11k ve Orta 6grenimimi Ugak'ta ta-
mamladim. 1974-1975 Yaz déneminde Ege Universitesi Fen Fakiiltesi
Matematik-Fizik bélimiinden iyi derece ile mezun oldum. 1977 yilinda
Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Yiiksek Lisans 6greniminide
Pekiyi derece ile tamamladim. Usak Banaz Lisesi, Usak Lisesi ve Ugak
Egitim Enstitisinde Matematik Ogretmenligi yaptim. 1982 yilinda
Asistan olarak géreve bagladigim Yildiz Teknik Universitesinde halen

Ogretim Gorevlisi olarak galigmaktayim. Evliyim ve bir kizim var.



55

TESEKKUR

Tezimi y6neten, ¢aligmalarimda yardimlarin: esirgemeyen ve daima

yol gosterici olan sayin Hocam Prof. Dr. Behi¢ CAGAL'a tegekkiir ederim.

Iffet TAYLAN



