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BÖLÜM -  I

GENEL HATLARI İLE LİNEER PROGRAMLAMA 

1-1  GİRİŞ:

Lineer programlama; endüstri  mühendisliği ve i ş l e t ­

m ec i l ik  prob lem ler i  i ç i n ,  g e l i ş t i r i l e n  matematik metodla- 

r ın  iç inde  u y g u l a n a b i l i r l i ğ i  kolay,  yaygın b i r  metoddur. 

Metodun uygulanabilmesi i ç i n  değişkenler  arasında kurulan 

i l i ş k i l e r i n  doğrusal olması g e re k ir .

Bazı seb ep ler le  uyulması mecburi olan k ı s ı t l a y ı c ı  

ş a r t l a r  aLtmda, k ıt  kaynakların en uygun şek i lde  k u l la ­

nılm asın ın  n a s ı l  sağlanacağı sorusuna bu metodla cevap 

b u l a b i l i r i z .  İş letm elerde  karın n a s ı l  maksimize e d i l e c e ğ i ,  

m a l iy e t le r in  n a s ı l  minimize e d i l e c e ğ i ,  g i r d i  ve ç ı k t ı  mak­

simi zasyonunun n a s ı l  sağlanacağı soru lar ın a  l in e e r  program­

lama yo lu  i l e  cevap bulunması mümkündür.

Araştırmamızda l in e e r  programlamanın ta r ih i  g e l i ş im i  

ve temel p ren s ip le r in e  yer v e r i l d i k t e n  sonra l in e e r  prog­

ramlama te k n ik le r i  e le  al ınarak ince len ecek  ve simplex me- 

tod i l e  b i r  karışım problemi ç ö z ü le c e k t i r .

1-2  TARİHİ:

Lineer programlama kavramına i l k  olarak W. L e o n t i e f ' i n  

1920 y ı l ı n d a  yapmış olduğu çalışm alarda rastlanm aktadır .

W. L e o n t ie f  bu konudaki kesin p r e n s ip le r in i  1941 y ı l ı n d a  

y a y ın la d ığ ı  "Amerikan Ekonomisinin Y ap ıs ı "  a d l ı  k itabında 

a ç ık la m ış t ı r .  L eon t ie f  modelinde son mamuller i l e  sektör 

ürünleri  arasındaki i l i ş k i l e r i  e le  a lm ış t ı r .

Genel Lineer programlama probleminin formülasyonunu 

i l k  defa George B. Eantzing Marshall Wood ve arkadaşlar ın ın  

oluşturduğu b i r  gurup ortaya a t m ış t ı r .  Gurup bu alandaki i l k
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uygulamalarını 1947 y ı l ı n d a  A.B.D. Hava Kuvvetler in in  plân­

laması s ıra s ın d a  yapm ışt ır .  Metod bu ta r ih ten  sonra araş­

t ı r ı c ı l a r ı n  d ikkatin i  ç e k t i .  Zamanla Lineer programlama 

metodu g e l i ş t i r i l e r e k  tek n iğ i  b a s i t l e ş t i r i l d i .

1-3-LİNEER PROGRAMLAMANIN TEMEL PRENSİPLERİ:

1. Lineer programlamayı uygulayarak b i r  gayeye varmaya

ç a l ı ş ı r ı z .  Varmaya ç a l ı ş t ı ğ ı m ı z  bu gaye aç ık  olarak b i l i n -/
m e l id i r .  Gayeye varmamızı e tk i le y e n  birtakım fa k t ö r le r  var­

d ı r .  Gaye, bu fa k t ö r l e r i n  Lineer fonksiyonu olarak y a z ı l a -  

b i lm e l i  d ir .

2 . İş letm elerde  bazı  k ı s ı t l a y ı c ı  ş a r t l a r  sözkonusudur. 

Faktör ler  arasındaki i l i ş k i l e r  bu s ı n ı r l ı l ı ğ a  ba ğ l ı  o larak 

doğrusal e ş i t l i k  veya e ş i t s i z l i k  halinde y a z ı l ı r l a r .

3. Gayeye varmak i ç i n  ç e ş i t l i  a l t e r n a t i f l e r i n  var o l ­

ması g e r e k l i d i r .  Yani çözüm 1 den f a z l a  o lm a l ıd ı r .

4. Fonksiyonda yer alan a k t ö r l e r  t o p la n a b i l i r  ö z e l l i k t e  

o lm a l ıd ı r .

5. Gaye fonksiyonu s ü r e k l i l i k  a r z e t m e l id i r .

6 . Fonksiyonda yer alan f a k t ö r le r  b ö lü n e b i l i r  ö z e l l ik t e  

o lm a l ıd ı r .  Yani en küçük b i r im le r le  i fade  e d i l e b i l m e l i d i r .

7. Faktör ler in  n e g a t i f l i ğ i  sözkonusu olmadığından p o z i ­

t i f l i k  ş a r t ı  va rd ır .

1 - 4 - LİNEER PROGRAMLAMA PROBLEMİ:

Genel doğrusal programlama problemi

C1X1 + C2X2 +
doğrusal formunu

(1 .2)



O 3 = 1 , 2,  n ( 1 , 3 )

Lineer k ı s ı t l a y ı c ı l a r ı n a  b a ğ l ı  o larak minimize veya maksi­

mize eden b i r  (x-^, x ^ t . . . . ,  xn ) g ib i  b i r  vektör bulma 

iş lem i d ir .

ai3* ^i ve °3 v e r i lm iŞ s a b i t l e r  olup m<^n d ir .  K ı s ı t l a y ı c ı  
denklemler, bütün (b^) l e r i  b^^ 0 yapmak i ç i n  gerektiğ inde  

( - 1 )  i l e  ç a r p ı l a b i .1 i r . Genel kullanımdaki n o ta syon la rm  çe­

ş i t l i l i ğ i  nedeni i l e  genel Lineer programla problem leri  çe­

ş i t l i  ş e k i l l e r d e  g ö s t e r i l e b i l i r .  Bu g ös ter im ler  aşağıda s ı ­

ra la n m ış t ır .
n

a) x ^ 0  j = l , 2 , . . . .  ,n  i ç i n  ^_a,...x.. = b 1
J'l

i = 1 , 2 , . . .  , ni denklemleri sağlanmak koşulu i l e

CjX^ i f a d e s i  minimize e d i l i r ,  
j  ; ı

b)  A = ( a^ j )  olmak üzere b = (b^, b^, . . .  , b ^  kolon vektörü

c = ( c 1 , c 2 , ----  , cn ) s a t ı r  vektörü, X = (x l f  x 2 , . . .  , xR)

kolon vektörü, 0} n boyutlu  kolon vektörü iken AX = b ve 

X^-0 k ı s ı t l a y ı c ı l a r ı n ı  sağlamak koşulu i l e  f ( x )  = cx 

fonksiyonu minimize e d i l i r .

c )  P j  (3=1, . . .  , n) A m atr is in in  ( 3 ) in c i  kolonu ve PQ = b

iken X ) 0  ve x ı Pı  + X2P2 + ••* + XnPn = Fo ^ s ^ l a y ı c ı  
denklemlerini sağlamak koşulu i l e  CX mininize e d i l i r .  Bazı 

durumlarda gayenir. değerine e ş i t  olan XQ veya Z g ib i  s ı n ı r ­
lanmamış b i r  değişken tanımlamak y a r a r l ı d ı r .
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her x = o<U + p> V vektörü i ç i n  f ( x )  = f(°<U + j3 V) 

r * f ( U )  + p> f (V )  d ir .

Gaye fonksiyonu, k ı s ı t l a y ı c ı  denkleri  sağlayan X1 l e r  

i ç i n  b i r  l in e e r  fo n k s iy o n e ld ir .

Teorem -  I -  L ineer  programlama probleminde bütün mümkün 

çözümler b i r  konveks cümle o luşturur .

İspat :  Herhangi ik i  mümkün çözümün konveks kombinasyonunun 

a y r ıca  b i r  mümkün olduğunu g ö s t e r i r s e k  teoremi ispat  etmiş 

o luruz .

a- Şayet çözümler cümlesi y a ln ız  b i r  elemana sahipse teorem 

t a b i a t ı y l a  g e r ç e k le n ir .

b -  ve X2 g ib i  en az ik i  çözümün v a r l ı ğ ı n ı  kabul ece l im .

AXX = b Xx > 0  , AX2 = b X2^  0

olmak üzere 0 i ? in  x ı  ve X2 nin herhangi konveks

kombinasyonu

X = X, + ( l - c < ) X 2 d ir .

X vektörünün bütün b i l e ş im l e r i  n e g a t i f t e n  f a r k l ı d ı r .

X ^ 0  d ir .

AX = A [ f X X 1 + ( l - o O X 2 J =o<AX1 + ( 1 -  <X)AX2 

AX = o < A X 1 + AX2 -  o ^ A X 2 

AX = <x.b + b -  txb 

AX = b

Görülmektedir ki X 1 ve X2 çözümlerinin  komveks kombinasyonu 

yine b i r  çözüm meydana ge t irm ek ted ir .

K i l e  l in e e r  programlama problemindeki çözümlerin 

konveks cümlesini gözönüne a la c a ğ ız .  K sonlu sayıdaki
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k ı s ı t l a y ı c ı  denklemlerin kesişimi olarak b e l i r l e n i r .  Eğer 

K boş değ i lse  mütekabil h iper  düzlemlerin b e l i r l i  b i r  k ı s ­

mının kesişiminden i b a r e t t i r .

K, E nin b i r  b ö l g e s i d i r .  Bu bölge konveks b i r  çok- 

yüzlüdür. Bu çokyüzlü boş o l a b i l i r  veya bazı  doğrultularda 

s ı n ı r s ı z  o l a b i l i r .  Eğer K boş ise  problemimiz herhangibir  

çözüme sahip d e ğ i l d i r .  Eğer K konveks b i r  çokyüzlü ise 

problemimiz gaye fonksiyonu i ç i n  sonlu minimum d eğ er l i  b i r  

çözüme s a h ip t i r .  K s ı n ı r s ı z  ise problem b i r  çözüme s a h ip t i r  

fakat minumum s ı n ı r s ı z  o l a b i l i r .  G eçer l i  Lineer programla­

ma modeller i  K n m  2. muhtemelen 3. t i p i n i  v e r e c e k t i r .  Bu 

t i p l e r  mümkün çözümlere sahip olan durumların m o d e l le r id i r .  

Teorem I ' e  göre ,  b i r  problem şayet birden çok çözüme sahipse 

gerçekte çözümlerin s a y ıs ı  sonsuzdur. Problemimiz bu çözüm­

l e r i n  iç inde  mütekabil gaye fonksiyonunu minimize edini 

b e l i r l e m e k t i r .  Bunu Teorem II  sonuçlarına göre b a s i t l e ş t i -  

r e b i l i r i z .  Önce Teorem I ' e  dayanarak aşağıdaki hususlar ı  

not edelim. Eğer K konveks çokyüzlü i s e  K } K' n m  Ekstrem 

n o k ta la r ın ın  oluşturduğu ş e k i l d i r .  (Konveks Hull dur).

Kl daki her mümkün çözüm ekstrem noktalardaki mümkün çözüm­

l e r i n  b i r  konveks kombinasyonu olarak g ö s t e r i l e b i l i r .  Bir 

konveks çokyüzlü ekstrem n okta la r ın  sonlu b i r  miktarına sa­

h i p t i r .  Eğer K s ı n ı r s ı z  ise  ekstrem nokta lar ın  s a y ıs ı  yine 

sonludur. Fakat K n m  bütün nokta lar ı  bu ekstrem nokta ların  

konveks kombinasyonları olarak g ö s te r i le m e z le r .  K olay lık
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k 'i ç i n  bütün prob lem ler im iz i  konveks b i r  çokyüzlü olan ^ ya 

sahip olduklarını-  fa r z e d e c e ğ iz .

Teorem -  I I  -  Gaye fonksiyonu l in e e r  programlama problemi 

i ç i n  mümkün çözümler cümlesi tarafından meydana g e t i r i l e n  

K konveks cümlesinin b i r  ekstrem noktasında minumum o lu r .  

Şayet o minumum değeri b irden  f a z l a  ekstrem noktada a l ı r s a  

bu öze l  n okta lar ın  her konveks kombinasyonu i ç i n  aynı değeri 

a l ı r .

İ spat :  ^ konveks b i r  çokyüzlü olduğuna göre sonlu sayıda 

ekstrem noktaya s a h ip t i r .  İki boyutta K aşağıdaki ş e k i l - I  

de olduğu g i b i d i r .

Gaye fonksiyonunu f ( x ) ,  ekstrem n okta la r ı  X^, . . .  , X^

ve minumum mümkün çözümü XQ i l e  g ös te re l im .  K da bütün X 

l e r  i ç i n  f ( X o ) < . f ( X )  d i r .  Şayet XQ b i r  uç nokta ise  teorem 

sa ğ la n ır .

Farzedelimki XQ b i r  uç nokta d e ğ i l d i r .  (Ş e k i l - I * d e  olduğu 

g i b i )  Bu durumda Xo ) K 'nın  ekstrem n o k ta la r ın ın  konveks kon- 

binasyonu olarak y a z ı l a b i l i r .

Xo = ± . ' X İ X İ , ,̂ i > 0  ve £ _  = 1 i ç i n
i ff-l  ̂ ı

f ( x )  l in e e r  b i r  fon k s iyon e l  olduğuna göre
P

f (X  ) = f (  i + 0<2*2 + *** + ,x pxp )< ~ı
f ( X Q) = c<1f ( x 1 ) + o^2f(.x 2 ) + ••• + 0<ipf (^p) = m

Burada m, K da her X i ç i n  ,f(X) in minumumudur. Bütün ±
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l e r  olduğundan f(X..)  d e ğ e r le r in in  minumumu olan Xm

değerini  ( 1 ) de y.erine koyarsak

f (X 0) >  « i f â n l  + < X 2l d m> + ••• + « p ' t î . )  ■ 
o lu r .  K da b ü t a n  X d eğ er le r i  i ç i n  f ( X Q) kğ. f (X )  f a r z e t t i -  

ğimize göre f (X  ) = f (X m) = m o lu r .  Öyleyse gaye fonksiyonu 

b i r  ekstrem noktada miruırnır değeri a l ı r .  Teoremin 2. k ı s ­

mını ispat  etmek i ç i n  minumunı değeri b i r  uç noktadan daha 

fa z la  b i r  uç noktada a l d ı ğ ı n ı  fa r z  edelim. Bu noktalar 

X , , Xp , . . .  , X o lsun.  Buradan f ( X q ) = f (Xp)  = . . .  „ «

5 f (X  ) = m elde e d i l i r .  X, Xj. l e r i n  herhangib ir  l in e e r

kombinasyonu olarak y a z ı la b i ld ig in d e n  °<X ^  O ve j
ı

d e ğ e r le r i  i ç i n  
>

x = ^  'X ' i x i  y a z l l ı r *
/ - i

f ( X )  = + ^ 2X2 + . . .  + *  qXq)

f (X )  = o < 1f (X 1 ) + <X2f ( X 2 ) + . . .  + I* qf ( Xq )

f ( x )  = ; £ _ ( * '  .>1
i

f (X )  = m sonucu e lde e d i l i r .

B e l l i  d e ğ i ş i k l i k l e r  yapılarak  problemin maksimizas- 

yonu i ç i n  de ispat  y a p ı l a b i l i r .  İspat e t t iğ im iz  bu teoreme 

n-öre l in e e r  programlama probleminde b i r  minumum mümkün çö ­

züm i ç i n  sadece K nm  ekstrem n okta lar ın ı  araştırmamız ge-
m

r e k t iğ i  a ç ı k t ı r .
X = (x x , x 2 , x 3, . . .  , xn ) vektörü bütün x. ^  0 1ar

i ç i n  b i r  mümkün çözüm i d i .  Buna göre

x ı pı  + X2P2 + *** + XnPn = Po o l u r *
Parzedelim ki k v e k tö r le r  cümlesi l in e e r  bakımsızdır .

değerine e ş i t  elan bu v e k tö r le r in  kombinasyonu p o z i t i f t i r .
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V ek tör le r in  bu cümlesi p^» P2> » Pk o lsun.  Bu durumda

aşağıdaki teoremi e le  a la l ım .

Teorem -  I I I  -  Eğer k <.m, p1? p2, . . .  , Pk v e k t ö r l e r in in

cümlesi baz t e ş k i l  ed iyorsa  yani l in e e r  bağımsız ise

xl pl  + X2P2 + ••• + xkpk = po ve x i >  0 
olmak üzere X = (x^, x 2 , . . .  , -̂ k» . °» ° )  noktası

mümkün çözüm1e r in  konveks cümlesinin b i r  ekstrem n o k ta s ıd ı r .  

Burada x enaz n-k elemanı 0 olan n boyutlu  b i r  vektördür. 

İspat :  Far ze del i m ki X b i r  ekstrem nokta olmasın. Bu durumda 

X b i r  mümkün çözümdür. 0 halde K daki ik i  X-̂  ve Xp noktala­

r ın ı n  b i r  konveks kombinasyonu olarak y a z ı l a b i l i r .  0 <.»<<£1 

i ç i n  X -  + (1 -  <K )X2 b a ğ ın t ı s ı  v a rd ır .  Mademki X*in

bütün x i elemanları  n e g a t i f  d e ğ i ld i r  ve 0 < 6<C<1 d ir .  x-L ve 

Xp nin enaz n—k elemanı ( 0 ) a e ş i t  olmak zorundadır.  Yani
y / _ ( ! )  0 . 0 )X  ̂ = * 2 * * * * * k * ’ * '

X2 = ( x [ 2 ) , x^2 ) , . . .  , x [ 2 ) , 0 , , 0 ) d ir .

Mademki ve X2 mümkün çözümlerdir AX1 = b ve AX2 = b 

y a z ı l a b i l i r .  Bu denklemleri v e k tö re l  göster im le  yazalım.

xl 1 )p l  + x 21 )p 2 + ••• + x k1 )p k = po

x l 2)pl  + x 22 )p2 + ••• + Xk? ) p k "  po o l u r '
pl t  p2# . . .  , Pk l in e e r  bağımsız olduklarından (pQ)

Pl f  P2 . *♦* * Pk v e k t ö r l e r i n i n  ü n e e r  kombinezonu olarak 
b i r  tek şek i lde  y a z ı l a b i l i r .  Buradan = x^1 =̂ x£2  ̂ e lde 

e d i l i r .  Bu yüzden X^K daki ik i  f a r k l ı  noktanın konveks kom­

binasyonu olarak i fad e  edilemez. K nın b ir  uç noktası olmak 

durumundadır.
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Teorem -  I V -  Eğer X = (x l f  x 2 , . . .  , xR) K n m  b i r  ekst ­

rem noktası  i s e ,  p o z i t i f  x i  lere  karşı  ge len  v e k t ö r le r  l i ­

neer bağımsız b i r  cümle meydana g e t i r i r l e r .  Buradan x^ l e r i n  

en f a z la  m tanes in in  p o z i t i f  olduğu görü lür .

İspat :  ( 0 ) dan f a r k l ı  k a tsa y ı la r  i l k  (k) katsayı  o lsun.
K
2 _ x .p .  = p o lu r .  Olmayana e rg i  metodu i l e  teoremin ispa—
,zl 1 1  °

t ı n ı  yapalım, p^, p2 , . . .  , p^ v e k t ö r l e r in in  l in e e r  bağımlı  

olduğunu farzedel im . Bu durumda bu v e k t ö r l e r in  (0) vektörüne 

e ş i t  olan b i r  l in e e r  kombinezonu v a r d ır .  En az b i r   ̂ 0 

olmak üzere

dl pl  + d2p2 + *** + dkpk = 0 d ı r * ^
Teoremin h i p o t e z l e r i  a l t ın d a

x l pl  + X2P2 + ••• + x Kpk = 0 d i r *
( 1 , 5) i  d^O i l e  çarpıp  elde e d i l e n i  ( 1 , 6 ) i l e  top la y ıp

ç ıkard ığ ım ızda  ik i  denklem elde e d i l i r .  .
Jc k k k

£ x lP l  + d £ d lP i  = P0 ; £ x j Pj -  d £ d lP l  = p0
i-i i - l  i * l  i s i

böy lece  ( 1 , 2 ) nin ik i  çözümüne sahip o luruz .

= (x^ + dd^, x 2 + dd2 , . . .  , x^ + dd^, 0 , . . .  , 0 )

1*2 = (x^ — dd-j ,̂ Xg ~ ddOJ . . .  , Xĵ  — dd .̂, 0 , . . .  , 0 )

Bütün x^ 1er p o z i t i f  olduğundan (d)  y i  g e r e k t iğ i  kadar kü­

çük a l a b i l i r i z .  Bu durumda d s a y ı s ı ,  X  ̂ ve X2 nin i l k  k

b i l e ş e n i n i  p o z i t i f  yapacak şek i lde  p o z i t i f  ve küçük b i r

sayı o larak a l ı n ı r .  Bu şek i lde  X  ̂ ve X2 mümkün çözüm o lu r ­

la r .  Pakat X = ^X1 + ^Xg d ir .  Bu ise  h ipoteze  a y k ı r ı d ı r .  

Çünkü X b i r  ekstrem noktad ır ,  p-j, p2 * ••• * v e k t ö r l e r i ­

nin l in e e r  bağımlı  olduğu kabulü h ipoteze  a y k ı r ıd ı r .  Öyleyse 

P]_» P2 » ••• * P  ̂ v e k t ö r l e r in in  cümlesi l in e e r  bağ ım sızd ır .

M boyutlu  uzayda m + 1 vektörün her cümlesi l in e e r  bağımlı
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o lm a l ıd ı r .  Bu yüzden M den f a z la  p o z i t i f  ye sahip olama­

y ı z .  Farzedelim ki sahip olduk. Teoremin a s ı l  kısmının yu­

karıdaki i s p a t ı  l in e e r  bağımsız dLan p1 , . . .  , pm, Pm+1 

v e k t ö r l e r in in  v a r l ı ğ ı n ı  g e r e k t i r i r .

Genelleştirme kaydı olmadan l in e e r  programlama prob­

leminin p^, p2* •••> Pn vektör kümesinin daima b i r  M l in e e r  

bağımsız v e k tö r le r  kümesi i ç e r d i ğ i n i  f a r z e d e b i l i r i z .  B e l i r l i  

b i r  problem çözülürken bu ö z e l l i k  b e l l i  değ i lse  v e k t ö r l e r in  

o r i j i n a l  cümlesi b i r  M l in e e r  bağımsız v e k t ö r le r  cümlesi 

i l e  a r t t ı r ı l ı r .  Bu şek i lde  g e n i ş l e t i l e n  probleme çözüm ara­

n ı r .

Sonuç — I — Her uç nokta p- »̂ Pp» *•• » Pjı den ç ık a r ı lm ış  

l in e e r  bağımsız b i r  m vektör  cümlesine karşı  g e l i r .

İspat :  Teorem 4 bu şek i lde  k^m v e k t ö r l e r in in  v a r l ı ğ ı n ı  

g ö s t e r d i ,  k = m i ç i n  ispat  teoremden y a p ı l ı r ,  larzede l im  ki 

k <m ve Pk p, ••• , Pr  ek v e k t ö r l e r i  bu lu n a b i l iyo r .

Pl» **• » Pk» pk+l» *•• • Pr cümlesi r < m ip in  l in e e r  bağım­
s ı z d ı r .  Bu durumda kalan n -r  vektör px , . . .  , Pr  v e k t ö r le ­

r ine l in e e r  bağımlı  o lu r .  Bu ise  p- ,̂ . . .   ̂ Pn cümlesinden 

daima b i r  l in e e r  bağımsız v e k tö r le r  cümlesine sahip oldu­

ğumuz kabulü i l e  ç e l i ş i r .  Bu yüzden her uç nokta i : e  i l g i l i  

p-p . . .  , pm v e k t ö r l e r i  l in e e r  bağımsız o lm a l ıd ı r .
k m

x iP i  + i L  ° -P i  = p0
ıs ı  i s k t l

Verilen  teorem leri  aşağıdaki teoremde t o p l a y a b i l i r i z .

Teorem -  V -  X = (x l t  x 2 , . . .  , xm) b i r  uç nokta olması 

i ç i n  gerek ve yeter  şart

I -  x i p3 '  p°
j -I

daki p o z i t i f  x .  l e r i n  bağımsız p.  v e k t ö r le r in in  k a tsa y ıs ı  
1 1
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olm as ıd ır .
Bu bölümün k a bu lle r i  ve teorem ler i  sonucunda aşa ğ ı ­

daki sonuçlar elde e d i l i r .
1) Gaye fonksiyonunun minumum değerini  a l d ı ğ ı  b i r  K ekst­

rem noktası va rd ır .
2) Her temel mümkün çözüm b i r  K ekstrem noktasına k a r ş ı l ı k  

g e l i r .
3) Her K ekstrem noktası  i ç i n  v e r i l e n  (n) vektör  cümlesin­

de l in e e r  bağımsız m vektör  mevcuttur.

Yukarıdan; y a ln ız c a  ekstrem nokta çözümlerini ve 

bundan dolayı  m l in e e r  bağımsız vektörden elde e d i le n  bu 

mümkün çözümleri araştırmamız g e re k t iğ i  sonucuna v a r a b i l i r i z ,  

^ e r i le n  n cümlesinde en f a z l a  tane m l in e e r  bağımsız

vektör  cümleleri  olduğundan ( n) değeri problemin mümkün 

çözümleri s a y ı s ın ın  üst s ı n ı r ı d ı r .  Büyük n ve m d eğer le r i  

i ç i n ,  bütün mümkün çözümleri bulmak ve gaye fonksiyonunu 

minimize eden b i r i n i  seçmek imkansız b i r  i ş t i r .  Bu yüzden 

minumum mümkün çözüme, küçük b ir  mümkün çözümler a l t  küme­

sinden hareket eden b i r  hesaplama yo lu  i l e  v a r a b i l i r i z .

G.B. Dantzig tarafından bulunan simpleks metod böyle b i r  

yo ldur .  Bu usule göre b i r  ekstrem nokta bulunur. Bu nok­

tanın minumum olup olmadığı t e s b i t  e d i l i r .  Eğer nokta mi­

numum değ i lse  gaye fonksiyonunu önceki değerinden küçük 

k ı lan  veya önceki değerine e ş i t  olmasını gerçekleyen b i r  

b i t i ş i k  ekstrem nokta bulunur. Bu şe k i ld e k i  adımların be­

l i r l i  b i r  sayıs ında (G en e l l ik le  m ve 2m arasında) minumum 

mümkün çözüm bulunur. Simplex metodu problemin b e l i r l i  b i r
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minumum çözüme veya çözümlere sahip olup olmadığının b e l i r ­

lenmesini sağlayan güçlü  b i r  metoddur.
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BÖLÜM -  I I  

EKSTREM KOKTA ÇÖZÜMLERİKİK ÜRETİLMESİ

Bir ekstrem nokta çözümünün o r i j i n a l  n vektör küme­

s in in  m-p . v e k t ö r l e r i  c insinden b i l i n d i ğ i n i  kabul edelim.
J

m l in e e r  bağımsız v e k t ö r l e r in in  bu kümesi i l k  m̂ p . vektörü
J

o la b i l  i r .

X = ( x- ,̂ X£» x^, . . .  , xm, 0, . . .  , 0)

Buradan

x lP l  + X2P2 + ••• + xraPm -  P0 (2 ‘  X)
y a z a b i l i r i z .  Bütün x^ 1er x^y/ 0 d ır .  Problem^bu b i l g i  i l e  

hesaplama yönünden ver im li  b i r  tarzda yeni b ir  ekstrem 

nokta çözümü t e s b i t  etm ektir ,  p^» P2 » ••• » Pm v e k t ö r l e r i  

l in e e r  bağımsız olduklarından m boyutlu  vektör  uzayında b i r  

baz o lu ş tu r u r la r .  Bundan do lay ı  v e r i l e n  n ' i n  her vektörünü 

bu baz v e k t ö r l e r in  l in e e r  konbinezonu olarak i fade e d e b i l i ­

r i z .

x i j pi = Pj ** 3 = ! » • • * .  n
Farzedelim ki

xl ,  m+1 pl  + x 2 , m+1 p2 + * * * + Xm, m+1 pm = pm+l ^2♦
A

i fades in de  b irkaç  vektör v e r i l e n  bazda olmasın. Me s e la  

pm+l» x i m+1 ^ 0 t, ir e lm an a  sahip o lsun. ( 2 . 2 ) denk­
lemini herhangi b i r  sayı olan 0 i l e  çarpıp  sonucu ( 2 , 1 )

den çıkararak ( 2 , 3 ) sonucunu elde edelim.

po = (x l  "  0X1 , m+l)pl  + (x 2 " 0X2 , m+l)p2 + **#
. . .  r ( x m -  0xm> m+1 )pm + ©Pm+1 ( 2 . 3 )

x ' = x̂ l ” 0x l ,  m+1 * x 2 “ ÖX2, m+1 * *** * Xm 0xm, m+1 » 
b i r  çözümdür. Eğer x' nün bütün elemanları n e g a t i f te n  f a r k l ı

ise  X̂  b i r  mümkün çözümdür. X nün X den f a r k l ı  b i r  mümkün

çczüm olmasını i s t e d iğ im iz  i ç i n  e >  0 olacak şek i lde  b i r
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sınırlam a g e t i r e l im .  Böylece n e g a t i f  ve s ı f ı r  olan X.. 

l e r  i ç i n  -  0x i m+1 değerinin  n e g a t i f t e n  f a r k l ı  olma­

s ın ı  s a ğ la r ı z .  Bu durumda y a ln ız  p o z i t i f  x^ m+ l ' e sa^^P 

olan elemanlarla i lg i lenmemiz y e t e r l i d i r .  x^ m+-^>piçin 

x i  “  0xi m+1^   ̂ oPmasını sağlayan ©]> 0 olan ö ’ y ı  bulmak 
i s t i y o r u z .

x i “  0Xİ ,  oı+l » °  mıl ^  9 elde e d l l i r -
X • ^

Buradan O<^0^m^n - 7:---- ------  olan her 0 i ç i n  b i r  mümkün
i , m+1

çözüm elde e d i l e c e ğ i  sonucu elde e d i l i r .
x .

Eğer x .  O i ç i n  0 = 0 = min —  ---------  a l ı n ı r s a  X* de
l ,  m +1' 0 I x l ,  m+1

bu minumumun elde e d i l d i ğ i  eleman s ı f ı r a  in d i r g e n ir .  Örnek 

olarak bu elemanın b i r i n c i  eleman olduğunu kabul edelim.
X X

0  ̂ = min —i--------------  = - i ------  o lu r .
0 » i ,  m+1 x l ,  m+1

Bu durumda yeni b i r  mümkün çözüm elde e d i l i r .

x2 P2 + x 3 p3 + * ’ * + xm pm + xl + l  pm+l = po 

burada

x i = x i -  m+1 , i = 2 , . . .  , m

x '  n = 0 a l ın m ış t ı r .  m+1 o
Eğer bütün x^ m+1 l e r  s ı f ı r a  e ş i t  ya da küçükse bazdan 

P^» *«» t p vek tör le r in den  en az b i r i n i  yok edecek b i r  

p o z i t i f  0 seçemeyiz.  Bu durumda 0 ^ 0  i ç i n  m + 1  tane 

p . . .  , pm, Pm+1 v e k t ö r l e r i  i l e  i l i ş k i l i  ekstrem olma­

yan mümkün çözümler elde e d i l e b i l i r .  Bu durum problemin 

b e l i r l i  b i r  minumum çözüme sahip olmadığını g ö s t e r i r .

= ( x 2 , . . .  , x^ , nün b i r  ekstrem nokta olduğunu

göstermek i ç i n  p2 , . . .  , pm, Pm+1 kümesinin l in e e r  bağımsız 

olduğunu ispat  e tm e l iy iz .  İspat i ç i n  olmayana e rg i  metodunu 

kullanarak l in e e r  bağımlı  olduğunu farzeaelim .
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d2p2 + d3p3 + . . .  + dmpm + dm+1pm+1 = O (2 .  4)

bulunur. Burada bütün d.. l e r  s ı f ı r a  e ş i t  d e ğ i l d i r .  Bir 
•<'’»'> bi­

l in e  er fvekt ör l e r  kümesinin her a l t  küme s i  de b i r  l in e e r

bağımsız v e k tö r le r  kümesi olduğundan p2 , . . .  , Pm küme-

side l in e e r  bağım sızd ır .  Bu yüzden dm+  ̂  ̂ 0 o lm a l ıd ı r .

Bu durumda (2* 4) den

e 2p2 + e 3p3 + . . .  + empm = pm+1 ( 2 , 5) y a z a b i l i r i z .

- d .  j

Burada e .  = ^— — , i  = 2, . . .  , m a l ı n m ış t ı r .  (2 „  5) i  
1 m+1

( 2 *. 2 )X den ç ık a r ırsa k

xl ,  m+1 pl  + x̂ 2 ,m+l “  e2^p2 + ••• + ( xm,m+l "  em̂ pm = 0
(2 , 6

elde e d i l i r ,  px , p2 , . . .  , Pm l in e e r  bağımsız olduğundan 

(2 .  6 ) Ndaki bütün k a tsa y ı la r  s ı f ı r a  e ş i t  o lm a l ıd ı r .  Fakat 

x i  m+1 Po z i t i : f  f a r z e d i l m i ş t i .  Bu yüzden p2 , . . .  , Pm+^

i ç i n  l in e e r  b a ğ ım l ı l ık  kabulü b i r  ç e l i ş k i  doğurmaktadır.

Bu v e k tö r le r  l in e e r  bağımsız o lm a l ıd ı r .

Yeni ekstrem mümkün çözümler elde edilmesi  işlemine 

devam etmek i ç i n  herhangibir  vektörün p2, p3» . . .  , Pm+ı  

bazında değilde bu baz c insinden gösterimine gerek duyarız.  

( 2 . 2 ) den

pl  = — 7 (pm+l “  x 2,m+1 p2 "  *** "  xm,m+l pm) (2 * 7)l ,m+l
elde e d i l i r .

p j  = x l j pl  + x2 jP2 + *** + XmjPm 
Yeni bazda olmayan herhangibir  vektör o lsun.  (2 .  7) i f a ­

desi ( 2, 8 ) de yerine konursa

PJ = (X23 -  f c î  X2’ m+1>P2 + (X^  ‘  f c î  X3’ m+l)P3

+ " ■  + Xm,m+l)pm + Spj— [ Pm+1
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elde e d i l i r ,  p. v e k t ö r l e r in in  meydana g e t i r d i ğ i  m atr iste ,
1

s a t ı r  ve sütun operasyonlar ı  i l e  elde ed i len  dönüşümün pQ 

ve p. y i  yeni baz c ins inden  t a r i f  eden dönüşüme eşdeğer 

olduğu gözönünde tu tu lm a l ıd ır .  Yeni ekstrem nokta çözüm­

l e r i  e lde edilmesi  usulünde, sisteme sokulacak yeni b i r  

değişken seçme mümkünlüğünü korumak i ç i n  çözümden hangi 

değişkenin ç ık a r ı lm as ı  g e r e k t iğ in i  t e s b i t  etme ve vektör ­

l e r i n  yeni g ö s te r im le r in i  eski bazda e lde etmemek i ç i n  tüm 

s a t ı r  sütun operasyonlar ı  y a p ı lm a l ıd ı r .  Çözüme hangi değ iş ­

kenin sokulacağını  t e s b i t  etmekte k u l la n ı la n  k r i t e r  simp— 

le x  metodun b i r  ö z e l l i ğ i  olup bu metod ince len irken  ele  

a l ın a c a k t ı r .

*
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BÖLÜM -  I I I  

SİMPLEKS HESAPLAMA METODU 

Bu bölümde simpleks ve b a ş l ı  hesaplama algoritm a­

la r ın ın  g e ç e r l i l i ğ i  i s p a t la n a c a k t ı r .  Daha önceki bölümde 

herhangibir  temel mümkün çözümün t e s b i t  e d i l d i ğ i  b i r  prob­

lemde, b e l i r l i  b i r  adım sayıs ında b i r  minumum çözüm elde 

e d i l e b i l e c e ğ i  görülmüştü. Bu adımlar; gaye fonksiyonunun 

mütekabil değerinin ,  önceki çözüm i ç i n  gaye fonksiyonunun 

mütekabil değerinden daha küçük dan yeni mümkün çözümler 

elde edilmesine dayanır. İşleme minumum mümkün çözüm elde 

e d i l in c e y e  kadar devam e d i l i r .  Önceki bölümde ayr ıca ,  

minumum temel mümkün çözümün ekstrem noktalar üzerinde 

olduğu ve minumum mümkün çözümü bu noktalarda aramamız 

g e r e k t iğ in i  b e l i r l e d i k .  Ayrıca  b e l i r l e n d i  k i ;  ekstrem 

noktalardaki çözüm vektörünün mütekabili m l in e e r  vektör ­

l e r i  l in e e r  bağım sızd ır .

3 -  I -  BİR MİNUMUM MÜMKÜN ÇÖZÜMÜN ELDE EDİLMESİ:

Bir doğrusal programlama probleminde mümkün çözü­

mün var olduğunu, her temel mümkün çözümün bozulmamış 

olduğunu ve b i r  temel mümkün çözümün v e r i l d i ğ i n i  farz  

edelim. Bu kabuller  b ize  genelleşt irm ede b ir şe y  kaybet- 

t i r m e y e ce k t i r • Verilen  çözüm Xq = x20* » xmÔ
ve mütekabil bağımsız v e k t ö r le r  kümesi p1( p2 , . . .  , pm 

olsun. Buradan

x 10pl  + x 20p2 + x 30p3 + ’ ** + XmOpm = p0 (3 .  D

x10c l  + x20°2 + ........................  + xmOcm = Z0 (3 .  2)
elde e d i l i r .  Bütün x i 0 ' 1ar x_.Q'Ç> O olup c U l e r  gaye

fonksiyonundaki k a tsa y ı la r  ve ZQ v e r i l e n  çözüm için gaye
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fonksiyonunun d e ğ e r id ir .  p^, p2 , . . .  , Pm kümesi l in e e r  

bağımsız olduğundan p-, , p0 , , p kümesinin herhan--L c. 0 0 0  XI

g i b i r  vektörünü p^, p2 , . . .  , Pm c insinden i fade edeb i ­

l i r i z .  p^

xl j Pl  + X2 jP2 + ••• + x mjpm = pj 3 = 1 ..............  n (3 . 3)
i l e  ver i lm iş  olsun, c .  1er p. le re  k a r ş ı l ık  ge len  değer

«J
k a ts a y ı la r ı  olarak tanımlandığından

X1 J C1 + x 2 j c 2 + + x m j c m = Zj j  = 1 ,  . . .  , n ( 3 .  4 )

y a z a b i l i r i z .

Teorem -  I -  Her be l i r len m iş  j  i ç i n  Z. -  c . ^ O  ş a r t ı  ge-
J d

ç e r l i  i s e ,  çözüm kümesinin her elemanı i ç i n  a l t  s ı n ı r  olan 

Z nin sonlu veya sonsuz olduğu Z ^ Z q şeklinde b i r  mümkün 

çözümler kümesi o l u ş t u r u l a b i l i r .  ( Z ,  mümkün çözümler küme­

s in in  b e l i r l i  b i r  elemanı i ç i n  gaye fonksiyonunun değeri 

o larak a l ı n m ı ş t ı r . )

Durum 1 -  Alt s ı n ı r  olan Z sonlu i s e ,  gaye fonksiyonunun 

değeri  önceki çözüm i ç i n  olan değerden küçük olan ve m 

p o z i t i f  değişkenden oluşan yeni b i r  mümkün çözüm t e s b i t  

e d i l e b i l i r .

Durum 2 -  Alt s ı n ı r  sonsuzsa, gaye fonksiyonunun değeri 

k ey f i  o larak küçük y a p ı la b i l e n  m+1 p o z i t i f  değişkenden 

oluşan yeni b i r  mümkün çözüm t e s b i t  e d i l e b i l i r .

İspat :  (3 .  3 ) ' ü G g ib i  b i r  sayı i l e  çarpıp  (3 .  l ) ‘ den 

çıkararak ve benzer şek i lde  ( 3* 4 )'  ü aynı 0 i l e  çarpıp 

( 3 . 2 )* den çıkararak j = 1 , 2 , . . .  , n i ç i n

(x ı o  -  0x1^)p1 + (x 2Q -  0x 2^)p2 + . . .  + (xm0 -  0xm-j)Pm

+ ÖPj = P0 (3.  5)

( x10 "  0xl j ^ Cl  + x̂ 20 “ 0x 2j ^C2 + *** + X̂m0 “  0xm ^ Cm
+ 0c ̂  -  c^) ( 3. 6 )
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elde e d i l i r .  Burada 0c .̂ (3 .  6 ) ' n m  her ik i  ta ra f ın a  ek­

le n m iş t ir .  ( 3* 5) ' teki  pl f  p2 , . . .  , pm, p . v e k t ö r l e r in in  

bütün k a ts a y ı la r ı  n e g a t i f te n  f a r k l ı  ise  gaye fonksiyonunun 

değeri  Z = Z0 -  6 ( Z .  -  c . )  (3* 6 ) olan yeni b i r  mümkün
J cl

çözüm t e s b i t  e d e r i z .  ( 3 . 5)* deki x- 0̂ , x 2q, . . .  , xmQ 

d eğ işk en ler in in  heps in i  p o z i t i f  aldığ ımızdan ( 3 . 5) '  deki 

v e k t ö r le r in  k a ts a y ı la r ın ın  p o z i t i f  k a ld ığ ı  b i r  0 ^ 0  

(son lu  veya sonsuz) değerin in  bulunduğu a ç ı k t ı r .  B e l i r l e n ­

miş j  i ç i n  Z .  -  c .>  0 kabulünden hareketle  Ö^O i ç i nt) 0
Z = Z0 -  0 (Z .  -  c . )<^Z  elde e d e r iz .

Durum -  I -  i ç i n :  B e l i r l e n e n  j ' y e  göre (3* 3) de

i -  1 , 2 , . . .  , m i ç i n  en az b i r  x .  . ^ 0  ise  ( 3. 5)' in
-*■ J

bütün k a ts a y ı la r ın ın  n e g a t i f t e n  f a r k l ı  olduğu 0 s a y ı s ı -
x .

nın en büyük değeri  0 = min —L£->  O (3*7) i l e  a l i n ı r p  Bütün
3 id

mümkün çözümlerin m p o z i t i f  elemana sahip olduğunu,o e me
yani problemin bozulmamış olduğunu kabul e tt iğ im izden

( 3. 7 ) ' deki minumum tek b i r  ( i )  i ç i n  elde e d i l i r .  ( 3 .5 )

ve ( 3, 6 ) ’ da ©Q , 0 o larak yerine konursa bu tek ( i )  ye

tekabül eden katsayı  s ı f ı r a  eş i t lenm iş  o lu r .  Bu durumda

p. ve o r i j i n a l  bazın (m-1 ) vektöründen oluşan yeni b i r

temel mümkün çözüm t e s b i t  e d i l i r .  Bu yeni bazda önceki

g i b i  k u l l a n ı l a b i l i r .  Yeni b i r  Z. -  c . > 0  ve mütekabil
J J

X-, y  0 varsa gaye fonksiyonunun daha küçük değerine sa-

hip b ir  başka çözüm elde e d i l e b i l i r .  Bu işlem ya bütün

Z. -  c . < 0 1ar yada bazı Z. -  c .>  0 1ar i ç i n  x.  0
« j J  «J ^

olana kadar devam eder.  Eğer bütün (Z .  -  c . )  1er
J J

Z -  c . ^ 0  ise  iş lem sona e r e r .
İ
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Durum -  I I  -  i ç i n ;  Herhangibir aşamada baz ı  j ' l e r  i ç i n

Z. -  c •> O ve bütün x . . ^ O  ise  0 'n ın  üst s ı n ı r ı  yoktur.J J  ̂î) I
Bu durumda gaye fonksiyonu -  ©o a l t  l im it in e  s a h ip t i r .  Bu 

durumda herhangibir  0 > O  i ç i n  (3% 5 ) ' in  bütün k a ts a y ı la r ı  

p o z i t i f t i r .  0 halde m+1 p o z i t i f  elemandan oluşan b i r  müm­

kün çözüme sahip o luruz .  Burada 0 y e te r i  kadar büyük a l ı ­

narak ( 3 , 6 ) 'n ı n  sağ tara f ında  v e r i l e n ,  gaye fonksiyonu­

nun mütekabil değeri key f i  olarak k ü ç ü l t ü le b iü i r .

Teorem -  I I  -  Herhangibir temel mümkün çözüm X =

x 2Q..............xmQ) i ç i n  Z. -  Ş a r t la r ı  her j  * l , 2 , . . . , n

i ç i n  g e ç e r l i  ise ( 3 , 1 ) ve ( 3. 2 ) b i r  minumum çözüm o luşturur .  

İspat :

y10Pl  + y 20p2 + + ynOpn = P0 0 , 8 )

ve y 10c l  + y 20c 2 + *** + ynOcn = 2 0 , 9 )
a la l ım .  Z* i l e  herhangibir  mümkün çözüm i ç i n  gaye fonk-

siyonunun mütekabil değerini  göstere ]  im. Zq Z oldu­

ğunu göre l im .  (Bu teoremde bozulmamıştık kabulü gerekme­

mekte d i r . )

Hipotezden bütün j ' l e r  i ç i n  Z. -  C . <1 O d ır .  ( 3 ,9 )  da c .
J J J

yerine  Ẑ . konursa

y10Zl  + y 20Z2 + + yn0Zn ^  Z ( 3*10)
elde e d i l i r .  Her j i ç i n  ( 3 , 3 ) 'de v e r i l e n  p.  i f a d e s in i

J
( 3 , 8 ) * de yerine koyarsak

riı m
y10( } + y2°( ^ x12pl) + • "  + ynO( ^ 1x inpi ) * P0

veya te r im ler i  gruplayarak
n  n - ,n

( £ y jOXl ; j )p l  + y jOX2 j )p2 + ••• + ( y jOXmJ^Pm = P0 
J - i  j - l

(3 .1 1 )

elde e d i l i r .  Benzer şek i lde  her j  i ç i n  (3 .4 )  de Ẑ  i ç i n



22

v e r i l e n  i fa d e y i  ( 3, 10 ) da yerine koyarsak
n n p

( £ y doS1;j)Cı + ( £ y 30x 2 j ) c 2 + ••• + ( £ y j 0 xmo) c m 4  z
J=l Jil J ' l  (3 .1 2 )

elde e d i l i r .  pl f  p2 , . . .  , Pm v e k tö r le r  kümesi l in e e r  ba­

ğımsız olduğundan ( 3. 1 ) ve ( 3, 11 ) ' deki mütekabil v e k t ö r le ­

r in  kat s a y ı la r ı  b i r b i r in e  e ş i t  o lm a l ıd ı r .  Bu yüzden

x10c l  + x 20c 2 + + xmOcm ^ Z İ le
ZQ 4  o lur .

Teorem I ve I I  sonuçları  b i r  temel mümkün çözüm i l e  baş la ­

y ıp  minumum çözüme yakın sayan yeni b i r  temel mümkün çö­

züm kümesi elde etmemize veya sonlu b i r  çözümün var olmadı­

ğ ın ı  t e s b i t  etmemize imkân sağ lar .  Bir temel mümkün çözü­

mün cptimizasyonu aşağıdaki şek i lde  ö z e t l e n e b i l i r .

Doğrusal programlama problemi

an x 1 + . . .  + + a1 >m+1xm+1 + . . . + = b]_

amlXl  + + ammxm + am,m+lxm+l + *** + amn*h “  bm
(3 ,13 )

ve i O  ( 3 . 14) k ıs ıt lam a denklemlerine ba ğ l ı  o larak

Z = olX l  + . . .  + omxm + om+1xm+1 + . . .  + cnx n (3 .1 5 )  

de Z y i  minimize etmektir .  Z burada gaye fonksiyonunun 

değerin i  veren k ıs ı t la m a s ız  b i r  değişkendir.  İ lk  m değiş ­

kenin (x l f  x2 , . . .  , xm) b i r  temel çözüm oluşturduğunu 

farzedelim . ( 3 . 13) '  ü bu temel değişkenler  i ç i n  çözersek

X1 = x10 ■ xl ,m +lxm+l "  ••• * xl nxn 

İ (3 .1 6 )

Xm = xmO “  xm,m+lxm+l ” * xmnxn 
elde e d i l i r .  Bu durumda (3 .1 6 )  temel değişkenler



(x 1Q, . . .  , xmQ) ve temel olmayan değ işkenler  (xm+1>

. . .  , xn ) c insinden çözülmüştür, j  = m+1 , . . .  , n 

i ç i n  x ^ . ' l e r  ( 3 , 3 ) '  ün x ^ ' l e r i ö i r .  Temel olmayar değ iş ­

kenler s ı f ı r a  e ş i t l e n e r e k  temel değişkenler  

x0 = x̂ ıo»  •** » xmÔ  i (^in  °^a? an Çözüm elde e d e r iz .  
Sonra (x^, . . .  , xm) i ç i n  (3 ,1 6 ) '  nın sağ t a r a f l a r ı n ı  

y e r l e ş t i r e r e k
fi,

z = Zn -  ^  ( Z .  -  C - )x .  (3 .1 7 )  elde e d i l i r .
j-îhtl «J J d

Elde ed i len  bu (3 .1 7 )  denklemini in ce ley e l im .  Temel

olmayan bütün x .  değ işk en ler i  s ı f ı r a  e ş i t le n d iğ in d e
d

Z = Zn elde e d i l i r .  Bütün x . ' l e r  x .> .0  olduğundan, ü 3 3'
eğer bütün (Z .  -  C . ) Vl e r  Z. -  G. 4 0  ise  aç ıkça  görü- 

d d J d
lür  ki temel olmayan x .  nin herhangibir  p o z i t i f  a r t ı ş ı

D
Z y i  a r t t ı r ı r .  Z. -  C l e r i n  b a z ı l a r ı  Z. -  C . > 0  ise

3 3 '
mütekabil temel olmayan x .  değişkeninin  a r t ı ş ı  z'yi.

1
a z a l t ı r .  Buradan şu sonuca v a r a b i l i r i z .  Eğer bütün

(Z . -  C . ) Vle r  Z. -  C . 4 °  i se optimum çözüm elde ed i lm iş -  
d d d d

t i r .  Eğer bazı  (Z .  -  C .) 1er Z. -  C .y  O ise  çözümedevam
d d d d

e d i lm e l id i r .

Minumuma yakınsamayı sağlamak i ç i n  bozulmamışlık 

kabulü yapılmış i d i .  Eğer bu kabul yapılmasa id i  v e r i l e n  

çözümün m tane x i 0 ' ı n ı n  en az b i r  tanes in i  s ı f ı r a  e ş i t  

elde etmek mümkün o la c a k t ı .  Durum bu o ls a y d ı ,  0q s ı f ı r a  

e ş i t  dLabilecek ve yeni çözüm i ç i n  gaye fonksiyonunun 

değeri eski çözümün değerine e ş i t  o l a c a k t ı .  Bu durum 

birkaç  müteakip adım i ç i n  devam e d e b i l i r d i .  Bu hal i ç i n  

baz tekrar eder ve baza dönüş te k r a r la n ır d ı .  Bu durumda 

yöntemin d e v re t t iğ i  s ö y le n ir  ve minumum çözümün t e s b i t i

23
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i ç i n  hesaplama yöntemi durur. Gerçek hesaplama s ıras ında  

bozulma o la y ı  veya bozulmanın görüntüsü m p o z i t i f  x^q' 

dan az temel çözüm ve 0 i ç i n  0Q = min ( j — )

veren birden  fa z la  ( i )  bulunması veya y a ln ız ca  
x ,

ö = min(—i^)  veren birden  f a z la  ( i )  bulunmasıdır. Eğer 
0 i  Xü

i b ir tan e  değ i lse  x i o ' l a r ı n  b a z ı l a r ı  yeni çözümde s ı f ı r a

e s i t  oLur. 0 1 in  te sb i t in d e  düğümler oluştuğunda en küçük 
0 x.

i in d i s i  i ç i n  © ' ı  = min ( ^ )  seçmek a l ı ş ı l m ı ş  ku-
0 0  x i j

r a id i r .

I I I  -  2 -  HESAPLAMA YÖNTEMİ:

Bir mümkün çözüm veren m l in e e r  bağımsız v e k tö r le r  

kümesi s e ç e b i le c e ğ im iz i  ve diğer bütün v e k t ö r l e r i  bu baz 

c insinden i fade ed e b i le c e ğ im iz i  veya problem matrisimi­

z in  m s ı r a l ı  b i r  bir im matris oluşturmak üzere aç ıkça  

düzenlenebilecek m vektör i ç e r d i ğ i n i  fa rz  edelim.

B i r in c i  durum i ç i n  m l in e e r  bağımsız vektör P^, 

P2 , . . .  , Pm olsun ve m x m matrisi  (p-^ p2 , . . .  , Pm)

B i l e  g ö s t e r i l s i n .  B matrisine kabul o lu n a b i l i r  baz de­

n i r .  Mütekabil çözüm x vektörünü ve diğer  v e k tö r le r in  

göster im in i  baz ç insinden hesaplamak i ç i n  önce B ^ / i 

hesaplamak zorundayız.

BXo * Po ^  X0 = B' l p o ve x j  -  B' l p i  o l u r - 
Burada

Xo = X̂10» X20» •** * Xm0 ^  0
ve

x = (x l j -, x2 j , . . .  , xmj )  kolon v e k t ö r l e r i d i r .



25

Simpleks işleme başlamak i ç i n  problem matris in  v e k t ö r l e ­

r in i  aşağıdaki g ib i  guruplandıralım.

( Po I Pl» P2» * Pm I Pm+1 * ’ Pn̂
veya

( ? o I B I Pm+1’ ’ Pn ) (3*2 ,1 )
Kısımlara ayrılm ış  (3 *2 ,1 )  matrisini  B_1 i l e  çarparak 

( X Q J I m | Xm+1> . . .  , Xn ) elde e d i l i r .  C^ 'y i  b i l d i ğ i ­

mizden Z. -  C . ' y i  hesaplayıp  herhangibir  j  i ç i n  müteka- 
1 C

b i l  Z . -  C . nin Z .  - C  0 olup olmadığını b e l i r l e r i z .
3 J <] d

Eğer değ i lse  minumum çözüm bulunmuş o lu r .  Genelde, v e r i ­

len  n vektör kümesinden m vektörün l in e e r  bağımsız olması 

her zaman mümkün olmayacağından b i r i n c i  durumdaki kabulü­

müz k a rş ı la ş ı lm a s ı  nadir olan b i r  durumdur.

I I I  -  2 nin başında b a h sett iğ im iz  ik in c i  kabulü 

e le  a la l ım ,  n vektör pl t  p2 , . . .  , Pn*in v e r i l e n  küme­

s in in  b i r  m x m bir im  matris oluşturmak üzere guruplana- 

b i l e n  m bir im  vektör i ç e r d i ğ i n i  farzenel im . Bu v e k tö r le r  

plt  p2 , . . .  , pm olsun ve kabul e d i l e b i l i r  baz olarak 

B = P l , p2 , . . .  . Pm = Im a la l ım .  B - 1 = I m olduğundan

ve d ' m  bütün elemanları  n e g a t i f te n  f a r k l ı  kabul e d i l —

diğinden
Xq = pQ ve X.. = p  ̂ elde e d i l i r .

Burada

x o “ x̂10* X20’ * "  * xm0 ^ °
ve

x j = (X1j * X2y  * Xmj^ d l r *
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Simpleks iş lene  başlamak i ç i n  problem matrisi  aşağıda ve­

r i l e n  tablo  I I I  -  1 de olduğu g ib i  düzenlenir .

i temel c Po

C1 C2 • c 0 °m cm+l • c i ._
• c k 0 cn

Pl ?2 • P • Pm Pm+1 • p,i • Pk 0 Pn

1 Pl C1 x10 1 0 • 0 • 0 x lm+l • XİD • xlk 0 xln

2 ?2 c 2 x20 0 1 0 0 • 0 x 2m+l • X2j • X2k 0 x 2n
•• •• •• •• •

0
•• •

0
•• •• •• •• m

0
0
0

•
0

0
0

0
0

•
0

1 Pf c f x io 0 0 • 1 • 0 x^m+l •
X İ 3

0 xfk 0 Xfn

•••
••
•

•••
0
0•

••
0

•••
••
0

•
0•

•••
•••

•••
••
0

0
0
0

0
0
0

•
0
0

0
0
0

•••

m Pm c m xmO 0 0 • 0 • 1 xm, m+1 0 Xm.i 0 xmk 0 xm̂mn

m+1 Z0 0 0 0 0 •1° Zm+l"Gm+l 0 z . r Gî 0 Zk-°k • Z -C n nl
Tablo I I I - l

Ax = b i l e  v e r i l e n  problemin denklemlerinde x .-0 = b.. ve 

x . . = a . . a la l ım ,  j  = 0 , 1 , . . .  , n i ç i n  j ' i n c i  v e k tö r le r le  

c i l e  g ö s t e r i l e n  kolon vektörünün i ç  çarpımı Z^f y i  v e r i r .

Yani „rn m
z0 * £  ° İ Xİ 0 ve Zj “  f - ° i Xi j  J -  1 , 2 . . . . .  n 

İ - l  ı - i
Z ve Z -  C . e lemanlarının  h e r b ir i  kendi sütununun (m+1) in c i  

0 0 <]
s a t ı r ın a  y a z ı l ı r .  Bazdaki v e k tö r le r  i ç i n  Z  ̂ -  Cj daima s ı f ı r a  

e ş i t t i r ,  i  = 1, 2, . . .  , n i ç i n  bütün (Z^ -  C..) 1er Z . - C ^ O  

ise  xQ = (x1Q, x2Q, . . .  , xmQ) xQ = (b l f  b2 , . . .  , bm) 

b i r  minumum mümkün çözümdür ve gaye fonksiyonunun mütekabil 

değeri ZQ d ır .  En az b i r  Z  ̂ -  C^> 0 olduğunu farzedelim . 

O r i j in a l  baz olan P l , p2 , . . .  , Pm’ in (m-1) vektörünü içeren  

yeni b i r  bazda mümkün çözümü hesaplayalım. B aza sokacak 

yeni b i r  vektör ararken te o r ik  olarak mütekabili Z  ̂ - C ^  0
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olar- herhangibir  vektörü s e ç e b i l i r i z .  Ancak Z. -  C .> 0 o la -  

ca^ çuk^lde b i r  vektörün seçiminde gaye fonksiyonunun değe- 

rinde en oüyük ani düşmeyi sağlayacak b i r i n i  seçmek, minu- 

mum çözümü elde etmek i ç i n  gereken iterasyon  s a y ı s ın ı  a z a l -  

t ı r .  Eu yüzden baza sokulacak p. vektörü i ç i n

mak£0Q(Z_. -  Cj)  ye tekabül edenini bulmamız gerek ir .  
x i 00 = min — > 0  olduğunu b i l i y o r u z .  Eğer Z. -  C .> 0

i i j  D y
olan b irkaç  j varsa Max 0 (Z -  C .)  kura lın ı  uygulamak

olduKça k a r ı ş ı k t ı r .  Bu yüzden baza sokulacak vektörün se­

çiminde daha b a s i t  olan max(Z .̂ -  C^) k r i t e r i n i  k u l la n a ca ğ ız .

li^x(Zj -  6j )  birden f a z l a  j i ç i n  elde e d i l i y o r s a  her j  kolonu

i ç i n  0Q bulunur. Hangi kolonda ©̂  daha küçük ise o kolondaki p̂ .

vektörü baza a l ı n ı r .1

Max(Z^ -  C^) = Z  ̂ -  0 olsun.
1

Pk vektörünü baza sokalım. Bundan sonra 0 i ç in
x i 00 = min ------  ' y ı  hesaplamamız g erek ir .  Bütün x . , 11aro . x . k ak

x ;.^^.0 ise  gaye fonksiyonunun değeri keyfi  olarak küçük

y a p ı la b i le n  b ir  mümkün çözüm b u l a b i l i r i z .  (Teorem -  I Durum -  I I )

Burada hesaplama durur. Bazı x.-k, l a r ı n  0 ve

x i 0 x fo9 = min —— = ----- olduğunu fa r z e d e l in .  P, vektörü bazdan
0 i  x ilc x *k 1

yok e d i le c e k  olan vektör o la c a k t ır .  Yeni mümkün çözümümüz

pl> ••• » Pf_l» Pf+1 » * pm* pk dan o lu §an 7eni b i r  baza
sahip o la c a k t ı r .  İ lk  bazımız (pl t  p9 , . . .  , p ) = I 

olduğundan bütün p  ̂ v e k tö r le r in i  bu baz c insinden kolayca 

i fade  e d e b i l i r i z .

P0 * x10pl + **• + x/0pl + ••• + xmOpm (3.2.2)

Pk “ xlkpl + •** + x*kpl + ••• + xmkpffl (3,2.3)

ve
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Pj  * xl j Pl  + " •  + xf j pl  + ••• + xm3pm 0 . 2 . 4 )  
( 3 . 2 . 3 ) den

1
Pİ = 5 ^  ( Pk "  x lk ? l  “  ••• -  xmkPm) ( 3 ’ 2 *5)

bulunur. ( 3 . 2 , 5) sonucu ( 3. 2 , 2 ) de yerine  konursa
1

p0 = x 10pl  + '* * + Xİ0
u. İ k

+ + xmOpm
veya

n
P 0  = ( x 1 0  "  X ^ ) p l  + ••• + + * * *  + ( x mO ■ 5 ^ x m k ) p m

bulunur. Yeni mümkün çözüm

X0 = X̂İ0* * x k0’ ’ x m0̂  ’ XW °
ve

P0 = x İ o pl  + * *'  + xkOpk + * * * + xmOpm
i l e  v e r i l i r .  Burada

XÎ 0 = Xi 0 " 5̂  i  -  1 , 2, ^ -  1 , İ+ l ,  . . .  , m i ç i n

x* = - - -  (3 2 6 )kO X £ k

a l ın m ış t ı r .

Benzer şek i lde  ( 3 , 2 , 5 ) ’ i ( 3 , 2 . 4 ) ’ de yerine koyarak her p.
J

i ç i n  i fa d e y i  o r i j i n a l  baz cinsinden  değ i l  yeni baz c insinden 

elde e d e b i l i r i z .  Bu

p 3 ■ xi j pı  + ••• + x t j pk + ••• + x; 3pm' 1 v e r i r -
Burada

x'. = xİJ ■ i j  H k
. - - İ J x ik i  /  1 i ç i n

a l ın m ış t ı r .

Z ’. -  C .  = xi .c-, + . . .  + x? .c. + . . .  + x ' c  -  c .  j l j  1 k mj m 3

olduğundan ( 3, 2 . 7 ) d e ğ e r le r i  yerine konursa xl^ i ç i n
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z3 -  °d ■ z3 -  c 3 -  5 i İ  ( z * -  ° k ) ( 3 * 2 . 7 , a)
I

olduğu ve ( 3 . 2 . 6 ) d e ğ e r le r in i  x iQ i ç i n

Zö = c l x 10 + ••• + c kxkO + *** + cmxmO 
da yerine  koyarak

x tfn
Zö “  Z0 -  Z f r  <Z* - <U> ( 3 . 2 , 7 .b )

olduğu kolayca g e rç e k le n ir .

Yeni çözüm x f ,nü elde etmek i ç i n  yeni x\ v e k t ö r l e r i ,  müteka- 
w J

b i l  Z*. -  C . ,  i = 1, . . .  , m + 1 s a t ı r l a r ı  ve j  = 0, 1, . . .  , n 
1 D

sütunlar ı  i ç i n  tab lo  I I I  -  1 deki her eleman

“ü '  Şî 1 * 1 l5ln
XU  = ^  (3,2.8)

f o rm ü l le r i  i l e  dönüştürülür. Formüllerde

Z0 = xm+l, 0 Zj -  0  ̂ = x^+1 d ir .

Burada genel  ( 3 . 2 .8 )  f o rm ü l le r in i  PQ sütunu ve (m+1) 1 in c i  

sa t ı rd a  dahil  olmak üzere hesaplama tablosunun bütün eleman­

la r ın a  u ygu lar ız .  x ^  elemanına Piaot eleman (anahtar sa y ı )  

denir.  ( 3 . 2 . 8 ) ' de tanımlanan dönüştürme, anahtar sayı Xg.. 

iken yoketme form üller ine  eşd eğerd ir .  Anahtar sayın ın ın  

bulunduğu s a t ı r a  anahtar s a t ı r ,  anahtar sayın ın  bulunduğu 

sütüna anahtar sütun adı v e r i l i r .

Y eni b i r  i terasyon  i ç i n  uygulamayı öze t leye l im .

1 -  Bir minumum çözümün bulunup bulunmadığının t e s b i t i  i ç i n

Z -  C. elemanları b e l i r l e n i r .  Bütün j ' l e r  i ç i n  Z -  C . ^ 0  
J J J J

olup olmadığı t e s b i t  e d i l i r .

2 -  Z -  G .' lerden b a s ı l a r ı  Z. -  G . y  0 ise  baza sokulacak■j l 1 1
vektör  o 1arak max (Z.  -  C .)  yapan P vektörü a l ı n ı r .  Eğer

3 ı  ı  J
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birden  f a z la  j  i ç i n  max(Z -  C .)  elde e d i l i y o r  ise
“1 J t). r A wmax (Z .  -  C.J nin bulunduğu her kolon anahtar kolonmuş g ib i

i  ̂ " XJ . iOkabul e d i l e r e k  - —  oran la r ı  hesap e d i l i r .  Bunlardan en
ik

küçüğünü veren kolon^ anahtar kolon olarak al ınarak baza

g ire ce k  p .  vektörü t e s b i t  e d i l i r .  
d

3 -  Bazdan ç ık a r ı la c a k  vektöre tekabül eden x iic> 0  1ar 

i ç i n  min(x^o/ x ^ )  ya sahip s a t ı r  anahtar s a t ı r  olarak 

a l ı n ı r .  Eğer bütün 1ar i ç i n  x i k <^0 ise  çözüm s ı n ı r s ı z ­

d ır .  Birden f a z la  i i ç i n  min(x. / x . ,  ) bulunuyor ise  anahtar. HO 1 K 
J

kolonun elemanları  b ir im matris in  i l k  kolonunun elemanlarına 

bölünür. Oranlardan en küçüğünü veren s a t ı r  aıahtar s a t ı r  

olarak a l ı n ı r .

4 -  Yeni çözüm ve i l g i l i  e lemanları  e lde etmek i ç i n  yoketme 

iş lem i i l e  tablo  dönüştürülür.

Simpleks yöntemin i l k  tabloya  uygulanması b ize  aşağ ı ­

da g ö s t e r i l e n  I I I  -  2 tablosunu v e r i r .

|
C1 C2 • c ı • c m cm+l • C ..1 0 Ck 0 °n

i temel c Po Pl P2 • Pl • Pm+1 • 0 Pk 0 Pn

1

2
•

Pl

P2
0

C1

C2
0

xio

X20
•

1

0
•

0

1
•

0

0

0

x i ı

X21
•

•

0

0

0

0
•

Xİ ,  m+1
v t2, m+1
•

•

0

0

X *2 j
•

0

0

0

0

0
0

0

0

0

xln

x 2n
•

•
i

0

Pk

0

c k

•
y- *kO

•
0

0

0
0

0

0

x h

0

0

•
0

0

x i t m+1

0

0

•

X* i

0

0

0

1
0

0

0

x k ı
m
0

m

0
0

Pm^m

0
0

cm

••

xm0

••
0

0
0

0

0
0

0 i

0
0

0

0
0

1

••
x»m, m+1

0
0

• Xm,İ

0
0

0

0 < 
0

0

0
0

0

••
x'mn

m+1 Z0 0 0 0 Zl - Cl • 0 Zm+l"Gm+l • Z,Î-C,10

0
. Z'-C n n

Tablo -  I I I  -  2
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I I I  -  3 -  YAPAY BAZ TEKNİĞİ

İncelememizde bu noktaya kadar * daima v e r i l e n  doğrusal 

programlama probleminin b i r  mümrün çözümünün var olduğunu ve 

baş lang ıç  bazı i ç i n  k u l la n ı la b i le n  b ir  bir im matris i ç e r d i ­

ğ in i  f a r z e t t i k .  Bir problemin doğru formüle ed ilm iş  olması,  

problemin mümkün çözümünün o la ca ğ ın ı  g e n e l l ik le  garanti  e t ­

t i ğ i  halde b ir çok  problem ba ş la n g ıç ta  b i r  b ir im  matris i ç e r ­

mez. Bu tür problemlerde yapay baz metodunu kullanmak simpleks 

işlemi başlatmak i ç i n  uygun b i r  yo ldur.  Bu yöntem aynı zaman­

da problemin herhangibir  mümkün çözüme sahip olup olmadığını 

da t e s b i t  eder.

Genel doğrusal programlama problemi

a l l x l  +... .........  + alnxn = b l

a21x l  + . + a2nxn * b2

a , X-, + . . . . .  + a x = bmİ 1 mn n m
ve

x^^O*a b a ğ l ı  olarak

c nx, + .........  + c x ' i minimize etm ektir .  Yapay baz tek-1 1  n n * j

n iğ i  i ç i n  yukarıdaki sistemi aşağıdaki g ib i  büyültelim.

» U 1 !  + ••• + alnxn + xn+l = b l

a21xl  + ••• + a2nxn + xn+2 = b2

% l xl  + ••• + amnxn + xn+m * bn,
ve

j = 1 , . . .  , n, n+1, . . .  , n+m i ç i n  x ^ ^ O 'a  bağ l ı  o la ­

rak

c l x l  + + c nxn + wxn+l + + wxn-(-m' * minimize
edelim, w büyüklüğü be l ir t i lm em iş  büyük b i r  p o z i t i f  sayı 
olarak a l ın m ış t ır .
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pn + l ’ pn+2 ’ '** ’ pn+m v e k t ö r l e r i  büyütülmüş sistem i ç i n  
b i r  oaz o lu ş tu ru r la r .  Eğer o r i j i n a l  problemde en az b i r  müm­

kün çözüm varsa bu çözüm aynı zamanda büyütülmüş sistem i ç i n ­

de b i r  mümkün çözümdür.

Simpleks yöntem, yapay değişken x^+^ ' le rd en  b i r in in  

p o z i t i f  b i r  değerle görünmesinin imkânsız olduğu minumum 

çözümü elde etmemizi sağ lar .  Aşağıda g ö s t e r i l d i ğ i  g ib i  w'ye 

b i r  değer vermemiz gerekmez.

Büyütülmüş problemde i l k  mümkün çözüm, gaye fo n k s i -  

yonunun mütekabil -değeri  ZQ = w ^ b . .  olan
i = l

x0 X̂n+1 , 0 ’ xn+2 , 0 ’ ’ xn+m,0  ̂ “ b̂ l»  b2 ’ ** '  * bm̂
xQ/y 0 d ır .

Baz b i r  b ir im  vektör olduğundan

XJ = (x l j *  X2J..............XmJ} = (a lJ> a2J * ••• » amJ}
ve

/*>
Z. = w ,£ ı * ı  j -  -Cj’ . d i r .  İ l g i l i  hesaplama yöntemi tab lo  

( I 1 I - 3 - 1 )  deki g ib i  kuru lacakt ır .  Her j i ç i n  z.  T c . ’ nin 

w’ s i z  ve w ' l i  b i l e ş e n i  s ı r a s i y l a  bu tablonun (m+1) in c i  ve 

(m+2) in c i  s a t ı r ın a  y e r l e ş t i r i l i r .  Aşağıdaki simpleks ta b lo ;  

temel çözümde v e r i l e n  vektör lerden ,  (m+2 )' in c i  sa t ırdak i  en 

büyük elemana sahip vektörün seçimi har iç  o r i j i n a l  simpleks 

tablo  ( I I I - l )  deki g i b i  k u l l a n ı l ı r .
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...
i Temel c p0

C1 C2 0 c k 0 °n î w 0 w ! . w

P1 P2 0 pk 0 pn pn+l 0 pn+l • p*n+m
1 pn+l w Xn+1,0 X11 X12 0 Xlk 0 x ln 1 0 0 • 0
2 Pn+2 w xn+2 ,0 X21 X22 0 X2k 0 x 2n 0 • 0 • 0
• • 0 0 0 • 0 • 0 0 • • •

0 0 0 • 0 • 0 0 0 0 0# 0 0 • 0 • 0 0 0 0 0 • •
i pn+£ w xn+ £, 0 H ı Xf 2 0 x £k 0 x £n 0 1 • 0
0 • • 0 0 • 0 • 0 0 0 •

0 0 • 0 0 0 0 0
0 0 • 0 0 0 0 0 0 0 0 0m p*n+m w xn+m. 0 Xm l.Xm2 0 xmk 0 xmn 0 0 0 0 1

m+1
m+2

0
4  x • n 2- n+ı.O

- cı
İx i i

~c 2 
İ x i 2

0

0

" c k
£ x ik

0

0

~ °n
i x in

0
0

0

0

0
0

0

0

0
0

Tablo I I I 3 - 1
m

i l k  i terasyon  i ç i n  max x. 'ye tekabül eden vektör baza
i JJ i= l

sokulur. (m+2) v in c i  sat ırdak i  elemanlar da a l ı ş ı l m ı ş  yoketme 

yöntemi i l e  dönüştürülür. Bir yapay vektör bazdan ç ı k a r ı l d ı ­

ğında tekrar baza sokulmak i ç i n  seçi lem ez.  Bundan dolayı  

tablonun son m sütunlar ın ı  dönüştürmek zorunlucu yoktur.

Eger son bazın t e r s i  b i z i  i l g i l e n d i r i y o r  ise bu son m vektör 

de dönüştürülür. Yapay baz kullanırken minumum mümkün çözüme 

ulaşmak i ç i n  yak laş ık  2m iterasyona gerek v ard ır .  Minumum 

mümkün çözümü elde etmek i ç i n  ik i  ayrı  yoldan hareket edeb i ­

l i r i z .

1. Yapay v e k tö r le r  bazdan ç ı k a r ı l ı r .

2. H içb ir  (m+2) nci eleman kalmayana kadar basa sokula­

cak b i r  vektör seçmeye devam e d i l i r .

B ir in c i  a l t e r n a t i f  (ml2) nci sa t ırdak i  bütün elemanla­

r ın  s ı f ı r a  e ş i t in  mütekabil bazın o r i j i n a l  problem i ç i n ,  b ir  

mümkün baz olmasını g e r e k t i r i r .  Bu durumda minumum mümkün



34

çözümü t e s b i t  etmek i ç i n  simpleks a lgoritm a uygulanır .  İk in ­

c i  a l t e r n a t i f t e  (m+2, O) elemanı yani gaye fonksiyonunun 

mütekabil değerinin yapay kısmı s ı f ı r d a n  büyük k a l ı r s a  o r i -  

- j ina l  problemin çözümü mümkün d e ğ i ld i r .  Teorem -  I I  den, 

gaye fonksiyonunun değerinin  bu son çözümden daha küçük 

olduğu başka mümkün çözümler olmadığını b i l i y o r u z .  Eğer 

(m+2, 0 ) elemanı s ı f ı r a  e ş i t s e  o r i j i n a l  problemin en az 

b i r  yapay vektör i çeren  b i r  bozulmuş mümkün çözümü v a rd ır .  

Yapay değişkenler  0 değerler ine  s a h ip t i r .  Bununla beraber 

minumum çözüm halâ elde edilemedi ise (m+2 ) nci  sa t ırdak i  

s ı f ı r  elemanının üzerinde olan (m+1 ) in c i  sa t ırdak i  maksi­

mum p o z i t i f  elemana tekabül eden vektör baza sokularak i t e -  

rasyonlara devam e d i l i r .  Bu yöntem yapay değ işk en ler in  0 

değerini  daima devam e t t i r e r e k  çözümde e t k i s i z  kalmalarını 

sağlar ve gaye fonksiyonunun değerini  azaltmayacak vektör ­

l e r i n  seçim ini ön ler .  1 ve 2 a l t e r n a t i f l e r i n i n  her i k i s i  

i ç inde  (m+2 , 0 ) elemanı müstesna bütün (m+2 , j )  elemanları 

s ı f ı r a  e ş i t  veya küçüktür. İ lk  (m+2 , 0 ) her zaman n e g a t i f ­

ten f a r k l ı d ı r  ve değeri artmaz.

O r i j in a l  problem birim v e k tö r le r  i ç e r i y o r  i s e ,  bu 

v e k tö r le r  gerek li  yapay v e k t ö r le r le  beraber başlangıç  bazı 

i ç i n  k u l la n ı lm a l ıd ı r .  Bunu yapmak toplam iterasyon  s a y ıs ın ı  

azaltmaya yarar.
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BÖLÜM -  IV 

DUALİTE

Her doğrusal programlama probleminin dual problem 

denilen mütekabil b i r  optimizasyon problemi v a rd ır .  A s ı l  

problem a s l i  problem olarak a d l a n d ı r ı l ı r .  B ir in in  optimum 

çözümü d iğer in in  optimum çözümü hakkında b i l g i  v e r i r .  As­

l ın da  primal problemin başlangıç  simpleks tablosu  b i r  mxm 

birim matris i ç e r iy o r s a  simpleks yöntem i l e  çözümü diğerine
A

aşikar b i r  çözüm v e r i r .

IV -  1 -  SİMETRİK OLMAYAN PRİMAL-DUAL PROBLEMLER:

Primal Problem: f ( x )  = Cx (4 .1 )  Doğrusal fon k s iy on e l in i  

Ax = b ( 4 .2 )  ve x 7/0 ( 4 , 3 ) ş a r t la r m a  b a ğ l ı  o larak minimize 

eden b i r  x = (x-^, x 2 , . . .  , xR) kolon vektörünün buiudması 

prob lem id ir .  Bu i fade de A 'n ın  s a t ı r  sa y ıs ın ın  sütun sa y ı ­

sından az olduğu v a r s a y ı lm ış t ı r .

Dual Problem: g(w) = wb ( 4 .4 )  doğrusal fon k s iy on e l in i  

WA^C (4 .5 )  ş a r t la r ın a  b a ğ l ı  olarak maksimize eden b ir  

w = (w^, Wg, . . .  , w ) s a t ı r  vektörünü bulma problem idir .

Bu ifadede d eğ işk en ler i  n e g a t i f te n  f a r k l ı  olmak üzere 

s ın ı r la n d ır ı lm a m ış t ı r .

Her ik i  problem i ç i n  C-= (c^ ,  c 2 , . . .  , c^) s a t ı r  

vektörü, b = (b^, b^, . . .  , bm) kolon vektörü ve A = ( a} j )  

k a tsa y ı la r  m a tr is id ir .  1 x m s a t ı r  vektörü w 'y i  m x n 

matrisi  A i l e  çarparak ( 4 . 5 ) ' in aşağıdaki aş ikâr  g ö s t e r i ­

mini elde ed er iz .

al l wl  + a21w2 + * * * + amlwm C1

a12wl  + a22w2 + * * * + amnwm £ c 2
0 0 0 0 0 0 0 * 0 0  0 0 0 0 0 0 0

alnwl  + a2nw2 + • • • + amnwm cn
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Y u k a r ı d a k i  e ş i t s i z l i k l e r  i ç i n  ka tsa y ı lar  matrisi  A' i l e  
göste  r i İmi ş t i r .

Dualite Teoremi: Primal veya dual problemin ik is in den  b i r i  

sonlu b i r  optimum çözüme sahipse d iğer i  de sonlu b i r  o p t i ­

mum çözüme s a h ip t i r .  Doğrusal fon ks iyon lar ın  ekstremleri  

e ş i t t i r . Yani min f ( x )  = max g(w) d ir .  Problemlerden b i r i  

s ı n ı r s ı z  b i r  optimum çözüme sahipse diğer problemin müm­

kün çözümü yoktur.

İspat: Önce primal problemin mümkün olduğunu ve simpleks 

yöntem i l e  b ir  minumum mümkün çözümün elde e d i l d i ğ i n i  var­

sayalım. İ lk  m vektör px , p2 , . . .  , pm son baz v e k tö r le r i  

olarak kabul e d i l s i n .  B mxm matrisi (p^, p2> . . .  , p ) 

olsun. Son hesaplama tablosu ,  p1§ p2 , . . .  , pm, pm+1, . . .  , p

o r i j i n a l  s istem in  v e k t ö r l e r i n i  son baz

v e k t ö r le r i  c insinden i ç e r i r .  Yani her p. vektörü i ç i n  son

tablo  p . = Bx.. iken x vektörünü i ç e r i r ,  m x n matris son 

simpleks tabloda bulunan katsay ı lar  matrisi o lsun. Son 

bazın i l k  m vektörü i ç e r d i ğ i n i  varsaydığımız da

Minumum çuzuııı veAi/Oru x = B b i l e  v e r i l m i ş t i r .  Bu son
çözüm iç in  aşağıdaki b a ğ ın t ı la r ı  elde ed e r iz .

B- 1 . A = x A = Bx (4 .6 )

B- 1 . b = x°  ^  b ■ Bx° (4 .7 )

min f ( x )  = C°x° ( 4 ,8 )

Z = CC5 -  C ^ 0  (4 ,9 )

Burada 1 = (c-^, c 2 , . . .  f c m) b i r  s a t ı r  vektörüdür. (3 ,4 )den
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-1 X]_ ~ c j> c “ c 2» ••• » c -  cn^
2 — (i C- ,̂ Z2  — ^2 * • • • * 2̂ _ — c^) d i r .

Z*nin elemanları b ir  optimal çözüme tekabül eden z.  -  c .
1 1

elemanları olduğundan p o z i t i f  olmayan b i r  s a t ı r  vektörüdür.

Burada (0)  boş b i r  n boyutlu s a t ı r  vektörüdür.
0 , 0 0  o Nw = (wlt  w2, . . .  , wm)

w° = G°B  ̂ (4 ,10 )  i l e  tanımlanmış o lsun.

( 4 . 6 ) ve ( 4 . 9 ) i l e

W°A -  C = G°B-1 A -  C = C°X -  G 40

veya

W°A elde eder iz .

W° vektörü (4 .5 )  dual s ın ır lam alar ın ı  sağladığından dual 

probleme b i r  çözümdür. çözüm i ç i n  dual gaye fonksiyon 

(4 ,4 )  ün mütekabil değeri w°b i.l e v e r i l m i ş t i r .  Veya (4 .7 )  

ve ( 4 . 8 ) den

w°b = C0B~" b̂ = c °x °  = min f ( x )  elde e d i l i r .

Bundan dolayı  w° çözümü i ç i n  dual gaye fonksiyonunun değeri 

primal gaye fonksiyonunun minumum değerine e ş i t t i r .  Bu 

durumda w0 , m  aynı zamanda dual probleme b i r  optimum çözüm

olduğunu g ö s te r m e l iy iz .
( 4 , 2 ) ve ( 4 , 3 ) ' ü sağlayan her n x 1 vektör x i ç i n

ve ( 4 , 5) i sağlayan her 1 x m vektör w i ç i n

WAX = wb = g(w) (4 .11)

ve
WAX <  CX = f ( x )  (4 .12 )  elde e d i l i r ,  v

(4 ,1 1 )  ve (4 .12 )  den bütün mümkün W ve X i ç i n  

g ( w ) ^ f ( x )  (4 .13)

önemli b a ğ ın t ıs ın ı  e l ce  e d e r iz .  (4 .1 )  ve (4 .4 )  Un ekstrem 

değerler i
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raax g(w) ^.min f ( x )  ( 4 , 14) i l e  i l g i l i d i r .  Dual çözüm 

vektörü wG i ç i n  ( 4 . 1 0 ) ' dan g(w°) = w°b = min f ( x )  elde e d i ­

l i r .  Bundan dolay ı  gr i  mal probleme optimum çözüm x° ve dual 

probleme çözüm w° i ç i n  (4 .1 4 )  g (w°)  = f ( x ° )  haline g e l i r .

Yani V = C B çözümü i ç i n  dual gaye fonksiyonu maksimum 

değeri a l ı r .  B undan dolayı  w° ve x° i ç i n  

max g (w) = min f ( x )  (4 .1 5 )  

i l e  i l g i l i  gaye fon k s iy on la r ın ın  mütekabil d e ğ e r le r in i  

elde e d e r iz .

Yukarıdaki sonuçlar ın ,  primal problem sonlu b i r  op­

timum çözüme sahip olduğunda, g e ç e r l i  olduğu g ö s t e r i l d i .

Benzer şek i lde  dual problem sonlu b i r  optimum çözüme sahip 

olduğunda primal problemin mümkün olduğunu ve (4 .1 5 )  in 

g e ç e r l i  olduğunu g ö s t e r e b i l i r i z .  Bunu yapmak i ç i n  dual problem 

max g(w) = max wb 

WA C

primal formata dönüştürülür. Yukarıdaki teoremle mümkün 

olan dualin in  o r i j i n a l  primal problem olduğu g ö s t e r i l i r .

W n e g a t i f te n  f a r k l ı  aylak değişkenler  kümesi olsun.

WA + W3 I  = C

w3 }  o

ş a r t la r ın a  ba ğ l ı  olarak 

max wb = -min(-wb)

veya

-max wb = min(-wb) elde e d i l i r .  Sonra w = 

dönüşümü yaparız .  Burada ve n e g a t i f te n  f a r k l ı  değ iş ­

k en lerd ir .  Şimdi problemimiz 

(w2 -  w2 )A + VV3I = C

)
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w ^ 0

w2 ^ 0  (4 .15a )

w3 ? °
ş a r t la r ın a  bağ lı  olarak

min (-w-  ̂ + w2 )b + w^0 (4 .15b )  d ir .

Dualite teoremi bu problem i ç i n  g e ç e r l i d i r .  Dualini ba s i t  

formatta t e s b i t  etmek i ç i n  (1 .  15a) s ın ırlam a denklemini 

( - 1 )  i l e  çarpmak y e t e r l i d i r .

-W]_A + W2A -  W3I = -C (4 .1 5 c )  

elde e d i l i r .  Buradan (4 ,15b )  ve (4 .1 5 c )  ye dual, ( - AA -  I )  

^ ( - b b û ) ' a  b a ğ l ı  olarak

max (-CX) = -min GX d ir .

Buda

-AX ^ -b  

AX 4  b 

-  Ix < 0

veya

Ax }  b

Ax ^ b

x > 0 v
veya

Ax = b

x o
ş a r t la r ın a  b a ğ l ı  olarak

-m ax(-cx )  = min c x 'e  e ş i t t i r .  Bu da primal problemdir. 

Böylece teoremin i l k  kısmı ispatlanmış o lur .

İk inc i  kısmı i spa t laya l ım .  Şayet primal problemin 

optimal çözümü s ı n ı r s ı z  ise  (4 .1 3 )  den

g(w) (4 ,1 6 )  e lde  e d i l i r .



( 4 , u) dual e ş i t s i z l i k l e r i n e  her çözüm; ( 4 . 4 )  dual gaye fonk­

siyonu i ç i n ,  primal gaye fonksiyonuna b i r  a l t  s ı n ı r  olan b i r  

mütekabil değere sahip o lm a l ıd ı r .  Bu durum s ı n ı r s ı z l ı k  var­

sayma i l e  ç e l i ş k i  y a r a t ı r .  Bu yüzden dual problemin çözü­

münün olmadığı ve bundan dolayıda e ş i t s i z l i k l e r i n  tu ta r s ız  

olduğu sonucuna v a r ı r ı z .  Benzer b i r  ispat ,  dual b i r  s ı r ı r s ı z  

çözüme sahipken primalin çözümünün olmadığı sonucunu g ö s t e r i r .  

IV -  2 -  SİMETRİK PRİMAL -  DUAL PROBLEMLER:

Simetrik dual prob lem ler i  eşdeğer s imetrik  olmayan 

primal ve dual problemlere dönüştürerek dualite  teoreminin 

bunlar i ç i n  g e ç e r l i  olduğunu g ö s t e r e b i l i r i z .

Primal problem:

f ( x )  = cx ( 4 . 2 ,1 )  l in e e r  f o n k s iy on e l in i  

A x^  b ( 4 . 2 ,2 )

ve

x ^ 0 ( 4 . 2 .3 )  ş a r t la r ın a  b a ğ l ı  o larak minimize eden

b i r  X = (x^, x^, . . .  , xn ) vektörünün bulunması problemi 

Dual Problem:

g(w) = wb ( 4 .2 .4 )  l in e e r  f o n k s iy o n e l in i  

WA ^  C ( 4 .2 ,5 )

ve

W >  0 ( 4 . 2 .6 )  ş a r t la r ın a  ba ğ l ı  olarak maksimize

eden w = (w^, W£, . . .  * w^) vektörünün bulunması prob lem idir .

1. kısımdaki dua lite  teoreminin aynı zamanda simetrik  

dual problemlere uygulandığını  g ö s t e r e c e ğ i z .  Sütun vektörü 

Y = (y^* y 2» ••• * ym)' nin m n e g a t i f t e n  fa r k l ı  elemanları 

primali  b i r  e ş i t l i k l e r  kiimesire dönüştüren aylak değişkenler  

olsun. B'ölünmüş m a tr is ler  c insinden,,  eşdeğer doğrusal prog-



41

ramlara problemi
x

f ( x , y )  = (C /  0) (~- ) ( 4 . 2 . 7 )  yi

( 4 . 2 . 8 ) 

( 4 . 2 ,9 )

(A /  - I )  ( 2 - )  = b

ve x >  0 ve y^. 0

s ı n r l a r ı a l a r m a  b a ğ l ı  olarak minimize etmek şekline  dönüşür. 

Buraca 0 = (0, . . .  , 0) m b i l e ş e n i !  s a t ı r  vektörü ve I b i r  

m x m b ir im m a tr is id ir .  Bu dönüşmüş primalin  duali  

W(A I - I )  <  (C I 0) ( 4 .2 .1 0 )

s ın ır lam alar ına  b a ğ l ı  o larak 

g(w) = wb (4 ,2 .1 1 )  

i fa d e s in i  maksimize eden b i r  w vektörü bulmaktır.  ( 4 ,2 ,1 0 )  

s ı r a s ı  i l e  ( 4 . 2 , 5 )  ve ( 4 . 2 . 6 ) , ya a y r ı ş ı r .  Yani 

WÂ ^  C « e  — W l  ^  0 

son i fade

W >  O1 a eşdeğerd ir .

O r i j in a l  problemler şimdi s im etrik  olmayan dual problemler 

olarak v e r i l d i  ve burada dualite  teoremi g e ç e r l i d i r .  

Tamamlayıcı A ylak lık  Teoremi: Primal ve dual s is tem ler in  

[ s ı r a s ı y l a  ( 4 , 2 .1 )  den ( 4 . 2 , 3 )  e ve ( 4 . 2 .4 )  den ( 4 . 2 .6 )  ya3 

optimum mümkün çözümleri-., i ç i n  s istemin b i r i n i n  k ı n c ı  ba­

ğ ın t ı s ın d a  e ş i t s i z l i k  oluştuğunda (mütekabil aylak değilken 

p o z i t i f t i r )  dualin in  k ' m c ı  değişkeni s ı f ı r a  e ş i t l e n i r ;  

s istem in  b ir inde  k ' m c ı  değişken p o z i t i f  ise  dualinin k ' m c ı  

b a ğ ın t ı s ı  e ş i t l i k t i r .  (Mütekabil aylak değişken s ı f ı r d ı r )

İ s p a t :
İ ' n c i  e ş i t s i z l i k t e n  n eg a t i f ten  f a r k l ı  b i r  xn+i aylak 

değişkenini çıkararak primal sistemin ( 4 . 2 .2 )  e ş i t s i z l i k l e r i n i  

e ş i t l i k l e r  olarak y a z a b i l i r i z .
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a-, ,xn + ............ + a-, x — x -i = b-,l ı  1 İn n n+1 1 ,
: : ( 4 . 2. 2 )
0 •• •

a - x - , + ...........  + a x -  x = b „mı 1 mn n n+m m

Benzer şek i lde  ( 4 . 2 . 5 )  dual e ş i t s i z l i k l e r i  i ç i n  j ' i n c i  e ş i t ­

s i z l i ğ e  n e g a t i f t e n  f a r k l ı  b i r  aylak değişkeni ekleyerek

al l wl  + ...........  + amlwm + wm+l  = C1

a-, w, + .........  + am wm + vır  ̂ = cİn 1 mn m m+n n
aşikâr şek i lde  primal gaye fonksiyonu

C1X1 + C2X2 + .......... + cnxn = f x̂  ̂ ( 4 . 2 . 1 1)
dual gaye fonksiyonu

t
b^w1 + .........  + bmwm = g(w) ( 4 .2 .4  ) d ir .

( 4 . 2 . 2 ' ) * nün İ * in c i  denklemini mütekabil dual değişken 

w^, i = l ,  2, . . .  , m i l e  çarpıp  denklemlerin sonuç kümele­

r in i  toplayarak, bu toplamı ( 4 * 2 . 1 ' )  den ç ıkardığ ım ızda  
m m

( c ı  “  ^  ai l wi^xl  + ( ° 2 -  ^ ai2 wi^ x 2İ3 İ 1=1

m

+ .............+ ( °n  -  £  a inwi )xn + .......... + Wl % +1
m

+ w2xn+2 +   + wmxn+m = f ( x > '  £  wi b i
elde e d i l i r .  m 1_ m

w . = c .  -  . -  w. ve g(w) = w.bm+j j ^  1 i =ı  1 1
1=1

olduğuna dikkat e d i l i r s e

wm+lxl  + Wm+2X2 + .........  + wm+nxn + wl xn+l

+ w2xn+2 +   + wmxn+ra = f ( x )  -  g(w) ( 4 .2 .1 2 )

elde e d i l i r .
Bualite teoreminden, primal probleme b i r  optimum

)
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çözün i ç i n  x ü = (x ° ,  x ° ,  . . .  , x ° )  ve f ( x ° )  -r- g (w°)  = O 

olan aual probleme b i r  optimum çczüm i ç i n  w° = (w°, w°, , 

w°) elde e d e r iz .  B öylece  bu optimum çözümler, mütekabil 

x ^ i ' / ^ 0  ve x® . y ^ o ' l e r  i ç i n  ( 4 ,2 ,1 2 )  denklemi

Am+lx l + Wm+2X2 + • • • + wm+nxn + wl xn+l  

+ w2xn+2 + ••• + wmxn+m = 0 (4 .2 .1 3 )
haline  g e l i r .  

w0 ,x°  t e r im le r in in  dualin in  j ' i n c i  aylak değişkenim+j j
i l e  o r i j i n a l  primalin  j in c i  değişkeninin  çarpımının aynı 

zamanda t e r im le r in in ,  o r i j i n a l  dualin İ i n c i  değ iş ­

keni i l e  primalin  İ in c i  aylak değişkeninin  çarpımı olduğu 

görü lür .  Bütün değişkenler  n e g a t i f te n  f a r k l ı  olarak s ı n ı r ­

landığından (4 .2 .1 3 ) '  ün bütün çarpım, te r im ler i  ve bu terim­

l e r in  toplamı s ı f ı r a  e ş i t  olmak zorunda olduğundan ayrı  ayr ı  

s ı f ı r a  e ş i t  o lm a l ıd ı r .  B öy lece  bütün j ' l e r  i ç i n  = 0

ve bütün İ 1er i ç i n  = 0 d ır .  Eğer w°+^  0 ise x£ = 0;

ve x° j y  0 i se  w? = 0 o lm a l ıd ı r .  Böylece teoremin i l k  kısrru n+K K
ispatlanmış o lur .

Eğer x ° > 0  ise w°+k = 0 d ır .  Eğer w° > 0 i se  

x °  , - 0 d ı r .  Böylece ispat  tamamlanmış o lu r .

( 4 .1 )  -  ( 4 ,3 )  ve ( 4 .4 )  -  ( 4 ,5 )  in s im etr ik  olmayan 

primal — dual problem leri  i ç i n  (4 ,2 .1 2 )  ye benzer b i r  ba ğ ın t ı  

g e l i ş t i r e b i l i r i z .  Bu prob lem ler i  aşağıdaki şek i lde  yazabi ­

l i r i z .
I

c 1x-L + . . .  + c nxn = f ( x )  (4 .1  ) fonksiyonunu

al l x l  + •** + aln Xn " bl

amlx l  + * * * + amnxn ~ bm
■)

( 4 . 2 ' )
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ve

x . ^ 0  ( 4 , 3 ' )d
ş a r t la r ın a  ba ğ l ı  o larak minimize etmek ve

V

+ ••• + ^mwra = f ( w) (4*4 ) fonksiyonunu

ai l wl  + * * * + amlwm 4  C1
: (4 .5  )

• m

e. w-, + . . .  + a w /  c İn 1 mn m ^ n
ş a r t la r ın a  b a ğ l ı  olarak ş a r t s ı z  i l e  maksimize etmek

I ,

(4*2 ) nün I in c i  denklemini mütekabil değişken 

( i = l ,  2, . . .  , m) i l e  çarpıp  denklemlerin sonuç küme-
I

s in i  to p la y ıp ,  bu toplamı (4 .1  ) den çıkarak 

m m
<Cl '  1f ı ai l Wi )Xl  + (C2 " i t i  ai2Wi ,X2

+

m
( c n -  •^ı a inw1)xn = f ( x ) ^  g(w) ( 4 .2 .1 4 )

elde e d i l i r .

Dualite teoreminden ( 4 .2 .1 4 )  ün sağ t a r a f ı  

f ( x )  -  g ( w ) ^ 0 ' ı  elde e d e r iz .  Eğer f ( x ° )  = g(w°)  ise  ba­

ğ ın t ı  s ı f ı r a  e ş i t l e n i r .  Yani x °  ve w° ın  h e r b ir i  kendi 

problemlerine sonlu optimum mümkün çözümlerdir .  M ümkün w

i ç i n  her (c .̂ -  j£_ap jwi )  terimi n e g a t i f t e n  f a r k l ı d ı r  ve
i= l

(4 .2 .1 4 )  ün so l  t a r a f ı  n e g a t i f t e n  f a r k l ı  s a y ı la r ın  çarpımı­

nın top lam ıd ır .  Ö z e l l ik le  optimum x û ve w° i ç i n  ( 4 . 2 , 14) ün
os o l  ta r a f ın ın  toplamı s ı f ı r d ı r .  Her j  i ç i n  ya ( c .  -  a . . w .)1 ■t——  ̂J  1 

i = l

terimi ya da mütekabili  x? veya her i k i s i  birden s ı f ı r d ı r .J
Optimal w° = (w°, w°, . . .  , w°) = C°B-1  i ç i n  ( 4 .10)  i l e

m o m otanımlandığı g ib i  ( c .  -  ^ . a . .w.) te r im ler i  c .  -  a . .w.3 İ .1 İJ  1 1 i=1 13 1

sc  . -  z i ^ 0 d ır .  Böylece simpleks algoritmanın optim alite  J J



ş a r t l a r ın ı n  g e ç e r l i l i ğ i n i  koruduğunu görmüş o luruz .  Yani 

b i r  primal maksimizasyon problemi i ç i n  optimal çözüm 

x G = (x 'J, xS, . . .  , x ° )  mütekabil z .  -  c .  = o 'a  sahipX c . XI J J

olmak i ç i n  x ° / > o ' l a r a  ve mütekabil z .  -  c .^ .Ova sahip J 1 J
olmak i ç i n  x .  = 0 lara  gerek duyulur.

Sonuç o larak;  Primal ve dual problem ç i f t i n i n  her 

e lenenin in  sonlu optimum çözümlere sahip o l a b i l e c e ğ i n i ,  

b i r in in  mümkün çözümü yokkken d iğ er in in  sonsuz optimum 

mümkün çözüme sahip o l a b i l e c e ğ i n i  veya her ik i  probleminde 

mümkün çözümünün olm ayabileceğini  s ö y l e y e b i l i r i z .

Simetrik ve dual problemler aşağıdaki şek i lde  b i r  

tablo  i l e  g ö s t e r i l e b i l i r .

A*nin s a t ı r l a r ı  i l e  x ’ l e r i n  s a t ı r l a r ı n ı n  i ç  çarpımla­

r ın ı  alarak primalin  s ı n ı r l a r ı n ı  elde e d e r iz .  A 'n ın  sütunlar ı  

i l e  vv 'lerin sütunlar ın ın  i ç  çarpımları  dual s ın ır la m a la r ı  

v e r i r .
Doğrusal programlama prob lem ler in in  çoğu o r i j i n a l  

o larak ya simetrik  primal ya da s imetrik  dual şeklinde i f a ­

de e d i l i r .  Her ik i  durumda da problem g e n e l l ik l e  gerek l i  

n eg a t i f ten  fa r k l ı  aylak değişkenler  eklenerek veya ç ık a r ı la r a k  

denklem şeklinde yeniden y a z ı l ı r .  Simetrik primal i ç i n  b i r
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Aylak v e k t ö r le r  kümesi ç ık a r ı p ,  mütekabil sistemi gözerken 
simetri : -a l  i ç i n  b i r  aylak v e k t ö r le r  kümesi e k l e r i z .  Bu
aylak ' eri  ekenler s ı f ı r a  e ş i t  olan i l g i l i  değer k a t s a y ı la r ı  
i l e  v e r i l i r .  Dual tablo b i r  o o z i t i f  bir im matris i ç e r i r k e n  
primal i ç i n  son tablo  b i r  n e g a t i f  b ir im matris i ç e r i r .  Dun­
dan d o la y ı  b i r i n i n  sen simpleks tablosu  d iğ e r in in  cptimal 
çözümünü i ç e r i r .  Eğer primal,  dual çözümü elde  etmek i ç i n  
çözülmüş i s e  primalde b i r  n e g a t i f  bir im matris i l e  b a ş la ­
dığımızda son tablodaki Z j  d eğ er le r i  i ş a r e t  d e ğ i ş t i r i r l e r .

B i lg is a y a r la  ç ö zü le b i le n  doğrusal programlama prob­
leminin boyutu g e n e l l i k l e  b e l i r l i  b i r  dereceye y ü k s e l t i lm iş  
s a t ı r  a y ı s ı  i l e  s ın ır la n d ığ ın d a n ,  primal c insinden i fa d e  
e d i ld iğ in d e  çok büyük elan b i r  problem mütekabil dual prob­
lem olarak ya z ı ld ığ ın d a  a l ınan  sa ır  s a y ı s ı  3 i n ı r ı  aşmaz. 
Veya bu durumun te r s i  i l e  k a r ş ı l a ş a b i l i r i z .  Her ik i  durumda 
o r i j i n a l  probleme cptimal çözüm son tab lodur .
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BÖLÜM -  V

Uygulama konusu olarak yem karışımı m aliyet in in  mini­

mize edilmesi problemi, uygulama y e r i  o larak Sakarya Yem 

Sanayii T icaret  Anonim Ş irk e t i  (Yemtaş) a l ı n d ı .

V -  I -  İŞLETMEKİL TANITIMI

Yemtaş 1975 y ı l ı n d a  500 .000 .-  TL sermaye i l e  Adapaza­

r ı '  nda kuruldu. İ lk  üretim 1977 y ı l ı  Eylül ayı i ç inde  ger ­

ç e k l e ş t i r i l d i .  Ş irk et in  sermayesi 1978 y ı l ı n d a  1 6 .0 0 0 .0 0 0 . -  

s ına ,  1984 y ı l ı n d a  16 0 .000 .000 .-  s ına ç ı k a r ı l d ı .

Fabrikada saatte 10 ton, y ı l d a  30.000 ton hayvan 

yemi ü ret i lm ekted ir .  Bu üretimin %80'ini kanatlı  hayvan 

yemi, ^ 2 0 's in i  büyükbaş hayvan yemi oluşturmaktadır.  Büyük­

baş hayvan yemi olarak 6 ç e ş i t ,  kanatlı  hayvan yemi olarak 

7 ç e ş i t  yem ü ret i lm ekted ir .  Ü ret i len  mamuller Sakarya-Bolu- 

Kocaeli  b ö lg e le r in d e  tüket i lm ekted ir .  Üretimde ku llan ı lan  

m ıs ır ,  buğday yöreden; y a ğ l ı  tohum küspeler i  Trakya ve 

Adana'dan b a l ık  unu Karadeniz Bölgesinden temin ed ilm ekted ir .

En k a l i t e l i  ve en düşük m a l iy e t l i  yem rasyonunun 

bel ir lenm esinde ;  hammadde f i a t l a r m ı n  durumu, hammaddenin 

e n e r j i  ve prote in  m iktar lar ı ,  yeme katılması  zaruri olan 

temel hammaddelerin be l i r len m iş  o r a n l a n  r o l  oynamaktadır.

Bu etmenlerin d eğer len d ir i lm e le r i  sonucunda yem rasyonu 

be 1 irlenme kte di r .

V -  2 -  UYGULAMANIN TANITIMI

Sakarya Yemtaş Yem Fabrikasından a lınan Ek-I 'deki  

v e r i l e r  ve E k -I I 'd ek i  k ı s ı t l a r a  göre hazırlanan gaye fonk­

siyonu ve k ıs ıt lam a denklemleri E k -I I I 'd e  g ö s t e r i l m i ş t i r .

Problemimiz, a lm an  v e r i l e r  ve k ıs ı t lam alara  göre 

minumum m a l iy e t l i  BESİ7 YEMİ karış ımının  m aliyetin in  ve ka­
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rışımda kullanılması  gereken hammaddelerin ne ler  o la ca ğ ın ın  

ve m iktar lar ın ın  be l i r len m es i  prob lem id ir .  Ek-II tablosu  

1000 kg. üzerinden hazırlanmış olup, v e r i l e r  b i lg is a y a r a  

yüklenerek b i r  paket program v a s ı ta s ı  i l e  sonuçlar elde 

e d i l m i ş t i r .

V -  3 -  SONUÇLAR

Aşağıya alınan b i l g i s a y a r  sonuç tablosunda (T a b lo -V - l )  

gö rü le ceğ i  g ib i  karışımın 1 kilogramının minumum m aliyeti  

34.09 TL olarak b e l i r l e n m i ş t i r .  Karışıma arpa, pamuk küspesi,  

mozaik, tuz,  razmol, melas, kepek g ib i  hammaddelerin a l ı n ­

ması gerekmektedir. 1000 k i logram lık  karışımda hammaddele­

r in ;  arpa 50 kg . ,  tuz 40 k g . ,  razmol 65.4 k g . ,  pamuk küs­

pesi 244.6 k g . ,  mozaik 50 kg . ,  melas 150 k g . ,  kepek 400 kg. 

olarak kullanılm ası  g e r e k t iğ i  sonucu elde e d i l m i ş t i r .

B i lg is a y a r ın  y a p t ığ ı  ana l iz  sonuçlarına  göre;  arpa 

kilogram f i a t ı n ı n  43.31 TL'dan büyük, pamuk küspesi k i l o ­

gram f i a t m ı n  39.20 TL i l e  78.07 TL arasında, mozaik f i a t ı n ı n  

38.85 TL* dan az, tuz f i a t ı n ı n  38.85 TL'dan az, kepek f i a t ı n ı n  

50 TL'den az olması halinde karışım i ç i n  mümkün çözümün var 

o l a b i l e c e ğ i  görülmektedir .  Yine b i l g i s a y a r  a n a l iz  sonuçla­

r ına  göre m ıs ır ın  kilogram f i a t ı  en fa z la  41.33 TL olursa  

ve bonko l itan ın  f i a t ı  en f a z la  42.32 TL o lursa  karışıma 

a l ı n a b i l e c e ğ i  sonucu elde ed i lm ekted ir .  Sözkonusu ik i  ham­

maddenin ray iç  f i a t l a r ı  v e r i l e n  bu ik i  f ia t t a n  yüksek oldu­

ğu i ç i n  karışıma alınmamışlardır .

Bilg isayardan ay r ıca  karışımdaki b e s l e y i c i  maddelerin 

m iktar ları  elde edilmiş olup bunlar tablo  V-i-'de v e r i l m i ş t i r .
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B e. SLEYICI •' t 4 D D E L E R m i n . M I K . MAX. M I K . SONUÇ

PROTEİN 1£.OOO iEtO» 000 19.911
M. E. CAL/L3 i* ■ n u u d m 9u99.uuu 1 û .i.  t B u
LYSINE a to a a a m m 9999.000 0. 793
METHIONINE . . . . . . . 99 9 9.000 0. £37
METİH. +CYS. . . . . . . . 9999.000
KALSIYUN 0  a İ 00 9999.000 £. 0£5
TOP. FOS* 0 k 0 - SCO* 9999.000 0. £00
H h l .  FOk a a * u a u 9999.000 .  ..................................

H A Z.FüS C. m a m m m m m 99 9 9.000
SELÜLOZ m m m m a m a lcL 000 7. 993
SODYUM a a a u «  a a 9999.000 1 .  £00
YAG 9999.000 0. £81
N. D. .  .  .. u .  .  . 9999.000 £5.949
L ’iNOLEİL h -■ 1 : . . . . . . . 9999.000 -  k .  .  - a a

TRY . . . . . . . 9999.000
T RYPTOPHAM . . . . . . . 9999.000
XANTOPHILLER m a a a a a a 9999.000
KUL ■ a a a a a a 9999.000 14. £ 1 £
ç i n k o . . . . . . . 9 9 9 9 . OOO

TABLO—V-2
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KISITLAYICI ŞARTLAR

Minumum Maksimum

HA,.; PROTEİN 5616 %20

HAM SELÜLOZ - 5612

KALSİYUM 560.01 -

FOSFOR %0.06 -

NİŞASTA %25 -
•KT/T T? T " O İVİÎLİjÜO 5610 -

TUZ 562 564
MERMER TOZU 564 565
ARPA 565 %50

PAMUK KÜSPESİ - %50

KEPEK — %40

E K ' J L
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GAYE EOKKSİYONU:

Z .. = ■ Öx1 + 54x2 + 62xy + 55x^ + 50xg + 47x^ + 85xy + 

b3x0 + 1 5 3xg + 103x-̂ q + 230x^4 ^ 5x-̂ 2 "^^^X3 "*"

18x14 + 39x15 + 33x l6  + 60x17 + 350x 1Q

KISITLA 'A DENKLEMLERî:

1) 9 .5 x x + 10 .9x2 + l l x 3 + 32x4 + 38xg + 32xg + 40x? + 40xg

+ 32xg + 27xıo + 65xll + 9xİ4 + l4x15 + 12x16 + 14x17 .̂ 16000

2 )  9 . 5 x 1 + 1 0 . 9 x 2 + l l x 3 + 3 2 x 4 + 3 8 x 5 + 3 2 x 6 + 4 0 x ?  + 4 0 x g

+ 32x9 + 27x10 + 65x n  + 9x l4  + 14x15 + 12x l6  + 14x1? <  20000

3 ) 3 .1x, + 5.8x2 + 3x 3 + 2Qx4 + 12x g + 20xg + 8xy + 10xQ +

2.5x9 + 2x14 + 14x15 + 12x l6 + 14x17 ^  12000

4) 0 .02x1 + 0 .6x2 + 0.05x 3 + 0.3x4 + 0 .1x 5 + 0 .1xg + 0.25xy

+ 0 .2 5x8 + 10x.g + 24x1q + 7 x ±1 + 39x12 + 0.4x l4  + 0.1x15 

+ 0.05x l6 + 0.05x1?^ 100

5) 0 . 2 x 1 + 0 . 3 6 x 2 + 0 . 2 8 x 3 + 0 . 9 x 4 + 0 . 9 x 5 + 0 . 9 x 6 + 0 . 6 x y +

5xg + 8x1q + 3 .5x11 + 0 .02x14 + 0.7x13 + 0.28x1Ğ +

0 . 2 8 x ^ 7 ^  6 0 0

6 )  8 5 x 4 + 7 6 x 2 + 8 6 x 3 + 5 6 x 4 + 7 2 x g + 7 0 x 6 + 7 0 x y + 70xQ  +

55xg + 72xn  + 40x14 + 57x15 + 45x1Ğ + 86xly ^  25000

7) x2 } 50

8) x2 500

9) x 5 <; 500

1 0) x6 ^  500 x .^ O , 3 * 1 , 2, ... , 18

1 1 ) x1 2 > 4 0

12) x12 £ 50

13) x 13^ 2 0  16) x l 6 4  400

14) x13 <. 40

15) x l4 ^ 100 EK -  I I I




