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BOLUM - I
GENEL HATLARI ILE LINEER PROGRAMLAMNA
1-1 GIRIS:

Lineer programlama; endiistri milhendisligi ve iglet-
mecilik problemleri igin, geligtirilen matematik metodla-
rin iginde uygulanabilirlisi kolay, yaygin bir metoddur.
Metodun uygulanabilmesi ig¢in degigkenler arasainda kurulan
iligkilerin do3rusal olmasi gerekir,

Bazi sebeplerle uyulmasi mecburi oclan kisaitlayica
gartlar dtinda, kit kaynaklarar en uygun gekilde kulla-
nilmasinin nasil saflanacaZil sorusuna bu metodla cevap
bulabiliriz. Igletmelerde karin nasil maksimize edileceZi,
maliyetlerin nasal minimize edilecegi, girdi ve g¢akti mak-
simizasyonunun nasil sagZlanacaZi sorularina lineer program-
lama yolu ile cevap bulunmasi mimkindiir.

Aragtirmamizda lineer programlamanin tarihi geligimi

ve temel prensiplerine yer verildikten sonra lineer prog-
ramlama teknikleri ele alinarak incelenecek ve simplex me-
tod ile bir karaigim problemi ¢Czlilecektir.

1-2 TARIHI:

Lineer programlama kavramina ilk olarak W. Leontief'in
1920 yilinda yapmis oldugu caligmalarda rastlanmaktadar.

W. Leontief bu konudaki kesin prensiplerini 1941 yilinda

yayinladiZi "Amerikan Ekonomisinir Yapisa" adli kitabinda
aciklamigtar. Leontief modelinde son mamuller ile sektor

Uriinleri arasaindaki iliskileri ele almin~tar.,

Genel Lineer programlame probleminin formiilasyonunu
ilk defa George B. Dantzing Marshall Wood ve arkadaglarinin

olusturdugu bir gurup ortaya atmaigstar. Gurup bu alandaki ilk



uygulamalarini 1947 yailanda A.B.D. Hava Kuvvetlerinin plan—
lamasa sairasinda yapmigtar. Metod bu tarihten sonra arag-—
tiracailaran dikkatini c¢ekti. Zamanla Lineer programlama
metodu geligtirilerek tekniZi basitlegtirildi.

1-3-LINEER PROGRAMLAMANIN TEMEL PRENSIPLERI:

1. Lineer- programlamayi uygulayarak bir gayeye varmaya
calisariz. Varmaye caligtiZimiz bu gaye acgik olarak bilin-
melidir. Gayeye varmamizi etkileyen birtakim faktdrler var-
dir. Gaye, bu faktdrlerin Lineer fonksiyonu olarak yazila-
bilmelidir.:

2. Igletmelerde bazi kisitlayici gartlar stzkonusudur.
Faktdrler arasindaki iliskiler bu sinirliliZa baZli olarak
doZrusal esitlik veya egitsizlik halinde yazilirlar.

3. Gayeye varmak ic¢cin gesitli alternatiflerin var ol-
mas1 gereklidir, Yani ¢oziim 1 den fazle olmalidar.

4. Fonksiyonda yer alan faktorler toplanabilir ©zellikte
olmalidar, 5

5. Gaye fonksiyonu silireklilik arzetmelidir.

6. Fonksiyonda yer alan faktorler bdlinebilir Czellikte
olmalicdar, Yani en kiigilk birimlerle ifade edilebilmelidir.

7. Faktdrlerin negatifliszi sdzkonusu olmadiZindan pozi-
tiflik garta vardar.
1-4-LINEER PROGRAMLAMA PROBLENI:

Genel doZrusal programlama problemi

C9Xy + CoXp + eeeve + C3Xy + oo0 + O Xy 1.3
doZrusal formunu

ot ¢ G e - o i B ERET L g R Y
8k % a22x2 - R +a2:jxJ + ek a2nxn = b2

21 ¢
(1.2)
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ailxl + ai2x2 R - aijx:j . ORI R ainxn = bi
amlxl + am2x2 b ewie amjxj + owe ¥ amnxn = bm

ve

Xj>/0 j= l,2,oooo.n (1'3)

Lineer kisatlayicilarina bazli olarak minimize veya maksi-
mize eden bir (xl, Koy eeeey xn) gibi bir vektdr bulma
iglemidir,

aij’ bi ve c‘_j verilmig sabitler olup nu(n.dir. Kisitlayaica
denklemler, biitiin (bi) leri biz,o yapmak ig¢in gerektiZinde
(-1) ile g¢arpilebilir, Genel kullanimdaki notasyonlarin ce-
§it1iliZi nedeni ile genel Lineer programla problemleri ge-—
gitli gekillerde gosterilebilir, Bu g&sterimler asagida si-

ralanmigtar,

n
a) xj7/0 j=1,2,....,n icin ,Zaijxj = b,
J=i

i=1], 2, ... , mdenklemleri saZlanmak kogulu ile
n

fg_ °jxj ifadesi minimize edilir.

J=1
b) A = (aij) olmak izere b = (b, byy eee bn) kolon vektori
¢ = (eq, €5y ... , c ) satair vektori, X = (X175 Xpp ooy X))
kolon vektdrii, O,n boyutlu kolon vekttri iken AX = b ve
X},O kisitlayacilarini saZlamak kosulu ile f(x) = ex
fonksiyonu minimize edilir.
c) Pj (3j=1, ... , n) A matrisinin (j) inci kolonu ve P, =D
iken X7, 0 ve XF + Py + 000 + X P = P Kasatlayica
denklemlerini saglamak kogulu ile CX minimize edilir., Baza
durumlarda gayenir deg@rine egit olan Xo veya Z gibi samar-

lanmamig bir deZigken tanimlamak yararladar.



her x = U + BV vektori ig¢in f(x) = £(xU + 2 V)
=x£(U) + f £(V) air.

Gaye fonksiyonu, kisitlayici denkleri saZlayan x'ler
icin bir lineer fonksiyoneldir.
Teorem - I - L ineer programlame probleminde blitiin miimkin
¢6ziimler bir konveks ciimle olugturur.
Ispat: Herhangi iki miimkiin ¢Szimiin konveks kombinasyonunun
ayrica bir mimkiin olduZunu gtsterirsek teoremi ispat etmig
oluruz.
a- Sayet ¢oziimler ciimlesi yalniz bir elemana sahipse teorem
tabiataiyla gercgeklenir.,

b- X, ve X, gibi en az iki ¢Ozlimin varliZini kabul edelim.

A%, =b X;70, AX, =Db X,20
olmak iizere 0 {41 igin X; ve X, nin herhangi konveks
kombinasyonu

X =<><X1 + (1—0()X2 dir.

X vektdriiniin biitiin bilegimleri negatiften farkliadar.
X>0 dir.
AX = [t Xy + (100X, ] =ochX) + (1- )AX,
AX =O(AX1 + AX2 -OQ'A.XZ
AX =xb + b - XD
AX = Db
Gorilmektedir ki X1 ve X2 ¢ozlmlerinin komveks kombinasyonu
yine bir ¢&ziim meydana getirmektedir.

K ile lineer programlama problemindeki ¢dzimlerin

konveks ciimlesini gozoniine alacaZiz. K sonlu sayidaki



kisitlayici denklemlerin kesigimi olarak belirlenir. Ezer
K bog degilse miitekabil hiper diizlemlerin belirli bir kas-
minin kesigiminden ibarettir,

K, En nin bir bdlgesidir. Bu bolge konveks bir gok-
yiizliidiir. Bu g¢okylizli bog olabilir veya bazi doZrultularda
sinirsiz olebilir, EZer K bog ise problemimiz herhangibir
¢oziime sahip deZildir. EZer K konveks bir c¢okylizlu ise
problemimiz gaye fonksiyonu i¢in sonlu minymum deZerli bir
cbziime sahiptir. K sinirsiz ise problem bir ¢Ozlime sahiptir.
fakat minumum sinirsiz olabilir. Gegerli Lineer programla-
ma modelleri K nin 2. muhtemelen 3. tipini verecektir. Bu
tipler miimkiin ¢bzlimlere sahip olan durumlarin modelleridir.
Teorem I'e gdre, bir problem gayet birden gok ¢Oziime sahipse
gercekte ¢Oziimlerin sayisi sonsuzdur. Problemimiz bu ¢oziim-
lerin icinde miitekabil gaye fonksiyonunu minimize edini
belirlemektir. Bunu Teorem II sonuglarina godre basitlesti-
rebiliriz. Once Teorem I'e dayanarak agagidaki hususlari
not edelim. EZer K konveks gokylzli ise K, K'nin Ekstrem
noktalarinin olusturdufu gekildir. (Konveks Hull dur).
K'daki her mimkiin ¢6ziim ekstrem noktalardaki miimkiin ¢&zlm-
lerin bir konveks kombinasyonu olarak g&sterilebilir., Bir
konveks cokylizlli ekstrem noktalarin sonlu bir miktarina sa-
hiptir. Efer K sinirsiz ise ekstrem noktalarin sayisi yine
sonludur. Pakat K nan biitiin noktalari bu ekstrem noktalarin

konveks kombinasyonlari olarak gﬁsterilemezler. Kolaylak




icin blitlin problemlerimizi konveks bir gokylizli olan K‘ye,
sahip olduklarani farzedeceZiz.

Teorem - II - Gaye fonksiyonu lineer programlama problemi
i¢cin mimkiin ¢dzlimler cilimlesi tarafindan meydana getirilen

K konveks cimlesinin bir ekstrem noktasinda minumum olur.
Sayet o minumum deZeri birden fazla ekstrem noktada alirsa
bu Bzel noktalarin her konveks kombinasyonu ig¢in ayni deZeri
alir.

Ispat: K yonveks bir cgokylizli olduZuna gdre sonlu sayida
ekstrem noktaya sahiptir. Iki boyutta K agazidaki gekil-I

de olduZu gibidir,
Xv. A - X,

b

X Ay s g,ek'i\—l
Ix. = > o,
Gaye fonksiyonunu f(x), ekstrem noktalari X;, X5, ... , X

P
ve minumum mimkin ¢Ozimu Xo ile gdsterelim, K da bilitin X
ler ic¢in f(Xo)égf(X) dir. Sayet X  bir ug nokta ise teorem
saZlanar,
Parzedelimki X  bir ug nokta deZildir. (Sekil-I'de oldutu
gibi) Bu durumda XO,K'nln ekstrem noktalarinin konveks kon-
binasyonu %}arak yazilabilir.

X, = %,rxiii, x50 ve fi,oo,= 1 igin
f(x) lineer bir fonksiyonel olduZuna gore

f(Xo)

P e -
£t %io‘; X; ) = f((xlxl +o<2x2 ilgae +.>(pxp)

£(Xy) = oq2(Ry) +o4pf(Rp) + oun +odpf(Xp) = m (1.4)

" |
Burada m, K da her X igin £(X) in minumumicdur., Bitlin & 4



ler v(i2>0 olduZundan f(Xi) degerlerinin minumumu olan X
degerini (1) de yerine koyarsak
£(X ) ) X (X)) + X (X)) + ooe + oK (X)) = £(Xp)
olur. K da biitiin X degerleri icin f(X ) £ f£(X) farzetti-
s (o] s s

gimize gore f(Xo) = £(X ) = m olur. Oyleyse gaye fonksiyonu

bir ekstrem noktacs mirmumin deZeri alar. Teoremin 2. kis-

min1 ispat etmek i¢in minumum deZeri bir ug noktadan daha

fazla bir u¢ noktada aldiZini farz edelim. Bu noktalar

Xll Xpy eee s Xq olsun.'Burfdan f(Xl) = f(Xg) 3. wd
:I(Xq) =m elde edilir. X, X; lerin herhangibir lineer

kombinasyonu olarak yazilabildiZinden 0<:1 >/ 0 ve f__cx-' =1

'1
dererleri igin

) ke
X = ﬁi_ &iixi yazilair,

121

N T X -
£(X) = £( 1%1 + o<2X2—+ o +quXq) 2
£(X) = °<1f(K1) + u<2I(X2) + ees +quf(Xq)
i
£(X) = m sonucu elde edilir.

Belli degisiklikler yapalarak problemin maksimizas-
yonu icin de ispat yapilabilir. Ispat ettigZimiz bu tecreme
gore lineer programlama probleminde bir minumum mimkin ¢oO-
ziim icin sadece K nin ekstrem noktalaraini aragtirmamiz ge-
rektigi ;glkt1r.

X = (%9, X, Xgy eee s xn) vektori biutin x; 7 0 lar
icin bir mimkiin ¢ozim idi. Buna gore

XqPp + XgPp t+ .- X Py ® P0 olur.

Farzedelim ki k vektdrler ciimlesi lineer ba®imsizdir. Po

degerine esit dan bu vektdrlerir kombinasyonu pozitiftir.



Vektorlerin bu climlesi Dys Pos ee- , Py olsun., Bu durumda
aza*idaki teoremi ele alalam.
Teorem - III - Eéer‘k:énu Pys Doy «+- 5 Dy vektorlerinin
ciinlesi baz tegkil ediyorsa yani lineer bagimsiz ise

X + X d grels W = .20

1P1 2P2 X Py = P, Ve X;7
olmak iizere X = (Xl’ Xpy eee 5 Xps ooe 0, 0) noktasa
mimkiin ¢dzlmlerin konveks climlesinin bir ekstrem noktasadar.
Burada x enaz n-k elemani O olan n hoyutlu bir vektordir,

ispat: Parzedelim ki X bir ekstrem nokta olmasan. Bu durumda

X bir miimkiin ¢®zimdiir. O halde K daki iki Xl ve X? noktala-
rinin bir konveks kombinasyonu olarak yazilabilir. 0<Lx{1
igin X =tyLX1 + (1-X )X2 baZintisi vardair. Mademki X'in

blitiin X4 elemanlari negatif degildir ve 041 air. X, Ve

nin enaz n-k elemani (0) a egit olmak zorundadar. Yani

o
- i <x§1’. Xél). cee 1y X§1), 0 S cnnw g0
s = (x§2) Xéz)- o} X§2). 8 . Sek 5 D) 41r.

Mademki X1 ve X2 miimkiin ¢Ozlimlerdir AXl = b ve AX2 =D

yazilabilir. Bu denklemleri vektorel gdsterimle yazalam,

x§_2)p1 + xéz)pz + cse + xf[z)pk = Po olur.

Pys Ppy ==+ » Py lineer baZimsiz olduklarindan (p,)

Pys Pos cee s Py vektorlerinin lineer kombinezonu olarak
bir tek sekilde yazilabilir. Buradan x; = x§1)= x§2) elde
edilir. Bu ylizden X)K daki iki farkli noktanin konveks kom-

binasyonu olarak ifade edilemez. K min bir u¢ noktasi olmak

durumundadir.
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Teorem - IV - EZer X = (xl, oy eeo s xn) K nin bir ekst-
rem noktasi ise, pozitif X4 lere kargsi gelen vektorler 1li-
neer bagimsiz bir ciimle meydana getirirler. Buradan X4 lerin
en fazla m tanesinin pozitif olduZu gorilir.

Ispat: (0) dan farkla katsayalar ilk (k) katsayi olsun.

2

i=i
tini yapalim. P1s Pos eeo 5 Py vektorlerinin lineer bagimla

Py =D, olur. Olmayana ergi metodu ile teoremin ispa-
oldufunu farzedelim., Bu durumda bu vektdrlerin (0) vektoriine
egsit olan bir lineer kombinezonu vardir. En az bir di #0

olmak lizere

dypq + doPy + eee + d P, = 0 dar. (1, 5)
Teoremin hipotezleri altinda
X Py + XpPp + ees + XDy = O dar. 5 6)

(1, 5) i d)O0 ile garpip elde edileni (1, 6) ile toplayap
¢ikardizZimizda iki denklem elde edilir.L

k k k
%'Xipi 5 ,f:—‘dipi =Py 3 Zxp; -4 £ d;p; = p,

i=l =i

bdylece (1, 2) nin iki ¢Ozilimine sahip oluruz.

X, = (x1 + ddy, X, + ddgy, oo 5 X + dd,, Oy sinaihil

X, = (x1 - ddy, X, - ddyy eee 5 X - dd, 0. i = 0
Biitin x4 ler pozitif olduZundan (d) yi gerektiZi kadar kii-
¢ik alabiliriz. Bu durumda d4 sayisa, X1 ve X2 nin ilk k
bilegenini pozitif yapacak gekilde pozitif ve kiiglik bir
sayi olarak alinir, Bu gekilde X1 ve X2 mimkiin ¢6zim olur-
lar, Pakat X = %Xl + %Xg dir. Bu ise hipoteze aykiradair.
Gunkid X bir ekstrem noktadir. py, Ppy --- s Py vektorleri-
nin lineer ba#imli olduZu kabulii hipoteze aykiradar. Oyleyse
Py» Pos o0 Py vektdrlerinin ciimlesi lineer baiZimsizdar.

M boyutlu uzayda m + 1 vektdrin her clmlesi lineer baZimla
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olmalidir. Bu ylizden M den fazla pozitif x; ye sahip olama-
y1z. Farzedelim ki sahip olduk. Teoremin asil kisminin yu-
karidaki ispati lineer baZimsiz dan Py, «-« 5 Ppy Ppoq
vektorlerinin varliZini gerektirir.

Genellegtirme kaydi olmadan lineer programlama prob-
leminin P1s Pos «ees Py vektor kiimesinin daima bir M lineer
baZimsiz vektdrler kiimesi icerdiZini farzedebiliriz., Belirli
bir problem ¢dziiliirken bu Ozellik belli degilse vektorlerin
orijinal ciimlesi bir M lineer baZimsiz vektOrler cliimlesi
ile arttairilar. Bu sekilde genigletilen probleme ¢Oziim ara-
nir.

Sonu¢ - I - Her ug¢ nokta Pys Pos +ee s Py den g¢ikarilmig
lineer bagimsiz bir m vektdr climlesine kargi gelir.

Ispat: Teorem 4 bu sekildeJ§$n1vekt6rlerinin varliZina
gosterdi. k = m i¢in ispat teoremden yapilar., Farzedelim ki
k{m ve Py1s *** » Pn ek vektdrleri bulunabiliyor.

Pys eee » Pps Proqe oo s prcumlesi r{m i¢in lineer bagim-
s1zdir. Bu durumda kalan n-r vektor Pys e+ » Pn vektorle-
rine lineer baZimla olur. Bu ise Pps «e- 5 Py ciimlesinden

daima bir lineer baZimsiz vektdrler climlesine sahip oldu-

Bumuz kabulil ile ¢eligir. Bu ylizden her ug nokta ile ilgili

Pys -+ » Pp vektdrleri lineer baZimsiz olmalidir,
k m
£ x;p; + £ 0.p; = P,
1= 1=Kl

Verilen teoremleri agaiidaki teoremde toplayabiliriz.
Teorem - V - X = (xl, Xpy eee s xm) bir u¢ nokta olmasa
icin gerek ve yeter sgart
n
Z5p5 20
J=1

daki pozitif Xy lerin baZimsiz P; vektorlerinin katsayisa
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olmasidar,

Bu boliimin kabulleri ve tecremleri sonucunda asagi-
daki sonucglar elde edilir.

1) Gaye fonksiyonunun minumum deZerini aldiZi bir K ekst-

rem noktasi vardar.

2) Her temel miimkiin ¢ozim bir K ekstrem noktasaina kargiliak
gelir,

3) Her K ekstrem noktasi ig¢in verilen (n) vektdr cilimlesin-
de lineer baZimsiz m vektdr mevcuttur.

Yukaridan; yalnizca ekstrem nokta ¢dzimlerini ve
bundan dolayl m lineer baZimsiz vektdrden elde edilen bu
miimkiin ¢o0ziimleri aragtirmamiz gerektizi sonucuna varabiliriz.
Verilen n ciimlesinde en fazla (; tane m lineer baZimsiz
vektdr cilimleleri olduZundan (2 5eéeri problemin mimkiin
¢Gziimleri sayisanin ist siniradir. Biiyilk n ve m degZerleri
i¢in, biitiin mimkiin ¢dzlmleri bulmak ve gaye fonksiyonunu
minimize eden birini segmek imkansiz bir igtir. Bu ylizden
minumum miimkiin ¢oziime, kiiglik bir miimkin ¢Ozimler alt kilime-
sinden hareket eden bir hesaplama yolu ile varabiliriz.
G.B. Dantzig tarafindan bulunan simpleks metod boyle bir
yoldur, Bu usule gdre bir ekstrem nokta bulunur. Bu nok-
tanin minumum olup olmadigi tesbit edilir. EZer nokta mi-
numum deZilse gaye fonksiyonunu Onceki degerinden kiiglik
kilen veya onceki deZerine egit clmasimni gercekleyen bir
bitigik ekstrem nokta bulunur. Bu gekildeki adaimlarain be-
1irli bir sayaisinda (Genellikle m ve 2m arasinda) minumum

miimkiin ¢dzim bulurur. Simplex metodu problemin belirli bir
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BOLUM - II
EKSTREM NOKTA COZUMLERININ URETILMESI
Bir ekstrem nokta ¢Ozimiinin orijinal n vektor kiime-
sinin m—pj vektdrleri cinsinden bilindiZini kabﬁl edelim,

m lineer bagimsiz vektorlerinin bu kiimesi ilk m,p'j vektori

olabilir.

X = (Xl, X29 X3, o e 0 9’ Xm, O’ L 1] O)
Bureadan

XqPy + XgPp +* eest X P = P (2, 1)

yazabiliriz, Bilitin X4 ler sz,o dar. Problem,bu bilgi ile
hesaplama yoniinden verimli bir tarzda yeni bir ekstrem
nokta ¢ozumi tesbit etmektir. Pys Pos eee 5 Pp vektorleri
lineer baZimsiz olduklarindan m boyutlu vektdr uzayinda bir
baz olustururlar. Bundan dolaya verilen n'in her vektorini

bu baz vektorlerin lineer konbinezonu olarak ifade edebili-

1=
Farzedelim ki

X, ol Py 2 By Pot s T Enimel P ™ Pl (2, 2)
ifadesinde birkag vektor verilen bazda olmasin. Mesela

X O gibi bir elemana sahip olsun. (2, 2) denk-
Pnerr *i, m+1> g P .
lemini herhangi bir sayi olan © ile carpip sonucu {2 1)

den caikararak (2, 3) sonucunu elde edelim,
By = (X imrlmy - guadigev (3 o0 fuplBior®unia
o0 wix, - Xy, m+1'Pm * Pmyd (2,-3)
X' = (%970X) 10 Xp - OXp g cee s Xy = OXp gy

bir ¢dziimdiir. Eger X! npiin bilitin elemanlari negatiften farkla

o)

ise X' bir mimkiin ¢®ziimdir. %’ niin X den farkli bir miimkiin

¢éziim olmasini istediZimiz ig¢in 0 olacak gekilde bir
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sinirlame getirelim, BOylece negatif ve sifair olan Ry
’

ler igin - TR Gxi’ 251 degerinin negatiften farklia olma-

sini saglariz, Bu durumda yalniz pozitif X5 m*l'e sahip
’
olan elemanlarla ilgilenmemiz yeterlidir. xi, m+1>oigin
¥y in Oxi, me1y O olmasini saglayan 8> 0 olan 8'ya bulmak
istiyoruz.
x4
X3 - Ox5 90 e 7 8 elde edilir.
2 i, m+
2 i e s " gt
Buradan O<9 émln _}%—m olan her © ig¢in bir mimkin
’
¢Ozim elde edilecegZi sonucu elde edilir,
X,
Eger x. > 0 icin @ = ©_ = min ———— alinirsa X' de
o i, m+l o . X
. I i, m+l

bu minumumun elde edildiZi eleman sifara indirgenir. Ornek
olarak bu elemanin birinci eleman olduZunu kabul edelim,

; >
90 = min xi = x]!
! i, m+l 1, m+l

Bu durumda yeni bir mimkiin ¢6zim elde edilir,

olur,

' 1 ¥ '
X2 p2 +X3 p3 + 0w +mem+xm+l pm+1 =p°

burada

\J
Xy = X5 = Ooxi’ o i=2, ;00 ,m

x!

= S
ey eo alinmistar.

Eger biitin Rg 8oy ler sifaira egit ya da kiigiikse bazdan
’

Pys e« 4 P vektorlerinden en az birini yok edecek bir

pozitif © secemeyiz. Bu durumda © >0 i¢in m + 1 tane

Pys eee y» Pps Ppoq vektorleri ile iligkili ekstrem olma-

yan miimkiin ¢6zilimler elde edilebilir. Bu durum problemin

belirli bir minumum ¢oziime sahip olmadiZimi gdsterir.

A / &l G ) 3
X = (x5, voe y X xm+1) niin bir ekstrem nokta oldugunu

gostermek igin psy eee , Pps Ppiq kiimesinin lineer bagimsiz

cldugunu ispat etmeliyiz. Ispat icin olmayana ergi metodunu

kullanarak lineer baZimli oldugunu farzedelim.
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d,py + d3p3 *laivie 0 P d..1Pm1 = o 2ok

bulunur. Burada biitiin di ler safira egit degildir. Bir
buéim$‘7-

lineerTvektorler kiimesinin her alt kiimeside bir lineer
bagimsiz vektorler kiimesi oldugundan Pos <+« » Py kiime -
gide lineer baZimsizdir. Bu yilizden dm+1 # O olmaladar.
Bu durumda (2, 4) den

€5Py + €9P5 + eue + €Dy = Ppg (2, 5) yazabiliriz.

'di

Burada ey = ar—;— s 1 =22, oo » malinmstir, (2, 5)‘i
m+

(2 2)\den girkarirsak

2 Py % (x2,m+1 = €)py + ..o t (xm,m+1 - €)py = 0
2, 6

elde edilir. P1s Pos ece » Pp lineer bazZimsiz olduZundan
(2. 6)\daki biitlin katsayilar sifira egit olmalicir. Fakat
Xi,m+1 pozitif farzedilmigti. Bu ylzden pé, eee 3 Ppiq
icin lineer baZimlilik kabulii bir geliski doZurmaktadar.
Bu vektdrler lineer baZimsiz olmalidar,

Yeni ekstrem miimkiin ¢oziimler elde edilmesi iglemine
devam etmek ic¢in herhangibir vektdrin Pps Pgs ece Pl

bazinde degilde bu baz cinsinden gosterimine gerek duyariz.

(2, 2) den
1
Py = Xy ml (Ppe1 = %2, me1 P2 = **° = T mel Pp) (2, 7)

elde edilir.

Yeni bazda olmayan herhangibir vektér olsun., (2, 7) ifa-

desi (2, 8) de yerine konursa
: x
1
ot 0 T3 4
xl xl

o -
+oeee + Xy X1 mel Xy, me1)Pm X1, mr1 Pmil

e |

SR %o,m1)P2 * (X35 - s %3,002)P5
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elde edilir. pj vektorlerinin meydana getirdigi matriste,
satir ve siitun operasyonlari ile elde edilen doniigiimiin P,
ve pj yi yeni baz cinsinden tarif eden doniigiime egdeger
clduzu gozoniinde tutulmalidir., Yeni ekstrem nokta ¢oziim-
leri elde edilmesi usuliinde, sisteme sokulacak yeni bir
deZisken seg¢gme mimkiinlizinu korumak i¢in ¢Ozilimden hangi
deZigkenin cikarilmasi gerektigini tesbit etme ve vektdr-
lerin yeni gosterimlerini eski bazda elde etmemek ig¢in tim
satir siitun operasyonlari yapilmalidir. (Coziime hangi degig-
kenin sokulacaZini tesbit etmekte kullanilan kriter simp—
lex metodun bir 6zelliZi olup bu metod incelenirken ele

alinacaktar,
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BOLUM - III
SIMPLEKS HESAPLAMA METODU

Bu bdliimde simpleks ve bagli hesaplama algoritma-
larinin gecgerlilizi ispatlanacaktir, Daha ©nceki bédliimde
herhangibir temel mimkiin ¢Oziimiin tesbit edildiZi bir prob-
lemde, belirli bir adam sayisinda bir minumum ¢dziim elde
edilebilecegi goriilmiigtii, Bu adimlar; gaye fonksiyonunun
miitekabil deZerinin, Onceki ¢Oziim i¢in gaye fonksiyonunun
miitekabil degerinden daha kiigiik dan yeni miimkiin ¢Ozlmler
elde edilmesine dayanir., Igleme minumum miimkiin ¢oziim elde
edilinceye kadar devam edilir. Onceki boliimde ayraca,
minumum teﬁel miimkiin cozlmiin ekstrem noktalar lizerinde
oldu®u ve minumum miimkiin ¢Ozlimii bu noktalarda aramamiz
gerektiZini belirledik. Ayrica belirlendi ki; ekstrem
noktalardaki ¢Oziim vektOriiniin mitekabili m lineer vektor-
leri lineer baZaimsizdar.

3 - I - Bir MINUMUM MUMKUN COZUMUN ELDE EDILMESI:

Bir doZrusal programlama probleminde mimkiin ¢dzii-
min var oldufunu, her temel miimkiin ¢dzlimiin bozulmamig
olduiunu ve bir temel mimkiin ¢&ziimin verildigini farz
edelim, Bu kabuller bize genellegtirmede birgey kaybet-
tirmeyecektir. Verilen ¢ozim Xy = (X145, Xpgs «++ xmo)
ve miitekabil bafimsiz vektdrler kimesi py, Ppy ««« » Pp

olsun. Buradan

pp (3. 1)
Zp | (3 2)

ZyoP1 + Xogs € TapPy ¥ e-o + XppPhy

xlocl + x20c2 + L I + Xmocm

elde edilir, Bltin x,,' lar xid)'o olup ci'ler gaye

fonksiyonundaki katsayilar ve ZO verilen ¢Ozimicin gaye
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fonksiyonunun deZeridir. P1s Pos «ee 5 Pp kiimesi lineer
bagaimsiz olduZundan Pys Pos .. s Py kimesinin herhan-
gibir vektorini - Pys Pps eee 5 Pp cinsinden ifade edebi-
liriz, pj
xljp1 + xszg ol o xmjpm = p._j 1wk aewiie NN
ile verilmis olsun. cj ler Py lere karsilik gelen deger
katsayilara olarak tanimlandiZzindan
X140 *+ XpjCp *+ eee t X03%m = Zj Famisdi vev i B K3,
yazabiliriz,
Teorem - I - Her belirlenmig j ig¢in Zj - cj>4) gsarti ge-
cerli ise, ¢ozim kimesinin her elemani ig¢in alt sinir olan
7Z nin sonlu veya sonsuz oldugu Z(ZO geklinde bir mimkin
cbziimler kiimesi olugturulabilir. (Z, mimkiin ¢dzilimler kiime-
sinin belirli bir elemani ig¢in gaye fonksiyonunun degeri
olarak alainmigtar.)
Durum 1 - Alt sanar olan Z sonlu ise, gaye fonksiyonunun
deferi ®nceki ¢Ozim ig¢in olan degerden kiigiik olan ve m
pozitif deZigkenden olugan yeni bir mimkin ¢Ozim tesbit
edilebilir.
Durum 2 - Alt sinir sonsuzsa, gaye fonksiyonunun degeri
keyfi olarak kiigiik yapilabilen m+l pozitif degigkenden
olusan yeni bir miimkiin ¢0zlim tesbit edilebilir,
Ispat: (3, 3)'i © gibi bir sayi ile carpap (3, 1)' den
7 cikararak ve benzer gekilde (3. 4)' i ayn1 @ ile garpip
(3, 2)'den gakaracrak J.= 1, 2, ... 4 n igin
(x10 - exlj)p1 + (x20 - exzj)p2 g i (xmo - exmj)pm
+ Gpj =py (3. 5)
(%10 - gxlj)cl + (x50 - zej)c2 e - Oxmj)cm
+ Ocj = 260@3 - cj) (3. 6)
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elde edilir. Burada ch £34 6)'n1n her iki tarafina ek-
lenmistir. (3. 5)" teki Pys Pps v s Ppy Py vektorlerinin
biitilin katsayilari negatiften farklia ise gaye fonksiyonunun
degeri Z = Z4 - Q(Z:j - cj) (3, 6) olan yeni bir miimkiin
¢Bziim tesbit ederiz. (3, 5)' deki Xyq, Xpgs eoe s g
deZziskenlerinin hepsini pozitif aldiZimizdan (3. 5)‘deki
vektorlerin katsayilarinin pozitif kaldiga bir 60

(sonlu veya sonsuz) deZerinin bulundugu ag¢iktar. Belirlen-
mig j ig¢in Zj - cj)O kabuliinden hareketle €0 igin

2 =2

- 0(2, - cj)(Z0 elde ederiz.

0 J
|
rum - I - icin: Belirlenen j'ye gore (3, 3) de
i-1,2, ..., micin en az bir x;5,70 ise (3. 5)' in
biitiin katsayilarinin negatiften farklia olduZu © sayisi-

X,
nin en biiyiik degeri 6 = min £=—>0 (3;7) -ile alini¥; Biitiin

ij
miimkiin ¢Oziimlerin m pozitif elemana sahip oldugunu,

temel
yani problemin bozulmamis olduZunu kabul ettiZimizden

(3.7)' deki minumum tek bir (i) i¢in elde edilir. (3.5)
ve (3.6)‘da 8, » ©® olarak yerine konursa bu tek (i) ye
tekabiil eden katsaya sifaira egitlenmig olur. Bu durumda
Py ve orijinal bazin (m-1) vektOriinden olugan yeni bir
temel miimkiin ¢6ziim tesbit edilir. Bu yeni bazda Onceki
gibi kullanilabilir. Yeni bir Zj - cj)rO ve miitekabil
xlj)'O varsa gaye fonksiyonunun daha kiiglik deZerine sa-
hip bir bagka ¢®ziim elde edilebilir, Bu iglem ya bitin

7, = cjéo lar yada bazi Z; - cy) O lar igin xij$0

J

olana kadar devam eder. EZer biltiin (Zj - cj) ler

Zj o cjgo ise islem sona erer,




21

Durum - II - igin, Herhangibir agamada bazi j'ler igin
25 .= cj>0 ve biitiin xijgo ise ©'nin lst sinirai yoktur.
Bu durumda gaye fonksiyonu - o0 alt limitine sahiptir. Bu
durumda herhangibir 6> 0 ig¢in (3, 5)‘in biitin katsayilari
pozitiftir., O halde m+l pozitif elemandan olugan bir miim—
kiin ¢Oziime sahip oluruz. Burada & yeteri kadar biliyiik ali-
nerak (3, 6)'nin sa# tarafinda verilen, gaye fonksiyonu-
nun miitekabil degeri keyfi olarak kiigiiltiilebilir.
Teorem - II - Herhangibir temel miimkiin ¢6zim X = (xlo,
Xpgs eee s X o) igin Z;j - ngo gartlari her j = 1,2,...,n
icin gegerli ise (3,1) ve (3,2) bir minumum ¢&zim olugturur.
Ispat :
Y10P1 * YpoPp * +++ * YpoPp = Pg  (3.8)
Ve  y10Cy * ¥polp toeee + ¥poCp = 27 {38
alalim. 2% ile herhangibir miimkiin ¢oziim ig¢in gaye fonk-
siyonunun miitekabil deferini gosterelim. Zy { 2’ oldu-
sunu gorelim. (Bu teoremde bozulmamiglik kabull gerekme-
mektedir,) :
Hipotezden biitiin j'ler igin zJ. - c:j € 0 dar. (3,9) da ¢y
yerine Zj konursa - |
Y10Z1 + Ypolp * eee * Toisle & 2% (3,10)
elde edilir. Her j ig¢in (3,3)"'de verilen pj ifadesini
(3,8)'de yerine koyarsak
m i m
Y10( %'Xilpi) T O R Yol Z X3pPy) = Fo
veya terimleri gruplayarak
2 n A
(2_ydoxlj)p1 + (é yj(-)x2:j)p2 + eee + (.Z,y;joxmj)pm = Po
J=1 J=l J=1
(3.11)

elde edilir. Benzer gekilde her j icin (3.4) de Zj icin

- . bt 3 Al
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verilen ifadeyi (3,10) da yerine koyarsak

n n n ;

- -*

(.Zyjoxl:j)c1 + (Z_lyjokzj)c2 Sy (.Zyjoxmj)cmg Z
J;

it S A 530)
elde edilir. Pys Posy e+ 5 Py vektorler kimesi lineer ba-
$imsiz olduZundan (3,1) ve (3,11)'deki miitekabil vektorle-
rin kat sayilari birbirine egit olmalidir. Bu ylizden

2% ile

X10C7 + XpgCp * eee + mecmé
Zg & 2¥ olur.
Teorem I ve II sonucglari bir temel miimkiin ¢6ziim ile bagla-
yip minumum ¢dziime yakin sayen yeni bir temel mimkin ¢O-
ziim kiimesi elde etmemize veya sonlu bir ¢Ozlimin var olmadi-
Zini tesbit etmemize imkan saZlar. Bir temel mimkin ¢dzi-

miin optimizasyonu agagidaki sekilde Ozetlenebilir.

DoZrusal programlama problemi

]
o’

894Xa+... + &
11%1 1Imm * 81, me1%me1 toee et 8Ky

LI B )
LI B

BTyl - ¥ 8% * g W L, S DA &%y = Pn
L35
ve XJZ;O (3.14) kisitlame denklemlerine bagli olareak
Z o= CqXy + eee + CoXp b CpaXpg toeee + CpXy £3s15)
de Z yi minimize etmektir. Z burada gaye fonksiyonunun
deferini veren kisitlamasiz bir degigkendir. I1k m degis-

kenin (xl, Xpy oo s xm) bir temel ¢Oziim olugturdugunu

farzedeélim. (3.13)\ﬁ bu temel deZigkenrler igin ¢Ozersek

Xy = X0 = %) 1 ¥mel T ¢~ Fan™n
(3,16)

o™ Bah > Ee ge1 el ” c°* " Xmn™n

elde edilir. Bu durumda (3,16) temel degigkenler

X

Pdesscen
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(xlo, b 3 Xmo) ve temel olmayan deZiskenler (xm+1,
Sim o -9 xn) cinsinden ¢dziilmigtir. j = m+l, ... , n
igin xij'ler (3.3)'un xij'leriéir. Temel olmayer degZis-
kenler sifira egitlenerek temel deZigkenler

Xy = (xlo, e XmO) igin olazan ¢6zim elde ederiz.

Sonra (xl, Sy £ xm) i¢in (3.16)‘n1n sag taraflarina

yerlegtirerek
N
2.2, % (2, - CIx, (3.17) elde eailir.
0 St 3 354

Elde edilen bu (3,17) denklemini inceleyelim, Temel
olmayan biitiin xj deZigkenleri sifaira esitlendiginde

Z = Zo_elde edilir. Biitin xj'ler sz,o oldugundan,
efer bitin (2, - cj)‘ler Zy - C540 ise agakea gori-
lir ki temel olmayan Xj nin herhangibir pozitif artasa
Z yi arttarir. 7, - Ci\lerin bazilara Zj - Cj)>0 ise
miutekabil temel olmayan x;j degigkeninin artiga Z‘yi
azaltair, Buradan gu sonuca varabiliriz. EZer biitin

S B T 7o C; {0 ise optimum ¢&ziim elde edilmis-

(ZJ J J ¥z
tir. EZer baza (Zj - Cj) ler Zj - Cj7 0 ise c¢oziimedevam
edilmelidir.

Minumuma yakinsamayil saglamak icin bozulmamigslik
kabﬁlu yapilmig idi. EZer bu kabul yapilmasa idi verilen
¢Ozilimiin m tane xio'lnln en a2z bir tanesini sifaira egit
elde etmek miimkiin olacakti. Durum bu olsayda, 90 sifara
egit dabilecek ve yeni ¢Ozim igin gaye fonksiyonunun
deiferi eski ¢Ozlimlin deZerine egit olacakti. Bu durum
birkag miiteakip adim i¢in devam edebilirdi. Bu hal icin

baz tekrar eder ve baza doniig tekrarlanirdi. Bu durumde

yontemin devrettiZi sSylenir ve mirumum ¢oziimin tesbiti
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icin hesaplama yontemi durur. Gercgek hesaplama sirasinda
bozulma olayi veya bozulmanin gorintisi m pozitif xiO'

, e : x io
dan az temel ¢dziim ve xij> O igin ©_ = min (—

i *a3
veren birden fazla (i) bulunmasi veya yalnizca
X
60 = min(iig) veren birden fazla (i) bulunmasidar. EZer
: | ij

i birtane degilse xio'larln bazilari yeni ¢Oziimde safara
egit dur. 90'1n tesbitinde dﬁ%ﬁmler clugtuzunda en kiiglik
i indisi i¢in 60'1 90 = min (ifi) secmek aligilmig ku-
raldar,

III - 2 - HESAPLAMA YONTEMI:

Bir mimkiin ¢dzim veren m lineer baZimsiz vektdrler
kiimesi secebileceZimizi ve diger biitin vektdrleri bu baz
cinsinden ifade edebileceZimizi veya problem matrisimi-
zin m siralil bir birim matris olugturmak lzere agikga
diizenlenebilecek m vektdr icerdigini farz edelim,

Birinci durum i¢in m lineer baZimsiz vektdr P,,
Poy oo P olsun ve m x m matrisi (pl, Doy =ev s pm)

B ile gbsterilsin. B matrisine kabul olunabilir baz de-
nir. Miitekabil ¢dziim x vektdrini ve diZer vektorlerin
gosterimini baz ¢insinden hesaplamak icin Once B'lli
hesaplamak zorundayiz.

BX =B o X =B

Burada

1 1

Po ve xj = B P, olur.

J
XO = (ilo, 120’ .o ’ xmo‘z O
ve

xj = (Ilj, X2j’ cee o ij) kOlon Vektarleridir.
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Simpleks igsleme baglamek i¢in problem matrisin vektorle-
rini agagidaki gibi guruplandaralam.

w bt g R

(PO ‘Pl’P e ,Pm'P n

i m+1°

veya

(P | B| P dns ¢ B2 (3,2,1)

1

m+1?

Kisimlare ayrilmis (3,2,1) matrisini B"~ ile garparak

] | X ees » X ) elde edilir. Cy'yd bildigi-

m+1°?
mizden Zj - Cj'yi hesaplayip herhangibir j i¢in miiteka-

| e A 1 -
- o et

Ezer degZilse minumum ¢8ziim bulunmug olur. Genelde, veri-

nin Z, -Cj>'0 olup olmadiZim belirleriz.

len n vektor kiimesinden m vektoriin lineer bagimsiz olmasi
her zaman mimkiin olmayacagindan birinci durumdaki kabulii-
miz karsilagilmasi nadir olan bir durumdur.

III - 2 nin baginda bahsettigimiz ikinci kabuli
ele alalam. n vektor Pys Pos eee pn'in verilen kiime-
sinin bir m x m birim matris olusturmak lizere guruplana-
bilen m birim vektdr icerdiZini farzedelim. Bu vektdrler

o P olsun ve kabul edilebilir baz olarak
1

Pq» P2v cee

= Im alalim, B"~ = Im olduzundan

B = Pyé Paw “oes 5 Pn
ve po'ln biitiin elemanlari negatiften farkla kabul edil—
diZzinden

X, = P, Ve x:j = pJ elde edilir,
Burada

Xo = (xlo’ xzo, aAee g xmo)‘ZO
ve

xy = (xlj’ Xpqs wee s xmj) dir.
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Simpleks isleme baslamak ig¢in problem matrisi agaZida ve-

rilen tablo III - 1 de oclduZu gibi diizenlenir.

Cqy |Cole|C |+|Cp Coid - 54 ‘{C |*| ®n
i |temel] ¢ Py Py |Po|e|P |+|Ppy P . pj | Px |°| Pn
1{py |ey|*0|T |O|-]9 |-|° X1med | o[ *13 [ F1kfe| *in
2 Ps sl Xo0 0 2110 510 Xomel g XZj ol Xoi || ¥on
1y fogixgo |0 |9 -1 |-|° Xime1 | | XLy || ¥k || *fo
m| P, ¢l Xmo 0 O 110 Fa 1 Xm.om+l | ° Xni |° Xk | Xmon
Tablo III-1
Ax = b jle verilen problemin dernklemlerinde X0 = bi ve
xij = aij alalam. j =0, 1, ... , n igin j‘inci vektorlerle

c ile gbsterilen kolon vektdriinin i¢ carpim Zj' yi verir.

Yani
m

m
Zo = éi c;Xjo Ve 2y = f?;cixij B2, i
1 ={ 1=l
ZO ve Zj - Cj elemanlaririn herbiri kendi sitununun (m+l) inci
satirina yazalar. Bazdaki vektdrler icgin Zj - Cj daima saifara
egittir. j =1, 2, ... , n i¢in bitln (zj = cj) ler zj = 034;0
ise Xy = {X3ps Epps oo+ » Xyp)  To = (Byy Py eee by)

bir minumum miimkin ¢bziimdlir ve gaye fonksiyonunun miitekabil

degeri Z, dar. En az bir Zj - Cj>'0 olduZunu farzedelim.
drijinal baz 0lan Py, Poy cee p,'in (m-1) vektorini igeren
yeni bir bazda miimkiin ¢6zlimii hesaplayalim. B aza sokacak

yeni bir vektor ararken teorik olarak miitekabili Zj - Cj)'o
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olan herhangibir vektdri segebiliriz. Ancak Zj - Cj> 0 ola-
cak gekilde bir vektdrin segiminde gaye fonksiyonunun dege-
rinde en bliylik ani diigmeyi saglayacak birini segmek, minu-

mum ¢Ozlmii elde etmek igin gereken iterasyon sayisini azal-
tar. Bu ylizden baza sokulacak pj vektori ig¢in

g ) =
mgkﬂeo(uj - Cj) ye tekabil edenini bulmamiz gerekir.

1
X,

0 . s
60 = min X-—?--.)O oldugunu biliyoruz. Eger Z, - C.,» 0
y 13 J j

olan birkag j varsa Max 8 (Z, - C.
j : O( j J) kuralini uygulamak

olduk¢a karagixtair. Bu yiizden baza solulacak vektdrin se-

¢iminde daha basit olan m?x(Z:j - Cj) kriterini kullanacapaiz,
MﬁX(ZJ 2 GJ) birden fazla j igin elde ediliyorsa her j kolonu

ig¢in 8, bulunur. Hangi kolonda 8, daha kiigiikk ise o kolondaki P

vektcri baza alainar,

MEX(ZJ % Cj) = Zk - Ck? 0 olsun.
Pk vektoriinii baza sokalaim. Bundan sonra xik>»0 igin
x
©_ = min g y1 hesaplamamiz gerekir. Biitiin x, 'lar
o i Xk ik

xikgo ise gaye fonksiyonurun deseri keyfi olarak kiigiik
yapilabilen bir mimkiin ¢6ziim bulabiliriz, (Teorem - I Durum - II)

Burada hesaplama durur. Baza xik'lar1n xi£7 0 ve

*i0 _ *fo

Go = min T S g oldugunu farzedelim, P1 vektori bazdan

1o 21k Atk
yok edilecek olan vektdr olacaktair. Yeni mimkiin ¢Ozimimiiz
p1, ese pi_l' pf+1, Ll Bt Y pm’ pk dan Olllgan yeni bir baza
sahip olacaktir, Ilk bazamiz (pq, Poy see 5 Pp) = I
olduZundan blitlin Py vektorlerini bu baz cinsinden kolayca
ifade edebiliriz.

Py = XqgPy + e * XgoPy * eee + XDy (3.2.2)

Pk = xlkpl T e ¥ xtkpl N e kapm (3.2.3)

ve
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P. = lepl + s wies A Xijpl b e, X P (30294)

J mj
(3,2.3) den
A
Py = i;; (Py = XqyPq = oo = X, D) {3:2.5)

bulunur. (3,2,5) sonucu (3,2.2) de yerine konursa

1
¥ - EyaPy ¥ wew 't X4, [ X (P = XqpPy = ee0 = xmkpmﬂ

T iee o Xmopm

veya
*to0 *{0 X0
Py = (X949 - ii')pl T T R szpk ¥oee + (x g = ii;x I)pm

bulunur. Yeni mimkiin ¢Gzlim
]

XO = (X'lo, oo ’ X:kO' ese g X['no), Xiozo

ve
Py = XjgPp *+ eec + XpgPp + eee + Xpabp

ile verilir. Burada

*10 ;
X:'io - Xio - X_iI( i = 1, 2, ev e f - 1, f"’l, cee m igln
*#o
alinmigtar.

Benzer gekilde (3,2,5)'i (3,2,4)'de yerine koyarak her Py
icin ifadeyi orijinal baz cinsinden degil yeni baz cinsinden
elde edebiliriz. Bu

Pj = xijp1 b v ap it xkjpk + ey xéjpm' 3 verir.

Burada

alinmigtair,

23 o cj = xijc1 o vew F xkjck L e xhj - c‘_j

oldu#undan (3,2,7) deZerleri yerine konursa x&d icin

VA i
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i
Sl Bl ol WA s -13 (2, - C}) CYil, Tom)

z
J J J J Xk

¥ 3 1
olduZu ve (3.2.6) deZerlerini X;o i¢in

Zb 2 clxio + eoe + ckXLO + eoe + cmx&o

da yerine koyarak

s *i0
O = ZO - i‘il‘( (Zk - C.k) (3-2P7ob)

r

olduZu kolayca gerceklenir,
Yeni ¢Ozim xb'nﬁ elde etmek ic¢cin yeni xs vektorleri, miteka-

bil Z5 - C 1w o M FEBREIrIa Ve J w01, ..

j’
siitunlari i¢in tablo IITI - 1 deki her eleman
x
x&j =X4 5 %7 Xspe 4 &1 dcin
*1
be = o .8

formiilleri ile doniigtiiriilir. Formiillerde

Z'

0 = *m+1,0 T, =X

i 3 el (5 8 2 o

Burada genel (3,2,8) formiillerini PO siitunu ve (m+l)' inci
satirda dahil olmak lizere hesaplama tablosurun biitin eleman-
larina uygulariz. Xf elemanina Piwot eleman (anahtar sayi)
denir., (3,2.8)'de tanimlanan ddniigtiirme, anahtar sayi xg,
iken yoketme formiillerine egdegerdir. Anahtar sayaininan
bulundufu satira anahtar satir, anahtar sayinin bulundugu
slitiina anahtar siitun adi verilir.

Y eni bir iterasyon ic¢in uygulamayi dzetleyelim,

1 - Bir minumum ¢oziimin bulunup bulunmadiZinin tesbiti ig¢in

ZJ - CJ

olup olmadizi tesbit edilir.

elemanlara belirlenir. Biitin j'ler ig¢in Zj - sto

B b A, Cj\lerden bazilara Zj - ij>0 ise baza sokulacak
J

vektor olarak max (Z:J - Cj) yapan Pj vektori alanir. EZer
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birden fazla j ic¢in max(Zj - Cj) elde ediliyar ise

max (Zj - Cj)‘nin bulunduZu her kolon anahtar kolonmug gibi
j X5
kabul edilerek ilg oranlari hesap edilir. Bunlardan en
ik
kiiglizlnli veren kolon, anshtar kolon olarak alinarak baza

P

girecek pj vektori tesbit edilir.
3 - Bazdan gikarilacak vektdre tekablil eden X4, 70 lar
igin m?n(xio/xik) ya sahip satir anahtar satair olarak
allnlr? Eger blitin Xk lar ig¢in xik<:o ise ¢Ozim sinirsiz-
dir. Birden fazla i ic¢in m%n(xio/xik) bulunuyor ise anahtar
kolonun elemanlari birim matrisin ilk kolonunun elemanlarina
bélinlr. Oranlardan en kiigiiZlinli veren satir smahtar satir
olarak alanar.
4 - Yeni ¢oOzum ve ilgili elemanlari elde etmek ig¢in yoketme
iglemi ile tablo doniigtiriliir.

Simpleks yontemin ilk tabloya uygulanmasi bize agaza-

da gosterilen III - 2 tablosunu verir.

i temel| ¢ Py |P1 |Po|| Pq « |Pp Pl . p.1 « [Py|+| Py

£ | P; |°q|Xof Y] O+ X1 || © xi’m+1 . xij «| Of«] X3,

2 Py [ Co|X5g O 1|« X7 (|0 xé’m+1 . xéj «| Ofef x5,
1 Pe ledXko| O O [® || Of ®mer |-|=py || 2| %t

. : | : I :'. b . . b I 4

. Pu | %m|*mo B aeiny |-]11 xr'n,m+1 3 x&j 1 %0 *mn

f8blo - II1 «-2
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III - 3 - YAPAY BAZ TEKNIGI
Incelememizde bu noktaya kadar‘; daima verilen doZrusal
programlama probleminin bir mimkiin ¢&zimiiniin var olduZunu ve
baglangi¢ bazi igin kullarnilabilen bir birim matris igerdi-
3ini farzettik., Bir problemin doZru formiile edilmig olmasa,
probleriin mimkiin ¢Ozlmiinilin olacaZini genellikle garanti et-—
ti%i halde birgok problem baglangigta bir birim matris iger-
mez, Bu tur problemlerde yapay baz metodunu kullanmak simpleks
iglemi baglatmak ig¢in uygun bir yoldur. Bu yontem ayni zaman-
da problemin herhangibir mimkiin ¢Ozilime sahip olup olmadiZina
da tesbit eder.
Genel doZrusal programlama problemi
ATy T aeset B X = bl
851Xp t eesee + 85 X = b2

- . . . - - . . . - . . .

81Xy t eeeee + 8 X bm
ve
' ~
x:j}O a bagli olarak
CiXq + seees + cnxn' i minimize etmektir. Yapay baz tek-
niZzi ic¢in yukaridaki sistemi agsaZidaki gibi biyiltelim,

n'n
859Xy + ees + 8y X+ X5 0= b2
B aXe F eee F B X+ Xy = bm
Ave
3 n i e B Bl ... 4 D+m igin xj>/O'a bazli ola-
rak

S S X . ' i 1
clxl D - cn = wxn+1 e wxn+m i minimize

edelim, w biiyiikliZi belirtilmemig bilyiik bir pozitif saya

clarak alinmmgtair,
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Pntl? Ppissieee 5 Pooo vektdrleri biiyiitiilmig sistem igin

bir baz olugtururlar. Eger orijinal problemde en az bir miim—
kiln ¢Ozum varsa bu ¢dzlim ayni zamanda blyltilmis sistem ig¢gin-
de bir miimkiin ¢Oziimdiir.

Simpleks ySntem, yapay deZisken x i'lerden birinin

n+
pozitif bir deZerle goriinmesinin imkansiz ddugu minumum
¢ozlmii elde etmemizi saflar. Agazida gosterildisi gibi w'ye
bir deZer vermemiz gerekmez.

o=

Blyiitllmis problemde ilk miimkiin ¢8ziim, gaye fonksi-

"
yonunun mitekabil .degeri ZO = w ‘z:bi olan
=1
Xo = (Xpy1, 00 ¥ne2,00 *** 0 Xpymo) = (Pys by, oo, )

xo)/O dar.

Baz bir birim vektdr olduZundan

Xy = (xlj’ Xpg9 see s xmj) = (alj’ 849 et amj)

ve
m
2, = wﬁi.x -¢3.dir. Ilgili hesaplama yontemi tablo
J i=1 13 J
(I1I-3-1) deki gibi kurulacaktir. Her j ig¢in z. ¢ c¢.'nin

J J
w'siz ve w'li bilegeni sirasiyla bu tablonun (m+l) inci ve

“(m+2) inci satiraina yerlegtirilir. Agagidaki simpleks tablo;
temel ¢Ozlimde verilen vektdrlerden, (m+2)\inci satirdaki en
bliylik elemana sahip vektdriin se¢imi harig¢ orijinal simpleks

tabloc (III-1) deki gibi kullanilar,
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l | c c . Cple] © w1, "
i | Temel | ¢ Po : £ E n,'
By P Pel*l Pn [Pnidl® [Pnsa] Prim
1| Pue1 | " %ne1,0 |®12 %12 || Fakfe(®n |2 O |- | O
2 | Pni2 | ™|®n+2,0 |%21 %22 || Xok||®on | O [ O |- ] O
£ ] Pk [ 5nd,0 [ [e2 || gl < |© |2 |- ] O
. Prem | W xn+m,O *ml Fm2 |*| *mk]- Xmn e o = 1
m+1 0 ~Cy [=Co || =Sk |- |-y 0 L. 10 . 0
m+ 2 éxnﬂ.’_ ixi]éxi? ﬁxik . ixin O |.10 . 0
Tablo III - 3 - 1
m
ilk iterasyon ig¢in max 3 xij'ye tekablil eden vektdr baza
dtu)

sokulur. (m+2)‘inci satirdaki elemanlar da alisilmig yoketme
yontemi ile doniigtlriliir. Bir yapay vektdr bazdan ¢ikarildi-
3inda tekrar baza sokulmak igin segilemez. Bundan dolaya
tablonun son m siitunlarini doniigtiirmek zorunluZu yoktur.
EZer son bazin tersi bizi ilgilendiriyor ise bu son m vektdr
de ddnugtiriliir. Yapay baz kullanirken minumum mimkiin ¢Sziime
ulagmak igin yaklagik 2m iterasyona gerek vardir. Minumum
mumkin ¢ozlmi elde etmek igcin iki ayri yoldan hareket edebi-
liriz,;

l. Yapay vektorler bazdan g¢ikarilar.

2. Higbir (m+2) nci eleman kalmayana kadar baza sokula-
cak bir vektor segmeye devam edilir,

Birinei alternatif (m#2) nci satirdaki biitlin elemanla-

rin sifira egitwe miitekabil bazin orijinal problem igin, bir

mimkiin baz olmasini gerektirir. Bu durumda minumum miimkiin
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¢Ozimii tesbit etmek i¢in simpleks algoritma uygulanir. Ikin-
ci alternatifte (m+2, O0) elemani yani gaye fonksiyonunun
miitekabil degerinin yapay kisma 51f1rdan bliylik kalirsa ori-
-jinal problemin ¢Ozimi mimkiin deZildir. Teorem - II den,
gaye fonksiyonunun degerinin bu son ¢Oziimden daha kiigiik
olduZu bagka miimkiin ¢Ozimler olmadiZini biliyoruz. EZer
(m+2, O) elemani sifira egitse orijinal problemin en az
bir yapay vektdr igceren .bir bozulmus miimkiin ¢Oziimii vardar.
Yapay deZiskenler O deZerlerine sahiptir. Bununla beraber
minumum ¢oziim hala elde edilemedi ise (m+2) nci satirdaki
si1fir elemaninin lizerinde olan (m+l) inci satirdaki maksi-
mum pozitif elemana tekablil eden vektor baza sokularak ite-
rasyonlara devam edilir. Bu ydntem yapay deZigkenlerin O
deZerini daima devam ettirerek ¢Ozilinde etkisiz kalmalarina
saglar ve gaye fonksiyonunun deZerini azaltmayacak vektdr-
lerin se¢imini ©nler. 1 ve 2 alternatiflerinin her ikisi
iginde (m+2, 0) elemani miistesna biitin (m+2, j) elemanlara
sifira egit veya kiigiiktiir, Ilk (m+2, O) her zaman negatif-
ten farkladar ve deZeri artmaz.

Orijinal problem birim vektdrler igeriyor ise, bu
vektorler gerekli yapay vektdrlerle beraber baglangig¢ baza

i¢in kullanilmaliadar. Bunu yapmak toplam iterasyon sayisina

azaltmaya yarar,
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BOLUM - IV
DUALITE

Her doirusal programlama probleminin dual problem
denilen mitekabil bir optimizasyon problemi vardir. Asal
problem asli problem olarak adlandirilar. Birinin optimum
¢Ozlmi diZerinin optimum ¢Oziimii hakkinda bilgi verir. As-
linda primal problemin baglangi¢ simpleks tablosu bir mxm
birim matris igerigorsa simpleks yontem ile ¢oziimii diZerine
asikér bir ¢&zim verir.

IV - 1 - SIMETRIK OLMAYAN PRIMAL-DUAL PROBLEMLER:

Primal Problem: f(x) = Cx (4,1) DoZrusal fonksiyonelini
Ax = b (4,2) ve x2,0 (4,3)sartlarina bagli olarak minimize
eden bir x = (X1, X5y eo. , x ) kolon vektdrinin buludmasi
problemidir. Bu ifade de A'nan satir sayisinin siitun sayi-
sindan az oldugu varsayilmigtar.

Dual Problem: g(w) = wb (4,4) dogrusal fonksiyonelini
WALC (4.5) sartlarina baZli olarak maksimize eden bir

w = (wl, Woy eoe wm) satir vektdriini bulma problemidir.
Bu ifadede Wy degigkenleri negatiften farkli olmak lizere
sinirlandirilmamigtar.

Her iki problem ig¢in C= (cl, Coy oo cn) satar
vektdrii, b = (bl’ Doy eee bm) kolon vektdri ve A = (aij)
katsayilar matrisidir. 1 x m satir vektdri w'yi m x n
matrisi A ile carparak (4,5)"in agagidaki agikar gosteri-
mini elde ederiz.

aliw1 + 8oqWo + eow + B W L Cq

L5 enie R . A e e e e e

ajpWl + 82n%2 t* ... + appwy

ko

N A

Cn
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Yukaridaki egitsizlikler icgin katsayilar matrisi A' ile
gosterilmigtir,

Dualite Teoremi: Primal veya dual problemin ikisinden biri
sonlu bir optimum ¢dzlime sahipse diZeri de sonlu bir opti-
mum ¢Ozlme sahiptir. Do3rusal fonksiyonlarin ekstremleri
-egittir., Yani min f(x) = max g(w) dir. Problemlerden biri
S1nirsiz bir optimum ¢Gziime sahipse diZer problemin miim-
kiin ¢Ozimi yoktur.

Ispat: Once primal problemin mimkiin olduZunu ve simpleks
yéntem ile bir minumum mimkin ¢ozlimin elde edildiZini var-
sayalim, Ilk m vektor Pys Poy +.. , P, SOn baz vektdrleri

m

olarak kabul edilsin. B mxm matrisi (Pys Pps eee » D)

olsun., Son hesaplama tablosu, Pys Pps eee 5 Pps Ppi1e **+ » P

orijinal sistemin vektdrlerini son baz

vektorleri cinsinden igerir, Yani her pj vektdri igin son
tablo p:j = ij iken Xj vektorini igerir. m x n matris son
simpleks tabloda bulunan katsayilar matrisi olsun. Son
bazin ilk m vektori icerdi?ini varsaydigimiz da

1 O LR 3 O xl,m+l’ * o0 ’ x1n‘

-2 : O 1 e 00 O X2’ m+l’... ’ X2n

o o * o0 1 x
0

cee g X0 elde edilir.

= B'lb ile verilmigtir. Bu son

m, m+1?
Minumum ¢ozilim vektori x

¢Ozilim i¢in agaiidaki baZintilara elde ederiz.

Bk ek k= B (4.6)

Blbax® 2 b =x® (4.7)
min £(x) = ¢%° (4,8)
z=c%-c<o (4.9)

Burada a9 g (°1’ Cos eee , c_) bir satir vektdridir. (3.4)den

n
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Z

0 0 0
(c Xy - ¢35 ¢ X, - Coy ees 5 C Xn - cn)

Z (Zl-cl, Zo = Coy see o L. = cn) dair.

n
z'nin elemanlari bir optimal ¢&ziime tekabiil eden Zj - C

J

elemanlari olduZundan pozitif olmayan bir satir vektdriidiir.

Burada (0) bog bir n boyutlu-.satir vektdriidiir.

o}
W

e 0
l, 2, LA A ’ Wm
1

0O

w c%B~

(4,10) ile tanimlanmis olsun.
(4,6) ve (4,9) ile

weA - ¢ = ¢!

e i 0%F - eido
e
veya
W°A {C elde ederiz,

w° vektori (4,5) dual sainirlamalarini saZladiZindan dual

probleme bir ¢oziimdiir. Dﬁ ¢ozlim igin dual gaye fonksiyvon
(4,4) ln miitekabil degZeri w°b i]e verilmigtir. Veya (4.7)
ve (4.8) den

w°b = C°B™1b = ¢°%° = min f£(x) elde edilir.
Bundan dolaya w® ¢Ozimili i¢in dual gaye fonksiyonunun degeri
primai gaye fonksiyonunun  Mminumum deferine egittir. By

ot

durumda w-'in ayni zamanda dual probleme bir optimum ¢oziim

olduZunu gdstermeliyiz.

(4,2) ve (4,3)‘& sazlayan her n x 1 vektor x ig¢in
ve (4,5) i saglayan her 1 x m vektor w ig¢in
WAX = wb = g(w)  (4,11)
- ve
wax £ CX = £(x) (4,12) elde edilir.
(4,11) ve (4,12) den bitin mimkin W ve X ig¢in
g () (4,13)

Snemli baZintisini elde ederiz. (4,1) ve (4,4) in ekstrem

degerleri
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max gﬁm)éﬂun f(x) (4,14) ile ilgilidir. Dual ¢&ziim
vektiri w® igin (4,10)' dan g(w®) = w°b = min f(x) elde edi-
lir, Bundan dolayi primal probleme optimum ¢Ozim x° ve dual
probleme ¢oziim w° icin (4.14) g(w®) = £(x°) haline gelir.

Yani w° = ¢°p~1

¢ozumi ig¢in dual gaye fonksiyonu maksimum
degeri alar. B undan dolaya w® ve x° igin

mex g(w) = min f(x) (4.15)
ile ilgili gaye fonksiyonlarinin miitekabil degerlerini
elde ederiz,

Yukaradaki sonug¢larin, primal problem sonlu bir op-
timum ¢6zlme sahip oldujunda, gegerli oldufu gosterildi.
Benzer gekilde dual problem sonlu bir optimum ¢oziime sahip
olduiunda primal problemin mimkiin oldu#unu ve (4.,15) in
gecerli olduzunu gOsterebiliriz. Bunu yapmak ig¢in dual problem

max g(w) = max wb

WA £ C
primal formata donligtiiriiliir., Yukaraidaki teoremle miimkiin
olan dualinin orijinal primal problem olduZu gdsterilir.

W3 negatiften farkla aylak degiskenler kiimesi olsun.

WA + WBI =0

w3j; 0
gartlarina bagli olarak
max wb = -min(-wb)
veya
-max wb = min(-wb) elde edilir. Sonra w = wy = Wy
doniiglimii yapariz. Burada w, ve w, negatiften farkli deZig-
kenlerdir. Simdi problemimiz

e

B i e, s
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wy 70
Wy O (4.15a)
wB?()
sartlarana bazli olarak
min (-wy + wp)b + wy0  (4,15b) dir.
Dualite teoremi bu problem igin gecgerlidir. Dualini basit
formatta tesbit etmek ig¢in (1, 15a) sinirlama denklemini

(-1) ile carpmak yeterlidir.

—WlA + W2A - W3I = -C (4,15¢c)

elde edilir. Buradan (4,15b) ve (4.15¢c) ye dual, (-AA - I) x

£(-bb0)'a baila olarak

max (-CX) = -min CX dir.

Buda
-AX £ =D
AL A
-Ix £ 0
veya
Ax 2 D
Ax £ b
239
veya
Ax = b
x 0

‘sartlarlna bazli olarak
_max(-cx) = min cx'e egittir. Bu da primal problemdir.
B6y1ece’teoremin ilk kasmi ispatlanmig olur.
ikinci kisma ispatlayalim. Sayet primal problemin
6ptimal ¢oziml sinirsiz ise (4,13) den

glw) £ - o2 (4,16) elde edilir.

T Spa—— -

ey e 8

Skt

B
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(4,5) duel egitsizliklerine her ¢&ziim; (4.4) dual gaye fonk-
siyonu ig¢in, primal gaye fonksiyonuna bir alt sinir olan bir
mitekabil defere sahip olmalidar. Bu. durum sinirsizlik var—
sayimi ile g¢eligki yaratir. Bu ylizden dual problemin ¢cOzii-
miniin olmadigZil ve bunéan dolayida egitsizliklerin tutarsiz
oldusu sonucuna variriz. Benzer bir ispaﬁ,dual bir sairarsaz
¢6zime sehipken primalin ¢dziminiin olmadiZi sonucunu gosterir.
IV - 2 - SIMETRIK PRIMAL — DUAL PROBLEMLER:

Simetrik dual problemleri egdefer simetrik olmayan
primal ve dual problemlere doniigtiirerek dualite teoreminin
bunlar icin gegerli olduSunu gosterebiliriz.

Primal problem:

£(x) = cx (4,2,1) lineer fonksiyonelini

Ax) b (4,2,2)
ve

x 2 0 (4,2,3) sartlarina bagli olarak minimize eden
bir X = (xq, Xpy eoe s xn) vektoriiniin bulunmasi problemi
Dual Problem:

g(w) = wb (4,2,4) lineer fonksiyonelini

WAL C o (4.2,5)

ve

W0 ( 4.,2,6) sartlarina baZli olarsk maksimize
eden w = (Wy, Wy, «o. , W ) vektSriinin bulunmasi problemidir.
1. kisimdaki dualite teoreminin ayni zamanda simetrik
dual problemlere uygulandiZini gostereceZiz. Siitun vektdrii
Y = (¥15 Yps eoe s ym)'nin m negatiften farkli elemanlari
primali bir egitlikler kiimesine déniigtiiren aylak de@igkenler

olsun., BGlinmis matrisler cinsinden,, esdeder dogrusal prog-

< T

T
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ramlama problemi

£x,3) = (C /D) () (42,7 i

(A/-I) (3-) =D (4,2,8)
ve x720 vey>0 (4,2:9)
sinirlamalarina bagli olarak minimize etmek gekline doniigiir.
Burada 6 = (0, ... , 0) m bilegenli satar vektdrii ve I bir
mx m birim matrisidir. Bu doniigsmis primalin duali

w(a| -1 ¢ (c]0) (4.2.10)
sivarlamalarina bagli olarak

g(w) = wb (4,2,11)
ifadesini maksimize eden bir w vektori bulmaktir. (4,2,10)
sirasi ile (4.2,5) ve (4.2.6)' ya ayrigar. Yani

WAL C we -WI $5
son ifade

W) 0' a egdederdir.
Orijinal problemler gimdi simetrik olmayan dual problemler
olarak verildi ve burada dualite teoremi gegerlidir.
Tamamlayici Aylaklik Teoremi: Primal ve dual sistemlerin
[élf&Slyla (4,2,1) den (4,2,3) e ve (4,2,4) den (4,2.,6) yéJ
optimum miimkiin ¢dziimleri. ig¢in sistemin birinin k'inci ba-
gintisinda egitsizlik olugtuiunda (miitekabil aylak degiken
pozitiftir) dualinin k'ainca degZiskeni sifira egitlenir;
sistemin birinde k‘'anci deZisken pozitif ise dualinin k' 1nea
bazintisia esitliktir. (Miitekabil aylak degigken sifardar)
Ispat:

I'nei egitsizlikten negatiften farkla bir x  , aylak

dedigkenini gikararak primal sistemin (4.,2,2) egitsizliklerini

egitlikler olarak yazabiliriz.
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By3Xy + ceees + By Xy = Xpg =Dy .
g o My
Bty it eeeee F B X = Xnem ® bm

Benzer gsekilde (4.2.5) dual esitsizlikleri i¢in j'inci esit-

sizliZe negatiften farkli bir wm+j aylak degigkeni ekleyerek

B S ge. Ny alw o+ &
12 24 % ml m Y+l 5
- 2
: =
L ER
Pl e ¥ Ay Y Youn = %n

a§ikar gekilde primal gaye fonksiyonu

Clxl +\°2X2 e e e T Cnxn = _f(X) (4.2,1')

dual gaye fonksiyonu
'
bWy + eeee. + bowo = g(w) (4,2.4 ) dir.
' o
& R ) niin I'inci denklemini miitekabil dual degisken
Wy i=l, 2, ... , m ile garpip denklemlerin sonug¢ kiimele-
rini toplayarak, bu toplami (4,2, 1') den ¢ikardigimizda

- ﬁi 8. W, )X~ + (c 22 a.
il . SR M =1 12 i

* @0 e o0 = (c 3 é_ain 1 Tiganen ¥ w])(n_‘_l

i=1l =

+ W21n+2 g o SN men+m = f(X) . Zwibi

elde edilir. is3. X
Wit § :E-aij ve g(w) = féiwibi

olduZuna dikkat edilirse

ce + X +
el 7% b § BT s il Ym+n™n o %P 5

L o W2Xn+2 T T N wmxn+m = f(x) . g(W) (4;2012)

elde edilir.

Dualite teoreminden, primal probleme bir optimum



43

¢ozim igin x° = (x3, x3, ... , ) ve £(x°) — g(w°) = 0
olan cual probleme bir optimum ¢dzim ig¢in w® = (wi, wg, cee
w;) elde ederiz. B Oylece bu optimum ¢bziimler, miitekabil

xg+i2'0 ve x° .),O‘ler icin (4,2,12) denklemi

m+j
0 o 0 0 o) o 0_0
w Xt X, + + + o
m+171 Ve 2X2 ikt Wmin*n "1 *n+l
0_0 0_0
+ X 4 <o = X -
W2 n+2 oo wm n+m O (402013)

haline gelir.
o

wm+jx§ terimlerinin dualinin j'inci aylak degigken
ile orijinal primalin j inci degZiskeninin ¢arpiminin ayna
c_0

zamanda WX terimlerinin, orijinal dualin I inci deéﬁs—

keni ile primalin I inci aylak degigkeninin garpima oldugu
goriiliir, Biitin degiskenler negatiften farkli olarak sinir-
landiZindan (4.2.13)‘ﬁn biitiin carpim terimleri ve bu terim-

lerin toplama sifira esit olmak zorunda olduZundan ayri ayri

sifira esit olmalidar, B Oylece biitin j'ler ig¢in w;+jx§ = 0

es g s ‘ . (o} 0 B a4 (o} . (o}
ve biitiin I ler ig¢in T O dar. Eger wm+k>'0 ise x

05

ve x3+k7 0 ise wﬁ = 0 olmalidir. Bdylece teoremin ilk kism

ispatlanmig olur.

s o . o - v 0
Ezer xk>0 ise w = 0 dar. Eger wk>0 ise

C

il O dar. Boylece ispat tamamlanmig olur.

(4,1) - (4,3) ve (4.4) - (4.5) in simetrik olmayan
primal — dual problemleri i¢in (4.2,12) ye benzer bir baZinti

geligtirebiliriz. Bu problemleri agafidaki gekilde yazabi-

liriz.
€%y + ees * C X = f(x) (4.1') fonksiyonunu
= ailxl + e o0 o alnxn = bl
]
: P A2

amlxl + eee + BppXy = bm

)
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ve
1
s (4,3 )
gartlarina bagli olarak minimize etmek ve
bl”l i s #b om = f(w) (4.4') fonksiyonunu
By1Wq + eee + B W <_c '
: ; (4.5 )
alnw1 - i R 8 nm é P

gsartlarina bagli olarak gartsiz W ile maksimize etmek
i ;
(4.2 ) niin I'4inci denklemini miitekabil deZigken
Wy (i=1, 2, ... , m) ile carpip denklemlerin sonuc¢ kiime-
'
sini toplayip, bu toplami (4,1 ) den gikarak

m
(c:1 - é_a i1 i)x + (c i%l ai2wi)x2 + oo +

(e, éi a; wilx, = £(x) - g(w) (4.2,14)
i=1

elde edilir,

Dualite teoreminden (4,2,14) in saZ tarafa
f(x) - g(w)20'1 elde ederiz, Eger £(x°) = g(w®) ise ba-
ginta sifirae egitlenir. Yani x° ve wO in herbiri kendi

problemlerine sgnlu optimum mimkin ¢dzimlerdir, M lUmkin w

m
igin her (c‘,j - éialj 1) terimi negatiften farkladar ve

(4.2.14)‘ﬁn sol tarafi negatiften farkla sayilaran carpimi-

nin toplamidar. Ozellikle optimum x° ve w° i¢in (4.2,14) in

S : ¥

- N o

sol tarafinin toplami sifardir. Her j ic¢in ya (cj -;éi aijwi)
i=1l

terimi yea da miitekabili xg veya her ikisi birden safirdar.

Optimal w® = (w), w3, ... , wd) = ¢c°B™% igin (4, 10) ile
m
tanimlandiZi gibi (cj - figlel) terimleri ¢, ﬁi a1j i

=cj)- sz'O dir. Boylece simpleks algoritmanin optimalite
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gsartlaerinin gegerliliZini koruduZum gormig oluruz. Yani
bir primal maksimizasyon problemi ig¢in optimal ¢dzim

c'j = O‘a sahip
olmak igin x?)O\lara ve miitekabil Zs - cjéo‘a sahip

0 .4 B At :
X = (Xyy Xy eee xn) miitekabil Zy =

olmak ig¢in Xj = O\lara gerek duyulur,

Sonug¢ olaraks; Primal ve dual problem ¢iftinin her
elemaninin sonlu optimum ¢dzlimlere sahip olabilecegZini,
birinin mimkiin ¢dzlimi yokkken dijerinin sonsuz optimum
miimkiin ¢ozlme sahip olabilecegini veya her iki probleminde
milmkin ¢Ozlmiiniin olmayabilecegini sdyleyebiliriz.

Simetrik ve dual problemler agaZidaki gekilde bir

tablo ile gdsterilebilir.

20 Xy eeves Xioavees Xp >
?1 ?11 cese ?lj oo ?ln ?1
s S
é s DA cj seees Cp minmax

A'nin satairlari ile x'lerin satirlarinin i¢ ¢arpimla—
rini1 alarak primalin sinirlarini elde ederiz. A'nin siitunlara
ile w'ierin slitunlarinin i¢ carpimlari dual sainarlamalarai
verir.

Dogrusal programlama problemlerinin goiu orijinal
olarak ya simetrik primal ya da simetrik dual geklinde ifa-
de edilir, Her iki durumda da problem genellikle gerekli
ne%atiften farklia aylak deZiskenler eklenerek veya cikarilarak

denklem geklinde yeniden yazilar. Simetrik primal ig¢in bir
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Aylak vekidrler kiimesi c¢ikarip, miitekabil sistemi g¢Szerken
simetrii: ¢ual i¢in bir aylak vektérler kiimesi ekleriz. Bu
aylak defiskenler sifira esit olan ilgili defer katsayilara
ile verilir, Dual tablo bir v»ozitif birim matris igerirken
primel icin son tablc bir negatif birim matris igerir. Dun-
dan dolsyi birinin son simpleks tatlesu diZerinin cptimal
¢Ozlimiinii igerir. Efer primal, duasl ¢lziali elde etmek ig¢in
¢Ozllmis ise primalde bir negatif birim matris ile bagla-"
digimizda son tablodski Zj degerleri igaret degigtirirler,

Bilgisayarla ¢oziilebilen doirusal programlama prob-
leminin boyutu genellikle belirli bir dereceye ylikseltilmig
satir ayisai ile sinarlandifindan, primal cinsinden ifade
edildifinde c¢ok biiyik clan bir nroblem miitekabil dual prcb-
lem olsrak yszildiZinda alinsn sati1r saylsl S1nNlrl 8SM8Z.
Veya bu dwrunun tersi ile karsilagabiliriz, Her iki durumda
orijinal prcbleme cptimal ¢Ozim son tablodur,
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BOLUM - V

Uygulama konusu olarak yem karigami maliyetinin mini-
mize edilmesi problemi, uygulama yeri olarak Sakarya Yem
Sanayii Ticaret Anonim Sirketi (Yemtas) alinda.

V - I - ISLEMMENIN TANITIMI

Yemtas 1975 yilinda 500.000.- 1L sermaye ile Adapaza-
ri'nda kuruldu. Ilk lUretim 1977 yila Eyliil aya iginde ger-
ceklegtirildi. Sirketin sermayesi 1978 yilanda 16.000.000.-
sina, 1984 yilinda 160,000,000.- saina g¢ikaralda.

Fabrikada saatte 10 ton, yilda 30.000 ton hayvan
yemi iUretilmektedir. Bu liretimin %80'ini karatli hayvan
yemi, %20'sini biiylikbag hayvan yemi olugturmaktadir. Blylk-
bas hayvan yemi olarak 6 cegit, kanatli hayvan yemi olarak
7 cesit yem iiretilmektedir. Uretilen mamuller Sakarya-Bolu-
Kocaeli bdlgelerinde tilketilmektedir. Uretimde kullanilan
misir, buZday ydreden; yaszli tohum kiispeleri Trakya ve
Adana'dan balik unu Karadeniz Bolgesinden temin edilmektedir,

En kaliteli ve en diigiik maliyetli yem rasyonunun
- belirlenmesinde; hammadde fiatlaranin durumu, hammaddenin
enerji ve_protein miktarlari, yeme katilmasi zaruri olan
temel hammaddelerin belirlenmig oranlari rol oynamaktadar.
Bu etmenlerin de3Zerlendirilmeleri sonucunda yem rasyonu
belirlenmektedir.

V - 2 - UYGULAMANIN TANITIMI

Sakarya Yemtag Yem Fabrikasindan alinan Ek-I'deki
veriler ve Ek-II'deki kisitlara gdre hazirlanan gaye fonk-
siyonu ve kisitlama denklemleri Ek-III'de gOsterilmigtir.

Problemimiz, alinan veriler ve kisitlamalara gore

mirumum maliyetli BESY YEui karigiminin maliyetinin ve ka-

f
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rigimda kullanilmasi gereken hammaddelerin neler olacaZinin
ve miktarlarinin belirlenmesi problemidir. Ek-II tablosu
1000 kg. lizerinden hazirlanmigs olup, veriler bilgisayara
yuklenerek bir paket program vasitasi ile sonuglar elde
edilmistir.
V - 3 - SONUGLAR

AsaZiya alinan bilgisayar sonug¢ tablosunda (Tablo-V-1)
goriileceZi gibi karigimin 1 kilograminin minumum maliyeti
34.09 Tl olarak belirlenmigtir. Karigima arpa, pamuk kiispesi,
mozaik, tuz, razmol, melas, kepek gibi hammaddelerin alin-
mas1i gerekmektedir. 1000 kilogramlik karigimda hammaddele-
rin; arpa 50 kg., tuz 40 kg., razmol 65.4 kg., pamuk kiis-
pesi 244.6 kg., mozaik 50 kg., melas 150 kg., kepek 400 kg.
olarak kullanilmasi gerektiZi sonucu elde edilmistir,

Bilgisayarin yaptiZi analiz sonuglarina gbre; arpa
kilogram fiatinin 43.31 1l'dan biiylik, pamuk kiispesi kilo-
gram fiatinan 39.20 1L ile 78,07 IL arasinda, mozaik fiatinin
38.85 Il'dan az, tuz fiatinin 38.85 Il'dan az, kepek fiatinan
50 T.'den az olmasi halinde karisam ig¢in mimkiin ¢Gziimiin var
olabilecegi goriilmektedir. Yine bilgisayar analiz sonugla-
rina gére misirin kilogram fiati en fazla 41.33 1L olursa
ve bonkolitanin fiati en fazla 42.32 Tl olursa karisima
alinabilecegi sonucu elde edilmektedir. Sozkonusu iki ham-
maddenin rayi¢ fiatlari verilen bu iki fiattan yiiksek oldu-
Zu ic¢in karagima alinmamislardar.

Bilgisayardan ayrica karigimdaki besleyici maddelerin

miktarlari elde edilmig olup bunlar tablo V-2'de verilmigtir,
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GAYE RPONKSIYONU:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)
9)

10)
11)
12)
13)

14)
15)

min

= 58x1 + 54x2 + 62x3 + 55x4 + SOx5 + 47x6 + 85x7 +
63x8 + 153x9 + 103x10 + 230x11 + 5x12 + 15x13 +
18x14 - 39x15 . 33x16 + 6Ox17 + 350x18

KISITLALA DENKLEMLERI:

9.5x1 + 10.9x2 + llx3 + 32x4 + 38x5 + 32x6 - 4Ox7 + 4Ox8

+ 32x9 + 27x10 + 65x11 + 9x14 + l4x15 + l2x16 + 14x172;16000
9.5Xl + 10.9x2 + llx3 + 32x4 + 38x5 + 32x6 + 4Ox7 + 4Ox8
+ 32x9 +'27x10 + 65x11 + 9x14 + 14x15 + 12x16 + 14x17_é,20000

3.1x1 + 5.8x2 + 3x3 + 20x4 + 12x5 - 2Ox6 + 8x7 + 1Ox8 +
2.5x9 + 2xl4 + 14x15 + 12x16 + l4x17_é 12000

0.02x1 + O.6x2 + O.OSx3 + O.3x4 + O.lx5 + O.1x6 + O.25x7

+ 0.25x8 + 10x9 + 24x10 + 7xll + 39x12 + O.4x14 ks O.lx15
+ 0.05xy, + 0.05x17>, 100

0.2x, + 0.36x2 + O.28x3 + 0.9x, + O.9x5 +0.9x, + O.6x7 +
5x9 + 8Xqq + 3.5%4 + 0.02x14 + O.7x15 + 0.28%xq, +
0.28x, - 2 600

85x, + 76x2 + 86x3 + 56x4 + T2xg + T0xg + T0xq + T0xg +
55%g + T2Xqq + 40%q, + 57Xyg + 45%qg + 86x17 2> 25000
X% P
Xo £ 500
Xg $ 500

xg £ 500 x; %7 04 3=1,2 ..., 18
X124 10

gk o7

X143, 20 16) x . & 400

X134 A0

Xy 4% 100 BK = III






