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OZET

Tez ¢ahsmasmda Hilbert Uzaymda doniistim yapan kendine es kompakt operatrierin spektral
Ozellikleri incelenmis ve soyut sonuglarm regular Sturm-Liouville problemine uygulanmasi
gosterilmigtir.

Anahtar kelimeler: Hilbert Uzay:, smiwh lineer operatdr, kompakt operatdr, Ozdeger,



ABSTRACT

In the thesis spectral properties of compact self adjoint operators which transforms in Hilbert
space are investigated and applications of abstract results to the regular Sturm-Liouville
problem are shown.

Keywords: Hilbert space, bounded linear operator, compact operator, eigenvalue, spectrum



1. GIRIS

Sonsuz sayida cebirsel denklemler sisteminin, ¢ok sayida kismi tirevli diferansiyel
denklemler ve matematiksel fizigin denklemleri igin smir deger probleminin incelenmesi,
Hilbert uzaymda doniisiim yapan kompakt (tam siirekli) operatorlerin spektral incelenmesine
indirgenir. Bundan dolay1 kendine es kompakt operatorlerin incelénmesi ¢ok sayida kitaplarda
've makalelerde yer almstr. Bu konuya ait Weidmann (1980), Stakgold (1999), Edmuns ve
Evans (1987), Gohberg ve Goldberg (1981), Kreyszig (1978) kitaplarim g8sterebiliriz. Bu tez
¢alismasmda Hilbert uzaymda donfigim yapan kendine es kompakt operatorlerin

Ozvektorlerinin. tam ortonormal baz olugturdugu, Hilbert-Schmidt tipli integral operatdrierin
6zvektorlerinin Szellikleri, dzdcgerler igin minimax prensipleri clc almmgtir, Bunun yanisira
soyut teorinin regular Sturm-Liouville diferansiyel denklemlerine uygulanmas: gosterilmistir.
1.1. On Bilgiler

Bu ¢aligmada sik é]kku]lanacagmzesasterimlerintammlamlvereﬁm

Hilbert Uzaymda Smirh Lineer Operatorier

H,,H, Hibert uzaylan olmak fizere H,’i H,’ye doniistiren smwh kineer operatdrier
kiimesini L(H,,H,) ile gosterelim. Bilindigi gibi L(H,,H,) kiimesi iki operatdriin toplami
ve skaler ile ¢carpim islemlerine gore lineer uzay olugturur (Weidman,1980).

A: H, - H, linccr opcratdr olmak tizerc,
sup fiAx]| < o

sl 4

ise A smirh olup 4 *nn normu

I!Aﬂ=§gngllf1xﬂ

ile verilir. Eger 4 e L(H,,H,) operatdriniin normunu



e
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formiilii ile tammlarsak L(H,, H,) bir Banach uzay: olusturur.

_ Kendine Es Operatir

AeL(H,,H,) olsun. Her bit y e H, igin f,(x)=(4x,y) swrh lineer fonksiyoneldir. Riesz

teoremine gore her x € H, i¢in
(4%,3) = £,)=(x7")

olacak gekilde tek bir y* € H, vardw. Bu, 4" :H, > H,, A'y=y" ile tanmh bir operatdr
verir. Boylelikle her x € H, igin

(45.5)=(55") = (x47).

A" operatbrine 4 *nmn eslenii denir.

Bir Ae L(H) operatorii, 4 = A ise kendine es adm: alir (Gohberg ve Goldberg, 1981;
Kreyszig, 1978) .

Sonlu Boyutlu Operator

Ael(H,H,)’nin boyutu ImAdolup, 4H, ={Ax:xe H,} alt uzayidr. Eger Im4 sonlh
boyuthu ise 4, sonlu boyutlu operattr adm: alir ve 4 *nin boyuta dimIm4 dir (Gohberg ve
Goldberg, 1981).

Kompakt Operator

K e L(H,,H,) operatbriine kompakt operatdr denir.



Teorem: {K,,}, L(H,,H,) de kompakt operatrlerin bir dizsi ve K e L(H,,H,) olmak
iizere [K, — K| 0 olsun. O zaman K kompakttr (Gohberg ve Goldberg, 1981).

Ornekler
- 1.{4, }.C de sifira yakmsayan bir dizi olsun. X e L(l,),
K(a,,a,,...)=(1a,,....A2,,0,0,...)

ile tammmh operatdr olsun. X, sonlu rankhdir ve bu nedenle kompakttir. Buradan,
Ik, -K|<supjt,| >0, n-ow
k2n

olup yukaridaki teoremden K kompakttir.

2. 1, *de smirh lineer operatdr sonsuz matrislerle agagidaki gibi verilsin:

w @ o 2
@) 22 I”é] pre
=l jsi
4:1,>1,, Aa,a,,..)=(Bp,,..) il tanmlansin. Burada,

a ) (B -
(ay) a, (=B |; B =,Zlayaj .
: 3=

-
.

A ’'nm kompakt oldufunu gdsterelim. 4, € L(/,), n=L2,.. operatdrine karsihk gelen
matris (a{”); ., a5 =a,, 15§, j<n ve diger haflerde a” =0 olsun. 4, soniu boyutlu .

olup kompakttir (Kreyszig,1978; Gohberg ve Goldberg, 1981). Bununla birlikte,
[4-4,]— 0 olup, buradan 4 kompakttur.



Smirh Lineer Operatdrém Matris Temsili

Kompakt kendine es operatdriin matris temsili de verilecefinden genel olarak smurh lineer
operatdriin matris temsili verilecektir.

Bir ayriabilir Hilbert uzayr tizerinde verilen bir Iineer operator ile bir matrisin iliskisi
gosterilecektir ( Weidmann, 1980; Gohberg ve Goldberg, 1981). ~

H; @,,@,,... ortonormal tabank bir Hilbert uzayr olmak fizere 4 e L(H) olsun. O zaman her
xe H icin x:Z(x,%)(of . 4 ’nin lineer ve siirekli olmasmdan asafidakiler almr:
=\

Ax=§(x,¢,)A¢, (8))
Ap, =;(A¢,-,m Yo (1.2)
(1.1) ve (1.2) *den

Ax= Z;(x,m)(/l@,m)m £ ;;(x,q;}.)(/l@,% Yo - (1.3)
-~

Buradan, efer Ax=y ise(1.3) ten

(4.0} (dong)... ) (@) ((vm)
(401:0,) (40:,0,)-- | | {102} |=| (00} |-
Bu matris denklemi asaZidaki sekilde tanmmlanir.

Tanmm: @,,@,,... H Hilbert uzay1 igin bir taban ve 4 e L(H) olsun. 4 * ya ve ¢,,9;,..- ye
uygun (a,) matrisi

a; = <A¢j o, )
ile tammmlansr.
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2. KENDINE E§ KOMPAKT OPERATORLERIN SPEKTRAL OZELLIKLERI
Bu esas kisimda kendine es kompakt operatdrierin ve 6zel olarak Hilbert-Schmidt
operatoriiniin  spekiral analizi verilecektir. Bununla - beraber bu teori Sturm-Liouville
problemine uygulanacaktr.
-Lineer cebirde agafidaki sekilde ifade edilen ve spektral agitm denilen sonug bellidir:
H sonlu boyutlu Hilbert uzay: ve 4 € L(H) kendine es operatdr olsun. Bu takdirde,

Ap, =29, 1<i<n

olacak gekilde @,,...,p, € H ortonormal tabam ve A,,...,A, reel sayiari vardir (Edmunds ve
Evans, 1987).

?1:925--@,, H nm tabam kabul edilirse bu tabanda 4 operatdrinc (a,)=(< Ag;,pli >)
matrisi kargihk gelir ve bu matris

A4 0

seklinde diagonal matristir.

A kendine eg ve H sonsuz boyutlu oldufunda da bu durumun genellegtirilebilecegi spektral
teoremin dogal bir sorusudur. Bu,

olacak sekilde @,,9,,...€ H ortonormal tabam ve A,,4,,... sayllarmm var olmas: demektir.
Bumm anlam da @,,9,,... taban olmak fizere 4 ya kargilik gelen matris sonsuz boyutlu
diagonal matristir.



2.1 Sonsuz Boyutlu Bir Genelleme Ornegi

h, stirekli, kompleks degerli 27 peryothu bir fonksiyon olsun. XK operatdrii L,[-7,7z] *de

& O = [We-5)f(s) ds

fle tanimlanmms smurh lineer operatér olsun. @, ( =J—;_;ei", n=04l,.. L[zx] igin

ortonormal taban olmak tizere 4 nin periyodiklii ve @, den

g

X2.)O = [ht-5)o,(s)ds= [n(s)p,(t—s)ds

- J;;e“ [ns) e ds = 2,0,

olup, burada

A, = Ih(s)e"'”’ ds, n=0l,.

-

K operatora ve {p,}” _ ’e kargilk gelen matris iki kat sonsuz boyutlu diagonal matristir:
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2.2 Ozdegerler ve Ozvektorlerin Varhk Problemi

Tamm: Efer Ap=A¢p olacak sekilde H ’da bir @#0 varsa, 4 kompleks sayisma
A e L(H) *m dzdegeri denir. ¢ vekidrime, 4 ° A 6zdegerine karsihk gelen ozvekiori denir.

Ornek:

k(t,s)={ Loosst

olmak {izere ik gekirdek fonksiyonuyla H = L,[0,1] ’de K integral operatorii tammiansin.
K e L(H) olup, K nm 6zdeger ve 6zvektSrlerini bulmak icin, ¢ = 0 oldugu ve

(Ko)D)=i [ols)ds~i [pls)ds =2 o) @1

g6zoniine ahnmakia (2.1) ’in ber iki tarafinm diferansiyeli alwursa,
2ip(H)=A0'(0). 2.2)

Buradan, 4 =0 X ’nm bir 6zdegeri degildir. Tger 4 %0 ise, (2.2) *den

2i
p)=ce’, c#0 2.3)

(2.3) her ¢ i¢in gegerli olsun. O zaman (2.1),

2i

0=g0)+o()=c(+e*), c=0
oldugunu ifade eder. Buradan,

% —@k+hr, k=0%L..



\diunlars deistirerek.
2 s
el AL

' *in K *nm Szdegerleri oldugiu ve ¢“**Y* nin 1, ya karsiik gelen 5zvektorier oldugu gikar.

C tizerindeki sonlu boyuthu bir Hilbert. uzaymdaki her bir lineer operatdr esas bir dzdegere
sahiptir. Bumunla birlikte, sonsuz boyuth: bir Hilbert uzaymda kendine e bir operatdr bir
Ozdegere sahip olmayabilir (Gohberg ve Goldberg, 1981).

Ornegin; 4: L,[a,b] - L,[a,b],

40 =1 ®

ile tammh operator olsun. 4, kendine es lineer smirh operatérdiir. Bununla birlikte, 4 bir
Szdegere sahip defildir; 4¢ = Ap i¢in

- p@H)=0
olup ¢(f) =0; bunun anlam @ =0, L,[a,b] ’deki bir vektdr gibi almabilir.
Asagdaki sonuclar dogrudur:

(a) Kendine eg bir operatdriin her bir 5zdegeri reeldir. 4 kendine eg ve Ax = Ax, x = 0 olsun.
O zaman,

/‘Lﬂxﬂz =< Ax,x >=<x,Ax >=1 Mz

olup A=7 ohr.

(b) Kendine eg bir operatdriin farkh dzdegerlerine kargiiik gelen 6zvektorier ortogonaldir.



Gergekten; A kendine es ve

Ax=Ax, Ay=uy, y#0

olsun. O zaman, y reeldir ve
- A<x,y>=< Ax,y >=< X, Ay >=u<x,y>.
Buradan, 4 # y iken, <x,y>=0 olur.

(©) A, A L(H)’a ait bir 5zdeger ise |4| <[|4] dir. Eger 4x = A x ise,

4] bl = 4] = 4] x| - Buradan, || <|4].
2.3 Sonlu Boyutlu bpemtaﬂeﬁn Ozdeger ve Ozvektbrieri

K e L(H) sonlu boyutlu operatér olsun:
kKx= Z< X,0;>Y;
=

K ’nin 6zdegerleri ve 6zvektorleri agafidaki gibi tanumlanir,

x dzvektdr olmak {izere 4 # 0, K nmn bir 6zdegeri olsun. O zaman,

Ax=) <x,@, >y, =0 (24)
= '
ve
A<x,0, >~ <%0, ><¥ ¢, >=0, 1<k<n 2.5)
J=1

(2.4) *ten baz j ler igin < x,, ># 0 olup x =0 olur. Boylelikle {<x,p, >},

J=
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Acy =) <w,,p, >¢; =0, 1<k<n (2.6)

=
denklemler sistemine ait bir non-trivial ¢dziimdiir. Bu nedenle, Cramer kuralindan
_ det(Ad,~-<y,,@, >)=0. 27D

Tersine olarak; eger (2.7) gegerli ise 0 zaman (2.6) kosulunu saglayan ve biitiin hepsi sifir
olmayan c,....,c, vard. (2.4) kullamlarak, x =%ch¢j olur ve K x =4 x almur.

Ozetlenirse; ancak ve ancak

iss A#0 K ’nm bir 6zdegeridir ve ancak ve ancak x, %Zajwj biciminde sifir olmayan
j=
vektor ise A ya karsihk gelen bir 6zvektordiir; burada
YO >=A  <VL@> ... <VY,.P> a, 0
Y@ > LY@y >4 e Y9y > | _ 0
<WI’¢n > <W2’¢n > <Wn’¢n >—2‘ an 0

Eger {,,¥, .-V, } lineer bagimsiz ise K *nm tammmdan agiktir ki: x 8zvektdr olmak fizere
ancak ve ancak x#0 ve x Lo, 1<j<n ise K 'nm bir &zdegeri sifirdw(Gohberg ve
Goldberg, 1981)..

2.4 Ozdegierlerin Varhk Teoremi
Bu kisimda her bir kendine e kompakt operatSriin bir 6zdegere sahip oldugu gosterilecektir.

Teorem 2.4.1: 4 € L(H) kendine e ise 0 zaman
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= <Ax,x>|.
4] = st < 4%x>|

Ispat: m=iﬂ?|<Axx>| olsun. O zaman [x] =1 igin
1

< dxx>|<|ax]<}4]
olup, m<||4]|. m=[4] >y ispatlamak i¢in ; x ve y H *da keyfi vektorler olsun. O zaman,
<AxEy)xty>=<Ax,x>12Re < Ax,y >+ < Ay,y >

olup buradan,

4Re < Ax,y >=< A(x+ y),x+y>—-< Ax—-y),x—y>.

m nin tamm ve paralelkenar esitligiyle asagidaki alwr:

4Re(dx, y) s m e+ 3 +]x = )=2m el + 1) 2.8

Keyfi 9 reel saymsi igin < 4x,y >=|< 4x,y >| " olsun. (2.8) *de x yerine ¢’x yaziirsa,
< 4%,y 45%@4’4;{;4}’) 2.9

[Z]

elde edilir. Ax=0 olsun. 2.9)°da y= H Ax yazihirsa,

fax b < m o’
almrr. Buradan, ber bir x & H i¢in [4x]| <m x| ve [4] <m bulunur.

Lemma 2.4.2: Eger 4 e L(H) ve ber x ¢ H igin < Ax,x >=0 ise 4=0 dur.
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Teorem 2.4.3: 4 kendine es operatdr olsun.

A= ﬁg < Ax,x>

olsun. Eger [Jx,{ =1 olacak sekilde bir x, ¢ H varsa ve
A=< dxy,x, >

ise 4,4 'nn x, 6zvektoriine kargihk gelen bir 6zdegeridir.
Ispat: Her bir 2 C ve ve H igin A nm tammmndan
(A(xo +av),x, +av) 2 Z(xo +av,x, +‘av)

gikar. I¢ carpm acihr ve 4 =< 4x,,x, > yazhrsa,

2Rea (v,(4-A)x, Y +|o {(4-Aw,v) 20

esitsizligi bulunur. r keyfi reel say1 olmak fizere @ =r<v,(4—A1)x, > alindiginda egitsizlik
her o igin efier

<v,(4-A)x,>=0
ise saglanir. v keyfi oldufundan Ax, -1x, =0.

Teorem 2.4.4: A< L(H) kompakt ve kendine es olsun. O zaman, 4] ya da —|4] en az
saylarmdan biri 4 *mn bir Szdegeridir.

Ispat: A=0 isc tcorem agikardr. 4#0 furzedilsin. Teorem 2.4.1 den H °da bir
{x,}, |x.|=1 dizisi vardir ve [4|=|4]*0 ve <4x,,x,>—> 1 olacak gekilde bir 1 reel
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saytst vardr. 4 nm 4 'mm bir ozdeferi oldufunu ispatlamak icin dnce agagidakileri not

0<|ux, — x| =Jax,|" -24< 4x,,%, >+ 2
S22 -24< 4Ax,,x, > —0.
Boylelikle,

Ax, —Ax,—0 (2.10)

A kompakt olduundan, {4x,} ’in keyfi y € H ’ye yakmsayan bir {4x,} alt dizisi vardur.

Dolayssiyla (2.10) dan, x,, —> -f{ v olur ve 4 sirekli oldugundan

Buradan Ay=Ay ve y#0 olup, ﬂyﬂ=;h§"ﬂxn,ﬂ,=[l[=ﬂ,4ﬂ. Boylelikle 4, 4 'nm bir
szdegeridir.

Lemma 2.4.5: Eger 4 e L(H) kompakt ve kendine e ise 0 zaman lﬂnﬂzg:] < Ax,x >| vardr ve
|4] ya esittir.

fspat: Teorem 2.4.4 ten |4} =]} olacak sekilde 4 *nm bir A Szdeferi vardir. 9, Jo|=1
olmak tizere 4 ya kargilik gelen bir 5zvektor olsun. O zaman [x] =1 icin,

< 40.0>]= {4 =4 z|< x5 >].

Bir kompakt operatdr, eger kendine ey degilse bir 6zdegere sahip olmas: gerekmez (Gohberg
ve Goldberg, 1981; Weidmann, 1980).
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Omek: X : L,[0,1] > L,[0,1],

(K@= [f(s)ds
0

. ile tanmmlanms olsun. k(f,s)=1, 0<s<1t olmak {izere

1
&N @) = [k(t.s) () ds

olsun. X kompakttir, Bununla birlikte X bir dzdefere sahip degildir. Eger Ko =A¢p ise

ozaman
[p() ds =1 0(z). @.11)

L,[0,1] karesi integre edilebilir fonksiyonlar smifi olup (2.11) hemen her yerde gergeklenir.

e =Ap'®), @(0)=0

olup, ¢ =0 oldufunda da gergeklenir.

2.5 Spektral Teorem
Bu kisimda kendine es kompakt operatorlere ait spektral teoremin ispati verilecektir.

Teorem 2.5.1: 4 e H kendine es kompakt operatr olsun. Her x € H igin,

Ax:;'?‘lz <XP > Py
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olacak gekilde, 4 ya ait Szvektdrlerin bir @,,p,,... ortonormal sistemi ve bunlara kargilik
gelen 4,,4,,... 6zdegerleri vardir. Eger {4,} sonsuz dizi ise bu dizi sifira yakmsar.

Teoremden agikur ki efer {p,}, H igin bir orlonormal taban ise 4 "ya kargihk gelen diagonal
(A
A4

Ispat: H,=Hve 4, =4 olsun. Teorem 2.4.4 ten, 4, in bir A, Szdejeri vardrr ve buna
kargilik gelen |jp,| =1 olmak iizere bir ¢, Szvektori vardir ve Wl=l4]. H, ={p,}*, H, in
kapah alt uzaydr ve 4H, ¢ H,. 4,, 4 'nm H, ye kisitlamas: olsun. O zaman 4,, L(H,)
"de kendine eg kompakt operatordiir. E§er 4, #0 ise, 4, nin bir A, Ozdegeri vardrr ve
e, =1 olan uygun bir @, 5zvektorii vardir ve

] =14,] < ﬂ_Auﬂ':I'tt"

Agiktrr ki {p,,p,} ortonormaldir. $imdi, H; = {@,,@,}*, H ’nm kapah bir alt uzayidr,
HycH,ve AH;cH,. 4;, A 'nm H, ‘e kisitlamas: olursa 4,, L(H,) °te kompakt
kendine es operatdr olur. Bu diislincenin devamuyla; ya 4, =0 oldugunda islem durur ya da
4 ’om {1,} Szdegerler dizisini ve buna karsihk gelen &zvektdrlerin {g,,@,,...} ortonormal
dizisini elde ederiz; burada

ol =4] < H.l=4]. n=12,..

Eger {4,} sonsuz bir dizi ise 4, — 0. Fakat bu, farzedilen durum degildir. |1,|2}4,,,| den
dolay: bitiin 7 ler igin |4,| > £ olacak sekilde bir £ > 0 sayisi vardir. Buradan, 7 m igin

HA% ~A¢mﬂz = nﬂn¢n _lm¢'mﬂ2 = 23, + 2:‘ >¢&.



Fakat 4 ’nm kompakthffn nedeniyle {A¢,} yakmsak bir alt diziye sahip oldufundan bu
olanaksizdur.

Simdi teoremde iddia edildigi gibi 4 *nn ifadesi gOsterilebilir. x € H verilmis olsun.

Durum 1. Keyfi n igin 4, =0.
*a =x—§< X0 > Qs @, 1<i<n ’yeortogonal oldufundan x, € H, dir. Buradan,
0=A,,X,,=Ax~i;l,<x,¢k >9, .
k=1
Durum 2. Her nigin 4, = 0.
Durum 1 °den goriildiigi gibi,

Sk <ng, > o=l < ]

=
=|4| el Wl >0
olup
4x =i2k <X, >0 -
=
2.6. Ozdeger ve Ozvektirierin Taban Sistemleri

Tamm: AeL(H) 'm sfir olmayan A,,4,,... 6zdegerlerine kargbk gelen dzvektdrlerin
@,s@,5... Ortonormat sistemi, her x € H igin
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Ax= 2, <X,0, >0, (2.12)
k

ise 4 mn 6zvektorlerinin faban sistemi adin ahr.
Sifir olmayan keyfi kendine eg kompakt operatdr icin 6zdeferlerin ve Ozvektdrlerin bir
- tabanmm varhg spektral teorem ile verilit(Edmunds ve Evans,1987; Gohberg ve Goldberg,

1981).

Asagidaki (a)-(d) incelemeleri {4,} OzdeBerlerine ve {p,} OzvekiSrlerinin bir taban
sistemine sahip olan kendine e kompakt 4 operatoriiyle iligkilidir.

(@) {@,} ortonormal sistemi Im 4 = ker 4* i¢in bir ortonormal tabandir ve her bir x € H igin

x=P+) <x0,>0, (2.13)

olup burada F,, kerd icine ortogonal projeksiyondur. (kerd = {x:4x = 0} esitlifiyle
tammlanir.)

Gergekten, ¢, =II—A¢,, e€Ilmd (burada ImA={ye H:y=Ax}) oldufundan, tammdaki
(2.12) formilii gosterir ki sp{g,},Im4 °da yogundur.(Burada sp{p,}=spani{p,}’i
gosterir.) Kendine es operatérler icin verilen teoremden asagidaki gecerlidir:

spip,}=Tmd =ker4*.

Boylelikle {p,}, ker 4" igin bir ortonormal tabandsr. Buradan, x € H verildiginde

x=P+v=Px+ Y <V,0, >,
k

olacak sekilde bir v € ker 4* vardir, burada <v,@, >=<x,@, >.
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Eger 4,, 4 ’nm Im4 ya kisttlamas: ise 4, *a karsilik gelen matris ve {p,} (5,4,) diagonal
-

(b) H, ancak ve ancak kerd =0 ise 4 nm SzvektSrlerine ait bir taban sisteminden meydana
gelen bir ortonormal tabana sahiptir. (2.13) *den agagidakiler ifade edilir;

Eger kerdA#0 aynlabilir ise {y,}, ker4 icin bir taban olur. O zaman H, 4 ’nm
Szvektorerinden olugan bir ortonormal tabana sahiptir, yani {7} U{g,}.
(c) Eer A #0 4 *nm bir Szdegeri ise baz k lar igin A = 4, .

(d Her 1), {4,} dizisinde P, =dim ker(4,I~ 4) olmak iizere P, defa tekrarlanr,

Bunu gdstermek icin spekiral teoremden hatirlamirsa; eer {1} sonsuz bir dizi ise A, >0
olep A, nin, {4,} dizisinde sonlu sayida tekrarlandi1 ortaya ¢ikar. A, =4,, i=12,..p
g6zdntine alnsm. O zaman,

ker(,1—4)=sp{p,}u.

Eger bu durum sdzkonusu degilse, o zaman ker(A,—~4) 'da vle, , 1<i<p olacak
sekilde bir v£0 vardr. Fakat k=n, 1<i<p igin; v, A; #4; dan dolay1 ¢, ya
ortogonal defildir. Buradan,

Ay= Av=22,,r <v,@,.>=0
k
olup, 2, #0 ve v# 0 dan dolay: olanaksizdir.
ker(4;,/—4) nm boyutu A, nin kathhi olarak adlandwilw. Yukandakiler gdzdniine

alndiginda sonugta, kendine ey kompakt bir 4 operatSriiniin Szdederleri ve dzvektdrlerinin
her bir taban sistemi agagidaki gibi almr: ‘
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4 nm sifiv olmayan Gzdeferlerinin kilmesi {g;,4,,...} olsun. ker(u I~ A4) igin bir B; tabam
segilsin. B;, (d) "den dolay: sonlu bir kiimedir. {p,}, U B, *deki biitiin vektorlerden ibaret
J

olan bir dizi olsun. 4 mn farkh 6zdcgcrlcrine karsibk gelen 8zvektrler ortogonal oldugundan
{p,}, A nm Szvektorlerinin bir ortonormal ctimlesidir. 4,, 4 nm ¢, ’e karsilik gelen 5zdegeri

olsun. O zaman {4,}, 4 nm dzdegcrleri ve {@,}, 6zvckidricrin bir taban sistcmidir.
Spcktral tcorcmin kargtt: da dogrudur.

Teorem 2.6.1: {p. }, H *da bir ortonormal sistem olsun ve{1,}, ya sonlu dizi ya da sifira
yakmsayan dizi olmak iizere reel sayth bir dizi olsun. /°da

‘4x=z.’1k <X,P: > P
k.

ilc tanmmlanmms 4 linecr opcratdrii kompakt ve kendine cgtir.

fspat: 4 L(H) tr. Eger {4,} sonlu bir dizi is¢ 4 'nm boyutu sonludur ve bu nedenle
kompakttr, 4, —> 0 farzedilsin. 4, € L(H) kompakt operator,

A4x=D4 <x,0, >0,

k=1

ile tanmnlansin. Buradan, » — o igin

© 2
fx=t flb=rer k>n

olup, 4 kompakttr. x,y e H icin

<Ax,y>=Y 4, <X,@, >< @,y >=<X, 4y >.
k

Baylelikle, A4 kendine estir.
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2.7. Spektral Teoremin ikinci Bicimi
Ozdegier ve Gzvekrorlerin bir taban sistemi. iizerindeki yaps, ortogonal projeksiyonun Jineer
kombinasyonlarmm  kendine ey kompakt operatre nasil yaklagilacagma sk tutar. Bu,

asagdaki teorem ile verilir.

. Teorem 2.7.1: Ae L(H) kendine es kompakt operatér olsun. {y,}, 4 *nm sifir olmayan
6zdegerlerinin kiimesi olsun ve P;, ker(u,I—A4) igine ortogonal projeksiyon olsun. O

zaman,

@) PPB=0, j*k

() A=Y p.P,,
burada serinin yakinsamas: L(#) daki norma uygundur.
(#ii) Her x € IT i¢in
x=Px+) Px,
J
olup burada 7,, ker 4 igine ortogonal projeksiyondur.

Ispat: {1}, 4 'nn dzdegerleri ve {@,}, dzvektorlerin bir taban sistemi olsun. Her bir & igin
{p,} ’in bir alt kitmesi ker(x, — 4) i¢in bir ortonormal taban olup, @, , i<i< p olsun. O

zaman, Px=Y. <x,@, >@, ve (2.13)ten,

x=Px+Y Px ve Ax=Y uPx.
k k

Bu nedenle, ker(ys, - 4) Lker(z, — 4) oldufundan PP, #0, j=k. Somug olarak {1}
sonsuz bir dizi olup, » — » iken



21
» 2 » 2 )
A~ wPl =supldx—Y uPxi < 2 1< x, < sup A2 > 0.
E__ .g‘ﬂg kﬂv ﬁgg ;,Uk ,,XH‘ ﬂxsglzznljkx ?, >' S,‘:f ;>

2.8. Ters Operatorier I¢in Formiil

Asafidaki teorem her bir y € H igin tek bir ¢bziime sahip olan 1 x— Kx =y denklemi igin
yeterli sarty verir.

Teorcm 2.8.1: {1} dzdcgcrler ve {@,}, 6zvcktdrlcrin taban sistcmi olmak tizere K, L(H) *da
kendine es kompakt operatr olsun. Eger 420 ve A4, n2>1 ise A1-K ’nm tersi
ahmabilir ve

a1 Y3
(ZI-A)‘y=;[y+;A_"Ak AR >¢¢]'

Ispat: (A1- A)x = y farzedilsin. O zaman,

Ax=y+Kr=y+Y A <x,0, >0, .19
<

olup,

ASX,@; >=<y,0, >+A, <x,0; >

yada

A-2)<xmp; >=<pg,> 15]. @.15)

Béylelikle (2.14) ve (2.15) ten

1 A,
x=—ty+ <V @i > P, |- 2.16
l[y ;i-/l,, Y@ ¢k] 2.16)
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A-A
o zaman (AI-K) =y gerceklenir. O halde her bir y e H iin ; (AI-K)x = y olacak gekilde
tek bir x € H vardw ve bu x, (2.16) ile verilir. Buradan,

{ Ay }mhohdugundandmyakmsaktm Karstt olarak; eer , (2.16) ile tanmnlantyorsa,

@I-K)'y= @K, @.17)

olup, burada X,y = Zk <}’s¢k >Q;.

K, € L(H)tir. Bu durumda Teorem 2.6.1 ’in ispat gdsterir ki X, kompaktti. Burada (2.17),
AI-K nm tersinin alnabilir oldugunu belirtir(Gohberg ve Goldberg, 1981).

&(ZI-A)"‘E=SEIP{——1——-:;:,KMII birézdegeri.}.

-4

H sonsuz boyutlu ise. ve. K € L(H) kompakt ise o zaman K tersi almabilir deildir; difer
tarafian I = K 'K kompakt olacakts.

K kompakt ve kendine es oldugunda agafindaki teorem Tm K y1 tammlar.

Teorem 2.8.2: {4} Szdegerler ve {p,}, 6zvektdrlerin taban sistemi olmak {izere K'e L(H)
kendine eg kompakt operatdr olsun. y € H verildiginde, ancak ve ancak

() ylkerK

ve

@ Z |<Jw,,>l <®
ise Kx = y denklemi bir ¢dziime sahiptir.

Her bir gfiziim, asagzdaki bigimdedir:
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x=u+2%<y,¢,,>¢,,, uekerk.

Ispat: () ve (i) dogru olsun. O zaman, x, =Z{£‘< »e,>p,€H tr ve (2.13)

denkleminden,

Kxb =211~<y,¢,, >K¢n =z <y,¢,, >¢n =Y.

n

O halde Kx =y olup, u=x—x, eker K ve,

x=u+2—;—<y,¢u >, -

Karsit olarak, Kx = y g6z0niine alinsm. O zaman, y ¢ ImK c ker K+ ve

2@ >p,=y=Ki=) <x0,>0,.
Buradan, < y,p, >= 4, <x,¢, > v,

1
Yzl<no. > =Xl<xno, > <}
Teorem 8.1 *de bazs n ler igin A =4, # 0 farzedilsin. 4 x— Kx =y denklemi ancak ve ancak
yeker(d,-K)" ise bir ¢bziime sahiptir Bu durumda denklemin genel ¢dziimii
z e ker(4, — K) olmak iizere,

x=ty+
ly

L
AiHA=4,

<V@.>@, +z

olur.
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2.9. Ozdeperlerin Minimum-maksimum Ozellikleri

Tanmm: Bir 4 € L(H) operatdrii her x ¢ H i¢in efier < Ax,x> >0 ise non-negatif ya da
pozitif adim ahr.

Kendine es kompakt bir 4 operatdrii, ancak ve ancak Ozdegerleri non-pegatif ise non-
pegatifiir. {4}, 4 'nm Szdegerleri ve {¢p,}, 6zvektorlerin taban sistemi olsun. Eer 4 non-

negatifise 4, =< A@,,p, >20 du. Diger taraftan, her bir 1, non-negatif ise 2.6.(a) dan

< Ax,x >=< Z'/'L,‘ <X,@, >¢k,11,x+z‘< X, @, > @ >
) %

= ;X%k X, 742 >‘2 2 0

A kompakt ve non-negatif olsun. Spektral teoremin ispatmdan, {1}, 4 “mn dzdegerleri ve
{@,}, 6zvektdrlerin taban sistemi olmak fizere ,

Ay =mEx < Ax,x >=< Ay, 0, >

A ='?g=3i( < Ax,x >=< Ap,,p, > 2.18)

=Lt}

i, = %xmf < 4x,x>=< A@,,p, >
M(ﬁg:ﬁ:ﬂ

Asapidaki teorem, 4, ler (2.18) °deki gibi tanmlandidmda ¢,....@,, Ozvektorlerini
bulmanmn gereksiz oldugunu gosterir(Gohberg ve Goldberg, 1981).

Teorem 2.9.1: 4e L(H) kompakt ve non-negatif operatdr ve 4, 24, ..., 4 ’nm biitiin
dzdegcrler dizisi olsun. O zaman her bir pozitif » tamsayis: igin,

A, = min mml:<Ax,x>.

M
EnMun-s ).,
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Ispat: max{< 4x,x >:|xj=1,x L M} dir. Bunun, Lemma 2.4.5 *den P, M* igine ortogonal

projeksiyon olmak fizere P4 'nm M*' ‘e kisitlamas: oldugu gorilebilir. n=1 igin sifir
boyuth tek alt nzay (0) dr. Béylelikle 4, i¢in formiil, 4, = e < Ax,x > ’e indirgenir.

{9,}, 4 'nm {4,} Ozdeferlerine karsihk gelen 6zvektorlerin bir taban sistemi olsun. n-1
boyutlu keyfi M uzayt verisin, o zaman x, LM ve [x,|=1 olacak sekilde bir
X, € sp{@,,-...@,} vardw (Gohberg ve Goldberg, 1981). x,= ;la,‘q),, olsun.
A 2 4,, 1<k<n oldugundan,

n n
max < Ax,x > = < A%y, % > = <Y ALa,0;, D00, >

fiet = -
e e ) L k=l (2.19)
=Y 4le 24 [ =4,
k=1
Fakat,
A, = ma:lc < 4x,x>. (2.20)
*Lop{@] erPn—y}

M, keyfi n-1 boyuthu alt uzay oldugundan (2.19) ve (2.20) *den teorem gergeklenir.
Simdi min-max teoreminin baz basit uygulamalan verilecektir.

A ve B, L(H) °da kompakt non-negatif operatdrler olsun. 4,(4)=24,(4)=..., 4 'nn
ozdegerleri ve @,,9,,... 6zvektorlerinin bir taban sistemi olsun. A,(B)=A,(B)=..., B 'nin
Ozdegerleri ve v, y.... 6zvektorlerinin bir taban sistemi olsun.

(@) Her xc H igin < Ax,x> < < Bx,x> ise, 0 zaman

A, (A= n}}l‘l max < Ax,x> < n}}n max < Bx,x >=A,(B).
dmMan-l 40, dmM o=l O,
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®) {4,()-1,(B)|<]4-B].
Bunu gbrmek igin; eger {x] =1 ise, 0 zaman
[<Ax,x>—<Bx,x>]=[<(A—B)x,x>lSﬂA—Bﬂ’

olup buradan,

<4xx> < <Bx,x>+|4-B|

<Bx,x> S <Axx>+[4-B|.
(2:21),.(2.22) ve Teorem 2.9.1 *den,

A (D)< 4,(B)+|4- B
A,(B)<4,(4)+ |4~ B]

olup,

A, (D -2,(B)| < J4-B|.

(2:21)
(2.22)

O haide; eger K, j>0 olmak tizere |K, ~K,|— 0 ise L(#) ’da kompakt non-negatif

operatr ise o zaman K, da kompskt ve nowmegatfin A(K,)24(K,)>..,
K;, j=0k.. ’'nin- Gzdeferierinin taban sistemi olsun. O zaman (b) egitsidiginden,

J

;,'n(Kj) - j'n(Ko)s F—>o0,

(c)- 4 ve B kompakt ve non-negatif oldufunda 4+B de boyledir. 4,(4+B)2 4, (4+B)<...,

A+B ’nin 6zdegerlerinin taban sistemi olsun. O zaman,

AD+A,(BYz A, (4+B).
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Gergekten (2.18) denkleminden,

A (A= Tg < Ax,x> (2.23)

i@ o}

b=t

*Loiw) i}

A (B)= max <Ax,x>. (2.24)

M =sp{g, s V15 sW oy} almsm. O zaman 22 igin dmM=n+m-j.
M ={p,.p, .} "{w,v,,}" oldugundan (2.23), (2.24) vc Tcorcm 9.1 *den,

=

xly

/‘L,,(A)+2.,,,(B)Zxﬁz$¥ <Ax,x> +max < Bx,x >
f257¢

_2%3{ <(4+B)x,x>24,, ;,(4+B)
E2773

*2 21 (A + B)

3. HILBERT- SCHMIDT TEOREMI

Bu kisimda kendine e integral operatdrierin spektral teorisi ile iligkili temel teoremler
gosterilecektir. Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatrlerin spektral teorisine iliskin
bilgiler verilecektir(Stakgold,1999; Gohberg ve Goldberg, 1981).

3.1. Hilbert-Schmidt Teoremi

k & L,([a,b]x[a,b]) ve k(t,s) = k(s,1) ise,

]
(&N = [k(t,5)f (s)ds

ile tamimh K integral operatdrii L,[a,b] ’de kendine eg kompakt operatdrdir. Dolayisiyla K
‘mn (K #0), {4,} dzdegerleri ve {p,} Szvektbrlerinin bir taban sistemi vardrr, dyle ki
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b —
(H)(t)=§h( If(s)m(S)-df)m(t)- @.D)
Serinin yakmsakhg: L,{a,b] *de norm anlammda yakmnsakhktir, yani

dt=0.

. b n 2
lim [ (KO -4 < £, > ,()
a k=l
Teorem 3.1: £, {a,5]x[a,b] *de Lebesgue anlammnda dlgiilebilir fonksiyon olsun, Oyle ki
k@, s)=k(s,f) ve sup _ﬂk(t, s ds <.
¢ a

k cekirdek fonksiyonu olmak Uzere K integral operatérimiin Szdegerleri {1} ve
Ozvektdrlerinin bir taban sistemi {¢,} olsun. O zaman her f € L,[a,5] i¢in

b 6 J
[kt.9)7 (s ds = 2,,:”"‘( [GrX0) dv]% ®.

Seri, [a,b] *de diizgiin ve mutlak yakmsaktsr.

Ispat: Schwar. eitsizliginden

1 1

i |4 < fop;>0,0| < (Z |A,.¢,-(r)|2J2 (Z k7.0, >2[}2 (3.2)
k. (s) = k(t,s) olmak fizere,

b —
49,@)=(Kp YO = [k@.9)p,(s) ds =<k, 9, >.

Bu nedenle, %, € L,[a,b] *de oldugundan Bessel esitsizliginden ve hipotezden:
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z 0,0 =€g k., >rsgk,[]2

5 b 3.3)
= ﬂk(t, s)'ds < sup ﬂk(t, s) ds=C? <.

£>0 verilmis olsun. 3" |< 1,0, > <|#{* olup, n>m2 N olacak sckildc bir n tamsaym:

vardir, o halde
fg kf.o, 5 <. (3.4)
(3.2), (3.3) ve (3.4’ ten

i lﬁ;j <f.; >¢j(t)'2 <Ceg, n>mz2N, tela,b].

Jm

Buradan ) 4 <f,p,>@,(), Cauchy kriterine gore [a,b] ‘de diigiin ve mutlak
7

yakmsaktir. Bu seri, L,[a,b] nin norm anlammda da (Kf)(f) ’ye yakmnsar, buradan da bu
serinin # "ye gbre hemen her yerde limitinin (X7)(#) °ye esit oldugu ¢ikar.

Integralle toplam semboliinfin yerinin deSismesine &nem vermeden formal olarak
sudakileri yazabiliriz:

& b —_
et/ ds=3 [LoiOp (S () ds

= [Z40.00.07 () .

Buradan f, L,[a,b] *de keyfi olup,

k(t,5) = ;zm O @ (9
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yaklasmim kosulu dogrudur.

Bu sonug; eger & stirekli ve her bir 4, , non-negatif ise (3.5) serisi [a,b]x[a,b] *de k(t,s) ‘ve
diizgtin ve mutlak yakinsak olmak fizere Mercer teoreminde gosterilecektir.

. Simdi diger kismu ispatlayabm. 2.6.(b) *den biliyoruz ki L,[a,b], K ’nm &zvekrorlerinden
ibaret olan bir @,,,,... ortonormal tabanma sahiptir. @, (,5)=9,() @,(s) oldugundan
L,(la,b]x[a,b]) i¢in ortonormal taban asagidaki gibi olur:

k=) <ko, >0, (3.6)

=1
ve

bb

<k, >= [ [r(t.5) 0,(0)p,(s) ds dt

b b G.7
= j;;, ® [ j’k(t, )@, (5) dv] dt

=<K@;,p,>=4; <@;,p, >=1,0;.

Boylelikle (3.6) ve (3.7) *den,

b @ ©
bj (I, o) ds ae =" = > k.0, >]'2 = 21,13
aa ’ i, =1 J=

olup, agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2: ke L,([a,b]x[a,b]) ve k(t,s)=k(s,?) olsun. K, k ¢ekirdek fonksiyonuyla bir
integral operatdr olmak fizere egier {4, }, K *nin 6zdeZerlerinin bir taban sistemi ise, o zaman

b b o
{ ket ) ds at =§z§ :
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Eger (a;), 4,-...A, Ozdegerler olmak lizere nxn lik kendine es bir matris ise formiil benzer
sekilde olur:

zu:layr =Z::}£f .

iy=1
Burada k(2,5), k(Z, /) = a; ile ve integral isareti toplamla yer degistirmigtir.
3.2 Mercer Teoremi icin Onbilgi

Lemma 3.2.1: Eger k, [a,b]x[a,b] *de strekli ise ve f € L,[a,b] i¢in,

b5
[t 7@ ds a0

ise 0 zaman her ¢ €[a,b] icin
k(020
olur.

Ispat: k(z,r) fonksiyonu reel degerlidir. Gergekten, k gekirdek fonksiyonlu integral operatdrii
pozitiftir ve kendine egtir. Buradan, k(1,7) = k(t,0) .

Baz t, [a,b] ler igin k(z,,2,) <0 farzedilsin. £ nin stireklilifinden her (7,5) igin  (¢;,%,) 1
icine alan [¢,d]x[c,d] karcsindc Rck(?,s) <0 olur. Fakat s e{e,d] isc g(s)=1i¢mn

0< bﬂ'k(t,s) 2(s)g(®) ds dt =Re ﬁk(t,s) dsdt <0

olur ki anlamsizdir. O halde her ¢ {a,b] i¢in k(¢,£) 20 dur.
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Lemma 3.2.2: Efer %k, [a,b]x[a,b] ’de kompleks deferli siirekli fonksiyon ise keyfi
@< L,[a,b] i¢in '

b
K(r) = [k, 5)p(s) ds,
[a,b] ’de siireklidir.
Ispat: Schwarz egitsizliginden,

L
W)~ hto )| < [ Rt )~ ket 5)} ()] ds

< L

sM( f ]k(t,s)—k(to,s)]zds'] :
Son esitsizlik, ¥ nm [a,b]x[a,b] ’de diizgiin siireklilifiyle teoremi ispatlar (Gohberg ve
Goldberg, 1981).

3.2.1. DINI Teoremi: {f,}, [a,b] ’de reel degerli stirekli fonksiyenlarm bir dizisi olsun. Iler
tefa,b] icin fi(OLSf,{D<... ve f(O)= ,1,“,‘3, [, (®, [a,b] de sirekli oldugu gdzdniine

alnsm. O zaman {f,}, [a,b] *de f ’ye diizgiin yakmsar.
Ispat: £> 0 verilmis olsun ve

E={t:fO)-f,)z2¢}, n=12..

olsun. O zaman F, > F,,; ve f - f, strekli oldufundan F, kapal bir kiimedir. [F, =@
n=1

olup, F, °in timieyeni Fn' olmak tizere [a,b]< | J ,F;,' . [a,b] kapah ve smirh oldufundan

ve her bir F,,' agik kiime oldufundan [4,5] < ULF,,' olacak sekilde bir N tamsayis: vardir.
Boylelikle,
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F, =rN]F;,=25.
n=l

Bu,her n2 N ve ¢ €[a,b] i¢in dogru olup,
VO-5,0=rO-£O<fO-frO<s.
Buradan {f,}, [a,b] *de f ’ye diizgtin yakinsar.

3.3. Mercer Teoremi

k, [a,b]x[a,b] *de siirekli olsun. Her f e L,[a,b] icin,

b5 o
[fre9f@ fOdsar=0

aa

farzedilsin. Lgger {@,}, k ¢ekirdek fonksiyonu ile integral operatdrin {1} &zdegerlerine
kargilik gelen dzvektdrierin bir taban sistemi ise, 0 zaman her ¢ ve s e[a,b] igin

k(t.5)=2.4,0,() 9,()
J

serisi, [a,b]x[a,b]} *de mutlak ve diizglin yakmsakfir.

Ispat: X, k gekirdek fonksiyonu olmak iizere bir integral operatdr olsun. Hipotezden K min
kompakt, pozitif ve {‘[27 @,(0} ve {Jl_jgo ,(8)} serilerine Schwarz esitsizlifi uygulanirsa,

3 e, 09,65) < (§ e, (t)l”f (;m Lle; (s)i’),; :

=

3.8

Ik olarak her ¢ igin,



YAl @f < maxfecs,s) 3.9)
oldufunu gercekleyelim.
k(9 =k - 40,60 9,(5)

=1

olsun. Her bir ¢;, X nm bir 5zvektdrii oldugundan, Lemma 3.2.2 *den £, siirekli olup, @;
siireklidir. Dogru bir hesaplamayla,

Y — % 2
[Jneof@fOa=<K.f>-Y 1)< 1.0,

aa =]

=lel<f,¢,. >l.2 20.
Pn
Boylece Lemma 3.2.1 *den her ¢ igin,
0<k,@0)=ktD- 4, 0f
7

elde edcriz. n keyfi oldugundan (3.9) cyitsizlifi ¢ikar. ¢ sabiti ve & >0 igin, (3.8) ve (3.9),
n>m2 N olacak sekilde bir N tamsayismm var olduunu belirtir, dyle ki

2":;.,1% (t)gvj(s)l <eC, selab]

J=m

olup, burada C? = max k(x,3). Boylelikle her bir ¢ gin Cauchy kriterinden 3 4,0,00,6),

J=m

diizgiin ve mutlak yakmsaktir (Gohberg ve Goldberg, 1981).

Ispattaki ikinci admm, serinin k(f,5) ’ye yakmsadifim gOstermektir. Dini teoreminin
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k@.5) =Y 4,0,000,(5)

olsun. fel,[a,b] ve t sabiti igin 5 ’de serinin dizgin yakmsakhigi ve her bir @, nin
sirekhilizi, k(t,s) *nin s *nin bir fonksiyonu olarak siirekli oldugunu belirtir ve

V b
Jik@.9)-E@lf () ds = (RNO- X < o9, >0,).-

(3.10)

Eger fekerK=ImK* ise, o zaman ¢j=71-K¢jeImK oldupundan Kf=0 ve
£)

< f,@; >=0 bulunur. Boylelikle, (3.10) "un sa§ tarafi sifirdw. Eger f=¢, ise, 0 zaman
(3.10) "un sag tarafi 4,p,(f)—A4,@,(t)=0 drr. O halde her bir 7 igin 2.6.(a) *dan k(,) -k (s, ),
L,{a,b] ‘ye ortogonaldir. Buradan hemen hemen her s igin k(t,s)=k(f,s). O zaman,
k(t,)=k(t,) siirekli oldugundan her ¢ ve s igin k(t,s) = k(t,s)-

Bu serinin kismi toplamlar: siirekli, artan dizi olusturdufundan ve £(f,f) ’ye noktasal
yakmsadifindan bu fonksiyon siireklidir. Dini Teoremi bu serinin k(7,7) ‘ye diizgiin
yakmsadifm gercekler. Boylelikle ¢ > 0 verildiginde her ¢ € [a,5] i¢in

S0 <&

olmak iizere, »>m = N olacak sekilde bir N tamsayisi vardwr. (3.8) ve (3.9) ile birlikte bu
incelemeden, her n>m = N ve her (2,5) €[a,b] igin

ia Je, 0, 6)f <sC.
j=m

Buradan }:z 2;OF (), [a,b]x[a,b] *de mutlak ve diizgin yakmsar.



3.4, integral Operatori Igin iz Formala

Bu kismda; (a;) nxn lik sonlu boyutlu matris, 4,,...,4, bu matrisin zdegerleri olmak iizere

biinen 37 a, =Y 4, iz formilinden bahsedilecektir.

* Asafidaki teorem doZrudur.

Teorem: k, [a,b]x[a,b] *de sirekli olsun. Her f € L,{a,b] igin,
b'b
[fre.f)f@dsdt 20

olsun. Efer {4;}, K 'nin 6zdegerlerinin bir taban sistemi ve &, gekirdek fonksiyonu olmak
tizere K, integral operatdr ise o zaman

b
>4, = fra.nar.

Ispat: {o,3, K 'nm {4,} bzvektorlerine karshk gelen bir taban sistemi olsun. Mercer
teoreminden

k@H =Y 4lp @

serisi, [a,b] *de diizglin yakmsaktir. Buradan,
)

Jrena=Y 1l =34,

3.5. Diferansiyel Operatérlerin Tersi Olarak integral Operatorier
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sartlariyla birlikte diferansiyel denklemlerin es integral denklemlere
doniigebilmesidir(Stakgold, 1999; Gohberg ve Goldberg, 1981). Ornek olarak asaZidaki basit
smir deger problemi ele abnabilir:

f.L,[a,b} *de bir fonksiyon olmak fizere,

Y@= @.11)
y©0)=y(1)=0. (.12
smir defer problemini gbzbniine alalm,

Bir ¢6ziim bulmak icin (3.11) *in her iki yam iki defa integre edilirse,

y(x) =-—]‘t[f(s) dsdt+ex+c,, (3.13)
olup burada
¢, =y(0)=0 ve o= }']‘ f(s)ds dr. 3.149)

(3.13) ve (3.14) *de integrasyon sirasi degistirilirse,

y(x)-_-—ﬁf(s)drdsﬂﬁ f(s)dt ds (3.15)

= }(s—x)f(s) ds+ Ix(l—s)f(s) ds.
Buradan,

¥ = [g(e9)f(s) ds (3.16)
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olup, burada

s(l—-x), O0<s=<x

g(x,s) = {

x(1-s), x<s<l1

(3.17)

Tersine olarak; eger y, (3.16) ile verilirse, dogru bir hesapla (311) ve (3.12) ’yi gergekler.
Smir deger problemine kargilik gelen g fonksiyonu, Green fonksiyonu adm alir.

Yukaridaki sonug operatorler teorisi agismdan gdzoniine alinsm. —y” ifadesini, (3.12) smr
kosullariyla birlikte bir lineer operatdr olarak ifade edilmek istensin. Operatdriin etkisi agiktir.
Bumunla birlikte, operatdriin tamim bdlgesini belirlemek gerekir. (3.13) belirtir ki ' tiirevi
sonsuz bir integraldir, yani )’ mutlak siireklidir. Mutlak siirekli fonksiyonlarm Snemli bir
ozelligi olarak; f mutlak stirekli ve g, Lebesgue anlammnda integre edilebilir olmak tizere fg
integrali igin kismi integrasyon formiilii kullanlabilir(Gohberg ve Goldberg, 1981).

D(L)e L bdlgesi, (3.12) kogulunu saflayan kompleks degerli y fonksiyonlarmdan olugan
L,[0.1] *in alt uzay: olsun; burada y *nin birinci basamaktan tiirevieri [0,1] *de mutlak siirekli
ve ikinci tirevieri, L,[01] dedir. y’ mutlak siirekli olduundan, hemen her x igin y“(x)
vardr vc Ly =—y" ilc tammlanr.

G, (3.17) *de tammh g cekirdek fonksiyonuyla integral operatdr olsun. g, [0,1]x[0,1] ’de

stirckli oldugundan v g(x,s) = g(s,x) oldugundan G, L,[0,1] dc kendinc cs bir kompakt
operatdrdiir. Yukaridakilerden, her bir f e L,[0,1] icin y = Gf dogrudur. Boylelikle,

IGf=f (3.18)
olup, her bir y € D(L) igin

Gly=y. (3.19

Gergekten, (3.18) “de f yerine Ly fonksiyomu yazimakla, Ly =LGLy. Qduild

Ao

RE
olkdufundan y=GLy olup G, L ’nin tersidir. (3.18) vc (3.19) *dan antak ve ancak @, —
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dzdegeriyle G "nin bir 6zvektori ise; 2 Ozdegeriyle L *nin bir 6zvektdridiir. Boylelikle, G,
kendine es kompakt operatdr ve ker(G)=0 oldugundan L,[0.1], L ’nin 5zvektdrlerinden
ibaret olan bir ortonormal tabana sahiptir. L *nin 1 &zdegerleri reel olmak iizere,

Y +iy=0 . (3.20)
Ve
¥y =y1=0, 3.21)

bir non-trivial ¢oziime sahiptir. (3.20) ’nin genel ¢oziimiinden,

y=ax+b, A=0 durumunda
y=acosJIx+bsinﬁx, A>0 durumunda
y= ae‘/'l" + be"'j'l‘, A <0 durumunda

olup, (3.21) smir kosullarindan b, sinnax, b, #0 uygun dzvektdrleriyle, 1 =n’z>,n=12,...
dzdegerlerdir. 2 sin nax, n=12,... 5zvektdrler olup, L,[0,1] igin bir ortonormal tabandur.

Benzer olarak, (3.21) smuir kosullarmda y(-z)=y{z), y'(~x)=y'(z) ile L ’nin bdlgesi
degistirilirse, L *nin 8zdegerlerine ait

Y'+iy=0

y(-7)=y(x), ¥'n)=y'(x)

smrr defer problemi bir non-trivial ¢dzime sahiptir. L *nin dzdegerleri, 1=n>, n=0]...
olp karghk gelen Ozvektorler a,cosnt+b,sinmt, ( g, +p,]° #0). O halde,

{—-1——, cosnt,sin nt} , L *nin 6zvektorlerinin bir ortonormal sistemidir.
J2z

n=l



4. STURM-LIOUVILLE SISTEMI

L. 2 =/
@ (PR D) +e(x)y=1(x)

diferansiyel denklemi,

@) ay(a@)+a,y'(@)=0
biy(®)+5,y'(6)=0

smrr kogullan ile birlikte bir Sturm-Liouville Sistemidir, burada a,,b,, @ +a’#0 ve
b? + b2 # 0 olmak iizere reel sayilardir.

p,p' Ve q reel deperli fonksiyonlar ve her bir xe[a,b] igin p(x) =0 farzedisin L Sturm-
Liouville operatoriine karsihk gelen ozdeger ve ozvektdrlerin bazi Snemli Szelliklerini
verelim.

L diferansiyel operatdrii agafidaki gibi tanimlansm:

L ’nin D(L) bblgesi (ii)) kosulunu saflayan y fonksiyonlarndan ibaret olsun, birinci
basamaktan tiirevieri [a,b] *de mutlak stireklidir ve ikinci basamaktan tiirevleri L,[a,b] ’de
dir. ye D(L) iken

Ly = %( pix) %) +q(x)y

olsun.

L *nin bir 6zdegerinin sifir olmadiF: farzedilsin. Bu, (i). ve (i) nin tek ¢dzimii oldugunu ifade
eder; f=0 iken y=0 dr. f=0 igin, y,,y, (i) ’yi saglamak fizere y, #0 ve y, # 0 reel
degerli fonksiyonlardir; y; ve y; streklidir; y,, (i) *deki ilk kogulu ve y,, (i) *deki ikinci
kosulu saglar.
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7o - dof 1O yz(t))

no »o)

(31,¥,) ’nin wronskian 1 olarak adlandmir. Dogru bir hesaplamayla (pW) =0 olup pW,
recl degerhi, sifir olmayan sabit bir fonksiyondar. (pW)™' = ¢ olsun. $imdi gésterclim ki

[y @ asxss
g“"’”“{cy,(s)yz(x), s<x<b *D

ile verilen g fonksiyonu Z ’ye kargilk gelen Green fonksiyonudur; yani her bir f e L,[a,b]
icin,

b
D= [g(x.9)f(s) ds,

D(L)’dedirve Ly = f.

G, g cekirdek fonksiyonu olmak {izere integral operatSr olsun. g, [a,b]x[a,b] *de siirekli reel
degerli fonksiyon ve g(x,s) = g(s,x) oldufundan, G kompakt ve kendine egtir. $imdi,

LGf =f,  felLjab] 4.2
oldufumu ispatlayahm.

1k olarak, y = Gf *nin D(L) *de oldugunu gosterelim. g’ nin tanmmmndan agiktrr ki
H(x) = (XY, (x) + y, ()Y, (x) 4.3)

olup, burada

x b .
YW= fer()f@ds,  L®=fey,()f()ds.
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(4.3) *im her iki tarafinm tiirevinin ahnmasiyla,

Y =yl ~yey,f+y.enf+yY 44
=y +yX.

(4.4), her x i¢in gergeklenir. Bunu gormek i¢in, £ =Y, + 3,7, ve
F(x) = y(a)+ [h(r) at

olsun. 3'=y" ve, ¥ ve y mutlak siireklidir. y, ve¥,, i=12 nin mutlak siirekliliginden bu
¢ikar. Buradan,

G-y = [G-yYO dt =0

ya da J =y. Baylelikle (4.4), y* mutlak siirekli olmak tizere her x i¢in gergeklenir. Bununla
birlikte, ’

Y ==yien,f +Ln+yienf+Y, y; € Lla,b]

dir. Sonug olarak, ¥;(a)=0ve y,, (ii) *deki ik denklemi sagladigmdan

e, ¥(a) + 0,5'(0) = (0,,(3) + 2, ()Y, (@) + (a1 (@) + 4, (@)Y, (@) = 0.
b,y(b) +b,y'(B) =0.

Boylelikle, y "nin (L) de oldupunu gbstermis olduk. Ly = f oldufumu gostermek kalds. ¢

nin tamnu ve y, ve y, “nin dzellikleri (4.4) *ten:
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(&) =Y, + pyX)' = (oy))'Y, +(op)'Y + peOny; = vy )

=—gyY,—qy.h,+f
=—qy+f.

O haldc Ly = f . Buradan (4.2) yi bulnms olduk. O haldc her bir y € D(L) i¢in

GlLy=y. 4.5)

Gergekten, (4.2) *de f yerine Ly yazlrsa Ly = LGLy olur. Buradan y =GLy dir. (4.2) ve
(4.5) *den kerG =0 drr ve, ancak ve ancak j'%- dzdeger olmak iizere @, G nin bir Szvekidril
ise; A Ozdegier olmak {izere @, L *nin bir 5zvektdriidiir. Bununla birlikte spektral teoremden
G ’nin sonsuz sayida dzdegeri oldufunu biliyoruz.

G ’nin her bir 1 Ozdeferi fekildir, yani dimkeA/-G)=1. Eger u ve v,
ker(il —G) = ker(%- L) *de lineer bagimsz s -diferansiyel denklemierin temel bir ‘somucu

olarak,

% {P(x)%}-r(q(x)—%)yz 0 (4.6)

diferansiyel denkleminin keyfi w ¢67iimii, # ve v nin lineer kombinasyonudur. Bu nedenle w,
(ii) ’yi saglar. Fakat (4.6) *ya ait y(a) =, y'(a) = f suur sartlarini saflayan bir ¢6ziim vardir
ki (i) gergeklenmez. O halde A4 tekildir.

Asagdaki teorem bu sonuclar 6zetler:

Teorem 4.1: kerL=(0) olmak lizere L, Sturm-Liouville operatdrli olsun. g, (4.1) ile

tammlanmis ¢ekirdek fonksiyon olmak fizere G, L,[a,b] ’de bir integral operatdr olsun. O
zaman G, kendine es kompakt operatGrdiir.

LG =1, L]a,blizerinde ve GLy=y,yeD(L).
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i . ..
2 e
olmak tizere L nin SzvektSriidiir. O halde,

dimker(AI-G)<1, AeC

ve L, sonsuz sayida Szdefere sahiptir.

Lemma 4.2: L, Sturm-Liouville operatdriiniin 6zdegerleri reel sayilardan ibaret {4;} sonsuz
dizisi bigimindedir, burada

L] <y} <. > 0.

Eger ¢,,|¢,|=1, L *nin 4, ’ye karsilk gelen bir 5zvektri ise @,,0,,..., L,[a,b] igin bir
ortonormal tabandir.

Bir y € L,[a,b] vektorii, ancak ve ancak

g e[ e 30, o <0

ise L ’nin tanim bolgesindedir.

EyXe) = %ﬂj <39, >9,)

vektorleri icin yakmsakhk L,[a,b] *de norma uyar.
= §< ».e;>@;1), yeD(l)

serisi, [a,b] de diizgiin ve mutlak yakmsaktir,
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