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OSZET

Grup kavrami , matematikdeki en eski ve en temel
kavramlardan biridir.Grup kavraminin yaraticilari , Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) ,Paulo Ruffini (1765-1822) ve
Evariste Galois (1811-1832) dir. 19.uncu yiizyil boyunca

bilinen tim gruplar , sonlu permiitasyon gruplari 1idi.Bu
yiizyilda , Grup Teoriye biiyiik katkilari bulunan inlu
matematikciler Augustin Louis Cauchy (1789-1857) , Ludwig

Sylow (1832-1918) ve Camille Jordan (1838-1922) dir.tlk
soyut grup kavraminl veren ise Arthur Cayley (1821-1895)
olmustur.

Bu caligsmada temel bazi kavramlar iixerinde durulmus ; Free
gruplar ,Karekter Tablolari ve Sonlu Belirtilebilen Gruplar
ayrintili olarak algoritmik bakig acisiyla incelenmistir.

tlk bdélimde , bir grubun permiitasyon gruplari seklinde
nasil temsil edilebildigi aciklanmistair.Soyut gruplar
hakkinda bazi bilgileri elde etmek icin , permitasyon
temsilcileri sik sik kullanilir.Ayrica , bu b6limde grup
teorinin en temel kavramlari olan , free grup , sonlu
belirtilebilen grup ve kafes kavramlarina yer

verilmigtir.Grup teoride bir grubun altgruplarinin kafesi
kavrami 6nemli yer tutar.Herhangi iki grubun altgruplarinin
kafesleri izomorfik 1ise bu iki grubun da izomorfik olup
olmadiklari problemi heniiz tam olarak coziillememisgstir.

tkinci bdlimde s6zi edilen grup temsilleri kavramini ortaya
koyan Walther Von Dyck (1856-1934) , grup kavramina degdisik
boyutlar kazandirmistir.Norvecli matematikci Sophus Lie
(1842-1899) genel lineer grup ve bunlarin ozel
altgruplariny , differansiyel denklemler idzerine yaptig:
calismalar sirasinda bulmustur.Bu gruplar Lie gruplar:
olarak bilinmektedir.

Bu calismadaki ikinci bdlimde , wulasilmak istenen amac ise
karekter tablolarinin nasil olusturuldufu sorusuna cevap
aramaktir.

Uclinci bolumde ise Todd-Coxeter algoritmasi olarak bilinen
koset sayma islemi aciklanmistir.Bu algoritmay: ilk
bulanlar Todd ve Coxeter (1936) dir. N.S.Mendelson (1%63) "
altgrubun \iiretecleri kiimesinden , o altgrubun yeni bir
iretecleri kiimesinin elde edilmesini sagliyan bir algoritma

geligtirmistir.Bu yillarda , indeksi 600 e kadar olan
altgruplar icin , bu metodlar basariyla denenmistir.Daha
sonralari , bu konuya biyiik katkilari olan matematikciler
ve en O6nemli yayinlari ise: J.Leech , " Computational
Problems in Abstract Algebra * ,(1977) ,Pergamon -
M.D.Atkinson , " Computational Group Theory “ , (1%84)
Academic Press air.

Sonu¢c Dbélimiinde ise Todd-Coxeter algoritmas: kullamilarak
elde edilen sonuclar ve grup teorinin bilgisayara
uygulanmasl konusundaki son gelismeler ele alinmigtir.
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The theory of groups is the oldest branch of algebra.Its
origins are to be found in the work of Joseph Louis
LLagrange (1736-1813) 3 Paulo Ruffinl - (1765-1822) ' and
Evariste Galois (1811-1832) on the theory of algebraic
equations.( Their groups consisted of permutations of

variables , or of the roots of polimomials. ) During the
nineteenth century all groups were only the finite
permutation groups.In this century , many of the
fundamental ideals of group theory were introduced by
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) , Ludwing Sylow (1832-

1918) and Camille Jordan (1838-1922).

In this study , we use a computational approach to give the
concepts of representations of groups , presentations ,
coset enumeration etc. We also mentioned the last
developments on computational group theory.

In the chapter b it 18 iAntroduced permutation
representations of groups.The permutation representations
are often used for getting some important information about
the abstract groups.Moreover , it is offered the concepts
of free groups , finitely presented group and lattice.The
lattice of subgroups of a group is an important concept ;
it is not completely solved the problem whether a lattice
isomorphism between two lattice of subgroups of two groups
implies a group isomorphism between the two groups.

The chapter II is concerned with matrix representations of
a group introduced by Walter Von Dyck (1856-1934).Unitary
representations are investigated in detail.One of our aims
is to established charecter tables of a group.

The chapter III contains the coset enumeration called Todd-
Coxeter Algorithm is invented by Todd and Coxeter (1936).
The algorithm , by which the generators set of a subgroup
of a group obtains a new generators set of the subgroup ,
is invented by N.S.Mendelson (1963)

The last chapter deal with the results of application of
Todd-Coxeter algorithm.We also give the last developments
on the computational group theory.



FANTM 2.4:1:

S bir kime olsun.S den S uUzerine birebir bir fonksiyona bir
permitasyon denir. | 5 J = n 1ise S {Uzerindeki tum
permiitasyonlarin kiimesi S, ile gésterilir.

TANIM: 1.%2.21%

Permiitasyonlarin bilegke (carpimi) igslemine gére Sn bir
gruptur.Bu Sn grubuna, n dereceli simetrik grup denir.Sa
simetrik grubunun herhangi bir alt grubuna bir permiitasyon
grubu denir.

TEOREM:- 1:.1.13

G , verilen herhangi bir grup olsun.G grubu , S iizerinde
bir permitasyon grubuna izomorfik olacak sgekilde bir S
kiimesi vardair.

tspat:

G grubunun tiim elemanlarini iceren bir X kiimesi g6z Oniine
alalim.G grubunun her bir elemani icin x € X olmak ilizere ,

Tg(X) = Xg

olacak sekilde , X ilzerinde wg fonksiyonu tanimliyalim.Bu
durumda , wg fonksiyonu , X Uzerinde bir permiitasyondur.
g.h .G ACIN

MTgn = Mg Th

6zelligi gerceklenmektedir.Buradan , = , G grubundan , X
lizerindeki simetrik gruba bir homomorfidir.

my fonksiyonunun , X iizerinde dzdes (Identity) fonksiyon
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul g = 1 olmasidir.O
halde , w bir momonomorfidir.

Buradan , G grubu , w(G) imajina izomorfiktir.w(G) imaji ,
X Uzerindeki simetrik grubun bir altgrubu oldugundan ,

m(G) bir permitasyon grubudur.O halde , G ,X Uzerindeki bir
permiitasyon grubuna izomorfikdir.

TANIM: 3:%.33

G, verilen bir grup olsun.S, G grubunun tim elemanlarin
iceren bir kiime olsun.S uzerinde , s €S icin,
g € G olmak lzere ,

Te( 8 ) = 89

seklinde bir wg fonksiyonu tanimliyalim.Bu fonksiyon , G



den Sn e bir izomorfidir. = izomorfisine sag reguler
temsil denir.

TANIM 1.1.4:

Bir G grubunun S, simetrik grubuna herhangi bir
homomorfisine , G grubunun , S 1izerinde bir permiitasyon
temsili denir.

TANIM 1.1.5:

G , bir grup olsun.§ , G grubundan S iizerindeki S, simetrik

grubu Uzerine bir homomorfi olsun.Bu durumda , (S, 8)
cittine  “Dir G- TRune*aeniribursas ;- 6% ,: G grubumin S
iizerindeki bir permiitasyon temsilidir. Ayrica - 8

homomorfisine grubunun S zerine etkisi denir veya 6
etkisine gdre G grubu S ilzerine etki eder denir.

TANIM 1.1.6:
BUC S 1UInh,

G(s)

{ g(s) | otgres) S==gtsr>;'qg € G )

kiimesine s elemaninin ydringesi (orbit) denir.s € S icin ,
Sta(s) = Ge = { g € G | g(s) = 8 }

geklinde tanimlanan kimeye s elemaninin stabilizeri denir.

TANIM-1.1.7:

S kiimesi bir G - kiime olsun.G(s) = S ise G - kiime olan S e

bir transitif G - kime denir.G - kime olan (X,8) transitif

ise G grubunun S {iizerindekl 6 permiitasyon temsiline
transitifdir denir.

TEOREM 1.1.2¢

G bir grup olsun.Asagidaki kosullar birbirlerine
denktirler:

(i) G grubunun , n elemanli bir kiime ilizerinde transitif bir
permiitasyon temsili vardar.

(1i1) Oyle bir f: G —) Sn homomorfisi vardar ki ,f in
gdrintiisii transitifdir.

(iii) G grubu , n indeksli bir altgruba sahipdir.
tspat:

X =€ 1;2;.:.,n } § "G grubunun bir 6 transitif permiitasyon
temsilcisi varsa , G-kime olan (X,§) transitiftir.Buradan



da , Ste(1) stabilizeri n indeksli bir altgruptur.

Tersine , H , G grubunun n indeksli bir altgrubu olsun.H ,
altgrubunun tuim kosetlerinin kiimesini I'ss ile gdsterelim.lu
dzerinde ,

Hx ——)» Hxg

etkisini tanimliyalim.Buradan , G grubundan , TI'na kimesi

iizerindeki simetrik gruba bir 6 homomorfisi vardir.

A el 20 oldugundan 6§ : G —) Sa sgeklindedir.Buradan
R TR grubunun bir transitif permiitasyon

temsilidir.Cuinki , TI'wa kiimesi iizerindeki simetrik grup ,

Sn simetrik grubuna izomorfikdir.Bdylece , G grubu n

indeksli bir altgruba sahip ise G den S. bir homomorfi

vardir ve bu homomorfi transitiftir.

ORNEK 1.1.1:

H , G grubunun herhangi bir altgrubu olsun.H altgrubunun G
deki indeksi n ( yani [G:H] = n ) olsun.Bu durumda G - kiime
glan . blr S vardir. 6: G =3 85 Olacek seklilde  bir 6

homomorfisi olusturulabilir.g € G icin,

x1H > 7, ISR " |
8(g) = Pg =
gxiH gxXsh . : g9xsH
seklinde tanimli 6 fonksiyonu bir homomorfidir.Simdi , 6

fonksiyonunun homomorfi oldugunu gésterelim.

Pg(xXas) = gxiH = gXxa

olmak uzere ,

X1H XaH e g p A
6(g1g92) = Pg « =
aeics g19axiH gig9aXxaH . . . 919aXx.H
X1 Xa Py Xn

g19aXa 919aXa & w9 ak



gaXa :isl., QGaXa X1 i e s Ba
: GigaXi . . . Gi8aXa GaXs ... Qa%a
seklinde yazilabilir.Cinki , H altgrubu G grubunda sonlu
ingekslriagir.1,31 = 1.3 ::n 1G1in

gaXa

ifadesi , x4 ifadelerinden birine egittir.Buradan ,

gaX1 R gaXn

% gigskicisun . HoegigQaka

bulunur.O halde ,

Ps o = Pg Pg

i 3 1 2

olup buradan da ,
6(g1ga) = 6(g:) 6(ga)
bulunur. 6 bir homomorfidir.
ORNEK 1.1.2:
G5 { L8 taN) A F3 3 38y 1A)(23) )
kimesine Klein 4-grubu denir.Klein 4-grubu transitifdir.
ispat:
Burdda; 8 = 70,2, 3;¢ ¥ kumesgidir.
ritsstdan RATEN(129000) (THE 2T R18)(24) ; w4 = (14)(23)
olsun.Her 8 € S icin
G(s) = S

oldugunu gdstermeliyiz.1 € S alalim.G grubunun 1 €
elemanina etkisi ,

gidddre depindditen 2:, wa3(1) = 3 . 3eG(idomod



oldugundan S = G(1) bulunur.2 € S alalim.G grubunun 2 € S
elamanina etkisi ,

wil2) =3 , ws(2) »}F ., wa(2) = §¢ , wal2) = 3

oldugundan S = G(2) bulunur.Benzer sekilde devam edilirse
S = G(3) ve S = G(4)

0ldugu gdrilir.0O halde , her 8 € S icin

GX8Y =5

oldugundan G grubu transitifdir.

TANIM 1.1.8:

G bir permitasyon grubu ve f : G —>» Sn G grubunun bir
permiitasyon temsili olsun.Her s € S icin ,

Ste(s) =1
ise G permiutasyon grubuna semiregquler denir.
TANIM 1.1.9:

G bir permiitasyon grubu olsun.G grubu , semireguler ve
transitif ise G grubuna regquler denir.

ORNEK 1.1.3:

Ornek 1.1.2 de s6zi edilen Klein 4-grubu regulerdir.
Her s € S icin

wi(8) = 8 , wa(8) 5% 8 , wa(8) 5% 8 , wels) £ s

dir.Her eleman , birim permiitasyon haricinde dig%er tum
permiitasyonlarin etkisi altinda kendisinden farkla Dbir
elemana gdnderilir.Buradan , her a € § ic¢in |

Sta(s) = (1)

oldugundan Klein 4-grubu regqulerdlr.
TANIM 1.2.1 ( FREE GRUPLAR ) :

F bir grup , X bostan farkli bir kiime , G Dbdir grup v
o : X  —)F bir fonkalyon olaun. & : X —) G fomkaiyona

a = fio

olacak gekilde tek Bir B : F —) G homomortial varsa T
grubuna ( veya ( F, @) sistemine ) X Uzerinde feady



denir.Burada , a = 3 o ifadesi,
2 o
X ___) F
/
a 7/

v\ B

G
geklindedir.Uygun bir kiime lzerinde free olan gruba free
grup denir .Burada ¢ as 4 3 homomorfisinin X e
Eapitlianmigatir (  restriction ). Bu . a =3 | X ile
gosterilebilir.Ayraica , 3 , a fonksiyonunun F grubuna

genigslemesidir ( extension ). Im o CF tie.
TEOREM 1.2.1:

am.o-, F SEUDEny uretir.¥Yani . F = ¢ Im g ') air.

ispat:

Ispata baslanmadan ©6nce bazi ©6n tanim ve bilgiler
verilecektir.

| X | = | ) | olmak tizere , X kumesinden farkli bir

X4 mif s | % HE: Murk

kimesini ele alalim.X ile X~* arasinda birebir bir tasvir
vardir.

Xo =N o e Rl v Ny R e R e - X )
kiimesini ele alalim.

X €0 o Facwogorod - F -l iCin

geklindeki bir ifadeye X nin elemanlari ile olusturulan
bir s88zciik (word) denir. r ye ise w sdzciginin uzunlugu
denir.Eger r = 0 ise w sdzcigiine bos sdzciik denir.Bu e veya
1 1ile gdsterilir.

v o=y, @ Fad® - K Y ©

sOzciklerinin carpimi,



L - . 2t n n n

WV = Xi PR F . L ke g8y " L Ya®

seklinde tanimlanir.Burada w.1 = 1.w = w dir.w sdzciugiinin
inversi ,

w-" = xr: & Xr-!. Fe s - - . X1 =

gektinaedir.Ayrica ~ ; 1=* = 1 @lir.X @ekl tum .8dzciuklerin

kimesini S ile gdsterelim.S ilizerinde bir denklik bagintisa
tanimliyalim.

w ve v sdzciklerinin denk olabilmeleri ( w = v ) icin gerek
ve yeter kosul ( x € X) sdzciiklerden birine ,

(a) xx~* veya X 'x in eklenmesi,

(b) xx=* veyd x~*x in cikariimami,

ile birinin digerinden elde edilebilmesidir.Bu denklik
bagintisi 5 w gdzciklerinin denklik siniflarini
olugsturulur.w sdzciigiine ait denklik sinifi ,

Eawm

ile godsterelim.Bu durumda ,

Q

WX W vevzxv' ise WV w'v' geklindedir.Ayrica,

-
|
=
<
1}
=
<

4=) =Rl wegitee Ao 3o fGole==lw 1 CL T a3

kosullari saflanir.Buradan , [ w ] denklik siniflarinin

olusturdugu kiime bir gruptur ve bu grup F dir.oc : X > "%

tasviri ox)y»r=[ x-F @eklindedir.a«a : X — ) G tasviri ise
a(Xa) = Qga

geklinde tanimliyalim.§ : S —)» G tasvirini ,

wxv ise B (w) = B (V)

geklinde tanimliyalim.Buradan , 3 : F —)» G fonksiyonu ,

Bt A 1 -3 8w

Gty © halfle iy F = < Imo 2 MriAyrach , B Sonksiyoru



homomorfidir ve bir tekdir.

TRANTN "1 .2.2:

W BO2cugu™s  "RXTUUveyd xx 5 (X €"XTlcing geklilnde ardisik
ifadeler icermiyorsa w sdzcugine indirgenmisg sbzcik

(reduced word) denir.

TANIM §.2.3:

F bit ttee -gtilp . W 2 Fa-2 ¢ o Xe ¥ Ind@lirgenmis sdzciik
olsun.F grubunun her elemani , [ w ] geklinde tek turlu
ifade edilebilir.w , [ w ]l denklik sinifindaki en basit
gsfzcuktiur.Bu. durumtga , . [ Ww.l_ . ya&a._ sdzcligiinin normal
formu denir .Normal formun varligi , free gruplarin

karekteristigidir.
TEOREM 1.2.2:
G bir grup ve X , G grubunun bir alt kimesi olsun. x. € X ,
S8R0 TEL EY T . Xk EUXL4: olmuncher g € G icin |,
- 8 - 3

i it ko saiRe e G

tek tirld yazilabiliyorsa , G, X ilzerinde freedir.

Ispat:
Fbirfrfadgrip e o7 X 23 F=8kmin. 9o % —— > G
olacak sekilde f3 : F —)> G homomorfisi vardir.
o
oW e o
7
a S0
VL{
G
g grubunun her eleman1i ,
b § b 8 b 4
g=x;1x:’...x--

seklinde tek tiirld yazilabildiginden , G = < X > dir.Diger

tarafdan , F free grup oldu8undan F = < Im o > dir.Buradan
8] homomorfisi lzerinedir.F free grubunda , normal formun
tekliginden , " blr ' blreblr tasvirdir.Buradalwy , B?

tasvirinden bahsedilebilir.f3=* , bir homomorfidir. Bdylece,
G grubu X iizerinde freedir.

TEOREM 1.2.3:

G =< X > veF , Y izerinde bir free grup olsun.a : ¥ — D)X
iizerine bir tasvir ise 8 : F —)» G sgeklinde bir epimorfi
vardair.§ , a Un bir genislemesidir.Bdylece , her grup , bir



free grubun imajidir.

ispat:
F free grup oldugundan , 8 :F ——)>» G bir homomorfidir.
3
BT §
o I TU’
Yoo oty N
a
F=<CIno ) dir.aiY¥ 3 X Uzerine oldugundan ve G = ¢ X >

oldugundan , B bir epimorfidir.
TANIM. 1.2 .83

F bir free grup olsun.wm :F — ) G epimorfisine G grubunun
bir free tasviri (free presentation) denir.

TANIM 1.3.1:(SONLU BELIiRTIiLEBILEN GRUP)

iRyt free tasvirini ele alalim.Teorem 1.2.3 den
R=Ker # ve R F dir. Buradan , F /R % G olur.
R kiimesinin elemanlarina , free tasvirin "relator"<*’ larai
denlir ™y = <X 7R > Gl G grubunun dreteclery |, Xi .. X3 .-

e Xu cO0Lk8SUN .
Qo= 6 Oy RBRe o e e | 886 >

gseklinde ifade edilebilir.Burada ,

XsXs"* = @ X1"1'Xa = €

0ldugu asikar oldugundan bunlar tanimlayici olarak
alinamazlar.

G grubtuAun tANIMIIVACIIAYrl Wi . Wa , . . = o Ws ise

G =2"CKF Bl -8 o i Fn | T e il P e

seklinde yazilir.Ureteclerinin ve tanaimliyicilarain kiimesi
sonlu ve bu sekilde tanimlanabilen gruplara sonlu
belirtilebilen grup ( finitely presented group) denir.
belirtilebilen bir gruptur.

TEOREM 1.3:.1;
Sn simetrik grubunun asagidaki sekilde bir free tasviri

( Bundan sonra , %3 "relator” Yyerine “"tanimliyici®
kullanilacaktir. )




_10..

vardir.Sn bir sonlu belirtilebilen gruptur.
Sn in free tasviri

B.>9l 3 1-¢ & . $sn=l p .€ 339 sned 2 1i$x) &<+l <n-1
olmak ilizere , Sn 1in iretecleri

eagiXagir.mz8. koslass

vie. tanimliiyiciltarys ,

i
-

Xe? =i Xpa¥sepnaddi=plriXpala )2
seklindedir.

Ispat:

EK: ( VON DYCK TEOREML )

G ve H gruplar olsunlar.

1
. e gl
/ﬂ
r o
N 7
G
T : Fop @i .0 20 G5y v ToRK8iyonlari- var dlsun.Yénl ;
G wve ¢H F free grubunun imaji olduklarindan G ve H
gruplari sonlu belirtilebilen gruplardir.Burada , G nin
tanimliyacilari p H nin tanimliyiecilanidir. Yani ,
Ker r = Ker 6 SEr B IrTuUmas . v o(f) > § {T) L. & F)
olagak sekilde ¢ Bl dyi-taniml)l say3: G ——) H epimorfisi
vardir.
Be.s) rhaneil Gale S in-burushial 4% € 092 .08 & X Gikaluordtam=-1
olmak iizere ,
G = <C X4, 88 577 % '%n ' XéZ = (X3 Xiaild™ = % 3)% =4
olsun. | G | = n I oldugunu géstermeliyiz.Bunun ic¢in ,
H s . C X Rlanicios »oi5 Xixe# >

altgrubunu ele alalim.[ G : H ]
oldugunu géstermeliyiz. [ G : H
H nin farki: -n tane kosetl

$a-vis 1LH 1 Cia-1)3
] ¢ n oldugunu gdsterelim.

H v Hxn—j_ ’ HXn—;Xn—z y - . - ' Hx“—j.xlv\-—z. 5o il

olsun.Herhangi bir x, elemaninin bu kosetlerle sagdan
carpiminin yine bu kosetlerden biri oldugunu
gbstermeliyiz.
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J &d-in.olptin: .42 . < 4 £ =1 dgin .

Xi® =@ den K ust pp ot dir. Buradan ,

X Xs"F Ko~ X278 = L. XPEE)T " SNy B) & (. Xi X9 )3
bulunur.Ciunku , Joeemdiins. AN K -TSEKIAndedir . H nin b
hangi bir sag kosetini x, elemani ile carpalim.
HXn-1...Xa

H nin her hangi bir sag koseti olsun ( § <¢ i-1 ).
durumda |,

X2 7 TR ML 9% =1y S8-4. ;i » . Xa

olur.Cuinkiu , 5 < i-1 icin , x5 elemani ,

Bwd s . 2555 B

elemanlari ile degisme 06zelligine sahiptir. xs €
oldugundan ,

( THeed -« %y ) Xs = Ra-1 . . : %a

bulunur.Yani , farkli bir sag koset elde edilmemistir.

j > i olsun.

| s I | p B | ise ,

)y kD % i 18K : 3 Dk . k'#0g ) 1

-5 % k38 a8 B g e X

seklindedir.Her iki durumda da , (xXx X227 = 1 olduBPumdam
( X% X§ S @ Xx X3 Xx X3 = © Ea X ieamyl ™ S

olur .Buradan ,
Xx X3 Xm Xy = @ ise e X3 = X3~ ' X1
olur.Her xa 1icim , X1 = xX™* oldugundam .,
Xm X3 = X3y Em

dar.Buradam ,

er

Bu

C HRn=a ~~s 2 ) Ry = ( BRa-2 ... Xyeza Ry Ry-a -~~~ Bu ) XRn

= HRa=a ~+~ Rasa € X3 X3-2 X3 ) X3-a ... Ra

olur.Diger taraftam , ( Xy-a Xs 2> = 1 dam .,
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{ Xae1. X8 ) % Xaeis X8 ) . N X 4) & 1)

o Kidead a0 Kboadorule o St Gt g 1) 1 ise

X3—-1 X3 Xs-1 X5_1 Xs~1=1 Xa—1 X3 Xs5-31 X5

X3—-1 X3 X3—-1 X3 X3—-1 X3

bulunur.Bunu , yukaridaki ifadede yerine yerlesgtirelim:

HXn<i Xn-g 5. Xasdrdk—Koui s X3—3 ) Nd=a % £ Xa

olup

X3+1 X3—-1 = Xsg—1 Xa+1

gir.. Cunkii " - PR W Srane. W, g § ~fi.ay -1 gekliindedir.
Buradan , benzer disince tarziyla,

HXn~1 = «gax Bl Ed—tndndmsttt X T X7 Jo X 3~ s comb K

= HX3-1 Xn-1 ... Xa

= Hln-y Lis Na

bulunur . CUikR - X3-3 = B 261.3 2 1 " icin- B nin AR

kosetlerinin xs elemani ile sagdan carpiml sonucu yine H
nin bir sag kosetini elde ettik.O halde , G nin her elemani
bu kosetlerin birinde bulunmaktadir.Buradan , [ G : H ]l < n
Qi . AYEICE .. 4.%.3-1820; ;

(il i s BiaEs s = MG~ i Xied Xsa = HEG—2 ... Xa+a

olur.O halde , H nin

H e HXn-1 v HXn-1 Xn-2 ' v ’ HXn-1 Xn—-2 ‘i X1
kosetlerinden bagka koseti yoktur diyemeyiz.Cinku
XSa Xa , - atc = g Kun—i

G grubunun iretecleri oldu3undan , bunlarin degisik
sekillerde yanyana gelmesiyle bazi terimler G grubunun
birim elemanina ( e ye ) esit olabilir.Bu yiizden ,

- G+ Hi=S"n

dir.Simdi . Sn in bu free tasviri gercekledigini

gbsterelim. 1 = 1, 2, ... ,n-1 icdn - . n-1 tane
w# = ( i i+l ) seklindeki komsu transpozisyonlari ele
alalim.Her permiitasyonun , transpozisyonlarin carpimi

seklinde yazilabildigini ve her transpozisyonun , komsu
transpozisyonlarin carpimi oldu3unu biliyoruz.
i > 3 -1 icin , her transpozisyon
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LRy RPN L) P YR L S )

geklinde yazilabilir.Buradan ,

i € R e ek

e 15 o DR MR S T R I T i T e S R R T SO L ek G
‘ﬂ'i2 = ( My MWay+1 § il ¢ T WL ¢ S |

Glr.X "=")"Wy OlECHEX PEEAIOW "W : U'——) 8Sn epinorfisi
vardir. | G $ L Dl 0L | G : Ker «a = n I oldugundan
Ker a = 1 ir.Buradan , a tasviri birebirdir.Dolayisiyla
a0 -bir- lzomo¥fidlr . O halde . 6 nin free tasvirl .- Sa  in

free tasviridir.

TANIM 1.4.1:( KISMt SIRALI KUME )

S herhangi bir kiime olsun.Uygun a,b € S elemanlari icin ,
< " bagintisli asagidaki kosullari gercekliyorsa T

kimesine kismi sirali ( partially ordered ) kiime denir:

G o Bl e T

i)y T 0 v P Ya iaer 5D

(I¥1 Vs o'y b < ¢ i8¢ & £ ¢

Bu durusds” ;. A £ b, " a ; b den bBnce gelir " yeya " a
kiicik veya esit b " seklinde okunur.

TANIM 1. 4.2%°C' KATES' )

L kismi ik ol b B kiime olsun.Asagidaki kosullar
gercekleniyorsa , L kimesine "Lattice"” ( veya kafes )
denir:

(1) Her d.b E: L Srrial ivcin
(o2 SR | 5 C D

olacak sekilde bir ¢ = a.b elemani vardair. c , a ve b
elemanlarainin carpimidir.Bu durumda ,

G AW ' ok W -

dzelliklerine sahip bir c¢' varsa c¢' < c dir.
(2) Her a, Db EL 1igin ,

d 2 a 2 o gl S o

olacak sekilde bir d = a+b elemani vardir. d , a ve b
elemanlarinin toplamidir.Bu durumda ,
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QA2 A . d'" 2 b
6zelliklerine sahip bir d' elemani varsa d' » da dir.

Simdi , yukaridakl tanima denk olarak kafesin cebirse]
tanimini yapalim.

L kiimesi , toplam ve carpim seklinde iki cebirsel operator
tanimlansin.Her a,b € L. c¢ifti icin , carpim a.b ve toplam
a+b seklinde olsun.L, kiimesi lizerinde , asafgidaki kosullar
gercekleniyorsa L kiimesine "Lattice" (veya kafes) denir:

(1) Toplam ve carpim islemleri degismeli ve birlegmelidir -
ab = ba A B-+ b= b+ 8

at bt ) = £ Ep )eC i a+( b+c ) = ( a+b )+c

(2) Her & /6 L lcin ,

aa = a = a +a=a

kosullari vardir.

(3) ab = a {=> a+b=0>Db

bagintisi vardar.

ORNEK 1.4.1:

Bir G grubunun , tim altgruplarinin kiimesini ele alalim.
Siralama bagintisi , altgruplardaki kapsama islemi olarak
alinsin.Toplam , iki altgrubun birlesimi ve carpma iki
grubun kesisimi olarak tanimlansin.Bu durumda , G grubunun
tim altgruplarinin kiimesi bir kafestir.

TANIM 1.4.3:

L ., 'bBir Rates ve -8 b olsun. L~ , kiimesi L

kafesindeki islemlere gire bir kafesyapisina sahip ise L
kiimesine , L nin alt-kafesi denir.

OURNEK 1.4.2:

Bir grubun tiim normal altgruplarinin kiimesi bir kafes
dir.Bftr grubun normal altgruplarinin kafesi , bu grudum
altgruplary kafesinin bir alt-kafesidir.

TANIM 1.4 4:

Bir [, kafesinin elemanlary arasinda kafesin ai%er tim
elemanlary tarafindan icerilen elemana en kiiciik eleman veya
bog ( null ) eleman denir ve 0 semboli ile gisterilir.
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Her a € L, 1icin ,

ao = 0 ; a+ 0 = a

kosulu gerceklenir.

Bir L kafesinin elemanlari arasinda kafesin diger tim
elemanlarinil iceren elemana en biyiik eleman veya birimsel
( unit ) eleman denir ve 1 semboli ile gdsterilir.
Her a € .5-“¥cin %

at =1 2 a 31 5%

kogsulu gerceklenir.
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TANIM 2.1.1:

K bir cisim olsun.Matrislerdeki carpma islemine gére , K
izerinde tim n x n boyutlu tersinir matrislerin grubuna
genel lineer grup ( general linear group ) denir ve GLn(K)
ile gbsterilir.

TANIM 2.1.2:

G bir grup , f : 'G —) GLa(K) bir homomorfi olsun.f
homomorfisine , K cismi lizerinde n boyutlu ( dereceli ) , G
grubunun bir matrissel temsili (matrix representation)“*’
denir.f homomorfisi birebir ise ( yani Ker f = ( e } ise )
f e sadik temsili ( faithful ) denir. £ , sadik Dbir
temsil ise G grubu GLan(K) nin bir altgrubuna izomorftur.

TANIM 2.1.3:
tr , matrisin izini gb6stermek izere ,
i -te 4% | % & A6 }
kimesine temsilin karekteri denir.( asis ) € GLn(K) olmak
uzere ,
n
¥ (Ras) = X EEL
i=1
otur.
TANIM 2.1.4:

b S Bt L Sl e B UK ) iki matris temsili
olsun.Her x € X icia

T-2f(x)T = hi(x)

olacak sekilde n x n boyutlu bir T matrisi varsa £ wve h
matrissel temsillerine denktirler ( eguivalent ) denir.

TANIM 2.1.5§:

S , K cismi lizerinde n x n boyutlu matrislerin bir kimesi;
m, p sabit pozitif tamsayilar olsun.

Ass , m X m boyutlu ; Aaa , P X m boyutlu ; Raa , P X P
boyutlu matrisleri gdstersin.
Her hangl bir A € § i¢in ,

( ‘*)Matrissel temsll yerine "matrissel gdsterilis" ifagesi
de kullanilabilir.)
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Aia 0
P2 Re P

Aaa Aais

olacak sekilde sabit bir n x n boyutlu P matrisi varsa S ye
indirgenebilir ( reducible ) denir.Eger bdyle bir P
matrisi yoksa S ye indirgenemez ( irreducible ) denir.Her
A e alE B &

Azx = Opxﬂl

ise S kiimesine yari indirgenebilir ( fully - reducible )
Burada , Opsxm , P X m boyutlu sifir matrisi gbstermektedir.

Her bir Ais indirgenemez matrisler olmak iizere , her A € S

deiny,

Ais 0
Az22a

0 Ace

olacak sekilde bir tersinir P matrisi varsa S kiimesine
tam indirgenebilir ( complete reducible ) denir.

TANIM:2+1.6

; TRV cismi ilizerinde G grubunun bir matrissel temsili
olsun.

S s { 2TEx) | x € 6. }

kiimesini ele alalim.S kimesi indirgenebilir ise f =
indirgenebilir temsil ; S , yari indirgenebilir ise f e
yaril indirgenebilir temsil ve S , tam indirgenebilir ise
f e tam indirgenebilir temsil denir.Ayrica , f e
K cismi uzerinde G grubunun iki matris temsili ise x € G

b ¥ o ; SRS

£i{x) 0
C £ +h M) =
0 h(x)
seklinde tamimlanmir.Bu durumda , W e temsilinin

karakterini ; Xn , h temsilinin karakterini gdstermek iizere
x € G icin .,
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X2 I+ I XE: Y(x) = Ne(X) Xulx)

bagintysx:vardyr i€inkicsiheren 648" ichknnitrhi rGlin (K usad K
tasviri lineer bir tasvirdir. Her A;,B: €  GLn(K)
ky ypaka €:Knudcinig

tr( RaA + kg ) = Ki tELA) % Kg EE(R)

bagintisi vardir.Burada , Xe : G —> K Ve Xn ! C > K
gseklinde birer fonksiyondur.

TEOREM 2.1.1:( MASCHKE TEOREM1 )

G sonlu bir grup ve K cisminin karekteristigi P
olsun. p 4’| G ise K cismi ilzererinde G grubunun
her matrissel temsili tam indirgenebilirdir.

NOT:=Z221.1¢

Bir cismin karekteristigi , ya 0 yada P asal
sayisidir.C kompleks sayilar cisminin karekteristigi o
o0ldugundan her sonlu grubun , C 1iizerindeki herhang bir
matrissel temsili tam indirgenebilirdir. .

NOF "2:1:2:
X , G grubunun verilen herhangi bir karekteri olsun.
£ = 3423 5. ,t icin , Xi. 1ler G grubunun indirgenemez
temsili olsun.Bu durumda ,
X = . 2 mas X
i=1

kosulunu saglayan m. de3erleri vardir.Ayrica ,

(1) > X(x) Xa(x) = ma | G |
xX€EG

bagintisi vardar.Burada , G grubunun temsili kompleks
sayi1lar cismi Uzerindedir.

Xs(x) ., Xalx) Rarekterinin eslenegi anlamindadir.

o, t

(2) = X XQO = |G| I me?
xX€G i=1

bagantis: vardar.X karekterinin indirgenemez olmas: icin
gerek ve yeter kosul

¥ X(x>) Xx> = | G |
x€G
olmasirdar.
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NOT “2°°1.°3::

C kompleks sayilar cismi iizerinde , sonlu bir G grubunun
denk olmiyan indirgenemez temsillerinin sayisi sonludur ve
bu sayil grubun eglenik siniflarinin ( coniugation classes )
saylsina esgittir.

TEOREM 2.1.2:

Her""x € 6" "1Tgtn Pfilix)- = f54%x) P olacak sekilde , K
cismi {uzerinde , G grubunun iki indirgenemez temsili
F17:70 =3 GLatK) ve_fyg ¢+ G 5 GhatK) olsun.bBu durumda
ikl olapilik  varair:

% o il P

(2) P tergifir ve  f£.(x) =P~ F,(x) P gir . Yanl fi ve
fa denk temsillerdir.

TANIM 28,7 :

K cismi iizerinde her polinom , K cisminde en az bir kdoke
sahip ise K cismine cebirsel olarak kapalidair
( algebraically closed ) denir.

TEOREM 2.1.3:

K , cebirsel olarak kapali bir cisim olsun.f : G —) GLn(K)
G grubunun indirgenemez bir matrissel temsili olsun.x € G
icin , tim f(x) matrisleri ile degisme 6zelligine sahip
matrisler alIn ( a € K ) sgeklindeki skaler matrislerdir.

Ispat:
X € G icin , tum f£f(x) matrisleri ile degisme @&zelligine
sahip bir matrisi P ile gfsterelim.Bu durumda , x € G icin

Tox) Pe-PUEiy)
dir.a € K ele alalim.Her x € G icin ,
(1) - ala =P It = 1tx) 0 aln - P )
dir K cebirsel olarak kapali oldufundan ,
| P e | =0

kosulunu saglayan , A degerleri vardir. Ayrica , A
degerleri P matrisinin karekteristik kokleridir.

FAL. =P | =0

oldugundan , AIn - P matrisi singiilerdir ve dolayisiyla
AKX =P matrisinin inversi yoktur.Schur Lemma ' sindan
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(FTeorem 12.1.3. den ) AIn - P matrisi sifir matris
olmak zorundadir.Buradan ,

AIn - P =0 => P = Aln
bulunur.Bu da bize ispati verir.
NOT 2.1:4:
C kompleks sayilar cismi , cebirsel olarak kapalidir.
TANIM 2.2.1:

A , C kompleks sayilar cismi ilizerinde n x n boyutlu bir
matris olsun.

AT = A* olmak lzere ,

ise A matrisine uniter ( unitary ) denir. f: G —)> GLn(C)
sonlu bir G grubunun bir matrissel temsili olsun.Her x € G
icin , f(x) wuniter ise f temsiline uniter temsil denir.

TEOREM 2.2.41:

Herhangi bir f : G —) GLn(C) matrissel temsili , bir
uniter temsile denkdir.

TEOREM 2.2.2:( BIRINCTt ORTAGONALL1K BAGINTISI )

) ook . S, AL , C kompleks sayilar cismi iizerinde sonlu
bir G grubunun birbirlerine denk olmiyan matrissel
temsilleri olsun.

ruraigi=y C . X¢v? : G > 0C

karekter tasvirleri olsun. Ayrica ,

X(x) , X(x) karekterinin kompleks eslenegini gbstermek
lizere ,

6\.‘\’ = {
0 u F= v

olsun.Bu durumda ,

¥ RO EEG LRI (%X) = Sy ' G |
X€EG

bagintisi vardir.
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SONUC 2.2.1:

f , C kompleks sayilar cismi lizerinde G sonlu grubunun bir
matrissel temsili alsun. £ : G —> GLan(C) ve karekter
tasviri K T TG e ik gisun.Bu gurimda , £ , G grubunun

bir Jindirgenemez temsili olabilmesi ic¢cin gerek ve yeter
kosul

. AL ) N | G |
XEG

olmasidir.
TEOREM 2.2.3:( 1KINC:t ORTAGONALLIK BAGINTISI )

54 kompleks sayilar cismi Uzerinde sonlu G grubunun
indirgenemez matrissel temsili

O TG ey GLn (0)
olsun ve karekter tasviri X¢v> jle gdsterilsin.
1 Zz,Y G nin ayni eslenik sinifina ait ise
SVZ; Y = &%

0 diger durumlarda

olsun.Bu durumda ,

AN At r
R N T L) ey R AT, XYyt
u=1

M'ﬂ

{1

c
L}
-

bagintisi vardir.

t 23 G grubunun denk olmiyan indirgenemez matrissel
temsillerinin sayisi1 , G grubunun esglenikleri sayisina

egittir.

TANIM 2.2.4:

¢ x“5" pir‘devresel grup olsun. u = 1,2, RSN ST . Y e
n = | 5 | olmak iizere ,

f‘“’(x) - eawLu/n
R devresel grubunun n tane farkli indirgenemez
temsilidir ve bu temsillerin derecesi 1 dir.Boyle

temsillere lineer temsil denir.
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HOT 2.4.1:

ezwul. /n

, kompleks sayilar cisminde aritmetik birimin
( unity ) 4 n.incl kokUour.

TEOREM 2.2.4:

f : G—) GL(C) , C kompleks sayilar cismi lzerinde G
devresel grubunun bir matrissel temsili , X(x) = tr f(x)
ve X : G —)> C karekter tasviri olsun. t G ve her

bit As C kompleks sayilar cismi Uzerinde aritmetik
birimin t.inci k&6ku olmak iizere , her x € G icin ,

m
X -I1¥) = p IEHEEE
i=

-

bagintisi vardir.

4

Ispat:

G sonlu ve devresel bir grup oldufundan ve t | | G
oldugundan G grubunda t mertebeli en az bir xXo €
vardir.Bu durumda , ¢ Xo > , G grubunun t mertebeli sonlu

devresel bir altgrubudur. < Xe > altgrubunun bir
£' L X 7 =) GLall)

temsili , f temsilinin < Xo > altgrubuna kisitlanmisidir.
f' temsilli tam indirgenebilirdir. < Xxo > altgrubunun
indirgenemez temsillerinin derecesi 1 dir ( Teorem 2.2.5
den ).Bu durumda , x € < Xo > icin ,

: A 0
Aa
T3 £ LX) F =

0 Am

L =

olacak sekilde bir T matrisi vardir.Burada , herbir A.i ler
birer kompleks sayidir.

(T“s ¢'0m) 0) = (T“_f'(x) AR AN . . AT W

¢ mdtl ad b Bl

prr e ey T

T =¥

Im
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bulunur.Buradan ,

Ast® 0
Aat
I =
0 Am®
oldugundan i = 1,2, R s e 1o [ AL =1 balunur . Ayna
zamanda:ux nEr< Xoud - d@ing , gxXei6:0Gn olduBundan

E( X)) s-f£'%"Xnn)

dir.Buradan ¥ denk temsllerinin karekterleri egit
oldugundan ,
m
X 8x) ¢'tp/ftx) = - £'in) » X A
i=1
bulunur.l G nin tim b6lenleri 1icin benzer islemler
yapilabilir.Bdylece , G grubundaki tiim elemanlar taranmig
olur . Buradan da., her x €6 icin ,
m
Xikxdanm . ST T
i=1

elde edilir.

NOT 2;2.2:

Cbirgrup olmuin. & ; D &€ G icin ,
[l a bl ="t ""80b

jle iiretilen altgruba , G grubunun komutatdr ( commutator )

altgrubu denir ve genellikle G' ile gbsterilir.Bu
durumda ,

(1) G degismeli ise | G / G’ F= 1 G ' dir.

¢2) G =N ¢<=> G degismelidir.

(3) G' ] 6 dir.
(4) G / G' degismelidir.
() G/ N degismeli ise G' C N dir.

NOT 2.2.3:

r : sonlu bir G grubunun denk olmiyan indirgenemez
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temsillerinin sayisini gdstersin.Yani , G grubunun eglenik
siniflarinin saylsi olsun. ng ler ¢ § = 1,2,...,r icin)
indirgenemez temsillerin derecesi olmak ilizere ,

r
| G | R Gy ) = o OE. - JEa

bagintisi vardar.

TEOREM 2.2.5:

G ,-8sonlu bir grup -—ve G grubunun komutator altgrubu
G- <. a~* b2raah | a, begG >

olsun.Bu durumda " G grubunun derecesi | olan
indirgenemez matrissel temsilerin sayisi ,

|G/ G '

ne egittir.

Ispat:
C* , sifirdan farkli tiim kompleks sayilarin kiimesi olsun.
R el e LG e sonlu grubunun derecesi 1 olan bir

indirgenemez temsili olsun.Bu durumda ,

ne

G 7' Ker ¢ £¢ .68 )

dix. O¢ kimesi degismeli oldugundan , G / Ker £ de
degisgmelidir. Not 2.2.2 deki (5).inci ifadeden dolay:
G' - C:Ker £ .olur.

; = gG' kosetini gdstermek ilizere ,

h( g ) = £( g)

olacak gekilde , bir Bi 45 75" sy O™ tasvirini
tanimliyalim. G' C Ker f oldugundan ve

G/ Ker £f =G

oldugundan h tasviri iyi-tanimladar.Ayrica , I o R s
grubunun C* ic¢ine bir homomorfidir.Buradan , h , derecesi
1 olan G / G' grubunun bir temsilidir.G / G° degismeli
oldugundan (Not 2.2.2. dekl (4).Unci ifadeden), G / G'grubu

| G 4 G |

tane eslenik sanifina sahiptir.Bunu , r ile gdsterelim.
Buradan , G ¢ G' grubunun r tane indirgenemez temsili

vardir.Not 2.2.3 den dolayar
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r
| G £ G | s R
i=1

olur Buradan ; Na 6 L GY o gEdbungn 1. .Iincl indirgenemez
temsilin derecesini gdstermektedir.Béylece ,

r
R 3 N
i=1
Qlur . R S0 [ SN R e T T | olmak zorundadir.O
halde , G / G' grubunun tim indirgenemez temsillerinin
derervesi 1 dir.qg & G ln 'y
£ 9. .= g 54
0lacak _.sekilde.:bilc..f ::G +—=>.G. ./ G' . dofal, -homomorfisi
vardir.Bu durumda ,
f
G 30
= /f1
£ o h
W
G/G'
diyagrami s6z konusudur.Buradan , G grubunun derecesi 1
olan temsilleri ile G / G' grubunun temsilleri arasinda
birebir bir tasvir vardir.O halde , G grubunun derecesi

bir olan indirgenemez temsillerinin sayisi ,
E-= | G LG |
ne egittir.

TANIM 2.2.3:

Sonlu G grubunun elemanlari lizerinde indirgenemez
karekterlerin degerlerini gdsteren tabloya karekter tablosu

denir.

NOT 2.2.4:

C. , G sonlu grubunun i.inci eslenik sinifini ve ha , Ca
eslenik sinifindaki elemanlarin sayisini gdstersin. e , G
grubunun birim elemani olmak ilizere , C. = { e } olsun.Bu

durumda , karekter tablosu , asagidaki sekildedir.

Xc¢u>, u.uncu indirgenemez karekteri gdstermektedir.Herhangi
bir x € Ca, ein =, 8as X1(x) olup bir kompleks

sayidir.
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1={e} Ca Ca i Ce

hi ha ha R o R he
X1 dia &1 dia LS Qir
Xa aaa asa daa i sy dar
Xa daa asa daa e dar
).(:- Ara Ar2 Ara R e AQrr

SGNUQ ~2Y2. 2

Karekter tablosunun &zellikleri sunlardair:

(1) t degerleri icin , her bir ai.s elemani , kompleks
sayilar cismindeki aritmetik birimin t.inci kdklerinin bir
toplamidir.Yani ,

Ae =1

olmak uzere |,

m
ss = X %) = A,
i=1
dir
(2} Ber x € G - ieokn [—E£txX) =1 plimak jizere .
: e, R

temsiline asikar ( trivial ) temsil denir ve karekteri
X1 ile ‘gbsterilir.

(3) i.inci indirgenemez temsilin derecesi aii = ni. dir.

(4) G grubunun denk olmiyan indirgenemez temsillerinin
sayisi1 r olmak iizere ,

5 r
- na? = - ai1? = l G I
i=1 i=1
egitligi vardar.
(5) Derecesi 1 olan temsillerin sayisi , L B4 8% b AR

egsittir.

(6) Karekter tablosunda , her i=1,...,r icin , i.inci satair



C8at . 0y AL T IR . Bae i)
seklinde bir vekt6rduir. Burada , aysy ; €5 | = hy
defa bulunmaktadir. Her blr satir , diger her Dbir

satira ortagonaldir.Yani , kompleks i¢ carpimlari sifirdir.
( Teorem 2.2.2 , Birinel Ortagonallik Bagintisi )

(7) Her - bir satirin  kendlsivie il¢ - gacpimi -, | G | ne
egittir.( Teorem 2.2.2" "deni %

C87 Het " blir sutun—;

C A BAS B RsT .ih Bako N

gseklinde birer kompleks vektdrdir.Her siitun , diger her bir
siitun 1ile ortagonaldir.Yani , kompleks 1ic¢ carpaimlara
sifirdir.( Teorem 2.2.3 , tkinci Ortagonallik Bagintisi )
(9) j.inci siitunun kendisiyle kompleks i¢ carpimi
|G|/ | Cs |

ne egittir.( Teorem 2.2.3 den )

(10) Bir X karekterinin indirgenemez olabilmesi icin gerek
ve yeter kosul

> TEIxIX (XD
x€G

718

olmasidir.

ORNEK 2.2.1:

G- . soniac grubu

G =X ¥ "L R A S Y 2Nt

seklinde olsun.G grubunun karekter tablosunu olusturalim.

Cozum:
G grubut
B % 0.8, 3 . ¥ %9 %Y 2"y}

seklinde yazilabilir.G grubunun eglenik sinaiflari ,

{ e [ x ) 20 1 1791 Ssny }

dir.Buradan , G grubunun indirgenemez temsillerinin sayisi
5 dir.Bunlara: sairasiyla , Xi1 , Xa , Xs , Xa , Xs ile
gbsterelim.
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GG’ degismeli oldugundan ,

G (G = V%Y | ET &9 B A g% . XY"'a Yy . XY = ¥YX )
e B 1% S o ol SRR R R L @ L

olur.Buradan , x* = e o0ldugundan ,
x? y2 = e =) XXyy = e
olur. xy = yx oldugundan ,
x( xy )y = e =) x(.yx )y = e
olur. xy~*= yx o0ldugundan
X6 x¥y-1 ) y = e => x2 = e
bulunur .Buradan ,
G L L)' =al SV | RE = s B LY LT Y )
bulunur .Bbylece ,
G 7..Gi-8 A58 St N
geklindedir. 7 B 2R s | = 4 ginr - hRlde - .. G - grabunun
derecesi 1 olan 4 tane indirgenemez temsili vardir.X,
asikar temsili gdstermek lzere , G grubunun derecesi bir
olan indirgenemez temsilleri Xi. , Xa , Xs , Xa o0lsun.Xs
temsilinin derecesini n ile gdsterelim.

r

e Riatw |G|
i=1
bagintisindan

1’+1’+1’+1’+1’l’=8
2 =8 ;—id .= il =) n =2
bulunur .Xs karekterinin derecesi 2 dir.Derecesi 1
otdn  temsililer: dgih 5 LTV3X ) ve LY ) G grubunun

tanimliyicilarinl gercgeklemek uzere |,
£ 1 G 2307

homomorfilerini bulmaya calisalim.X, asikar temsili icin ,
X e 1 ; y —> 1 2, Xs temsili icin ,

x-)“—l ' Y'_")"l

ile temsil edildigini kabul edelim.Bu durumda , f(x)= -1 ,



...29..

fly) = 1 dir ve o ? f(y) G grubunun
tanimliyicilarini gerceklemek zorundadir.

(E(X) YR = (] )% =0]
F(R)* =» (~1)% = § = SINID
fUX) ="ECYY £(X) ELv) icin . . = g XA~3 Y] = =1

olur.4 -Buceada .- . xXy—-1= yx =) X = yXy bagintisai
kulanilmaistair. ) Buradan ,

X2(x)t= -4 ve xX=(y)l = 1
dir.Benzer mantikla ,

XP(x)t=-1 ve b & S M |
X5 (6x)s=-~% ve b e & B D |

bulunur.Bu durumda , G grubunun karekter tablosu ,

Ci=lel Ca=I[x] Ca=[x2] Ca=ly]l Ce=[xy]
1 2 1 2 2
X1 1 | 1 1 ' 1
Xa 1 e | 1 1 i
Xa 1 1 1 =3 w3
Xa 1 Gt | 1 g 1
Xs 2 a b c d

seklindedir.Simdi #3804 saylilarini belirliyelim.11lk
iki situnun ortagonalliginden ,

(U313, 0.0.2. 30 37807l ) =1V

1 -4 + ¢ =~F N8 => a=2=>0

bulunur. 1.inci ve 3.iinci siitunlarin ortagonalliginden ,
it . . 0.2 ¢ 21803050 ) .8

1 +1+1+1+2b=0 =) 2b = 4 =) b= =2
bulunur. 1.inci ve 4.unci siitunlarin ortagonalliginden ,
CERORVT I F YRR L8 ) e O

£ 8 2§21 + 2¢c =0 e =9
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bulunur. 1.inci ve ©5.inci siitunlarain ortagonalliginden |,
CET 0 L, 2906, -5 0a0 e g
Il MY SeigTe 7] g g => da=0

bulunur.Bu durumda , G grubunun karekter tablosu ,

Ci=lel Ca=[x] Ca=[x2?] Ca=1lyl Ce=[xy]
1 2 1 2 2
X1 1 1 1 1 1 g
Xa 1 | 1 1 ot
X 1 1 1 -1 -1
Xa 1 ) s § s | 1
Xs 2 0 - 0 0

seklindedir.Derecesi 2 olan temsili bulmaya calisalim.

f(x) = ™y) =

temsili bir
£y Bty Bt ]

homomorfisi tanimlar. f(x) ve fy) , G grubunun
tanimliyicilarini gerceklemelidirler.

: L 0 ( & 0 ( -3 0
fix)%. = ”
0 -4 8 3 [ |
L T B 4 g
- - I - - B
o -1 9 =1 -1 0
fiy)® = =
-1 0 -1 0 -1
| - 3 | 3 L i

bulunur.Benzer gsekilde devam edilerek , f(x) ve f(y) nin G
grubunun tanimliyicilarinl gercekledigi gésterilir. f

homomorfi oldujundan ,

fixX®2) = f(x)?
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dir.Buradan , Xs(x?) = -2 dir.Benzer disuncu tarziyla ,
devam edilirse , bu karekterlerin karekter tablosundaki
degerler o0l1dugu gorilir.O halde bu temsil , G grubunun
derecesi 2 olan indirgenemez temsilidir. Simdi , Xes in
indirgenemez temsilin karekteri oldugunu gdsterelim.Yani ,

> Xs(x)Xs(x) = 8
xXEG

0ldugunu gdstermeliyiz.

= Xs(X)Xul(x) = XgleTXas(e) + 2Xs(x)Xg(X) + Xeg(x2)Xe(Xx?*) +
xX€EG

2Xs(y)Xs(y) + 2Xs(xy)Xs(xy)

s 2nde 2 Nk =S ), ¥ 0 200

=8=IG|
bulunur.
5
X = 2. MaiXs = X3 47805 UXs + Xa + 2Xs
i=1
= X4 ¥ 2Xa -+ Xk 2K
oYacak gekilde ., X G grubunun herhangi bir karekteri

olsun.Burada |,
Ma = e L2 oy 20 e 2L, e =, 2

keyfi olarak verilmistir. X karekterinin matrissel
temsillerini olusturalim.

f]_ S RPP, 1 . A Y -—.-) 1
fa : x —> -1 ’ : BT e, AN e |
b R e | v ORI R, S
: 0 0 1
s 1% -—-) ’ < SR Y -_..)
0 ~4 o e

X = X1 + 2Xa + Xa + 2Xe

oldugundan
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1 0
o |
o
X —) o |
i e
» -4
i 0
0 e -4
= i3 0
1
1
Yy —> -1
e !
-1°'®
» 1
0 ~gic
L -
bulgmars: X g G grubunun derecesi 8 olan indirgenebilir
bir temsilin karekteridir.Burada , X(x) = -2 , X(y) = 2

olur .Derecesi 1 olan tum temsillerin karekterleri G
grubundan C* icine bir homomorfiyi belirtirler.Buradan |,
i =1.2.3.4 icia .

Ka =z 6 s

bir homomorfidir.
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BOL,.UM 3

Sonlu belirilebilen bir grubun , belirli bir altgrubunun
koset sayisini bulan bir algoritma Todd ve Coxeter
tarafindan bulunmugtur ( 1936 ).1967 ' de J.Leech ve 1984
de M.D.Atkinson tarafindan gelisgstirilmistir.Simdi , Todd -
Coxeter algoritmasi olarak bilinen bu koset sayma islemini
inceliyelim.

KOSET SAYMA 1SLEMT:

G sonlu belirtilebilen bir grup olsun.

Gims £ s, el | Ml sse patygn loE. &% B . ,fn(gs,...;,9n) = >
geklinde verilmig olsun.E = { gi1,9a, K - .9n )} 1iretecler
kimesi,

Riz d HEsll- 81« oai 00 | e TS TS S ERCREN SR

tanimliyici kimesi olmak lzere , G = < E / R > yazilabilir.
Her bir

Fal gs, 95, - sg8nl = Gas - Han . i Hse

tanimliyicilaryr gi:,9a,...,9n lreteclerinden olugan birer
sbzcuktur.

Gas € € Qs, 98 Svas P BET: W) ; s a1 T = E

olacak sgekilde , gas, a3, ... ,9a+« 8onlu bir kiimedir.G

grubunun sdzciiklerinden olusan
S = { Ssd . Bs:::4.9n VYigie - + +» Bl Ga,....9n ) }

kiimesini ele alalim.H , G grubunun bir altgrubu olsun.H
altgrubu S kiimesi 1ile iiretilsin.Koset sayma isleminde
kullanilan iki temel gercek

(1) H =< S > oldugundan 8( gi,...,9n ) € S icin Hs = H
dlrs
(2) r¢ gs,...,9n ) € R icin , r(€ gi1,...,9n ) = e oldujundan

( x € G ) bir Hx kosetl icin ,
H 2 rt i i H S

air.

gss € E icin ,

£l.Gat.nnsGn ) = Gas Gas ... Gas

olarak alalim. 8( Gi,---:9an ) € S icin ,
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Ho = H s = H

Hi = Ho 9aa

Ha = Hi gia = Ho 911 gaia

Hs = Hs-1 gas = H gaa Gaa .- Ga>s

He = He—-1 gGae = H §a1 Gaa'... Gae = H

(ijil’.‘.c'ljnkﬁ ¢ GeL-Biy ... Qas-ate " diF . x6 G icin , Ho = H x
sex,

Hi = Ho Qa1

Ha = Hi 9sia = Ho 921 gaia = H X Qa1 gaia

He = Ho Gaa 844 - .. Gae = H B = He

dir.H altgrubunu 1 ile gésterelim.Yani , H altgrubunun
gBstericisl sk 018un.rg9sas€rBanicin;: ,

8( g%, . £.49ni2iW Qi GLav-2.0898%

olsun.Bu durumda , altgrup tablosu ,

Gaia 9aia ey Gaie

3 1
seklindedir.Altgrup tableosu , 1 ile baslayap 1 ile
piter. CUNRRY ., 1 . H altgrubunun temsilcisi idi. k , H

altgrubunun herhangl bir kosetinl gdstermek iizere ,

k gas = q

bagintisi , altgrup tablosunda ,

gaa
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seklinde ifade edilebilir.Her bir

r‘< . 9s,.-..,9s ) =" dai ... Ske

tanimliyicilari icin . birer tanimliyica tablosu
olusturulur.Tanimliyici tablolari ,

gaa gaia o - Il Jaie
1 1
2 2
k k
seklindedir.Bu durumda |, | k) B Riicse e iean - her bir

satir k 1ile baslar ve k ile sona erer.Cinki ,

YU Q.. s 80 7 = Wy Wag 0. il e = &

dir.Her \{retecin ve bunlarin inverslerinin yer aldigi bir
koset tablosu olusturulur.G grubunun involusyon elemanlarai
koset tablosunda tek bir siitunda yer alir.

CLg e G AR g? = e kosulunu sagliyan g elemanina
involusyon ( involution ) denir.)

Koset tablosu ,

PRTW 0 o TR T R e T R e
1
2
k
seklindedir.g € E icin , k , H altgrubunun koseti olmak
Wzere ,
K'g =q
koseti tanimlanir.Tim tablolarda , k.inci satir ,g.inci

siituna q koset gdstericisi yerlestirilir.Burada |,

kg=g s k = qg™?
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oldugundan , tim tablolarda , g.uncu satir g~*.inci siituna
k koset gbstericisi yerlestirilir.Bu durumda , tablolardan
yeni bazil bilgiler elde edilebilmektedir.Yani , tablolar
kullanilarak yeni Dbir koset gdstericisi elde edilebilir.
Bbéyle bir isleme tiimdengelim ( deduction ) ada: verilir.
Tuimdengelim iglemi sonucunda ulasilabilecek ii¢ o0lasilaik
vardir.

Timdengelim sonucunda |,
ki g1 = Qga {=> ki = g1 g.~*
bulunmus olsun.Bu durumda , bu ¢ olasilik ;

(1) Koset tablosunda e TN Y& g: s~ * 1In yerleri
bostur.Bu durumda , ki g yerine i i 9391 yerine
ki1 yerlegtirilir.

(2) Koset tablosunda , ki g1 vVve dgi gi~* in verlerinde
sirasiyla da ve K bulunmaktadir.Bu durumda ,bu
timdengelim sonucunda hic bir yeni bilgi elde edilemez.

(3) Koset tablosunda , ki g1 vVve dgi gi~* yerlerinden en
az birinde farkli bir koset gdstericisi bulunabilir.Yani ,
ayni1 koset iki farkli koset gdstericisine sahip olabilir.
Buna , cakisim ( coincidence ) denir.Bu durumda , koset
gbstericisi olarak daima kiiciik olan alinir.Bdylece -
islemin cok Dbiiyiik sayilara wulasmasi ©Onlenmis olur.Bu
islemler , tum tablolar ayni anda sonuclanana kadar devam
edilir.H altgrubu , G grubunda sonlu indeksli ise islem
sonlu adimda tamamlanacaktir.

Simdi , cakisimlari ortadan kaldiracak bir ydntem verelim:

a & b olmak izere , a ve b sayilari ayni koseti temsil
etgsinler . Her g € G 1icin ,

ag = bg

olsun.Yani , a ve b cakisim durumunda olsunlar.Bu durumda |,
bir denklik bagintisa kuralim.Bu sgekildeki a ve b
sayilarina denktir denir.a < b olsun.Bu durumda 5

sirasiyla su islemlere yapilir:

(1) Tim tablolarda , her g € E icin , bg yerine ag ler
yerlestirilir.

(2) Yeni bir cakisim olup olmadigi kontrol edilir.Bunun
jcin , ag ve bg 1lerin bulunduklari yerlere bakilir.

(a) bg nin yeri bos ise hi¢ bir islem yapilmaz.

(b) bg yerinde bulunan eleman bu denklik sinifinda ise hicg
bir islem yapllmaz.
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(icduirbg nin yerinde bir c elemanl varsa ve ag nin yeri
bogsa , bu durumda , ag yerine c elmani yerlesgtirilir.
(d) ag nin yerinde c¢ , bg nin yerinde <c¢' varsa c ve c'
kosetleri denktirler denir.Yani , ¢ ve o cakisim
durumundadir. ¢ ve c¢c' icin , ayni islemler tekrarlanir.

(3) Tum tablolardan , b.inci satir silinir.

Tlk cakigsim belirlendikten sonra koset tablosunda asagidaki
kosul gerceklenmelidir.

(P § € E {icin ,—ag F B lse bg > =a  oglmalidir.Yani ;
tim ag vyerlerinde b varsa tim bg~? yerlerinde de a
olmalidar.

Eger bir cakisimdan sonra diger bir cakisim daha bulummus
ise koset tablosunda asagidaki kosul gerceklenmelidir.

(P') Ynceki cakisimin sonucu olusan denklik sinifini A ile,
sonraki cakisim sonucu olusan denklik sinifini B ile
gosterelim.Bu durumda ,

gE€EE ,ag =D Dlisk lizere 2a €Ak v Db E€EB icin ,
bvg—l - al

olacak sekilde ., a' € A ve. D' € B -vardir.

URNEK::815.71.¢

CEX=a , | RE & b At a b~ =8 )

ve H = ¢ a > olsun.H altgrubunun G grubundaki indeksini
belirliyelim.

Cozim:

H = ¢ a > oldugundan , altgrup tablosu

a
1 1

geklindedir.Buradan , 1 a = a dir.Koset tanimlarimiz,

a0k b ¢ as skl b , veld =52 8 2 G a2 ant ;

S 4 o » 3 art , 8= 3 b}
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olsun:.—Bunlai- ;- tanimliyicl tablolarinda yerlerine
yerlestirelim.
a*¢ = e 1icin , tanimliyici tablosu ;
a a a a

1 1 1 1 1

2 4 2

3 6 7 3

4 B 2 4

5 2 4 5

6 6

7 3 6 7

8 8
seklindedir. a® bia b2 =@ 1i¢ln ; tahimliyici tablosu ;

a a b a o o

1 1 1 - 4 S=572 1

2 4 2

3 s 2 1 3

4 4

5 2 4 5

6 6

7 3 6 7

8- <=5 7 3 1 1 3 8
seklindedir. 4 b~* = 2 bagintisi , timdengelim ile
elde —ediimis- ~oIup-bu—"<L{=>"-1le gisterilmigtir.Simdi ,
4 b-* = 2 0ldugunu , tanimlyicilari kulanarak gbsterelim.
4 =394 3 2 = 1b @en = AAD ) e s - Aba olur.
1a® —={ 1 sQen ; 4 = (1) ba = laba oldugundan
4 = ( 1a ) aba = la®ba
bulunur. a?bab~2? = e tanimliyicisindan , a?*ba =b? olup ,
4 = l1a?ba sy 4 = 1b* 3
ib = 2 eyt h RS 1D )--b--=-2b = &= 3B
bulunur. 4 = 2b (=) 4b=%: = J4 WHir-
Ayrica , ‘'¢->' 1lile gbsterilen 8a = 7 bagintisi da
timdengelim ile bulunmustur.Benzer sekilde , 8a = 7 oldugu
grubun tanimliyicilari ve tanimli koset gostericileri
kullanilarak gbosterilebilir.Bu durumda ’ tanimliyica

tablolaryl ;
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Q-

a a a a
1 1 1 1 1
2 4 2
3 6 <->'8 7 3
4 5 2 4
S 2 4 5
6 6
v 3 6 8 7
8 7 3 65<~-y+8
a a b a | amt pr*
1 1 ! 2 4 21 1
2 4 4 2
3 6 5 2 1 3
4 4
5 2 4 5
6 6
7 3 6 7
8 7a 3 1 1 3 8
seklindedir.Buradan , " 2," gekt , 1 alt 1indisi 1.inci
timdengelim oldugunu gostermektedir.Buradan , Lot DR
tanimliyici tablosunun 3.incu satirindan 6a = 8
bulunmustur. Bu 5 3.idncu tiimdengelimdir. Tanimliyica
tablolarina , 6a = 8 ifadesini yerlegtirelim.Bu durumda |,
tanimliyici tablolarai ;
a a a E
| 1 1 1 1
2 4 2
3 6 82 7 3
4 5 2 4
5 2 4 5
6 8 7 3 6
7 3 6 8 v
8 7 3 6 8
a a b a b3 b—*
1 1 1 2 4 2, 1
2 4 4 2
3 6 @ ¢-> 5§ 2 1 3
4 EA
5 2 “ 5
6 8 7 6
7 3 ) 7
8 72 3 1 1 3 8
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seklindedir.Buradan , b = timdengelimini elde
ettik.Oysa , tanimlaraimizdan dolayi ,

8 = 3b™* <(=> 8b = 3

idi.Bu durumda
bulunmaktadair:

; 5 wve 3 kosetleri arasinda bir cakisim

(1) Tuim tablolarda , 5 yerine 3 yerlesgtirilir.

{27(4d) Koset tablosunda g € ( a , a~* ; b , b* } 1ic¢cin ,
5g ve 39 yerlerini karsilastirilir.Koset tablosu ,

a ' s b .
1 ! 1 2 3
2 4 & 4,4 1
3 6 7 1 8
4 2 24
5 2
6 8 3
7 3 8
8 7
gseklinde olacakdir.Bu durumda , 5a ve 3a nin yerlerini
kargsilastiralim.
3a = 6 Sa = 2

oldugundan , 2 ve 6 kosetleri arasinda bir cakisim sz
konusudur.Yani , 2 ve 6 kosetleri denktirler.Buradan ,
{ 2,6 } denklik sinifini elde ederiz.

§i€ VAT STt

icin , 59 nin yerleri bostur.

(3) Tim tablolarda , S.inci satair silinir.

Bu durumda , koset tablosu ,

a a~? b b—*

1 1 1 2 3

2 4 3 4 1

3 6 ? 1 El

4 K

6 8 3

7 3 8

Bl 7 ° 3

.gullndedlr-alldl s, 2 ve 6 kosetleri arasindaki cakisim
inceliyelim.
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(1) Tim tablolarda , 6 yerine 2 vyerlestirilir.

(2) Tim tablolarda , g € { a,a~*,b,b™* } ig¢in , tim 6g ve
39 elemanlari karsilastairilair.

(d) 6a = 8 1idi. 6 vyerine 2 kondugunda , 2a = 8
bulunur.Oysa , 2a = 4 seklinde tanimlamigtik.Buradan , 4

ve 8 kosetleri arasinda bir cakisim vardair.

(b) 6a—1 ile 283 elemanlarinil karsgilastiralim.6a—* = 3
b ¥ & )

2a"* = 3
oldugundan , herhangi bir c¢akigim 86z konusu degildir.6b?
ve 6b in verleri bos oldugundan bunlar icin bir islem
yapilmaz.

(3) Tum tablolarin , 6.1incl satiri silinir.

Bu durumda , koset tablosu ,

a - Voud b 0>

1 i 1 2 3
2 4 3 4 1
| » 7 1 8
4 2

i i 8

8 7 2 3

geklindedir.Simdi , ( 4,8 } denklik sinifini ele alalim.

(1) Tim tablolarda , 8 yerine 4 yerlegtirilir.

Ry £ L Aa.a”*:b,p~Y Y igin ;- tum TaEbielaras -, 4g ve -89
elemanlarini karsilastiralim.

(c) A4a Bip. . veri  bostur. Ba = 7 idl. 8 yerline 4
yerlestirildiginde 4a = 7 bulunur.

(b) B8a~* = 2 ve 4a~* = 2 oldugundan herhangi bir c¢akisim
s6z konusu degildir.Bu durumda , hic bir iglem yapilmaz.
() &8 nn. Yerpl  bostur. b = 3 id3 . B yerine 4

yerlestirildiginde 4b = 3 bulunur.

8b~* 1in yeri bostur ve 4b~* = 2 dir.Bu durumda , herhangi
bir islem yapilmaz.

(3) Tuim tablolarin 8.inci satiri silinir.

Buradan , koset tablosu ,
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a ;i b - %
1 1 1 2 3
2 4 3 4 )]
3 2 7 1 4
4 7 2 3 2
7 3 4
seklindedir.Bu durumda , tanimlayici tablolari ,
a a a a
1 1 1 1 1
2 4 7 3 2
3 2 4 7 3
4 7 3 7. 4
£ 3 2 4 7
a a b a s Pt
1 1 1 | 2 4 2 1
2 4 P4y 7 3 4 2
3 2 4 3 2 1 3
4 7 ; 3 1 1 3 4
7 3 2 4 7 E

seklindedir.7b = 7 tiimdengelimi elde edilmigtir.Buradan ,

T {(=> g o SRSl 4

olur .Buradan , a?bab™? = e tanimlayici tablosu ve koset
tablosu tamamlanmig olur.Tum tablolar ayni anda
tamamlanmistir.8yleyse , koset sayma igslemi sona ermistir.
Buradan ,

Ly PSS

bulunur.

Ay Drneal . 2 = 1b~* . 3 =:2a . 4 = 35 . 6 = 4a
tanimlamalari yapilarak cakigsimdan bagimsiz bir sekilde
cb6zelim.Bu durumda , altgrup tablosu degismiyeceginden

fa =% are:
a* = e 1icin , tanimlayici tablosu ;

a a a a

T WN -
N T D W
WN U A -
A
v
W N Ul
A W -
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seklindedir.Buradan 1 5a = 2 timdengelimi elde edilir.
a?bab—2 = e icin , tanimlayici tablosu ;
a a b a b—¢ < .

1 1 1 1

2 3 4 1 2

3 4 5 3

4 5 2 1 1 2a%~>1 4

5 2 3 | 5
seklindedir .Buradan , 2b~*= 4 timdengelimi elde edilir.

2b™* = 4 ve 2 = 4b yi tablolara yerlestirelim.

a a b a - -
1 1 1 | 1
2 3 4 2 8 <513 2
3 4 5 3
4 5 2 1 1 gai=>84
5 2 3 | S
bulgnyrsz 33b~* = 1 tuimdengelimi elde edilir.Bu durumda

tanimlayici tablosu ;

a a b a B b-1
1 1 1 3 4do£x2: 8 1
2 3 4 2 o= 2
3 4 5 3
4 5 2 1 1 2aker R
5 2 3 | S

bulunur.Simdi , 4b~* = 3 timdengelimini kullanalim.

a a b a s o
1 1 1 3 4. .4-% Ja 1
2 3 4 2 dal—> 1 2
3 4 5 3
4 5 2 1 Pat->"¢
5 2 3 4 S | S

bulunur.Bu durumda , 65b~* = 5§ tanimini yapildiginda tim
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tablolar tamamlanmis olur.

a a b a 2 Vgt o i

1 1 1 3 4 LD 34 1

2 3 4 2 3al=> 1 2

3 4 5 5 2 4 3

4 5 2 ] 23572 4

5 2 e 4 5 9 | 5
bulunur.Burada , hic bir cakisim sz konusu degildir.koset
sayma isgslemi tamamlanmistir.Bu durumda , koset tablosu ;

a a-? b < e

1 1 1 3 2

2 3 5 1 4

3 4 2 4 1

4 5 5 3 3

S 2 4 5 5
seklindedir.0 halde , . G 3 M V.=5 dir.Bu durumda , G

grubunun permiitasyon temsili belirlenebilir.
lai=41} } 2a = 3 ' 3a = 4 ; 4a = 5

oldugundan , a elemaninin permitasyon temsilcisi ,
( R8s 539

permiitasyonudur.

1b = 3 A 3P =g, 4b = 2 i 2b = 1

oldugundan , b elemaninin permitasyon temsilcisi ,
¢ 382 )

permiitasyonudur .Bunu ,

asekdRet D 3 4 5 ) v Baaaas .3 §.2.)

ile gbsterebiliriz.Bu permitasyon temsilcileri grubun
tanimliyicilarini gerceklemelidirler. Simdi : bunu
gbsterelim.

at== g Saluulandan , (. (-2 3-4 5 ) )2 = ¢'1 ) olmalidir.

(%2434 S0 ¢ 273 4.5 )

£ola8 2xL33.% )
(g2s@RI Gl a9v D atad-g X -0o8 6.y =0 § )

bulunue-Wehadns —of (.23 - 8.5 3:)3%=-¢C .). dir.Burada ., a'
e b’ permiitasyonlar olmak izere , a'.b' permitasyon
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carpimi soldan yapilmigtir ( yani , ©Once a‘' sonra b').
Cinkdi , ele alinan H altgrubunun sag kosetleridir.Simdi ,
a ve b permitasyon temsilcilerinin

a®*bab~2? = e {(=> a®*ba = b?

tanimliyicilarini gercekledigini gdsterelim.

"D - A=) FEPEN VP ICTFICTYT TL 2 ) (23 48)

( 24 ) (395 ) 1.3 42 ) 2345 )

=1 OEN Y R 5

i

{ 4 995 (%3*2*YH
bulunur.Diger tarafdan ,
Pp*Faks) ( 109T Q07 ¥ 21534472

® (£ & ) C 3 29
bulunur.Burada |,

Gkal1LIBCO3T208= - &P "¢ 3 2 )

oldugundan , a ve b nin bu permitasyon temsilcileri
grubun tanimliyicilarini gerceklerler.Yani , a ve b
permiitasyon temsilcileri ile : G grubunun tiim

elemanlarinin permitasyon temsilcileri elde edilir ( a ve
b 1iirete¢ oldugundan , bunlarin permitasyon temsilcileri de
liretectir).

Eger elde etigimiz ilk koset tablosunu ele alirsak a ve b
~nin yeni bir permiitasyon temsilcisi elde edilir.Bu durumda

B oWt 287 3 )

o EEEAET0 LT I i e Tan S

seklindedir ve de bu permitasyon temsilcileri grubun
tanimliyicilarinl gerceklerler.Burada , grubun her. ikl
permiitasyon temsili de transitifdir.Fakat : reguler
degildirler.

UZELLIK 3.1.1:

Cakigimlara bulunan bir koset tablosunu ele alalim. g € E i
k 4. icin , k ve q koset gistericileri olmak iizere ,

qimckig

olacak gekilde bir koset sayisini ele alalim.Burada ,
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dir.Cakisim islemi uygulandiginda ,

olacak sekilde k'¢ k < g kosulunu sagliyan k' koset
gbstericisi bulunmalidir ( bu durumda , k koset gdstericisi
yerine k' koset gdstericisi yerlegstirilir ).

TEOREM 3.1.1:

Yukarida aciklanan koset sayma islemi tamamlandiginda ,
I G T HTY elde edilir.

(2) G grubunun bir permiitasyon temsili elde edilir.

( Fakat , burada H altgrubunun sag kosetleri sz konusu
oldugundan permitasyon carpiml soldan yapilir.)

Ispat:

Bu yontemde . H altgrubunun koset temsilcileri
tamsayilardir.Her bir koset géstericisi , G grubunun her
bir ureteci ve bu ireteclerin inversleri ile sagdan
carpilmaktadir.Dolayisiyla 1 elde edilen kosetler
sayillardir.K koset gdstericilerinin kimesi olsun. Bu
durumda |,

e O T S Bk | K |

Qir - ey bir " kosgt gUstericlisl Ackn™;" “"her ga € E olmak
iizere ,

a9y = b (=) b gs—* = a

seklinde koset gostericilerinin imaji1 tektir.Burada ,
9. : a —> b : 2" D i) A

gseklindedir.Buradan , her bir gs \{reteci , K  kimesi
lizerinde bir permiitasyon gtstermektedir.Bu permiitasyonu ,

gi

ile gbdsterelim.Buradan ,

( g]. v ga y “«- e = ' gn )

kimesi ile iliretilen grup , K kimesi iizerinde transitif
olmalidir.Yani i ¢ o a,b € K ise 5 Y1 b ye
dbéniigtiiren bir permiitasyon vardir.Buradan , G grubunun

iiretecleri ve Dbunlarin inversleri tanimlayici tablolarini
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olusturduklarindan , her bir
ga
permuitasyon temsilcisi de G grubunun tanimlicilaraina

gerceklemek zorundadir.Buradan ,

Ga j—p> Ga

tasviri , G grubunun ,

Six

simetrik grubu icine bir homomorfisini tanimlar.G grubunun
etkisi altinda , G grubunun 1 elmaninin stabilizeri ,

G =(g€G | (tYg=1 )}

kiimesidir.H altgrubunun temsilcisi 1 oldufundan ve altgrup
tablosundan '

H £ G

olmak zorundadir.Cunku , H , 1 i sabit tutan elemanlar ile
iretilmektedir.l.agrange Teoreminden ,

L |Gl=[G:G1]|GxI

0ldugunu biliyoruz.Ayrica ,

:2) | G | = | Ga | | G(1) '

dir.Burada , 1 permitasyonunun yodringesi ,

Qi) =3l 9(1) | £(g)(1) =g(1) , g €EG )
gseklindedir.Bu , 1 permitasyonunun G grubunun her

elemanina etkisi sonucunda olusan elemanlarin kiimesidir.

£ 56

homomorfisinden |,

| G(1) | = | K |

gur.tTLt) e - (2) ifadelerinin egitliginden

1.8 % e n s =~ LG, 1 | Gt |

£ G ;. CGsrd = | G(1) l = | K |

hijlugut. 2l €C Gs oldugundan LB 1t S akr.

Lagrange Teoreminden ,
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16| wor. 4ok
| H | = | Gx | =
s B9 ve G =64 )
oldugundan ,
G G
fiPediciaivy 6.4
(26" "H) G 264 -3

G gk s - i AR S e N ol

bulunur.[ G : G, 1 = | K | oldugundan ,

o G A S RS . K]

olOr DIger tarartan . f G - H '} < | K | idi.Buradan |,
0T N | K §

bulunur.

NOT 3. 00t

Her sonlu grup , sonlu belirtilebilen grupdur.Fakat , her
sonlu belirtilebilen grup , sonlu degildir.

PO 3.1 .82
G grubu sonlu olmak ilizere , H = < e > alinarak Pt &
grubunun mertebesi , bu yo6tntemle belirlenebilir.Eger , G

grubu sonlu degilse sayma iglemi sonuclandirilamiyacaktair.

NOT 3.1.3:

G grubu sonsuz olsa bile , H =% < e > olmak {zere <
[ G : H 1 sonlu oldugunda , bu ydéntemin sonlu olacag:
ispatlanmigtar.

TEOREM 3.1.2:

Tablolarin 1k F.inel Batairi sabittir.

Ispat:

Bu teoremi ; r lizerinde indiiksiyon uygulayarak
ispatliyalim.Tim tablolar , T Jle basjar. 1 altgrubun
gbstericisi oldugundan cakisim islemi sonucunda tim

tablolarin 1.inci satiri asla silinmez.

Tablolarin . r=i.incl Sgctirinin - sabit' okdulgunu  kabul
edelim.Yani , r-1 satairdaki tum cakisimlar belirlenmis
olsun ve cakisim islemi uygulanmis olsun.
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oS8 £ ) satirinda bir . gakzgsim  bulunsun.i. ; rLinct
satirainda cakisim durumunda bulunan koset g6stericisi
DiSuNe  Gele d .. - ACcin .

i- = g gq

olacak sekilde g € E ve bir q koset gbstericisi vardar.
e b iy oqi 3. 1. . den o, r' < r  glacak seRiae oy koset
gistericisiyle cakisim durumunda olan bir 1. kgset
gdostericisi vardair.

Indiksiyon hipotezinden ¢ 55 8 A a5 Sl - o BT o i cakisim
bulunmadigindan bu bir c¢eligkidir.O halde , cakisim isgslemi

sonucunda ilk r satir sabit olacaktir.

TEOREM 3.1.3:

[ G : H 1 sonlu indeksli ise bu yontem sonlu adim sonunda
tamamlanacaktair.
Ispat:

Teorem 3.1.1. den dolayi ,
N PSS R e | K |

idi.Eger K sonsuz bir kime ise { G.: H ]l -de sonsuz
nlagaktir.Bu da’, hipotez ile Celilgir .0 halde ™ ‘T teorem
dogrudur.
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SONUC =

B6lim 3 deki koset sayma islemi bilgisayara uygulanabilir.
Bu ydntemde siralama s6z konusu oldujundan , bunun programil
yapilirken ,bir tarafi kuyruk ( queue ) yapisina sahip link
yapisi kullanilir.Bu Todd-Coxeter algoritmasi kullanilarak
sonlu belirtilebilen gruplar hakkindaki bilgileri iceren
Grup Tablolari yapilmistir.Grubun karekter tablolari icin ,
B6lim 2 deki bilgiler kullanilmistir.1980 yilinda A.D.
Thomas ve G.V.Wood tarafindan mertebesi 32 ye kadar olan
gruplarin grup tablolara olusturulmustur.Bu grup
tablolarinda B&6lum 2 ve Bdlim 3 deki bilgiler temel
olmak lzere bagka bilgiler de yer almaktadir. Buradaki grup
tablolarinda ,

(1) Grubun mertebesi ve tipi ( yani izomorf olduklari &zel
gruplar )

(2) Grubun elemanlarinin tamsayil temsilcilerinden olusan
islem tablosu

(3) Grubun devresel olup olmadigi
(4) Grubun degismeli olup olmadigi

(5) Grubun altgruplarinin neler oldugu ve bu altgruplarain
mertebesi

(6) Grubun normal altgruplarinin mertebesi
(7) Grubun kamutator altgruplarini

(8) Grubun kamutator altgruplari ile olusgsan bdlim grubunun
mertebesi

(9) Grubun merkezi ve merkezinin mertebesi
(10) Grubun karekter tablosu

(11) Grubun altgruplarinin kafesi

(12) Grubun ic otomorfiler kimesinin mertebesi
(13) Grubun otomorfiler kiimesinin mertebesi

(14) Grubun altgruplarinin ve bdluim gruplarainin tipi ( yani
izomorf olduklari ©6zel gruplar )

bilgileri bulunmaktadir.

1987 Ae Sidney / Avusturalya 'da Warwick Universite
sinde Vax / 780 tipli bir makinada D.F.Holt tarafindan cok
genis bir program yapilmistir.Bu programin ismi , CAYLEY
dir.Grubun tanimliyicailari ve liretecleri girilerek
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yukarida sdzinu ettigimiz tum bilgiler elde
edilmektedir.Cayley programi , milyon mertebeli gruplarin
karekter tablosu veya birkac yiz mertebeli bir grubun
altgruplarinin kafesini c¢ok kisa bir siirede ( 10 dakika
gibi ) verebilmektedir.Ayrica , Cayley programi liretecleri
iizerinde bir free grubu tanimladigimizda , free tasviri
verebilmektedir.Cayley programinin hafizasina , ele alinan
grubun bilgileri kayit edebilmektedir.Bu program tamsayi |,
kime , tasvir , grup , cisim , matris halkasi ve vektdr
uzaylr yapilaraini tanimaktadir.Cayley programi , sonlu bir
grubun permiitasyon temsilcilerini permiitasyon gruplarini
matris gruplarini ve asal mertebeli gruplara
belirliyebilmektedir.Cayley programi bunlardan baska
bilgiler de icermekte olup , su anda Avusturalya 'da
Warwick Universitesi ‘nde calistirilmakta ve
geligtirilmektedir.

Yalniz 3 grup sonsuz ise Cayley programinin yaplsl
bozulmaktadir.Heniz , buna , bir ¢dzim bulunamamis , bunun
icin bir kosul verilememigtir.
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