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OZET

Bu g¢alismamizda davramiglant analiz etmek i¢in kullamilan bir y6ntem
anlatilacaktir . Bu yontem n donem sonrast sonuglar ig¢in tahmin yapma
imkan1 sagladiindan yaygmn olarak kullamlmistir . Giiniimiizde matrisyel
yaklasgimlar ile markov analizinin gergeklestiriimesinde bazi bilgisayar
programlari hesaplamalarda yardimci olmaktadir .
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GIRIS

Markov Analizi , bir degiskenin halihazir  davramiglanni aym
degiskenin gelecekteki davramiglarini tahmin etmek iizere analiz eden bir
yontemdir .

Bu yontem ilk kez Rus matematik¢isi Andrei A. Markov tarafindan
gelistirilmigtir . Markov , bu yontemi ilk defa kapali bir kap igindeki gaz
par¢aciklannmin  davramiglanmi  agiklamak i¢in  kullanmustir . En  genis
kullannm alami ise marka baglhliklan agisindan ve bir markadan digerine
degistirmede miisterilerin davramglarin1 inceleme ve tahmin etme olmustur .

Herhangi bir olaya ait olasihiklardan yola ¢ikilmak sureti ile
gelecege dayali bir takim projeksiyonlarin yapilmasina imkan veren
markov analizi stokastik ( olasiliksal ) siireglerin  simiflarindan  biridir .
Yontemde stokastik sireg temel alinmig ve rasgele deneme ile aym
anlamda kullamlmistir . Rasgele degiskenlerin aldigi herbir 6zel degere
durum denilmektedir . Sayet degiskenimiz kesikli ise kesikli stokastik
siiregten , siirekli 1se siirekli stokastik siregten soz ederiz .

Markov Analizinde " mevcut duruma gore bir sonraki durumun
sarth olasihgr daha onceki durumlardan bagimsizdir " kabulii gecerlidir .
Markov Analizinin  astronomi , fizik , isletme yonetimi ..vb . pekgok
kullanim alam1 bulunmaktadir .

Ik bolim de , markov zincirlerinin esasim olusturan stokastik
sireglerin genel yapist ve smmflan iizerinde durulmustur . Ikinci béliimde ,
parametre uzaymn kesikli yahut siirekli olmasmma gore degisen kesikli
parametreli ve siirekli parametreli markov zincirlerinin matematiksel
ifadeleri yer almaktadir . Son béliimde ise bu analizin isletme yonetimince
hangi konularda kullamlabilecegine dair 6érnekler gosterilmistir .
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BOLUM 1

STOKASTIK SURECLER

Icinde  bulundugumuz XX. yiizyil bir sistem devri olarak
nitelendirilmektedir . Ikinci Diinya Savasi ' ndan sonra , bilim adamlan
evrende varolan maddelerin ve olaylarin teker teker degil , bir sistem iginde
ele almmalanmmin  anlamhi  ¢6ziimlemelere  olanak sagladiklarim
gozlemlemislerdir .! Dinamik bir sistemin elemanlarinin , gerek sistem igi gerekse
sistemler arasi etkilesimleri sistem faaliyetleri iizerinde etkiler yaratmaktadirlar .
Bu etkilerin sistemde yaratmis oldugu etkinin biiyiikliigii belirlenemeyebilir . Bu
etkilerin tahmini olan sistem davramislari ile stokastik siireglerin  temeli
atilmustir .

Stokastik siiregler 1953 yilinda " Stokastik Siiregler " isimli eser ile
J. L .Doob tarafindan ortaya atilmustir 2. Sistemdeki sorunlarin ¢dziimlenmesi
icin sistemdeki tiim etkilesimleri igeren bir model kurulmahidir .Bu kurdugumuz
model bir olasiik dagihmna uygunluk gosteriyor ise bu tiir modeller
" Raslanti Model " olarak isimlendirilir . Bu tiir modeller yardim ile , sistemin
gelecekteki durumlari hakkinda karar verebiliriz .

1.1.Stokastik Siirecler Tamm ve Stokastik Siirecin Temel Ogeleri

X¢, t parametresine gore degerler alan bir rassal degisken iken
{X;:teT} seklinde tammlanan kiimeye stokastik siire¢ler ad1 verilmektedir.
Yani stokastik siireg verilen bir T kiimesinden alinan t bir zaman parametresi
olmak iizere X; rassal degiskenler kiimesidir .

'Kemal Tosun ; /sletme Yonetimi , 1.0. Yaymlan , 1987 ,s. 1
2P Kumar and P. Varaiya ; Estimation,Identification and Adaptive Control , Printice-Hall Co. , 1986
s 57
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T, parametre uzaym ( parametre space ) ifade etmektedir .
Genellikle T bir zaman aralig olarak ele almir ve t e T olacak sekilde t
ile indekslenen rassal degisken ( X; ), sirecin t ammndaki durumu olarak
soylenir 3.

Rasgele degiskenlerin almig oldugu herbir 6zel degere durum (state) adi
verilir . Bir stokastik siiregte X; ' lerin miimkiin degerlerinin kiimesi ise E

olarak adlandirdigimiz durum uzaymm ( state space ) olugturur.
Bir stokastik siire¢ X : T — E seklinde bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir .

1.2.Stokastik Siire¢lerin Simiflandiriimasi

Stokastik siireglerin siniflandinlmasimi siirecin temel &gelerine ya da
bagimlilik iligkilerine gére olmak iizere iki farklh kriterde simiflandirabiliriz .
1.2.1.Stokastik Siireclerin Temel Ogelerine Gore Simflandiriimas:

Bir stokastik siireg parametre ve durum uzaylarimin reel say1 ya da
tam say1 olmalanna gore smmiflandinlabilir .3

Durum Uzay1 ( E )
E:(0,0) Rod Edidao)
T:(0,0) [strekli parametreli siirekli parametreli
siirekli durum kesikli durum
Parametre uzayl s.s. uzayl s.s.
Uzay1(T) kesikli parametreli  kesikli parametreli
T:(1,2,..) sirekli durum kesikli durum
uzayl s.s uzayl s.s

3Petar Todorovig ; 4n Introduction to Stochastic Processes and Their A pplications ,
Springer-Verlag , 1992 ,s. 1

4{lhan Or ; Introduction to Stochastic Models in Operations Research , B.U. Publication ,
1986, s. 51

5Osmz«m Halag ; Kantitatif Karar Verme Teknikleri , Evrim Basim , 1991, s. 101



Siirekli parametreli , siirekli durum uzayh stokastik siire¢ i¢in t zaman
periyodunda herhangi bir andaki envanterdeki hammadde miktar1 ya da
samandira koordinatlarim1 6rmek olarak verebiliriz .

Siirekli parametreli , kesikli durum uzayli stokastik siire¢ igin t zaman
periyodundaki herhangi bir anda magazadaki miisteri say1s1 drnektir .
Kesikli parametreli ve siirekli durum uzayh stokastik siirece Omek
olarak t saat sonunda envanterdeki hammadde miktarn1 veya belirli bir
saatteki samandira koordinatlant gosterilebilir .

Kesikli parametreli ve kesikli durum uzayli stokastik siireg igin ise t saat
sonunda magazadaki miigteri miktari ya da t giinii siiresince talep edilen
araba sayisi Orneklerini vermek miimkiindiir .

Parametre ve durum uzaymin nitelikleri , stokastik siiregleri tasvir
etmek i¢in kullamlan analittk modelin tipini belirler . Ornegin ; kesikli
parametreli ve kesikli durum uzayh stokastik siiregler (sonlu) kesikli olasilik
dagilimlan ile tamimlanabilir .

Baz1 hallerde siirecin parametre ve durum uzayi amaca gore belirlenir.
Ornegin , bir telefon santraline gelen telefonlarda  parametre uzay
kesikli ya da siirekli alinabilir ancak durum uzay: kesikli almmalidir .
Kesikli parametreli siireglerde gozlemler yalmizca belirlenmis zamanlarda
yapilir . Siirekli parametrelerde ise gézlemler tiim olas1 zamanlarda diigiiniiliir .

1.2.2.Stokastik Siireclerin Bagimhihik Iliskilerine Gore Simiflandiriimasi
Bir stokastik siireci karekterize eden temel Ozelliklerden biriside rassal

degiskenler arasindaki iliskilerdir . 7

Bu iligkilere gore siniflandirma su sekilde saglamir :

30s_man Halag;a.ge.,s. 101
Atilla Aslanargun ; Stokastik Siregler Ders Notlar: , Anadolu Universitesi , 1991



a ) Bagimsiz artmal siirecler :  { X; :te T} stokastik siirecinde
i<t <en<ty Olsun . { Xy - X o i), 1>} kimesinin elemanlan
birbirinden bagimsiz iseler X; siirecine bagimsiz  artmali stokastik
siiregler denir .

b ) Duragan siirecler : { X; :te T } stokastik siireci zamana bagh
olmayan bir bilesik dagiima sahip ise ya da rassal degiskenlerin bilesik
dagilm fonksiyonu zaman iginde degismiyorsa bu siirece duragan siireg
denir .

¢ ) Tekrarlayan Siirecler : Siirecin akigim1 etkileyen rassal bir noktanin
varlig1 ile karekterize edilirler . Bu noktaya yenileyici nokta ya da Markov
noktasi adi  verilir . Boyle bir noktaya ulagildiktan sonra siirecin
gegmisteki durumu gelecegini  higbir sekilde etkilemez .

d ) Markov siireci : { X; :te T} siirecinin parametre kiimesindeki
herhangi bir tj<t<....<t, kimesi i¢gin X; 'in degen X;, Xy , Xt,,
........ , Xt,, ' verilen degerlerine gore kosullu dagihim yalmzca X
degerine bagh ise {X; :t € T} siirecine markov siireci denir .

seklinde 1ise bu siirece markov siireci denir . Daha agik bir deyis ile
sirecin bir t,; ammndaki durumu biliniyorsa izleyen t, zamanindaki
durum gegmis t;,t;,.......... , ty» durumlarindan bagimsizdir . Bu ozelllige
markovien ozellik adi verilir .8

Bir devre sonraki davramsi , sadece su anki bulundugu duruma bagh
olan siiregler markov siiregleridir. Markov siiregleri parametre ve durum uzayinin
kesikli ya da siirekli olusuna goére asagidaki bigimde smmflandinlir . ®

8A Bruce Klarke and Ralph L.Disney ; Probability and Random Processes : A First Course with
Applications , John Wiley &Sons Inc. , 1986 , s. 199
“Mehmet Sahinoglu ; Applied Stochastic Processes , Set Ofset Ltd. , 1. Baski , 1992, s. 20



Durum Uzay1

Kesikli Siirekli

Kesikli | kesikli parametreli kesikli parametreli

Parametre markov zinciri markov siireci
Uzay1
Siirekli | siirekli parametreli siirekli parametreli
markov zinciri markov siireci

1.3. n Boyutlu Dagilimlar

Ay RN, i ,thp} T'de n tane noktadan olusan bir kiime
olsun. FA_ ( X;,X; ,.ceeee. 3Ky, )= P XS, , Xt, <%y ) ifadesine
sirecin n boyutlu dagilim fonksiyonu adi verilir .

{X; :te T} gibi genel bir stokastik siirecin olasilik davramslarim
tammlamak igin T'den t;,t5,...... Jdp'in Dbiitin  sonlu  kiimeleri
i~ XNy (I VRIS ; X¢,'in bilesik dagilimina ihtiyag duyanz .

Kisaca" ¢ 6, 5% e T 1 anl 132 i ve her Xj € E
i¢in PLNCER oivnins » Xt, $Xp ) "1 bilmemize ihtiyactmiz vardir . Bu da,
F(Xl Xs 5 X3 geceienes ,xn)—P(Xt‘le, .......... ,than)

10A Bruce Klarke and Ralph L.Disney ; a.ge. , s. 196-197



o G ) B L i F(xq)

siirecin n boyutlu dagilim fonksiyonudur .
1.4. Orneklem Egrisi ( Sample Paths )

Bir stokastik siireci  tammlamanin diger bir yolu da  Oreklem
egrisidir . Q , Omek wuzay ; w'de mimkiin sonu¢ olsun . Q 'nun herbir w
elemanmna sirecin O6rnek egrisi ya da basit fonksiyon denir .

X(t,w) , degiskenin t zamaninda w noktasinda aldig: sayisal
degerdir . Herbir w sabiti i¢cin X (t, w), t'nin bir fonksiyonudur . Bu da
sirecin Orneklem egrisidir ve bu nedenle stokastik siiregler  zaman
zaman tesadiifi fonksiyonlar olarak adlandinlirlar . Ciinkii fonksiyonun
yoriingesi , seg¢ilmis w'ye baghdir. Sabit bir ticin X (t, w) bir raslant:
degiskeni olacaktir .

Q 'mun alt kiimelerine karsilik gelen olasihiklar n boyutlu dagilim
fonksiyonlan igermelidir .

Her{w:ajSX(tj,w)Sbj} gk, 2, 3 sk n

O halde bir stokastik siireg , degerleri zamanin fonksiyonlann olan raslanti
degiskenlerinin bir tiirii olarak diisiiniilebilir .



BOLUM 2

MARKOV ZINCIRLERI

Olasihik  ¢aligmalarmin  pekgogu bagimsiz denemeler siireci 1ile
ilgilidir . Bu siiregler olasihgmn daha ¢ok ta istatistigin temelidir . Bu
siiregler i¢in gorillen iki temel yaklagimdan birisi Biilyilkk Sayilar Kanunu
bir digeride Merkez Limit Teoremi 'dir .

Bir bagimsiz denemeler sirecinde  baghh deneylerin ardigiklik
formlart sézkonusu oldugu zaman her deney i¢in miimkiin sonuglar ve
olasiliklar aymidir . Ayrica , 6nceki deney sonuglarina ait bilgiler sonraki
deneyin sonucu i¢in yaptigimiz tahmini etkilemez .

Modem olasilik teorisi , gelecege yonelik deney sonuglan igin daha
onceki sonuglarin  etkiledigi sans prosesleri i¢in ¢aligmaktadir . Esasinda
tesadiifi deneylerin  ardigikhilign  hesaplandifn =~ zaman  bitiin gegmis
sonuglar bizim bir sonraki deneyimize iligkin tahminlerimizi
etkileyebilecektir .11

Eger ilgilendigimiz durum bir 6nceki duruma bagli ise bu tip
sireglere markov siiregleri ve durum uzayr kesikli olan  markov
surecine de markov zinciri adi verilir .

X1 » Xy bmniia , X, bir denemeler dizisi ise her sonug sistemin
durum uzayr denilen {X;,X,,...... , Xp } sonuglarnin sonlu kiimesine
baghh ve herhangi bir denemenin sonucu en fazla bir énceki denemenin

Uy Laurie Snell ; Introduction to Probability , Mc-Graw Hill , 1989 , 5. 408-409



sonucuna baghh olup ondan evvelki higbir sonuca bagh olmaz ise bu
olasiliksal siirece markov zinciri® denir .12

2.1.Markovien Ozellik

{ Xy :te T} bir kesiki durumlu stokastik sireg ve T reel
sayillarinin ~ bir alt kiimesi olsun.Béylece T , {t: 0 <t<ew } vya da
{1,2,3,...} seklinde olabilir . t; <t, <t;<....... <t, olsun.

ifadesi
P(Xt‘le ) P ( Xt,qu \ thle ) P (Xt3= X3 \ th=X2 ’Xt‘ =X1) ...........

carpimlarina esittir . Bu sekilde devam edilerek asagidaki genel ifadeye
varlir :

Tamm : {X; :te T} bir kesikli durumlu stokastik sire¢ ve T reel
sayillar kiimesinin bir alt kiimesi olsun . E durum uzayindaki her x,,
Xy . epxgppanen T Jdimesindekso 4 oS <. Sk e
neill I 2800%..4 i¢in

P (Xtﬂ_”: Xn+1 \ th = Xpg oeeeen > th—_— xl) e 2 (Xtm-n: Xn+1 \ th = Xp )

seklinde = yukandaki  esitlik ile ifade edilen markov &zelligi
saglamyorsa {X; :t €T }'ye markov siireci denir.!3

12Richard Bronson ; Schaum's Outline Series " Theory and Problems of Operation Research"
Mc-Graw Hill, s. 224
130sman Halag ; a.ge.,s. 102

Y.T.0.
KOTOPHANE DOK. DAI. BASKANLIG
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o S, <ty O ifadesinde t, " yimdikd " e Ot
tye.tpg "geemis " ve th, ise "gelecegi” ifade etmektedir .14

2.2. Kesikli Parametreli Markov Zincirleri.

Daha o6nce yazmis oldugumuz  béliimde kesikli durumlu
ve markovien Ozellige sahip raslanti  siireci olarak tanimladigimiz
markov zincirleri hakkinda genel bir fikir verilmisti . Bu bashk altinda
ise kesikli durum uzayr olan E'ye benzer sekilde T={0, 1, 2,.....}
olarak belirtilen kesikli parametre uzayma sahip markov zincirleri ile
ilgilenecegiz .

2.2.1. Gegis Olasihiklan ve Gegis Matrisleri

Xg - 8=0, 12 seklindeki bir markov zincirinde n adimda
sire¢ 1. durumda iken j. durumda olma olasiig  bir-adim ( one-step )
olasih@1 olarak tamimlamr .13

P(Xps1=Jps1 \ X, ) olasihgmin n'e bagh olmadir varsayilir . Bu
varsayim hem kullamshdir hem de kangik bazi hesaplann kolay ve basit
kilar . Bu varsayima " zaman homojenlik 6zelligi " ya da " homojenlik
ozelligi " denir. O halde her k ve ne T igin homojen o6zellige sahip
bir markov zincirinde ,

Pj =P (X = j \ X =i ) =P (Xpuy =j \ Xp=1i)

seklinde bir-adim olasiliklan ifade edilir ve her n>0 igin aym degere
sahiptir .

}gllhan Or;age.,s. 52
A Bruce Klarke and Ralph L.Disney ; a.g.e. , s. 214
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Gegis olasiliklarn , siirecin baglangig ve izleyen adimlardaki ( devre
~ yada donemlerdeki ) durumlan ile gegis ammna baghdir .

Her j € E igin pj = P(X;=j) olasihgyr ik gegis olasiig
(initial transition probability ) olarak adlandiibr .

Uygulamalarda p; ve pj  olasiliklan teorik  karsiliklardan
belirlenerek ya da datalardan tahmin edilmek sureti ile ayn ayn elde
edilmelidir .

Bir-adim gecis olasiliklan matrisi |

Poo Po1 P> ---ianas Pon
P1o P11 Pio--sioaienanaic. Pin
i
Pno------- Pni------- P -<esveean Pnn ‘J
seklinde ya da ilk olasihklar vektori adi ile p@ = (py, py s wooee. )

seklindeki satir vektorii olarak tammlamir .16 P'deki sayillann tiimii ve
p vektorii sonlu yada sonsuz , baghi olduklann E durum uzayida sonlu
yada sonsuz olabilir .

Bir markov zincirinin geg¢is olasiliklari gegis zamanina bagh degilse |,
markov zincirinin duragan ( stationary ) gegis olasiliklarna sahip oldugu
sOylenir . Sayet gegis olasiliklari duragan ise |

Pij=P(Xpu =)\ Xp=1)=P(X;=) \ Xp=1)

seklinde yazlir .

16 E.S. Buffa and 1.S.Dyer ; Managment Science - Operation Research , Holden-day Inc.
1968 | s. 405-407



2.2.1.1. n Adim Gegis Olasiliklar1 , Gegis Matrisleri ve Stokastik Matris

R.A . Howard markov zincirini bir kurbaganin gél iizerindeki yapraklar
iizerindeki  sigramalarimi  resimleyerek agiklamaktadir .17 Bir  yapraktan
baglayarak digerlerine sigramak sureti ile yaptigi  hareketler gecis
olasiliklarimi agiklamak ig¢in uygundur .

Herhangi bir n , m €T i¢in duragan bir markov zincirinde
P(Xp=j\Xp=1) ya da P(Xpym=]\ Xp=1) olasihgima n-adim
(n step ) gegis olasihgr adi verilir . 18 Homojenlik varsayimimiz altinda
ikinci olasihk m'ye baglh degildir ve ilk olasilik ile aymdir.

n=2 durumunda P (X,=j\X,=1 ) olasih@ iki-devre ( two-step ) gegis
oiasiligr olarak adlandirilir .

Farzedelim ki , k ( hatta belki i yada j) durumu sirecin ilk adunda
ugradign adim olsun . Markovien ozellik kullamlarak 1'den k'ya , k 'dan da j
"ye giderken ki bu iki adimin olasilig1 ,

Pik Pl =P X=k\X=1) P (X, =)\ X;=k) =P (X,=) . X;=k\ X;=1)
seklindedir . p;® =Y py .py' yi gozlemleyebiliriz . Genellestirilmis ifade
K

ile ,

Pi™ =P (Xq=j \Xg=i) =P (Xpem =j\ Xm=1)

17RAHoward Dynamic Probabilistik System , Volume 1, John Wiley & Sons , 1971

18y, Narayan Bhat ; Elements of Applied Stochastic Processes 2nd Edition , John Wiley & Sons ,
1984, s. 33



degeri n-adim gegis olasilignr olarak adlandirilir .

Pij(z) =Y Pik Py formili matris formunda P® =p p=p2
k

seklindedir . Burada P , py kayitlarnnin bulundugu matristir . P@ iki-adim
gegis olasiliklart matrisi , bir - adim gegis olasibklan  matrisinin  kare
matrisi ile teskil edilmistir .

a, ,a ,a3 ,.....,ap seklindeki bir olay ya da bir olaym degigik
durumlarinin ~ s6zkonusu  oldugu ve her bir olayin meydana gelme
olasiliklanmin  ( pj ) farkh oldugunu farzedelim . pj gergekte , a;
olaymdan (ya da durumundan) a; olayma gegiste elde edien olasihiklar
olup ,

pij =P (3 \aj)
seklinde formiile edilebilir .!°

a;,3 ,a3,......,a, olaylanmn meydana geli olasihklarnm daha Once
gostermis oldugumuz gibi P matris formatt ile gosteririz .Bu gegis
olasiiklan matrisi hem bir kare matris hem de stokastik matris
ozellligine sahiptir . Stokastik matris , markov zincirinin temel &gesidir .
Bir markov zinciri gegis olasibklan matrisi ve baglangic olasiliklar
vektorii ile tam olarak tamimlanabilir . Ancak bazi zamanlarda adim
sayis1 arthkca olayr  degisik durumlara erisme olasihi@  baslangig
durumuna  baghi olmayabilir . Bu nedenle bir  stokastk  matris tek
bagina bir markov siireci olusturabilir.

Sayet bir matris stokastik matris ise n. kuvveti de stokastik
matris olur .

Eger bir P stokastik matrisinin n . kuvvetinde hi¢ sifir eleman
yoksa P matrisine diizenli ( regular ) matris denir . Markov zincirlerinde

19€ S Buffa and J.SDyer; a.ge.,s. 173-195
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kullamlan gegis olasihklarn matrisi de diizenli matris 6zelli§ine sahiptir
. Yani, ;

a) Bu matristen elde edilecek herhangi bir sabit olasiik
vektoriiniin (V) tiim elemanlan pozitiftir .

b) P matrisinden elde edilecek p p@,. ... ,p(n) matris  dizisi
giderek satirlann  herbirinin  duragan nokta w oldugu V matrisine
yaklagir .

¢) p  herhangi bir olasithk vektori ise pP , pP® , pP’
vektorlerinin dizisi w duragan noktasina yaklagir .20

2.2.1.2.Baslangi¢ Olasihik Vektorii ve n Adim Olasihik Vektorii

Markov analizinin 1ilk safhasi , baglangic noktas: yani 3 gibi
herhangi bir olaya ait baslangic olasiliklar1  vektériiniin  belirlenmesidir .
Siirecin bagladigi andaki olasiliklara baslangig olasibiklan  vektorii denir

Po(1)=pj=P(Xy=1) Her i1€E igin

Bu vektor daha once ilk olasihiklar vektorii olarak adlandirdigumz p
vektoridiir. Bu vektér , toplami bire esit ve pozitif degerlere sahip bir
satir vektordiir . Bu olasilik vektorimi [, ile gosterelim .

o= (povpr..a ) seklindedir .
n- adim olasilik vektérii ise

2

[Ih= ( Po(n) , Pl(n) ---------- Pm(n) )
e gosterilir .
T ) Jy, neN igin

20Seymour Lipschutz , Probability ( Olasiik ) , Giiven Kitabevi , 1979 | 5. 129
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=P(X-l=in-l\Xn-2=iﬂ-2 ....... ,X()“—"io)

Markovien ozellikten yararlanarak ,
P(Xn=in\Xn_1 =in-l)=P(Xn-l=in-1 \Xﬂ-z =in-2)=P(X0:io)

=Py in Piny i PiPi To
elde edilir 2'. Duragan gec¢is olasiliklarina sahip bir markov modeli gegis
olasihiklart matrisi ve baslangi¢ olasiliklann ile tam olarak belirlenir .

2.2.2. Chapman - Kolmogorov Esitligi

Bu esitik n adim gegis olasiliklarnm hesaplamak i¢in kullanilan
bir yontemdir . Bu esitlikler ,

m
Pij(n)=z Pik(v)-ij(n'v) Bitin 1,j €E ;n; 0<v <n
k=0

seklinde ifade edilir .22

Bu esitlik yalmzca 1. durumdan j. duruma giderken n  adimm
i¢inde v £ n olmak sart1 ile sirecin v admm sonra k. durumda
olacagimi  gosterir . Boylece py (V) Pk (0-V)  kosullu olasthg , i.
adimda baglayan siirecin v adim sonra k. duruma , buradan ( n-v)adim
sonra j. duruma gittigini ifade eder . Boylelikle k iizerindeki tiim kosullu
olasiliklann  toplami Pj; (™) ortaya koymaktadir .
v=1 ve v=n-1 6zel durumlan su ifadeyi verir :

21117.S.Hillier and Gerald J.Lieberaman; Introduction to Operation Research , Holden_Day Inc. ,
968 ,s. 412

22F S Hillier and Gerald J.Lieberman ; a.g.c. , 5. 405-407
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m ;
pij(“)zz pik(n’l).pkj Her i ,j €eE igin
k=0

@_% |
P’ = 2. Pik -Py
k=0

m,n € Nigin

m
pij(n+m)= : 3 pik(m)-pkj(n) Heri,j e E i¢in
k=0

Suna isaret edelim ki pij(z) 'ler P? matrisinin elemanlandir . Bu ifade ilk
gecis olasihklan  matrisinin @~ kendisiyle g¢arpilmasi  ile olusturulnius

m
2. Pik-Pyj elemanlanm da vermek zorundadir .
k=0

Bu esitlikler matrisyel olarak

P(n+m)=Pn pm

seklinde yazilabilir .
2.2.3. ik Déniis Zamam

Bu kavram durumlanin  siiflandinlmasinda kollamlr . Bir 1
durumundan j durumuna ilk defa gegis igin gegen zamana ya da adim
sayisma ilk doniis zamami denir. i durumundan tekrar i durumuna ilk
doniis i¢in gegen zamana yeniden olusum zamam denir .

[k gegis zamanim Tjj ile gosterelim . Tij(k) , 1 durumundan j
durumuna ilk gidigin k adimda oldugunu gosterir .
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T, 1@ aym dagihma sahip raslanti degiskenleridir

fij ise ilk gegis olasiligmi ( duruma ik defa ulasma olasilifimi ) gostersin.
(K =P(Tj=k \ X, =i) ve f5(1)=pj dir.
£;=P(Tj=n)=P(Xn=j, Xpi #J screcc 3, = Xl =1 )

Yani siire¢ 1 durumuna bagladiktan sonra j durumuna ilk kez n adimda
ulagir .23

Pij(n) ile fij(n) arasindaki iligki ,
P(Xp=j\Xp=1)

n
=P[|J Xp=j(vei'denj'ye gecis k adimda)\ X, =1 ]
k=1

n
=Y PXp=j . Xi=j , Xgk, ¢=1,...k-1\ X,=1)
k=1 Ty . o ey

£.5 B } {C}
= kgl P[Xy= )K= i, Xq#3.q=1....k-1:Xg=1 IP[Xy= | Vi q=L,....k- 11Xy = i]

Kosullu olasilik kuralimi uygulayarak
n
=2 PLXymi\ Xl ()
markovien 6zellikten tanimdan dolayr

elde edilir 24

pij (n) =l§l f‘_] (k)p.l] (Il-k)

23F S Hillier and Gerald J.Lieberman ; a.g.e. ,s. 408-409
24Mehmet Sahinoglu ; a.ge. , s. 34
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2.2.4. Durumlarin Simflandiriimas:
2.2.4.1.Tekrarh Durum -Gegisli Durum

Eger P(Tj<x \Xg=j)=1 ise j durumu tekrarhh ( recurrent )
olarak adlandinilir . Bu ise j durumundan baglayarak j'ye bir sonraki
doniigiin olasihgmm ( f i nin ) bir olmasi1 demektir .

Eger P(Tj<o\Xy= j)<1 1ise j durumu gegish ( transient )
olarak adlandirilir . Bu ise sistemin bir daha asla ) durumuna
donemeyecegini ifade eder .2

Omegin E={ 0,1} ve gegis matrisi P ile verilen bir markov
zincirine sahip oldugumuzu varsayalim .

gl
P=
[1/2 1/2]

0durumu P (Tj<o\Xg=j)=fooll) +fp@+.....= 1+0+0+.... = 1 oldugu
icin tekrarhidir. Bununla birlikte P ( Tj<o\Xo=j) =, +£,®+. =12
* i sonucu olan 1/2 < 1 oldugu i¢in de 1 durumu gegislidir deriz .

2.2.4.1.a.Pozitif Tekrarh ve Sifir Tekrarli Durumlar

J durumu tekrarli olsun . E ( Tj\ Xp=] ) degeri sonsuzdan kiigiik ise j
durumu pozitif tekrarh , eger E ( Tj\Xo=]) sonsuza esit ise sifir tekrarh
durum denir . Bu suretle j durumu j durumuna ilk m kez ulagilincaya kadar
gegecek beklenen siire sonlu ise pozitif tekrarhidir . Sayet bu beklenen siire
sonsuz ise sifir tekrarli durum sézkonusudur .

25A Bruce Klarke and Ralph L.Disney ; a.g.e. , s. 226-229
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E(Tj\x0=j)=fjj(1)+z’fjj(2)+3 £5 ...

Sifir tekrarli durumlar yalmizca sonsuz siireglerde olabilir .
2.2.4.2.Peryodik , Peryodik Olmayan ve Ergodik Durumliar

Zincirin bagladiyn j durumuna yalmzca t, 2t, 3t ... t>1 ve
tamsay1 ) zamanlarinda geri donebilmesi miimkiin ise yam farkhh 3§
adimlarinda donebiliyorsa ( 8 > 2 ) j durumuna t peryodu ile peryodiktir
denir .26

pij @ olasihgr n=t,2t,3t, ... degerleri igin bir ve bu degerler
disindaki n'leri¢in sifira esittir .
822 i¢in pj(T=nd , n21) =1 olarak peryodik durum ifade edilir .
Eger t=1 ise j durumuna peryodik olmayan durum denir .

2.2.4.2.Teorem : d, ancak ve ancak pj; @ > 0 sartin1 saglayan tim n'lerin
E.B.OB'1 ise j durumunun peryodu d'dir. Yani,

d=EB.OB {n: pj @ > o } ise j durumunun periyodu d' dir.

Ispat : j durumunun peryodu d olsun. O halde n,d'nin bir kat
degilse  pj; (M) =0 olacaktir .Buradan pj > 0 igin n, d'min bir kati
olmaldir . Yani E.B.O.B d'nin bir katidir .

Simdide d'nin pj > 0 olmak iizere n'lerin E.B.O.B.'u oldugunu
farzedelim . d' > d almwsa d'nin p; > 0 olmak iizere n'leri boldigi
ortaya ¢ikar . Ancak bu d ' nin E.B.O.B. oldugu ile g¢elisir . O halde d
E.B.O.B. 'dur. Béylece j durumunun d peryoduna sahip oldugu goriiliir .

26 A Bruce Klarke and Ralph L Disney ; a.g.e. ; 5. 226-229



Indirgenemez bir siirecin biitiin durumlari aym peryoda sahiptir . Yani
herhangi bir durum peryodik ise diger tiim durumlar da aym peryoda
sahiptir .

Sayet bir durum hem peryodik olmayan bir durum hem de pozitif
. tekrarhi durum ise ergodik durum adim alir.

2.2.5.Durum Smmflan

n eN , n> 0 olmak iizere pjy @ > 0 ise j durumu i
durumundan ersilebilirdir . Eger j' ye 1'den ersilebiliyorsa bu durum
1— ] seklinde gosterilir .

Eger j durumu i'den erigilebilir ve i durumuda j'den erisilebilir ise
1 ve j durumlarna iligkili ( comminicate ) durum denir ve bu durum 14 ]
sembolii ile gosterilir .
[ligkili durumun bir takim 6zellikleri vardir . Bunlar

1 durumu i¢in 1<>i (yansima Ozelligi)
1,j durumu i¢in i<>j ise j<>1i 'dir.( Simetri 6zelligi )
1,)J,kigin iej,jek ise ik 'dir. ( Gegisme ozelligi )

LUS T N T

C durum uzaymm alt kiimesi olsun. i € C ve k ¢ C'ler igin py
=0 1se C kiimesine kapali kiime ( closed set) denir .27 Diger bir ifade ile
C kiimesinin digindaki higbir duruma C ' deki bir a durumundan
erisilemiyorsa C kiimesi kapalidir . Eger C ' deki herbir durum ¢ifti iliskili
ise (yani denklik siifi olusturuyorsa ) o halde C kapah iligkili smmf
( closed communacating class ) olarak adlandirilir .

27Willam Feller ; Introduction to Probability Theory and Its Applications , 2nd Edition ,
John Wiley & Sons , 1964 |, s. 349



Eger durum uzayindaki biitiin durumlar iliskili ise markov zincirine
indirgenemez markov zinciri denir . Sayet E kiimesi iginde kapali kiimeler
mevcutsa markov zinciri indirgenebilir .

Eger pj = 1 ise yam kapahh kiime tekbir durum igeniyor ise ]
durumuna yutucu durum denir . Bu ise j durumuna birkez ulagildigi zaman
zincirin oradan bir daha aynlamayacag anlamina gelir .

Sonlu durum uzayhh markov zincirinin indirgenemez olup olmadig
gegis diyagramlan ( ya da sebeke ) ile belirlenebilir .Gegis diyagramlarn her
bir duruma uygun gelen noktalar ile belirlenen ¢izgi diyagramlardir .

Gegis matrisi P olan bir markov zinciri ele alalim .

/3 1/3 0 0 1/3
B sibanibiif ol
B el 00 . 0.1/3 123
By il sheind
e s, 0@ ]

Bu gecis matrisine uygun diyagram asagidaki gibidir :

(o
s \9

3 gvu SN2

Bu sebekelerde sadece ve sadece , pij>0ve pjj>0 igini ile j arasinda
¢ift yonlii ok vardir .



2.2.6. Ergodik Markov Zincirleri

Sayet E kiimesi i¢inde kapali kiimeler mevcut ise markov zinciri
indirgenebilir . P bir markov zncirinin gegis matrisi olsun . i'den bagimsiz
olarak tim j' ler i¢in

lim p;; () = [l mevecut olur ve 3} [fj=1
N—0 p=1

oluyorsa bu zincir ergodiktir .

Sonlu bir markov zincirinin ergodik olmas: i¢in yalmz ve yalmz
tiim durumlar aperiyodik olmak iizere ve pozitif tekrarli durumlarin sadece
tek bir indirgenemez alt kiimesi olmasi1 gerekmektedir .

Bir gercek hayat siirecinin markov zinciri ile modeli kuruldugu
zaman her zaman ergodik olmayabilir ancak uygulamalarda genellikle ergodik
olmaktadir . Eger siire¢ uzun zaman sonra sonuglamiyor ise o zaman model
genellikle yutucu markov zincini formundadir . Siire¢ bu durumlara girdigi
zaman bir daha siiresiz orada kalir.

Ergodik zincir , matematiksel olarak bir durumdan diger bir duruma
gegisin mimkiin oldugu siireci tamimlar .28 Bu gegisin tam olarak bir
adimda ( devrede ) olmas1 gerekmez . Ama baslangi¢ durumuna bakilmaksizin
bir duruma erisilmelidir .

Biitiin diizgiin zincirler ergodiktir ancak bunun tersi dogru olmayabilir.
Sayet markov zinciri ile kurulan matris diizgin ise n adimda i
durumundan j durumuna gegis olasiig ; n adim sonunda olusacak
gecislerin miktar1 ve belirli bir durumda bulunma olasihk dagilim elde
edilebilir .

285 Laurie Snell ; a.ge. , s. 438-442



" 2.2.6.1. Uzun Dénem Markov Zincirlerinin Ozellikleri

Siirecin uzun sireli davramglarinda baslangig durumu etkilidir .
Uygulamalarda genellikle indirgenemez markov zncirlerinin  uzun dénem
davrams1 incelenir .29

nadim gegis olasihgy n=1,2 ... i¢in
pf® =P (Xy=j \X=i) 1i,j €E

olmak iizere i ve j farkli indirgenemez kiimelerin elemanlann iseler ,
Pjj

ve 1 ve j gegisli durum iseler,

lim py™ = ITj

n-—»w

olur .

n—

n

lim 1/m.) Pij (k) = [; dagihm sozkonusudur . Her i, j € E ig¢in,
k=1

[j20 ve ‘ké: e ]

kosullarimi  saglayan I1j dagilmm vardir . Sayet indirgenemez markov zinciri
ergodik ise |,

lim pij(n)=l'lj Her i ,j € E igin

n—>oo

ifadesi gegerlidir .

[I; artan sayidaki gegislerden sonra sistemin ( sirecin ) j ' de
bulunma olasilig1 olup , baglangi; durumu ve n'den bagimsizdir .

F.S Hillier and G.J.Licberman ; a.ge. , s. 411-415



2.2.7. Markov Zincirlerinde Teorik Yaklasimlar

Markov zincirlerinde pekgok teorik yaklagim sozkonusudur . Ancak
bunlardan en ¢ok kullamilanlar denge durumu ( steady state ) ile yutucu
durum (absorbing state ) ' dur .

2.2.7.1.Denge Durumu Olasihiklari

P gecis olasiliklann matrisi ve E durum uzay: olsun . Eger i ile j bir smmfa
ait ve ergodik iseler lim pij(“) =1II; ifadesi gosterilebilir 30

n—o

Eger IIj degerleri asagidaki ozelliklere sahip iseler ;

M
Bl 0 b
i=0
2. HjZO
M
3. I'Ij=z Oijpy j=0,1,2...,M igin

i=0
ITj " ler markov zincirinin denge durum olasiliklar1 olarak adlandirilirlar .

Yine bu esitlikleri saglayan IT=(IJ; : j € E ) vektorine P'nin denge
olasilik vektorii denir .

Markov  zincirinin  gegis olasihiklan matrisinde n yeterince
biiyiitiildiigii zaman P ™ ' in satrlan aym olma egilimindedir . Yani j
durumu pekgok gegisten sonra I1; degerine yonelir . Denge olasihk vektorii
IT olan bir markov zincirinde IT=TII. P denkleminin tek ¢dziimii IT' dir .
Bir markov zinciri indirgenemez ve aperiyodik ise yalmz ve yalmz

30F S Hillier and G.J Licberman ; a.ge. , s. 413-415



. tim durumlar pozitif tekrarli olmak iizere II = II. P lineer denkleminin
yukanidaki ii¢ sarti saglayan ve denge durum olasihk vektorii olarak
adlandirdigimiz bir I1 ¢6ziimii vardu3!. . Eger P indirgenemez ve bu
denklemin IT gibi tek bir ¢6ziimii var ise o halde zncir ergodik
ve j eE, j=0;12,.... igin I =1/ py 'dir.

2.2.7.2.Yutucu Durumlar

Markov zincirlerinin 6zel bir hali , Onceden bilinen kosullara
erismeyi engelleyen sistemleri tamimlamakta kullamiimaktadir . Bu tip
siiregler yutucu markov zincirleri ile model kurularak incelenirler . Siireg
yutucu duruma girdikten sonra oradan ayriimasi imkansizdir . Zincirin
gecigli durumlan digindaki diger durumlann yutucu durum , kapal kiime
olusturan durum ya da ergodik durum degil ise markov zinciri indirgenebilir
zincir olarak adlandirlir .

E={0,1,2,...M} olan bir markov zincirini ele alalm . Bu
zincirde yalmzca sifir (0 ) durumu yutucu durum digerleri gegisli durum
olsun . O halde pj;=1"dir ve bu yutucu duruma giren her girisin olasihig
yutulma olasii§i olarak adlandirilir . Bu olasiliklar herhangi bir i durumu
i¢in kolayca hesaplanabilir .

Eger E durum uzayinda birden fazla yutucu durum sézkonusu ise
problem daha karmagik olacaktir. {0,1......k} durumlan yutucu olsun .

31Mehmet Sahinoglu ; a.ge. , s. 56-37



Gegis matrisi P,

O = O
- 0 O
‘

seklinde olacaktir .

RSN 1=kl ... RN TS o SO .M (j ve 1 gecish )
Q matrisi herhangi bir yutucu olmayan durumdan diger yutucu olmayan
durumlara tam olarak bir adimda gegis olasiliklarin vermektedir . Yutucu
markov zincirlerin de siirecin n adimda yutulma olasiligi sifirdir . Dolayisi
ile n'in sonsuza gitmesi ile QP'in her bir elemam sifira yaklasir.

R={pij}i=k+l, ....... % - S LS - SN , M (1 gegisli,j yutucu)
R matrisi n. adimda siirecin k. yutucu olmayan durumdan baglamasi
halinde r. yutucu durumda yutulma olasiligim1 verir . Kisaca R matrisi bir

yutucu olmayan durumdan bir yutucu duruma gegis olasiliklarim
icermektedir .

M
fa=pat X Pij- fjk (Herhangi bir i gegisli, k yutucu durum igin )
j=k+1

F={fL) 1=kt ... B L s DU , M (1 gegisli, j yutucu )



(I-Q) daima nonsingular matris oldugu igin
F={I=Q)1:R

esitligi ile verilen P ge¢is olasihklan matrisi  yardum ile yutulma
olasiliklan ( fj ) kolayca hesaplanabilir2 . ( I - Q )'! matrisine temel matris
denir .

Yutucu markov zincirleri analizinde siirecin yutuluncaya kadar yutucu
olmayan her bir durumda kag kez bulunacag: , siireg yutulana kadar
gececek adim sayis1 , siirecin belirli bir yutucu durumda yutulma olasilig
hesaplanabilir .33

2.3. Siirekii Parametreli Markov Zincirleri

Bir onceki bolimde markovien oOzellige sahip kesikli rassal
degiskenlerden olusan markov zincirleri iizerinde durduk . Bu bélimde ise
sirekli parametreli markov  zincirlerine  kisaca degimilecektir . Siirekli
parametreli markov zincirlerinde parametre uzaymmz bir araliktir . Kisa bir
zaman araligindaki davramglann sirekli bir model ile incelenmesi daha

uygundur .

2.3.1. Markovien Ozellik ve Gecis Fonksiyonlar

{X,: te R} ile gosterilen bir stokastik sireg kje E ve
tim n'ler igin  tH <t <t <...... <ty <ty+; olacak sekilde

P ( th-ﬂ A xn-H\ th = Xy yeveees 2 Xt1= xl) > P( Xtﬂ'” g xn+l\ Xt“ . )

32{lhan Or ; a.ge. , s. 29-30
330sman Halag ; a.gee. , s. 129-130



ise { X{} stokastik siireci.bir markov siirecidir .

Her i, € E, t20 ve s20 i¢in P(Xt+s=j\Xt=i)=pij(s) olasiliklan
ise siirekli parametreli markov zincirlerinin gegis fonksiyonlan adi verilir .
Bu ge¢is fonksiyonlarindan gegis matrisi  elde edilir . Eger gecis
fonksiyonlan 1,j € E, t=20 ve s20"'dan bagimsiz ise siirekli parametreli
homojen markov ~zincirleri denir . pji(s) olasiifn zaman araliginin
baslangicina degil yalmizca araligin uzunluguna baghdir .

Surekli parametreli markov zincirleri ile ¢ahgilirken elemanlan Py (t)

olan P (t) ile elemanlann P ( X, =j ) = p; olan p(o) vektoriine ihtiyag
duyanz .

P®)=(po(®),p;®),...c... )
p " sp Nepgusn i)

Fpoo(t) Bl i slicamousy 1
pm(t) p“(t) .......................

P =(pj®)) =

p (t)=p. P () ile p; =Z pi - pjj (t) elde edilebilir .

olasihg elde edilebilir 3.

34A Bruce Klarke and R.L.Disney ; a.g.e., s. 261



2.3.2.Siirekli Durumlarda.Chapman - Kolmogorov Esitligi

Bir markov siirecinin ge¢is olasihklarn herbir 1,j,t > 0 igin ¢
0 < pjj (t) < 1 dzelligine sahiptir .

P(Xees =, Xe=k\Xo=1) =P (X =i Xees=j, X =K) /P (Xp=1)

_PX=i, X=k) P(Xp=iXus=j, %=k

P(Xo=1) P(Xo=1,X;=k)
=P X;=k\Xp=1) P(Xpss77\ Xo =1, Xt =k)
=PX=k\Xp=1)P(Xps=)\ Xt =k )
= Pik (U P (5)

Heri,jvet>0igin,
pij (t+s) = X Pik (1) Pj (5)
k
olusturulmus olur®s . Bu da Chapman - Kolmogorov esitligidir .
Tamm : 0 noktasinda pj (t) gegis olasihigs siirekli olmalidir .Buna gére
1, =

lim py (t) = 2
t—=0

0, 1#]

~

olacaktir . Ayrica gegis olasihiklariher i,j € E , t=0 igin

pj®20 ve 3 pi®=1
jeE

sartlarina sahip olmahdir .

35A B Klarke and R.L.Disney ; a.g.e. . s. 263-264



BOLUM 3

ISLETME YONETIMINDE BAZI MARKOV MODELLERI

3.1.TUKETICI DAVRANISLARI

Pazarlamada temel olgu , tiketicinin satin alma davramglandir .
Pekgok tesebbiis , bu davramiglan yeterince tamimlayabilecek bir analitik
modele ulagsmak i¢in ¢aba sarfetmektedirler . Pazarlama siirecinde kolayca
farkedilmeyen ancak birbirini etkileyen giiglerin yapisi stokastik (olasiliksal )
dir. Bu nedenle pekgok olasiliksal model denemnmistir .Tiiketicilerin marka
degistirme davramiglarina ait ilk model Bernoilli siireci olmustur .Bu siiregte |
daha oOnce bir markamin satin alinmasi ve sonuglan tekrar o markamin satin
alinmasim etkilememektedir . Modelin yapis1 basit olmasina ragmen tiiketici
davramglanmn gergek sartlanmi agik¢a belirtememistir. Bu olaylann yapisina
daha uygun bir model olarak Markov zincirleri kullamlmugtir .36

Pazarda belirli bir iriiniin m tane markasinin varoldugunu farzedelim
. Bir marka segimi igin tiiketici tercihini , yalmzca bireyin iiriiniin belirli bir
markasim kullanmyor olmas: etkiliyor varsaymmm yapahm . X;, n . periyodda
bireysel tercihleri gostersin. X; irinin m markasina karsiik gelen
1,2, 3,....., m degerlerini alabilir . Yeterli sayida tiiketicinin davramglan
gozlemlenmek sureti ile gegis olasiliklan matrisi tahmin  edilebilir . Bu
konuda 1960 yilinda Maffei 37, yalmzca iki markanin bulundugu pazarda
tiiketicilerin marka tercihini tammlamak ig¢in iki durumlu markov zincirini
kullanmustir . Bu iki iiriinii satin alan tiiketicilerin gergek sayisi olarak belirli
bir hata iceren tahmini tiketici sayis1 ile g¢ahsilmigtir . Maffei , bu

36U.Narayan Bhat ; a.ge. ; s. 556-559
37U.N.Bhat , a.ge. , 5.556



¢aligmasinda belirtilmemis .olan bir markanin tiiketicilerindeki artmis olan
kazang ve kaywplarin tabmini degerleri ve degismez davramglan gibi tipik
ozellikleri hesaba katmmstir .Tiiketici davramislannnda markov modellerine
iligkin daha karmagik yaklagimlar Hertiner ve Howard ( 1964 ) , Ekrenberg
(1965 ), Carmen (1966 )........ tarafindan gelistirilmigtir3s .

Lipstein tarafindan zaman bagmli gecis olasiliklan matrisi igeren
markov modelleri , reklamlarin tiikketici davramiglant {izerindeki etkileri i¢in
kullamlmigtir .Bu g¢alijmada A, matrisi elemanlarn n. zaman periyodunda
reklamlarin etkisini temsil etmektedir . R, matrisi ise bu peryod igin
reklamdan oOnceki tiiketici davramiglarimi veren matristir .Agikea ,

Riii= Ryig crmms Fyiliesijeial. ka (1)

A, matrisinin elemanlan reklam harcamalarinin regresyon analizi ile
agiklanir . Boylece eger (b,® , b,® ... , bp™ ) ticari esyann m markas
icin n zaman periyodunda reklamciik maliyetleri ise ve Bijr(n) (r=1,2,
3....,m) regresyon katsayilannin benzeri ise o halde A, matrisinin aij(n)
elemanlan

™ = By (b, @+ B O b, +g; Wp @ (2)

ile agiklanabilir .
n devre gegis olasihiklan matrisi,

(R,RR,....R ) =Ry (RA) (RA) (RA).....(R A )
=R, (RA) RyAA) ........... RyAA, A )

olarak gergeklestirilebilir .
A, elemanlarinin hesaplanmasmnin dolayl bir yoluda

38U N.Bhat ; a.g.e. , 5. 557



R, ! "in varolmasi halinde saglanmustir . ( Bir matris dominant kogegene
sahip ise ve eger bir satirdaki kosegen elemam: aym satirda kosegen
olmayan elemanlarin toplamindan biiyik ise , bu sart matrisinin varolmasi
icin yeterlidir .)

3.2.Pazar Pay: Tahmininde Markov Zincirleri

Markov zincirleriyle pazar payr tahmininde iligkin ,

a ) Tiketicilerin firmalanin mamiillerine kargt marka bagmmlilhig:,
b ) Isletmenin , rakiplerinin miisterilerini kazanma orani,
¢ ) Rekabetten etkilenen miisteri orami

sorularina yamt aranmaktadir .3° Markov analizi ile bu yamtlar aramrken
asagidaki varsaymmlar yapilir .40

Pazar biiyiikligii sabit kalmaktadir .

Tiiketicilerin marka tercihi gegmisteki tercihlerden etkilenmektedir .

[sletmenin gelecek doneme ait pazar payr bu donemdeki pazar payina

baghdir .

4. Pazara yeni rakipler girmemektedir .

5 Tiim tiiketiciler s6z konusu donem iginde esit miktarlarda satin
almaktadirlar .

6. Tiiketicilerin satin alma kaliplan son sekli ile ve diizenli araliklar ile

devam etmektedir .
7. Bu varsaymlar ile gegis olasihiklari matrisi degigmemektedir .

W D -

Denge durumuna ulagildi®n zaman markalar arasi tiiketici kazang ve
kayiplann sonugta € denilecek kadar kiigiiktiir . (t =t -1 )Denge durumu ,
pazardaki gelismeler ile degil gecis olasiliklant matrisinin etkisi ile ortaya
gikar .

39F T Haner and J.C.Ford ; Contemporary Managment , Bell&Howell Co. , 1973 , s. 135-150
40y 1 Verma and C.W.Ross ; Introduction to Quantitative Methods : A Managerial Emphasis

John Wiley & Sons , 1978, s. 532-540
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3.3.Belirsizlik Altinda Gelir-Belirlenmesi

Belirsiz olaylara bagl isletmelerde gelirin belirlenmesinde de bir
markov modeli Onerilmistir. béyle bir olaya iliskin bir 6mek asagidaki
gibidir 41
25.000 agaghk kiigiik bir fidanliga sahip bir firma olsun . Agaglar burada
uzunluklarma gore 10 temel smmf Gizerinde gruplandimimistir .Bu simiflar
markov zincirinin 10 gegisli durumunu olustururlar . Satildiklarni zaman
getirecekleri iki farkli iicret ile agacin Olmesi ya da yanma , hastabik ,
deformasyon ...vb. sebepler ile yokedilmesi ihtimali ii¢ tekrarh durumu
icermektedir . C; $ ( 4-6 ft. uzunlugundaki agaglar i¢in ) ve C, § ( 6 ft." den
uzun agaclar i¢in ) iki farklh fiyat olsun .

Durumlar 1(C,$),2(C; $), 3 (kinntilar) , 4 (0-1 ft.) ,......... , 13 (9-10 ft.) ' dir
| WP PO SES WG e e e s 213
111
2 1
3 1
4 Pa3 | Paa
5 P53 | Psa4
P =
12 P12,13
13| p131 P13,13 ]

Gij » bir agacin i durumundan j durumuna gegis maliyeti olsun

i, =3.4,5,13)
sjj » agacin satisindan elde edilen net pesin hasilat olsun .(i = 8,..., 13
ve j=1,2)
v;, 1 gegisli durumundaki bir agacin gergeklesebilen net degeri olsun.

41y Narayan Bhat ; a.g.¢. , s. 565-569



Q. balds if dafic. i, 13 igin
2 13
Vi= 2 Pijsij-PizCist 2 Pij (i - Cjj)

=1 j=4
13 13

2
=2 PijSij~Pis Cis - 2 Py Cjt 2 Pij Vi M
=1 ™ =4
yazlabilir .
13

2
2. PijSij-Piz Ciz - 2 PjjCij = b
= =4

yazalm .

V ve H v; ve h; elemanh siitun vektorlerini temsil edecek olursa (1)

No 'lu ifade matris formunda
V=H+QV
V=(I-Q)'H

elde edilebilir .

N:{i=4, Sici , 13 ) herbir durumdaki agag sayis1 ve N, N;' nin
siitun vektorii olsun . NTV ise toplam stok miktarin1 verir .

3.4. Pazarlama Stratejisinde Markov Analizinin Kullanilisi

Markov analizinin pazarlama stratejilerinin  belirlenmesinde nasil
yardime1 olacagm agiklamak iizere asafidaki 6rnegi dikkate alalim .42

42Richard I.Levin and Charles A:Kirkpatrick ; Quantitative Approaches to Managment
4th Edition , 1978, s. 555-557



- Birbirler1 ile rakip ii¢ satici igin , ge¢is matrisi asagidaki gibi olsun .

tutma ve kaybetme
A B C
A§0,2 10698 tutma
B 10,1 05 “0% ve
C 102 93ue 8 kazanma

Sayet bu ii¢ firmanin pazarlama stratejisi gegis olasiliklan matrisini
etkileyecek bigimde olmadigi takdirde , denge pazar paylarinin A igin 0,156,
.B i¢in 0,434 | Cigin 0,41 olacagim1 mantiksal olarak soyleyebiliriz .

Kotii performasm iyilestirme gayreti igindeki A saticisi iki yeni pazarlama
stratejisini dikkate alabilir .

1 . Strateji : A saticist1 kendi miisterilerinden daha g¢ogunu elde
tutmaya ¢aligabilir . Strateji 1'in elinde tutma yiizdesini 20 'den 40'a
¢ikardigim1 ve bu degisikligin A 'mn B saticisina  kaybetti§i  miisterileri
azaltmasindan olustugunu varsayalim .

Yeni gegis olasihklan matrisi,

A B b
A |04 04 02
B |01 05 04
C v§o2cagscn @5

seklindedir .

Yeni denge pazar paylan A igin 02; B i¢in 0,4 ;C igin 0,4 olarak
hesaplamr . $imdi A'min performansi daha iyidir . Ancak A 'mn kampanyast
5zellikle B 'ye yonelik olmasmna karsin C ' nin de olumsuz etkilendigi
goriiliir . Ciinkii C, hem A'dan hem de B'den yeni miisteriler kazanmakta
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ama B'den kazandigi A'dan kazandigindan .§imdi B, A'mn staratejisinin
sonucu olarak A 'dan daha az mistenn kazandigindan C'nin B'den kazanci
(0,4)simdi daha kiigiik bir sayiyr simgeleyecektir . A ' min g¢abalart sonucu
C 'nin kazanglarinin daha fazla etkilenmemesi dogal bir sonugtur .

2.strateji : Bir alternatif olarak A saticis1i, pazarlama gayretlerini C'
'den uzaklasan miisterilerin daha biyiikk paymm yakalamak igin
yogunlagtirabilir . A ' nin kampanyasindan C ' den uzaklasan miisterilerin . ,
simdiki 0,2 oram1 yerine , 0,4 orammin A 'ya yonelmesini saglayacak
bigimde tasanimlandig1 varsayilsin .
Gegis olasiliklar1 matrisi §imdi,

A Byark£

A 402 A6 . B2
B 0,1 0,5 0,4
G 0,4 0,1 0,5

seklindedir .

Eger bu tiir bir stratejiden ortaya ¢ikan denge paylarimi hesaplarsak
A'nmn 0,233 ;B 'nin 0,391 ; C'nin 0,376 oldugunu buluruz .

Bu omnekten , iki programin maliyetlerinin aym olmas: kosulunda
ikinci stratejinin agikga daha iyl oldugunu goririz . Yine 2. strateji
durumunda , A ' nin iyilesme gabalann higbir gekilde yoneltilmemis de olsa,
A'mn C'ye yoneltilen pazarlama programi nedeni ile B ' nin kayba
ugradigina  dikkat gekilmelidir . Cinkii B, her ay C'nin misterilerinden
0,3 ' iinii almaktaydi . $imdi A ' mn ¢abalarinin C ' nin miisterilerinden 0,4 '
iini alma konusunda basann1 saglamig olmast nedeni ile B ' nin
degistirenlerden aldig1 pay 0,1'e diigmiistiir . B ; sonunda A'dan, A'nin C'
den almayr bagardifi bazi yeni miigterileri geri alabilecegi i¢in B ' nin
paymin biiyiik bir bigimde kiigiilmemesi dogal bir sonugtur.



Pazar payr tahmininde yapilan varsayimlan anlatirken , matematiksel
islemleri kolaylaghrmak amaci ile hi¢ bir eski miisterinin pazan terk
etmedigini hi¢ bir yeni miisterinin pazara girmedigini varsaymistik .Bu
durumun ortaya ¢ikmasi g¢ok nadirdir . Oyleyse yeni miisterilerin pazara
geldigi ve belirli magazalardan aliy verig ettifi ve eski miisterilerin yok
oldugu ya da pazan terk ettifi daha gergekgi deneyimler hakkinda ne
soylenebilir ? Bu durumda yakin dénemdeki pazar paylan ve dengedeki
pazar paylarina ait kazang ve kayiplarin etkileri ii¢ degiskene dayanir :

1. Her yeni gelenin hangi markadan satin aldig:,

Her yeni tiiketicinin , miigteri almaya son verdi§i anda satin almakta
bulundugu marka ,

Her yeni gelenin marka baghhgxmn , Ppazara miisteri olarak geldigi
zamandaki marka baglihg bigiminden ne olgiide farkliik gosterdigi .

9

W)

Ele aldigimiz firmalann pazarlama problemlerine markov analizinin
uygulanmasi igin gerekli bilgileri temin etmek i¢in firma , bir pazar
aragtirmas1  Orgiitiiniin  hizmetlerini satin  alabilir . Bu orgiitlerin  bazilan
miisterileri i¢in marka baghligi ve marka degistirme verileri toplamaktadir .

3.5. Markov Analizinin Ekipman Tamiri Uygulamasi

Bir mesrubat bayiinin depo yonmeticisi her hafta 24 siselik kasalan
kontrol ederek bunlart " bu hafta yenilenmis ", "1iyi i gorir durumda"
" uygun durumda " ya da " kullamlmayacak kadar hasarli " olarak
siniflandirmaktadir .

Eger bir kasa kullamlmayacak kadar hasarli ise tamir mahalline
gonderilmekte ve burada bir hafta kullamm dis1 kalmaktadir. Depo kayitlan ,
mesrubat kasalar igin uygun gegis olasibiklan matrisi su sekilde verilmis

olsun .43

43Richard I.Levin and Charles A Kirkpatrick ; a.g.e. , s. 557-559
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Yenilenmis . Iyi Uygun  Hasarh

Yenilenmis 0 0,8 0,2 0
iyi 0 0,6 0,4 0
Uygun 0 0 0,5 0,5
Hasarl 1 0 0 0

Bu bayiin muhasebecisi bir kasamin tamir edilmesi maliyetinin
2,5 § oldugunu ve sirketin bir kasamin kullamlmayacak kadar hasarh
bulundugu her zaman iiretim verimliliginden 1,85 $§ kayba ugradigim
soyler. Verimlilik , hasarli kasalarin kamyon yiikleme siirecini yavaslatmasindan
dolay1 diigmektedir .

Hem haftalik beklenen tamirat maliyetini, hem de iiretim verimliligi
kaybin1 hesaplamak i¢in geg¢is matrisinin denge olasiliklarna gereksinimiz
vardir . Denge olasiliklan

Yenilenmig 0,167
Iyi 0,333
Uygun 0,333
Hasarli 0,167

olarak hesaplanabilir .

Bu durumda haftalik ortalama tamirat maliyeti ve iiretim verimliligi
kayb1 ,

0,167x 25$+0,167x1,85% = 0,725 $ ( kasa/ hafta )
olarak bulunur .

Simdi kasalarin kontrol edilip uygun durumda bulundugu zaman
yenilemeyi diisiindiiklerini varsayalim . Bu durumda yeni gegis matrisi ,



Yenilenmis  Iyi Uygun

Yenilenmis 0 0,8 0,21
fyi 0 06 04|
Uygun 1 0 0 ]

seklinde olur . Bu matrisin denge olasiliklar1 sunlardir :
Yenilenmig 0,25

Iyi 0,50

Uygun 0,25

Boylelikle haftalik ortalama tamirat maliyeti ve iretim verimliligi kaybi ,
025x258+ 0 =0,625$ ( kasa /hafta )
bulunur .
Sonugta kasalannn , uygun durumda bulunur bulunmaz tamir
edilmesi bu mesrubat sirketine kasa basina haftada 10 sentten biraz fazla

tasarruf saglayacaktir . Bu sirketin alth bin kasadan fazla kasasi olsa sirket
i¢in bu tasarruf oldukga biiyiiktiir .

3.6. Markov Analizinin Isgéren Verimliligi Uygulamasi

Bu uygulamanin nasil oldugunu bir oOnceki boliimde oldugu gibi
omek iizerinde anlatmaya calisalim 44,

Bayan gecelikleri ireten United Industries , dikis operatdrlerini bir
onceki aydaki verimliliklerine gore dort katagoride toplamaktadir . 1 en
diigiik 4 ise en yilkksek kategoridir . Eskilerde , dikis isgiiciiniin dort
kategoriye dagiim sdyledir: 1= %30, 2= %35, 3 = %25, 4 = %10

44R 1-Levin and C.A Kirkpatrick ; a.g.e. , s. 559
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7 ay oOnce United en biiyiikk birimlerinden , 450 operatér calighran Mt.
Gilead fabrikasna yeni bir Orgiitsel sistem getirmistir . Yeni sistem
operatérleri kendi arzulan ile segtikleri ¢alisma birimlerine smiflamaktadir.
Bu ¢alisma birimleri sadece kendi nezaretgilerini se¢mekle kalmamakta ,
kendi i programlanmi da belirlemektedir . Yeni diizenlemeye gegildiginden
bu yana tutulan kayitlar , fabrika yoneticisine asagidaki iggorenlerin
verimlilifinde aydan aya olan degismeler1 gosteren gegme olasiliklan
matrisini kurmasma olanak saglamaktadir :

Enkiigiik Enbiiyiik
1 2 3 4
Enkiigiik 1 0,5 03 02x %0
2 0,3 04 02 0
3 0,1 02 02y %05
Enbityiik 4 0,1 TRERO, L Ry

Yeni orgiitsel sistemin sonucu olarak verimlilik dagiim agisindan
ne beklenmesi gerektigini bilmek istiyor olalim .Ayrica , operatdrierin ayda
ortalama 700 $ kazandigim1 ve verimlilik kayiplann kategori 1,2,3 ve 4
i¢in swastyla % 40 , % 25, % 15, % 5 oldugunda , bu sistemin her ay ki
uzun dénem yararim bulmak isteyelim .

Denge olasiliklann matrisi su sekilde elde edilebilir :

En biyik 1 0,247
2 0,241
3 0,192

En kigik 4 0,329

Onceki ve yeni sistemdeki aylik verimlilik kayiplarinin hesaplanmasi
igin agagidaki gizelge olusturulur :
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Eski ve Yeni Orgiit Sisteminin Maliyet Kiyaslamasi

Isgoren Kategorisi  Isgoren Yiizdesi Verim Kaybi

1 30 x % 40 = % 12,00

Eski 2 35 x % 25 =% 8,75
orgiit 3. und$ x % 15 =% 3,75
sistemi 4 10 x % 5 =% 0,50
%25x 700 § x 450 iggoren = 78.750 $

1 24,7 X % 40 = % 9,88

Yeni 2 24,1 X % 25 =% 6,03
orgiit 3 19,2 x % 15 =% 2,88
sistemi 4 32,0 x%..3 =% 1,60

% 20,39x 700 $§ x 450 iggoren = 64.229 §

Bu ¢izelgedeki hesaplamalar ile Mt. Gilead fabrikasinin verimlilik
kayiplann agisindan ayda 14.000 $ 'dan fazla bir tasarruf saglama
potansieline sahip oldugu goriilmektedir .

3.7. Markov Analizinin Alacakh Hesaplara Uygulamasi

Markov analizi alacakli hesaplar analizine oOzellikle alacakh
hesaplarin  tahsil edilemeyecek orammin hesaplanmasinda basan ile
uygulanmigtir .45 Bu uygulamay1 , iniversite Ogrencilerine hizmet veren bir
giyim magazasim ele alarak agiklayabiliriz .Bu magaza alacakli hesaplarim
iki grupta toplamaktadiwr : 0 - 60 ginlik ve 61 - 180 giinlik 180 giinden
daha eski alacakli hesaplar , tahsil edilemeyen alacaklar olarak
kapatilmaktadir .

45R 1-Levin and C.A:Kirkpatrick ; a.g.e. , s. 560-563



Miisterilerin alacak hesabmni , hesaptaki en eski 6denmemis faturaya
gore smuflandirilmaktadir . ( Muhasebe de bu yoéntem , eskiyen hesaplarin "
toplam bakiyesi " yontemi olarak adlandinlmaktadir , zira miigterinin toplam
bakiyest , o misterinin en eski faturasimin kategorisinde smiflandinilir . )
Alacakii hesaplarin eskimesi i¢in kullamilan bu yoéntem , su anda 61 - 180
giin grubunda bulunan bir hesabm gelecek ay , eger miisteri eski faturasim
oderse 0- 60 giin grubunda yer almasim olanakli kilmaktadir .

Bu magazanin hali hazirda 6500 §$'lik alacakli hesabi bulunmaktadir ve
gecis kayitlannin analizi ile su gegis olasiliklart matrisi verilmistir :

Odenmis  Tahsil Edilmeyen 0 - 60 giin 61 - 180 giin

— —

Odenmis ) 0 0 0
Tahsil Edilmeyen 0 @ 0 0
0-60 gin 0,5 © 0,3 0,2
61 - 180 giin 0,4 0,3 0,2 0, l_j

Bu gegcis olasiliklan matrisinin ii¢ 6zelligi tartigiimalidir . [k olarak
daire igine alinmig O elemanim ele alin . Bu 0 - 60 giin kategorisindeki bir
dolarin bir aylik bir sire igersinde tahsil edilemeyen alalacakliya
doniismeyecegini  belirtmektedir .§imdi de daire i¢ine almmus 1 degerlerini
ele alalim . Bu degerlerde zamanla dolar olarak tiim alacakli hesaplarin ya
odenecegini ya da tahsil edilemeyen alacakli bigimine doniisecegini
belirtmektedir . Herhangi bir " tutma " olasithi@i 1'e esit oldugunda higbir
zaman denge olasihklarm hesaplamamgtik , ¢iinkii siirecin ya da o sirket ya
da kategorinin tiim pazan (ya da bu durumda oldugu gibi dolarlan ) elinde
tutmas: ile sonuglanacagim biliyorduk . Sonunda tiim dolarlarin ya &denmis
olarak ya da tahsil edilmeyen alacakli olarak sonuglanacagimin gergek
olmasma karsin bu magaza 0 - 60 ginlik ya da 61 - 180 giinliik alacak
kategorisindeki bir dolarin sonugta ya Odenmis ya da tahsil edilmemis
alacaklara varma olasihklanmi bilmekten yarar saglayabilir . Omegimizdeki
magazay1 ilgilendiren bu dort olasihigm belirlenmesi dort asamada

gergeklegtirilebilir :
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1. Birinci asama : Once magazamn ilk gegis olasibklan matrisini her biri
bir harf ile belirlenen dort matrise béleriz .

1 0 0 &
0 1 0 0 ,’
0.5 0 0.3 02 |
0.4 0.3 0.2 0.1

Ikinci asamada (I- Q) matrisini teskil ederiz .
Ugiincii asamada (I- Q) matrisinin inversini elde ederiz .
Son asamada ise (I- Q)" R matrisini hesaplarnz .

[ O

Tim bu islemler yapildig: takdirde ,
1,5254 0,3390— 03 D | 0,8993 0,1017
X ==
0,3390 11,1864 0,4 03 L 0,6441 0,3559
sonucu elde edilir .

Simdi bu sonuglan yorumlayalim . Son matristeki iist swra 0 - 60
giinliik bir dolarhik alacakli hesabr kategorisinin " &denmis " ve "tahsil
edilemeyen " olarak sonuglanma olasihdir . Daha agik olarak , halihazirda
0 - 60 giinliik kategoride bulunanan bir dolarin 6denme olasilig1 0,8983 ve
sonunda tahsil edilmeme oram 0,1017' dir . Aym sekilde ikinci satir , 61 -
180 giinliik kategoride bulunan o6denme olasihgmn 0,6441 , " tahsil
edilemeyen " 6deme olmasmn olasihmin 0,3559 oldugu goriiliir .

Sayet bu magaza basta sOylenilen 6500 $ ' Ik alacakli hesabinin
gelecegini tahmin etmek istiyorsa , Gnce toplammn ne kadarmm 0 - 60
giinliik ve 61 - 180 ginlik kategoride oldugunu belirlemesi gerekir . flk
kategoride 4500 $ , ikinci kategoride 2000 $ bulunuyorsa ,



A

10,8993 0,1017
(45008 2000$) x = (5330,55$ 1169,458%)
0,6441 03559 |

Bu sonug¢ ise sozkonusu magazanin sézkonusu alacakli hesaplarmin
5330,55 dolarmin 6denmis olarak sonuglanabilecegini , 1169,45 dolarimn
da tahsil edilemeyene doniisebilecegi bigiminde yorumlanmalidir .

Eger siipeli alacaklar i¢in rezerv ayirma standart uygulamasi
izlenmekte ise , muhasebecisi en iyi tahmin ile 1169,45 dolarlik bir hesap
olusturmalidir .
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SONUC

Markov analizinin isletmelerdeki uygulamalarinda olasihiklarin elde
edilmesinde en biiyilk yardimci Ornekleme teknigidir . Ornegin , tiiketici
davramiglarinda markalar aras1 gecislerin ne oranda oldugunu tahmin
etmek i¢in , ancak farkli zamanlarda aym segilmis O6rnek grup iizerinde
uygulanacak tiiketici anketleri yardimci olmaktadir . Burada gercege uygun
hareketler belirli bir hata payr ile saptanabilmektedir . Olasiliklarin
hesaplanmasi1 belirli dagilimlara uygulanmak sureti ile teorik olarak elde
edilebilir .

Olasihiklarin  hesaplanmasindan bagka bir takim varsayimlar yapilarak
analize girilmesi hata paylarna sebebiyet verebilir .

Sonu¢ olarak , markov analizi tamimlamalarin dogru sekilde
yapilmasi ile yonetimce yararlamlabilecek bir yontemdir .
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