YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

COK AMACLI LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA
PROBLEM! ICIN COZOM ONERILERT

DOKTORA TEZi
FATMA TIRYAK]

ey, WOROLY
o »;\ng'jf,"“f"'f'; ﬂ“w\. \&\g %
1“'@@@wmﬁm&mw&Wﬁﬁﬁﬁz

1STANBUL, 1993



¢calismalarimda yardimlarinil esirgemeyen, daima
destekleyici ve ydénlendirici olan saygideder hocam
vard .Dog.Dr. Mehmet AHLATCIOGLU'na en igten tegekkir-

lerimi sunaram.

Fatma TIRYAK!



ICINDEKILER

o T ITI
SUMMARY o et e e e e e et v
GIRTS = o o e e et e e e e Y

BOLUM I. LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA

1. KESIRLI (FRACTIONAL) PROGRAMLAMA =——=——=—===———= 1
1.1. Tanimi: ve Farkli Tipleri ---==——c—w-- ———— 1
1.2, Literatiirde Karsilagilan Bazi Kesirli

Programlama Ornekleri —--——-=-—=e———c—oo—m——- 2

2. LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA ~---=-————m———mmemm e 4
2,1, Tanim =————m— e e e e e e e e 4
2.2. Gozlim Yontemleri ~~-———c—em——crr e 6

2.2.1. Defigsken DOniiglimii Yontemi ~—=-=——--= 6
2.2.2. Glincellestirilmig (Updated) Amag
Fonksiyonu Ydntemi -=--—-=-=--e—eeewm- 7

2.2.3. Parametreye Badli Coziim Y6ntemleri 8

BOLUM II. COK AMACLI LINEER PROGRAMLAMA

1. GOK KRITERLI KARAR VERME'DEKI YERI ~-~=----—-—e-- 14
1.1. Cok Amagli Problem'in Uygulama Alanlari--- 16
2. COK AMAGCLI LINEER PROGRAMLAMA (CALP) PROBLEMI~~ 17
3. BAZI TEMEL KAVRAMLAR === o e e e 18
3.1. Karar Uzayi, Kriter Uzayi, ldeal Nokta---~ 18
3.2, Baskinlik (Dominance)-——-—=—m—m—meeem e 19
3.3. Basilamayan (NondOminated)Knngr\mkﬁnﬂeggﬁﬂzo
3.4. Etkinlik (Efficiency) =-—=—=-m=—m=mm=m-m feeen 20"

3.5. Tam Etkinlik (Proper Efficiency)




4. CALP
4.1,

2, Ardisik Siralama Y&ntemi
3. Fayda Fonksiyonu Yaklasimi
4. AJirlikli Toplamlar Yaklasimi
5. Yaklagik Optimallik Analizi
6. Vektdr Maksimizasyonu Algoritmalari
7. Hedef Programlama (HP) Yaklagimi
8. Etkilegimli YOntemler

Ir

PROBLEMININ C¢OZUMU ICIN TEMEL YAKLASIMLAR
Bir Ama¢ Diginda Biitiin Amaglara Minimum
Seviyeler Koyma =—=—r-—cmmc—mce e e ———

———— . — > " i D Vot St B, b i i, o,

BOLUM III, GOK AMACLI LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA

1. GOK AMACLI LINEER KESIRL! PROGRAMLAMA (CALKP)

TANIMI
2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR,
3. CALKP'DA E° ve EY NIN OZELLIKLERT
4, CALKP PROBLEMININ COZUM YONTEMLER?

o o — " W — S UUE Tk D Bt} o Ml T et W T T Sl ) ok S (. GotD i e i SN B Wl o 900 ey S

ORNEK VE TANIMLAMALAR —--

- - — —— O . oot st

4,1, Etkinligin Grafik Olarak Bulunmasi —=-——--—
4,2, Kornbluth ve Steuer Algoritmasi-———==——————
4,3, Benson YoOntemi ==—mem e e
4.4. Hedef Programlama Yaklagimli —-——-———=——=—=-
4.5. Nykowski-Zolkiewski (NZ) Yaklasimi ——————-=

BOLUM IV. CALKP PROBLEMI ICIN C0zUM ONEBRILERI

- ——— o — {1 o Ot (i, P i P bt i, S o S S S

DENK AMACLAR DURUMU
ONCEL1KL1 AMACLAR DURUMU
TOLERANSLI AMACLAR DURUMU

A s G it i W T s B S By T

- Gt o o - . i T — T

———— > S e oy, o Rt it (i D ) i Sy Rl St St B e A Sl b s D it Wl AR ™ o B S S St U Sy B b S D o v Sl i

KONILER, NORMLAR VE METRIKLER
VEKTOR MAKSIMIZASYONU TEORiSt
LINEER ESITSIZLIKLER VE ALTERNATIF
TEOREMLER1

T — o — —— . o S Skl o, i T S, o Sl G W i, i, s V. s o, Ve G i U000 TR P G, s S

YARARLANILAN KAYNAKLAR= == == oo o ot e e e

BZGEGM LG = m = o e o e e e e e e e 2102 ;w

40



III

0ZET

Galigmamizin konusu,g¢ok amag¢li optimizasyon sahasinda
yer alan ¢ok amag¢li lineer kesirli programlama problemidir,
Caligsmamiz ddrt ana bdliimle hedefine ulagmaktadair.

Birinci b&liimde lineer kesirli programlama, ikinci b&-
limde ¢ok amag¢li lineer programlama, Ug¢lincli bdliimde ise g¢ok
amag¢li lineer kesirli programlama problemlerinin tanimlara,
uygulama alanlari, 6zellikleri verilmig ve literatilirden ¢&-
zim ybntemleri ele alinmigtir.

GCaligmamizin orijinal kismini olugturan ddrdiincli b&lim-
de ise ¢ok amag¢li lineer kesirli programlama problemi ig¢in

¢bziim Onerilerimiz yer almaktadir.

Karar verici amaglar arasinda Oncelik tercihi yapmiyor-
sa "denk amag¢lar durumu", ®ncelik tercihleri yapiyorsa "&n -
celikli amag¢glar durumu", 6ncelik tercihleri yaninda tolerans
bilgisini de veriyorsa "toleransli amag¢lar durumu” baglikla-
r1 altinda li¢ ayri ¢bzlm Onerisi takdim etmekteyiz.
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SUMMARY

THE SOLUTION PROPOSALS FOR MULTIPLE OBJECTIVE LINEAR
FRACTIONAL PROGRAMMING PROBLEM

- The subject of this thesis is the problem of multiple
objective linear fractional programming which occupies a
place in the field of multiple criteria optimization. Our
study achieves its aim with four main sections,

In the first section linear fractional programming, in
the second section multiple objective linear programming,in
the third section multiple objective linear fractional
programming are given and also their definition,application

areas, properties and solution methods are considered.

The fourth section, which constitutes orijinal part of
our study, consists of solution proposals for multiple
objective linear fractional programming problem.

In this thesis, we present three separate solution

proposals under the titles that are given below.

1) If the decision maker doesn't give priority to objectives
we can use "the case of equivalent objectives",

2) If the decision maker gives priority to objectives; we
can use "the case of objectives with priority",

3) If the decision maker gives priority to objectives
together with tolerance information; we can use "the case
of objectives with tolerance". o



GIRIS

Kit kaynaklarin nasil en iyi, en verimli gekilde kul -
lanilabilecegi her an rastladiimiz bir sorundur. Bu ekono-
mik davranma arayigi bizi optimizasyon kavramina gOtlirmek -
tedir.

Kesirli programlama problemleri de, belirli kisitlayici
gsartlar altinda, kesirli fonksiyonun optimizasyonu problem-
leridir. Dolayisiyla amag¢ fonksiyonu denilen bu fonksiyonu
maksimum (ya da minimum) yapan g¢bzilimler belirlenmgye gall -
si1lmaktadir. EJer kisitlayici denklemler ve amag fonksiyonu-
nun payl ve paydasl lineer yapida ise problem lineer kesirli

programlama problemidir.

Lineer programlamada, Ornedin k8r maksimizasyonu ya da
maliyet minimizasyonu ele alinirken, lineer kesirli program-
lamada stok/satiglar, k8r/maliyet, yatirim kazanci/sermaye
vs. gibi kesirli formdaki amaglar optimize edilir.

Gergek yagam problemlerinde genellikle optimize edile-
cek amag¢ sayisi birden fazladir ve bu durumda ¢ok amagli
optimizasyon s®6zkonusudur. Bu ¢aligmadaki amacimiz da,
birden fazla lineer kesirli kriter (amag¢) iceren problemler

igin ¢&zilim Onerileri sunmaktir.

Lineer programlama ve ilgili olarak temel matematik

kavramlarinbilindigdi diliglincesi ile galigmamizi dSrt bdliimde - o

topladik.




VI

Birinci b6liimde lineer kesirli programlama probleminin
tanimi, 8zellikleri ve ¢Oziim ydntemleri ele alinmaktadir.

Ikinci bdliimde, ¢ok amag¢li lineer programlama proble -
minin tanimi, ¢ok amagli karar verme sahasindaki yeri, te -
mel kavramlari ve ¢dziimi i¢in temel yaklagimlariana hatla -

riyla verilmigtir.

tglincli bdlim ¢ok amagli lineer kesirli programlama
problemine ayrilmis olup tanimi, temel kavramlari, bir 6r -

nedi ve ¢dzilim ybntemleri anlatilmaktadar.

Caligmamizin orijinal kismini olugturan Adrdiincli béliim-
de ise i¢ mimkin durum i¢in ¢&6zilim Onerilerimiz yer almakta -
dir.

"Denk amag¢lar durumu“nda, karar vericinin amag¢larla il-
gili Snecelik tercihleri yoktur. Yaklagimimizda hedef prog -
ramlama, tek amag¢li lineer kesirli programlama ve kesirli
hedef programlama kullanilarak ¢8ziim bulunmaktadir. YO&ntem

bir Ornek lizerinde de ac¢iklanmaktadir.

"Oncelikli amaglar durumu"nda, karar vericiden amagla-
rin Onem siralamasi istenmekte, bu sira iginde en fazla k
adimda (k amaglarin sayisidir) g¢ok amag¢li lineer kesirli
programlama problemine ¢8ziim bulunmaktadair.

"Toleransli amaglar durumu"nda ise, karar vericiden
amaglarin Onemine gbre siralama bilgisine ilave olarak, her
bir amacin optimum dederinden bir sonraki 6ncelikli amag
lehine yapabilece§i ylizdelik tolerans bilgisi istenmektedir.
Boylece bir sonraki 6ncelikli amag¢lar lehine esneklik sag -
lanmaktadir. Yine en fazla k adimda ¢Oziim bulan nerimiz bir
drnek iizerinde de agiklanmaktadir, o

Galigmamizain sonu¢ kisminda, ne yaptifimiz, hangi“boslu;’
gu kapattifimiz ve bu caligmanin lizerine ileride ne yapilabi~
lecegi konusundaki diiglincelerimiz yer almaktadir.



BOLOM 1
LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA

Programlama problemleri, arzu edilen amag¢glarli gergek-
legtirmede kisitli kaynaklarin daditimini ya da etkin kul -
lanimi ele alir. Bu problemler, temel kogullari (kisitlari)
saglayan ¢ok sayida ¢tzilimlerle karakterize edilir. En iyi
¢bzlim olarak belli bir ¢bziimli se¢gme, problemde ifade edilen
amaca baglidir. Hem problemin kogullarini hem de verilen
amaci en iyi doyuran ¢8zilim, programlama probleminin

"optimum" ¢Oziimlidir (1).

Biz bu bdliimde programlama problemlerinin ya da op -
timizasyonun 6zel bir alt sinifi olan "lineer kesirli prog-
ramlama problemleri" ile ilgilenece§iz. Bu nedenle 6nce ke-
sirli programlamanin tanimini yapalim ve literatiirdeki uy -

gulama 8rneklerini verelim.
1. KESIRLI (FRACTIONAL) PROGRAMLAMA

1.1. TANIMI VE FARKLI TIPLERT

max {g(x) = -37—(:7)- |x es}

seklindeki optimizasyon problemi "kesirli (fractional)*““fw”

(1) GAss, S.I., "Linear Programming,Methods and Appllcatlons”
Mc Graw—Hlll Book Company, New York, 1969, s.3. E



programlama problemi" olarak adlandirilir. Burada
s= {x €R"| hy(x) < by, i=l,...,m}

dirve S lzerinde d(x) > 0 dir. $imdi kesirli programlamanin

farkll tiplerini verelim:

i) Biitiin n(x), d(x) ve hi(x) ler "afin" (affine) ise,
yani lineer bir fonksiyon ve sabitin toplami ise,
probleme "lineer kesirli programlama problemi",

ii) n(x) ve d(x) ler kuadratik fonksiyonlar ve hi(x)ler
afin ise, probleme "kuadratik kesirli programlama
problemi",

iii) n(x) konkav ve d(x) ile h(x) konveks ise probleme

"konkav-konveks kesirli programlama problemi" denir.

1.2, LITERATURDE KARSILASILAN BAZI KESIRLI PROGRAMLAMA
ORNEKLERT

1956 dan bu yana bir hayli kesirli programlama ile
ilgili g¢aligmaya rastlanmigtair.

Gilmore ve Gomory 1963 de kagat endiistrisi ile ilgili
bir stok probleminde lineer kesirli amag¢ kullanmiglardir.
Verilen kasaitlar altinda, artik mallarin kullanilan hammadde
miktarina oranini minimize ederek probleme ¢6zlim Snermigler—
dir.

Mamuliin verimliliinin optimizasyonuna da endlistriyel
alanda sik sik rastlanmaktadair.

Heinen 1971 de kaynak dagitaim probleminde (resource
allocation problem) yatirim kazancini maksimize etmigtir(

Bu, k8rin sermayeye oraninin maksimum yapilacadi anlaminda-



dir (1), Mjelde ise 1978 de kaynak dagitim probleminde k&rain
maliyete oranini maksimize etmistir. Bir baska Ornek enerji
Uretim planlamasidir. Burada baglangi¢ yatirim fonlari ve
diger kaynaklar problemin kisitlarini olugturur. Igletme 4
kdri igletme maliyetine bOliinlir ve bu oran maksimum yapilir.
flave &rnekler olarak, projelere iggliglerinin atanmasi
(assignment) probleminde birim zaman ya da maliyet bagina
kdrin maksimum yapilmasi; yatirimlarin se¢imi probleminde

de kazang orani ya da kérin riske oraninin maksimum yapil-

masi verilebilir (2).

Kazanci, kari, maliyeti ya da sermayeyi tanimlayan
fonksiyonlarin durumlarina g&re kesirli problem; lineer,
kuadrat ik ya da konkav-konveks kesirli programlama problem-

leri olarak tanimlanir.

Zamani igeren oran optimizasyon problemine Ornek ola-
rak Arisawa ve Elmaghraby'nin 1972 makalesi verilebilir. Ya-
zarlar gebeke problemini ele almigtair. Ilave yatairimlarla
proje siiresi azaltilabilir. "Birim zaman bagina maliyetteki
azalmayil maksimum yapacak sekilde, her bir faaliyete mevcut
kaynaklar tahsis edilebilir" fikrinden hareketle yazarlar
lineer kesirli ama¢ olugturmuglardir.

Dolayli bir uygulama Orne§i verelim. Bliyllk 6igekli
lineer programlar ayrigim {(decomposition) prensipleri kul -
lanilarak sonlu sayida kiiglik lineer kesirli problemlere
indirgenebilir. Bu kesirli programlarda amaci olugturan
oran, simpleks metodun minimum oran kuralindan kaynaklanir.
Bu tipteki ayrigim yOntemleri Lemke ve Powers, Abadie ve
Williams, Bell gibi yazarlar tarafindan Onerilmigtir (3).

(L) SCHAIBLE, S., "Fractional Programming:Applications and
Algorithms", EJOR, 7, 1981, s.111-120,.

(2) MJELDE, K.M., "Allocation of Resources According to a
Fractional Objective", EJOR, 2, 1978, s,116-124. . -

(3) SCHAIBLE, s. a.g.e.




2. LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA
2.1, TANIM

Lineer Kesirli Programlama (LKP) Problemi

T
Amag : max f{ Eﬁi_i_ﬁ= z(x)} (1.1)
‘ d'x + 8

Kisitlar

.

x €5 ={x e R | Ax=b, x>0, b€ R™)

seklindedir. Burada c ve d'ler, sirasiyla pay ve paydadaki
fonksiyonlarin n boyutlu katsayilar vektdrleri; x,n boyut-
lu karar degigkenleri vektorli; o« ve B'lar ise sabitlerdir.
Yapilan kabuller, S uygun g¢dziimler kiimesinin & # S c R? ve
kompakt kiime olmasi ve z ama¢ fonksiyonunun paydasinin S de

pozitif olmasi,yani
] T
min { d°x + 8 |x € S} > O
olmasidar.
LKP probleminde su geometrik &zellikler wvardir:

1) Her Z igin (c'x *+ a)-Z(dTx + B) = O hiperdizlem-
leri, {x €R" | z(x)=z} ve r= {x € R" | oTx + a=0
ve a'x + B = 0} kilmelerini igerir. r kiimesine
"rotasyon kimesi" denir. Payin O-ylizey edrisi ile
paydanin O-ylizey edrisi arasindaki tiim kesigim nok-
talari kiimesidir. R 2 de rotasyon kiimesi "rotasyon
noktasi" olarak, R3 de "rotasyon ekseni" olarak ad-
landirilir. Bdylece z ler degigtikge bu hiperdiizlem~
ler lineer programlamada (LP) oldugu gibi birbirine
paralel kaymaz, n-2 boyutlu bu rotasyon kilimesinden

gegerler.



ii) 1ki lineer fonksiyonun orani olan z(x) fonksiyonu

ne konvekstir ne de konkavdir (1,2).

Bbylece z(x), iki lineer fonksiyonun orani olarak
lineer olmayan bir yapida olmasina rajmen, keyfi z-yiizey

egrisi ig¢in

¢ X t a -
de + B

ifadesi diizenlenerek

(c-gd)Tx BE - o

It

lineer denklemi elde edilir. Bu nedenle LKP probleminin op~-
timum ¢8zilimlt varsa, S nin u¢ noktalarindan en az birinde
olusgur.

Ornek: Grafigi Sekil 1.1 de verilen

x, t x, -1
Amag ¢ max{ 1 2 = z}
5xl tx,m 1

N\
o

Kisitlar: 3xl + 2x2

A
w

X1

N
W

)

A\
(=]

S R

LKP problemini ele alalim. Problemin d8rt ug¢ noktasi vardir
ve bu noktalarin amag¢ deferleri de gOsterilmigtir. Kesik
clizgiler pay ve paydanin O-ylizey efrileridir ve rotasyon

(1) BITRAN, G;R., "Experiments With Linear Fractional
Problems", Naval Res. Log. Quart, Vol. 26, 1979,
s. 689-693. ”

(2) Gass, s8.I., a.g.e,




kiimesi r=(0,1) dir. Dairesel ok, lineer kesirli amag¢ fonk-
siyonunun gradyantini gdsterir. Gradyant y&niinde doénme gdz-

Snline alinarsa, x4 in optimal nokta olduju gbrilir.

)
xl = (2,0) zl = —%-
x2 = (3,0) 22 = -
. = (3,3) 2= -
X«/» j - X
N\ c
\ \/ < =(0,3) 2=z 1
tr/vd\
. \
\ \ r:(O,l)

Sekil 1.1.

2.2. COzUM YONTEMLERE

LKP problemlerinin ¢dziim yontemlerini ii¢ ana baglik al-

tinda inceleyelim:

1. Dedigken dOnlistimi yOntemi
2, Glincellegtirilmis (updated) amag¢ fonksiyon yo&ntemi
3. Parametreye bagdli ¢dziim ydntemleri.

2.2.1. Dedigken DOnliglimii YOontemi

Charnes ve Cooper tarafindan 1962 de verilmistir. Pay-
danin kompakt S kiimesinde her yerde pozitif oldufu ve deJis-—
ken donilglimiiniin '

R S
de + B

ile yapi1ldi§i kabul edilir. Bu dOniislim ile amag fonksiYonu

n
X, +
E (c;xip)* ap

i=1




olur. Her i igin Yyi= X0 dbniiglimleri de yapilirsa, LKP
problemi

Amag : max {cTy + apl

Kisitlar: Ay -~ bp = 0
dy +8 =1

0¢<y eR',0sp€R
gseklinde n+l dedigkenli, m + 1 kisitli LP problemine adnii -
glir (1).

Teorem: z(x) in maksimumu,Ax=b, x > 0 1n uygun temel
¢bziimiinde meydana gelir.

Ispatinda gu yardimci teorem gereklidir.

Yardimcl teorem: Ay - bp

1
(=]

T
a'y + Bp

Y

Y, p 20 (y # 0, spesifik bir sayi -
dar))

kisitlarini saglayan her y,p ¢Oziimlerinde p > 0 dir (2).

2.2,2, Giincellegtirilmis (Updated) Amag¢ Fonksiyonu Y&ntemi

Bitran ve Novaes tarafindan 1973 de verilen bu ySntem-
de, kesirli ama¢ fonksiyonurun x noktasindaki b&lgesel
(local) gradyanta

(1) STEUER, R.E., "Multiple Criteria Optimization: Theory, S
Computation, and Application", John Wiley and Sons., Inc.,
1986, s.337-362. ‘ -

(2) SWARUP, K., "Linear Fractional Functionals Programming“;
Op. Res., 13, 1965, s.1029-1036. :




V2 (%) (@'% + 8) ¢ - (cTx +=) d

(7% +8)2

periyodik olarak yeniden hesaplanir. Bu gradyantlar, bir
lineer programlama probleminin ama¢ fonksiyonu katsayilari
olarak alinir ve b&ylece bir dizi LP problemi ¢6ziilerek

LKP problemi ¢oziliir.
Yontemin algoritmasi gdyledir:
Adim 1) i = 0 aliniz.

Adim 2) i i + 1 yapiniz,

it

(1)

Adim 3) x noktasinda ama¢ fonksiyonunun bélgesel

gradyantini: hesaplayiniz.

Adim 4) max {v z(x")x | x € S} problemini ¢gdzerek

x(i 7 ) u¢ noktasini bulunuz,.

adim 5) x50 ' D) 4 M) o6 adim 2 ye gidiniz, aksi
halde Adim 6 ya gidiniz.

Adim 6) x(l), LKP probleminin optimal ¢dzlimiddir.

Bu y6ntem, S nin sinirsiz olmasi durumunda yakinsama-
yabilir (1).

2.2.3. Parametreye Bagli Coziim Yontemleri

LKP problemlerinin ¢&ziim ySntemleri arasinda en genel
ve gOsteriglisi parametrik yaklasimlardir ve 6nemli bir si-

ni1f olustururlar.

(1) STEUER, R.E., a.g.e., s.362




(1.1) problemini

T
A =max { z(x) = ETé_i_E , x € 8}

d'x + B8
seklinde yeniden gbsterelim. Bu problemin optimal g¢g&zilimler
kiimesi X~ Z ¢ olsun.

Parametrik yaklasgimin Onerdigi fikir bu problemi indi-
rekt olarak ele almaktir. vYani, bu probleme bir ¢&ziimiin,

A € R parametre olmak lizere gsu parametrik problemi
T T .
z(1) =max {z (x) = c'x+ a-a(d"x + g) | x€8} (1.2)

gbzme yoluyla bulunabilecedini ifade eder, X*(A), bu
problemin optimal ¢&zilimler kiimesi olsun. (1.1) ve (1.2) ara-
sindaki bad su teorem ile kurulur.

Teorem: x € X olmasi igin g.v.y.s. x € X'(z(x)) dir.
BOylece X" = xﬁ(X) dir. Ayraica, xe X" olmasi i¢in g.v.y.s.
z(A) = 0 olmasidar.

Bu teorem, parametrik yaklagimin temel teoremidir (1).

(1.1) probleminin ama¢ fonksiyonunun payl ve paydasi
afin olduklarindan (1.2) nin amag¢ fonksiyonu da afindir,
oysa (ch + a)/(de + B) orani afin dedildir. Bu yaklasimla-
rin dederi de (1.2) nin (1.1) den daha kolay incelenmesin -
dedir.

Teoremden (1.2) nin optimal ¢&zilimii ayni zamanda (1.1)
in optimal ¢8ziimlidlir. Bu nedenle (1.1)i ¢6zmek, aslainda
z(A) = 0 1 saglayan » = A yi bulmaya esdeferdir. Bu z(A)
nin R de siirekli, konveks ve monoton azalan, A <i igin
z(A) > 0 ve A > % igin z(A) < 0 gibi 8zellikleri vardxrf“

(1) SNIEDOVICH, M., "Fractional Programming Revislted" 3
EJOR, Vol. 33, 1988, s.334-341, P
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(sekil 1.2). Dolayisiyla z(A) =0 1 saglayan ¢bzlim tektir.

Bu diislince ile parametrik yaklagsima dayanan kesirli
programlama algoritmalari, z(A) =0 denklemine bir ¢&zlim ara-
yan iteratif prosediirlerdir. Bir Ornek olarak Dinkelbach
algoritmasini verelim.

Adim 1) z(A) > O saylanacak gekilde A" bularak r= A"

-~

aliniz.

adam 2) (l1.2) problemini ¢8ziiniz. Efer |z(Ar)|g & ise

durunuz. Aksi halde Adim 3 e gidiniz.
ch”+ o
A = ==—— aliniz. Burada x*, (1.2) nin
d x*+ B
Adim 2 de elde edilen optimal ¢Ozilimidlir. Adim

Adim 3)

2 ye geri ddnliniiz.

yontem Sekil 1.2 de kairik c¢izgi ile g8sterildigi tarz-

da X ye yakinsayarak {Ai} leri olusturur. iy, X ye yeteri

kadar yaklagtiginda, yani verilen § > 0 sabiti ig¢in
|Z(Ai)|5 8§ oldugunda iterasyon sona erdirilir (1,2).

AN

z(a)

N
N\

\\l S A=A

0 A "2\ E

Sekil 1.2, Dlnkelbach YOntemlyle Elde Edilen {A } ler ve
Z(A) nin G&sterilisi

A

(1) IBARAKI, T., "Parametrik Approaches to Fractional
Programs", Math. Prog., V. 26, 1983, s.345-362. R

(2) SCHAIBLE, S., "Fractional Programming II, On Dinkelbach si“
Algorlthm", Man. Sci.,vol. 22, No. 8, April, 1976,
s.868-873.
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Temelinde bu dilisiince olan yaklagimlari 1ilk olarak
Isbell ve Marlow 1956 da, Mactos 1964 de kullanmigtir. Daha
sonralari da benzer algoritmalar bagka yazarlar tarafindan

verilmigtir.

Bir bagska parametrik yaklagim diiglincesi de Wolf tara-
findan 1985 de OGnerilmigtir. Wolf,(l.1l) probleminin optimal
¢6zlimiini, bu problemle yakin iligkisi olan ikame bir LP
probleminin parametrik analizini kullanarak hesaplamaktadir.
Bunun i¢in birinci adimda;

Amag n(§) = max cTx + o

Kisitlar : x €8 (1.3)
de + B=8, § €A
lineer parametrik programlama problemi ¢6ziillir. Burada
A ={seR|SN{x € R® | d°x +p=208} £&)

seklindedir. Ikinci adimda;

ma x {—-’laﬁ—)- | 6 € A} (1.4)
probleminin optimal ¢&zlimii hesaplanir.

S nin kompaktlik kabuliinden dolayi A parametre kiimesi
kapalia bir aralik tanimlar. A lizerinde n fonksiyonu slirekli,
parga-parga lineer ve konkavdir. A aralidi S de [Sj,sj +1)

j =1,...,7 gibi alt araliklara ayrigabilir ve her bir alt
aralikta n fonksiyonu lineerdir. Yani, j=1,...,J ig¢in

n(s) = ays + bj , 5e[sj, 85,1 ]
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seklindedir. (1.3) deki parametrik analizden agr bj'

j=1,...J katsayilari hesaplanabilir. n(é§) nin konkavligin-

dan

bj < bj+]_ ]"—'l'-‘.'J'—l

dir. n(8)/8 fonksiyonunun (éj,d dek i tiirevi

j+1)
’ 2
(n(8)/8) =-1b,/8

oldugundan, n(é8)/6 fonksiyonu [dj, araliginda

F ]

bj < 0 ig¢gin tam monoton artan
b, = 0 igin sabit

b. > 0 i¢in tam monoton azalan

dir. O halde AO, (1.4) iin optimal c¢&zlimler kiimesi olmak

tizere,
i) n{(¢8) = ajs seklinde [aj'6j+1 ] araligi mevcutsa

o]

ii) n(a) =a'6+bj, j:l,n-.' Jde bj}fOise,

J
"= {650, b < 0 ise
84 ’ bl > 0 ise
Gj ’ bj—l < 0, bj > 0 ise

olarak a° = (8"} dair.

PR R

BOylece (1.4) probleminin optimal ¢&ziimi 60, (l;&) t

problemi direkt olarak ¢dziilmeden, sadece bj katsayllér;
karsilagtirilarak bulunur.$ € A igin x(s§), (1.3) Un; X" da_

-
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(1.1) in optimal ¢Oziimleri olmak Uzere

x*= U x (8)
sea®
elde edilir. (1.1) in optimal amag¢ fonksiyon deeri de
n(so)/ §° ile hesaplanir (1).

(1) WOLF, H., "A Parametric Method for Solving the Linear
Fractional Programming Problem", Op. Res., V. 33, No. 4,
1985, s.835-841.
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BoLOM I

COK AMACLI LINEER PROGRAMLAMA

1. COK KRITERLI KARAR VERME'DEKI YERI

Gok amag¢li lineer programlama konusuna ge¢gmeden Once
bu konunun “gok Kriterli Karar Verme" (Multiple Criteria

Decision Making) sahasindaki yerini gdrelim.

Cok kriterli karar verme, karar vericilerin birgok kri-
terlere gdre segenekleri (lirlinler, prajeler, vs.) tanimlama-
sina, deferlemesine, siralamasina, derecelendirmesine, secme
ya da reddetmesine yardimci olan kavramlar, yaklagimlar,
modeller ve y®ntemler bltiintidir (l1). Burada kriter ifadesi
bir dederlendirme Olglisiidlir, hedefler {goals-targets) ve
amaglar (objectives) seklinde siniflandirilabilir. Hedef
belli bir noktayi gdsterirken, amag¢ genel olarak bir istek
yonilind gdsterir.

Gok kriterli karar vermenin lc ana unsuru; karari veren
karar vericiler, optimize edilmeye g¢aligilan kriterler kiime-

si ve iginden seg¢im yapilacak secgenekler kiimesidir (2).

(1) COLSON, G., DE BRUYN, C., "Models and Methods in Multiple
Criteria Decision Making", Special Issue of the Journal
Mathematical and Comp. Modelling, Vol. 12, No. 10/11,
Pergamon Press, Oxford, 1989, s.1201.

(2) ZIONTS, S., "Multiple Criteria Mathematical Pprogramming:
An Updated Overview and Several Approaches", in B,Karpak
and S. Zionts, Multiple Criteria Decision Making and
Risk Analysis Using Microcomputers, Springer-Verlag,
Berlin Heidelberqg, 1989, s.7-60.
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GCok Kriterli Karar Verme, segeneklerin yapisina gdre

iki ana baslik altinda incelenir. Bunlar:

i) Cok Nitelikli Karar Analizi (Multiattribute Decision
Analysis)

ii) Gok Kriterli Optimizasyon (Multiple Criteria
Optimization) ya da Cok Ama¢li Matematik Programlama
(Mdltiple Objective Mathematical Programming)

dir. ¢ok nitelikli karar analizinde segenekler kiimesi sonlu
ve ayriktir. Segenekler birer birer ele alinarak birgok kri-
terlere gOre siralanmasi, derecelendirmesi ve dederlendiril-
mesi yapilir. GCok kriterli optimizasyon ise daha g¢ok uygun
segenekler sayisi biiyllkk olan deterministik problemlere uygu-
lanabilir. Secgenekler kiimesi, karar dediskenleri {izerinde
tanimlanmis kisitlarla olusturulur. Ayni anda birden fazla
ama¢ fonksiyonu ele alinir. Her iki baglik altinda da, uygun
secenekler, etkin algoritmalar kullanilarak kiiglik sayida (tek
olabilir) segeneklere daraltilir. Bu daraltma sonucunda bu-

lunan segenekler kiimesi, istenen ¢dzlimler kiimesidir (1).

Biz, g¢alismamizda, GCok Amag¢li Matematik Programlama
lizerinde duracadiz. GCok amagli matematik programlama proble-

mi, genel olarak; x x2,...,xn gibi n tane reel degigkenli

l’
gi(Xl,Xz,...,Xn) < 0’ i:l,z,...,m
kisitlar kiimesi lizerinde

fj(xl'XZ"Oolxn)' j:l,z,...,k

(1) STEUER, R.E., "Multiple Criteria Optimization: Theory,
Computation, and Application", John Wiley and Sons, Inc.
1986, s.5.

. COLSON, G' r DE BRUYN, Co r Q. g-eo ’ S.Vii“lZOl.

. VANDERPOOTEN, D., VINCKE, P.,, "Description and Analysis
of Some Representative Interactive Multicriteria .
Procedures", Math . Comput. Modelling, V.12, No. 10/11
1989, s.1221-1238.

. ROSENTHAL, R.E., "Concepts, Theory and Techniques: ™.
Principles of Multiobjective Optimization", Decision ~
Sciences, V.16, 1985, s.133-152.
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fonksiyonlarini ayni anda optimize (maksimize ya da mini-
mize) eden bir problemdir. Bu problem, degiskenlerin yapi-
larina(siirekli, tamsayi vs.) veya g, ve fj fonksiyonlarinin
yapilarina (lineer ya da lineer olmayan, kesirli, konveks,
tiirevlendirilebilen vs.) gbtre farklilik gbsterebilir (1).

1.1. GCOK AMACLI PROBLEMIN UYGULAMA ALANLARI

Tek amacgli programlamada, k&r maksimizasyonu ya da ma-
liyet minimizasyonu gibi tek bir amag¢ ele alinir. Oysa ger-
¢ek yagsam problemlerinde birden fazla ve de genellikle zit-
lagan amaglar vardir. GCok amagli modelin uygulanabilecegi
problemlere Ornek olarak sunlari verebiliriz:

Petrol Rafineri Programi

Min {maliyet}
Min {ithal ham petrol}
Min {yliksek siilfiirli ham petrol}

Min {Talep durumundan sapmalar}

Uretim Planlama

Max {toplam net gelir}
Min {fazla mesailer}

Min {tamamlanmis mal stogu}

Portfdy Secimi

Max {kar}

Min {risk}

Max {k&r paylari}

Min {hedeflerden sapmalar}

(1) VINCKE, P., "Analysis of Multicriteria Decision Aid in
Europe"' E.J.O.R-' V.25, 1986' Sol60-168o
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Ta§1ma

Min {maliyet}

Min {tasima siiresi}

Max {belli bir proseste taginan liriin}
Min {yakit tiiketimil} (1)

$imdi, genel olarak verilen ¢ok amag¢li matematik prog-

ramlama probleminin lineer tipini inceleyelim.

2. COK AMAGLI LINEER PROGRAMLAMA (CALP) PROBLEMI

GCok amag¢li lineer programlama problemi;

1

Amaglar : max {c™x = zl}
max {czx = 22}
. K
max {c"x = zk} (2.1)

Kisitlar: x € S {x e R" | Ax = b, x »0, b € R™}

geklinde ya da "vektdr maksimumu" formunda

"max" {Cx =z | x € 8} (2.1)

olarak ifade edilebilir (2). Burada:

k : amag¢ sayisi,

c : i. ama¢ fonksiyonunun katsayilari (va da gradyant
vektOrii bilegsenleri),

zgt i. amag¢ fonksiyonunun degeri (kriter dederi),

S : uygun ¢ozilimler bdlgesi,

(1)
(2)

STEUER' RoEo, a.g.e., Sol—S-

ISERMANN, H., STEUER, R.E., "Computational Experience
Concerning Payoff Tables and Minimum Criterion Values
Over the Efficient Set’, E.J.O.R., V.33, 1987, s5.91-97.
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"max" : tiim amaglarin ayni anda maksimize edilecedini
gOsteren ifade,

C : Amag¢ fonksiyonlarinin k x n boyutlu katsayilar
matrisi (matrisin satirlaraini k tane amag¢ fon-
siyonunun ci gradyantlari olusturur),

z : ama¢ fonksiyonlari vektdrii (kriter vektorii)

dir (1).

max {Cx = 2 | x € S} problemine ayni zamanda lineer
vektdr maksimizasyonu problemi (LVMP) de denir ve "x € S
{izerinde z yi maksimize etmek" demektir. Fakat z, vektdr
dederli oldugundan, kriter vektSrleri arasinda biliyiik, kiglik
ya da egit olma geklinde bir mukayese yapilmak istendidinde
bir diizenlemeye ihtiya¢ duyulur. Bu diizenleme, tek amagli
problemlerdeki "optimallik" kavrami yerine c¢ok amagli prob -
lemlere "etkinlik", "baskinlik" kavramlarini getirir. BSy -
lece "max" sOzcligliniin anlami, problemin etkin ¢oziimlerinin
bulunmasi demektir. Karar vericinin (KV) de tercihleri gbz-
Online alindiginda, vektdr maksimizasyonu probleminin anlam-
11 tanimi; "gok tercih edilen kriter vektdrii z'yi hesapla-
mak ig¢in uygun bir x € S yi bulmaktir" geklinde yapilabi -
lir (2).

3. BAZI TEMEL KAVRAMLAR
3.1. KARAR UZAYI, KRITER UZAYI, IDEAL NOKTA
S kiimesi "karar uzay:i"nda uygun bdlgeyi gdsterirken,
z = {z e R | z= Cx , x € s}

kiimesi de "kriter uzayi"ndaki uygun bdlgeyi gdsterir. Yani

Z, S deki tiim noktalarin gdriintii kiimesidir.

(1) STEUER, R.E., a.g.e., s.138,
(2) ROSENTHAL, R.E., a.g.e.
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Ornek:

Z
,
c ...::
Sekil 2.1la. Sekil 2.1b N
cl = {(1,-1) ve 02 = (~-1,2) olan CALP problemini dik -
kate alalim (Sekil 2.la). S nin ug noktalarina ait kriter
vektbrleri
1 1
x = (0,0) z7 = (0,0)
%2 = (1,2) 2% = (-1,3)
x> = (3,3)  z3 = (0,3)
x4 = (4,1) Z4 = (3,-2)

dir. Sekil 2.lb'den, Z bdlgesinin konveks oldudu ve 2 nin
u¢ noktalarinin, S nin u¢ noktalarinin goriintiisi oldugu gd-
riilmektedir.

Tanim:

zz = max {z, (x) | x € 8} olacak gekilde z* =(z1,z; yeor
z;) noktasina "ideal nokta” denir.

3.2. BASKINLIK (DOMiNANCE)

Tanim 1: zl, 22 € RX iki kriter vektdrii olsun.,zl in"

22 yi "basmasi" (dominate) igin g.v.y.s. 21 5> 22 ve 51 £ 22
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olmasidir. (Yani, tiim i ler ig¢in zil 2 zi2 ve en azindan

bir i ig¢in zil > zz2 olmasidair).

Tanim 2¢ zl, z2 € Rk iki kriter vektorii olsun. O hal-

de, zl in z2 yi "kuvvetli basmasi” (strongly dominate) igin

2

g.v.Y.S. z1 > 22 olmasidir. (Yani, tim i ler ig¢in zil >z ol-

masidair).

Tanim 1'i Tanim 2'den ayirdetmek igin bazen "zayif"
(weakly) kelimesi kullanilir. Dikkat edilirse, bir kriter
vektdrl bir diger kriter vektdriinii kuvvetli basiyorsa, ayni

zamanda zayif da basar.
3.3.BASILAMAYAN (NONDOMINATED) KRITER VEKTORLER

Tanim: Z € Z olsun. z nin "basilamaz" olmasi icin
g.v.y.s. Z2 > Z2 ve z £ Z glacak sekilde bir baska z € 72 nin mev-
cut olmamasidir. Aksi halde z, "basilan” bir kriter vektdrdiir.
3.4. ETKINLIK (EFFICIENCY)

Tanim: X € S noktasinin "etkin" (efficient) olmasi igin
g.v.y.s. CX3CX ve Cx # Cx olacak sekilde bir bagka x € S nokta-
sinin mevcut olmamasidir. Aksi halde x, "etkin olmayan"
(inefficient) dar.

Tanim: "X € S nin kriter vektdrii", z = cx € Z dir.

Ornek:

Kriter Degerleri Hangi vektdr tarafindan

Kriter Vektorii z, z, Z4 (ve nasil) basildiga
21 -1 3 4 2% (xuvvetli)
22 2 4 6 e
23 2 2 5 22 (zayif), z° (zayif) -
z4 3 2 5 : |
z5 8 3 -1 z6 (zayaf)
28 8 3 0
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Ornekteki zl, z3 ve z5 kriter vektdrleri, diger vek -

térler tarafindan kuvvetli ya da zayif olarak basilmiglar -

dir. zz, z4 ve 2° vektdrleri basilamayan kriter vektSrleri-

dir.
Ornek: Kriter Dederleri Hangi noktanin kriter
Uygun Nokta 24 z, Z3 vektdrleri tarafindan
basildiga

xt 7 5 -1

x2 2 6 -2

X3 1 1 -2 xlr er X4

‘ 1

x4 5 2 -1 X

x5 9 2 -6

s 1 .2 .3 4 >

Uygun bSlgenin x~, x%, x°, x ve X gibi bes ayrik nok-
tadan olugtudunu kabul edelim. x3 ve x4 noktalari etkin de-
gildir, c¢inki x3 ve x? in kriter vektdrleri basilmistir.

xl, x2 ve x5 noktalar:r etkin noktalardair.

Baskin Kiimeleri Kullanarak Etkinligi Arama ve Grafik
Gosterilisi

Verilen bir x € S noktasinda etkinli§i test etmek igin

bnce "baskin kiime” kavramini sunalim.

Tanim: X € S olsun. c? ,» k tane amag¢ fonksiyonun grad-
yantlariyla olusturulmus "yari-pozitif kutupsal koni"

c2z={yerR" | cy»0, cy£0} U {0 € R}
dir.

Tanim: Baskin kiime

- >
Dg {x} o C

dir, {xX} ile C> nin kiime toplamidir. Yani, X noktasina
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6telenmig yari-pozitif kutupsal konidir.
Baskin kiimeyi yazmanin diger bir yolu
Dy = {(x € R" | x=k +y, Cy 3 0,Cy # 0}

seklindedir. D; baskin kiimesi, kriter wvektorleri, X € S nin

kriter vektdriinli basan tiim noktalari igerir.

Teorem: D; , X € S noktasindaki baskin klime olsun. O
halde, x nin etkin olmasi igin qany.s.Di(ﬂ s={x} olmasidir.

Etkinlik ic¢in su notasyonlari verelim:
E={x es | x, etkindir}

E.={x €es | x, S nin ug noktasidir}

E, = {nix,v) < s |u(x,v), S nin x den ¢ikan ve v y&-

niinde olan sinirsiz etkin kenari-~-
dir.}

Ornek:

Sekil 2.2.

x4.ve x: etkin degildir. Ciinkd Ddn s # {X }ve DsN's ¢{X5}
dir. x etkindir, ¢linki D& N S = x°} dar. Sekil 4.2 de
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E = Y(xl,xz) U Y(X2:X3)

E, = {xl,x2 3

EU= [

¥: konveks kombinezon operatdriidiir (1).
3.5. TAM ETKiNLIK (PROPER EFFICIENCY)

"Tam etkinlik"”, ¢gok amagli karar problemlerinde biiylik
6nemi olan etkinlik kavramina ilave sart getirilerek olustu-
rulmug bir tanimdir ve bu garta uymayan etkin c¢6zilimleri ele-
mek amaciyla verilmigtir.

Tam etkinlik tanimi ilk olarak Kuhn ve Tucker tarafin-
dan 1951 yilinda ortaya atilmig, Geoffrion ise 1968 de gelig-
tirilmis tanimini vermigtir (1l). Geoffrion'un bu tanimini
vermeden once,eder x € S etkin ise; bir y noktasinin bir
amagta x i gegtigine, yani zi(y) > zi(x) olduguna ve sonra x
noktasinin y yi ge¢tigi bir bagka amacin, Srnedin zj amacinin
olmasi gerektigine dikkat edelim (aksi halde x, y tarafindan
basilir ve etkin olamaz).

Tanim : x, y, i ve j ler son ifadedeki gibi tanimlan-
mig olsun. O halde, her y,i,j ig¢in

zi(y) - 24 ()
z. (x) - z,(y) § M
] J

seklinde tanimlanmig M > 0 skaleri mevcut ise x etkin noktasi,

"tam etkin" dir.

(1) STEUER, R.E., a.g.e., s.145-154.

(2) ISERMANN, H., "Proper Efficiency and the Linear Vector
Maximum Problem", Op.Res., V.22, 1974,s.189-191.

GULATI, T.R., ISLAM, M.A., "Proper Efficiency in a Linear
Fractional Vector Maximum Problem with Generalized
Convex Constraints", EJOR, V.36, 1988, s.339-345,



24

Bu tanimdaki oran, ¢6ziimiin x den y ye defigsmesinden
meydana gelen i. amagtaki artigin, j. amacgtaki azalmaya
b8limiidiir. Yani, tam etkin x noktasi igin, 8yle bir M > 0
sayisi vardir ki, her i ig¢in ve en az bir j igin, j. amag-
taki kayiba gSre i. amagtaki marjinal kazang,bu M ile list-
ten sinirlidir. EJer bu oran sinirlandirilmazsa, dedismede
z4 deki son derece kiiglik bir azalma ig¢in z; de oldukga bilylik
artis elde edilebilir. BSyle bir degigsme, rasyonel kigi ta-
raflndan asla kabul edilmeyecedinden, karar verici daima

tam etkin noktalari segmelidir (1).

Isermann 1974 de CALP problemlerinin her etkin ¢&ziimii-
niin tam etkin oldugunu ispatlamistir.

CALP'da Etkin C6zilimlerin Ozellikleri

Yardimcl Teorem. l: X € S nin, GALP probleminin bir
etkin ¢oziimli olmasi ig¢in g.v.y.s.

Amag ! max dTy (a > 0
Kisitlar: =b ‘ (2.2)

-CX + Iy = - Cx

X?OIYZO

LP probleminin §=0 olan R,J optimal ¢&ziimiinlin olmasidir. Bu-

rada I, k x k boyutlu birim matris ve d € Rk dair.

Yardimci Teorem 2: X € S nin, CALP probleminin bir et-

kin ¢6ziimi olmasi igin 9.V.Y.§.

Amag : Min (uTb - wiCx)
Kisitlar: u'A - wiC 3 0° (2.3)
we 5 dr > o
(1) CHOO, E.U.,"Proper Efficiency and the Linear Fractional .
Vector Maximum Problem", Op.Res., V.32, No.l, 1984,
s. 216-220.
ROSENTHAL, R.E., a.g.e.
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LP probleminin G b- @ Cx = 0 olan T, 4T optimal ¢oztmi-

niin olmasidir.

Bu iki LP problemi birbirinin dualidir. Dualite teori-
sinden, &, ¥ nin (2.2) nin optimal ¢&zilimli olmasi i¢in g.v.y.s.
(2.3) tin 07, @ optimal ¢Bzimintn olmasi ve d g= 4'b - @ CX
olmasidir. Bdylece x € S nin CALP probleminin etkin ¢bziimli ol-
masi igin g.v.y.$. @'b - @ C%X = 0 = dTy olmasidair.

Teorem l: X € S nin CALP probleminin bir etkin g¢bziimi
olmasi i¢in g.v.y.g.tlim x € S ler igin voTcx > v°Tex  olacak
gsekilde tam pozitif bilegenleri olan vO € Rk vektSriintin mev-

cut olmasidar.

Sonug¢: CALP probleminin tiim etkin ¢dziimler kiimesi, ¢ok
parametreli LP

oTcx | A x=b, x> 0} (v > 0)

Max {v

nin optimal ¢dzlimler kiimesi ile Ozdesgtir.

Teorem 2: X, GALP probleminin etkin ¢dziimii ise, ayni
zamanda bu problemin bir tam etkin ¢dzimiidiir (1).

4. GALP PROBLEMININ ¢OztUMU 1CIN TEMEL YAKLASIMLAR
4.1. BIR AMAC DISINDA BUTUN AMACLARA MINIMUM SEVIYELER KOYMA
Bu yaklagimda i, ama¢ maksimum yapilmak {izere seg¢ilir

ve diger amaglar dj (3 £ i, j=1,...,k) alt seviyeleri ile
kisitlara katilir. Matematiksel olarak yaklagim;

Amag : Max cix
Kisitlar : clx > dj (3 £ 1, j=1,...,k)
X €8

(1) ISERMANN, H., a.g.e.
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LP problemi geklinde ifade edilir (1).

k-1 tane amacin kisitlara katilmasindan dolayi bu LP
probleminin uygun b&lgesi, § nin bir alt kiimesidir. Sonra
bu "daraltilmig uygun bélge” {izerinde seg¢ilen amag maksimum
yapilair.

Bu yaklaslm sezgiseldir. (Clinki, hangi amaglarin hangi
alt sanirlarla kisitlara donligtlirilecedi genig Slg¢lide kulla-
nicinin deneysel duyusuyla belirlenir (2).

4.2. ARDISIK SIRALAMA YONTEMI

Bu ydntemde KV den, amaglari onem derecesine gdre si-
ralamasi: istenir. Bulunacak ¢&zlim, amaglari en &nemli olan-
dan baglayarak, &nem sirasina gfre timiini maksimum yapan

¢Ozlimdiir.

(2.1) problemindeki k tane amacin indisleri, ayni za -
manda KV nin Onem siralamasini gostersin. Ybntem gbyle ga -

lisir:

Birinci adimda, max {zl(x) | X € S} problemi ¢oziilerek

zi dederi bulunur. Problemde alternatif ¢8zlim varsa, ikinci

adimda;
2
Amag : max {c"x = 22}
Kisitlar: clx = z;
X €8

problemi gdzlilerek z, dederi bulunur. Alternatif ¢&ziim var-
sa, Uglincl adimda;

(1) ziONTS, S., a.g.e.,
(2) STEUER, R.E., a.g.e., s.203
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3
Amag : max {c"x = z4}
Kisitlar: clx = z;
czx - Z;
X €es

problemi ¢éziiliir. BSyle en fazla k adim sonra, (2.1l)in ¢6-
zlimi bulunur. i. adimdaki problemde sadece bir tek ¢&ziim
elde ediliyorsa, problemin tamaminin ¢8ziildligii kabul edilir.
Bulunan ¢8ziim de yine (2.1) in g¢&6zimiidiir (1).

4.3. FAYDA FONKS1YON YAKLASIMI

Bu yaklasimda KV nin bir U: Rk + R fayda fonksiyonu
oldugu kabul edilir. U fayda fonksiyonu, kriter vektdrlerin-
den reel eksene bir tasvirdir. Reel eksendekli dederi ne ka -
dar bliylikse, kriter vektdrii o kadar tercih edilir.

Pratikte KV'nin U fayda fonksiyonunun asla bilinmedigi
kabul edilmektedir. Bu yaklasimda U nun bilindidi kabul
edilsin. O halde CALP problemini qézmenin bir yolu

max {U(z) | z= Cx, x € S}

problemini ¢6zmek olacaktir. U yu elde etmedeki gligliikten
dolay:i ve ¢bzlilmesi gerekli problemin genellikle lineer ol-
masindan dolayi yontem ciddi gekilde ele alinmamigtair.
Fakat yaklagim, g¢ok amagli gergevesinde optimallik kavrami-
n1 tanimlamada kullaniglidir. Yani, (x°, z°) bu problemin
optimal ¢Szimii ise, xo, CALP probleminin optimal ¢dziimli ve
z° da optimal kriterler vektdriidiir (2}).

(1) EVREN, R., ULENGIN, F., "Y8netimde ok Amagli Karar Verme",
t.7.U. Yayinlari, Sayi: 1490, f.T.Y#. Matbaasi, Glmiigsuyu,
istanbul, 1992, s.51-52. S

(2) STEUER, R.E., a.g.e., s.l46.
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4.4, AGIRLIKLI TOPLAMLAR YAKLASIMI

GALP'da sik¢a kullanilan bir yaklagimdir.X € R¥

"adirliklandirma vektdéri"

x k
A={r€eRrR | Ay >0, B ox= 1)
i=1
kiimesinin elemani olmak {izere
T
max { A’Cx | x € s} (2.4)

problemi olugturulur. A ne kadar iyi tahmin edilirse, bu
problemin optimal ¢6zimii, CALP probleminin arzu edilen ¢dzii-
miine o kadar yaklagmig olur. Yo&ntemin temeli, "CALP de Etkin
¢oézimlerin Uzellikleri” alt basliginda verilen Teorem 1l'e

dayanir.

Agirliklar fle Fayda Fonksiyonu Arasindaki fliski

KV nin bilinmeyen fayda fonksiyonu U : Rk + R

U(Zl'ZZ""’Zk) = U(clx,czx,...,ckx)

nin tiirevlendirilebilir oldudu kabul edilsin. Keyfi bir
X € S noktasinda U nun gradyanti

k
v U

:

dir. Vv zj = c! oldugundan
k

VeU = & |

i=1 9%y

U ) ci

dir. x noktasinda birinci amag (BU/le) > 0 olsun. Bu 8zel -
1igi ile birincl amaca "referans kriter" denir. Pozitif sa- .
yiya bdlme vektdriin ydniinii defistirmedidinden,
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w, = (BU/Bzi) / (BU/azl)

alarak,U nun x deki gradyantinin yo6nii

k
I w
i=1

dir. Wy ler normalize edilirse

1°i

i=1

elde edilir. '‘Boylece agirlikli toplamlar yaklasimi proble-
minde amag¢ fonksiyon gradyanti ATC, U nun gradyantinin y&-
niinli gGsterir.

Adirliklari Belirleme

Ai agirliklarini belirlemedeki gligliik, U nun genellik-
le lineer olmamasindan kaynaklanir. Clinkii BU/Bzi ler nokta -
dan noktaya dedisir. x ye "yerel olarak bagli" Ai ler goyle
belirlenir; x noktasinda, Ei = cii olmak {izere U ya te-
et hiperdiizlem

ouU

le

2 U

U - coxyt.. ..t N
k

97

- Xy =0

(

(z

- 1 N -
(Zl c x) > 2 Z)

dir. (SU/azl) > 0 ile bdlerek ve z; = cix alarak

l(zl - zl)+ w2(22 - zz)+...+ wk(zk - Zk) =0

elde edilir. Wy ler "marjinal ikdme oranlari” olarak tanim-
lanabilir. Yani, diJer tiim kriter deJerleri sabit tutularak,
birinci kriterde Al birim azalmay: kargilamak igin i. kriter-
de artirilmasi gerekli miktar Ai olmak f{izere, X noktasinda
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Wi = lim T—
Al >0

8zelliginden, wy = Al/Ai dir.

Al = 1 den W, = 1, Wy = l/Az,..., Wy = l/Ak ile hesap-
lanir ve Wy ler normalize edilerek X noktasindaki Ai lerx
belirlenir (1).

KV nin U fayda fonksiyonu bilinmedi§i ig¢in, kendisin-
den degig—-tokugs (trade-off) bilgisi talep edilir. Yani, kri-
terlerin erigilen dederleri arasinda digerlerinin lehine
birinden yapabilecedi fedakarlik miktari (veya tersi) iste -
nir (2).

.Bu bilgiler i1siginda Ai agjirliklari ve bajlantila
olarak U nun gradyantinin yo&nii belirlenir.

Bu yaklagimda Aqv teoride sonsuz derecede kiiglik yap1l-
maya ¢aligilir. Fakat pratikte, KV nin degig-tokus sorulari-
ni1 basarili cevaplayabilmesi igin "anlamli derecede” biiyiik

alinmalidair.

ATC Gradyantlarini Kullanarak Etkin Noktalari Bulma:

Tanim: "Kriter Konisi", k tane ama¢ fonksiyon grad-
yantlari {cl,cz,...,ck} nin olusturdudu kapali ve konveks

bir konidir.

Tanim: "Sifir vektdr kogsulu”, amag¢ fonksiyon grandyant-
larinin tam pozitif lineer kombinasyonunun sifir vektdriini
olugturmasidir. Yani, tiim i ler igin oy > 0,

(l) STEUER’ RoEcl a'g-e-' 80165—1690
(2) EVREN, R., ULENGIN, F., a.g.e., s.89.




31

olacak gsekilde bir o € R mevcut ise, sifir vektdr kosulu

meydana gelir.

Tanim: "Kriter konisinin relative igi ", kriter konisi-
ni olusturan temel ci gradyantlarinin tam pozitif lineer

kombinezonlarinin tiimiidiir.

Kriter konisinin relative igine dayandirilan ydntem,
etkinliginin grafik bulunusu ig¢gin kullanigli y8ntemdir ve
GALP problemlerine baskin kiime yaklagimindan daha uygundur.

Ornek: Sekil 2.3'deki CALP probleminde, ATC kitmesi
(x e r? | %,,%x, >0 } dar ve
1772 2 3
E = vy(x7,x7)

E = {Xz,x3 }

Sekil 2.3.

~—

Xy

dir. x2 harig Y(xl,xz) kenari etkin dedildir. Bu kenar c1 i
maksimum yapar, fakat cl, kriter konisinin relative iginin
eleman1i degildir.

Sifir vektdr kosulu olugtudunda ise E = S olur. Clinkl
si1fir vektdril, kriter konisinin relative iginin bir elemani-
dixr (1).

(1) STEUER, RoEc, a.goe-’ S-170—176.
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4.5. YAKLASIK OPTIMALLIK ANALIZI

Yéntem, S bdlgesini daralttidi igin bir "daraltailmig
uygun bélge” yaklagsimidir ve gbyle caligar;

1. Belli bir A € A deferi igin
max {z = ACx | x € S}
'Problemi c¢oziilerek maksimum z* deeri bulunur.
2. z* den daha kiigiik bir z segilerek

Amag : max {OTX }

Kisitlar: x € S
xTex y oz
LP problemi ¢&ziiliir. Bu adim, ox > z ilave kisitaiyla
S bolgesini daraltir ve sifir amag¢ fonksiyonuyla da daral -
tilmig uygun bdlgenin tiim u¢ noktalarini bulur.
3. Daraltilmis uygun bdlgenin her xi u¢ noktasinin zi € Rk

kriter vektdrii hesaplanir.

4. BEn g¢gok tercih edilen kriter vektOriine ait x" noktasi,

GALP probleminin ¢ozilimi olarak seg¢ilir (1).
4.6. VEKTOR MAKSIMIZASYONU ALGORITMALARI

CALP' nin biitlin etkin ¢&ziimlerini bulan vektdr maksimi-
zasyonu algoritmalari literatiirde 1970 lerden beri genis bi-
¢imde yer almaktadir. Genel olarak bu algoritmalar etkin ug
noktalari, etkin kenarlari veya etkin ylizleri bulmaya y&nel-
migtir. ‘ :
(1) STEUER, R.E., a.g.e., s.170-176, 206-207.
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Algoritmalar esas olarak, Kisim 4.4 de verilen adir-
likli toplamlar problemini kullanir. Her bir basilamayan
u¢ nokta ¢6ziimiine kargilik, (LP notasyonlari kullanilarak)

T -1
A (CB B
Yontemler bu konveks konileri ele alarak blitlin etkin ¢&zlim-
leri bulur. Karar verici bu ¢6ziimlerin arasindan seg¢im ya -

N - Cy) 2 0 olan bir konveks koni mevcuttur.

pacaktir. Bulunan ¢dzlimler kiimesi genelde ¢ok bilyiik kilme
oldugundan, yaklasim pratikte kullanigli degildir (1).

Vekt8r maksimizasyonu teorisi kisaca Ek: 2'de veril -
migtir.

4.7. HEDEF PROGRAMLAMA (HP) YAKLASIMI

Hedef programlama (goal programming), c¢ok kriterli ka-
rar verme alaninda en eski yaklasimlardan biridir. Baglan -
gigta tek ama¢li LP uygulamasi olarak Charnes ve Cooper tara-
findan 1955 ve 1961 lerde ortaya atilmig, 1960 ve 1970 lerde

Ijiri, Lee ve Ignizio ile popiiler olmustur.

Bu yontemin temel ilkesi sudur: Karar vericiden her
bir ama¢ igin erigilmesini arzu ettigi bir hedef deder be-
lirlemesi istenir.Bu yonteme gre "tercih edilen ¢6ziim" bu he-

def deferlerden sapmalari minimize eden ¢&ziimdiir.

Genel bir HP problemi:

1
Hedef {c'x = zl} (z1 > tl)
Hedef {c°x = z,} (zy € t,) (2.5)
3
Hedef {c'x = z3} (23 = t3)
Hedef {c4x = 2z,} (z, € [ tg tuJ)
- 74 4 4 ' 4

Kisitlar: x € S

(1) ZIONTS, S., a.g.e.
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tiplerinin herhangi kombinasyonlarindan birisi geklinde
ifade edilir. Burada t; ler hedef seviyeleridir.

HP nin ¢oziimi ig¢in iki temel yaklagim vardir: "Archi-
median yaklagim" ve"Sncelikli (preemptive) yaklagim”.
Literatiirde Archimedian yaklasim "agirlikli hedef program-
lama", oncelikli yaklagim "lexicographic hedef programlama"
olarak da anilmaktadir (l).

Archimedian HP

(2.5) deki HP probleminin Archimedian formiilasyonu;

in {w & + wo db 4wy dy *whdy+w,d+w, d
Amag : min qul w, d, + wy dy wy d3 + W, d, +w, d,}
1 d- > t
Kisitlar: c'x + 1 2 1
elb-4 ~d2 § t2
o35 -d; + dg =ty
- 2
C4X +d4 2 t4
+ H
ctx "qut Yy
X €S

tiim d'ler > O

seklinde LP problemidir. Burada w ler, pozitif "ceza” air-
liklara; di+, di_ ler, ty hedef seviyelerinden arti ve eksi
ybnde sapma dediskenleridir. Formiilasyonda istenmeyen sapma
deéiskenleri yer almaktadir.

(1) ROMERO, C., "A Survey of Generalized Goal Programming“$“w
(1970-1982)", E.J.O.R., Vol.25, 1986,s.183-191. - .

EVREN, R., ULENGIN, F., a.g.e., s.54.
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Oncelikli HP

Oncelikli HP de hedefler 6nceliklerine gdre gruplan -
dirailarak indislenir. Kiiclik indisli hedef, bir sonraki he-
deften sonsuz derecede daha Onemlidir.

Oncelikli HP;

i 1
Hedef {cx = z.} p (zl < tl)

1 1 ~
Hedef {czx = Z,} P (z, > t.,)
-T2 272 = 72
3
Hedef {c”x = 23} P3(z3 = t3)

Kisitlar: x € S
olsun. Burada Pj ler, j. 6ncelik seviyesindeki hedefleri be-
lirtir. Ayrica Pj>>>Pj+l seklinde olup c¢ok daha biiyiik (6n -

celikli) anlamindadir. Bu problem;

: + ' + -
Min {Pl(dl )y + Pz(dz )+ P3(d3 + d3)}

Kisitlar: clx - dI £ tl
czx +d; > t,
c3x -4y +47 = ty

X €8S

tiim d'ler > O

seklinde yazilabilir. Problemi, LP ile ¢&zmek igin {ig¢ opti-

mizasyon agsamasi gereklidir. Birinci agamada;

+
Amag : min  {d,} T

1 +
Kaisitlar : ¢"x - d < t

1 1
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LP problemi ¢oziiliir. Alternatif optimal ¢&zlim varsa, ikinci
agamada;

Amag : min {dz-]
. l +
Kisitlar: c™x < t; + (4, )
1 1
2 —
c’x ¢+ d2 > t2
X e85
2
d2 0

LP problemi ¢&ziiliir. Burada (dl+7, birinci asamadaki di*nln

optimal dederidir. Alternatif optimal ¢dzim varsa, {iglincii
agamada;

3 =
Amag + min ((d3 + d3 )}
Kisitlar: clx £ tl + (df’f
— ot
3, _ + _
c°xX d3 + d3 = t3
X E S
ar , a.” >
3' 3 /0

-
LP problemi ¢dzliliir. Burada (d2 }, ikinci asamadaki d2 nin
optimal degeridir. Uglinci agsamada bulunan herhangi bir ¢Oziim
tncelikli HP nin g¢6ziimidir.

Tek bir ¢&ziimii olan optimizasyon agamasina rastlandi-

ginda dijer agamalar ¢8zillmez. BSylece alt siradaki hedef -~

ler, HP'nin bulunan ¢8zlimlerini etkileyemez. Her bir asaﬁa,
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daha O6nceki asamalardan optimallik bilgisi aldidindan, Once-
1ik1li HP yi ¢bzme dinamik bir prosestir (1).

4.8. ETKILESIMLI (INTERACTIVE) YONTEMLER

Cok amacli matematik programlama arastirmalarinda,
1977'lerdeki anlayis; "CALP problemi ¢tzmek demek,genellik-

le, tim etkin ¢6ziimlerin kiimesini bulmak demektir".

1981'lerdeki anlayig; "Tim etkin ¢dzlimler kiimesi ¢ok
genig oldugundan ¢ok amagli problemin ¢Szilimii degildir".

1984'lerdeki anlayis; ' Karar vericiden ek bilgiler
alarak etkin ¢dziimler kiimesini daraltmak gerekir" geklinde-
dir.

BSylece etkin ¢Ozilimlerin arasindan seg¢im yapmak igin
sunulan ydntemlerin ¢odu etkilegimlidir ve ¢ok amaglzy
programlamanin gelecedi etkilegsimli uygulamalardadir.¥Ydntem-
ler hesaplama fazlari ve ardarda gelen karar verme fazlariy-
la tanimlanir. Her iterasyonda karar verici-analist veya

karar verici-bilgisayar diyalodu kurulur.

Etkilesgimli ydntemlerde ilk olarak bir "uzlasik ¢Sziim"
bulunur. Bu g¢8zlim, ¢gok kriterli problemle baglantili olan
tek amag¢li problemin optimal ¢oziimlidir. Karar vericiyle di-
yalog sayesinde kriterlerdeki istek ya da kabul seviyeleri
belirlenir, kriterler arasi dedig-tokuslar tayin edilir ve
belirli ¢ézilimler kargilagtirilir. Elde edilen bilgilerle
olugturulan yeni tek amag¢li problemin optimal ¢&zilimii, yeni

uzlagik c¢oziimdiir.

Literatilirde sunulan etkilegimli ySntemlerin cgogunda
"matematiksel yakinsaklik" Ozelligi goOriillir. Bu yakinsaklik,

ya uygun ¢Sziimler bdlgesini her adimda daraltarak, ya da her -

(l) STEUER’ RoEo’ a.g.e., 80285"294-

MR 2T
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adimda bir veya daha fazla kriteri elimine ederek ya da uy-
gun c¢dzilimlerin sadece sonlu alt kiimesini ele alarak (6rne -

gin LP de c¢okylizliinlin tepelerini) saglanair.

Ayrica karar verici etkilesmeler sonucu kendi proble-
mini daha iyi 6§renir, 6rnedin amaglar arasinda nasil degig-
tokuglar yapacagini, iyilegtirilmig ¢&zilimleri nerede araya-
cagini ve nihai ¢&zlimii nasil taniyacadini anlar. Fakat bu
arada, daha Once reddettigi uzlasik ¢dziimleri yeniden ele
almasi da miimkiindiir. BYylece yakinsaklik, matematiksel ol-
maktan ¢ok "psikolojik" tir. Bu da karar vericinin her ne

zaman isterse prosediirii durduracadi anlamina gelir (1).

Etkilegimli ydntemler; "uygun bdlgenin daraltilmasi”
"aﬁlrllklandlrma vektdri uzayinin daraltilmasi', "kriter
konisinin daraltilmasi"” ya da "dodrultu arama” (line search)

y6ntemleri olarak siniflandirilabilir.

-Daraltilmis uygun bdlge y&ntemine &Srnek olarak 1971
de Benayoun, Montgolfier, Tergny ve Laritchev tarafindan
sunulmug "STEM (Step) Yéntemi" wverilebilir. Bu yO6ntem ¢ok
amagli sahasinda etkisi olan ilk etkilegimli y®ntemdir.

Daraltilmig agirliklandirma vektdr uzayi ydntemine
Ornek olarak Zionts ve Wallenius tarafindan 1976 da sunul-

mug ve 1983 de geligtirilmig "z-w yvyéntemi" verilebilir.

Kriter konisinin daraltilmasi yOntemine &rnek olarak
Steuer'in 1977 de verdidi "paralan Gradyant Koni Y&ntemi",
dogrultu arama ydntemine Srnek olarak da Geoffrion, Dyer
ve Feinberg tarafaindan 1972 de sunulan "GpF Yéntemi" veri-
lebilir. (2)

(1) VINCKE, P., "Analysis of Multicriteria Decision Aid in
Europe", EJCR Vv,25, 1986, s.160-168.
EVREN R. ULENGIN, F., a.g.e., s.89.
VANDERPOOTEN, D., VINCKE, P., "Description and Analy51s”$m
of Some Representative Interactive Multicriteria ‘
Procedures”, Math. Comput. Modelling, Vol.12, No. lO/ll
1989, s.1221-1238. :

(2) STEUER, R.E., a.g.e., s.361-389. “ Y
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BOLOM I11
COK AMACLI LINEER KESIRL! PROGRAMLAMA

1. COK AMAGLI LINEER KESIRL1 PROGRAMLAMA (GALKP)
PROBLEM! VE TANIMI

GCALP da bir veya daha fazla amag, o ve g lar sabit

sayilar olmak lizere, lineer pay ve lineer paydanin orani

ch + g
T
d'x +

seklinde olabilir. Bu durumdaki problem CALKP problemidir
ve

Clx + ay
Amaglar max {1 = z.}
d'x + Bl 1
czx + az
max {— = 2,} (3.1)
d"x + Bz
* cx t oa
A x ! By
n m
Kisitlar ¢ x €S z{x€eRrR | Ax=b, x20, b @R}

seklinde ifade edilir. Burada S, R™ nin bos olmayan alt kii-
mesidir ve amag¢ fonksiyonlarinin paydalarinin S nin herye\fww'
rinde pozitif oldugu kabul edilmektedir. '
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Paydalardaki 4 vektdrleri sifir vektdrler oldugunda
GALKP problemi, CALP problemi haline gelir (1).

2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR, ORNEK VE TANIMLAMALAR

GALP da oldudu gibi, (3.1) probleminin ¢dziimii, tiim
etkin ¢6zlimler kiimesidir. Fakat etkin ¢oziimiin BSlim II'de
verdigimiz tanimi, GCALKP ¢Oziim algoritmalari igin yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle etkinligin zayif-etkinlik (weak-
efficiency) ve kuvvetli-etkinlik (strong-efficiency) tanim-

larini verelim.

Zayif-Etkinlik: x € S noktasainin "zayif-etkin" (z-
etkin) olmasi icin g.v.y.§. her i igin zi(x) > zi(;() olacak ge-~

kilde bir baska x € S noktasinin olmamasidir.

Kuvvetli etkinlik:; x € S noktasinin "kuvvetli-etkin”

2

(k-etkin) olmasi igin g.v.y.s.her i jcin Zi(x) > zi(i) ve en az
bir i igin z;(x) > z;(x) olacak gekilde bir baska x € S nok-

tasinin olmamasidir.

Kuvvetli-etkinlik tanimi, BOliim II de verdigimiz et~
kinlik tanimi ile aynidir. Tanimlardan anlagilacadi gibi
z-etkinlik, k-etkinlik taniminin daha genel halidir. Bdyle-
ce z-etkin noktalar kiimesini Ew, k-etkin noktalar kiimesini
de E° ile gbsterirsek E°c EY dir (2).

Choo, GALKP probleminde, uygun bdlgenin sinirli olma-
s1 koguluyla her etkin (kuvvetli) ¢Oziimin ayni zamanda tam
etkin oldugunu ispatlamigtir (3).

(1) STEUER, R.E., a.g.e., s.336.

(2) KORNBLUTH, J.S.H., STEUER, R.E., "Multiple Objective
Linear Fractional Programming”, Man. Sci.,Vol. 27, No.9,
1981, s.1024-1039.

(3) CHOO, E.U., "Proper Efficiency and the Linear Frac¢tional .’
Vector Maximum Problem", Op. Res., Vol. 32, No. 1, .
Jan. Fab. 1984, s.216-220.
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CALKP Ornedi ve Tanimlar:

Amaglar : max {-2x

max {—3xl - Xy = z,5}
X +X, = 2
max { 1 2 = 235}
=X _¥2x.,+5
2
Kisitlar: Xy < 4
X, < 4
Xir X5 2 0
%, x'z (0,0) z'= (0,0, - 2)
2
x’= (0,4) z°= (4,-4,7%)
3_ 4 3 2
= (5,0 2= (3, -8,2)

<tz (4,4) 2= (—-4,—16,%)

x"= (4,1 z7= (-7,-13,1)

%= (2,00 2% (-7,-4,1)

= $,0 2= (-3,-8,2)
Sekil 3.1 x8= (4,0) z8= (-8,-12,2)
S = y(xl, xz, x3, x4) r = (3, -1)

7
sz y(xl, x2) u y(xz, x3) U Y (xi) U Y(xs, x8)
i=3

E°= Y - [y(x3, %)~ {x3}] - [y(xs, x®) - {x6}]
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CALKP da E° kiilmesi asayida verildigi gibi, CALP daki
6zelliklerinden daha farkl:i olarak kargsimiza gikar,

a) E° in kapali olmasina gerek yoktur (Oysa GALP da
ok kapalidir). Ornedin Sekil 3.1 de E® kiimesinin si-
nirlardaki dodru pargalari [y(x3, x7) - {x3}] ve
[Y(xs, x®) - {x6}] , z-etkin olmasina radmen k-et-
kin dedildirler,

b) S nin i¢ noktalarindan bazilari k-etkin olabilir
(GALP da, S nin bir i¢ noktasi k-etkin ise, § nin
tiimii k-etkindir).

c) S nin iki k-etkin u¢ noktasi, S nin k-etkin kenarlari

1 ve x8, S nin k-etkin

yoluyla baglanamaz. Ornedin x
kenarlari yoluyla baglanamaz (GALP da, bu ug¢ nokta-

lar baglantili graf olugturur).

d) Kenar k-etkin olarak baslayabilir, fakat etkin ol -
mayan bir kenar haline gelebilir. Ornegin, y(x4,x8)
kenara x4 den x5 e kadar k-etkindir, fakat x5 den x8
e kadar etkin degildir.(1,2)

Bu Y(x4, x8) tipindeki kenarlara "kirilan kenarlar”,

x5 noktasina da "kirilma noktasi" denir. xl,xz,...,x8 gibi

noktaiara "tepeler”, S nin xl, x2, x4, x8 gibi noktalarina

da "u¢ nokta" denir.

Sekil 3.1 de zayif ve kuvvetli-etkin tepeleri

EY = {x' | 1¢<i<8,E =g"- (x°, x}

ile, zayif ve kuvvetli-etkin ug noktalari

(1) STEUER, R.E., a.g.e., Ss.349.
(2) NYKOWSKI, I., ZOLKIEWSKI, 2., "A Comprimise Procedure

For The Multiple Objective Linear Fractional Programming Ty

Problem", E.J.O.R., V. 19, 1985, s.91~-97.
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= {xl, x?, x4, %8} , Ei = E

w
EX

notasyonlari ile g8sterelim.
E" nin sinirlarindaki Y(x3, x7) ve Y(xs, x6) dodru par-
galari "rastlanti diizlemleri” (coincidence planes) iizerinde-

z2:-—8 ve z5 = 2/7
ama¢ fonksiyon ylizey egrileriyle tanimlanmig dizlem {izerin-

dir. Ornegin Y(x3, x7) dogru pargasi,

dedir (1). Bu kenarlar S nin k-etkin ig¢ noktalarindan olusan
kiimeyi (Sekil 3.1'de tarali bdlge) sinirlar, fakat E® kiime-
sine dahil deg§ildirler. Ciinkdi bu kenarlar boyunca amag fonk-
siyonlarinin bdlgesel tiirevlerinin bazi konveks kombinezon-
lari sifir (null) vektSrli verir (2). Bu durum ileride etkin-
1igin grafik bulunugsunda ag¢iklanacaktix.

3. CALKP DA E° ve E' NIN OZELLIKLERI

E° ve E" nin kapalilik 6zelligi

S kiimesi kompakt olsa bile, ES kiimesi genellikle kapa~-
11 bir kiime dedildir. Yukarida da ifade ettidimiz gibi, mut-
laka E° = 8 olmadan da, S nin bazi ig¢ noktalari k-etkin
olabilir. CALP de E° = 8 hali, lineer amag¢ fonksiyonlarinin
gradyant vektdrlerinin sabit olmasindan dolayi gegerlidir.
Fakat bunu CALKP ya genisletmek miimkiin degildir.

E° kiimesinin aksine, E' daima kapali bir kiimedir. Aga-
Jidaki teorenin ispati, z keyfi silirekli fonksiyonlari ve S
keyfi bblgeleri igin gegerlidir.

Teorem: GCALKP nin tiim z-etkin ¢6zlimler klimesi EY kapa-
lidar.

(1) STEUER, R.E., s.349.
(2) KORNBLUTH, J.S.H., STEUER, R.E., a.g.e,.
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E”Y nin "yol-badlantililik" (path-connectedness)fzelligi

Teorem: S kiimesi kompakt oldugunda, GALKP nin herhangi
iki z-etkin ¢dzlimi, EY daki sonlu sayida lineer do§ru par-
g¢alarinin yolu ile baglantilidir,

S kiimesi kompakt olmadiginda, GCALKP nin E° ve EV kilme-
leri baglantili olmayabilir (1).

Choo ve Atkins, iki amagli lineer kesirli programlama
problemleri igin, E° kiimesinin de yol-baglantililik Ozelligi
olduunu ispatlamiglardir (2).

GCALKP problemleri igin k-etkin ¢ozlimler, teorik olarak
daha ¢ok arzu edilen ¢6zlimlerdir. Fakat ySntemlerde genel -
likle E¥ ile galisilir. Ciinkii bu kiime daima kapalidir ve
baglantililik 6zelligi vardir.

4. CALKP PROBLEMININ ¢OZUM YONTEMLERL
4.1, ETKINLIGIN GRAFIK OLARAK BULUNMASI (3)

GALP olmayan ¢ok amagli programlamada, etkinligin grafik
olarak bulunmas: igin baskin kiime yaklagsimini kullanmak en
iyi yoldur. (GALP da ise, kriter konisinin relative igine
dayandirilan y8ntem daha uygundur).

k- etkinlik ig¢in test sudur: €2 , ¥ noktasinda bdlge-
sel amag fonksiyon gradyantlariyla hesaplanmis yari-pozitif
kutupsal koni olmak lizere, D; = {x}® C® baskin kilmesini ele
alalim. x € S nin k-etkin olmasi: 1i¢in g.v.y.s.

(1) cuoo, E.U., ATKINS, D.R., "Connectedness in Multiple
Linear Fractional Programming", Man. Sci., Vol. 29, No.2
February 1983, s.250-255. _

(2) CHOO, E.U. ATKINS, D.R., "Bicriteria Linear Fractional ~ % .

Programming”, J. of Opt. Theo. and Appl. Vol. 36, No.2
February 1982, s.203-220. P

(3) STEUER, R.E., a.g.e., s.349-351.
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szis - {X} olmasidir. C?, x noktasina bagli olarak degige-

cegi igin, Dg de, %X ile degisecektir.

z- etkinlik igin test sudur: C, x noktasinda bdlgesel
ama¢ fonksiyon gradyantlariyla hesaplanmig tam-pozitif ku -
tupsal koni olmak lizere, D; = {x} ® ¢ baskin kiimesini ele
alalim. x € S noktasinin z-etkin olmasi i¢in g.v.y.s.

D; N S = {X} olmasidir. Yine C , X noktasina bagli olarak
deyigecedi igin, Dg da x ile de§isecektir.

Sekil 3.1 deki CALKP problemine D" ve D° baskin kiime -
lerini uygulayalim. Sekil 3.2, Ornedin y(xl, x2) ve y(xz, x3)
dogdru pargalarinin nigin z-etkin oldugunu,y(xE, x8) dodru
parg¢asinin ni¢in z-etkin olmadidini (weak-inefficient) gbs-

terir. %
\‘

3
2 i X
X 3

NTA
N
a X XS Xs
4
1 ¥ s
X ij—'x]

<
Sekil 3.2. z-etkin g¢&ziimleri bulan D" baskin kiimeleri

1

Aciklama: c” = (-2,1)
¢? = (-3,-1)
323 3x2 + 3 9z 4 --3xl + 9
axl (—xl+2x2+5)2 ax2 - (-Xl+2x2+5)2
9z
9 _ C 3 _ 6
x~ = (0,1) noktasi igin; 7%, I(O,l) = 75
823 9 3/ . ’
SR '(0 1)= 49 yani grandyant vektdrid c = (6,9)
2 I

3/

ya da c (2,3) vektdri
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///" Tam-pozitif kutupsal koni

Sekii 3.3, 6rnedin Y(xl, xz) kenarinin, x3

noktasinin
ve Y(x6, x8) dodru pargasinin nigin k-etkin oldufunu gbste-~

rir. y

X

: \s

Sekil 3.3. k-etkin ¢&ziimleri bulan D° baskin kiimeleri

- Agiklama:
32
x3 =(_%, » 4) noktasi igin; Eié—l 4 = —L%—,
1 (3,4) P
9Z 3 5 3’ 3
T = —5— s C =(15,5) yada ¢~ =(3.1) vektdri

CZ Yari-pozitif kutupsal koni
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7
= Y i . s Wz .
X € _4 (x7) ler igin D o = {x} dir. Fakat
=€ 7 xh - [yx3,x) - 3] - [yx,x%) - x°1]
i=3
durumunda DZ = {x}! dir.

Agiklama: [Y(x3,x7) - {x3}] kenari lizerinde sifir vek-
£8r kosulu olugsmuyor. Bdylece Stiemke'nin Alternatifler
Teoremi'ne gdre, her 1 ig¢in ciy > 0, en az bir i ig¢in ciy> 0
olacak gsekilde bir y € Rz, yani yari~-pozitif kutupsal koni

c=1{ye€R* | cy»0, Cy#0}uUf{0 eRr?
mevcuttur (1). O halde, D; = {x} ® C? baskin kiimesi mevcut-
tur. D2 N S £ {x} oldugundan, bu kenar k-etkin degildir.

b4
Ayni gseyleri [Y(xs,x6) - {x6}] kenari igin de s8yleyebiliriz.

x> ve x7 i¢in gOsterelim.
s 3 s_ 7
o D3 ns={x"} . D7 S #£ {x'}
w3 Dy
! ‘] ’
CI / 03 ¢ C3
e 7 (8
2 X=(4-4) K x=(4,0)

Koni mevcut iken Stiemke Teoremine gore sifir vektdr kosulu-

nun olugmadigini gdsterel im.

(1) MANGASARIAN, O.L., "Nonlinear Programming", New York,
Mc Graw Hill, 1969, s.32. S
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x> =(—§—,4)igin el - (-2,1)

¢? = (-3,-1)

= (3,1

-2 -3] 3
o + o + o =0
0y = 0 W
\ s1fir vektdr kogulu olugmadi.
(12 = 03

7

z, ve z4 amaglarinin gradyantlari zit
yonlii, z, = -8, zZ4 = 2/7 ylzey egri-
leri istilistedir.

[ vx3, x') - {x3}] kenarinin z-etkin oldugunu gdste-
relim. Gordan Teoremine (1 ) gbre, Orne§in x3 noktasinda
a2 0, o Z 0 olarak
k
4

i=1

sifir vektdr kogulu saglaniyor. O halde tam-pozitif kutup-
sal koni mevcut dedildir, yani ¢ = @ dir ve Dg = {(R}@®C =
{x} dir.

Sekil 3.1'deki tarali i¢ bdSlgelerde de sifir vektdr
kosulu saglandiga igin,c2 konisi ve C’ konisi olusmuyor.
Agiklayalim, Ornedin x10=(3,3) noktasi igin;

3z, 12 324

I ' |
% (3,3 p? *2 (3,3 p

- 0
=3

(1) MANGASARIAN, O.L., a.g.e., s.31.
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c? = (-3,-1)
1 3/
¢ i c” = (12,0) ~ (3,0)

cz/lxwﬂ(s»a: -2 . -3 . 12
. w3 e B [

=0
-1 0
Oll=(12
= 2 vs1fir vektdr
%3 = 177 %2

kosulu var.
keyfi

%2

o

Stiemke ve Gordon Teoremi Ek-3'de verilmistir.
4.2, KORNBLUTH VE STEUER ALGORITMASI

Kornbluth ve Steuer, CALKP probleminin ¢oziimi igin
simpleks tabanli bir ¢ézilim algoritmasi vermistir. Bu algo-
ritma geleneksel etkinl ik fikrinden ayrilarak z-etkinlik
kavramini kullanir, S bdlgesini daraltarak bir daraltilmis
uygun bdlge olugsturur. Bu bdlgenin u¢ noktalarini tepeler
olarak, S de kenar olmayan Ornedin Sekil 3.1 de y(x3, x7)
ve y(x5, x6) gibi kenarlari da bu daraltilmis uygun bdlgenin
kenarlari olarak ortaya ¢ikarir. Bu kenarlar, kesirli amag-
larin ylizey edrileri boyunca uzanir. Tepeler, bu z-etkin
kenarlarin bir yolu ile baglantilidar.

CALKP da mesele, uygun ¢dziimler b8lgesini daraltmak
i¢in kisitlara katilacak ylizey ef§rilerinin (bunlar algorit-
mada "emax-kesme dilzlemleri” olarak anilir) nasil hesapla-
nacadidir. ¢¥ziim algoritmasinda kirilan kenarlar aragtiri -

lir, ¢linkid o -kesme dlizlemleri, bu kirilan kenar ﬁzerin:JTf"«

max
deki kirilma noktasinda, daraltilmig uygun bdlgenin bir

tepesini olusturur. BOylece algoritma, tiim z-etkin tepeleri**“
bulmak suretiyle CALKP problemini ¢&zmiis olur. :
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Gozim Algoritmasi

Burada S Z ¢ kiimesi, sinirli olarak kabul edilmektedir.
Algoritma, S nin bir z-etkin ug¢ noktasini bulma ile baglar.
BOllim I'de verilen yOntemler ile amaglarin her biri teker
teker maksimum yapilarak bir baglangi¢ z-etkin ug¢ nokta
(ilk tepe) bulunabilir.

Algoritma buldugu her z-etkin tepeyi saklar ve inceler.
Tepenin incelenmesi deyiminden sunlar anlagilar:

1°) Tepeden ¢cikan biitlin kenarlar baslangigta z-etkinlik
igin test edilir,

2°) 1° de bulunan biitiin baslangig¢ta z-etkin kenarlar
kirilma noktalari igin test edilir,

30) 2° de bulunan her bir kirilma noktasi incelenir ve

hangi yiizey edrisi tarafindan olugturuldudu anlagi-

lir,

4°) Kirilma noktasindan gecen bu emax—kesme diizlemleri
amaclarin ylizey edrileri olarak CALKP ya ilave
edilir,

Sbyle ki; j. amacin z-ylizey edrisinin algoritmanin
‘buldugu 1ilk Omax—kesme dliizlemi oldugu kabul edilsin.

Daraltilmig GALKP:

cix-Pai
Amag¢lar : max { —4—— = zi} i=1,...,k
alx + g,
i
Kisitlar: x e s

I oz gk - @it 4 - (g, - 3
(c z d7)x da’ + dJ = (aj sz)

+ —
dj,djao
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seklindedir. Daraltilmig kisitlar kiimesi, orijinal uygun
b8lge S yi kisitlamaz. Clinkii d; ve d; sapma degiskenleri
uygun bdlgeye ilave boyut ekler.

S nin z-etkin ug¢ noktasini incelerken, bu noktadan g¢ikan
kenarlardan birinin ya da birden fazlasinin baglangigta
z-etkin olmasi muhtemeldir. Baglangigta z-etkin ¢ikan kenar-
lar komsu z-etkin tepelerle sonuglanacaktir (S nin u¢ nokta-
larina kargilik gelmeyebilir). EJer proses, hi¢ bir z-etkin
¢ikan kenar bulamiyorsa, ilk z-etkin ug nokta GALKP nin tek
(global maksimum) ¢Oziimiidiir. Boylece tlim z-etkin tepeler
bulunur ve incelenir. Incelenecek tepe kalmayinca algoritma
durur.

Simdi, algoritmanin dayandigi teori {izerinde duralim.

Baglangigta z-etkin kenarlar icin altproblem testi:

VektOr maksimizasyonu problemi olarak
max { T(X) x | x € S} (3.2)

yi ele alalim. Burada k x n boyutlu T(x) matrisinin i. sati-
r1, (3.1) problemindeki i. amacin X € S noktasindaki bblge-
sel tlirevidir. Yani T(X) nin i. satir:

i i

@t %+ 8 ct-etrraa

olarak tanimlanir. Aslinda i. amag¢ fonksiyonunun gergek tii-
revi

(@t x + g el - (el x o+ ay) at

(al % + 61)2
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dir. Fakat x tepesinde paydadaki ifade pozitiftir ve grad-
yant vektdriinin ydninli degistirmediginden ihmal edilmistir,

Tigan Teoremi(l): x nin (3.1) probleminde k-etkin olmasi
igin g.v.y.s. X nin (3.2) de k-etkin olmasadir. x nin (3.1)
probleminde z-etkin olmasi ig¢in g.v.y.s. X nin (3.2) de z-et-

kin olmasidir.

Vektdr maksimizasyonu probleminde z-etkin kenarlar
sOyle aranir:

B z-etkin tabani tanimlamak ilizere,

~ - -1 -
T(x)= TB(x) B "N - TN(X)
ifadesi x noktasinda B ye kargilik gelen kx(n-m) boyutlu a-
zaltilmis maliyet matrisi olsun. O halde B nin z-etkin olma-
s1 igin g.v.y.s.

AT ()

XTe = 1
A 0

A\
o

z

sistemini saglayan A € Rk nin mevcut olmasidir. z-etkin taba-~-
na karsilik gelen her ug¢ nokta z-etkindir. x de z-etkin taban
B ve azaltilmigs maliyet matrisi §(§)nin j.slitunu ﬁj(i) olsun.
j. tabandigi dediskenin girigiyle ilgili x den g¢ikan kenarin
baglangicgta z-etkin olmasi igin g.v.y.s.

max {r € R}

Kisitlar: T(X)y - %j(E)w +re g0

(1) KORNBLUTH, J.S.H., STEUER, R.E., "Multiole Dbjective
Linear Fractional Programming”, Man. Sci., Vol. 27, No.9,
Sep. 1981, s.1024-1039'dan TIGAN, S.T., "Sur le Probleme
de la Programmation Vectorielle Fractionnaire", =~
Mathemat ica-Revue D'Analyse Numerique et de Theorie de
L'Approximation, Vol. 4, No. 1, 1975, 8.99-103. ‘"
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<yer™

< w€R
r serbest

altprobleminin sinirli amag¢ fonksiyon degerine sahip olmasi-
dir (e € Rk toplam vektdriidiir),

GALP da amag¢ fonksiyonu matrisi ve azaltilmigs maliyet
matrisi etkin kenarlar boyunca hareket edildifinde sabitler-
dir, bbylece baglangigta z-etkin kenar sonraki ug¢ noktaya ka-
dar etkin kalir. CALKP da ise, lineerlegtirilmig ama¢ fonksi-
yon matrisi T(x), z-etkin kenar boyunca hareket edildifinde
sabit degildir. Bu sebeple CALKP da kenar z-etkin baglayabi-
lir ve bir ug¢ noktadan digerine varmadan 6nce etkin olmayan

kenar haline gelebilir, yani kenar kirilabilir.

Bagslangic¢cta z-etkin kenarlar boyunca kirilma noktalarinai

arama

X € S noktasinda z-etkin taban B olsun ve %, j. taban-
dis1i degisken girerken uygun bir pivot segimiyle olusaacak
komgu u¢ noktayi gbstersin. X den ¢ikan baglangigta z-etkin
kenarla ilgili tabandigi dedigken xj ve xj nin % deki degeri
8 olsun. Xy ile ilgili baslangigta z-etkin kenar boyunca
ilerlerken, kenarin z-etkin olmayan kenara ddniigtiigi nokta -
daki, yani kirilma noktasindaki ¢ nin degeri 8 nax dir. Igte
bu O ma x degeri hesaplanmak istenmektedir.

(1) O nax < % ise,kirilma noktasi vardir ve X4z ® nax
olan bir noktada olugur. Amacin kirilma noktasin-
dan gegen ve E" z-etkin kilmesinin sinir pargasini
olugsturan en azindan bir ylizey edrisi vardir. Bdy-
le ylizey edrilerine emax—kesme diizlemleri denir.
emax—kesme diizlemlerinin belirlenmesi ve probleme
dahil edilmesi agagirda anlatilacaktir.
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(2) emax =9 ise, kenar bir sonraki tepeye kadar z-et-

kindir ve yine kirilan bir kenardir. emax = 8 nin
anlamyi, komsu tepeden gegen bir emax~kesme dizle -

minin varligadir.

(3) 8 > 8§ ise, tiim kenar z-etkindir ve higbir

ax
0 ax kesme diizlemi tarafindan kesilmez.
8 in nasil hesaplanacadina gegmeden Snce B tabani

. max
ve x noktasinda azaltilmig maliyet matrisi E%i) nin yapisi-

ni1 inceleyelim:

GCALKP da amaglarin tiirevleri sabit olmadidi igin
T(X), X den ¢ikan kenar boyunca dejigecektir. xs ile ilgili
kenar boyunca ilerlerken ﬁ(i), agsagidaki gibi 6 nin bir
fonksiyonu olarak ifade edilebilir.
zy(x) = “‘I%%%‘"
m(x) = Dx + B dir. y(x,%) k&nari boyunca hareket edildiginde

olsun. Burada ¢(x) = Cx + ¢

2(6) = z(§)+Eje , m(8) = m(%)+ 'B'je

elde edilir. Burada 2(8), m(0), Ej ve Sj lar siitun vektbr-

leridir. Ej ve Bj lar, pay ve paydanin azaltilmis maliyet
matrisleri

1

~ - _ 1
C = CB B "N C

N’ D = DBB N - DN

nin j. siitunlaridir. Béylece

T(0)

m(6) o C = 2(8) e D

It

(m(x) s C - z(i)oD)+e(5jo c—Ej o D)

T(x) + e(Sjo c-Ej o D)

olur. m(8) » C notasyonu, C nin satirinin m(8) nin elemanla-
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riyla kargsilikli garpildigini gOsterir, yani m(s) - C,
MC ye esdeferdir, burada My = mi(e) ve 1 # j igin Mij= 0
dir.

0O halde

T(8) = T(X) *6H(X,3)

demektir. Burada H(x,3);

—

N—' (DjOCN-‘CjoDN)

— . ~ o~ _l
H(x,j) = (Dj o Cg cj © DB)B
matrisi, xj ve B tabaniyla ilgili kenar boyunca azaltilmisg
maliyet matrisi T(X) nin dedigimini gdsterir ve T(x) ile ay-

n1 boyutta sabit bir matristir. Bdylece
T = - Tz
AU T(X)+ e H(X,3)] = ATT(8) 2 0

AT e =1 (3.3)

sistemini saglayan 6 nin maksimum degeri 0 hax dir (1).(3.3)
sisteminin 6 nin bazi sabit deferlerince uygun olmasi igin

g.v.y.$o

Amag : mx {s € R}
T = -
Kisitlar: A~ [T(x) +e H(X,3)] - s e >0
XT e =1
0 ¢<» e RS (3.4)
0 <8 € R

olarak verilen LP problemi P(6) nin optimal ama¢ fonksiyon
dederi s™(6) nin negatif olmamasidir.

(1) KORNBLUTH, J.S.H., STEUER, R.E., "Multiple Objective
Linear Fractional Programming", Man. Sci., Vol.27, No.9
1981, s.1024-1039.
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Kornbluth ve Steuer'in emaxn_hesaplama algoritmasi

Baglangigta 6= 8, = 0 alinarak P(e) probleminin (A" ,s*)
optimal ¢dziimi bulunur. (i, s) = (1", s”) alinarak (3.4) U
saglayan 6 nin en bilyik negatif olmayan 6y dederi hesaplanair.
Sonra P(el) lineer programinin (A", s*) optimal ¢oziimi bulu-
nur. (A, s) = (X, s*) alinarak (3.4) il saglayan @ nin en bii-
yik 6, > el.deﬁeri hesaplanir ve P(6,) ¢Ozliliir. 6 nin

1

0, > ei_l dederini bulma ve P(ei) yi ¢bzme prosesi, ya bazi
i ler igin ei,ﬁ y1 asana kadar ya da bazi i ler igin
s*(ei) £ ¢ olana kadar tekrarlanir. Burada ¢ toleransi, O6n-

ceden se¢ilmisg pozitif bir sayidir.

Ejer bazi i ler igin ei, 6 y1 asarsa, Kornbluth ve
Steuer algoritmasi, emax > § oldujuna ve kenarin kirilma nok-
tasi igermedidine karar verir.

EJer bazi ei < 8 igin s*(ei) < ¢ lse, algoritma, P(ei)

nin optimal ¢dziimi (X, s*) olarak, (A*)T H(X,j) > 0 olup ol-
madigini kontrol eder. Bu egitsizlik varsa, kirilma noktasi-
nin mevcut olmadigi sonucuna varir, aksi halde ise kirilma

noktasinin mevcut olduguna ve 8 in yaklagik olarak 6; ye

ax
egit olduduna karar wverir (1).

Benson ise, iste bu noktada yani em in 6, ye yakla-

ax
g1k esit olmasi durumunda bazen yanildidini g&stererek yeni
bir ySntem Onermistir. Benson'un O nax * hesaplayan bu algo-

ritmasini kisim 4.3 de verecegiz.

Simdi em
de duralim.

ax N hesaplanmasindan sonraki igslemler {izerin-

(L) BENSON, H.P., "Finding Certain Weakly-Efficient Vertices
in MOLFP", Man. Sci., Vol. 31, No. 2, Feb.,1985,s.240~-245,
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Gmax—kesme dizlemlerinin belirlenmesi ve probleme

katilmasa:

8 ax Verilirse, kesme diizlemleri asagidaki gibi belir-

lenir.

(L) 8 = %nax olan (3.3) probleminin biitiin Az alternatif

¢Ozlimleri belirlenir.

(2) 1

6 = Blax noktasindan gegen ve ilave z-etkin tepe-

lerle sonuglanan amag¢lar kimesidir.

{ i | Af > 0} olsun. I kiimesi, ylizey egrileri

(3) Kesme diizlemin gradyanti, daha &nceden belirlenmig
kesme diizlemlerinin gradyantlarinin lineer kombine~
zonu ise, bdyle kesme diizlemlerin hig¢birl dikkate
alinmaz.

Probleme dahil edilecek diizlemler belirlendikten sonra,
uygun bdlge asadidaki gibi daraltilir.

(1) Su andaki tepenin (heniiz incelenmemis) X oldugdu ka-
bul edilsin. xj = 0 tapandisi dedigkenini tabana
sokarak baglangigta z-etkin kemar boyunca 6 = o 1

- “max
bulalim.

(2) x. = 8 daki z; dederi z, (o ) = 2,(0 )

, (9
j max . max max)/ml(

max
1 - .
olsun ve ¢ ve di, pay ve payda fonksiyonlarinin

giincellestirilmis satirlari olsun.
(3) Lineer amaglar igin
i +

N at + d; = Zi(e ) - Zi(i)

kullanalair.
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(4) Kesirli amaglar icin;
i i 3t - - -
(c N zi(ﬂmwg dN)xN a; di = zi(emax)mi(x) 04 (x)

kullanilair (1l).

4.3. BENSON YONTEMI

Benson, 4.2. de verilen Kornbluth ve Steuer Algoritmasi-
nin ana b&limleriyle hemfikirdir, fakat emaxz.hesaplayan b6~
limlinlin bazen yanildi§inn gbstererek yeni bir ySntem &nermig-
tir.

Benson'un 8 nax * Hesaplayan YOntemi

S nin z-etkin ug noktasi x ve ilgili taban B olsun.
Xj' j. tabandigi dedigken olarak [ dederine ulagirsa, S nin
x ye komsu olan X ug¢ noktasindaki taban dedigimini verir.
% den % ya gikan kenarin baslangigta z-~etkin oldugu varsayil-
sin. Bu kenar boyunca miimkiin kirilma noktasi aramak igin
(3.3) sistemini sajlayan 6 nin maksimum degeri 8 max bulun -

malidir.

0 degeri sabit tutulursa, (3.3) sisteminin bazi ) larla
saglanmasi igin g.v.y.s.

Amag : min eTw
Kisitlar: AT[¥(§)+ 8H(%X,j) ]+ w 2 O
ATe = 1
A,w = 0

LP probleminin optimal ama¢ fonksiyon dederinin sifira egit
olmasidir. LP da dualite teoremiyle, bu LP probleminin op-
timal amag fonksiyon deferinin sifir olmasi igin g.v.y.s.

dual LP problemi

(1) KORNBLUTH, J.S.H., STEUER, R.E., a.g.e.
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Amag : max t
Kisitlar: [T(X)+ 0H(X,3)] u+ teg O
0 < ug e

nin optimal ama¢ fonksiyon dederinin de yinesifir olmasadir.
Bu ifadeler birlikte ele alinirsa sunu vurgular. Verilen
herhangi pozitif bir sayi p olarak, (3.3) sisteminin tim

6 € [0,p] lerce sajlanmasi igin g.v.y.s.

Amag : max t

Kisitlar: [T(X)+ 6H(X,3)] u + te < O

~

0 < ug e

0 < 68¢p

olarak verilen T(p) probleminin optimal amag¢ fonksiyon dege-

rinin t*(p) = 0 olmasidir. BSylece 0 ax’ t*(p) = 0 yapan p

ax
nin maksimum dederine esittir.

Herhangi pozitif p degeri ig¢in, (u,t, 8) = (0,0,0)
¢Oziimi T(p) probleminin bir uygun ¢&ziimiidiir. BOylece tim
p > 0 lar igin t*(p) 3 0 dir. Yine t*(p) nin tanimindan,
t*(p), p nin azalmayan fonksiyonudur. t*(p) = 0 olduju igin,
son iki ifadeden, biitin p € (0,0 _ ] lar igin t*(p) = 0 de-

mektir. Ayrica ¢ in tanimi geredi, tim p > @ lar igin

max

»* 2y o o max
t"(p) > 0 dir. Biitiin bu gSzlemler, o

max bulacak yeni y®n-
teme temel olustururlar. Yontem geligtirilmis ilkiye bSlme
prosediiriini kullanir. Asagrda verilen ydntemde, ¢ ve §, On-

ceden verilen herhangi pozitif sayilardir.

Adim 1) £*(8) = 0 ya da t*(a) > 0 olup olmadidini be-
lirleyiniz. t*(8) = 0 ise, t*(8 + ¢) ’‘u hesap-
layiniz ve Adim 2'ye gidiniz. t*(8) > 0 ise,

t > 0 olacak sekilde T(®) probleminin(yd,E,8d)
uygun ¢8ziimiini bulunuz, L=0, U=8 aliniz ve
Adim 3 e gidiniz.
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Adim 2) t*(g + g) = 0 ise, emax> () oldugunu, kenarin
kirilma noktasinin olmadigini anlayiniz ve
®, N~
durunuz. t(6 + ) > 0 ise, emax

s1k olarak esit oldudunu, yani kenarin kirilma

in 8 ya yakla-
noktasinin oldugunu anlayiniz ve durunuz.

Adim 3) (U - L)¢6§ ise, 6 __ € [L,U] oldujunu yani
kenarin kirilma noktasinin oldudunu anlayiniz

ve durunuz. Aksi halde Adim 4 e gidiniz.

Adim 4) t*[(L + U)/2] = 0 ya da t*[(L + U)/2]> 0 olup
olmadigini belirleyiniz., t™[(L + U)/2] = 0 ise,
L = (L + U)/2 aliniz, t%[(L + U)/Z] > 0 ise,
t > 0 olacak sekilde p=(L + U)/2 olan T(p)
probleminin (d, t, ) uygun ¢&ziimiinii bulunuz
ve U =6 aliniz. Adim 3'e gidiniz.
Adim 1 de, t*(8) = 0 ise emax > ) dir ve Adim 2 kiril-
ma noktasinin var olup olmadidini belirler. Adim 2 de ¢ > 0
icin t*(8 + ¢) = 0 ise b nax > 6 dir ve kirilma noktasi mev~
cut degildir. Fakat t*(§+¢) > 0 ise o___ € [5,8 + ¢) dur.

max

Bu durumda yOntemden, 6 in yaklagik olarak B yva egit ol-

max
dugu anlasilair., e pozitif parametresi, yaklasik egitlik tani-

mini bozacak kadar biliylik segilmemelidir.

Adim 1 de t"(8) > 0 ise, o _ € [0, 8) ve § < B
olacak sekilde & noktasi segilir. Adim 3 ve 4 de, 8 nax M
iginde kaldigi araligin uzunlugu, § dan kiiglik ya da esgit
kalana kadar agama agama azaltilir. Bdylece kirilma noktasi
bulunur ve y&ntem son bulur. Aralidin uzunluu her seferinde

en az yarisi kadar azaltildidi igin ydntem sonludur (1).

(1) BENSON, H.P., a.g.e.
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4,4. HEDEF PROGRAMLAMA YAKLASIMI

o (3.1) deki GALKP probleminde her bir amaca belli bir =
hedef dederi atanarak bir HP problemi elde edilebilir. (HP
problemi hakkinda bilgi, B&liim II'de verilmis idi). Proble-

me ilk olarak Oncelikli HP modelinin, sonra da Archimedian

HP modelinin uygulanisini gdrelim.

Oncelikli HP Modeli

Bu yb6ntem, her bir Oncelik sinifinda sadece bir kriter
fonksiyonu varsa uygulanabilir. Bu durumda, her j adiminda
sadece bir kriter fonksiyonu ele alinir. EJer j. kriter
lineer ise LP yOntemleri, lineer kesirli ise LKP ybntemleri
kullanilir. SOyle ki

Genelligi kaybetmeksizin j = 1 alalim. S uygun bélgesi

1 +

cTX *oay y i at "
—_ - = @
alx N 1 1 1

kisiti ilavesiyle daraltilair. dlx + By > 0 (kabul geregi)

oldugu igin

1 * .1 - a1 + 1 *
(c™ - zq da )x + dlﬁix +Bl) - dl (a7 x + Bl)= Z) By T ooy

lineer olmayan ifade elde edilir.

- - .l + +, 41
U = dy (dx+Bl)ve uy = di(d x + Bl)
dedigken doniiglimi yapilarak HP problemi,
+ 0+
i
+Sl

ER

lX

W, u;
Amag : min 11
d

1

Kisitlar: (cl -z*alyx + ui - uf = Zi*Bl -0y (3.5)‘ ;_;1
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X € 8

e +
x’ ull ul

W
o

seklinde standart tek amagl: lineer kesirli programlama
problemi olarak formile edilebilir. w, ve w; lar, her bir i
hedefi igin "hedef ig¢i (intragoal) adirliklar"dir, yani z; a
alttan ya da listten ulagmaya uygulanacak relative cezalara
gdsterir. Hi¢ bir suretle hedefler arasindaki relative &ne-
mi yansitmaz.

z," hedefine ulagilirsa, (3.5) in optimal g¢bziimiinde
uI = 0 ve u{ = 0 dir ve bir sonraki Oncelik seviyesine geg-
meden Once S kiimesi

1 » .1 _
(c™ - zy da’) x = zy Bl - oy

kisity ile daraltilir. EgJer zf elde edilemeyip,ona en yakin

il degeri elde edilirse, bu durumda S kiimesi
(cl -z at

kisiti ile daraltilair.

Bu ytntem, herbir 6ncelik sinifinda sadece bir kesirli
kriter varsa bagarilidir. EJer ikl tane fonksiyon varsa,

problem
wi uz-+wf uy w; ug + wg u;
Amag : min {3}, ( i )+ A, 5 )}
d°x + B dx + B
1 2
1 % 1 - + »*

Kisitlar: (c zy d)x + u; - oup = 2Zg Bl @y

(02 - zé‘dz)x + u; - u, = 22* By = o,
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gseklinde iki lineer kesirli fonksiyonun toplamidir ve ge~
nellikle kuadratik kesirli fonksiyondur. BOylece tek amagla
LKP yo6ntemleri kullanilamaz. Burada Ay ler hedeflerin birbir-
lerine gbre Onemini yansitan "hedeflerarasi (intergoal) adir-
liklar" dix. Ay leri tahmin etmek karar verici igin ¢odu zaman
gligtiir. lste Oncelikli HP modelinde, her 6ncelik sinifinda
birden fazla kriter varsa bdyle bir giligliikle kargilagilir.

Bu ySntemin iyi ydnii, bdyle hedefleraras:i adirliklarin be -
lirtilmesine ihtiyag¢ g&stermemesidir.

Archimedian HP Modeli

Bu modelde biitlin kriterler ayni seviyededir. De§igken
doniislimii yapilarak

k w, u, . w,t u}
Amag : min LAy ( L i 2 j') (3.6)
i=1 dx+ Bi
Kisitlar: (ci zrabyx + uT - ur =z ¥, - q
i i i - 71 Vi i
l_l,oo-'k
x € 5

- L+
X, u , u 20

gseklinde lineer kisitlari olan, amag fonksiyonu ise lineer
kesirli fonksiyonlarin toplami olarak genellikle lineer ol-
mayan bir problem elde edilir. Bu problemin gligliigli, birgok
bblgesel optimumu olmasi ve emin bir gekilde ¢ézlimlememesi-
dir. Problemin ¢&ziimii igin Kornbluth ve Steuer'in Snerdiyi
ySntem CALKP yi kullanmaktir. Ciinkii CALKP algoritmasi tiim
z-etkin tepeleri hesaplayarak tiim mimkiin optimal ¢&zlimler
kiimesini belirler,.

Simdi, hedef sapmalarai

wz uj +wi+ui+

V(x):
1 a'x + 8y
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olsun ve

min {vl(x), vz(x),..., Vk(x)}

Kisitlar: (3.6) nin kisitlara (3.7)

problemini dikkate alalim. (Burada min {v(x)}, max {-v(x)}
demektir)., (3.6) ve (3.7) problemleri arasindaki gegig, BO~
lim ITI de agirlikli-toplamlar yaklasiminda olduju gibidir.
Yani, (3.6) nin bilitinsel (global) optimumu, (3.7) nin biitiin
z—-etkin tepe ¢Oziimleri civarindadir. Optimumu bulmak igin
(ya da kafi derecede yakin bir yaklasimla karar prosesini
sona erdirmek igin) literatlirde yer alan silizme (filtering)
y6ntemleri vs. kullanilabilir.

GCALKP algoritmasi kullaniminin bir {istiinliigli de, model-~
de kesirli amaglari ve kesirli hedefleri birlegtirmesidir.
$oyle ki;

k tane kesirli kriter fonksiyonunun oldudu, bunlarin £
tanesinin hedeflerinin z; ve (k-f) tanesinin de maksimize
edilecek amaglar oldudu varsayilsin. £ tane kesirli hedef
igin defigken doniislimleri yapilair ve kisitlar kiimesi daral-

tilirsa
max  {~vy(x)seee,= VeAX), 2o 0 (X) 0002 (X)) (3.8)
Kisitlar: (ci-z*di)x +u, - uf=2z *B - a i=1 f
: i i i~ 7171 i ey
Xx €8

seklinde CALKP problemi elde edilir.

Bu problemin gdziimler kiimesi, hem kesirli HP optimumu-
nu (1,...,f hedeflerinin) hem de vi(x) hedef sapmalarina
ve zi(x) amaglarina g8re elde edilen tiim z-etkin kiimeyi "”;g
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igerir. Problemin x z-etkin tepesinde giincellestirilmig tab-
lo, bu tepede amaglarin relative Onemini yansitan Ay agir -
liklarini belirlemede kullanilabilir.

(3.8) probleminin x z-etkin tepesinde gilincellegtirilmig
tablonun azaltilmig tabandigsi maliyetler matrisi W olsun.
O halde bazi ) afirliklar vektdrleri igin x noktasa,

f k
max {,%. - x, v,(x)+ .F Ay oz, (x)})

i=1 i i i=f+1 "1 “1

Amag

Kisitlar: (3.8) in kisitlarz

k
¥ A, =1, Xx;, =20
i=1 i 1

probleminin bir b8lgesel optimumu olacaktir.

W kullanilarak,

kT w=>20,

sistemini saglayan her bir )2 ajirlandirma vektdril igin x
noktasi bSlgesel olarak optimal olacaktir. BSylece belli bir
z-etkin tepe ile ilgili hedeflerarasi agirliklandirma vektSr-
leri kiimesi, istenirse belirlenebilir. Bu adirliklar karar
vericiden istenmez, aksine karar vericiye model tarafindan
sunulur. Ancak herbir kesirli hedefler igin wz ve wi’ hedef -
ig¢i agirliklari, Onceden belirlenmis bir kiime olarak modelde
kullanilir. Bu vektdrlerin probleme tiim girigleri ya 0 va da 1
alinarak yapilir. i. hedef kiigiik-egit ise WZ =0, whi=1;
bliyik-egit ise wz =1, wf': 0; esitlik ise wl = w; = 1 alys -~
nir (1),

(1) KORNBLUTH, J.S.H., STEUER, R.E., "Goal Programming with
Linear Fractional Criteria", EJOR,V.8, 1981, s.58-65. .
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4.5, NYKOWSKI - ZOLKIEWSKI (NZ) YAXLASIMI

Bu yvaklagimda (3.1) de verilen GALKP problemine kargi-
lik gelen bir CALP problemi kurulmaktadir. Once bu iki prob-
lem arasindaki temel bagintilari verelim.

Burada S, yine R" de bos olmayan, konveks ve kompakt‘
bir kiimedir. (3.1) probleminin k-etkin g¢&ziimler kiimesi E®
olsun. ’

Teorem: CALKP probleminde % € E° ve tiim x € S ler igin

zi(x) cix toy
zi(x) = = >0 (i=l,...,k) ise, buna karsilik

mi(x) dix +Bi

gelen

max {I (x)= [}l(x),...,lk(x),—ml(x),...,-mk(xﬂ i |x e s}

CALP probleminin etkin ¢Oziimler kimesi EI,olmak lizere
X € E_ dir. GALKP probleminde X € E° ve tlim x € S ler igin
zi(x)< 0 ise, buna karsilik gelen

max {x (x) =[21(x),...,2k(x), ml(x),..., mk(x) ]T Ix € S}

GALP probleminin etkin ¢dziimler kiimesi EX olmak lizere
x € EX dir.

Sonug: GCALKP problemindeki amag¢ fonksiyonlarai biitiin 8
kilmesi iizerinde dedismez isarete sahipse

S
E CEw (3.9)

dir. Burada E¢' lineer kesirli probleme uygun bicimde karsi~
li1k gelen GCALP probleminin etkin ¢6zlimler kiimesidir.

Matematik programlama teorisine g8re, amag¢ fonksiyonuna
bir sabit ilave etme, optimal ¢8zimler kiimesini de@istirmezﬂ
Bu nedenle - L
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g0 . (%) 4

; T
max {L(x)= [ Ay +d.]" |x est (3.10)

ml(x) my (x)

problemi (3.1) problemi ile egdeferdedir, yani ES = Ei dir.
(3.1) de, tiim x € S ler igin zi(x) > 0 (i= 1,...,h), fakat

bazi (ya da tim) x € S ler igiﬁ zi(x) < 0 (i=h+1l,...,k) ol~
dugu kabul edilsin. (3.10) da di =0 (i=1l,...h),

2, = min{e (x) | x €8}, My = min { my(x)| x € S} (3.11)

olmak lizere éi > - Qi / ﬁi (i=zh+1,...,k) almak (3.1) in
tiim amaglarini S de pozitif yapar. Bu durumda probleme
karsilik gelen CALP problemi,

max {AG)=[00 (0 yeeey 2y (2,2, (%) + Ay m g (x),...
<Ry (%) + ék m (%), -my(x),..., —mk(x)]T

|x e s}

seklindedir. E° = E egitliginden ve (3.9) dan

<]
L

E° C En
sonucu ¢ikarilair.

Bu sonug¢lar CALKP problemine karsilik gelen GCALP prob-
leminin nasil kuruldugunu ve zi(i=l,...,k) fonksiyonlarinin
S deki isaretlerinde kabul yapmaya gerek olmadidini gdster-
mektedir. Burada igaretler konusunda yapilacak tek esas ka-
bul, (3.1) probleminde "tiim x € S ler igin mi(x) > 0
(i=1l,...k)" olmasidir.

(3.1) de tiim x € S ler igin zi(x) > 0, i=1,...,k elde
edilerek CALKP ya karsilik gelen GALP problemi

max {#(x) = Gx | x € S} (§l12) y‘,“

kurulmug olsun. Burada




Gokxn =

dir. Efer GALP nin etkin ¢dziimleri S nin sainirlarinda ise,
GALKP probleminin S nin igine ait k-etkin g¢&ziimleri yoktur.
Benzer gekilde kirilma noktalari wve E® in GALP deki etkin
kiimeden ayrilan 6zellikleri yoktur. Bunun kontrolu,

Amag : min w

Kisitlar: Gz - Gy + u= 0 (3.13)

lTu - v +we=1

z>20,y>0,v>0,wz>0

LP problemi ile yapilabilir. Bu problemin uygun ¢dziimi var-

dir ve w, optimal ama¢ fonksiyonu dederini gdstersin.

Teorem: (3.13) probleminde w =0 ise, E<b N igs = ¢ dir,

w > 0 ise E¢ = S dir (1),

NZ Algoritmasi:

Adim 0) CALKP problemine karsilik gelen GCALP problemi-
ni (gerekli ise (3.10) ve (3.11l) formiillerini
kullanarak) kurunuz ve (3.13) problemini ¢ozii-
niiz., Efer w = 0 ise Adim 2'ye gidiniz. w > 0
ise Adim 1 e gidiniz.

(1) NKOWSKI, I., ZOLKIEVSKI, Z., "A Compromise Procedure
for the Multiple Objective Linear Fractional Programming
Problem", EJOR, V.19, 1985, s.91-97 den BENVENISTE, M.,
"Pesting for Complete Efficiency in a Maximization Prob-;:
lem", Math. Prog. V.12, 1977, s.285-288. ;
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Adim 1) Kornbluth ve Steuer algoritmasini kullanarak

z-etkin tepeler kiimesi EX yi bulunuz ve
Adim 4 e gidiniz.

Adim 2) (3.12) problemini ¢&dziinliz ve S nin tiim k-etkin

u¢ noktalar kiimesi E:g i bulunuz, Adim 3 e gi-

diniz.

Adim 3) Tim & € Eig igin agagidaki LP problemini ¢o6-
zlinliz .

T

Amag :max R = 1"v

Kisitlar: (3% di - m ci)x v, = m, o, 2,8 i=1 k
' i i A A A A A Ty

AX = b

x 20, v20

Bu LP probleminde Rmax = 0 olan noktalar, CALKP da

k-etkindir, yani Ei kiimesine aittir. Bunlari saklayiniz ve
Adim 4 e gidiniz.

Adim 4) E: y eJer Kornbluth-Steuer algoritmasi

T= kullanilmissa,
Ei , aksi halde

olsun. T kiimesini karar vericiye sununuz.
Karar verici bu bilgiler 1siginda final kara=
rinl verebilirse algoritmayi bitiriniz.

DURUNUZ. Karar veremezse Adim 5 e gidiniz.

Adim 5) j € Jp = {j | 2j € T} olsun

zi(ij) ‘
W']GJT};

M
fi = max {

i:l,...;kﬁ




70

n zi(ij)
£7 = min { mi(ij) | § € Tt
hesaplayiniz ve
51 (%) = ig' fi"zj) i=1,...,k
175

ile normalize edilmigs 6demeler tablosunu kurunuz.

Udemeler tablosu

’~ .
ijJeJT

seklindedir. Adim 6'ya gidiniz.
Adim 6) Odemeler tablosunu kullanarak
min { max [ gi(ij) | i=1,...0k] | J € 35}

Chebyshev probleminin optimal ¢6ziimii olarak bir uzla-
s1k ¢Ozlim hesaplayiniz. DURUNUZ (1),

(1) NYKOWSKI, I., ZOLKIEWSKI, Z., "A Comprimise Procedure
for the Multiple Objective Linear Fractional Programming
Problem" ,EJOR, V.19, 1985, s.,91-97.
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BOLOM 1V
CALKP PROBLEMI I1CIN COZOM ONERILER{

(3.1) verilen CALKP problemini, notasyonda basitlik
olmasi agisindan

Amaglar : max { Zi = } i:l'oo-'k (4.1)

Kisitlar : x € S = { x € R" | Ax = b, x » 0, b e rR™}

seklinde yeniden ifade edelim. Herhangi bir x € S igin
bi >0, i=1,...,k kabuliiniin yanisira ¢ £ S C:Rn kompakt bir
kiime olsun.

Gozlim Snerilerimizi, (4.1) probleminin asagidaki durum-
lar:y igin verelim.

1. DENK AMAGCLAR DURUMU

Bu $nerimizde, KV nin z4 amaglari ile ilgili ®6ncelik
tercihlerinin olmadigini, didger bir deyigle biitiin amaglarin
ayni derecede 6nemli oldugunu kabul etmekteyiz.

z; (i=1l,...,k) amag fonksiyonunun S izerindeki optimal
(maks imum) degeri z; olsun. Su halde ¥ x € S igin,

2y

dir, Biitliin amaglarin optimal deerlerinin normalizasyonun;
dan da faydalanarak, 1 sayisini biitlin amaglar igin bir list
hedef olarak belirleyebiliriz. i
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Soyle ki;
a) zf Z 0 ise;
*
z; n
271 Iz
dan
Z a
1) zif> 0 —» i < l=» i <
|z .* | b, |z
i i'%i
z, z a,+ 2b, |z
ii) z.* <0 — = ¢ -l-w2+ i\< > & iis
2, | B b |2}]
b) z{"= 0 ise;
a, +b
i i
Z <0 =z + 1L g1 =» < 1
i i bi
elde edilir ve
a
zi%> 0 =» i " 1
bilzi ]
a, + 2b,|z,|
2y < 0= Sl 1
bilzil
a, + bi
Zf = 0 =—» — 5 <1
i
yazabiliriz. O halde
a, , z, >0
i
a :j 1
i
ai + bi ’ Zr - 0
ai+2bi|zzl, z;<0
-
* *
f) _ bilzi I ' Zi £ 0
i - i,
bi ? Z;: 0 sfmj‘.
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olmak lizere

olacak sekilde diizenleyebiliriz. Bu iglemle ayni zamanda
amaglar arasindaki birim farklilaiklarani kaldirip dengeyi
de kurmusg oluyoruz.

den § 8, < & b, (4.2)
yazilabilir.
Su halde (4.1) probleminin ¢ozlimi igin;

1. Yol: (4.2)esitsizligi daima } &, - } b, < 0 seklindedir.
Bdylece

Ya, - 1b, + s 30 (4.3)
kisitini S ye ilave ederek HP ile ¢Ozilim buluruz. Hedef dege~
rini (4.3) de sifirdan biiylik~esit alarak, hedefin altinda
kalmamaya galismaktayiz. Bu durumda ¢8ziilecek problem;

Amag : min s

Kisitlar : i a, - b, + 8 >0

)
1 1

seklinde olacaktir.

2. Yol: a) (4.2) egitsizliginden

-
i

et fpe
o
N
o
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~

¥

yazarak max . S~ | yapmaya galisiriz. Bu durumda ¢o-

X
i i

zliillecek problem;

o

{fmax z =

~
a
~

| x € 8}

M
o

i
i

seklinde tek amag¢li LKP problemi olacaktir.

5 a,
b) £ —=- ¢ 1 den kesirli HP ile ¢dziim buluruz.
Zb
i i
Soyle kij;
y &,
Hedef: {—35;5— =z} , (z 2 1) (4.4)
b

i .
Kisitlar: = € S

kesirli HP problemidir. Bu problemde hedef dederi 1 den

biiylik-esit alarak hedefin altinda kalmamaya galigmaktayiz.
¢Oziimli igin S ye

1% -

+ d 1
1Py

kisitar katilir. E'Bi > 0 oldudundan

ai+d“ (r b

5 b
i i

i) 2 i

I
i

vazilarak lineer olmayan bir ifade elde edilir.

degigken doniliglimi ile (4.4) problemi;

Amag :{min 4 = —2—}
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Kisitlar: ¢ 8, + u > % Bi (4.5)
i 1
x€S8 ,u >0
seklinde tek amag¢li LKP problemine ddniigiir.

yontemimizi bir Srnek {izerinde inceleyelim:

ORNEK :
—Xy + Xy = 4
Amaglar : max { z, = }
1 6, + %X, + 3
1 2
X, = X, = 5
max { z, = 1 2 }
2 X, + 1
2
3%, + X, — 17
max { z3 = 1 2 }
-3x +16
1
Kisitlar: Xy < 4
X, < 4
xl + Xy € 7
~Xy t Xy < 3
Xl - XZ < 3

Xp r Xy 3 0

GALKP problemini ele alalim. Grafigi Sekil 4.1l'de verilmig-
tir.

1 1 -4 1 1 17
X = (0,0) Zl = ——3— Zz = -5 23 = - 16
2 2 -1 2 _ 2 _ _ 7
x° = (0,3) 2] = —¢— 2, = 2 zy = ~—5
3 3 -1 3 _ -8 3 _ 10
X - (1I4) Zl -— —T§— Zz - —g Z3 - —I§~
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("].13)

Sekil 4.1,
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x4 = (3,4) zi = —%%— zg = —:g— zg = _:%_
x5 = (4,3) Zi == —%— zg =1 zg - —%—
x* = (4,1 z) == 2 2 =1 2% = -1

x! = (3,0) zZ == —%— z; =-2 z; == —%—

z, amag fonksiyonu maksimum dederini x3 = (1,4) noktasinda,

5

z, ama¢ fonksiyonu maksimum dederini y(x ,x6) kiimesinde,z3

ama¢ fonksiyonu da maksimum dederini x5 noktasinda almigtair.

—

a z, > 0 * »
i P2y b lz}], 2 # 0
8,z 4 # B
i=3a; * by r 23 =0 by = b, , 2z} =0
*
a; + 2bylzy| 4, 2z <0
z X == _i..:.g. =%, + X, -4 + 2-—l—(6x + X, + 3) --I%—X *
17 13 7 17 71 2 13 1 2 i 1

15 _ 46
i3 *2 7 I3

+

* _ 6 1 3
by = 137%; * 137%, * 13

]

»”
Zs ==1 —» 52 X =X, -5 + 2.1 ( Xy * 1) = 3 toxy - 3

o
N
|

=1 ( X, + 1) = X, + 1

3xl + Xy = L7 + 2. —%—-(—3)(l + 16) = xz—l

N
(PP 2 4
1]

1
Ny
!
s ]
(8]

]

9 1
b3 -——2-— ("3Xl + 16) = - -—2*-')(1 + 8

-
i
et
:
b
—
+
-G
b X
N N
+ 1
s S o



a X, + X, - 3
—7§i- € 1 =~ L 2 <1
b2 Xy + 1
E:] X,— 1
'-7;;— ¢ 1 == 2 €1
b3 - ~%~ Xy + 8
ise
Zai <~Zgi den
12 _ 7
1 1 3
thy = -lyg—x; * ly3—x, *+ 913
yazilabilir.

. s . 51 27 _ 218
1. Yol: (4.6) egitsizligi daima 38%1 *13%) 3 0

sekliﬁdedir. Hedef deferi sifir wve daha yukarisi geklinde

alirsak, ¢bzecedimiz problem

Amag : min s

Kisitlar: g.ai - i bi + s >0

X €S8 ,s 30

seklinde olacaktir. O halde

Amag : min s
51 27 - 218
26 *17 713 *2 7 % 213
Xy < 4
X, < 4
X Xy < 7
—xl + Xq <
Xl-XZ é
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probleminin ¢Oziimi Sekil 4.1'de gbriildigi gibi x4:(3,4)

noktasidir ve "hedeften sapma miktari”, min s = 2 %% dir.

Eger {max z = —%%—xl+ —%%—xz - 2%%[ X € S} problemini

¢6zersek, optimum ¢&ziim x4=(3,4) noktasi ve optimal amag

fonksiyon degeri de, max z=-2 %2 bulunur. Buradan

max z + min s = 0 olduju gdrillmektedir.

2. Yol: a) (4.6) ifadesinden

zai
max {z, = | x e s}
zBi
problemini ¢6zelim. O halde
12 2 7
Fm Xyt 3ee—X, = T
max (7, = 13 *1 13 "2 I3 |y es)
1 1 3
BT ey

probleminin ¢&ziimi Sekil 4.1'den x*=(3,4) noktasidir ve

"Hedefi gerceklegtirme orani” max z = %%% = 0.753 diir.

b) Kesirli HP problemi ile ¢8ziim bulalim:

12 2 7
= X, vt 3 33X, — 71——
Hedef: { 13 71 13 "2 3 =z } , (z 2 1)

1 1 3
lag—xy * l13—%, * 913~

Kisitlar: x € S
problemini (4.5) deki tek amagli LKP problemine ddniigtiirelim.

u

min 4 = i T 3
e S N e TS B

51 27 - 218
26 X1 T TI3¥ " v 2 13

X €85, u >0
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Bu problem ¢dzlillirse; Xy = 3, X,y = 4, u = 2~%%— olarak

optimal ¢dziim x* = (3,4) noktasi ve "hedeften sapma orani”
min 4 = Zgz Z 0.247 bulunur.
Burada yine max z4 +min d =1 oldugunu gOrmekteyiz.

Ayrica u = g dir. Sekil 4.1 den de gdriileceydi gibi l.yol-
dak i Zéi - ZBi = 0 dogrusu, 2. yoldaki 24
kiimes inden gegen z4 = 1 ylizey egrisidir.

amacinin rotasyon

tki boyutlu bir 6rnekde 1. ve 2. yol ile buldufumuz ¢&-
zlimler ayni x4 noktasini vermigtir. Bu ¢Oziim Onerimizi test
etmek igin (4.1) deki kabullere uygun kalacak sekilde daha
bliylik boyutlu problemleri rasgele {irettik ve QSB (Quantita-
tive Systems for Business, Prentice-Hall, Inc. 1985) paket
programi ile ¢&ziimler bulduk. 1. ve 2. yol i¢in buldujumuz
¢Ozlimler farkliydi. Bunun nedeni 1. yol da LP ve lineer HP
ve 2. yolda ise lineer kesirli programlama ve lineer kesirli
HP kullanmamizdir. Ciinkd 1. yol da ama¢ fonksiyonlarinin
paralel kaymasina karsilik 2. yol da amag fonksiyonlarinin
ylizey edrileri rotasyon kiimesinden gecgmektedirler. Bulunan

bu ¢dzlimler yine z-etkin ¢&zlimlerdir,

2. ONCELIKLl AMACLAR DURUMU

Buradaki ¢6ziim Snerimiz, BOllim II de verdigimiz
"Ardigik Siralama yYéntemi”"nin GALKP problemine uyarlamasi
seklindedir.

YOntem, KV den prosesin basinda "amag¢lari Snem dere-
cesine gdre siralama” bilgisini talep eder. GALKP problemin-
de k tane amacin indisleri ayni zamanda KV nin amag¢lardaki

6nem siralamasini g8stersin, yani z, >>>z, >>>,,,.,>>> 2z

1 2 K

olsun.
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Birinci adimda;

clx + al

max {z, = —4—= | x € 8}
1 dlx + Bl

LKP problemi ¢&ziiliir ve zf bulunur., Problemin alternatif

¢ozliimli varsa,

clx + al

dlx t B

. S
1

1 *

1l
(c™ - zy d7)x = =z

*
1 B oy

lineer ifadesi bir kisit olarak S ye ilave edilir ve
ikinci adimdaj

2
c x * o5
Amag : max {z, = —5—}
d”x + By
. 1 - » .1 r %
Kisitlar : (c z; d7) x = zy B1= oy
X €85

LKP problemi ¢dzililerek zzé optimal dederi bulunur. Problemin
alternatif ¢6zilimi varsa, liglinci adimdaj;

c3x + a3
Amag : max { Zy = }
d " x + 63
. l_ )(l - % -
Kisitlar : (c z, d)x = zl Bl oy
2_ ae2 _% -
(c z, d)x = z, 82 a,
X €8 :?

¢bziilerek zj* optimal degeri bulunur. Bu gekilde devam. ede-
rek en fazla k adim sonra, GALKP probleminin "tercib{edi;ean;‘

Ao

¢dzimi"nii buluruz. Problemi ¢dzerken i. adim alternatifV e
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¢bzlimlerin bulunmadidi bir optimizasyon adimi olsun. Bu du-
rumda i + 1,...,k adimlarini ¢dzmeye gerek yoktur ve 1. adim-
dakl "tek ¢d6ziim" CALKP probleminin g¢ozimiidiir.

3. TOLERANSLI AMACLAR DURUMU

Burada KV den iki gesit bilgi talep etmekteyiz. Birin-
cisi yukarida oldugu gibi amaglari Onem derecesine gdre si-
ralama bilgisi, ikincisi de her bir amacin optimal dederin-
den, bir sonraki &nem sirasindaki ama¢ lehine, ne kadarlik
bir ylizde miktar fedakarlik (tolerans) yapacadi bilgisidir.
Siralama bilgisi, KV den prosesin basinda istenir. Tolerans
bilgisi ise yine problemin g¢dziimiine bagslamadan alinabilecedi
gibi ¢6ziim agsamalarinda da alinabilir. ¢Szlim Snerimiz gbyle-
dir:

KV nin amag¢lardaki Sncelik siralamasi z,>>> z,>>>,..

1
>>> oz seklinde olsun.

Birinci adimda, en yliksek 6ncelikli z, amaci § lizerin-

1
de optimum yapilir, yani

1
C X +

max {Zl:"-—'l'—-———- |X€S}
d'x + 81

LKP problemi ¢dziilerek zf‘ bulunur. KV ye zf’ dederinden ne
kadarlik fedakarlik yapabilecedi sorulur, KV, zl* dan % t
oraninda toleransa razi olsun. O halde optimum dederden in-

t
dirilecek miktar Az, = —=x lz.* | olmak lizere
- 17 300 ’

clx + a N
T 1~ A7y

A
dlx + Bl

W

2

esitsizlik kisiti S ye ilave edilerek,
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1 1
[c - (zf - 8z;)d ]x > (2" - 82;)8; - o

x €5
geklinde daraltilmig uygun g¢ozilimler kiimesi Sy elde edilir.

tkinci adimda;

2
c'X +a2

max {z, = | x e 8. }
27 3%y . B, !
Lkp problemi gdziilerek z,° degeri bulunur. KV, ikinci &nceli-
ge sahip z, amaci igin % t, oraninda tolerans yapmig olsun.

t2
O halde A22 = 160

lz;I olarak

2
c X *t a

2 *
— 2 2, — AZ
dzx + 82 2 2

kisaita Sl e ilave edilerek, S, kiimesi S, kiimes ine daraltilir.

1
Boylece liglincii adimda;

3
CTX toaq
Amag : max { Zy = —3———————}
d™x + Bq

1 * S § *
Kisitlar :[ ¢~ - (zy - 8z,)d Ix = (z AZl)Bl>— oy

2 2 »”
[ ® - (27~ az,0a%Tx 3 (z; - 8z,)8, - o,

x € 8

¢bzlilerek 25‘ bulunur. Boylece en fazla k adim sonra CALKP
probleminin "tercih edilen g¢ézimi" bulunmus olur. EJer KV,
i. adimda 1 < i1 ¢ k tolerans yapmaya isteksiz ise ty =0

dir ve i. adimdaki ¢&ziim, yine CALKP probleminin ¢&zilimidiir.
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Yontemi bir Ornek ilizerinde inceleyelim:

ORNEK: Grafigi Sekil 4.2'de verilen;

Amaglar : max { z; =

max { Z, =

il
St

max { Z,

Kisitlar : Xy + x

/A
38

\Y
o

GALKP problemini dikkate alalim.

KV nin amag¢lardaki ®ncelik siralamasi z,>>> Z, >>>z4

1
seklinde olsun.

X = (0,4) zi - —~§—— 2] =- _4? 23 =
x2 = (2,2) zi = zg = 0 z§ = —%—
x3 = (2,0) z; = —- 23 = —- z3 = 1
x* = (0,0) 2] = 0 23 = 0 2] = 3
x5 = (%'%) zi = _%, zg = Té“ zg = —%—
R T SR B Y
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1
S = y(x ,X21X3,X4)

S Y(xlrxsrXG)

o))
"

Q
it

‘Sekil 4.2,

(1,1)
(2,1)
(1,-1)
(1, 1)
(-1,0)
(0,1)

1

(- CRAN i’)

= (3,-1)

1
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Birinci adimda;

max { z

X1 %

‘ x € S} problemi
+ 1

1 =
1t %2 ¢bzlilir.

2x

8§ = Y(xl,xz.x3,x4)

4
P&
23 5

= -4 olarak x' =(0,4) noktasi birinci Sncelikli

amag¢ i¢in optimal ¢dzimdlir.

KV, zf‘dan yiizde

25
tl = 25, AZl = IGU .

25 tolerans yapmis olsun. O halde

4 . L
5 =5
4 1

A = 3
5 -5 =75

1
olarak
A . 3
2xl + X, + 1 >
~%q + 2x2 > 3

kisita, rl = (-1,1) noktasaindan gegen ve S yi daraltan

kisittir.
BOylece
Sl =

kiimesi elde edilir.

tkinci adimda;

max { z,

problemi ¢dziiliir.

Y(xl,xs,x6)

xl-x

}

1 I X € 8

- Xy + X, + 1
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z;e:- I%* olarak x5 = (%,%) noktasi ikinci adimin optimal
¢Ozlmiidir.

KV, z, dan % 30'luk bir tolerans yapsin.

2 # 30 2 4
ty = 30, 82y = 155 |22 = 150 17 5 = 100
A oz = 2 _ 4 _ 13
22 2 =7 15 100 —~ 775
olarak
*1” %2 . _ _13
z 75
Xt Xyt 1
~ 88 xp * 62 Xy 2 13
. o 2 1 1 ‘
lineer egitsizligi r™ = (- “5=¢ = —5—) den gegen ve Sl i

daraltan kisiti olugturur. Bdylece

82 = y(x5 ' x7, x8)
kiimesi elde edilir.
tigincli adimda;
e N
max {z3 = %, 1 | x € S,} problemi ¢dztilir.

Z;*z —%g%— olarak x° = (1 —%%—, 2 T%%~)nokta51 tiglinc i adim~

da optimal ¢bziimdir.

BOylece x8 noktasi, CALKP probleminin "tercih edilen
gozim"idlir.

o,
Aol
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SONUC

"Cok Amagli Lineer Kesirli Programlama Problemi Ig¢in
¢6ziim Onerileri” isimli tezimizde, ®ncelikle, GALKP igin
alt yapi olusturulmug, problem ve uygulama alanlari tanitil-
mig, literatlirden degdisik ¢6zlim yontemleril verilmigtir.

Gok amagli programlama problemlerinde karar verici
amaglari lig ayri sekilde dederlendirir. Amaglari denk g&rir
veya Oncelik sirasina koyar ya da Sncelikli amag¢larin opti-
mal degerlerinden belirli oranlarda fedakarlik eder. Bu di-
slinceden hareketle CALKP problemine iig ayri ¢6ziim ySntemi
6nerdik. Bu yOntemler; amaglarin denk olmasi durumunda "Denk
Amaglar Durumu", amaglar arasi Onceliklerin kesin olmasi du-
rumunda "Oncelikli Amaglar Durumu", &ncelikli amaglarda fe -
dakarlik edilmesi durumunda da "Toleransli Amaglar Durumu”
basliklariyla verilmigtir,

Literatiirdeki yontemler genellikle tiim z-etkin g¢dziimler
kiimesini ya da sonlu sayida u¢ noktalar kiimesini bularak KV
ye sunmaktadir. KV nin alternatifleri degerlendirilip ¢ézilim
bulmasi pek miimkiin de§ildir. Hele biiyiik boyutlu problemlerde
bu is oldukga gligtlir. Onerdigimiz ydntemler KV ye istedi
dorultusunda tek ¢dziim sunmaktadir. Ayrica bliyik boyutlu
problemler igin de rahatlikla kullanilabileceginden, bu saha-
daki O6nemli bir boslugu dolduracadi inancindayiz.

Onerdigimiz ¢&zlim ydntemleri, bilgisayar programlari
yvapilarak,; gergek hayat problemlerine uygulandidinda daha da
etkinlegecektir. Ayrica, ySntemler nonlineer problemlexr igin
geligtirilebilecedi gibi tam-sayili g¢&ziimler elde edebilecek
yapiya donlistiirlilebilir kanisindayiz. Biitlin bunlar, gelecek—f
te aragtirmacilar igin birer hedef olmalidair. '
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EK: 1. KONILER, NORMLAR VE METRIKLER

Tanim: V # ¢ bir vektSr uzayi olsunVv € Vve a 2 0
skaleri igin o v € V ise V ye bir "koni” denir. 0 € r"
orijini her konide bulunur. Orijinde bulunan 0 € R™ konisin-
den baska tiim koniler sinirsiz kiimelerdir. Ayrica koninin
konveks olmasi gerekmez.

Ornegin, orijinden ¢ikan 1sin bir konidir. Kapali
yari-uzay, bir konveks konidir, fakat agik yari-uzay bir ko-
ni degildir, ¢linki orijini igermez.{x € r? | x > 0} bdlgesi
ve R" konveks konilere Srneklerdir (1).

Tanim: Sonlu sayida vektdrler kiimesinin tiim negatif
olmayan lineer kombinezonlari kiimesine "konveks koni" de-
nir (2). vani,

n k i
v={veR|v=>:aiv,ai>0}
i=1

kiimesi {vl,vz,...vk} kiimesiyle olugturulmus konveks bir
konidir.vi lere V nin "ireteg¢leri" denir,

(1) STEUER, R.E., "Multiple Criteria Optimization: Theé?y;mF
Computation, and Application", John Wiley and.Sons., -
Inc., 1986, s.38,

(2) BOULDING, K., SPIVEY, W.A., "Linear Programming and the
Theory of the Firm", The Macmillan Company, New York,
1960, s.53.
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Tanim: vl,vz,...vk lar V konveks konisinin {ireteg-
leri ve v' € (vl,vz,...,vk} olsun. Ejer v' olmadan diger

vi lerle yine V kiimesi olugsturabiliyorsa vt

e "temel olmayan”
(nonesential) lireteg denir. Temel olmayan lireteg, dider
lireteglerin negatif olmayan lineer kombinezonu olarak ifade
edilebilir, "temel" (essential) lireteg¢ ise bunun yapilamadig:i

iretegtir.

Tanim: V C R® bir koni olsun.

2

Ve = {y € R" | yT v 3 0, tiim v € V igin}

konveks konisi, V nin "negatif olmayan kutupsal konisi"dir,
V% deki tiim vektdrler V deki vektdrlerin herbiri ile 90° ye
esit ya da daha kiigiik agi yaparlar. V konveks olsun olmasin
vZ konvekstir.

. VB

*

Tanim: V C:Rn, {Vl,vz,...vk} vektorleriyle Uretilmisg
koni olsun.

i T i

vz = {y € rR? | yTv > 0, tim i ler ig¢in;y'v: > 0, en azin-
dan bir i igin} T { 0 e R"}

konveks konisi, V nin "yaripozitif kutupsal konisi"dir.
{0 € Rn}orijini dahil edildi, g¢linkli orijinsiz v bir koni

degildir.

Normlar ve Metrikler

Normlar, vektdrlerin wuzunluklarini; metrikler,ﬁg?@gg—
ki noktalar arasindaki uzakligin Slgimiidiir. oy
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Tanim: R den R ye tanimlanan ||.|| fonksiyonunun bif
"norm" belirlemesi igin u, v € R® ve k € R olmak dzere,

@ [l ulf>o0
(i1) || u|]= 0 &>u =0
(111) [ w+v[][ < [|a]] + [|v]]

(19) || k.v ||z k| []u]]
gsartlarinin gergeklenmesi gerek ve yeterdir.

Tanim : "Lp-normlari" ailesini dikkate alalim. v € r"™
nin Lp-normu;

n 1/p
vty = [ 5 vy P] P e (1,2,3,...,) U (=)

i=1

geklindedir. p ye 1,2 ve «» dederi verildiginde

v | P lvyl
| v ] = z v
L A4y -
n 2
[ v llz = X 'Vil (Euclid Normu)
i=1
Il v ||, = max (] v;|} (Tchebycheff Normu)

i:l,z,.-.,n
olur.
Tanim: Bir vektdrilin herbir bilegenini vektdriin normu-

na b8lmek, vektSxrli "normalize etmek"tir. Normalize edilmig
vektdriin, ayni norma gdre normu birdir. (1)

(1) STEUER’ R.Ec, a.g-e-' 5136—43
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Tanim : x, y € R" olsun. R" den R ye tanimlanan
§(x,¥) = ||x-y|| fonksiyonunun bir "metrik" belirlenmesi

ig¢in

(1) G(XrY) > 0
(i1) 6(x,y) = 0esx =y
(1ii) &(x,y) = &(y,x)

§(x,y) + &(y,z)

N

(iv) §(x,2z)

sartlarinin gergeklenmesi gerek ve yeterdir. (1)

Tanim: "Lp-metrikleri" ailesini dikkate alalim. iki
nokta x,y € R? arasindaki uzaklik Lp-metrigi olarak

1/p
Ixi-yilp] pe {1,2,3,...} U{=}

™S

==y |1, = [11

seklindedir. L& - metridine "rTchebycheff metridi"de denir.

Tanim: x,y € R" olsun. x ve y arasindaki uzakligin
"adirlikli Lp-metridi",) € r® negatif olmayan adirliklar
vektdri olmak lizere

B

A n 1/p
o=y 1= | 0y | xyy hP] p €{1,2,} Ul=)

yapisindadir (2).

(1) MANGASARIAN, O.L., "Nonlinear Programming", Mc Graw-
Hill Book Company, 1969, s.7-8.

(2) STEUER, R.E., a.g.e., s.44-45,
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EK: 2, VEKTOR MAKSIMIZASYONU TEORISI

Tanim: C kriter matrisinin taban siitunlari CB' taban-
; A kisitlar matrisinin tabandisi siitunla-
lN-CN mat -
risi k x(n-m) boyutlu "azaltilmig maliyet matrisi®dir.

digi silitunlar: CN

r1 N, taban siitunlari da B olsun. O halde W:CBB_

Tanim : B nin bir "etkin taban" olmasi ig¢in g.v.y.s.
bazi A € A igin (2.4) probleminin bir optimal tabana olmasi-
dir.

(2.4) Un azaltilmig maliyet satira ATw oldujundan B

tabaninin etkin olmasi ig¢in g.v.y.s.

ATW > 0
A >0

sisteminin mevcut olmasidir.

Teorem: x € S, etkin taban B ile ilgili bir u¢ nokta
olsun. O halde x, etkindir.

Teorem: x € S, etkin u¢ nokta olsun. O halde x ile il-
gili bir etkin B tabani vardir.

Béylecé, tim etkin tabanlaran bulunmasiyla tiim etkin

ug noktalar belirlenir.

Tanim: B ve B tabanlari, ancak ve ancak birinden dide-
rine bir pivotta gegilebiliyorsa, "bitigik" (adjacent) tabanlardir. °
Tanim: B, bir etkin taban olsun. O halde, B ile'iiéiii%
Xy nin "etkin tabandigi defigken" olmasi igin g;f,y;éirt‘*nﬁ
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olacak gekilde bir € A nin mevcut olmasidir. wj, W nin j.

stitunudur.

Teorem: B ve B, bitisik etkin tabanlar, x ve & da bu
tabanlarla ilgili ug¢ noktalar olsun. O halde y(x,%) kenari
etkindir.

Etkin tabandigi degigkenlerin siitunlarinda pozitif pivot

elemanlar yoksa sinirsiz etkin kenarlar aranir.

B etkin tabani ile ilgili xj tabandigi dediskeninin etkin
olup olmadigini belirlemek igin, asadazdaki LP problemi kulla-

nilir. Burada e, elemanlari 1 lerden olugsan vektdrdiir.

Teorem: B etkin tabaniyla ilgili olarak, W azaltilmis
maliyet matrisi,xj de tabandisi dedisken olsun. O halde taba~-
na girecek X3 nin siitunundaki tiim uygun pivotlar etkin pi -
votlardir.

Amag : max {eTV}

Kisitlar : Wy -~ wls + Iv = 0
0 ¢y eRr™ (Ek 2.1)
0 < § R

0 ¢ ve Rk

LP probleminin optimal amag¢ fonksiyon dederi sifirdir.

Bu LP probleminin uygun bSlgesi daima mevcut oldufundan

iki sonug¢ vardir:
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i)}%

"sinirli" olmasidir.

nin "etkin” olmasi ig¢in g.v.y.s. LP probleminin

i1) % nin “etkin olmamasi1" igin g.v.y.s. LP probleminin

"ginirsiz" olmasidir,

Tanim: B ve B etkin tabanlarindan birisi, diﬁerinden
sadece etkin pivotlar yoluyla elde edilebiliyorsa, Bve B va

"paglantilidir" (connected) denir.
Teorem: Biitliin etkin tabanlar baglantailaidir.

Teorem: p{x,v), S nin sinirsiz etkin kenar:i olsun., O
halde x,etkin ug¢ noktadir ve x ile ilgili etkin B tabani

vardir.,

B8ylece (Ek 2.1) problemi uygulanarak ve tilm etkin taban~
lar arasinda pivotlama yapilarak, S nin tiim u¢ noktalari ve
tiim sainarsiz etkin kenarlari bulunabilir.

Tanim : S nin ikl etkin ug noktasi, S nin etkin kenarlari
yoluyla baglanabiliyorsa, "karar-baglantilidir" (edge-connec-
ted) denir.

Teorem: S nin tiim etkin u¢ noktalari kenar-baglantilidair. (1)

(l) STEUER’ R-Eo' angoe' 80216“220
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EK: 3, LINEER ESITSIZLIKLER VE ALTERNATIF TEOREMLERI

Burada lineer egitsizlikler icin iki alternatif teoremi
verelim, Tipik bir alternatif teoremi, sistem I ve II diye-
cedimiz iki lineer egitsizlikler ve/veya egitlikler siste -
mini igerir. Teoremler, ya sistem I in bir ¢dziimi oldugunu,
ya da sistem II nin bir ¢6Szlimi oldujunu fakat her ikisinin

ayni anda asla olmadigini ifade eder.

Gordan'in Alternatif Teoremi

Verilen herbir A matrisi igin
ya
I A x> 0 sisteminin x ¢dziimi vardir,
ya da

IT ATy =0, y >0, y # 0 sisteminin y ¢8ziimi vardar,
fakat her ikisi ayni anda degil.

Teoremin geometrik yorumu sdyledir: A nin satir vektSr-
lerinin timi ile tam dar agi (< —g;) yapan bir x vektori
vardir (Sekil a); ya da orijin, A nin satirlarinin negatif
olmayan lineer kombinezonu olarak asikar olmayan (nontrivial)
bigimde ifade edilebilir (Sekil b). A, A

Sekil a. Sekil b.
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Stiemke'nin Alternatif Teoremi

Verilen her bir B matrisi igin
ya
I Bx » 0, Bx # 0 sisteminin x ¢dzlimi vardir,
ya da
II1 BTy: 0, v > 0 sisteminin y ¢ozlimi vardir,
fakat her ikisi ayni anda de§il (1).

(1) MANGASARIAN, O.L.,. "Nonlinear Programming", New_YO%ﬁ?

Mc Graw Hill, 1969, s.l1l6-32.

!3“,
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