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TEZIN 0zU VE YONU

Bu galigma, sirali (n) liler igin, halka ve cisim yapilari-
nin genellegtirilmesi ve genigletilmesine iligkin bir yontem ile;
bundan elde edilen verilerin, bilinen cebirsel yapilarda denenmesini
ve uygulamasini igine almaktadir.

b e Galigmada, sirali giftler igin -~ kowpleks sayiiar, dual g3~

. Yilar "s, faktorlii sayilar ciimlelerini de igeren daha genig bir GEN
BALXA~CISIM yapisi ; ve

Kompleks sayinin, dual sayinain, "s, faktdrli sayinin olusum
. veya tanim Ogeleri : sara ile i,%,s arasinda toplam (i+%,%+8, 8+i),
ve garpim (i.9;¢.s8; s.i) iligkilerine anlam ve olanak veren kingnatikH
bir yorum yapmak sureti ile, bunlarla bazi cebirsel yzpilar elde edil
mesi; '

Ayrica bilinen bazi halka ve cisimlerin sainif haline getiril.

mesi; bunlar iginde O6zellikler tagiyan alt siniflar bulunmasi yeni
sayilabilire

Ve siraly (n) liler igin tesis edilen GEN HALKA - CISIM car-
pPim kurali verilerinin, matris elemanlara uygulanmasi halinde halka
niteliginin korunacagi ve bundan elde edilecek sonuglar ilizerinde du-
rulmugtur,

30 ARALIK 1981
ZONGULDAK
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DE
L'ESSENTIEL ET LA DIRECTION LA THESE

Ce travail contient une maniére a propos de la generalisati
et 1 élargissement des constitutions du corp et de 1' anneau pour les
termes de rang (n); et qu il contient, en meme temps, l'application e
1 éxpérience des donnés obtenu par cela, sur les constitutions l'algé
rigques connues,

Dans ce travail; les paires de rang (2), il ya une comstitu
tlon plus large du GENE - ANNEAU - CORPS qu1 contient aussi les ensey
bles des nombres en facteur (s8), les nombres complexes, et des nombre
Jualsz b

les éléments de definition ou de naissance des nombres en f
teur (s), des nombres complexes, et des nombres duals sont succesivem
:i, o 8; addition entre eux: (i+%;¢+8; s+i) et multiplication (i.§ ;
Q.8 ; 8 . i), on a obtenu les constitutions algébrigue en commentant
kiné matiquement ( cinétiquement )

D'autre part, on peut compter nouvellement une maniére de 1
classification des certains corps et des anneaux, et la decouverte de
sous classes qui porte des particularités différentes

Et, On a assuré la liaison avec le sujet : sur la conservati
de la propriété d'anneau et ses résultas, en cas l'application des
donnes de régle de multiplication appertenant a la GENE ANNEAU - CORPS
constitués pour les termes de rang (n), sux éléments de matrice.

Le 30 decembre 1981




1.BIRINCI KISIM

.1-R® DE GEN HALKA-CISIMLER

2

VE R DE HALKA,CISIMLER

TANIM: 1.1~ SIRALI (n) LI ELEMANLAR

Bog olmayan El,E2,....En climlelerinin XfaEl,X2eE2,.....XngEn
elemanlarindan olugturulan (Xl,Xe,......Xn), n elemanlisina, bir

sirala (n) 1li; EjsEpseeeecE ciimlelerinin blitliin elemanlari kullanila-

" rak clde edilen tiim sirali (n) lilerin ciimlesine de ElgEq’o.oo Ly

climlelerinin karteziyen g¢arpim cimlesi denir; ve

(Xl,xe,.....xn)e.Elezx.ﬁ....xEn yazilar; cimlenin elemanlari ay-

- n1 bir E climlesinden (n) kez aliniyor ise, bu defa

(X s Xoavssrek.) CEXEXEeenssXE = E® ifadesi kullanilir.
R n

Gogu yerde, belirli ve gerekli amaglarla, (Xy4X59ees0.X ) sarala
(n) liye, (n) boyutlu uzay elemani ve Xl,Xz,...;Xn’e, bu elemanin

bilegenleri denir,

Cimle, iki Eq,E5 cliimlelerinin X1eEyy Xoels,y Xy9X5 bilegenlerinden
(xl’x2)€=EIXE2 oluguyorsa, (Xl,xz)'ye sirali ¢ift; veya ikili eleman,
yada iki boyutlu eleman, xl,xz terimlerinede ayri, ayra iki boyutlu
uzay elemaninin bilegenleri denecektir.

Xl,X2 ayni bir E climlesinden aliniyor ise

2 : !

(Xl,XZ)esExE = E° olacaktair.

TANIM: 1l.2- MATEMATIK GEN MODEL

Tanimindaki bazi defisken unsurlara (parametreloro) yada aeéispk
bilir bazi kogullara gore, kendisiyle ayni, yada benser karekterli,
matematik uyumlu, kapsamli kurallar, yapilar lretilebilen cebirsel

yapilara GEN MODEL denecektir.




TANIM: l.3- GEN HALKA-CISIM

Igerdigi parametrelerin deferlerine veya yapisindaki degigebilir
bazi kogullarina gore, kendisinden bir dizi halka iliretilebilen cebir-
sel yapilara GEN HALKA; cisim liretilebilen cebirsel yapailara GEN CIst
hem halka, hem cisim liretilebilen GEN MODELLER'e GEN HALKA-CISIM de-

necektir.
TEOREM : 1l.3.1

R, reel say:lar climlesini gostermek iizere, X14Xpse0e0,XeR Ve
(xl'xg"°°°axn)s(Y1'ng'°-°Yn)<5Rn olan ve'elemanlar arasi(T),(L)ig
igslemleri, b, r+s'in (n) ile bdliimiinden elde edilen bolim sayisini =

ve'k}kalan sayiy1l gdstermek lizere:

(T): (X3sXopeeeosX ) T(Y) 3 ¥opeeoey ¥ )u(Xy4Yy,Xo4¥nyc00e,X 4¥ )& R?
(J—): (Xl,Xz,..oo,Xn)_j_(Zl,Zg,....,Zn)-(Zl,ZZ,....,Zn)- Zk+1 \ |

'
! :

r+8=b.n+k

B cm e 5% 5« X oF 1
k*l I‘% (I‘=S) 2 8 k= 0,1’2’ooooo’n"1 ) ;
bagintilari ile tanim

lanan sirali (n)'liler jgin (E®,T,Ll) iigliisi DEGIIMLI,BIRIMLI BIR GEN
HALKA~CISIM'dir. Verilen cebirsel yapi, (n) nin defigen degerlerine, -
r=8 halindeki terimlerin degigtirilebilen +,~ igaretlerinin durumuna

gore bir dizi halka ve cisim de olugturure. |

ik
Teorem i¢in, n=3, n=2 deferleri halinde birer Ornek verilmek is-
i f
tenir ise:

n'}: k-O, 21-X1Y2+X2Y1+x3y3,' k‘l,Za’X1Y3+X2Y2+15Yl

n=2: kaO Zl':leI:XEY2 ’ 22-X1Y2+X2Y1 olur. (k: 1)

Isbat:

R, reel sayilar climlesinde bilindigi kabul edilen (+) toplams
igleminin Ozellikleri nedeni ile (R™,T) ikilisinin bir Abel guruba

cldugu agiktir.




(T) iglemi (1) degigimlidir; (11) birlesiwlidir; (111) etkisiz
(birim) elemani (€=0,0,....,0) vardir; (1V) (X79Xpse00005X,) elemani-

nin (-xl,-xg,...o-xn) ters elewmanl mevcuttur.

(R™,1) ikilisi, birlegimli, dapilimli, birim elemanli bir guruptur:

(1) iglemi birlegimlidir.

[(x1:x2’ e °°Xn) -L(Y]_’Y.?s soee aYn)]J— (Ul,Ug, . o--,Un)c(Xl,Xa, oo ' ,Xn)-L
[(YI,YZ....,Yn)~L(01,U2,....,Uh)]oldugu gerceklenecektir,

(Xl,x2, ce ogxn) —L(Yl’Y2’ e e .,Yn)-(Vl’VZ, oo s ,Vn) Olsun.(;l's) alter-

natifi dikkate alinmayarak, Zk+1'2§r=l X r+8msbe.ns+k tanimi .

oY
= ® k=0,1,....,n—-1

|yerine
= 2 4 X
Yn 1, =D¥eee -YlY xl = Xn_lxn_zooooxlxn / Yl = Ll .
Yn . -'1. oeo .YZY]. XZ Xn xn_lo . ooX2X1 ‘ Y2 ZZ
Yl Yno eseoce oY}Yg X3 XI Xn. eeaso 0X3x2 k Y3 23
® ® 09 090 0T OO0 P9 eSO : i ® & & ® 050w o s e e : :
° { . {
\ ,

/
Xp o VXp oXp zesesXpXn 2\ Y, | 2y

ikame edilebildigi gOzoOniine alindifinda

Yn-a Yn_3 eceae anYn-l

(1) (Vl ,V2, L -Vn).-L(Ul ’“2. .e ,Un)= Un_lun-2- B .Ulnn /X

U, U y...00

n-1n-2°%5%\ /1 T
Sy © X%y M 2o
ul Un L .n502 xl xn e e QX}XZ Y}

ceccscsssssisse ............../\

-8, 3“'“ Bk TR D 3°°xn;np1 n
ve (Ynga’oooY )J_(UI,UZ,...U ) (wl’wzgo.oo‘w ) ‘denir 183‘

(xl ,xZ goe .Xn).l.(wl ’wa’ .o .Un)- Xn_lxn_z. - .Xlx

2) xn Xpo1oooX%y |1 W, n-l"uﬁui b
xl xn .- oxst UI un .. 0“}“2 r’

X-2%p-3*Xp¥py U n-2Y 3"niui-1 Ya
(1) ve (2) deki matris garpamlarinmin yapilary itibari ile deBigimli
olduklary dikkate alindiffanda (L) isleminin birlegielilifi isbatlanmg
‘olur. (V1) (L) igleminin etkisiz (birim) elemamx =(0,0,..4.1,0) dare

(vit) (L) igleminde, uygun elemanlarin ters elemanlara vamdar,




(Xl ,x2, cese ,Xn)l(Yl,Ye, 20 oo’Yn)-(O’O,o seel ,O) veya eg;deger‘i
Yn_lYn_z....YlYn X, ¢] ifadesi (n) degiskenli lineer

Y, Ypogece-¥oY, X5 © bir denklem sistemi oldugundan
| cscescsccsccssss - |/ i katsayilar determinantinin sifar.
| -/
f Y o¥n zeeee¥ Y 9 Xé O / dan farkli olmasi halinde

(Yl,Ya,....,Yn) nin ters elemani mevcuttur,
| (viit) (L) iglemi, (T) ilizerine dagilimlidar,
(L 975 ETTES S1./¢ 18 S vins B b (Tily ve vyl )m
B (C ST SOPTTE SO G PIREE RBIE (6 555 STPRTIS ADITL NN ADURNN 1)
olmaladar., P e = -

" (X1+Y1 ’Xe#Y2’ sae ,Xn+Yn .L(ﬁl ’Ue, ese ,Un)-CZl ? 22 geee ,Zn)~Zk+1
r 8is

I‘+S) k‘o’l’oo’n’l

AR 5 575 ZRTTRN0 5% Jo AR ATPNG 51 THC AN RETOR B ) ~

| 16 505 SARNRR SpTTQ N SURns 551 216 A5 ZPRRRE 45 1U¢ AN SApR 0] is-

P .
batlanmig olur. GEN HALKA-CISIM MODELI igin (1) iglemi depigimlidir.

' n 1 n. /- -
Zy 1= 21 (pog) (Xpt¥,) U= Er:al(;l‘s)xr'US* Sra1(F1 YpeU lres=bunek

TANIM: l.4- GEN GARPIM KURALLARI DIZISI

k=0 igin (X1,x29900,xn)L(Yngg,ooo’Yn) iglemi (go) ile

k=l igin (Xl,X29..o,Xn)L(Yl,Ya,...,Yn) igleni (g;) ile
I S 400 ceo0escescsoesssecseccesssec0csscssncecncncsscscsese

ksn-l " (Xl,xz,c..,Xn)L(Yl,YZ,...,Yn) islemi (gn2|ile gosterile~
ek Ve g ,8) 38 ree-e98y ) dizisine GEN GARPIM KURALLARI DIZISI denecek-
ir; bu dizi bir tiir matris halkalari sinifi olusturmakta kullanilacak-
,lf‘ (gl) iglemini bazi yerde kolayligi nedeni ile (0) ile gosterece@iz.

Patrisler igin bilinen klasik ¢arpim kurali bu dizi iginde bulunmamak-
‘adlr. '

f
¥
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2.1IKINCI KISIM

)
«2- R DE OZEL HALKA VE CISIMLER

TANIM: 2.5-(0) KOMPLEKS HALKA

(Teorem 1.3.1) de n=2 igin (X,,X5),(¥;,Y5) € R° ve T,li¢ iglemleri:
(T) (X15X2)T(Yq,Yo)=(X74Y],X0+¥5) € R”

(L) (%) ,X2)L(¥),¥0)=(21,420) =2k 1= =5p1 (s )XpeTg
ve daha agik bir gekilde

I‘+S-2 ob+k
k+0,1 clarak

Zl-XlYl-X2Y2; Z2-X1Y2+X2Y1 ile tanimlanan R2 yada (t ile goste~
rilen ciimleye KOMPLEKS HALKA; ¢ =(1,0) elemanina (R2,T,1) ugliisliniin
(1) iglemine gore etkisiz (birim) elemanziL:(O,l);(O,l).(O,l)si.Lé
-{?;—(1,0)-—§.olan (C) elémanina kompleks birim, yada ilerde
agiklanacagi lizere halkanin kinematik (transformasyon) faktori de-~

necektir.

TEOREM: 2.5.2

¢ kompleks halkasi bir cisimdir.

Isbat:

Tanim: 2.5'e gore (R2,T) bir Abel gurubudur; ve etkisiz elemana
€ =(0,0)dir. (R%,1) nin birlegimli, (L) igleminin (T) iizerine dagilim-
11 ve $ =(1,0) birim elemanli; o nedenle her elemanin tersinin bulun-
dugu, sifar boleni elemanlari ihtiva etmeyen bir gurup olacagi (Tanim
2.5) den kolayca anlagilire

(X7,X5)1(Yy,Y5)=(1,0) da (X3+Xp)*nin (¥,¥p) ters eleman:

12 Y0 L 0 X/ Rin,

TANIM: 2.6- C KOMPLEKS SAYILAR CUMLESI

xl,Xze.R, ve J; L aal ozge bir g¢arpan olarak R nin (+),(.)
iglemlerinin kogundugu, (XI+X2.{) yapisindaki sayilara kompleks sayi;
ve bunlarin ciimlesine de (C) kompleks sayilar ciimlesi denir.

ml+x2i .Y1+Y2£€ic ise bu elemanlar arasi (+).(.) islemi:

~




|

-

(X1+X2L)+(Y1+Y2L)-(X1+Yl)+(X2+Y2)t
(Xy4X5 )o(Yy4¥pe)=(X 77 ~XoY¥5) +(XYo+X5Y )L olur.

TEOREM: 2.6.3

¢ kompleks cismi ile, C kompleks sayilar ciimlesi (T),(L); ve
(+),(e) iglemlerine gore izomorfture.

Isbat

(X1.X5)€ ¢ ’X1+12" € C; (X1,%5) ->(xl+x2;) ve

(Y1,Y0)e ¢ 2¥ 450 € C; (¥q4Y,5) 5 (¥q4Y,v)0lsun: (T),(+) iglemleri
igin (T):(XqsX5)T(Yq,Y5)=(Xy+Y1 X547 5) ;

(+):(X1+X2L)+(Y1+Y2L)n(Xl+Y1)+(X2+Y2)v € C

(X1+Y1,X2+Y2).+(K1+Y1)+(12+Y2)b ve (L),(.) islemleri igin

(%):(Xl,Xz)i(Yl,Y2)-(XlYl-XeYa,X1Y2+X2Y1)e<$

(o) : (X +Xp0) e (¥g 450 )m(X) ¥y =X ¥ ) 4 (X  Yoe X ¥ Db & C

(X Y] =X Y5, X TotXo¥; ) > (X, Y =XoT5)+ (X T o4X5Y, )Y € C olur,

TANIM: 2.7- ,(8) FAKTORLU HALKA

(Teorem: 1.3.1) de ne2 igin (X;,X5)s(¥y,¥,) €R® ve T, Lig igleuler
2

- ¥ -
(L) 2 (X, ,X5)0(Y10Y5)m(2y925)22) 1= ir_l(»fl r+s=2b+k

r-s)Xr°Ys k=0,1 olarek
ve daha agik bir gekilde
) 2 3 %
Zl'x1Y1+X2Y2’Z2'x1Y2*x2Y1 ile tanimlanan R, yada $ ile gosterilen
climleye (8) FAKTORLU HALKA; $=(1,0) elemanina halkanin etkisiz (birim)
elemana; sg(O,l);(051)1(0,1)-8.3-32-(1,0)- ¢ olan (8) elemanina faktdr

‘birie, yada ilerde agiklanaca@i lizere halkanin kinematik (transformas-

- Yon) faktori denmecektir,

!
|

Halkanin sifir boleni olan elemanlari vardir:
(xlvxa)-‘-(Yl:Yz)“(loo) da (Xl’x2) nin (YI’YZ) ters eleman:

. : 2 L2
(Yl’Yz)'( Xl/(xi-xg)o X,/(X7-X52); X=X, olan (X,,X,) elemanla-

rinin ters elemanlari mevcut olmayacaktair,

;-

!

|

.



TANIM: 2.8-S,(s) FAKTORLU SAYILAR CUMLESI

X,+X,€R ve s, 895-82-1, bir ¢arpan olarak R nin (+),(.) islem~
lerinin korundugu (X1+X28) yapisindaki sayilara, (s8) faktorlii sayi-
lar ve bunlarin ciimlesine s faktorlu sayilar cimlesi denecek S, ile
gosterilecektir. X 4X5.8 €8, Yy+¥,8¢ S ise (4),(.) iglemleri
(+):(Xl+X28)+(Y1+Y28)u(X1+Y1)+(X2+Y2)S ve
(.):(X1+X2s).(Y1+Y2s)-(X1Y1+X2Y2)+(X1Y2+X2Y1)s olacaktar,

TEOREM: 208.4
$ ,(8) faktdrlii halka ile S, (s) faktorli sayilar ciimlesi T, 1
ve (+),(s) iglemlerine gore izomorftur. (§ —S)

at: (Bak: TEOREM 2.6.3)
TANIM: 2.9~ DUAL SAYILAR HALKASI

(Xl,X2),(Y1,Y2)e.R2 olan ve (T7),(l) i¢ islemleri
2
(T):(Xl’XE)T(YI’Y2)-<X1+Y1’X2+Y2)E R

@ 2
VL’ (xng2)L(Yl,Y2)'(X1Y1’XIY2+X2Y1)Q;R ile tanimlanan R

climliesi
birimli degigimli bir halkadair; buna dual halka denir.

(R%,T) ikilisinin bir Abel gurubu ve (R°,1) ikilisinin (L) islemi
gore bir gurub oldugu kolayca gosterilebilir. (T) nin etkisiz (birim-
sifir) elemani @ =(0,0);(L) nin etkisiz (birim) elemani $ =(1,0) dir.

(X 9X5)40Y ¥ )m(X ¥y X T54X,Y, J=(1,0) da ters eleman

(¥y,¥,)=(1/%, y=Xo/X2)diT; (0,1)= 8 ,(0,1) (0,1)m £.§ =3°x(0,0) olan
() elemanina dual birim veya dual halkanain ilerde agiklanaca@i iizere
halkanin kinematik (transforwasyon) faktdri denecektir,

TANIM: 2.10-(D) DUAL SAYILAR CUMLESI

X1s¥,€ R ve ¢, §.€=g2=0 bir qafpan olarak (+4)s(e) iglemlerinin
korundugu (X1+X2§) yapisindaki sayilara, dual sayi ve bunlarin ciin-
lesine de (D) dual sayilar ciimlesi denecektir,

X14X2€ : Y1+Y2? ¢ D ise, bu elemanlar arasi (+),(.) iglemleri

10



(+):(X1+XQQ)+(Y1+Y:S)-(X1+Yl)+(X2+Y2)9 & D
(o) (X 4X58) o (Y1 4Y )= X Y9 4(X ¥p4XpY )9 € D dire

TEOREM: 2.10.5

¢>, dual sayilar halkasa ile D dual sayilar ciimlesi, 7, L ve
(+),(o) islemlerine gore izomorfture (P_sD)

Isbat: (Bak teorem 2.6.3)

PANIM: 2,11~ HELISEL CUMLE-HELISEL CIslM

(xl,xg),(yl,rz)er@2 ve (T),(L) i¢ iglemleri
(T) (Xy X )T(Yq4Y,)m(X 4, ,X04Y5) € R®
() (Xp.X5) (Y1,Y0)m(Xy¥y-XoYo; Xp¥o4X,¥p4XoY,) ile tamimlanan (RZ,T,
igltisline W , HELISEL HALKA VEYA HELISEL CISIM denecektir,

TEOREM: 2.11.6

W'yada (TANIM 2.11) deki (R®,T,1) iicliisii bir cisimdire

Isbat:

Reel sayilar ciimlesinde bilindigi kabul edilen (+),(.) islemlerir
0zelligi nedeni ile, (RE,T)nin bir Abel gurubu, (R2, ) ikilisininde
deisimli birimli bir gurup olacal agiktir. (T) igleminin etkisiz
(sifar) eleman1i@ =(0,0);(L) isleminin etkisiz (birim) elemana
$=(1,0) olup; (Xq,X,)L(Y),Y,)m(X ¥y -Xo¥o,X, Y orX oY, 4X5Y,)=(1,0) da
(X1+X5) nin (Y,,Y,) ters eleman

(Y5, Yo)m( (X, +X0) /(XE+X54X1 X ) 1 X o/ (XT4X54X, X)) diry (BP,1) safar
elemaniniy igermez; zira

(Xg 3 Xo){Y) 3 ¥ ) m(Xq ¥ =X oY 0, X3 T 4 X oY +X Y 5) =(0,0)da

X Y =X5Y5m0, X ¥o+X ¥ 4X5Y om0 bagintalarini saglayan (Y, ,Y,)=(0,C
veya (xl,xa)-(0,0) dan bagka bir eleman bulunamaz.

(0,1)mh;(0,1)L(0y1)uh.-huh?=(~1,1)=hT(~5) olan h elemanina helisel
cismin faktori veya helisel cismin kinematik (transformaéyon) faktori

diyecegiz,.

oy



TANIM: 2.12~ H, HELISEL SAYILAR CUMLESI

X1sX,€R ve hg‘R, hZeh-1 bir garpan olarak R nin (+),(.) islemleri
nin korundufu (X;+X,h) yapisindaki sayilara helisel sayilar ve bunla-
rin ciimlesine de H, helisel sayilar climlesi denecektir,

Xy+X5hyY1+4Y5h € H, ise elemanlar arasi (+),(.) iglemleri:

(4)(X 4%50)+(¥14Yh)m(Xg+79 )+ (Xo+¥p)h e H
(o) (Xy4X5h) o (Y 4Yph)m(X Y7 ~XpY0 ) +(X Yo+ XpY14X5Y5) h € H olurs
TEOREM: 2.12.7

5 HELISEL ciswi ile, H, helisel sayilar ciimlesi (T),(L) ve

(+)y(.) islemlerine gore izomorftur. (i — H)

fsbat: (Bak: TEOREM: 2.6.3) ; .

/
TANIM: 2.13-*“, HOMOTETI; CUMLE ,HOMOTETIK HALKA

(xl,xz), Yl,Yz)eng olan ve (T), (L) iglemleri
() (Xy+%5)T(Y; $¥o) =(Xy4Y;4X08¥,) & R
() (Xy 1K) i(¥q 2 ¥o)m(X ¥y 4X,¥ 04X Yot KoY, ~XoY,) ¢ B ile tanimlanan
(Ra,T,.L) ligliisiine H'HOMOTETIK HALKA denecektire

TEOREM: 2.13%.8

M’ homotetik ciinlesi bir halkadar.

Isbat:

Reel sayilar climlesinde bilindigi kabul edilen (+),(.) islemleri-
nin $zellikleri nedeni ile, (R®,T) ikilisinin Abel gurubu; (R®,L) iki-
lisininde degisimli birimli bir gurup olaca@l kolayca dogrulanabilir..

(T) islewinin etkisiz (sifir) elemani €=(0,0),1 isleminin etkisiz
(birim) elemani § =(1,0) olup

(Xy3X5)0(Yq 4 Y5)=(Xg ¥ +XpY 00 X Y o4 XY 1 =X ¥ 5 )= (1,0) da (X;,X,) nin,
2 2

|

Xi-xgoxlxz-O'l saglayan (X;,X,) ikililerinin ters eleman: olwayacaktir.
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TANIM: 2.14-H', HOMOTETIK SAYI CUMLESI

X1,X,€R Ve h',h'esl-h' bir garpan olarak (R) nin (4+),(.) islem-
lerinin korundugu, (x1+x2h') yapisindaki sayilara, homotetik sayi ve
bunlarin cilimlesine H' homotetik ciimlesi denecektir,

X1+4Xoh',Y;4Yoh' e H' ise bu elemanlar arasi (+),(.) iglemleri
(+)(Xy+XR" )+ (¥p +¥ph )= (X +7; )+ (X4, )R" € H
(o)X +X0") (Y 4Y 0" (X Y +X,Y5) + (X YouX oY1 ~Xo¥p)h ' € HY clur.

TEOREM: 2.14.9 :

ji' homotetik halka ile H' homotetik sayilar climlesi (T),(L) ve
(+)s(o) islemlerine gdre izomorftur.

~Isbat: (Bak: TEOREM: 2.6.3) :
TANIM: 2.15- R° DE (5(a,b) GEN HALKA-CISIM SINIFI VE .
* (1) (5(a,b) GEN SAYLLAR CUMLELER! SINIFI

(xl'XB)’(Yl'Y2) eR2 ve a2+b24-.0, a,b e R Onceden seg¢ilmis paramet-

reler olarak, (T),(L1) i¢ iglemleri
(4): (%) 4X,)(Y; ,¥5)=((@¥b)X, Y, ~DX Y5, (aTh) (X, Y4 X,Y ) e R
taniwlanan (R2,T,L) ligliisliine yada dﬁ(a,b) ile gosterilecek halkalar

2
2 jle

ginifina R> DE GEN HALKA-CISIM SINIFI denecektir.
TEOREM: 2.15.10

q%(a,b) GEN CUMLELER sinifi a,b (a2+b%eO) reel parametreleri ne
olursa olsun bir halka; ve a,b nin kogullu degerlerine gdre bir ci-
Ssimdir,

. lsbat:

(T) birinci iglem igin halké aksiyomlari, defigimlilik, birlegim-
lilik, nitelikleri, etkisiz (sifir) eleman € w(0,0); ve ters eleman
varligi; (4.) ikinci iglem igin halka aksiyomlari, birlegimlilik, (T)

Uzerine dagilimlilik 6zellikleri etkisiz (birim) elemanin

1%
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& =(1/(a%0),0); (X, 4X,)1(Y,,¥,)=(1/(a3b),0) da, (X;,X,) nin
(¥y,¥p)= [X,/(a70) X5 +b(aTb)X3,~X5,~X,/(a7b)?x+b(arb)x5 | oldugu
kolayca gosterilebilir.

G =(0,1/(a%b)), %.%zs?s(-b/(a:b)z,O) olan (g) elemanina R° DE
HALKA-CISIM SINIFININ GEN BIRIMI adi verilecektir,

b(a+b)>0 olmasi halinde sinif, cisimler sinafadar.

(11) G;»GEN SAYI CUMLELERI SINIFI

X1sXpe R ve a,beR , a2+b2.9£0 onceden segilmig parametreler ve
g,g.g.gas-b/(aIb) bir garpen olarak R nin (+),(.) iglemlerirnin korun-
dugu, Gx-(aIb)(Xl+X2g) yapisinda sayilara GEN SAYI ve bunlasrin cimle-
sine de «%) GEN SAYI CUMLELERI SINIFI den%cektiro

(a%b) (X, +X,8) ,(a+b) (T1+¥,8) e Gy ise, (+),(.) iglemleri
(23 (@¥D)(X;+X,8)+(a¥0) (Y +Yp8)=(a+D) [ (X34Y)+(Xp4Y,)E]
(+) [(aT0) (X, 4%,8)] - [ (a7) (¥, +7,8)] =

(azb)[(a:b)xlrl-bx2Y2+(a:b)(x112+x2Yl)gj olacaktir,

TEQREM: 2.15.11

¢h(a,b) gen halka cisim sinifi ile (5(a,b) gen say1 ciimleleri sinif
TyLve (4),(.) iglemlerine gire izomorftur.ﬁh(a,b)ayCh(a,b)

i Isbat: (Bak TEOREM: 2.6.3)
TANIM: 2.16~ R2 DE OZEL GEN-HALKA CISiM VE OZEL GEN SAYI CUMLELERT

(1) KOMPLEKS CcisiM:

(X) 4Xp)0(Y) , o) [(a7D)X Y, ~BE Yp, (87D)(X)VpeEp¥y)] ikinci iglemi-
nin a=0, b=l olarak tanimlanan 45(0,1) halkasina (a(a¥b)>C) kompleks .
} cisim; :

(11) KOMPLEKS SAYI CUMLESI:

(Xl,xa)ﬂ,(a+b)(xl+ng) nin a=0, bwl ig¢in tanimladig:r

82.-b/(g+b)‘ 82.-1, gmi ; Cﬁ(o 1) ciimlesine kompleks sayi cilimlesi

(1It) DUAL SAYILAR HALKASI

(X7 3X)0(Y) 3 Y5 )= [(87D)X ¥y -DX; Y5, (83D) (X, Y54X Y, ) | ikined igleminin
8=1l, b=0 kogulu igin belirledigi 45(1,0) halkasina dual sayilar;

J[ S 1
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(Iv) DUAL SAYILAR oUMEESF 7 EI8IN :
‘J‘ P oLy BABEMSELY FakeD e g bt # SER 11 Ih

(xl,xa)._,(.;u)(xvxgg;n%,nd. bebl 4418 tammladigs :
o gz.-b/(a;b), 32-0, &S; Q(I,G) cumleaine dual ay1l:

(V) (s) nﬁmﬁ.ﬁ mn

‘L..sv B

"l-,;.

‘8% deii(a,b) GEN HALEA CISIM SINIFI (L) ikinei islonin:in 20, M

' madlng(B{aI)/ halkasina ;-7 *:aﬁariﬁ halka;
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3, UGUNCU KISIM
e3-(i),(8),(3),(g) KINEMATIK FAKTORLER ETKINLIKLERININ
TANIMI

TANIM: 3.17- KINEMATIK VE HALKA CIsiM KINEMATIGL

Nokta veya nokta sisteminin (zamana bagli olarak) , bazi matema-
tik tanim (ya da kural) veya etkenlerle yer degistirmelerinin (hare-

ketlerinin) inceleme yontemlerine KINEMATIK denir. Kiitle ve kuvvet

kavramlarina yer vermemesi nedeni ile mekanikten ayrilair. Kinematipgi
. geometrinin mekanigi olarak da tanimlamak miimkiindiir.

- Cebirsel (ya da matematiksel) yapilarla, geometrik kavramlar, ta-
nim veya gekiller arasinda bir kargilik (tekabiil) kurulabildiginde, .
T paz1 cebirsel iglemlerin, geometride yer defigtirmeler olarak yorum-

- lanabildigi bilinmektedir.

2

Biz burada yalnizca R® de halka, cisim veya matematik yapilar ve

bunlar ig¢in gegerli ig iglemler ile ydnlendirilmig dogru, nokta, nokt
sistemleri (egriler) ve bunlarin bazi hareketleri arasinda konumuzun

amacina yeterli bir karsilak bulunablleceglnl yorumlayacaglz ve 0 ne-
2

de HALKA-CISIM KINEMATISI diyecegize . |

denle buna R

TANIM: 3.18- KINEMATIK FAKTOR

i

Bir halka, ciaim eléﬁani kéf$111gl geometrik bir Hesnenin,%halka

!

cisim iglemi sonucuna deglslk bir durumu karslllk bulunab111yoésa,

iglem elemanlarindan birine k%nematlk faktor (veya klnepatlk operatdr)

R —

geometrik nesnenin hareketi a de faktorun ethsl{‘denecektir. g

TANIM: 3.19-(i) KINENMAT % FgKTORU VE ETKIuI ‘j; '%] s
A 3 R — >
v-x1+x21, kompleks saylslnl ; ya da, geopetrlk goéterlnl OAyvs=

X1+xzi vektdriinlin, (i) nin [i. #-i(xl+X21)--x2+X11 cebxrsel islei 80~

l =i -
nucu, kargilik geometrik [xe terimi 1.v--X2*X11-OB vektoru nedeni 1le

(90°)1ikx ddnme hareketine v')nin v vektoru uzer1ndek1 kinematlk etkiai

: ! %0 !

j : : Y  da o s AL

i 1 i W ' 5 ' $
} = i N a8 2 :

\

!

:

f

! ] ve i o 3 ' o b : 4
i S S R F



Y : ve (i) ye de kompleks sayilar cisminin ki-
nematik faktorii denecektir. i _590° donme ,
(i)2_5 180° ddnme, -i—»~90° ters ydnde

donmeye kargilaik olacaktir. (gekil 3.1)

(sekil:3.1)

TANIM: 3,19-(s8) KINEMATIK FAKTORU VE ETK1SI

— Srotud 5%
v=X1+X2B,(s) faktorli sayinin, ya da geomet-

| v = >
Ba.. ’ rik gosterimi OA=v=X,+X,s vektdriinin (8)nin,
f=- X% /"ff.' \/\( kel o "
‘\\ - \u?‘bsi 8.Vas(X,+X,8)sX5+X 8 cebirsel iglem sonucu,
. e J T L=
\\\ / x;/i*\\ x kargilik geometrik gosteriml s.w=X,+X,8=0B
o A
o Z/ﬁi/:’fjiz vektori nedeni 11e Yed agl ortayina- gére 8i~-
e~
‘ \<\’,/ : nmetri hareketlne, (s8) nin v vektoru uzerlnde
o 4 |
///T:/ %V'\\\\ < klnematlk etkisi ve (8) ye defs faktdrli | jsa-
-sv/ |- -
- AN i
% P yilar halka51n1n kinematik faktori denec%ktl
.. ¢

YnX agli ortaylna gore A dan B ye simetrl
; ’ oo
hareketine; --s Y--X agl ortaylna go;e OA ni

(sekil 3.2) 81metr1 hareketlne karslllk olur.(sekil 3:2)

l
]
1
f

| l - | i ? <4
TANIM: 3,20+~ (9) KINEMATIK FAKTORU yE ETKISI’ x i
' ' !

!f. i
: ~ v.xl+x2§ dual saylslnln, ya &a geomet 1k
r 8/\~-\“\ = terlmq OA'V‘XI*X g vektorunuﬂu(g) nun” g
gx "8 -»90 { il i
N gj} '{* 9( 2@).X1Q|ceb1rsel 1éiem sonucu kargal;k
| SoA '

ggo trlk soéterlml Q.V-aﬁxi ’-OB vektori ne-

f 7
‘ é!O/‘i'xz )
T r—3- % deéni i135 Xl bllesen1n1n§$é dondurulmekisu-.

& z
T tLiule OA vektorunun OB’vthorune dphuamrsi

:i | |_gv™ i'/ n* ‘ ?enlplag donue hhrekptlna (?) nu% v vbk-




i

|
|

tori lizerindeki kinematik etkisi ve (€) ya da dual sayilar halkasinin
kinematik faktori denccektir.
-9 +Xy bilegeninin (¢) nun tersi yOniindeki —X1§_¢.63 vektdrinli veren
-
-90° ters ddnmeyi; OB nin OX lizerindeki bilegeni sifir oldugundan,
" : . ek 4 ooy 1 il R o
donmenin s0z konusu olamiryacafi nedeni ile g VX5 =0B, §.0B=¢“.0A=

0,(32),(0) in cebirsel etkinligine karsilik olur.(sekil 3.3)
TANIM: 3.21-(h) KINEMATIK FAKTORU VE ETKISt

-;;X1+X2.h helisel sayisinin, yada geomeirik gésterimi-EK;;;X1+x2h
vektoriiniin (vgya A noktasinin), (h) nin
& g:3=h(x1+x2h)--x2+(x1+x2)h cebirsel iglem sonucu, kargilik geomet
rik gosterimi: h:z;-X2+(Xl+Xé)h;6§ vektdrii nedeni ile 90° lik donme %
X~.h gligey yiikselme hareket?ne (h) nin,-;?vektarﬁ tzerindeki kinemati
faktdri adi verilecektir. (gekil 3.4) = i

h2, nin etkisi -(X1+X2)+X.h helisel sayisinin geometrik gdsterimi

vektore h5, in etkisi -(X1+X2h) nelisel sayisinin géometrik gﬁster;mi

e ]
OA nin (0) ya gdre simetrigi vektOre karsilik olacaktar, ;

A noktasina A (X,Y) veya-EX-X+Yh kargilik tutuldugunds, (h) k%«
nematik faktdr etkisi h.CA-»>h(X+Yh)==Y+(X+¥)h sonucuna (c) noktasi .
kargilik tutulursa C(X,Y,2) olarak ‘ E

X=-r sing , Y=I COS , Z-r(slnoc +cos<><)-r\/_1_-_s_;1—2;( baglntllarl
nedeni ile, A nin (r) yarlqapll bir dalre, veya belirli bir egri 912-
mesi halinde, (C) noktasinin bir slllndir, ya da bir yuzey izerine

dairesel helis veya umumi bir helis 91zm331 50z konusu edilebilecegin~

den bu cisme helisel ciimle adi Verllm1$t“r.($ekll 3 5)

M Y
a A Y ‘
E
¥ CARI 2D !
= » i
4 ] X
.90 l | .
i, 2= X4 :
X \\ o }
[} N R Te)
X s B 7o e
o
ey ,ffj.,__,__j]---» X v L oS e
9 = S 3 A
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(sekil:3.5)

(gekil:3.4) | |
TANIM: 3.22- (h') HOMO'I'IETIK FAKTOR VE ETKIST
| w“*;;il4xzh', homotetik.gay181n1n, ya da ‘geometrik gosteriwi &
;'GiicL(x1+xah') vektorinin, (h*)niin, h':3;h'.(X1+X2h')-X2¢(X1-Xa)h' :
f cebirggl etkimesi sonucu, kérslllk gﬁsterimi'h'?an}(xl-Xé)h!;E§'l
vektdri nedeni ile, A noktasinin y=x agi ortayina gore simetrik don-
- me ve -Xz.h' kadar diigey, algalma hareketine h'niin v tzerindeki ki-.
nematik etkisi ve (h') ne de homotetik halkanlh, kinematik faktorii.
f denecektir. (sekil 3.6)
h', kinematik fektor etkimesinin R2 de gegmetrik yorumu yapilmak
istenirse, (gekil 3.7) y=f(x) fonksiyonunun temsil ‘ettii (C) e@risi-
nin dnce y=x ag¢i ortayi doZrusuna gore (C ) slmetrlgz alinmakta, ve

~ dsha daha sonra, (C') egrisine bazi karekteristlklerl bozmayan Ysx-y

doniiglimii uygulanmig’ olmaktadlr. Belirll kosullarla (C') egrisinin (C)°*
'

nin bir homotetiZi olmasi o}asidire (sekll.},?) f !

{
| R
TANIM 3 3.20 ~ (i) HN)"LTln PAKTOR VI.Jxxxsx e

Y : }




TANIM: 3.23-(g) KINEMATIK FAKTOR VE ETKISt

—>
v-(aIb)(X1+X25) gen sayisinin, geometrik

<L

.. 3 . —-’ —’
gosterimi: OA=X,+X,8,0B=a(X;+X,8)
iy — R P e
BC=b(X1+X2g); v=0C=0B+BC
—p b - -
v=0C=a (X1 +X58)¥b(Xy+Xpg)=(a%b) (X1 +X08)
SR ¥ vektoriine (g) rin

- =
e e g.v-(aIb)(X1g+x2ga)

s B/?“z. — e -

e oV'(a+b)xlg’bX2-b(—X2+gX1)+axlg-

A/ AN —_— P —p —P

///;1<L e : OF+FE=OD+DE=OE vektori nedeniyle OC nin

o X =
<—~L~—ax|—<>e——bx'—» 90° 1ik dSnme ve aX, kadar yatay ilerleme

—_— ; veya-ag'nin 90° 1ik donme ve aX, kadar

<

diigey yiikselme bilegik hareketine (g) nin
(gekil: 3.8) - . . e
* v ilizerindeki kinematik etkisi ve (g) ye 4
gen halka-cismin R® deki kinematik faktdrii denecektir. Sonugta (a) uy-
gun segilmek sureti ile, R2 nin tiim vektdrlerini belli bir © agisiy

——

kadar dondiirerek, OE vektdrlerine doniistiirmek mumkiin olur; yani (g)
diizlemin belirli bir bdlgesindeki vektorleri diizlemin belirli tek yCn-
li vektorlerine doniigtiiren bir transformasyon olur.

2

TANIM: 3.24- R DE KINEMATIK FAKTORLERIN TOPLAMI

i=g(0,1),8=g(0,1), 9 =g(1,0) halka faktdrlerinin ayma bir?ukt&—

rine i.v; s.v ; Q.V' kinematik etkileri sonucu vektdrlerin
1:3;8;3;3;311:;;(i+s):Vi(s+i):V;V;
s:;;szgﬁ?ls:;;(s+?):?L(§+s):3;;z
1:3;gsa;SJ?Qi.v-(ifg):;;(?+i);?:;; toplamlaraindan elde edilen

. vl’va;;; vektdrlerini veren

i48=84+1 ; 849w ¢ +8 ;3 14¥=fei kinematik etkiler toplamama, Xizew

 matik faktorlerin toplami denecektir.



TANIM: 3.25~ KINEMATIK FAKTORLER GARPIMI VEYA
KOMPOZE KINEMATIK FAKTORLER

i,s,9,g halka faktorlerinin ayni bir—;>vekt6rﬁne ardarda

ie(8oV)m(ie8)VaVy ; 8.(icV)m(80i) Vuv]

10(8 V) m(1:8)VaVy ; Qe(ie¥)m(gai)Vmv)

s.(g:;)-(s.?53:;; : g(s:;)-(g.s):$;;% etkileri sonucu elde edilen
—:i:;i 5—35:35 ;';3;;} vektorlerini veren (io.s),(s.1)(1i.9),(%.1);
8.%),(%.8); kinematik etki bilegimlerine kinematik faktodrlerin garpimi

' veya kompoze kinematik faktorler denecektirg

TEOREM: 3.25.12

(ioS)+ SOi)!O dlro

Y .
5/ A -
& s ‘
] /hY ot et L
Y ¥
!”‘_”', J'% f\*‘:_ - / P \‘..l\ \_‘/
% * "\~~’ \ ) . / .".
o sias 3 g &, S0
ré N i . .
- S5.0A Ve % ‘ .- Aol 'b A
A ”® /, s " '~/""- —
K \ s % S 2 g
Ctk\\i:g ' A 7 5 il
X / B p i \«f s .
X s X > X
‘ ___-__:\ L 2 s AR
-%, s KR “;‘;'__”'_ fadte - " 6—%\"-5_"‘;.
‘ // . CI
‘1 fsekil :3.9) (gokil :3.10 )
Isbat:
—_— — >

OA vektoriine (s) ilk, S.OA=OB, y=x agiortay dogrusuna gore
simetri hareketi ve; OB vektoOriine (i) ikinci, i.0B=i.(8.0A)=0C
—
hareketi ile OC vektoriinii veren (i.s) kompoze kinematik faktorudiir.

(sekil:3,9)
g el el o : o % e
OA vektoriine ilk (i), i.OA=0B' 90% lik dénme hareketi ve OB'vek-

N" . = .—¥.- . P .

toriine (8) ikinci, 5.0B'=S.(1.04)=(5.1i).0A=0C"', y=x agiortay dogru-
e

suna gore simetri hareketi ile OC' vektdriinii veren (s.i) kinematik

faktoriidiir. (gekily 3.10)
—_— — —>
(1.8).0R+(5.1)<OA=[(i8)+(51)]+0A=0C+0C'=0 buradan

(ie8)+(s.i)=0 bulunure

D=



————y

TEOREM: 3.25.13

(109)+(Tei)m-1 dir,

N
oy ,{
/
iB l.‘a‘,‘_...‘i...u ’
L SR i O
E s Rt
) X B X
i e e X
' g.0A e ]\ :
LN | ° A
X \ | ’_,.,—‘-\ 3
'L' Q.fj_w-‘ i ,c",.’_/:i_., g..i(_?' 3 }’ —_— l '3" “-f-'f' ‘..’;— e vl..l. e
X‘ g ;(' :g,‘\’é X‘
7l
( seld 3.4) (.:;-d.:,"( : 3.42)
— Tsbat:

—> el s e : —> e

CA vektorune (2) 11k, ¢.0A=0B izdugum hareketi ve OB vektorine

B e -~ . S i .59 —> R
(1) ikinci, 1.0B=ie(+0A)=(i.S).0A=0C hareketi ile, OC vektoriinii
veren (i.9) kompoze kinematik faktdridir.(gekil 3.11)

. = e R . —» -

OA vektorine (i) ilk, i.0A=0B' donme hareketi ve OB' vektdriipe

——.’ ._-+ .-_’ A—’ » - —-b .. el .
(%) ikinci S .0B'=9.(i.0A)=(S.i)OA=CC* hareketi ile, OC' vektoriinii
veren ($.i) kompoze kinematik faktoridiir. (sekil 3.12)
—_— — —F  —p P

(148)+0A+(S+1)s0Am[(148)+(8e1)] cOAOC+OCL-OA nedeni ile

(i.?)+(§.i)--1 dir, '

TEOREM 3025014

(8.9)+(9.8)=]l dir,

AEY
] s
P
. \\(‘ Y= %
o.. S *
X‘ i b 3 \\
<.0A L \
NONA
0 Y ‘Q%L
<= §08 —
(selel 3.3} (selel 3.00)
Isbat:

S, o SHl e L s : —> e
OA vektoriine (§) ilk, $.0A=OB izdiiglim hareketi, ve OB vektdriine

—>
(8) ikinci, s.0Bms.(¢.0A)=(8.8).04=0C simetri hareketi ile OC vek-




torinii veren (s8.%) kompoze kinematik faktdriidir. (gekil 3.13)
=g 2 se » T . =9
CA vektorine (s) ilk, S.0A=QB' simetri hareketi ve OB' vektdriine
- . B g5 % AR o . —
(¢) ikinci, $.0B'=%.(S.0A)m(4.8)0A=0C' izdiigiim hareketi ile OC' vek-
torini veren (¢.s) kinematik faktdridiir. (gekil:3,14)
—> — e e I
(8.?).0A+(8.S).OA-[(SQ)+(?S)}.OA-OC+OC'uOA dan

(8¢€)+(%e8)= 1 bulunur.

TEOREM : 3.25.15

k%= $(8.8),7(¢.8),7(58.1),7(i8),7(€+1),7(i.3),7(5.8) , T(icf),1,0
cimlesi, kompoze kinematik faktdrlerinin toplama iglemi agisindan
bir Abel gurubu olugturur.
— tsbat:

(k2,+) ikilisi bir Abel gurubudur; Kompoze kinematik faktorlerin®
“oplawa iglemi ig¢in agagida verilen tablo incelendiginde, k° ciimlesi
(+) toplema iglemi agisindan: (i) degigimlidir; (ii) birlegimlidir;

(iii) etkisiz (sifir) eleman igerir; (iv) her elemanin ters elemani

. vardair,
i
L +(%.1) + (i) 4 (i.8) F(s.i) | #(s.%) | +(£,s)
* (%.4) 2¢.4 of w8 ) 1Y i.5 o
i.2) - ] 2 1,9 ieg(3,=1) 2.4 0 ies
* (i,8) s, § i.g(3,-1) £-3 0 S.s g(1,1).s
 (8.4) Ja(3,-1).4 Q.i o 2 8. s.z(1,1) e
8.3) i.s 0 $.s s.4(1,1) 2 5.9 1
r” (S.s) ) ies g(1,1).s 5. 8 1. 2(<.s)

Tablo yalnmiz (+) igaretliler godzOnline alinarak diizenlenmigtir,

§48=54+¥mg(3,~1),%+imis?=g(1,1) ikame edilmigtir.

TEOREM : 3+25.16

(k2,+,(.)) iigliisii bir halkadir.

Isbat:

(x2,+) ikilisinin bir Abel gurubu oldugu ortaya konmugtur,
(ka.(.)) ikilisinin birlegimli ve (+) lzerine dagilimli oldugu dog-

rulanmalidar. (+) lizerine dagilimla oldu@u agafidaki tabloda sapta-
nabilir. ;
23



/1\
>

A.B F (%.1) F(i.8) F(i.8) F( 8.1) (8.8 )] F(s.8)
¥ (%.4i) - (R.i) 0 ~{2.8) €.s) -(%.5) 0
FEIAY 0 (=1.3) (s.2) | (-8.8) 0 (i.5)

F (s.d) (£.8) (~5.%) - 1 1 (s.1) (-i.2)
¥ (i.s) (-fu) (s.%) i o (8.s) (1e3)
+(4.s) (€.i) 0 f4%1) (2,3) (8.s) 0

(s.9) o | (s.3) Cha-Lagd ¥ o oo

i Kinematik faktorlerin birlegimli oldugu, daha Once ngterilnistir.f
. Halka defigimli depildir; birim elemani vardir. Tablo yalmaz (+) iga-L
retliler gozoniine alinarak dﬁzenlenmistir; |

i;¢,s halka-cisim faktdrlerinin bir arada (.) iglemine gore

degisimlilifgi ve birlegimliligi igin agagidaki tablo gegerlidir.

8.1)Su=-% | (i.s).$=% (€.1) o==8| (i.8)es=i~8|(8.8).1=i=8 | (8.8).i = €

Tanimlanan i,%,s ve kompoze (i.%),(%.8),(8.i) tasvir yada kine-
watik faktorler ile, bazi yeni sayi ciimleleri, vektdr uzaylari ve
modiil yapilam' olugturacaiz; ve bu galigmaya Tiirk Universitesinin
. deperli bir Sgretim iliyesi Prof.Dr. Sayin BERKI YURTSEVER'in adini

verecegiz.

Prof.Dr. Sayir BERK! YURTSEVER, Tiirk Universitesine, matematigin

geligmesine, matematikgilerin yetigmesine yarim asira yakin katkida

bulunmug bir bilim adami olup; 1914 de lstanbul'da dogmug, yiksek

ogrenimini ve "PARSIEL DIFPERENSIYEL DENKLEMLERIN SONSUZ SERILERE
AGILIM YONTEMI 1LE GOzUMU. konulu tezini MUNIH UNIVERSITESINDE
Yapmigtir. 1983 de emekli olwmugtur.




————

4 ., DORDUNCU KISIM

+U4- BERK! SAYILARI, BERKI VEKTOR UZAYLARI, BERKI MODULLERI

TANIM: 4.26~ BERKI SAYILARI

Xl,x2e R; (i.9)eCxD;(8.i)e SxC ; (%.8) e DxS olarak:
X1+Xo(i9)5  X3+Xp(31); Xy4X5(98)5 Xp+Xp(89)5 X3+4Xo(8i);Xp+4Xp(is
yapisindaki elemanlara BERKI sayilari denecek ve B(is), B(si),B(¢s)

B(s¢); B(¢i), B(i¢) ile gdsterilecektir,
TEOREM: 4.26.17

X;+X5(1¢), Y74Y5(i%)e B(i%) Berki elemanlari igin (+),(s) ig¢ ig~-

lemleri , =
() (X, 4X5(39)] 4 [¥14Y5(19)] =(Xy+¥y )+ (Xp+Y5) 1% € B(i%) ;
(.)[X1+X2(i?)].[Y1+Y2(i€)]-.X1Y1+(XlY2+X2Y1-X2Y2).ig,ile tanlmlanlyor‘f
ise B(i¢) Berki sayilari deggigimli birimli bir halkadar.
Toplam ve garpimin tanimlanmasinda Xy+X, 19, Y1+Y21f elemanlarinir
R, reel sayilar:ciimlesinin cebir kurallarini korudugu diisiiniilmiig, kind
matik faktdrler igin bilinen skalerle defigimlilik
i.Xl-Xl.i 3 9X3=X79 3 1eXj.fmXjoif wifoXy ve
i%49im-1 veya i¢w=1-9i, (i¢).(iS)=-(i%) bagintilari gozoniinde bu- |
lundurulmugtur, p |
Isbat:
(CxD,+) ikilisi bir Abel gurubudur. 0+0.i¢ sifir elemandir.
(x1+x219) nun ters elemani (-Xl-xzi?) dur; degigimli ve birlegimlidir .
(CxD,(.)) ikilisi birlegimli ve dagilimlidir; birim eleman 14+0.i

dur, XI#O, ve XI#XQ olan biitin élemanlarln ters elemanlari vardir.
TEOREM: 4.26.18

k14xai?eaB(i§), Berki sayilar ciimlesi R reel sayilar cismi lize=-

rinden bir vektdr uzayi tegkil eder.,

,25



Isbat:

RxB(i%) — B(i%) bagintisinda, B (i8) nun Abel gurubu oldugu
bilinmektedir. Ve R igin Bl.Bee,B(i?) ve by,b,eR ise, asapidaki
d1g iglemlerin dogrulandigini gostermek zor degildir.

(1) b3 (By+Bp)=bBy+byBs e B(ig)

(11)(by+by) By=byBy+b,B, € B(i%)

(iii)(bl.b2)31-bl(b231)ejB(ie)

‘ (iv) & .By=B;—»B(i¢)

! TEOREM: 4.26.19

X,+4X5(98), Y14Y5(¢8) € B(3s) Berki elemanlari igin, (+),(o) iglemleri
{-&)LJ&IFK )} +[¥y+¥5(98)] =(¥;4¥1)4(¥1+¥,) ¥5-€ B(S8) 2
(o) [X)4X5(88)] o [¥y+Y,5(28)] =Xy ¥y + (X ¥4 X ¥ -X,Y )95 € B(€8) ile tammle- :
kl)or ise B(¢s) Berki sayilar tiimlesi halka tegkil eder,

Reel sayilar cimlesinin cebir kurallarinin kopundugu ve kinematik
*aktbrlerin skalerlerle degigimliligi ile
| 89+88=1 veya s¥¢=l-%s5, (89).(8%)=(s¥¢) bagintilari gdzonilinde bulun-
Frulmugtur.

. 1sbat: (Bak: TEOREM.4.26.17)

| TEOREM: 4.26.20

| X1+X2§se;B(€s) Berki sayilar cilimlesi R reel sayilar cismi lzerin-
rn bir vektor uzayi tegkil eder.

Isbat: (Bak:TEOREM.4.26.18)

TEOREM: 4.26.21

o —— s —

X1+X2(91) Y1+Y2(s1) B(si) Berki elemanlar1 igin J+) (e ) iglemleri
| l
) [xl+X2( 81)] +[Y1+Y2(Sl>] -(X1+Y1)+(XZ+Y2)81 € B(sl) .
o)LXl+X2(Sl)] {Y1+Y2<Sl)] - (X1Y1+X2Y2)+(XIY2+XQY1) sie B(Bl) ile tanim-
iniyor ise B(si) Berki sayilar ciimlesi halka tegkil eder.

Reel sayilar cilimlesinin cebir kurallarinin korundugu diiglinlilmiig

kineuafik faktorlerin skalerlerle degi%%mliligi ile

8i+ism0 veya si-Lis,(ai)o(si)ul bagintilara gdzoniinde bulundurul-
tur,

e A




-

tsbat: (Bak: TEOREM 4.26.17)

TEOREM : 4.26.22

x1+X28i<5B(si) Berki sayilar ciimlesi R reel sayilar cismi ilize-
rinden bir vektor uzayi tesgkil eder.

Isbat : (Bak: TEOREM 4.26.18)

TANIM: 4.,27- BERKI VEKTOR UZAYLARINDA I¢ GARPIM

a) B® (i9) UZAYINDA 1G GARPIM
(E) X-X1+X2iS€EB(iS) olarak X-X1+X29f-(X1-X2)-X21?esB(iE) ve
xx.xf-xlx2, X=X 6zelliklerini veren X elemanina X BERK! SAYISININ

ESLENIG1
(11 X-X1+X219eB(i€) olarakxnxz—xlii’ € B(i%) olan X elemanina X
BERKI SAYISININ AKS'I adi ile ortaya kona£ elemanlarla -
(&11) X=Xy+X51 4 YmY 4Y¥oi e B(iS) elemanlari arasinda
<x,Y)>-x§+xfil(x1Yl+x2Y2)+(x2Y1-x1Y2)+2(x2Y1-x1Y2)ieesB(i?)
bagintisina i¢ garpim denecek ve bu tanim i¢ ¢arpim kogullaraini
gerqekleyécektir.
(1v),(111) den yararlanarak B"(i¢) da i¢ carpim
Xm(X),) X;mX;,+X;,i9€B(i€), X e B(i8)
Yu(Y;,) ¥ =¥;,+4¥;5i B(i ), YeB(i%) olarak
o Y}.;gl lx ~ o +X y* ile tanimlanabilecektir. Boylece
B®(i9)xB™(ig)_,B(i¢) eslemesi yapilmig olmaktadir.
b) B™(3s) UZAYINDA 1G GARPIM
¢9) x-x1+ngseB(gs) olarak X-X1+X289-(X1+X2)-X298 e B(gs) ve
XX-X1+X1X2 : X=X 6zelliklerini veren X elemanina X, BERKI SAYI-
BININ ESLENIGI; :
(1D X=X14X58 ¢ B(¢ 8) olmak lizere, X =X>-Xy98¢ B(S8) olan X
elemanina X, BERKI SAYISININ AKS®°I adai ile ortaya konan elemanlarla
(111) X=Xy 4+X588, ¥uYy+Y,$8 €B($8) sayrlary arasinda
<:I.I>-X.Yﬁﬂ;W-(X1Y1+X2Y2;j;sz;qlleQ)98csB(gs) bagintisina
ig ¢arpim denecek ve bu tanim i¢ garpim kosullarini dogrulayacaktir.

(IV),(III) den yararlanarak B"($s) de i¢ carpim

2o i ok S 3 3 S



X=(X )y X;»X;y+X;598¢ B(Zs), XeB" (¢s)
T=(¥{s)s Yi:Yil+YiagseB(?s), yer™ (gs) olarak

x,Y-;Z?_1X£§;+&1;§; ile tanimlanabilecektir. Boylece

Bn(gs)xBn(gs)_,B(fs) eglemesi yapilmig olmaktadar.

TANIM: 4,28~ BERKI VEKTOR UZAYLARI, BERKI MODULLERI

Xy3Xp sececce&R reel sayilarla ve i,8,8,(i9),(¢8),(8i) kinema-

tik faktorlerin lineer kombinezonlari olarak, kinematik faktorler

arasy (+)y(.) i¢ iglemleri altinda, halka, yada cisim niteliginde

olabilen
1°%) X,(%8)+X,(ig) e B( 8,i ) il (Xy,X5)
| 2?) Xy +X2+X5(38) € B(1,9,39) =, (X 5%05X5)
3%) X +%5($8)+X5 (%) € B(1,98,1%) 1% gy (X1:%50%5)
49) X +X 34581 ¢ B(1,8,81) oy (X)X 59X5)
5°) X8 +X;384X5i2¢ B(P,98,1%) il (X;4%9X5)
6%) Xp+X2+4X51 +X,i9€B(1,8,1,i%) ——>  (X14%5,X5,%y)
7°) X 4X,8 +Xz14X381 € B(1,8,1,51) —>  (Xy1X5:X35,%,)
8%) X;+X8 +X384X,98 € B(1,¢,5,85) —  (X3,X5,X5,%,)
9%) X, +X,i9+X;98+X, 83 ¢ B(1,i¢,¢8,81) —> (X 2XpyX5,%,)
10°%) X]+X 8 +X518+4X, 814X;95 € B(1,8,...) —> (X),X,3404Xg)
1°) X)+X59+X31+X,8 14X 58T € B(1,851,...) —> (X)1Xp9024Xs)

0 . :
12 ) xl+x2g+X35+X41+X58i+x61?+x738 E. B(l’ ,Bo o e ) +(X1 ,Xa, @0 ’x'?)

l' ® 20000000009 S PE 0 e 90O P RSBSOSO PeCOeRPOCPIRPSEIOSOTOOOLTOEES cebirsel yapllarl

«

ile ifade edilen ciimlelere degigik boyuttan, DEGISIK HALKA VE cisiM U

RINDEN BERK! VEKTUR UZAYLARI VE BERKI MODULLERI denecektir.

TEOREM: 4.28.23

~ 8ay1 cilmlesi lizerinden bir modiil olugturur.

- (Bak TEOREM : 4.26.18)

28

xlga+x219en(gs,ie) climlesi R lizerinden bir vektor uzayi, B(Ss)
-R lizerinden vektdr uzayi olugturdufuna dair isbat igin

-B(98) halkas: iizerinden bir modiil olugturdufuna gelince:



a,+8,¢8, by4b <5 ¢ B(¥8); 140.98=f, ¢ B(88)
xlgs+x21§ » Y1984¥51% < B(¢3,iR) olsun.
(1) (ay+a,%38)(X1884Xpi%)m(ay+a5)X $54a1X0i% ¢ B(98,iQ)
(11)(ay+8548) [(xlss+x219)+(ylgs+yzis)} "
((a1+82)X138+G1X2i21 + [(81+aé)Y1§s+alYgi€\.
(8y+425)(Xy+4Y))38+8y (Xp+Y5)i8 ¢ B(88,iR)
(III){(31+3235)(b1+b1§3)1(X198+X2i )-(31+32q3)[(bl+b2€s)(xlgs+xaif)];
sol yan: [albl+(a1b2+a2b1+aab2)gs}(xlgs+xgi?)-
(a;by+8ybosasby +a5b5)X §8+ay by X518 €B(35,i%); sag yan
(al+azis)[(bl+b2)Xi§s+le2131-
[(al+a2)(b1+b2)]oX1§s+alle2i€caB(§s,i?)
‘(IV) (1+o.gs)(xlgs+x21§)-xlxs+xai? bulumir,.

TEQREM: 4.28.24

(X)-Xp1) 98-(X+Xpi)i¢ (¥y-Yi)€s-(¥+¥ i)i¢ e B(i%,$s) ile
ifade edilen elemanlar igin, (+),(.) i¢ iglemleri
() [(X;-Xp1)88-(X, 4X,1)i% ) | (¥1-Y51)88-(¥; 47 ,1)15]
(X4 )=(X4Y5)i)88-( (X +Y; )+ (Xp+¥5)i)AQ
(o) (€X)~X,1)98-(X, +X51)18) o ((¥;-¥51)§5-(¥y4Y,i)i%)m
T XY~ (Xy Yo XY )i | @8- { (X Yy -XpY )+ (X Y peX,Yp )i ] 48 ile
‘tanimlaniyorsa B(i%,9s) cilimlesi degigimli bir cisimdir,
Isbat:
(B(¢8,i¢),+) ikilisi bir Abel gurubudur; X,=0, X,=0 sifir elemani
olugturur; degigimli, birlegimli, ters elemanlidir.
i (B($8,i¢)4(.)) ikilisi, birlegimli, (+) lizerine dagilimlidair.
;Xi-l, X,=1;(1-i)$s~(1+1i) i§ birim elemani olugturure.
(xl-xai)gs-(x1+x21)1z , nun ters elemani
(/XTHE) [ (%) 4X)- (%, ~X5)1]88-(1/K345D) [(X) 1K)+ (X, -X5)1] i€ avr,
Halkanin sifir boleni elemani bulunmadi@i ve her.elemanin da ters

:
mevcut oldupundan bu iiglii bir cisimdir.



TEOREH: 4.28925

Teorem: 3.28.24 de verilen B(¢{s,i¢), Berki cismi a) R, reel sa-
f1lar cismi lizerinden b) C kompleks séyllar cismi lizerinden bir vek-
or uzayl olugturur.

isbat: (Bak Teorem 4.26.18)

TEOREM: 4.28.26

| Xl+X29+X3si, Yy+Y534Y381 € B(1,8481i) ile ifade edilen elemanlar
gin (+) toplam, (.) garpim denilecek ig iglemler:

+) (Xl+X29+X3si)+(Yl+Yé§+Y3§i)-(X1+Y1)+(X2+Y2)@+(X5+Y3}si

o) (Xl+123+X581).(Y1+Y2Y+Yasi)-
(XlYl+X3Y3)+(X1Y2+X2Y3+X3Y1-X3Y2)§+(X1Y5+X5Yl)si ile tanimlanayor

ise B(1,3,8i) ciimlesi bir halkedar,

g -
Toplam ve ¢arpim iglemlerinin tanimlanmasinda B(l, ,s8i) elemanla-

klnln R; reel sayilar clumlesinin toplama ve ¢arpma kurallarini koru-
lugu, kinematik faktdrlerin skalerlerle degigimliligi ve j
QZ_O’ (8i).(si)ml, §8i=% , 5i¢ =-¢ bagintilari gozoniine alinmigtir.

Isbat: ?

(B(1,348i),+) ikilisi bir Abel gurubudur; degigimli, birlesgimli

lup, sifir eleman (04+0.940.8i) dir. Her elemanin tersi vardir.
(B(1,49,8i),(.)) ikilisi, birlesimli ve (+) lizerine dagilimladar.

1+0.840,81i) birim elemandir.

AN o 2
*Xl -0 x3 - (x1+x3).(xl-x3)q&0 ig¢in (XI#X5)olan tim elemanlaran
X

2 xl-x3 X2 ters elemani vardir, ve

13 0 Xy (X1+X2?+x381) nin ters elemani
R 1/(x§+x§)).(x1-kz?+x581) dir.
Halka (.) iglemi agisindan defigimli degildir.
TEOREM: 4,.,28.27
B(1,4,si) halkasi a) R reel sayilar cismi ilizerinden bir vektor
aylr b) D dual sayilar halkasi lizerinden bir modiil olugturur.
~ 1sbat:
- 8) Bak: TEOREM: 4.26.18

b) aj4a5,8 , by+beD, 140.8eD

30
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|

Xy +X8+X381 5 Yy+Y 24381 e B(1,8,8i) olsun;
S(I)(al+a2Y).(X1+X29+X3si)-alxl+(81X2+a2X1+a2X3)? +31X331
KII)[(ﬂl+a2€)+(bl+b2§)} (X1+X2§+X3si).

[(ay+b1)a(84b) (X1 4X 84X 381)

(81401 )Xy + {(214b X4 (85405)X; +(a5+b,)X5] € +(ay4b) )X 58i
] diger taraftan

(31+32¥).(X1+X2§+X5si)+(bl+b29)(xl+xg?+X38i).
| a1X1+(alx2+32X1+a2X3)g +al}{3si+blxl+(b1X2+b2X1+b2x3)3 +b1x3si den

(al+bl)xl+({al+b1)X2+(a2+b2)xl+(a2+b2)x319 +(a1+bl)xaei bulunur,.
(111) (8, 48,8) (01 4D,8 )] (X1 +X 8 +X 551 )m
3 (al+a2 )[(b1+b29)(x1+X29+X3si)] dir,. Zira egitligin sol yani
F— {alb1+(a2bl+alb2)91(X1+X2§+X381)-

t a;b X+ {alblx‘?(azbi+alb2)(xl+x3)1 +a1blx381; egitligin
sag yan: (a1+aag)[ by Xy +(DyX34bX, +b,X;) S +b X, 51 ]

albn¥1+[a1b1X2+(82b1+a1b2)(X1+X3)}g + a;by8i bulunur,
(1V) (140.8)« (X +X 84X 581 )mX; +X 84X 581  olure

TEOREM: 4.28.28
} X1+X2§+Xai§ . Y1+Y2§+Y312 ¢ B(1,4,i3) ile ifade edilecek elemanlar
i¢in (+) toplam, (.) garpim denilecek i¢ iglemler:
t+)(xl+Xé3+XBi§)+(Y1+Yé?+Y3ig)-(X1+Yl)+(X2+Y2)§+(X3+Y3)i€
() (X +X 84X 518) o (¥ +Y 8 4¥ 518 ) m

XlY1+(x1!2+x2Y1-x2Y3)9+(X1Y5+X3Y1—X5Y5)i@ , ile taniwlaniyor ise
B(1,9,i8) ciimlesi degisimli olmayan bir halkadar.

Toplam ve garpimin tanimlanmasinda, B(1l,%,i{) nun elemanlari igin,
t.reel sayilar cilimlesinin cebir kurallaranin korundugu diigiiniilmiig, ki-
Fmatik faktorlerin skalerlerle dégisinliligi ve

9220, 9.(31)m0, Qivifa-1, (18).(i®)m=(ig)
a8intilary gozéniinde bulundurulmugture
| Isbat: -
(B(1,9,19),+4) ikilisi bir Abel Purubudur; defisimli, birlesimli

rup' s1fir eleman (04+0.8+0.i¢)dur; Ters elemani vardir,

!

3
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[ 2 o2 .

: Xy -X3 ~X3 0 = (xl+x3)+(x2x5-xlx4) 2.p° yi gostermekte
| X, X3-X, =X, X3 olup, X,#X,, x5#-x2 olan tiim elewanlarin
{ 13 0 e 'XB ters elemanlari bulunacaktar,

; Xu -X 3 X2 Xl—X4

i TEOREM: 4.28.31

B(1,9,i,9i) halkasi a) R, reel sayilar cismi lizerinden bir vektdr
uzaylr b) C kompleks sayirlar cismi lizerinden sagdan ve soldan bir vek-
| tor u;ayl c¢c) D, dual sayilar halkasi lizerinden sagdan ve soldan bir .

modiil d) B(4i) veya B(ig) Berki sayi cilimlesi ilizerinden sagdan ve solé
dan bir modiil tegkil eder.

~ a) Bak: TEOREM: 4.26.18 :

b) a;+35i, by+byic C c) a1+329, by+b% €D ;
d) a;+a,%1, by+b,8i alapak bak TEOREM: 4.28.27

TEOREM: 4.28.32

X +X518 +X3§s+x4si » ¥1+4¥5i84Y5¢s+X 81 ¢ B(1,i¢,¢s,81i)
yapisindaki elemanlar ig¢in (+) toplam, (.) garpim denecek ig¢ iglemler:
‘ (+)(X) +X5i84X 398481 )+ (¥ 4¥ 18 +¥3¢54+7, 51 )m
(X1+Yl)+(X2+Y2)i?+(X3+Y3)§8+(X4+Y4)si ve
' (o)(X1+X2ig+ngS+X481).(Y1+Y213+Y5€8+Y4si)-
(X1 Yy ~X3¥,, =X, Y4, ¥y, ) + (X Yo e X ¥ ~X oY oX 3 ¥ 4X,, T3 ) 1€

‘ (XIYB-XZY4+X5Y1+X4Y2)9s+(X1Y4-X2Y4§XuY1+X4Y3)si ile tanimlaniyor
ise B(1,i¢,98,si) ciimlesi degigimli olmayan bir halkadar,

Toplam ve garpim iglemlerinin tanimlanmasinda B(1,if ,¢s,si)
icﬁnlesi elemanlarinin reel sayilar ciimlesinin toplama ve garpma ku-
ki‘allarlnl korudugu diigliniilmiig, kinematik faktorlerin skalerlerle de-
Bigimlilipi ve

920, 12.-1, 52ul, (isiQu-1, 95482 ml, 8i+si=0
‘bagintilary ve kompoze kinematik faktorler garpim tablosu gdzdniinde

‘bulundﬁrulmugtur.

|
i
!
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Isbat:
(B(1,i9,$s,81),+) ikilisinin Abel gurubu oldugu agiktair.

’ (B(1,i9,¢8,81),(+)) ikilisi birlegimli, (+) lizerine dagilimlidir,

X; X, 0 Xy-Xj | =(Xy-XpeXy)Z.(¥y+X5-Xy) . (X =X, )40
X, Xi-X5 Xy -X3 olan elemanlarin ters elemani vardir.
X3 X, X1+X5 -X5 140.i 40. s8+0.8i birim elemandir.

‘ . 4 0 Xy (X3-X5)

TEOREM: 4.28.33

B(l,ig,gs,si) ciimlesi a) R reel sayilar cismi ilizerinden bir vektor
Fuzale_mb) D, dual sayilar ciimlesi lizerinden bir modiil ¢)B(i¢),B(%s)
B(si) Berki sayilari g¢ilimlesi {izerinden bir wmodiil olugturur.

iebat: TEOREM 4.28.31 <




5.BESINCI KISIM
GEN GARPIM KURALLI KARE MATRIS HALKALART

TEOREM: 5.29.34

(Xuv),(Yuv)(uul,E,....n);(v-l,2,....n) watris elemanlari olarak
(+) toplama, (gk) garpma (gen garpim kurallari dizisi) i¢ islemleri:
(4) () + (Y )= (Xt ¥yy)s (u=1l,2,.....0),(V=1,2,.cc...0)
(o) (X )Bk(Yyg)m(Z, )m 21X reYy | Pes=np+k, ke0,1,....n-1
ile tanimlaniyorsa (X,,) matrisleri k=0,1,....n-1 deferleri igin ayra

ayri halka olugturur.

- Isbat:
k=l igin, (nxn) matrislerinde yapacafiz. (r+s) indisler toplaminin®

(r)'e UZliinmesinden (1) kalani elde edilecek, bagka bir deyimle (r+s)

’toplaml, topleam1 olugturan her terimde (n+l) edecektir. (gl) iglemini
kkolayllk olsun diye (o) ile gdsterelim.(o) igleminin yalnizca birlegim-
:li oldugunu gostermekle yetinecek, (gl)'e veya (o) garpimina g¢apraz

‘kural ve bu iglemle clugan (nxn)matris halkalarina da, ¢apraz kuralla

;natris halkalari denecektir.

’ Ornegin, (2x2) matrisleri i¢in halka olugturan

(x11x12 Y11’&2\ =[X11Y11+%10Y X33 ¥y4X) Y0\ klasik carpim
XorXop | \¥21¥oo! \Xo1¥11+¥22¥21  X21¥32+X22¥52) (8p)1ar garpim
kurali yaninda, (o) gapraz garpim kurali da
ﬂ

1%\ [fiiYao\ =/*X11¥21+%12¥11  ¥11Y22+%12¥12\ ig1emi ile bir

o
X21122 Y21Y22 X21Y21+X22¥11 X21Y22+X22Y12 halka olugturacakﬂ
tare.

ﬁxuv)O(YuVQ}o(wuv)-(xuv)o[(Yﬂv)o(wuv)] isbatlanacaktir,
(xuv)o(ruv).jr.l xurY(n+l-r)v l (u‘l ’2’ o On) ,,'Y-l.z, ce e .n) il‘
hlnlnlandlglnl gdzoniinde tutarak

(Iuv)o(Yuv)-(Auv),(Yuv)o(wuv)-(Buv) olsun.
1
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(Zuv)'(Auv)o(wuv)'(xuv)o(Buv) oldugunu gosterecegiz.
(2,,) matrisinin u.cu satir, t.ci siitun elemam

zut-;zgnl Aur¥(nsl-r)t Yoy

Ayy= zg-lxur-Y( n4+l-r)le A o= zg_lxur.Y(n+1_r)2, eseeccos
Aun";zg-lxur°Y(n+1-r)n

Zpg= g-lxur°Y(n+l-r)lwnt+Y(n+1-r)2W(n_1)t R T TR
T(nel-r)n Y1t veya

n n
Zot™ 21._1 anl xur‘Y(n+1-r)p°w(n+1-p)t olur; bu sonugla
(Byy) 'nin (t).ci siitun elemanlara :

n
rﬂ“’}w"‘-‘?apmlrup’w(1:1+1-p)1:
. . n .
Blt'12;.1Y1p°u(n+l-p)t’th':Zp-Isz°"(n+1-p)t,.....

,_<n
Bnt‘lgpslrnp‘w(n+l-p)t .

n
zuv';Zp-lw(n+1—p)t'[xunrlp+xu(n-l)tzp*'°'""*xulrnp]

zuvajgg_l ;gg,lxur.rcn+1_r)p.w(n+1_p)t sonucu kargilagtirildi-
inda (o) islehinin birlesgimlili¥i gdsterilmis olur. k=1, 8 veya

(0) ¢apraz c¢arpim kurali ile olugan kare matris halkalarini H{ ile

Gsterecegiz. Halkanin (o) iglemine gore &7 etkisiz (birim) elemama
i?- O 0 eocec0 1 dir. Teorem daha somut, daha aritmetik bir

i Sl 5::0.1.0 bigimde anlatilmak istenirse, Ornegin

: 00 401 00 k=2, na3 ig¢in

l 0ceeee 00O

(Xyy)=(X17 X310 X3\ (Yuyd=/Y13 Y12 Y33
Xp) Xop Xp3 Yoy Yoo Yo3 olsun.
| X351 X33 X33 Y3 Y32 Y33/
‘ (X)) Ba(Yyy)=(22,)= 3201 XupYay | T+8=3Pe2i(unly2,3),(val,2,3)
aha agik gekilde

:




(xuv)82(Yuv)'(Z121v)= Xy Yy1714+4X00Y XnzY . PO, XanY XrzY
21°11%422%31%42312]1 4A531)0+42213044233i0Dec00e

I X31Y11+X32Y51+X35Y21 et vc000ssessnenens e cesoehe

hur.(gz) igleminin birlegimli oldugunu géstermek yeterli olacaktir.
[(Xuv)82(Y }]ga(wuv)-(xuv}g2[{Yuv)gz(wuv)] dogrulanmalidir,
(Xuy )8 (Tyy ) mhyys A13=X11Y11+%) 0¥ 374Xy 3¥ 5y 4 07K ¥y 0+ %) p¥ 304X 3003
hyzrrassssssasese

(Ayy)Ep(Wyy)=Zyys Z11"(x11Y11*X12Y31*X13Y21)”11*(X11Y12+X12Y32+

Xy pYpp)Wzy +h)30W5y

CE R - N BRI I L PO O PO DO OC PO S TT OO PE PSPPSR

(Yuy )8 (W ) ¥Byys B11'Y11“11*Y12"31*Y13"21’321'Y21"’11+Y22"31*Y25"’21-

B-."".-ooooooooooo-o f E : . 0 ]
> 7

(X )82(Byy ) =2y o5 zu"xn“11"11*"12“’31*"’21Y 1)+%10

(Xgp¥) 1 +Y50W 50 +Y 55057 )+X) 5.B5y ’ '

......‘........’ ....‘.........Q.......Q...‘..'...:‘............

er iki halde de le elemanlarinin egitligi goriilecektir; ayni iglem-

>

er differ elemanlar igin de tekrarlanabilir. Bu halkaya H2 ile goste~

010

100
ceffiz., Halkanin birim elemani zg- go 0 1) dir. Ornegin ne4 kw2 ig¢in
olur. : 1

watris halkalar sinifis 243+44ee...+0=(n~1)(n+2)/2 sayrda halka
thtiva eder. Klasik ¢arpim kuralli watris halkalari (n=2 harig) bu

inifin elemani degildir.

t

TEOREM: 5.29.35 : .

‘xuv Ry m, R; 8y (k-0,1,2,..,°°n-1) gen garpaim kura¥1ar; dizisi

(X)-(xuv); Yu(Y,) (u-l.2,....n),(v-152,...fn);(nxh) matrisleri
arak ;
Yo(L) i¢ islemleri : !
)i (DTN =Xy T (Y )= Xy Ty) | '
t (X)) (D)m(X,,) (Tue)= SEI0 me(Xy)E(Tuy)=Zyy» 7@ da degigimlilik

62z konusu olmaksizin daha pratik bir yazim gekli ile
il




(XlL(Y)-(XuvlL(Yuv)-(Xuv)(jZﬁ:é m, o8 ) (Y,,) ile tanimlanan
(X) matrisleri (mk) degigen degerlerine (parametresine) goére halka-
lar dizisi olugturur., Halka degigimli olmayan birimli bir halkadair.
Isbat:

Kolay ve somut bir yol olarak, teoremin n=2, nw3 i¢gin dogrulan-

digini gosterecefiz. nm2 halinde:
(L) isleminin birlegimli oldugunu gistermek yeterlidir. (1) igle=~

minin ayrintili agik ifadesi

y A 4
11412
Ly (

L= 7 7 )“21];-0 mk(xuv)gk(Yuv)-
21¢22
B 2 Yoalin.- Il TR N
zuv-< .l.l 12)"11 ( .L]. 1 )g ( 11 12)+m1( 11 )Sl( ll .I.C) -
oyl G TT CRby gy XX :
21°22 21422 al* 22 21422 21+22

v
L]

212\'(‘o(x11Y11:X12Y21)+m1(X11Y217X12Y11)mo(xllle:Xleza)+m1(§1¥2152¥12
1202 | \Bo(Xo1¥11¥Xp0Y 01 )41y (Xp1 Yoy ¥Xpo¥ 3 )m o (X ¥ oK 55¥00) 48 (3 Bt Y5 -
unur., Daha oOzet cebirsel yapisa
(Zyed= 32,1 8o (Xy¥ry)+0) (XuiTey) \ k4Tm2p, k+5m3 olur;
k+r, n=2 ile bdliinmesinden (0) kalanini, k+S, n=2 ile bodliinmesinden
(1) kalanini verecektir,

Burada g,'in, (2x2) de bilinen klasik matris garpimini (.);

(gl)'ln (2x2)de capraz garpimi (o) ifade ettifi agiktar,

(L) isleminin birlesimli oldupunu gostermek igin Oncelikle (.),(0)

iglemlerinin aralarinda birlegimli oldugunu isbatlamamiz gerekmektedir
yani

{(x11x12\° Y11Y12) °(“11“123 ‘(x11X12)° (Y11Y12) °(“11“12)]
¥arXao! Vo1¥o0lf \UzUz2! \Xzxp¥p2l [\Yaa¥ea! \"21%22
dogrulanmasi demektir. Egitligin sol yanai:
(“11“12\
By ¥os

(xllxl (Y11Y12}°(u11u12\ X11¥11+%12Y21 X11’&2«*’112‘{22)o
(\X21¥X2p) Yoo \U21¥22| Yar¥ia+¥zo¥ay X21¥12+X20¥22

AR e i el = S



Y11 +¥12Y21 %1+ (X1 24X 1270200 (X11Y11+X12Y21)“22+(x11Y12*X12Y22)u12)
¥11+XppY 01 Juoy + (X1 Yy o+ XpoY22) U1y (Xop¥yy+Xpa¥ 21 Juga+ (X171 24X 22Y22)u) 2
Egitligin sag yani:

X12) (11112 ull“l?} SERSE) [(Ynuzl“la“n)(Y11“22+Y12“12)E
x23} Y21Y22) U122 X21X22) (Yoqupy+Y¥opuyq ) (Yo upo+¥pouy o)
(Yy9u5y+¥7 007 1)+X 5 (Ypqupy +¥p0u7 1) X1y (Yy3Up04Y 0y 54Xy p(Yo1up2+ Y2011 2

(Yyqupy+¥10u11)+Xpp(Yorupy+¥p0uy1)  X23(¥y3upp+Y 30Uy 2)+X02 (Y2 upo+Yo0u, 5

sonuglari ile iki yanin egitliZi gdsterilmig olur; buna gore

X=(X11%)0 Y- Y11Y12) o u11“12) ise
(X21x2;\’ (Y21Y22 ’ (u21“22

(Zi¥y)iuw=¥:1(Yiu)' oldugfunu kanitlayaca@iz.

(xLY)-mO(X).(Y)+m1(X)o(Y)'olduguna gore egitlifin sol yani:

{XLY) "u=m_(X).(Yiu)+my (X)o(¥Lu)

(xe¥)un[34 (X) (o) 4my (X)(0)] [ mo(¥)e(u)+my(¥)o(w)]

(XY )buan2(X) o (¥) o (u)+momy (X) o (You)+

S ———— e —

mohl(X)o(Y.u)+m§(X)o(You), diger taraf
X4(Y1u)= (X)L m (Y.u)+m) (You)]
XL(YLu)-mo(x){ﬁo(Y,u)+ml(YouI]+m1(X)o[mo(Y.u)+m1(Youﬂ
=n2(X)+(You)+m_my (X)o(You)+
moml(X)o(Y,u)+m§(X)o(You) sonuglariyla (.) ve (o) iglemle-
rinin birlegimliligi gdzonilinde tutuldugunda (1) igleminin birlegimli-
ligi kanitlanmig olur.
m,s B,'in defigen deferlerine gdre (T),(Ll) iglemleri degigik
halkalar tanimlar ve halkalar bir sinif tegkil eder; m oy mle;R olarak

| ﬁ iginde L ikili permiitasyon adedi sonsuz olacagindan (2x2) gen

garpim kuralli matris kombinezonlari diyecegimiz halka sinifinda son-

suz sayida halka bulunur. Halkalarin birim elemani (%) igaretleri de

g0zdniine alandiginda

‘ m_+m e
Sm 1/(m§Im§)( °_ l)dlro ( 11 12) nin ters elemani
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fini ve bir elemanini aga@idaki gekilde ifade edecegiz.

(1)

P-(m§+m§)(xllY22-X12X21) gostermek lizere:
¥=[mo (moXop4my Xpy )=y (moX) p4my X1 )] /P
Y)om[-8o(mgX104m1 Xy 1 )-8y (moXoo4my X0y )] /P
Yp1=[ ~mo (X1 -my X o) +my (moXyy-my Xy 2) | /P
Yoo= [mo(moxll-mlxlg)+m1(m°X21~m1X22)] /P olur.

n=3% halinde, gen garpim kuralli matris kombinezonlari halka sini-

3
(Zyy)= 2 mo(xukyrv)‘ml(xukysv)*m2(xukth)
(k+r) nin (n) ile boliimii (O0) kalanini, (k+s)'in (n) ile boliimii
kalanini, (k+t)'nin (n) ile boliimii (2) kalanini verecektir,

Halkanin (1) islemine gore (£) etkisiz birim elemana

Ly=mymy-mg; Lyjmmomo-n ; Ly=gm) -05 .

NT moLo+mlLl+m2L2 ile gosterildiginde |
L2L0L1

=(1/N) L,L;L, | olur. Ornegin:

L1L2Lo

/O 10
o =l m1-0 m2-0 i¢in birim eleman: %=1 0 O
1 \0 01 m =0
001 LY, N
m =0 m=1 w,=0 igin birim eleman: 4£={01 O ve =1 i1cm
(¢} 4 2 100 2 e
100
1 i: 001 bulunur, “
010 ‘

TEOREM: 5.29.35 ile ortayan konan gen garpim kuralli, matris kom-

binezonlari ciimlesi degisimli olmayan birimli halkalar olmakta (2x2).

kombinezonlari hari¢, klasik ¢arpim kuralli matris halkalari bu sinifa

ait bulunmamaktadlr;

n
Bu sinifda mo,ml,....mn_le;R deger takimi iqin;gﬁnl(k)san.l

sayida halka bulunmaktadir. (ﬁ) burada n sayida mo"l"’f"l“"mn-l

elemanlarinin (k) 11 kombinezonlarini ifade etmektedir, Ornegin (2x2) |

matrisleri ve W, 58y takimi ig¢in kombinezon sayisi (3)diir. R iginde

(n)

elemanli m ,W;yecceeBy y deger takim kombinezonlari sonsuz sayida

40




M oldufundan (nxn) matrisleri kombinezonlari halka sinifinda sonsuz

sayida halka var demektir,

TANIM: 5.30- GEN GARPIMLI (2x2) MATRIS KOMBINEZONLARI
CISIMLER ALT SINIFI VE QUATERNIONLAR cIsIMI

A a) CISIMLER ALT SINIFI
TEOREM : 5.29.35'in nae2 igin (2x2) matrisleri konusunda isbat

edilen gen garpim kuralla

lezléy = (XIIXIQY(YllYIZ) =

Zp12Zp2 Xo1X00l \¥21¥02

o(X11Y11+%12Y07 )41y (X317 Y51 -Xy5¥77) mo(X11Y12+X12Y22)+m1(X11Y22:X12Y12))
o (Xp1 Y11 +X22T2) )48 (Xpy ¥p3 ~Xp0¥11) B (Xp1¥) 04XpoY00)+my (X1 Vop+X20Y 1 2)

il

matris kombinezonlari sinifinin

m§+m§¢é0 ve m§—m§7£0, X11X22~X12X217é0 kogullarinin belirledigi
sinifa gen garpim kuralla (2x2) matris kombinezonlari sinifinin cisim

ler alt ciimlesi diyecegiz.

275y Zpp elemanlarini belirleyen ifadede (~) halin alinmasi tak-

dirinde cisimler sinifinin (£) birim elemani

m_~m 2 A
b ﬁ-&l/m§+mf)( - 1) ve ( 11 l2)' nin ters elemaninin
o) B, X21X22
p P-(mg-mg)(xllng-X12X21)7&O olarak nm2 isbatinda gosterilen

)y =[mo(moXpp+my Xp7 ) +my (BoX) p+my Xy ) | /P
¥y pm [ -mg (mgXy p#my X )0y (moXpp+m Xpy )] /P

[ E R R R R REEEREEEREIIE I SIS AN RN A A I I A I I A 01acagl bilinmektediro

e —

b) QUATERNIONLAR

Gen garpim kuralli (2x2) matris kombinezonlari cisimler alt si-
nifinin (-) kogulunda m =1, m;=0 degerleri ve X, =A+CI, X12.3+D1
X21--B+DI, X22-A-CI elemanlarinin belirledigi cisime QUATERNION denir.
W.R.HAMILTON tarafindan (Irlandali matematikg¢i) 1844 de teblig edil-

migtir,
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. (e e
Cismin birim elemana 2-(% g)ve ( 11 12)'nin ( id 12) ters €lemani
XnXoo Yo1¥o0
Pea21824024D? olarak Yyyu(A-C1)/P; Yyom-(B+DI)/P
Yzl--(-B-Q-DI)/P; Y22-(A+CI)/P dir.
c) QUATERNION SINIFI

Gen garpim kurallia (2x2) watris kombinezonlara cisimler sinifinin

(-) kosulunda X11-m°A+mli, X12-m11+m0D, X2l-mli—m°D,X22-moA—mli ele-~

manlarinin olugturdugu matrisler cismine quaternionlar sinifi denecek

tire
m - Y,.Y
Quaternion sinifinin birim elemani § =( © 1) ve ( 11 12)
R % Y21¥22
~ ters elemam P-émi;mi) [mg(A2+D2)+2m§} olarak
) ¥ 2 o P 9
Yll'{,mo[(mo’ml) A-dmomlnl -ml(m°+m1)1} /P ™

le-‘{-mo [(mg-mf)D+2mom1A] +m1(m§+m§)i}/P
Yzl-‘{moii(mg-mf)D+2mom1A] +ml(m§+m§)i} /P
Yo om {mo [(mg—mf)A-2momlD1 +ml(m§+h§)i} /P bulunur.
TEOREM: 5029036
XavrYuyvilgemy € R ve (X,),(Y,),(2x2) matrisleri olarak
(T),(&) ig islemleri:
(T)(xllxl2) (Y11Y12> - (X11+Y11 X12+Y12)
T
| Sael \ToaYoo]  \Ega+Yoy Xoo+¥oo
711‘15YQY11Y12\' BoX11 Y1148 (X31¥214%X)5¥17)  BXy )Yy 048y (X3 ¥p04X) pY10)
B X51 ¥y 40y (Xp1 Y0y +X,5¥17) B Xp ¥y o4my (Ko YopeX 5073 5)

1X20 KY21Y22

veya

? 11’12),;(’( 11Y12) =(“‘oxlezl*ml(xllYel"xl«?Yll) '"0X12Y12“'1(x12Y22+x23Y12))
Y

K :

X01Xoo) \T51 Y05 ) \ B XpoToq+my (XpToy +X00Y17)  WXoo¥oo+my (X1 Y50+X 55 5)

ile tanimlanmig ise (X) matris climlesi defigimli olmayan birimli -

halka dizisi olugturur.

Isbat: :
Yelniz (A) tanimi igin birlegimlilik kanitlanacak, istenirse (4)

benzer yolla dogrulanabilecektir.

l—— zooe - ,,4;,ao




[(xllxlz)‘A(YnYla)}A"‘n“la)'(xnxla\lk (Y1112 , (P1a%2\| = #11%2
Xp1X22/ \Ya1¥o2 (“21“22 Xa1%20) \Y21Y22} (uziuezj} 221222
esitligin her iki yaninda bir elemanin Srnegin (291)'%in egitligini
ayrintili olarak gosterecek, diferlerinin egitligini isteyen okuyu-
cuya birakacaize Esitligin sol yaninda (z 1) elemana

2= [BoX 1Y) 3 48y (X1 Yoy +Xy577) ] "11+m15[m-X’1Y11+°1(X11Y21+X12Y11521*
| [m Xy 1Yy o+l (X17¥554%70Yy2) ull}’ esitligin sag yaninda (2,4) eleman:;
"11‘“0X11[“ ¥y303+8) (Yyupy Y300y ) )] +m) 3 Xy | mo¥oy uyy emy (Ypyupy + Y550y )
Xo[m Y11u11+m1(Y11u21+Y12u11)Ii esit ifadeler ile belirlenmigtir.

0 ml) (Y11Y12)
o ™ Yo1¥20

F isleminin ({) birim elemanlzu(l/ml)(
rters clerman Pu ml(xaqxq,-x,lxoq) yi gostermek lzere
Tyy=-Xyy /P Yyom(BoX)y4myXoy ) /0Py Yoy =(moX) ) 4myXy5)/m P
Yop=- g (%11 481 X) 5)+m) (moXoy sm1X55)] /6] P olur.

i |

TEOREM: 5.29.36 ile verilen m,,u, parametrelerine bagli olarak

:ortaya konan (2x2) watris halkalar sinifina DUAL GARPIMLI (2x2) MATRIS
'KOMBINEZONLARI HALKA SINIFI denecektir,

TANIM: 5.30-(2x2) MATRISLERINDE DUAL CIgfMLER SINIFI
TEOREM: 5.29.36 daki dual garpimli (2x2) matris kombinezonlara

alka sinifinda m#0, mﬁ#O ve
XII-A+Bi ’ X12-0+Di ’ X21-C-Di, X22--A+Bi kogullarinin belirledigi

sin1fa (2x2) matrislerinde dual cisimler sinifi denecektir,




M ©.ALTINCI KISIM

R® DE CISIMIERI VE HALKALARI SINIFLAMA YONTEMI VE
R® DE QUATERNION, FORM QUATERNION, DEFORM QUATERNION

MINUMUM QUATERNION
PANIM: 6.31- R° DE CISIMLER VE HALKALAR SINIFI

2

R® de, elemanlari bir dizi cisim veya halka olan cilimleye cisimler

1nifa veya halkalar sinifi denecektirs

TEOREM: 6.31.37
(X1,X5),(Y;Y)) eR2 ve myneR, (m2+n274=0) onceden seg¢ilmig paramet-
eler olarak (T),(L) i¢ islemleri:
| T):(Xl,X2)T(Y1,Y2)-(X1+Y1,,X2+Y2)€,R2
ML) (% %) 1Y Yo )= [m(X, ¥, - 2Y2)-n(x112+xgyl),n(xlxl-xzya)+m(le2+x2Y1ﬁ
”'le tanimlanan R2 (myn) ciimleleri birimli, degisgimli cigimlerdir.
Isbat:
(T) i¢ isleminin gerekli kogullari sagladigi agiktir. (4) i¢ igle-
inin birlegimlilik ve (T) lizerine dafilimlilik de@igimlilik nitelikleri
eoremin hipotezinden kolayca gosterilebilire |
() isleminin birim elemana 2-(m/(m2+n2),-n/(m2+n2))
(Rz(myn),ig gurubu (T) nin € =(0,0) elemanini igermez; zira:
$(x,,%,) ¢ R? (m,n) igin (R°(m,n),T,1) digliisii
(Xl,xalL(Yl,Ya)-‘i-(m/(m2+n2),~n/(m2+n2))‘olan bir (Yl,Y2) nin
arlifini gerektirir ki bu,

Yl-((me-ne)xl-2mnX2)/(m2+n2)?(X§+Xg)

Y,==((82-02)X 5+ 2un¥, ) /(n®+02)’ (x{+x5)dur.
Xl.Xa)-(0,0) eleman1 igin (Yl’Y2) mevcut olmadigindan (1) islemine
Bore (0.0)¢(R2(m,n),.l—) dair. l ;
Bu teorem ile cisimler cimlesi oldugu saptanan R2 (myn) climlesine

KOMPLEKS CISIMLER SINIFI denecek ve(i(m,n) notasyonu ile gosterilecek-
tir, :

m



TANIM: 6.32-KOMPLEKS SAYI CUMLELERI SINIFI

X;+X,,3,n €R (m2+n%¢0) onceden sec¢ilmig parametreler olarak:
(nxl-nx2)+(nxl+mx2)i, yapili sayilara kompleks sayi climleleri sinifa
adl1 verilecek ve C(m,n) ile ifade edilecektir,

TEOREM: 6.3%2.38

(b(m,n) cisim sinifi ile C(m,n) kompleks sayi ciimleleri sinifa
(P)y,(L) ve (+),(.) iglemlerine gbre izomorftur,

Isbat:

(Xl,xz)eq;(m,n)ﬁ(mxl—nX2)+(nxl+mX2)i e C(m,n)

(Yl,Yz)e(y(m,n),*(mY -nY2)+(nYl+mY2)i.e C(myn) olsun

(T) (+) iglemleri agisindan:
(T)(xl,xz)m(ylyz) (X 4Y7,X4¥ )€ ¢ (myn)
(+)E(mxl-nxe)+(nxl+mxel}1+[(mYl-nf2)+(nYl+mY2)i}-

(X, +¥, )-n(X5+Y,) +[n(x' +¥) Jem(X,, +Y2§]i

(X473 X04Y5) 5 m(Xy 475 )-n(X04¥p) + [m(x1+yl)+m(x2+1'2)] i
(4+)3(e) iglemleri agisandan:
(-L)(XI,XE)J,(Y]_ ,Yz)-[m(lel-le’z) +n(X)YpeXpY ) B(X Yy =X ¥ ) +m(X Ve XY )
() [(wX) -nX,)+ (aX) +mX,)i] o [ (wY)-n¥ )+ (nY) +mY ;)i

w{m(X, Y, XY, )-n(X, Y, 4X,5%, )] -0 |n(X ¥, X Y, ) em(X Yo e XX, 3] 4+

{ a[w(X, YomX,Y,)-n(X, Your X Y, )] +m [n(xlyl~x2Y2)+m(le2+x2¥1)]}1 olure
Bu sonugla (1-),(.) 1$lem'ean1n 1zomorf oldugu anlagilir, i

TANIM: 6.33-FORM QUATERIFION - |

R2 de, cisim tegkil eden ve tanlblgnéqi;q'iglémleri karsisinda
~ elemanlara belirli bir yapa 6zelligihi koru;an.cﬁmlelére form quéter-
nionlar denecektir. 4 % '_ﬁ: ':;- | { |

TEOREM: 6033439 | e el T

- | '
xl’x2’m neR; m B oncede 8&91lm1$ (m +n+0) parahetreler clarak,

|

£
(mx1+nx2, mxa-nxl)e(t(n n c151mler 81n1f1na dahll elenanlarln

oluskurdugu(t(n,n) nin alt rlnlfl form quatern;on sinifa olugturur.,
} i | |




Isbat:

¢(m,n) cisimler sinifina dahil olarak tanimlanan

(nX, +0X5,0Xp-nX) ) elemanlar cﬁmlesinin(?(m,n) nin ig¢ iglemleri
guvacehesinde yapisal 6zellifini korudupunu saptamak gereklidir,

(1) i¢ iglem kargisinda

(le+nX2,mX2~nX1)T(mY1+nY2,mY2-nYl)a
[8(x) +71 )4n(XpeTp), m(X,4Y,)4n(X;+¥)) |ve (4) ig iglemi |
(eX;+0X ,, 8 5=0X; ) 1(BX) ~DY ), BY Y, ) |
(82402 [ m(X ¥ +XT,)4n (X YooK, T, )y B(K YoeXoY Den(Xy Yy =X, 1,)] veya
(X1+%5) 5 (¥1,Y5) e (m,n)
(Xl,XZ)J_(Yl,Ya)s(X,Yi olduZu takdirde
[(mxlmxa,mxa-nxl)'_L(mYImYe,mYz-ml)}. ' "
[(vzqnz)X+2mnY, (m2-n2)Y-2?nX] olduunu goririiz.
TANIM: 6.34- MINUMUM QUATERNION
(ﬁ?m,n) kompleks cisimler sinifi i¢inde tanimlanabilir form qua-
fternionlara MINUMUM QUATERNIONLAR denecektir,
; CxC den daha kiigiik boyutta bir form quaternion tanimi miimkiin olma-
igindan minumum deyimi kullanilmigtair,
TEOREM: 6.34.40
Teorem 6.33.39 da (mX1+nX2,mX2-nX1)e;($ (m,n) form quaternionlar
inifinin
32+n2-1, m)l veya m{-1 kogsullarinin belirlediZi alt siniflar
inumum quaternionlardir.

Isbat:

Teoremin hipotezini olugturan kogullarda Ornegin
; B=Y2, n=i, (m2+n2-l) degerléri igin
: (2X,+0X,, WX,-nX,) ednm form quaternion
(/5xl+x21; V2X,-X;1i) olarak ve yine ornegin m=V3, n=V2 i
i¢in(V3x, +V2%,1, V3X,-V2X; i) olarak c?

(t(m,n) cisimler sinifinin birer elemani olan cisim ciimleleridir,

de ténlmlanmlq olur., Ve bunlar
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Bu sainifa Qe(m:n) veya Q2(m2+n2-l) ile gosterecefiz.
TANIM: 6.35-(8) FAKTORLU HALKALAR SINIPI
I 2 ¥R e
: (X+X5)4(Yy,Y5) € R® ve myn R, (m“+n%0) Onceden segilmig para-
i
E metreler olarak T, L i¢ iglemleri

ile tanimlanan R2 (myn) ciimleleri (S) FAKTORLU HALKALAR SINIFI Tegkil
edeTre
Isbat:

2

1¢ iglemleri teoremin hipotezi ile tanimlanan R® (m,n) ciimlele=-

“rinin bir halka cldupu,; daha sonra, m,n'nin, belirli degerleri igin,.
m,n nin degigik deggerlerine gore teskil olunan halka sinifi iginde, "
(8) faktorlii halkanin bulundugunu gostermek gerekmektedir.

(T) ig¢ isleminin, Abel gurubunun gerektirdigi kogullara sagladig:
agiktir. Sifir eleman @ =(0,0)dar.

({4) i¢ isleminin birlegimlilik, (T) lizerine dagilimlilik nitelik-
leri hipotezden ayrica gorilebilmektedir. (1) nin etkisiz (birim)

elemani 4% -(mAm2-n2), qn/(m2-n2)) dir. (L) iglemine gore

V(xl,xa) € Rz(m,n) nin, (Yl,Y2) ters eleman1 :

(X9Xp)L(Yy s Yp)m(u/(wP-02), ~n/(n%-n®)) den

e 2 - G ST
Yln[(m +n )X1+2mnx2]/(m -n<) (Xl-Xe)
T

Ye.-[(m2+n2)x2+2mnxl]/(m2-n2) (Xi-xg) olur. quéxa olan biitiin ele-

manlarain ters elemanlari mevcut olure
(8) FAKTORLU HALKATAR SINIFI denen bu matematik yapilar w=l, n=0

“in $ (1,0),(s) faktorli halkayi tanimlar,

TANIM: 6.35-(8) FAKTORLU SAYI CUMLELERI SINIFI
Xl,xa, m,n€ R; (m2+n%eO) ¢nceden seg¢ilmig parametreler olarak:

(mxl+nxé)+(nxl+mxa)8, (32-1) yapisindaki sayilara (s) faktorlii say{/

ciimleleri sinifi denecek ve s(m,n) ile ifade edilecektire.




Isbat:

¢(m,n) cisimler sinifina dahil olarak tanimlanan

(nX,+0X5,mXo-nX) ) elemanlar cﬁmlesinin(¥(m,n) nin i¢ iglemleri

‘muvacehesinde yapisal O0zelligini koruduunu saptamak gereklidir,.

(?) i¢ iglem kargisinda
(mxl+nx2,mX2-nX1)T(mYl+nY2,mY2-nY1)_
80247 )4n(XpeY)), m(X,4Y,)4n(X,+Y,) |ve (4) ig iglemi
(mxi+nx2,mxe-nxl)ijnxl-an),mYa-nYl)-
(02402) [ (X, ) +XY,) 40 (X, Y04, 10 )y B(K YoeX oYy Dan(Xy Yy -X,Y,)] veya
(Xl,Xz),(Y]_,Yz)e(ﬁ(m,n)
gxl,ga)J_(irl,Yzh(x,Yi oldufu takdirde
[(nxl+hx2,mxa-nxl)'_L(mrlez,myz-mfl)}. ;
r(vzqna)X+2mnY, (m2-n2)Y-2mnX] oldugunu gorilirize.
lTAHIM: 6o 34- MINUMUM QUATI:IRNION
(t?m,n) kompleks cisimler sinifi i¢inde tanimlanabilir form qua-
ernionlara MINUMUM QUATERNIONLAR denecektir.
v CxC den daha kiigiik boyutta bir form quaternion tanimi mimkiin olma-
igindan minumum deyimi kullanilmigtir.
TEOREM: 6.34.40
Teorem €.33.3%9 da (mX1+nX2,mX2-nX1)e,(t (m,n) form quaternionlar
inifinan
n2+n2-1, m)l veya mdl-1 kosullarlnln.belirledigi alt siniflar
inumum quaternionlardir.
Isbat: |
Teoremin hipotezini olugturan kogullarda ornegin
p={2, nei, (@°+n°al) degerléri igin
(nx1+nx2,_mx2-nx1) ginm form quaternion
! (J§X1+X21, V2X,-X;1i) olarak ve yine drnegin n=V/3, n=V2 i
iqin(J3x1+J§k21,\fgxa-VEXli) olarak Czde ténlmlanm1§ olur. Ve bunlar

‘Fp(n,n) cisimler sinifinin birer elemani olan cisim climleleridir,




1

; petreler olarak T, L i¢ iglemleri

' ile tanimlanan R (myn) cilimleleri (8) FAKTORLU HALKALAR SINIFI Tegkil

agiktir. Sifir eleman@ =(0,0)dar.

' clinleleri sinifi denecek ve s(m,n) ile ifade edilecektir.

P— - e i

Bu sinifa Qz(m,n) veya Q2(m2+n2-1) ile gosterecefiz.
TANIM: 6.35~-(8) FAKTORLU HALKALAR SINIPI

(X1+X5)4(Yy,Yp) € R® ve m,n R, (m2+n%LO) onceden se¢ilmig para-

eders

Isbat:

2

I¢ islemleri teoremin hipotezi ile tanimlanan R (m,n) ciimlele-

‘rinin bir halka cldufu, daha sonra, m,n'nin belirli degerleri igin,.
m,n nin degigik degerlerine gore teskil olunan halka sinifi iginde,

(8) faktorlii halkanin bulundugunu gostermek gerekmektedir,.

(T) i¢ isleminin, Abel gurubunun gerektirdigi kogullari sagladag:

(L) i¢ isleminin birlegimlilik, (T) lizerine dagilimlilik nitelik-
leri hipotezden ayrica gorilebilmektedir. (1) nin etkisiz (birim)
elemani % -(mAme-n2), qn/(ma-na)) dir. (L) iglemine gore
V{xl,xa) € Re(m,n) nin, (Yl’YZ) ters elemani :

(X1 3X5)L(Y, ,Yo)m(w/(we-n2), -n/(n°~n%)) den
Yl-[(m2+n2)xl+2mnX2]/(mg-nzf'(Xi-xg)
Y2--[(m2+n2)x2+2mnx1]/(m2—n2f'(X%—XS) olur. X,#X, olan biitiin ele=~

manlarin ters elemanlari mevcut olur,

(S) FAKTORLU HALKATAR SINIFI denen bu watematik yapilar wsl, ns0
pia $ (1,0),(s) faktorlii halkayy tanimlar.

TANIM: 6.35-(8) FAKTORLU SAYI CUMLELERI SINIFI

xl’xa’ w,ne R; (m2+n§§o) onceden seg¢ilmig parametreler olarak: ﬁ

(mx1+nxé)+(nx1+mx2)a, (82-1) yapisindaki sayilara (s) faktorli saya




ve -1<{n<1 ig¢in, m,n degerlerinin tayin edecegi $(m,n) halkalari

' AQUATERNIONLAR SINIFI olugturur.
& Isbat:

Teoremin hipotezini olugturan kogullarda ornegin

n=1/2, m-I(JS/Z)i, (me—n2-—l) degerleri igin
RIJB/E)in-(l/Z)X2, (IJS/B)iX2-(1/2)Xi]olarak ve yine Ornegin
"n-l/3, o=+ 2¢§/3)i (me-n2)--1 degerleri igin
1 [(72/2/3)1x,-(1/3)%,, (72V2/3)ix,-(1/3)%,] olarak ¢

olur ve bunlar deform guaternionlar sinifinin bir alt sinifini olugtu-

2 de tanimlanmig

rurlare

Aquaternion siniflarini da Qé(m,n), Q3 (m2-n2--l) ile ifade ede-

TANIM: 6,38~ DUAL HALKALAR SINIFI

Garpmada, igerdigi paramé%relerin degerlerine gore R2

de bir dizi
halka olugturup, parametrelerin belirli bir durumunda Dual sayilar

! halkasini tanimlayan halka dizisine dual halkalar sinifi denilecek

£ ve[b(u,n) ile gosterilecektir,

TEOREM: 6.38.44-

(xl’x2)’(Y1’Y2)€ R2 ve myneR (m +nz¢-0 onceden se¢ilmis parametre-—
ller olarak, T,.l i¢ iglemleri :

F(T) (Xp,X)T(Y ,Y,)=(Xy4Y,,X4¥5) € R
‘[(19 (xl,xa) (Yl,Y2)-[mlel,nX1Y1+m(X1Y2+X2Y1)]ea R ile, tanimlanan

2

f R° (wyn) cilimleleri Dual halkalar sinifini tegkil eder.

Isbat: ‘

1¢ islemleri teoremin hipotezi ile tanimlanan R2 (myn) cimleleri-
nin Snce bir halka oldugu, daha sonra m,n nin belirli degerleri igin,
| 8,0 nin defigik degerlerine gore tegkil olunan halka sinifi iginde
dual sayilar halkasinin bulundugunu gostermek gerekuektedir.

(L) i¢ igleminin, birlesimlilik ve (T) ilizerine dagilimlilik nite-
1igi hipotezden goriilebilir; (T) i¢ isleminin ise Abel gurubunun ge-

| rektiraipi kogullari sagladigi agiktar,

4a



(1) nin etkisiz birim elemana ‘fnCl/m,~n/m2) ve dual birim

¢=(0, 1/m) dir; ( ) iglemine gore, (Xl,xz)nin (Yl’Ya) ters elemani

. P N
Yl' 1l/m X1 Y2--(¢nxl+mxe)/m3xl olur; X34 0 olan elemanlarin
ters elewanlaryl mevcuttur,
Dual sayi halkalari sinifi denen bu matematik yapilar m=1l, n=0;
(1,0) dual sayilar halkasini tanimlar,

TANIM: 6.39~ DUAL SAYI CUMLELERI SINIFI

Xl,Xz,m,néaR (n2+n%£0 onceden segilmig parametreler olarak),
mx1+(mX2+nXl)§ yapili sayilara, dual sayi ciimleleri sinifi denecek ve
D(myn) ile ifade edilecektir,

—TMEOREM: 6.39.45
Ib(m,n) dual halkalar sinifi ile D (m,n) dual sayi climleleri
simafy, (T),(L) ve (+),(.) islemlerine gore izomorftur,

Isbat: .

(X;:%5) e p(myn) 5 mX, +(mX,40¥;) € € D(myn)

(Yl,Ya)e{b(m,n).ﬁ,mYl+(mY2+nYl)9 € D(m,n) olarak (T),(+) islem-
leri agisindan ‘

(T) (X15X5)P(Yy5Yo)m(X 4Y1,X04Y5) € b (m,n)
(+) [mX1+(mX2+nX1)?l +[mYl+(mY2+nYl)§] =
m(X1+Yl)+[m(X2+Y2)+n(Xl+Yl)]? ve (1),(.) islemleri agisindan
(1) (Xy,X)L(¥y,Y,)m[mX, Yy, 0X) Yy 40 (X YpeX Y )8
[nxl+(mx2+nx1)9] o[mYl+(mY2+nYl)§]- }
m(leYl)+[m(nx1Y1+m(XlY2+X2Y1))+n(X1!ij]@ sonuglari izomorfizmi
(a,0)_»a(m+ns); ve (0,b)»mbY dure.
PANIM: 6.39~ DUAL DEFOEM QUATERNION

Eleman yapilari parametrik Gzel bir yéplda olup, i¢ islemler
kargisinda elemanlaran yapi Ozellifini kor@yan ve paremetrelerin Gzel
bir durumunda dual sayilar halkasini veren cisim olmayan halka nitelik-

 1i ciimlelere DUAL DEFORM QUATERNION denccektir.




TEOREM: 6.39.45

X;+Xp, myn € R (m2+n%AO énceden seg¢ilmis parametreler olarak
(8Xq, mxe—nxl)e.ﬁ)(m,n) dual halka siniflari deform quaternionlardair.

iIsbat:

Sadece[b(m,n) halka sinifinin i¢ iglemleri kargisinda, eleman
niteliginin korundufu ve m,n nin degerleri icin dual sayilar halka-
sinl belirledigi saptanacaktir. (T) ve (L) i¢ islemleri :

(1) (mxl,mxz-nxl)T(mYl,mYa-nYl)-
[2(x1+71)s w(Xp4Y5)-n(Xy-1;)]
(L) (mxl,mxa-nxl)L(mYl, mYz-nYl)-
mz[leYl, m(XlY2+X2Yl)-nXlYl)].dur ve bu sonugla (T7),(Ll) i¢ ig-
(fi;mléfi ile elemanlarin yapi Ozelliginin Korundugu goriilmektedir,
T%NIM: 6.40- DUAL AQUATERNION

2

C“ de, tanamlanabilir dual deform quaternionlara dual aguaternion

denecektir,
TEOREM: 6.40.46
Teorem 6.39.46 da a) m2--—1, neR; b) n=-1, m €R degerlerinin ta-
nimladaigr dual deform quaternionlari aquaternionduf.
Isbat: '
a) n°n-1 veya mwt+i, Dmle R, neR igin
(le,mxz-nxl)._>(IiX1,IiX2-X1) ve |
b) n2-—l, veya nu+i, mw €R (6rnegin mal) igin
(nxl,mX2-nX1)._¢(X‘,Xz-X‘i) G2 de ténimlanmls olacaktir,
TANIM: 6.41~- HEL;SEL CISIMLER SINIFI

'
! |
i § {

Garpimda igerdifi parametﬁeyerin dgéerﬁérine sﬁr; 32 de bir dizi
| cisim olusgturup, parametrelerin belirli Qir.durumgnda, helisel cismi
E tanimlayen cisimler dizisine HELISEL CISIMIER SINIFI demecek ve Wi (m,n
ile gdsterilecektir, e : f.tf ‘ g
TEOREM:, 6041447 | g{ 4
(Xl,Xg)gg(Yl,YZ) e R® qu m,n &R (n2+n%£b 5ncecien segilmis paramet-

reler olarak)(T), (4) ig jislemleri:

1
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F;;) (XysX)T(Ty5¥ ) =(X 1473 4% 04 Y,) € R

(..L) (xl ’XZ)'L(Y]. ’YE)' (m=-n/2) (XlYl’Xp_Ye)-n(X1Y2+X2Y1+X2Y2) ’
n(X1Y1~X2Y2)+(m+n/2)(X1Y2+X2Y1+X2Y2) ile

tanimlanan R2 (m,n) climleleri degigimli HELISEL CISIMLER SINIFI dir.

Isbat:
(P),(1) iglemleri ile bu climlelerin cisim oldufu ve, m,n paramet-
relerin belirli durumunda helisel sayilar cismini igerdigi gosterile-
cektir. Once cisim aksiyomlarinin gergeklendigini gosterelim: (T) ig=-
lcninin‘gerekli kogullari saptadigi agiktir.(d) isleminin birlegsiwmli-
lik, (T) lizerine dagilaimlilik niteligi hipotezden kolayca goriilebilir.
(L) nin birim elemani:
5= (m+n/2)(w°430°/4), -n/(2°+3n°/ )
(R2(m,n),i) ikilisi, (T) nin safar elemanini icermez; zira .
¥(¥,X,) e B(m,n) dgin, (R(m,n),T,1) Gelisi
(X1 9Xp) L1y Yo)el(men/2) (02430°/4) , -nfa®430°/4)] den
Ylu[(m2—3n2/4+mn)xl+(m2~3n2/4-mn)X2]/(m2+5n2/4)(X§+X§+X1X2)
Y2-[—2mnxl-(m2-3n2/4+mn)x2}/(m2+3n2/4)(X§+X§+X1X2) clan bir
(Yl,Y2)55R2(m,n) nin varligain: gerektirir. Burada yalniz (Xl,Xz)-(0,0)
oldugu takdirde (YlaYg) meveut degildir. Saifir elemany igermeyen ve her
elemanin tersinin bulundugu bu halka bir cisimdir ve H(m,n) ile goste-
rilecektir,

L
(mal, n=0) igin W (m,n) HELISEL CISIMLER SINIFI, helisel ciswmi

tenimlar M (1,0) — H dir.

TANIM: 6.42- HELISEL SAYI CUMLELERI SINIFI

: xl’x2' a,neR, (m2+na¢ 0 Onceden se¢ilmig parametreler olarak)
(m-n/2)xl-nX2+[Km+n/z)X2+nX1].h} (h2-h-1 yapisinda ve R reel sa-
Jilar cilimlesinin (+),(.) islemlerini korudufu sayilara helisel sayi

ciimleleri sinifi denecek ve H(m,n) ile gdsterilecektir,




! TEOREM: 6.42.48

H(myn) helisel cisimler sinifi ile H(m,n) helisel sayi ciimleleri
sinifi, (T),(L) ve (+),(.) iglemlerine gdre izomorfture.

Isbat:

(X1,X5)€ W (myn) —5(m-n/2)X;-nX,+ |(m4n/2)X,+nX,]h € H(m,n)

(Yl,Ye)e\H(m,n)-—>(m—n/2)Yl-nY2+IKm+n/2)Y2+nYl h]e H(mw,n) olsun.

(P),(+) iglemleri yoninden kargihfi kurmak kolaydir,

(L),(.) islemleri igin
L (xl;x2)1(Yl’Y2)-{fm-n/a)(XlYl-X2Y2)—n(xly2+x2Yl+x2Y2)’l'(x’x)

n(XlYl-X2Y2)+(m+n/2)(X1Y2+X2Y1+X2Y2)

(.){Fm—n/2)(xl-nX2+[(m+n/2)X2-nxi]h}.{(m—n/E)Yl—nY2+{§m+n/2)Y2-nYi]ﬁ}
t;ﬁ(p-n/2)XunY+[(m+n/2)X+nY] .h olur ve iglemlerin izomcrf oldugu

anlagilair,
MANIM: 6.43- {H(m,n) DE FORM QUATERNIONLAR

Elemanlara parametrik o0zel bir yapida olup, i¢ iglemler karsisinda
elemanlarinin yapi 0zelliginin korundugu ve parametrelerin 6zel duru-
‘munda, helisel cismi veren cisimlere HELISEL FORM QUATERNION denecek-
tir,

TEOREM: 6.43%.48

XyyX,,m,0 €R, (m2+n%ﬁ0 Onceden segilmig parametreler olarak

[(u+n/2)xl+nX2,(m—n/2)X2-nX1]e{H(m,n) helisel cisimler sinifina
dahil alt ciimle, bir form quaterniondur.

Isbat: | |
(T),(L) islemleri kargisinda Ozel yapidaki elemanin 6zellifinin

korundugu ve myn nin belirli bir hali igin H helisel cismi tamimladiia

Saptanacaktir.

(T) iglemi ile, elemanin yapi ﬁzelliginih korunduguﬁu gormek ko-
laydar, (L) islemi karsisinda: ; ‘
[(wen/2)x, 41X, (0-n/23% -0 L[(men/2)¥) 40, (-n/2)Y p-n, | =
(24302 /4) (m+n/2)(xlrl-xara)+n(x1Y2+x221+x2Y2);] oiup

; $
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(X19X2) s (Yy,Yp) e W(myn) ve (X;,X5)0(Y Y, )=(X,Y) ise
[(m+n/2)X1+nX2,(m-n/2)x2-nXiLLKm+n]2)Y1+nY2,(m-n/2)Y2-nYﬂ-
[(m2+mn-5n2/u)x-2mnY, (mz—mn-5n3/4)Y-2man olaca”ini ve elemanin
yap1 0zellifinin koiundufunu soyleyecegiz.

Ve m=l, n=0 igin, bu sinif dogrudan helisel cismi tanimlardfi(1,0)

TANIM: 6.44- HELISEL QUATERNION

c® de tanimlanabilir, helisel form quaterniona helisel quaternion
denecektir,

TEOREM: 6.44.49

Teorem: 6.43.48 de, (m2+3n2/4)-1; myl, m{~1 kogullari ile m,n

defferlerinin belirledigilij(myn) form quaternionlari 02 de helisel
quaternionlardare.

Isbat:

024302 /4=1 de Ornefin mm2, n=72i deperleri ile
Km+n/2)xl+nx2,(m-n/2)X2-nXi] form quaternionun belirleyecegi
[2x11(xl+2x2)i, 2X2+(x2+2xl)iJ ve yine oOrnefin:

= 5, n=34//3 degerlerinin tanimlayacaga,

[( 532V31)X, F(4//3)iX54( 5:2J31>x2:(4/J3)1x1], cZ de helisel form
quaternionlardir,

TANIM: 6445~ ‘(myn) HOMOTLTIK HALKALAR SINIFI

Carpmada igerdigi parametrelerin deferlerine gore, R de bir
dizi halka olugturup, parametrelerin belirli bir durusmunda, homotetik
halkayil tanimlayan halkalar dizisine, HOMOTETIK HALKALAR SINIFI de-
~necek ve i (m,n) ile gosterilecektir,

TEOREM: 6.45.50

(XIVKE)’(YI’YE)E‘RQ ve m,n € R Onceden segilwig paranstreier
olarak (m“4n°£0) ig iglemleri
() (Xy 2 Xp)T(Yy 4 ¥p)m(Xy ¥y s %04 Yp) € K
(3 (xl,xz)l(yl,ya)-[(m+n/2)(X1Y1+X2Y2)+n(X1Y2+X2Y1-X2¥2)i}

L n(X, ¥, 4X5Y5) +(m-0/2) (X) Y54 Xo¥ ) =XoY, | ile
tanimlanan R2(m,n) ciimleleri deffisimli halkalardir,

G4
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isbat:

(T) i¢ igleminin gerekli kosullara saptadigi agiktir; etkisiz
birim elemani ¢ =(0,0)dir; (L) .isleminin birlegimlilik, (T) iizerine
dagi1limlilik ve degigimlilik nitelifi teoremin hipotezinden kolayca
¢ikarilabilir. (1) nin birim elemani :
i-[(m-n/2)(m2—5n2/4),-n/(m2-5n2/ﬂ)];(Xl,Xz)nin (¥,,Y5) ters eleman

¥, = [(°-mn+30%/8)X; ~(8°5-n°/4)X,] / (2°=5n°/4) 2 (X§-X5-X 1 X,)

Y- [ (m-mn4 30°/4)X om0 [/ (w°-50%/4) (X§=X5-X, X,) bulunur,

m=l, n=0 ig¢in W{*'(1,0) bilinen homotetik halka tanimlanir,

TANIM: 6.46-= HOMOTETIK SAYI CUMLELERI SINIFI

2+n%ﬁ0 onceden segilmig parametreler olarak)

X;+X5,m,0 €R, (m
(m+n/2)xl+nX2+[(m-n/2)x2+nxl].h', (h'e-l-h') yapisinda ve R reel
sayilar ciimlesinin (+),(.) iglemlerinin konundu@u sayilara homotetik
say1l cilimleleri sinifi denecek ve H'(myn) ile gosterilecektir,
TEOREM: 646,51 .
' (m,n) homotetik halkalar sinifi ile H'(m,n) homotetik saya
cimleleri sainifi (T),(1l) ve (+),(o) iglemlerine gore izomorftur,
Isbat:
(X15X5) € W'(myn) » (@4n/2)Xy+nXo+ |(m-n/2)X 40X, | h"
(Yl,Ya)éilﬂ‘(m,n),~,(m+n/2)Yl+n12+i(m~n/2)¥2+nYl}.h' olsun
(T)y(+) iglemleri igin
(T) (Xq9Xo)T(YqsYo)m(Xy+Yq5X0+Y5)e fi* (myn)
(+){(m+n/2)x1+nx2+((m-n/2)x2+nxl)h{j+i(m+nj2}Y]+nY2+((mcn/2)Y3+nX1)hUj
(m+n/2)(x1+Yl)+n(X2+Y2)+l(m-n/ﬁ)(ngrl’a)-m(X1+Yl)j Lt ve
(L)y(o) islemleri igin
(3) (X} X,) KX, Y,)= (m+n/2)(X1Y1+X2Y?)+11(X1Y2+X2Y1-X2‘Y2),}:(X “
&n(xlyl+x2Y2)+(m-n/2)(x1Y2+x2Y1~x2Y2)_] :
(o)l(m+n/2)xl+nxg+((m-n/2)X2+X1)h'joi(m+n/3)Yl+an+((m“n/Q)Y2+Y1)bf; =
(m+n/2)X+nY4f(m-n/2)Y+nX:ih' olur., Bu sonu¢lar her iki sinifain

i¢ iglemlerine gore izomorf oldugunu gosterirs

'Sq



n=l, n=O N'(l,o)-m’ bilinen homotetik halkayi tanimlar.
TANIM: 6°47;\“'(m,n) DE DEFORM QUATERNION

Elemanlari parametrik ozel bir yapida olup, ig¢ iglemler kargisind
elemanlarinin yapil 0zelligini koruyan, ve parametrelerin 6zel bir dur
munda homotetik halkayi veren-cisim olmayan halka nitelikli ciimlelere

W' (m,n) de DEFORM QUATERNIONLAR denecektirs
TEOREM: 6.47.52
X{sXpymyn €R (m2+n%_-0)6nceden se¢ilwig parametreler olarak)

[(m—n/E)Xl-nxg,(m+n/2)X2-nX1]yaplslnda olup m'(m,n) helisel hal-

kalar sinifina dahil elemanlarin olugturdufu halka bir deform quater-|
niondur, :

Isbat:

f'(myn) nin i¢ iglemleri kargisinda elemanlarin yapl 6zellifinin
korundugu ve m,n nin belirli degeri igin j* homotetik halkayi belirle-
digi saptanacaktir. (L) carpim islemi kargisinda:

\(m-n/2)x, -nX, , (m+n/2)X=nX 14 {(w-n/2) Y, ~0Y 5, (@+1/2) ¥ -nYy] =

(n-5n°/4) [(m—n/2)(X1Y1+X2Y2)—n(X1Y2+X2Y1—X2Y2),
(m+n/2)(X1Y2+X2Y1-X2Y2)-n(XlY1+X2Y2).]olarak eleman
yapyr 0zelliginin korundufu ve m=l, n«0 igin bu sinifin H' homotetik
halkayil olugturdufu gorlilmektedir,
TANIM: 6.48- HOMOTETIK AQUATHRNION

02 de tanimlanabilir {{{’(m,n) deform guaterniona homotetik aguater-
nion denecektir,
TEOREM: ©.48.53
Teorem 6.47.52 de (mo-5n°/4)=l de =1 {m {1 kogullari ile m,n nin
belirledigi m'(m,n) deform gquaternioniar:i 02 de homotetik aquaternion-
lardir,
Isbat:
(wP-50°/4)m1 de Srnegin w=2/3, n=(2/3)i degerleri ile
[(m-n/2)xl-nx2,(m+n/2)X2-nXi]Oeform quaternionun belirledigi
[(2/3-1/51)X1-(2/3)X21, (2/3+1/*1)X2-(2/5)X11] ’Q de homotetik

aquaterniondur.



7.YEDINCI KISIM l

SINIFLAMA YONTEMI ILE BERK! HALKA VE C1SIMLER? v

TANIM: 7.49- BERKI HALKA VE CISIMLERI

8xC, CxD, DxS cﬁmlelefinde, halka ve cisim olugturabilir, i¢
iglemlerin tanimlanabilmesi halinde bilegenleri S,G,D den alinan
iki bilegenli elemanlar cilimlesine BERKI HALKA veya CISIMLERI dene-
cektir,

TEOREM: 7.49.54

Xy sX Y, Yo€R; 21=X 8 € S, ZomKoi €C, (X38,X,1)e SxC ve

Wi=Y18 €8, WomYsigCj (Yls,YZi)-& SxC olarak i¢ islemleri
(1) (29225)T(Wy 4Wo)m(X;8,X50)T(Y 8, Y1) m [(X,4Y,)8,(X4Y5)i] € 8xC
(L (zl,zE)L(wl,wz)-{(X1Y1+X2Y2)s+(X1Y2-X211)iﬁ

(x1Y1+X2Y2)i-(X1Y2—X2Y1)s ile tanimlanan
(8xC) garpim ciimlesi degisimli bir cisimdir. Bu cisim$(s,i) ile
gosterilecektir, - .

tsbat:

(8xC,T) ikilisi bir abel gurubudur, degigimli, birlegimlidir.
Sifir eleman € =(0,0) ve (Xls,xgi) nin ters elemani (-Xls,oxai) dir.
(L) (27425000 )W) m(Xy83X51) (Y 8,Yo1)=

[(Xltl—xzté)s+(X1Y281-X2Ylis)iii

(XlYloanz)i-(lezsi—XzYlis)s den

2.1 egitlikleri godzoniine alindiginda

8im-is, i%m-1, 8
(Xls,xai)L(Yls,Yai)-i}(xl-xg)Yl-(X1+X2)Y2)s,((X1+X2)Yl+(X1—X2)!2)iJ
sonug iglemine gore (8xC,l) ikilisinin birlegimli, (T) iizerine dagiliml
oldugu; ¢ =(s/2,~i/2) birim elemanina malik oldu@u ve (Xl'x2) nin
(YI’YZ) ters elemaninin

3 Q. x

(Yl,Y2).[;x a/2(x§+YS),-X11/2(X1+Yl)] mevcut bulundu@u ve € =(0,0)

81fir elemanini igermedigi kolayca gorilebilir.

Ayni1 yol ve yontemle <xli’x28) ¢ CxS'ninde bir cisim oldugu telk-

rarleanabilire
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TEOREM: 7.49.55
$(s,i) cismi ¢(n,n) kompleks cisimler sinifinin m=l, nal
(1,1) cismine T, L. toplama ¢arpma i¢ iglemlerine gore izomorftur,
: Isbat:
(X2%p) € GU1,1), (Xy5,Xp1)e B (oy1); (Xq,Xp) —> (X;8,Xs1)
(Y,,¥5)€ ¢ a,1), (¥18,Y i) € B (8,4); (¥y,Y5) —> (¥8,Y,i) olsun
¢(1,1) de (T) toplama iglemi ve $>(s,i) de (T) toplama islemi
(1) (X 4Xp)T(Y¥5Y5)m(X; 4, ,X54Y5) e G (1,1)
(T) (Xy8,X,0)T(¥;8,Y,0)m [(X)4¥1 )8y (Xpe¥o)a] € B (8,1)
dl(l,l) ve ﬂS(s,i) de (1) garpma iglemleri
() (Xq 9 X)) 1(¥q 3 ¥ )= [ (X ¥y =X oY 5 )= (X Yo Xo¥ )y (X9 ¥y =Xo¥ )4 (X Yo 1KoY, )]
(Jg(xls,xzi) (Yls,Yzi)-
IK(XIYI-Xng)-(X1Y2+X2Y1))S; ((XlYl-X2Y2)+(XlY2+X2Y1))i] bu sonugla
(X1 2 X5)L(Yy,Y5) — (Xy8,X,1)L(¥;8,Y,i) olur.
€ (1,1) de birim eleman $ =(1/2,-1/2)
$(s,i) de birim eleman . 2 =(8/2,~i/2) ve ¢(l,l) de ters eleman

(Yl,re)-['-xa/z(x%xg), -x1/2(x§+x§)] ve l{’, (8,1) de ters eleman
(Yy8,¥pi)m[-X,8/2(X34X3), X1/2(x24X5)] dire
TEOREM: 7.49.56

B (s,i) cismi ile B(i,¢8,ig)=(X,-X,1)¢5=(X;+X,1)i8 vektor
uzayi kendi (T), (1) toplama ve garpma ig¢ iglemlerine gore izomorftur.
Isbat:
Kargiliklarin ortaya konarak her iki cllede (7),(Ll) i¢ iglemleri-
uin uygulanmasi yeterlidir.

TANIM: 7.50- W (s,i) DE FORM QUATERNION

Elemanlari, m,n parametrelerine gore O6zel bir yapida olup ig
islemler karsisinda elemanlarin yapi O6zellifinin korundufu ve para-
tetrelerin 6zel durumunda ﬂb(s,i) ciswmini veren cisimler sinifina

$ (s4i) DE FORM QUATERNIONLAR denecektir ve bu sinif $ (myn,s,i) ile
#“terilecektir,




TEOREM: 7.50¢57 ' E
X13XpsBy0 eR; (m2+n2740, m+n(1‘$f2), n—.n(-l:»/i) onceden seg¢ilmig
parametreler olarak) elemanlari : W
[(wx,-0X5)8, (nxl+mX2)i} yapisinda olup, T,Llig iglemleri B (s,i)
pin islemleri olarak tanimlanan ciimle® (s,i) DE FORM QUATERNION dur, ?
isbat:
[(mxl-nxz)s, (nX1+mX2)i] elemanlarinmin 1B (s,i) iglewleri muvace-
hesinde cisim oldugunu, yapi 6zelliginin korundufunu Vve m,n nin
ozel degerleri igin $ (8,i) ¥i tanimladigini kanitlayacagliZe

g6z konusu elemanlar ig¢in $ (8¢i) .nin (m,) ig iglemleri

) ma-n2—2mn-P . m2-n2+2mn-k olarak
[(mxl-—nxz)s,(nxl-rmxz)ij_l_ [_(mYl-an)s, (nYl+mY2)i']-
gore, toplama Ve garpmada elemanin B,L parametrelerine gore yapisal
ozelligini korudupgu ve
($(m,n,s,i),‘r] jkilisinin Abel gurubu pitelii tagidifl,
[#(m,n,8,1), L] ikilisinin ise pirlesimli ve (T) iizerine dagilamli
oldugu agiktire
®(m,n,8,i), ™1 (5) birim elemans
S -L(m+n)s/2P . -(m—n)i/2k] ve [(mxl-nxa)s,(nxl+mxz)i nin
(Yy,Y,) ters elemaninin
Y. w(BPY, ~nKX,)8/2(PPXo+K7X5)
1 2 3T o
Y2-(m2+n2)(nkxl+mPX2)i/2(P2X§+k x5) oldugu ve
P,#O,__,m—,;:n(ll' 2); k#0- m =n(-1% 2) olan piitiin siniflaran
birer cisim olacagl agiktire
TEOREM: 7.50.58
xl’x2’yl’12 €R, zl..xli-xzs, 2z, mX 514X, 8 (Cx8)
2

ve i¢ iglemleri:
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(2,477 )i-(Xp4Y0)8, (Xp4¥p)ie(X14Y;)8] @ (Cx8)2
P(zl,zz)uwl,wag-[(xlyl-x2Y2)i (X1Y2+X 1085 (X Y, =X
le tanimlanan (Cx.o) sT,1) ligliisi bir BERKI1 CTSMIDIR.,

)s+(x Y, +X,¥ )1]

isbat:

((cx8)%,T) ikilisi tanim nedeniyle bir Abel gurubudur, birlegimli
gigimlidir, € w(0,0) sifir elemandir; (1) islewinin
(21,22)_L(w1,Uz)-(Xli-Xzs,X21+X18)_L(Y11-Y28, Y21+Yls)-

alindiginda, [(st)e,.l.]ikilisinin birlésimli ve (T) lzerine dapgi-
11 oldugu ve ($) birim elemaninin § m(~-i/2,~53/2)ve

li-xas,xzi-rxls) elemaninin tersi elemanin

[-(Xli+X28)/4(X1+X2) ¢ & i-Xls)/4(X1+X2)] oldugu kolayca goriliir.
TEOREM: 7.50.59

xl\’XZ’Yl’YZGR’ zl-xlg -Xei? 22-X22+Xli € (DxC)

UI-YIQ—Yei, U2-Y2Q+Yli e(DxC),(Xl‘Z-X21, X2‘§+X11) & (DXC)Z olarak
)y(L) i¢ islemleris

oy 3-Caprp) 1, (Rpe¥p)3+(xye7y)E] ve

(21’22) (wl’wa)-

((pxc)2,r,1]iigliisii bir BERKT ClsMI, yapasa itibar: ile de bir form
terniondur.

Isbat: (Bak TEOREM.7.50.58)
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DOKTORA ADAYI
SADI BAYDARIN 0OZGECMIS NOTU

1929 Seydigehir dogumludur,.
Evli ve i¢ Gocukludur.

1650 Fen PFakliltesi Matematik bolimi

mezunudure

1950 - 1968 Araliginda Milli EEitim Bakanliga

emrinde;

1550 = 1957 Ankara Atatiirk Lisesi, Karg Lisesi, Nifde TLisesi

Matematik Ofretmeni, Lise Miidliir Yardimcaisi, Lise Midiiri
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