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TEZÎN ÖZÜ VE YÖNÜ

Bu çalışma, sıralı (n) liler için, halka ve cisita yapıları­
nın genelleştirilmesi ve genişletilmesine ilişkin bir yöntem ile; 
bundan elde edilen verilerin, bilinen cebirsel yapılarda denenmesini 
ve uygulamasını içine almaktadır,,

Çalışmada, sıralı çiftler için - kompleks sayılar, dual sa­
yılar "s„ faktörlü sayılar cümlelerini de içeren daha geniş bir GEN 
HALKA— ClSÎM yapısı ; ve

Kompleks sayının, dual sayının, "s„ faktörlü sayının oluşura 
veya tanım öğeleri : sıra ile i,?,s arasında toplam (i+^,^+8, s+i), 
ve çarpım (i*3;§.s; s.i) ilişkilerine anlam ve olanak veren kinematik 
bir yorum yapmak sureti ile, bunlarla bazı cebirsel yapılar elde edil 
mesi;

Ayrıca bilinen bazı halka ve cisimlerin sınıf haline geuiıil 
asesi; bunlar içinde özellikler taşıyan alt sınıflar bulunması yeni 
sayılabilir*

Ve sıralı (n) liler için tesis edilen GEN HALKA - CÎSÎM çar­
pım kuralı verilerinin, matris elemanlara uygulanması halinde halka 
niteliğinin korunacağı ve bundan elde edilecek sonuçlar üzerinde du­
rulmuştur*

30 ARALIK 1931 
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DE
L'ESSENTİEL ET LA DIRECîlON LA THESE

Ce travail contieııt une maniere a propos da la generalisati* 
et 1 elargissement des constituticns du corp et de 1' anneau pour les 
termes de rang (n); et qu il contient, en meme temps, 1'application e 
1 experıence des donnes obtenu par cela, sur les constituticns l'algel 
riques connues0

Dans ce travail; les paires de rang (2), il ya une constitu.
tion plus largo du GENE - ANNEAU - CÛRFS qui contient aussi les ensejç-

»

bles des nombres en facteur (s), les nombres cQmpiexes, et des nombres 
Guals; *

Les elements de definition ou de naissance des nombres en fs 
teur (s), des nombres coaplexes, et des nombres duals sont succesivenu 
:i, , s; addition entre eux: (i+S;Ç+s; s+i) et multiplication (i«Ş ; 
L s  ; s . i), on a obtenu les constituticns aigebrigue en comaentant 
kine matiqueaent ( cinetiquement )

D'autre part» on peut compter nouvellement une maniere de İs 
classification des certains corps et des anneaux, et la decouverte de£ 
sous classes qui porte des particularites differentes

Et, On a assure la liaİ3on avec le sujet : sur la conservati 
de la propriete d'anneau et ses resultas, en cas 1 *application des 
donnes de regle de multiplication appertenant a la GENE ANNEAU - CORP£ 
constitues pour les termes de rang (n), sux elements de matriceo

Le 50 decembre 1981



l.BÎRÎNCÎ KISIM

. 1—Rn DE GEN HALKA-CÎSÎMLER 
VE R^ DE HALKA,CİSİMLER

TANIM: 1.1- SIRALI (n) Ll ELEMANLAR

Boş olmayan E^,E 2 »«-*-En cümlelerinin K^E-^ »Kp^-Ep» Xn£En
elemanlarından oluşturulan (X-j,X2 ı......Xn^* n elemanllsına» b^1*
sıralı (n) 1i; E 1 ,E2 > E„ cümlelerinin bütün elemanları kullanıla­
rak elde edilen tüm sıralı (n) lilerin cümlesine de E-,,E0 »*»»* E„' r n
cümlelerinin karteziyen çarpım cümlesi denir; ve

(Xı »X2   Xn ) e E lXE2x.* xEn yazılır; cümlenin elemanları ay­
nı bir E cümlesinden (n) kez alınıyor ise, bu defa

(Xx ,Xp,..... Xn ) £ ExEx xE = En ifadesi kullanılır.

Çoğu yerde, belirli ve gerekli amaçlarla, (K-^Kp,.... Xn ) sıralı
(n) ü y e ,  (n) boyutlu uzay elemanı ve X^,Xp»•••«Xn ’e , bu elemanın 
bileşenleri denir0

Cümle, iki E^,Ep cümlelerinin K̂ c-E-, , KptSp» X^*Xp bileşenlerinden 
(X^,Xp)£ e xxE2 oluŞ,-y°rsa» ( ^ ı ^ V y e  sıralı çift; veya ikili eleman, 
yada iki boyutlu eleman, X^,Xp terimlerineds ayrı, ayrı iki boyutlu 
uzay elemanının bileşenleri denecektir,,

X^,Xp aynı bir E cümlesinden almıyor ise
2(X^ ,X2 ) t- ExE « E olacaktır.

TANIM: 1.2- MATEMATİK GEN MODEL

Tanımındaki bazı değişken unsurlara (pai'ametrelere) yada değişe­
bilir bazı koşullara göre, kendisiyle aynı, yada benî-er karakterli, 
matematik uyumlu, kapsamlı kurallar, yapılır üretilebilen cebirsel 
yapılara GEN MODEL denecektir.



TAKIM: 1.3- GEN HALKA-CÎSÎM

İçerdiği parametrelerin değerlerine veya yapısındaki değişebilir 
bası koşullarına göre, kendisinden bir dizi halka üretilebilen cebir­
sel yapılara GEN HALKA; cisim üretilebilen cebirsel yapılara GEN CÎSÎf1 
hem halka, hem cisim üretilebilen GEN MODELLER'e GEN HALKA-CİSÎM de­
necektir®

I

TEOREM : 1.3.1
!

R, reel sayılar cümlesini göstermek üzere, ,x5 ,....,XntR ve 
(X, sX 0 ,...o,Xn )1(Y1 ,Y2 ,.®..yn )e Rn olan ve elemanlar arasıiT^d) iç 
işlemleri, b, r+s'in (n) ile bölümünden elde edilen bölüm sayısını 
ve;kakalan sayıyı göstermek ̂ üzere:

(T): (X1 ,X2 ,...o,Xn ) T ( Y 1 ,Y2 ,..o.,rn )-(X1+Y1 ,X2+Y2 ,®o..,Xn+Yn )€ Rn 
( X- ) : (X^ ,X2 , • ® ® o ,XQı; Jl ( »Z2 , • • • • ,Zn )*(Z-^ ,Z2 , • • • • ,Zn )*

tr+s«b.n+k ■ ,k— 0,1,2,.o...,n—1
bağıntıları ile tanım

lanan sıralı (n)Miler için (Rn ,T,l-) üçlüsü DEĞİŞİMLİ,BİRİMLİ BÎR GEN
<

HALKA-CÎSÎM'dir. Verilen cebirsel yapı, (n) nin değişen değerlerine, 
r=s halindeki terimlerin değiştirilebilen + ,- işaretlerinin durumuna 
göre bir dizi halka ve cisim de oluşturur®

1 i
Teorem için, n=3» n*2 değerleri halinde birer örnek verilmek is-

.

tenir ise:

n«3: k-0, Z1-X1Y2+X2Y1+X5Y5 , k=l İ Z2 »X1 Y^7X2 Y2 ‘* 1İ3 I 1

--■2, 7ĵ  = +X^Y^+X2Y^+X^Y2 ;
n«2: k-0 , Z2-X1Y2+X2Y1 olur® ( k = J )
î sbat:
R, reel sayılar cümlesinde bilindiği kabul edilen (+) toplama 

işleminin özellikleri nedeni ile (Rn ,T) İkilisinin bir Abel gurubu 
olduğu açıktır®

■ 5:



(T) işlemi (î) değişimlidir; (II) birleşimiiair; (lîî) etkisiz 
(birim) elemanı (e=0,0,....,0) vardır; (ÎV) (X1 *X2 , ,Xn ) elemanı­
nın (-X-̂  ,-Xo»•« • o-Xn ) ters elemanı mevcuttur,

(Rn ,-L) İkilisi, birleşimli, dağılımlı, birim elemanlı bir guruptur: 
(X) işlemi birleşimiidir.,

[ ( X ı , X 2 | . . .  *Xn ) X ( Y 1 , Y 2 , . o e . , y n ) ] X  ( î J ^ , U 2 , . . . .  , U n ) = (X^  , X 2 , . . .  »xn ) X  
[(Yl,Y2 o..•,Yn )_L(U^,ü2 ,.•,,*Un )]olduğu gerçeklereçektir,

(X1 ?X 2  * • • • 9^ )  -İ-(Y^,Y2 ,.»«, »Yn^“  ̂̂  1 ,^2 * * * * °1SUI1» (r=s ̂ alter­
natifi dikkate alınmayarak, Zk ı“ V r„ı xr *Ys r+s-b.n+k tanımı+ = k=0 ,l,....,n-l
yerine

Yn-l*Yn-2»*°**YlYn\
1 X l \

3C j XR-lXn-2ocooXlXn\ / Yl\ * İ

Yn . Yn-1.....Y2Y 1 ' i X2 Xn X H . i - . X 2 X ! ' l X2İ Z2
Y1 Yn .......Y 3Y2 X3

a

X1 xn ......X3X2
/i . !

z3
•

\ 1t \ / !

n - 2  xn- 3 ' • V n - 1 V xn Vxn-2 xn- 3 - " - Xaxn-l ' xn \ V
ikame edilebildiği gösönüne alındığında
( D  (Vl,v2 ,.. •vo)0 (0 1,0 2 ... , \ ) - / V ı V 2 ü lün\ / V l Xn- 2 “ XlXn\ / Y 1

I.*U2Ü1
.u 5ü 2

Xn V l - ^ A
X-ı X • • .x*x0İ n  $ d

'il* I
'“n V V V A - 5 - ^ - l  r n

ve (Y1 ,Y2 ,...Yn )X(U1 ,U2 ,...ün )-(W1 ,W2 »«o..»Wn ) denir ise:
Un-2°n-3-

i )

1 Xn - l Xn - 2 - - ’ X l Xn \ i U n - l ° « - 2 " ® l » n \ Tl\
X n X n - 1 * * *X2X 1 j ° n .  Ua - l " ' J 2 C l * 2

X 1 Xn ••••X J X2 : °1 ° n T?
........................................I ..........................- i . * .  1
...................................../ \  !

(1) ve (2 ) deki matris çarpımlarının yapıları itibarı ile değişimi1, 
oldukları dikkate alındığında (l) işleminin birlaşimliliği isbatlanaış 
olur. (VI) (i.) işleminin etkisiz (birim) elemanı *(0,0,...,1.0) dır* 

(VÎI) (L.) işleminde, uygun elemanların ters elemanları vardır*



 ̂ >X^ Xa ).l( * Yn veya 6 şdeğe ri
j  Yr.„iYn-2* * * oYlYn \ / Xl\ / 0 \ ifadesi (n) değişkenli lineer
Yn Yn-1* * * *Y2Y1

 A î'Y^ 0Y« *••••*„*„ 1 'Y n \0 tn-2 n- 6 n n—1 n '

O bir denklem sistemi olduğundan 
katsayılar determinantının sıfır­
dan farklı olması halinde

(YpYoî****!^) nin ters elemanı mevcuttur»
(Vîîî) (-L) işlemi, (T) üzerine dağılımlıdır»

,X2 * ° e ° * >Xn ^ ^  Y1 * Y2* * * * * *Yn̂ İ ^^l,̂ 2,*****^n^°
1 (Xj t » • • • »Xn ) X ( ^  »^2 **** >^n^] ̂  İA Y1 ,Y2 ’*** * Yn ^ ^ l  *^2 * * * * **'nVİ 

olmalıdır» • •*

(X-^+Y^ ,X2 ti 2 * • * • »Xn+Yn **11 ̂ 2 * * *c *^n^"!̂ l i ̂ 2 ’'*** ̂ n^-^k4 ]
Z' M - & d < Î İ . > < W * V  ^ r . l < Î L ) Xr - V  ^ p -1( ^ b )V bİr=s-

r+s=*b.n+k 
k«0,l,..,n-I

* - ' i £ + 2 “ j A X i , X 2 , “ * *  « X n ) T ( Y 2  $  Y 2 »  c  •  •  « 1  a )  j l - C U ^ » ö 2  3  •  •  * L * a ) 9

L^X1 *X2 * ® • 0 *Xn ^ ^ l  *^23 * * * *l'n̂ ) ™ İÂX1 * Y2 * * * * ’Xn',̂_̂ 3  ’ ̂ 2* * * *^n^] is““ 
batlarmış olur» GEN HALKA-CİSÎM MODELİ için (~L) işlemi değişimlidir.,

TANIMî 1.4- GEN ÇARPIM KURALLARI DlZÎSl

k=0 için (X1 ,X2 ,o.o,X11)A(Y1 ,Y2 ,ooo>Ya ) işlemi (go ) ile 
kal için (X^,X2 j ». c *Yn )^-(Y^ »Y2> ... »YQ ) işlemi (g^) il©

k-n-1 " (X1 ,X2 ,o..îXn )X(Y1 ,Y2>...,Yn ) işlemi (gn )( ile gösterile­
cek ve g0 ,g1 ,g2 ,....,gn 1  dizisine GER ÇARPIM KURALLARI DİZİSİ denecek­
tir; bu dizi bir tür matris halkaları sınıfı oluşturmakta kullanılacak- 
tır. (g^) işlemini bazı yerde kolaylığı nedeni ile (o) ile göstereceğiz 
‘îatr? sler için bilinen klasik çarpım kuralı bu dizi içinde bulunmamak- 
-adır.

7



2.ÎKÎNCÎ KISIM 

•2- R2 DE ÖZEL KALKA VE CÎSlMLER

TANIM: 2.5-CÇ) KOMPLEKS HALKA

(Teorem 1.3.1) de n-2 için (X1 ,X2 )j(Y x ,Y2) £ R2 ve T , Ü ç  işlemleri: 
(T) (X1 ,X2 )T(Y1>Y2)-(X1+Y1 ,X2+Y2 )fcR2
U )  (Xl,S2 U C T 1 ,I2 ).(Zı,Z2 ).Zk+1-^,2r.ı(jis )Xr .r|| | 'olarak
ve daha açık bir şekilde

Z^-K , Y-,-X-)Y2 ; Zp*X2Y2+X2^l tanımlanan R^ yada CÇ ile göste­
rilen cümleye KOMPLEKS HALKA; £_ «(1,0) elemanına (R2 ,Tt-L) üçlüsünün

/ . ,(i.) işlemine göre etkisiz (birim) elemanı e =(0,1) ; (0,1). (0,1)* ı-L t
, 2  * ' .« t =-(l»0)*- i olan (t) elemanına kompleks birim, yada ilerde

açıklanacağı üzere halkanın kinematik (transformasyon) faktörü de­
necektir.

TEOREM: 2.5.2

(jî kompleks halkası bir cisimdir.
Î3bat:
Tanım: 2.5'e göre (R2 ,T) bir Abel gurubudur; ve etkisiz elemanı

p€ =(0,0)dır. (E%_L) nin birleşimli, (-1) işleminin (T) üzerine dağılım­
lı v e l = ( l îO) birim elemanli; o nedenle her elemanın tersinin bulun­
duğu, sıfır böleni elemanları ihtiva etmeyen bir gurup olacağı (Tanım 
2.5) den kolayca anlaşılır.

(Xİ1X2)X(Y1 ,Y2 )-(1>0) da (X1 ,X2)eain (YltY2 ) ters elemanı 
(Y 1 ,Y2 )* [ x 1/(xf+x|) , -X2/(xf+xf)jdir.

TANIM: 2.6- C KOMPLEKS SAYILAR CÜMLESİ
( # # pX 1 ,X2 £.R, ve l ; <..<• ü  =-1 özge bir çarpan olarak R nin ( + ),(.)

t
işlemlerinin korunduğu, (X^+X2 .ı) yapısındaki sayılara kompleks sayı; 
ve bunların cümlesine de (C) kompleks sayılar cümlesi denir.

X^+X2t ,Yı+Y2L 6 C ise bu elemanlar arası ( + ).(•) işlemi:



(X1+X2 t)+(Y1+Y2 t)«(X1+Y1)+(X2+Y2)I 
(X1+X2 )o(Y1^Y2 -)=(X1Y1-X2Y2 )+(X1Y 2 +X2 Y1 )u olur.

TEOREM: 2.6.3

(^.kompleks cismi ile, C kompleks sayılar cümlesi (T),(!-); ve 
(+),(•) işlemlerine göre izomorftur, 

îsbat
.  »  '

(X1 ,X2 )6<(. ,X1+X2t-eC; (XX ,X2) - > ( X 1+X2 0  ve 
(Y1 ,Y2 )g İ  ,Y1+Y2^ C ;  (YlfY2 )_> (Y1+Y2 ^)olsun:(T),( + ) işlemleri 

için (T):(X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2 )-(X1+Y1 ,X2+Y2 )
(+):(X1+X2C)+(Y1+Y2l)»(X1+Y1 )+(X2+Y2)t t G

9

(X1+Y1 ,X2+Y2)-^(X1+Y1 ) + (X2+Y2)«' ve (X-),(0) işlemleri için
a ) :(X1 ,X2)l(Y1 ,Y2)*(X1Y1-X2Y2 ,X1Y2+X2Y1) £ 
(*o):(X1+X2 0 . ( Y 1+Y2 0 B ( k 1Y1-X2Y2) + (X1Y2+X2Y1)»' (i C 
(X1Y1-X2Y2 ,X1Y2+X2Y1)-^(X1Y1-X2Y2 )+(X1Y2+X2Y ?)t e C oluro

TANIM: 2.7- ,(S) FAKTÖRLÜ HALKA

(Teorem: 1.3.1) de n«2 için (X1 ,X2 ),(Y^,Y2) €. R^ va T,J_iç işlemler 
(T):(X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2)-(X1+Y1 ,X2>Y2 ) £ R2
a ) :(X1 ,X2 )X(T1 ,Y2).(21 ,Z2).Zk+1. 2 !r.1( ^ s)Xr .Y3 | £ £ f £ arak 

ve daha açık bir şekilde
p  

Z1=X1Y 1+X2Y2 ,Z2-X1Y2+X0Y1 ile tanımlanan R ‘, yada ile gösterilen 
cümleye (ö) FAKTÖRLÜ HALKA; i «(1,0) elemanına halkanın etkisiz (birim)

oelemanı; s = (0,l); (0,1)jl(0,1)«s . s = s «(1,0)« 1. olan (s) elemanına faktör 
birim, yada ilerde açıklanacağı üzere halkanın kinematik (transformas­
yon) faktörü denecektir.

Halkanın sıfır böleni olan elemanları vardır:
(X1 ,X2)X(Y_l,Y2)^(1,0) da (XX ,X2 ) nin (Y1 ,Y2) ters eleman 
(Y1tY2>-( Xı/(X2-X|), X2/(X2-X2)); X1«X2 olan (X1 ,X2) elemanla­

rının ters elemanları mevcut olmayacaktır

9



TANIM: 2.8-S,(s) FAKTÖRLÜ SAYILAR CÜMLESİ

ve s, s*3 «s2»l, bir çarpan olarak R nin (+)»(«) işlem­
lerinin korunduğu (Y^+I^) yapısındaki sayılara, (s) faktörlü sayı­
lar ve bunların cümlesine s faktörlü sayılar cümlesi denecek S, ile 
gösterilecektir* X1+X2 * s € S 3 6 S ise (+),(*) işlemleri
( + ): (X'1+X2s) + (Y14Y28)«(x1 fY1) + (X2-fY2 )s ve 
(.):(X1+X2s).(Y1+Y2 s )»(X1Yİ+X2Y2 )+(X1Y2+X2Y1 )s olacaktır *

TEOREM: 2*8.4
Ş ,(s) faktörlü halka ile S, (s) faktörlü sayılar cümlesi T, -1_ 

ve ( + ),(.) işlemlerine göre izomorftur* > S) 
îsfeat: (Bak: TEOREM 2*6.3)

TANIM: 2.9- DUAL SAYILAR HALKASIî ♦

(X-̂  ,X2) , (Yj ,Y2 ) £ R2 olan ve (T),(JL) iç işlemleri 
(T);(X1ÎX2 )T(Y1 ,Y2 )-(X1+Y1,X2+Y2 ) a  R2

( ± )  ( Xj  »X2 )j_(Y-j »Y2 )»“(X-jY2 »X-^Y2+X2Yj ) Rc ile tanımlanan R2 cümlesi
birimli değişimli bir halkadır; buna dual halka denir*

? 2 (R ,T) İkilisinin bir Abel gurubu ve (R ,-L) İkilisinin (1) işlemi
göre bir gurub olduğu kolayca gösterilebilir. (T) nin etkisiz (birim-
sıfır) elemanı e *(0,0); (1.) nin etkisiz (birim) elemanı 1«(1,0) dır* .

(X1 ,X2)u CY1 ,Y2)-(X1Y1 ,X1Y2+X2Y 1)-(1,0) da ter3 eleman
(Y 1 ÎY2)»(1A 1 ,-X2A ı ) dir; (0,1)- i  ,(0,1) (0,1)- -$2.(0,0) olan

(S) elemanına dual birim veya dual halkanın ilerde açıklanacağı üzere
halkanın kinematik (transformasyon) faktörü denecektir*

TANIM: 2*10-(D) DUAL SAYILAR CÜMLESİ
2Xj,X^tR ve îf, =0 bir çarpan olarak ( + ),(*) işlemlerinin

korunduğu (X^+X-3) yapısındaki sayılara, dual sayı ve bunların cüm­
lesine de (D) dual sayılar cümlesi denecektir*

X-,+X0V » Yı+Y2^ £ D ise, bu elemanlar arası ( + ),(.) işlemleri

10



(+):(X1+X 2^)+(Y1+Y ^ ) - ( X 1+Y1)4(X2+Y ?)5 e D 
(.):(X1+X2^).(Y1+Y2<?)- X1Y1+(X1Y2+X2Y1 )Î 6 D dir.

TEOREM: 2.10.5

Fp , dual sayılar halkası ile D dual sayılar cümlesi, T, X  ve 
( + ),(©) işlemlerine göre izomorftur* 

îsbat: (Bak teorem 2<>6.3)
TANIM: 2*11- HELİSEL CÜMLE-HELİSEL CİSİM

(X,,X-J,(Y1 ,Y:;.)£E2 ve (T),(X) iç izlemleri
(t ) (x 1 ,x 2)t (y 1 ,y 2)»(x 1+y 1 ,x 2+y 2) e e 2
( ) (XX ,X2 ) (Y1 ,Y2 ).(X1Y1-X2Y2f X1Y2+X2Y14X2Y2 ) ila tanımlanan (E2 ,T,
üçlüsüne |H * HELİSEL HALKA VEYA HELİSEL CİSİM denecektir,

TEOREM: 2,11*6
pjj-j'yada (TANIM 2.11) deki ( R , T , X) üçliisü bir cisimdir*

Îsbat:
Reel sayılar cümlesinde bilindiği kabul edilen (+),(*) işlealerir

• • 2  °özelliği nedeni ile, (R ,T)nin bir Abel gurubu, (R^, ) ikilisininde
değişimli birimli bir gurup olacağı açıktır. (T) işleminin etkisiz
(sıfır) elemanı£. =(0,0) ; (X) işleminin etkisiz (birim) elemanı
İ-(1,0) olup; (X1 ,X2)H(Y1,Y2)-(X1Y1-X2Y2,X1Y2+X2Y1+X2Y2 )«(1,0) da
(Xı,X2) nin (YltY2 ) ters elemanı

(Y1,Y2)-((X1+X2 )/(X2+X|+X1X2),-X2/(X2+X|^X1X2 )) dir; (R2 ,X) sıfıı
elemanını içermez; zira

(Xı,X2)XCYı*Y2)-(xıYı-X2Y2,X1Y2+x 2Yı+X2Y2)«(0,0 )da
X1Y 3~X2Y2“0 î X1Y2+X2v 1+X2Y2«0 bağıntılarını sağlayan (Y, ,Y.a ) = (0,C 

veya (X^,X2 )«(0,0) dan başka bir eleman bulunamaz.
( 0,1) «h.; (0,1 )X( 0,1) «h - h^h ~= (-1,1) «*hT ( - i ) olan h elemanına helisel 

cismin faktörü voya helisel cismin kinematik (transformasyon) faktörü 
diyeceğiz.

11



TANIM: 2.12- H, HELİSEL SAYILAR CÜMLESİ

X ltX2 ^ R  vs h ^ R ,  h2«h-l bir çarpan olarak R nin ( + ),(.) işlemleri 
nin korunduğu (Xj+X2h) yapısındaki sayılara helisel sayılar ve bunla­
rın cümlesine de H, helisel sayılar cümlesi denecektir,,

Xi+X2 h,Y1+Y:3h £ H, ise elemanlar arası (+)»(•) işlemleri:
( + )(X1+X2h) + (Y1+Y2h)«(X1+Y1) + (X2 +Y2 )h e H
(.)(X1+X2h)c(Y1-fY2h)»(X1Y1-X2Y2 )+(X1Y 2+X2Y1+X2Y2 ) h £ H olur»

TEOREM: 2.12.7

^ , HELİSEL cismi ile, H, helisel sayılar cümlesi (T),(L) ve 
( + ),(.) işlemlerine göre izomorftur» ($ — > H)

Isbat: (Bale: TEOREM: 2.6.3) ' *a
TANIM: 2 . 1 3 - HOMOTETİK CÜMLE,HOMOTETİK HALKA

%

(X1 ,X2 ), Y1 ,Y2 ) t R 2 olan ve (T), (.L) işlemleri 
(T) (X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2)-(X1+Y1 ,X2+Y2) £ R2
( ) (X1 ,X2 )_L(Y1 ,Y2)-(X1Y1+X2Y2 ,X1Y2+X2Y1-X2Y2)e R2 ile tanımlanan 
(R2,T,JL) üçlüsüne Itf /HOMOTETİK HALKA denecektir»

TEOREM: 2.13.8
f}j/ homotetik cümlesi bir halkadır.
Isbat:
Reel sayılar cümlesinde bilindiği kabul edilen (+)»(•) işlemleri-

2 2 nin özellikleri nedeni ile, (R ,T) İkilisinin Abel gurubu; (R ,1) iki-
lisininde değişimli birimli bir gurup olacağı kolayca doğrulanabilir..

(T) işleminin etkisiz (sıfır) elemanı £ =(0,0)ji. işleminin etkisiz
(birim) elemanı £»(1,0) olup

(X1 ,X2 )x (Y1 ,Y2)»(X1Y1+X2Y2 ,X1Y2+X2Y1-X2Y2 )«(1,0) da (XX ,X2 ) nin,
(Yx ,Y2 ) ters elamanı (Y,,Y2)»((X1-X2 )/(X2-x|-X1X2 ),-X2/(X2-x|-X1X2)) di
-2 2 C" <” xl*-X2-XıX2aO'ı sağlayan (Xı_,Xp) İkililerinin ters elemanı olmayacaktır.
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TANIM: 2 .14- H ', HOMOTETIK SAYI GÜMLESl
ove b'»*1 =l-h* bir çarpan olarak (R) nin (+)»(•) işlem-

lermin korunduğu, (K^+K^* ) yapısındaki sayılara, homotetik sayı ve 
bunların cümlesine H' homotetik cümlesi denecektir.

X 1+X.;h' ,Y1+Yohe e. H* ise bu elemanlar arası ( + )»(<>) işlemleri 
( + )(X1-fX2h ' ) + (Y1+Y2h* )K(X1-fY1) + (X2+Y0)h' e H*
(•)(X1+X2 ^*)•(Y1-fY2^')»(X1Y1+X2 Y 2 ) + (X1Y 2 +X2 Y1-X2 Y2 )h1 e H' olur. 

TEOREM: 2.14.9
ı(j|' homotetik halka ile H* homotetik sayılar cümlesi (T),(-L) ve 

(+),(.) işlemlerine göre izomorftur, 
îsbat: (Bak: TEOREM: 2.6.3) «
TANIM: 2.15- R2 DE <fo(a,b) GEN HALKA-CÎSÎM SINIFI VE 
* ( D  (p|(a,b) GEN SAYILAR CÜMLELERİ SINIFI

O p p(Xı,X2 ),(Yı,Y2 ) e R  ve a -j-b-̂ O, a , b t E  önceden seçilmiş paramet­
reler olarak, (T),(-L) iç işlemleri
(T):(X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2 )-(X1+Y1 ,X2+Y2)fc. R2
(-t.):(X1 ,X2 )±(Y1 ,Y2 )-((a;b)X1Y1-bX2 Y 2 ,(aTb)(X1Y 2 +X2Y1 )) fc R2 ile 
tanımlanan (R2 ,T,L) üçlüsüne yada (^(a^b) ile gösterilecek halkalar 
sınıfına R2 DE GEN HALKA-CÎSlM SINIFI denecektir.

TEOREM: 2.15*10

(j^(a,b) GEN CÜMLELER sınıfı a,b (a2+b^rO) reel parametreleri ne 
olursa olsun bir halka; ve a,b nin koşullu değerlerine göre bir ci­
simdir, 

îsbat:
(T) birinci işlem için halka aksiyomları, değişialilik, birleşim- 

lilik, nitelikleri, etkisiz (sıfır) eleman £*(0,0); ve ters eleman 
varlığı; (-L) ikinci işlem için halka aksiyomları, birleşimlilik, (T) 
üzerine dağılımlılık özellikleri etkisiz (birim) elemanın

1*



i  =(l/(a+b),0);(XllX2)j_(Y1,Y2).(l/(a;b),0) da, (XX ,X2) nin
(Y1#Y2 )- [X , /(a+b) "x2+b(a7b)X2 ,-x|,-X2/(aTb)2X2+b(afb)X2 ] olduğu
kolayca gösterilebilire

=(0,l/(a+b)), .̂«̂ =c,̂  = (~b/(a+b)2 ,0) olan (̂ .) elemanına R- DE
HALKA-CÎSİM SINIFININ GEN BÎRİMİ adı verilecektir,,

b(aTb)>0 olması halinde sınıf, cisimler sınıfıdır.
(îî) (5)»GEN SAYI CÜMLELERİ SINIFI

2 2X 2 ,Xpe.R va a , b e H  , a~+b O önceden seçilmiş parametreler ve 
2 —g»g»g®g =-b/(*+b) bir çarpan olarak R nin (+)*(«) işlemlerinin korun­

duğu, G\ »(a+b)(X^+X2g) yapısında sayılara GEN SAYI ve bunların cümle*?
sine de (Q) GEN SAYI CÜMLELERİ SINIFI denecektir,,«

(aTb)(X1-fX2 S)î(a+b)(Y1-iY2g)e.Gı ise, ( + ),(.) işlemleri 
( ' . ) (aIb)(X1+X2g) + (a;b)(Y1+Y2g)«(a+b) [ (X1+Y2 )+(X2+Y2)g]
(.) [(aTb)(X1+X2g)] .[(aTb)(Y1+Y2g)j«

(a+b) ̂ (a+b)X1Y 1-bX2Y2+(a+b)(X1Y2+X2Y1 )gj olacaktır*
TEOREM: 2.15.11
(j^(û,b) gen halka cisim sınıfı ile(3)(a,b) gen sayı cümleleri sınıf: 

T',ive (+)*(•) işlemlerine göre izomorftur. (| ̂ (a,b) G;(a,b)
Isbat: (Bak TEOREM: 2*6.3)
TANIM: 2.16- R2 DE ÖZEL GEN-HALKA ClSÎM VE ÖZEL GEN SAYI CÜMLELERİ

(I) KOMPLEKS ClSİM:
(X1 »X2 )x(Y1 ,Y2)«[(aTb)X1Y 1-bX2Y2 , (aTb)(X1Y2+X2Y1)] ikinci işlemi­

nin a*0, b«l olarak tanımlanan halkasına (a(a7b)>ö) kompleks .
cisim;

(II) KOMPLEKS SAYI CÜMLESİ:
(X, ,Xp)._>.(a7b)(X^+X2g) nin a«0, b»l için tanımladığı
*5 pg'»-b/(a+b); g^e-l, g-i ; Gj(0,l) cümlesine kompleks sayı cümlesi

(III) DÜAL SAYILAR HALKASI
(X2 ,X2 )x(Y1 ,Y2 )-[(a7b)X1Y 1-bX2Y2 ,(a7b)(X1Y2+X2Y1)j ikinci işleminin 

a«l, b*0 koşulu için belirlediği (|jj(l,0) halkasına dual sayılar;



(ÎV) IıUAL SAYILAR CÜMLESİ

(XlsX^)_>(aîb)(X 1 îX^g)nin a*.l. b - 0  için tanımladığı
r\ Q

g^s-b/Ca+b), g =0, g*=f; Gj(l,0) cümlesine dual sayılar cümlesi

(V) (S) FAKTÖRLÜ HALKA

R^ de<[?|(a,b) GEN HALKA CİSİM SINIFI (İ-) ikinci işleminin a«0,b=-l 
için tanımladıgı(jj](0 ,-l) halkasına (s) faktörlü halka;

(VI) (S) FAKTÖRLÜ SAYI CÜMLESİ

(X1 >X 2 )-^(a~b)(Xi>X2 6 ) nin »=0 » t>— * 1  için tanımladığı
P P ^g =-b/(a-b), g =1, g*=s; Gj(0,l) cümlesine (s) faktörlü sayı cümles

denirj *
f %



3 o ÜÇÜNCÜ KISIM 
3-(i),(s),(?),(g) KİNEMATİK FAKTÖRLER ETKİNLİKLERİNİN

TANIMI

TANIM: 3.17“ KİNEMATİK VE HALKA CİSİM KİNEMATİĞİ

Nokta veya nokta sisteminin (zamana bağlı olarak) , bazı matema- 
tik tanın» (ya da kural) veya etkenlerle yer değiştirmelerinin (hare-, 
ketlerinin) inceleme yöntemlerine KİNEMATİK denir. Kütle ve kuvvet . 
kavramlarına yer vermemesi nedeni ile mekanikten ayrılır. Kinematiği 
geometrinin mekaniği olarak da tanımlamak mümkündür<,

Cebirsel (ya da matematiksel) yapılarla, geometrik kavramlar, ta- 
nım veya şekiller arasında bir karşılık (tekabül) kurulabildiğinde, .* 
oazı cebirsel işlemlerin, geometride yer değiştirmeler olarak yorum­
lanabildiği bilinmektedir.,

2Biz burada yalnızca R de halka, cisim veya matematik yapılar ve
bunlar için geçerli iç işlemler ile yönlendirilmiş doğru, nokta, nekt 
sistemleri (eğriler) ve bunların bazı hareketleri arasında konumuzun 
amacına yeterli bir karşılık bulunabileceğini yorumlayacağız ve o ne­
denle buna R2 de HALKA-CÎSİM KİNEMATİĞİ diyeceğiz. !

■

TANIM: 3.18- KİNEMATİK FAKTÖR

Bir halka, cisim elemanı karşılığı geometrik bir nesnenin, halka• ‘ • ı {* ı \cisim işlemi sonucuna değişik bir durumu karşılık bulunabiliyorsa,ı . i
işlem elemanlarından birine kinematik faktör (veya kinematik operatör)

ı, . igeometrik nesnenin hareketine de faktörün etkisi, denecektir.
: '■ ■ : ■ : V . ' ; (':;■•

TANIM: 3.19-(i) KİNEMATİK FAKTÖRÜ VE ETKİSİ ! |l 1 > ı • ! '
' İ! •'» ->v-X +x 3i, kompleks sayısınııi, ya da, geometrik gösterimi OA*v=I «- i f ' l ‘ J ‘ . ' :

X^+X2 İ vektörünün, (i) nin 
nucu, karşılık geometrik gö 
(90u)li.k dönme hareketine (

i.V-i(Xj+X0i)»-X2 +Xti cebirsel işlem so-
;' ^ E'sterimi i.v— X0+X.i«OB vektörü nedeni ile

i)nin v vektörü üzerindeki kinematik etkisi1 • ■ ' -. i ■'! ı
i ı13 - ı



■

ve (i) ye de kompleks sayılar cisminin ki­
nematik faktörü denecektir, i __*.90° dönme,
(i)2— >180° dönme, -i— >-90° ters yönde 
dönmeye karşılık olacaktır, (şekil 3«1)

(şekil:3.1)

TANIM: 3.19-(s) KİNEMATİK FAKTÖRÜ VE ETKİSİ
v=Xjl+X2 S ,(s) faktörlü sayının, ya da geomet-

-*■ —»•

>  X
,

(şekil 3.2)

rik gösterimi 0 A«sV=X1+X2 S vektörünün (s)nin,
%

s.v»s(X1+X2s)»X2 +X1s cebirsel işlem sonucu,
§ -—^  ►karşılık geometrik gösterimi 3„y =X2+X^s =0B

vektörü nedeni ile Y«X açı ortayına gore si-J
metri hareketine, (s) nin v vektörü üzerinde 
kinematik etkisi ve (s) ye de s faktörlü sa-

' .. ' i  iyılar halkasının kinematik faktörü denecektir
■i : 1 .

3  J,X*=X açı ortayına göre A dan B ye simetri
hareketine; -SjY=-X açı ortayına göre OA nı 
simetri hareketine karşılık olur,(şekil:3*2)

TANIM: 3.20- (S) KÎNEMATÎK FAKTÖRÜ yE ETKÎSÎ
Y s..-1 î

! ) !v ' ,li •
■ i £'

8

! i

S*.
?.v

_
T?

^  1 *ı
X,

1
S

-S*,
»•t

! . /
I /i *

e '
- - S > 30

i

v c K t+Ko'S dual sayısının, ya da geometrik gös-■i. c* ı I u! ı 'iil'[ i ' I-terimij 0A=v=Xr+XoÇ vektörünün. (£) nun! S j}\
! 1  p ;  Ti :il | l 1 i | l 11 i ı :' ! ı ! IS ) =x]^1 cebirsel işlem sonucu kargılık

geome
X

trik gösterimi S.v-^K-ı^ -0B vektörü ne-
f i T l y

deni ile, X-, bileşeninin; 9.6 döndürülmek su-
ı, T  T  ! ,röti ile OA vektörünün,OB;vektörüne dönüşmesi* i  V t -: ... , 11*1 T. ? j ' L Ii v ■ : r • | i -5 | -—>iden plan, dönme hareketine (ı) nun v vek-
> , • } > ■ • ’ n j:| T  ‘ • lY r I }■. ! ■ < .‘T ’ V ’T■ Tİ : :. . ' .* .. ; • ı ı ■ ‘ İt. ’ I i! !» j

ne a
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torü üzerindeki kinematik etkisi ve (§) ya da dual sayılar halkasının 
kinematik faktörü denecektir.
- Ç fX-j_ bileşeninin (£) nun tersi yönündeki -X-.̂  OD vektörünü veren 
-90° ters dönmeyi; OE nin 0X üzerindeki bileşeni sıfır olduğundan,

. _ , , —  ̂   O -—►dönmenin soz konusu olamıyacağı nedeni ile S’ .v-*!-,1? «OB^ ü:.0B«S .0A«
p

0 , ( 3  ),(0 ) m  cebirsel etkinliğine karşılık olurc(şekil 3 *5 )

TANIM: 3«21-(h) KİNEMATİK FAKTÖRÜ VE ETKÎSÎ

VaK-^+K^.h helisel sayısının, yada geometrik gösterimi 0 Â*VcXi+X 2 h
vektörünün (vgya A noktasının), (h) nin 

—

h.VshCK-, •fX2 b)«-X2 +(X^+X5)h cebirsel işlem sonucu, karşılık gsomet-
rik gösterimi: h.Vs-X2 -f(Xj+X2 )b*0 B vektörü nedeni ile 9 0  lik dönme vj

—-X~-h «lüşey yükselme hareketine (h) nin, v vektörü üzerindeki kinematil “ ♦
faktörü adı verilecektir, (şekil 3 *^)

h* 2  nin etkisi -(X^+X2 )+X.h helisel sayısının geometrik gösterimi 
3vektöre h , ün etkisi -(X 1 4 X 2 b) helisel sayısının geometrik gösterimi

OA nin (0) ya göre simetriği vektöre karşılık olacaktır.
— ->A noktasına A-*(X,Y) veya 0A-X+Yh karşılık tutulduğunda, (h) ki­

nematik faktör etkisi h.OA->h(X+Yh)»-Y+(X+Y)h sonucuna (C) noktası - .
tkarşılık tutulursa C(X,Y,Z) olarak

  •

X— r sino< , Y=r co3 o< , Z*r(sinc< +cos )«r V^l-sin2o<. bağıntıları
j . :

nedeni ile, A nin (r) yarıçaplı bir daire, veya belirli bir eğri çiz-
' 1

nesi halinde, (C) noktasının bir silindir, ya da bir yüzey üzerine 
dairesel helis veya umumi bir helis çizmesi söz konusu edilebileceğin­
den bu cisme helisel cümle adı verilmiştir.(şekil:3 .5)

cl*Xz..)

A.

X
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(şekil23o4) (şekil:3.5)
TAKIM: 3«»22- (h») HOMOTETİK FAKTÖR VE ETKİSİ

Homotetik öayxsının, ya da 'geometrik gösterimi 
) vektörünün, (h‘)nün, h* .Vah* .(X1+X2 iı*

« % • • « ,  ^ "■ ' 'İ>cebirsel etkimesi sonucu, karşılık gösterimi h'v«X2HX^~X-,)h,*r!3 
vektörü nedeni ile, A noktasının y=x açı ortayına göre simetrik don­
ma ve -X 2 «b' kadar düşey, alçalma hareketine h'nün v üzerindeki ki-, 
neoatik etkisi ve (h‘) ne de homotetik halkanın, kinematik faktörü, 
denecektir, (şekil 3*6)

2h*, kinematik faktör etkimesinin R de geometrik yorumu yapılmak 
istenirse, (şekil 3-7) y^T(x) fonksiyonunun temsil ettiği (G) eğrisi­
nin önce y»x açı ortayı doğrusuna göre (C') simetriği alınmakta, ve . 
daha daha sonra, (C1) eğrisine bazı karakteristikleri bozmayan Y*x-y

ı
dönüşümü uygulanmış olmaktadır. Belirli koşullarla (C1*) eğrisinin (C)'

!
nin bir homotetiği olmasi obasıdır. (şekil:3*7)

I i



TANIM: 3«23-(g) KÎNEMATlK FAKTÖR VE ETKÎSÎ

v=(a+b)(X^+X2g) gen sayısının, geometrik 
gösterimi: ÛA-X1+X2g,0B=a(X1+X2g) 
BC=b(X1+X2g) ; *^v=OC«OB+BC 
'v-OC-a(X1+X2g)7b(X1+X2g)-(aTb)(X1+X26) 
v vektörüne Cg) nin
g0v-(aîb)(Xlg+x2g2) 
g.v«(a+b)x1g-bX2»b(-X2+gXı)+aXıg« 
OF+FE»OD+DE«OE vektörü nedeniyle OC'nin 
90° lik dönme ve &X2 kadar yatay ilerleme 
veya OB'nin 90° lik dönme ve aX^ kadar 
düşey yükselme bileşik hareketine (g) nin

(şçkil: 3«8)
* v üzerindeki kinematik etkisi ve (g) ye d 

gen halka-cismin R2 deki kinematik faktörü denecektir. Sonuçta (a) uy- 
gun seçilmek sureti ile, R nin tüm vektörlerini belli bir t* açısı 
kadar döndürerek, OE vektörlerine dönüştürmek mümkün olur; yani (g) 
düzlemin belirli bir bölgesindeki vektörleri düzlemin belirli tek yön­
lü vektörlerine dönüştüren bir transformasyon olur,

TANIM: 3.24- R2 DE KÎNEMATlK FAKTÖRLERİN TOPLAMI

i=g(0,l) , s«g(0,l) , «g(l ,0) halka faktörlerinin aynı bir v v î v : >  

rüne i.v; s0v ; ? .v kinematik etkileri sonucu vektörlerin 
i.v+s.:v=s.vVi.v=( i+s) s+i) .v»vt 
s.v+Çvt y."v+8.V=( s+? ) .v»(ç + s)<,v»v^
i.v+J.v«S.v+i.v«(i+?)«v-C?+i).v-Vj toplamlarından alda ad i lan 

VI*V2 ’V5 vektörlerini veren
i+e=s+i ; S4 ?« ? +s ; i + M + i  kinematik etkiler toplanana* v 3 #-. 

oatik faktörlerin toplamı denecektir.

Jft



TANIM: 3.25“ KİNEMATİK FAKTÖRLER ÇARPIMI VEYA 
KOMPOZE KİNEMATİK FAKTÖRLER

i»s,S,g halka faktörlerinin aynı bir v vektörüne ardarda 
i.(scv)»(i.s)v«v1 ; s.(i.~v)»(s«i).'v«v-[
i . ( ç 7v ) - ( i .S  ; S .(i.“? ) - ( î . i ) ^ - v j

s,(S7v)»(s.?)v«v^ ; S(s.v)-(?.s)Jv=v^ etkileri sonucu elde edilen
V i  *”^2*^2 * ^ 3 * V5 velctörlerini veren (ics) ,(s.i)(i,?) ,(Ş .i) ;
(s.<£),(§.s); kinematik etki bileşimlerine kinematik faktörlerin çarpımı 
veya kompoze kinematik faktörler denecektir*

TEOREM: 3.25.12 
(İ.s)-r(s«,i)*»0 dır.

V  ’

\
i

o

6.o& • xi-
c'

( şekil : 3.10 )

Isbat:
OA vektörüne (s) ilk, s.OA-OB, y=x açıortay doğrusuna göre 

simetri hareketi ve; OB vektörüne (i) ikinci, i.OB-i.(s.OA)=OC 
hareketi ile OG vektörünü veren (i.s) kompoze kinematik faktörüdür. 
(şekil;3.9)

OA vektörüne ilk (i), i.OA»OB\ 90° lik dönme hareketi ve OB’vek- 
törüne (s) ikinci, SoOB'-s.Ci.OA^Cs.i^OA-OC1, y-x açıortay doğru­
suna göre simetri hareketi ile OC' vektörünü veren (s.i) kinematik 
faktörüdür. (şekilY 3*10)

(i.s).ÖA+(s.i).ÖA-[(is) + (si)] .OA-ÖC+OC'-O buradan 
(i.s)+(s.i)»0 bulunur.



TEOREM: 3.25c13

(i.?)+(?oi)«-l dir<

tİB
"'T..

/
••.s

i. O (iV- «  .....C, X

— ,  
S.OA. \ ı\\k X

( şekil İ.(I)

Y

ri
L .İV

\ ’\ ı % t\

~o\  ':zz~ z *
:s.oğ/

-‘i*YiI(ş 'cUı ( ! S. \ 2.)

t«hat: *
OA vektörüne (?) ilk^ ?.OA*=OB izdüşüm hareketi ve OB vektörüne 

(ı) ikinci, i.OB-i.(<? .OA)«(*i.? )«OAsOC hareketi ile, OC vektörünü 
veren (i.?) kompoze kinematik faktörüdür,(şekil 3*11)

OA vektörüne (i) ilk, i.OA=OB* dönme hareketi ve OB' vektörüne 
(?) ikinci S.OB'»?.(i.OA)»(?.i)OA«OC* hareketi ile, OG* vektörünü 
veren (?.i) kompoze kinematik faktörüdür, (şekil 3*12)

(i.?).OA+(?.i).OA»[(i.?) + (?.i)] cÖA-OG+OCİ-OA nedeni ile 
(i.?)+(?ci)«-l dir0 
TEOREM: 3.25.14 
(s.<?) + (?.s)»l dir«

Isbat:
OA vektörüne (?) ilk, ?.OA«OB izdüşüm hareketi, ve OB vektörüne 

(s) ikinci, s.OB«s.(?.OA)«(s.S).OA=dcf simetri hareketi ile Ö?vek-



törünü veren ( a . S )  kompoze kinematik faktörüdür, (şekil 3 .1 3 )
GA vektörüne (s) ilk, s.OA»OB* simetri hareketi ve OB* vektörüne

> — > — ^ ^
(2) ikinci, 2oOB'»2.(suOA)«i(^oS)OA™OC' izdüşüm hareketi ile OC' vek­
törünü veren (2.s) kinematik faktörüdür, (şekil:3.14)

(s.2)7oA+(S .s).~OA» [(sS) + (<?s)] .OA*OC+OC*«OA dan 
(s.?)+(2.s)» 1 bulunur.

TEOREM : 3.25.15

k^= +(s.5),+(f.s),+(s.i),+(is),7(f.i),+(i.S),+(s.g),+(i.j|),l,0 
cümlesi, kompoze kinematik faktörlerinin toplama işlemi açısından 
bir Abel gurubu oluşturur, 

tsbat:
p(k ,+ ) İkilisi bir Abel gurubudur; Kompoze kinematik faktörlerin* 

toplaıûa işlemi için aşağıda verilen tablo incelendiğinde, k2 cümlesi 
(+) toplama işlemi açısından: (i) değişimlidir; (ii) birleşimlidir;
(iii) etkisiz (sıfır) eleman içerir; (iv) her elemanın ters elemanı 
vardır.

------
L ± . ) 5-’ ( i.») .+ (ş. i)1 (t.i) 2?. i -i - fs.S ) fi ( 3, rl 1.1 i.s 0

l A i A l - 1 2 U S i *_ft( 3,-1). 2.i 0 i. S
_  s. 2 i.«( 3.-1.).. 5 . i 0 5.8 1.1). s

(s.i) 2. i O 2 s. i s.k(I.I) 8. s
* i. s 0 î .  s s.k(I.I) 2 r,.? 1
+ (2.s) 0 i.s g('l,l) .s s. S 1 2(?.3;

Tablo yalnız (+) işaretliler gözönüne alınarak düzenlenmiştir. 
S+s=s+?«g(3,~l),2+i«i+?=g(l,l) ikame edilmiştir.

TEOREM : 3.25.16

(k2,+,(.)) üçlüsü bir halkadır.
Isbat:
(k2 ,+) İkilisinin bir Abel gurubu olduğu ortaya konmuştur»

p
(k ♦(•)) İkilisinin birleşimli ve (4 ) üzerine dağılımlı olduğu doğ-
rulanmalıdır. (+ ) üzerine dağılımlı olduğu aşağıdaki tabloda sapta­
nabilir.
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/V
A.13 +  (?.i ) + (i. s ) 4 (i.s) 4 ( s.i ) + ( 5.3 ) ı(a.S’ )

4 (5.i) - (<?.i) 0 <S.s) - (s. B i 0
* (İ.S) 0 ( O. % \ 0 (i.?J
-+ (s. i) . (t.B) -Css*ÎL- - 1 1 fi. i ) J-oS.L .
-+ (i. s). (r^-si - (a. 5 ) 1 -1 (*.sî . ...

.+ («. s) . l ' L O  . 0 (s?. 1 1 (S.s) 0
*+ ( eS) 0 (4.0 <„§,?.)____J 0 fs.sl J

Kinematik faktörlerin birleşimli olduğu, daha önce gösterilmiştir,, 
Halka değişimli değildir; birim elemanı vardır. Tablo yalnız (+) işa- 
retliler gözöniine alınarak düzenlenmiştir,,

i:;?,s halka-cisim faktörlerinin bir arada (.) işlemine göre 
değişiml.iliği ve birleşimiiliği için aşağıdaki tablo geçerlidir0

(i.s).?= 5 (f.i) .3=- S (İ.Ç).8«İ-S (s.î).İ«.İ~S (S.s).i •> ?

Tanımlanan i,9,s ve kompoze (i.S),(9,s),(s.i) tasvir yada kine­
matik faktörler ile, bazı yeni sayı cümleleri, vektör uzayları ve 
modül yapılan.» oluşturacağız; ve bu çalışmaya Türk Üniversitesinin 
değerli bir öğretim üyesi Prof.Dr. Bayın BERKÎ YURTSEVER'in adını 
vereceğiZc

Prof.Dr. Sayır BERKÎ YURTSEVER, Türk Üniversitesine, matematiğin 
gelişmesine, matematikçilerin yetişmesine yarım aşıra yakın katkıda 
bulunmuş bir bilim adamı olup; 1914- de İstanbul'da doğmuş, yüksek 
öğrenimini ve "PARSÎEL DÎFffERENSİYEL DENKLEMLERİN SONSUZ SERÎLERE 
AÇILIM YÖNTEMİ İLE ÇÖZÜMÜ,, konulu tezini MÜNİH ÜNİVERSİTESİNDE 
yapmıştır. 1983 de emekli olmuştur,,
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4.DÖRDÜNCÜ KISIM 

.4- BERKİ SAYILARI, BERKÎ VEKTÖR UZAYLARI, BERKİ MODÜLLERİ

TANIM: 4.26- BERKl SAYILARI

X1*x 2€: R » (i.S)e CxD;(s.i)£ SxC ; (?.s)eDxS olarak:
X1+X2(i?)i X1+X2(?i)î X1+X2(Ss)-, X1+X2(sS); X1+X2(si) ;X1+X2(is)

yapısındaki elemanlara BERKl sayıları denecek ve B(is), B(si),B(?s) 
BCs1?); B(?i), B(i?) ile gösterilecektir.

TEOREM: 4.26.17

X1+X 2(i?)» Y1+Y2(i?) t B(i^) Berki elemanları için ( + ),(•) İÇ iş­
lemleri

'*• H
( + H j 3+X2(İ?)]^[Y1+Y2(İS)] -(X1+Y1) + (X2+Y2)i?t B(İ<?)

*
(.)[X1+X2(İ^)].[Y1+Y2 (iî)] - X1Y1>(X1Y2+X2Y1-X2Y2 ).i?„ ile tanımlanıyor 
ise E(i?) Berki sayıları değişimli birimli bir halkadır,,

Toplam ve çarpımın tanımlanmasında X^+X2 i?, Y^+Y2i? elemanlarımı 
R, reel eayılarıcümlesinin cebir kurallarını koruduğu düşünülmüş, kine 
matik faktörler için bilinen skalerle değişimlilik

i.X^»X^• i ; ? X^*X-j? ; i.X-^•?«Xjoi*S »i?oX]^ ve
İ2+S i«-l veya i?— l-?i, (i?) .(İS)«-(İÇ) bağıntıları gözönünde bu­

lundurulmuştur.
Îsbat:
(CxD,+) İkilisi bir Abel gurubudur. 0+0.i? sıfır elemandır. 

(X^+X2iS) nun ters elemanı (-X1-X2i'?) dur; değişimli ve birleşimlidir* 
(CxD,(.)) İkilisi birleşimli ve dağılımlıdır; birim eleman l+O.if 

üur. X ^ 0 ,  ve X ^ X 2 olan bütün elemanların ters elemanları vardır.

TEOREM: 4.26.18

X^+X2i? £ BCi1?), Berki sayılar cümlesi R reel sayılar cismi üze­
rinden bir vektör uzayı teşkil eder.
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îsbat:
RxB(i2)— ►BCi?) bağıntısında, B (i?) nun Abel gurubu olduğu 

bilinmektedir. Ve R için B-^.B^ B(i?) ve b1 ,b2 e R  ise, aşağıdaki 
iış işlemlerin doğrulandığını göstermek zor değildir»

(i) b-ĵ(B^+B2 )®t>̂ B^+b^B2 £ B(i?)
(ii)(b1+b2 ) B j ^ B - j + b ^ e .  B(i?)
(iii)(b1.b2 )B1-b1(b2B1)e B(i?)
(iv) S - B ^ B ^ B C i ? )

TEOREM: 4.26.19

X1+X2(Ss), Y1+Y2(Çs)eB(Çs) Berki elemanları için, (♦),(.) işlemleri 
; + ) [ x 1+x 2 ( î s ) ]  + [ y 1+y 2 ( ? s )] = ( x 1+y 1 ) + ( y 1+y 2 ) ? s ^ b ( S 3 )

:.)[X1+X2(SS)] .[Y1+Y2(Ss)] -X1Y-1+(X1Y2+X2Y1-X2Y2)îs €.B(?s ) ile tanımla­
tıyor ise B(Şs) Berki sayılar fcümlesi halka teşkil eder»

Reel sayılar cümlesinin cebir kurallarının korunduğu ve kinematik 
'aktörlerin skalerlarle değişimliliği ile

s2+Çs=l veya s?-l-?s, (sS).(s?)«(sî) bağıntıları gözönünde bulun­
uru 1 muştur»

îsbat: (Bak: TEOREM.4.26.17)
TEOREM: 4.26.20
X^+X0?seB(Çs) Berki sayılar cümlesi R reel sayılar cismi üzerin-

|
en bir vektör uzayı teşkil eder»

îsbat: (Bak:TEOREM.4.26.18) !
i ITEOREM: 4.26.21

! i JX1+x2(si),Y,+Yp(si) B(si) Berki elemanları için (+),(») işlemleri
• <

O  [x1+X2(si)J +[Y1+Y2(si)] -(X1+Y1) + (X2+Y2)si eB(si)
•)[Xı+X2(si)] .[Yı+Y2(si)] - (X1Y1+X2Y2 ) + (X1Y2+X2Y1) sifeB(si) ile tanıta­
mıyor ise B(si) Berki sayılar cümlesi halka teşkil eder»m

Reel sayılar cümlesinin cebir kurallarının korunduğu düşünülmüş 
‘ kinematik faktörlerin skalerlerle değişimliliği ile

si+is-0 veya si»-is,(si)»(si)»l bağıntıları gözönünde bulundurul- 
ıştur.



îsbat: (Bak: TEOREM 4.26.17)
TEOREM : 4.26.22
X1+X^si tB(si) Berki sayılar cümlesi R reel sayılar cİ3mi üze­

rinden bir vektör uzayı teşkil eder.
Îsbat : (Bak: TEOREM 4.26.18)
TANIM: 4.27- BERKİ VEKTÖR UZAYLARINDA İÇ ÇARPIM 

a) Bn (iS) UZAYINDA İÇ ÇARPIM
(I) X»X1+X2i§ e B(iS) olarak X«X1+X2<2i-(X1-X2 )-X2i<? e B(i<2) ve 
- p

XX*X^~X1Xp, X«X özelliklerini veren X elemanına X BERKİ SAYISININ 
EŞLENİĞİ

(II) X«X 2 +X2i!?fcB(i1? ) olarak £ »X2-X1 i3 € B ( ü )  olan X  elemanına X
*

BERKİ SAYISININ AKS’I adı ile ortaya konan elemanlarla
(1.11) X»X-^+X2i , Y«Y-L+Y2i t B(i£) elemanları arasında
< X 1Y>-XY+^.X«(X1Y1+X2Y2) + (X2Y1-X1Y2 )+2(X2Y1-X1Y;,)i§ t B(İ?)

bağıntısına iç çarpım denecek ve bu tanım iç çarpım koşullarını
gerçekleyeçektiro

(IV),(11Î) den yararlanarak Bn(i§) da iç çarpım
X«(X±,) Xi-Xil+Xi2i?€B(iS), X £ Bn(İS)
Y-CYi») Y İ»Yİ1+Yİ2İ B(i ), Y e B n(iS) olarak

<X ,Y)>» S i - l X i^i+^i^i tanımlanabilecektir. Böylece
Bn(i§)xBn (iS )_».B(i?) eşlemesi yapılmış olmaktadır.
b) Bn (3s) UZAYINDA İÇ ÇARPIM
(İ) X-X1+X??seB(Ss) olarak ^ X 1+X2s?.(X1+X2 )-X2îs e B ( ^ )  ve 

P "X£«X^+X1X2 ; X»X özelliklerini veren X elemanına X* BERKİ SAYI­
SININ EŞLENİĞİ;

(İt) X»X1+X2^ s e B(£ s) olmak üzere, ■x2-X^f s e B(gs) olan X
elemanına X, BERKİ SAYISININ AKS'I adı ile ortaya konan elemanlarla

(İÜ) X-X^+X2Ss, y-Y-^+Y^s feB(!is) sayıları arasında 
—  —  —  ^ * .1,

<X,Y>-XoY+>toy/-(X1Y1+X2Y2 )+2(X2Y1-X1Y2 )Ss tB(§s) bağıntısına
-Ç çarpım denecek ve bu tanım iç çarpım koşullarını doğrulayacaktır©

(ÎVÖ^ÎÎÎ) den yararlanarak Ra(^s) de iç çarpım

on



X-(Xİ,)* X î X il+X i22s£ B(Çs), X6Bn (?s)
Y-(Yİ,)» Y i*Yil+Yi2îs fcB(Çs), Y£Bn (ss) olarak
X,Y* ile tanı®lanabilecektiro Böylece
Bn(^s)xBn(S s)_^B(!?s) eşlemesi yapılmış olmaktadır.

TANIM: 4.28- BERKİ VEKTÖR UZAYLARI, BERKl MODÜLLERİ 
X-pX2 , ....... fcR reel sayılarla ve i,S,s,(i?),(£s),(si) kinema­

tik faktörlerin lineer kombinezonları olarak, kinematik faktörler 
arası (+),(e) iç işlemleri altında, halka, yada cisim niteliğinde 
olabilen

x1(^s)+x2(i?) eB( s,i )  ^  (xısx 2
Xı+X2«+X^(Ss) e B(l,£,<?s)  » (X1 ,X2 »X3
Xi +X2 C^s )+X3(İS)£B(1 ^ s ,İ?) ’ ------>
X1+X2<?+X,si^ B(l,?,si)  >

^ %
IjS +X5*s+X5iS c. B(f ,Ss,iS)  >
X1+X2‘2+X5i +X4 iYeB(l,S,i,i?)  > (X3
X1+X2s +X^i+X^si e B(l,s,i,si)  > (X3
Il+X2S +X58+X4Î B t B (l,î,8, « 0   > (X^
Xi+X 2i?+X^s+X4 si & B(l,i? ,fs,si.) --- > (Xx
Y - ^ Y ^ + Y ^ + Y ^ s i + Y ^ s G  B(1,S,...) ----9- (X1
Xı+x2S+X5i+X4^ i+X5sS'eB(1 ,^,i ,...) ----» (Xx
X1+X2S+X5s+X4i+X5si-fX6i?+X7i,s £ B(l, ,s...)->(X1
  ......................................  cebirsel yapıları

ile ifade edilen cümlelere değişik boyuttan, DEĞİŞİK HALKA VE CİSlM Ü 
RINDEN BERKl VEKTÖR UZAYLARI VE BERKl MODÜLLERİ denecektir.

TEOREM: 4.28.23

X1?s+X2i2€B(îs,i?) cümlesi R üzerinden bir vektör uzayı, B(Şs) 
sayı cümlesi üzerinden bir modül oluşturur.

-R üzerinden vektör uzayı oluşturduğuna dair isbat için 
(Bak TEOREM : 4.26.18)

”B(?s) halkası üzerinden bir modül oluşturduğuna gelince:

8'1

10l

11(

12

X x , x 2, x 5 
x 1, x 2, x 5 

x 1, x 2, x 3

X2 ı  X 3 , Y  4

x 2 , x 3 , x 4

^2

V4 
2*•“
2 * • • *X^

x 2 , x 3 , x z

^ 2 * 0 ° 
X ^ . M X
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a ^ a ^ s ,  b1+b2?s ğ B(«?s ); 1+0 oİs«/, t B($s)
X1?s+X2i^ , Y^s+YgiÇ t B(2s,i?) olsun.

(I) (a1+a21s)CX1?s+X2İS)-(a1+a2 )X1Çs4a1X2İ^ t B(fs,i?)
(Iî)(a1+a25s) [(X1 Ss+X2iS) + (Y1?s+Y2iî)^ «.

j^(a^+a2 )Xı^s+^ıX2i ? j + ^(a-^+a2 )Y^?s+a^Y2İ<? j* 
(a1+a2 )(X1+Y1)?s+a1(X2+Y2 )i2 t B(58,i<?)

(III)  j(a^+a2 5s)(b^+b-j^s)| (X̂ S s+X2i  )a(aı+a2^s ) [(^l+^2 ŝ ^^l^ s+X2iS)] î 

sol yan: [ a1b14(a1b2+a2b1+a2b2 )g s *(X1Ss+X2 İ'? )■

(albl+all)2+a2t>l+a2b2^Xl^s+alblX2l^ fcB(Ss,iÇ); sağ yan

(al+a2^8) [(b1+b2 )Xi<5 s+b1X2i^|*
[̂ (a1+a2)(b1+b2)] oX1Ss+a1bJLX2i? t B(Çs,i? )

(IV) (l+0.<2s)(X1?s+X2i'î)-X1,is+X2iV bulunür*

TEQHEM: 4.28.24
%

(X1-X2i)?s-(X1+X2i)i? ,(Y1-Y2i)fs-(Y1+Y2i)i?e B(i«,Çs) ile 
ifade edilen elemanlar için, (+),(.) iç işlemleri 
(♦) f(X1-X2i)Ss-(X1+X2i)i^]+ [(Y1-Y2i)is-(Y1+Y 2i)iS] *

((Xı+Yı)-(X2+Y2)i)Ss-((Xı+Yı)+(X2+Y2)i)i?
(.)(^X1-X2i)?s-(X1+X2i)i?).((Y1-Y2i)Js-(Y1+Y2i)İS)*

[(X1Y1-X2Y2)-(X1Y2+X 2Y1)i]?s«[(X1Y1-X2Y2 ) + (X1Y2+X2Y1)i] İÇ ile 
tanımlanıyorsa B(i^,?s) cümlesi değişimli bir cisimdir,,

Isbat:
(B(£ s,ig), + ) İkilisi bir Abel gurubudur; Y-^-O, X2®0 sıfır elemanı 

oluşturur; değişimli, birleşimli, ters elemanlıdır.
(B(Ss,i<İ),(.)) İkilisi, birleşimli, ( + ) üzerine dağılımlıdır*

X^»l, X.,»lj (1-i)?s-(l+i) İÇ birim elemanı oluşturur* 
(X1-X2i)Çs-(X1+X2i)i? , nun ters elemanı 

Ci/X^x|)J(x1+X2 )-(X1-X2 )iJS8-(lAı+x|) [(X1+X2 ) + (X1-X2 )i] i? dur* 
Halkanın sıfır böleni elemanı bulunmadığı ve her.elemanın da ters 

fcevcut olduğundan bu üçlü bir cisimdir*
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TEOREM: 4.28„25
Teorem: 3.28.24 de verilen B(?8,i^)s Berki cismi a) R, reel aa- 

nlar cismi üzerinden b) C kompleks sayılar cismi üzerinden bir vek- 
;ör uzayı oluşturur,

îsbat: (Bak Teorem 4*26.18)
TEOREM: 4-,28.26
Xl+X2^+X38^* Y^+Y2S+Y3si € B(l,Ç,si) ile ifade edilen elemanlar 

Lçin ( + ) toplam, (.) çarpım denilecek iç işlemler:
(+) (X1+X2S+X 3s İ) + (Y1+Y 2? +Y 3si)-(X1+Y1 ) + (X2+Y2)Ç + (X3-fY3)si 
(.) (X1+X2?+X3si).(Y1+Y2?+Y3si)-

(X1Y1+X3Y 3)+(X1Y 2+X2Y 3+X3Y1-X3Y2 )S+(X1Y 3+X3Y1 )s İ ile tanımlanıyor 
Lee B^ı,î,ai) cümlesi bir halkadır»

Toplam ve çarpım işlemlerinin tanımlanmasında B(l, ,si) elemanla-
tn n m  R, reel sayılar cümlesihin toplama ve çarpma kurallarını koru­

luğu, kinematik faktörlerin ekalerlerle değişimliliği ve
aüne alınmıştır,

i

2§ «0, (si).(si)«l, $si«Ç , si? b- ? bağıntıları gözönüne alınmıştır.
îsbat:
(B(l,S,si),+) İkilisi bir Abel gurubudur; değişimli, birleşimli 

Jlup, sıfır eleman (0+0.£+0.si) dir» Her elemanın tersi vardır»
(B(l, <2,si),( .)) İkilisi, birleşimli ve (+) üzerine dağılımlıdır, 

(l+0.g+0,si) birim elemandır.
(X^+X3)o(X1-X3) ^ 0  için (X1̂ X 3)olan tüm elemanların 
ters elemanı vardır, ve 
(Y-^+Y^+Y^si) nin ters elemanı

X1 0 
X2 X1~X3 X2
X3 0 X1

( l / ( x ^ x | ) ) . ( x 1 - x 2? + x . s i )  d i r o

Halka (.) işlemi açısından değişimli degildir0 
TEOREM: 4.28.27
B(l,$,si) halkası a) R reel sayılar cismi üzerinden bir vektör 

i^ayı b) D dual sayılar halkası üzerinden bir modül oluşturur, 
îsbat:
») Bak: TEOREM: 4.26.18 
b )  * ı + a 2 $ , b 1 + b 2^ £ D ,  1 + O . k û



X1+X2^+X3S^ * Y^+Y^+Y^si g. B(l,^,si) olsun;
(1) i . a ) • (̂ 2_+X2^ +Y3aY) ,"®]_X^+(®'X̂ 2"ta2Xl+a2X3^ ̂  * alX 3a^
(lî) £(a^+a2? )+(^+b2S ̂ 1 (Xl+X2^+X3 si)“

(̂tt-j +b-^)-♦•( a2+b2) (X^+XpÇ+X3si ) "
i a^+b )̂X^+ ’̂v, s-̂ +b-̂  )X2+( a2+b2 )X̂  +( a2+b2 )X2 j  ̂ +(&^+b^)XjSİ 

diğer taraftan
(aı+a2S?).(X1+X2<5+X^3İ) + (b1+b20(X1+X2?+X7>si)*
8,̂ X-|+( a^X2+ao^x"^^2X 3^ ̂  ^ ® ̂-+b^X^ + ( b^X2+b2X^+b2X x ) S +b-^X^6i den
(8j+b^)X-^+s,-^+b^)X2-f (&2+b2)Xj+xa2 "^2 ' X 3  +(&^,fb^)X^si bulunur®

(îii/ ̂ (&2+a2^ ̂ (bl+b2̂  )1 (Xn+X2̂  +Xj6İ)w
(8 ^ + 8 2  )[(b1+b2S)(Xi+X2?+X7si)J dir. Zira eşitliğin sol yanı

I fclbl+^a2bl+alb2^] (X^+X2?+XvSi)a«
r *•

alblXl+ ialulX2+^a2bl'îalb2 ^ Xl+X3^1 ̂  +alblX3s^» eşitliğin
sağ yanı: (a-, +82S)fb1X1+(b1X2+b2X1+b2X3) S +b1X^sij-

alblT̂ l+ [alblx2*(a2bl+alb2 ^ Xl+X3^] ^ a^b^sı bulunur®
(ÎV) (l+0.?).(X1+X2^-»X5si)«X1+X2Ş+X5si olur®

TEOREM: 4.28.28
Xı+X2S+x3iS , Xı+Y2 ^ +Y^i? C. ile ifade edilecek elemanlar

için (+) toplam, (•) çarpım denilecek iç işlemler:
(+)(X1-i.X2S4X3İİ) + (Y1+Y2!?+Y3iS)-(X1+Y1 )-f(X2+Y2)? + (X3+Y 5)i?
( . ) (Xx +X2U X 5İS ) « ( Y!+y2İ + Y5 i? ) «

X1Y1+^X1Y?+X2Y1“X2Y3 ^  + ̂X1Y3>X3Y1"'X3Y3^İ^ » ile tanıE,la^ y o r  ise 
B(l,?,i§) cümlesi değişimli olmayan bir halkadır.

Toplam ve çarpımın tanımlanmasında, B(l,3,i£) nun elemanları için,
* reel sayılar cümlesinin cebir kurallarının korunduğu düşünülmüş, ki- 
ıematik faktörlerin skalerlerle değişimliliği ve 

5 2-o , S.(gi).o, ?i+i?=-l, (İS).(i?)— (İÇ) 
a8mtıları gozönünde bulundurulmuştur®

İsbat:
(B(1,S,i?),+) İkilisi bir Abel gurubudur; değişimli, birleşimli 

luP» sıfır eleman (0+0oİ +0oi?)dur; Ters elemanı vardır®
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xı ~X3 “X3 0 » (X^+X^) + (X2X^-X-,X^) »P yi göstermekte
X2 Xl-X4 -x4 X3 olup, X^X^., X ^ - X 2 olan tüm elemanların

X3 0 xı ~x3 tera elemanları bulunacaktır,,

X4 “X 3 X2 Xı~X4

TEOREM: 4.28c 31

halkası a) R, reel sayılar cismi üzerinden bir vektör 
uzayı b) C kompleks sayılar cismi üzerinden sağdan ve soldan bir vek­
tör uzayı c) D, dual sayılar halkası üzerinden sağdan ve soldan bir 
modül d) B(Si) veya B(i§) Berki sayı cümlesi üzerinden sağdan ve sol­
dan bir modül teşkil eder,

a) Bakî TEOREM: 4 026.13
-  , ,  «

b) a^+a2İ| b-̂ -fÖ2İ £ C j c) b^+b2*? tD j
d) a-^+a^i, b1+b2 ^i alapak bak TEOREM: 4,28.2?

TEOREM: 4.28.32

X1+X2i<Z +Xj*iS+X^si , Y1+Y2İ^+Y^Ss+X/|.s İ £ B(l,i?,<?s,si)
yapısındaki elemanlar için ( + ) toplam, (.) çarpım denecek iç işlemler:
( + )(X1+X2iS+X5?s+X^si) + (Y1+Y2î  +Y5?s+Y4 3İ)-

(Xı+Yı) + (X2+Y2 )i<?+(X5+Y5)?s+(X4 +Y4 )si ve
(.)(X1+X2i2 + X £  s+X4si) ,(Y1+Y2iS+Y5<is+Y4 si)»

(XıY^—X^Y^—X^Y2+X^Y^)+(X2Y2+X2Y2-X2Y2-X^Y^+X^Yj )i^+
( X ^ Y X 2 Y^+X^Yj+X^Y2 s+CX^Y^_—X2Y^+X^Y^+X^Y-)si İle tanımlanıyor 

ise B(l,i^ ,<?3,si) cümlesi değişimli olmayan bir halkadır.
Toplam ve çarpım işlemlerinin tanımlanmasında £(l,i?,?s,si) 

cümlesi elemanlarının reel sayılar cümlesinin toplama ve çarpma ku­
rallarını koruduğu düşünülmüş, kinematik faktörlerin skalerlerle de- 
ğişimliliği ve

S2*0, i2— 1, s2»l, 2 i+i^*-1 s ?s+s2 -1, si+siaO 
bağıntıları ve kompoze kinematik faktörler çarpım tablosu gözönünde 
bulundurulmuştur*

i
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îsbat:
(B(l,i?,§s,si), + ) İkilisinin Abel gurubu olduğu açıktır.
(B(l,i?,?s,si),(.)) İkilisi birleşimli, ( + ) üzerine dağılımlıdır.

(xr x2+x4 )2. (X1+X5-X4 ). (xr x4 )/o 
olan elemanların ters elemanı vardır. 
1+0.i +0. s+O.si birim elemandıro

xı -x4 0 X4-X3
X2 X1~X2 X4 “X3
X3 x4 x1+x3 ~x2
X4 o x4 (xı-x2 )

TEOREM: 4.28.33

B(l,i?,?s,si) cümlesi a) R reel sayılar cismi üzerinden bir vektör 
uzayı b) D, dual sayılar cümlesi üzerinden bir modül c ) B ( i Ç ) s ) 
B(si) Berki sayıları çiimlesi üzerinden bir modül oluşturur. *

îebat: TEOREM 4.28.31
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5«B£ŞlNCÎ KISIM 

GEN ÇARPIM KURALLI KARE MATRÎS HALKALARI 

TEOREM: 5.29.54

(Xuv),(Yuv)(u«.l,2,....n);(v«l,2,... .n) matris elemanları olarak 
(+) toplama, (gk) çarpma (gen çarpım kuralları dizisi) iç işlemleri: 
(♦) (XUV) + (YUV)«(XUV+YUV), (u-1,2,.... n),(v«l,2,..... n)
(•) C^liy)s^(Yuv)"(Zuv)«» 2r«i^ur*Ysv | r+s=np+k, k«0,1,•. • .n—1
ile tanımlanıyorsa (Xuv) matrisleri k-0,1,....n-1 değerleri için ayrı
ayrı halka oluşturur.

(n) e bölünmesinden (1) kalanı elde edilecek, başka bir deyimle (r+s) 
toplamı, toplamı oluşturan her terimde (n+1) edecektir, (g-̂ ) işlemini 
kolaylık olsun diye (o) ile göst3relim.(o) işleminin yalnızca birleşim- 
li olduğunu göstermekle yetinecek, (g-^)'e veya (o) çarpımına çapraz 
kural ve bu işlemle oluşan (nxn)matris halkalarına da, çapraz kurallı 
matris halkaları denecektir.

örneğin, (2x2) matrisleri için halka oluşturan

X11X12\ /Y11Y12\ “/X11Y11+X12Y21 X11Y12+X12Y22\ klas;LİC Çarpım

X21X22/ *1Y21Y2 2 ' \X21Y11+X22Y21 X21Y12+X22Y22J (S0)1:L <?arPim

tsbat: «

k-1 için, (nxn) matrislerinde yapacağız, (r+s) indisler toplamının*

kuralı yanında, (o) çapraz çarpım kuralı da

tır.

n) ile
taniElandığını gözönünde tutarak

rtuv)°<Yuv>-<Au v ) A î uv)0<Wuy)'(Buv) Oİ3un‘
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(Zuv)"(Auv)0(Wuv)“(Xuv)0(Buv) olduÖuau göstereceğiz,
(Zuv) matrisinin u.cu satır, t.ci sütun elemanı

Zut"^r«l ^urw (n+l-r)t veya
* u l - 2 ? . l X u r - î ( n + l _ r ) l .  Au 2 . ^ _ l X u r . Y ( n + 1 . r ) 2 , ....................

Aun"^r-lxur*Y (n+l-r)n

Znt“ re«lxur#Y(n+l-r)lwnt+Y(n+l-r)2w (n-l)t ♦ ............. ♦

Y (n+l-r)n Vlt veY*

Zut“ £?-1 Xur*Y (n+l-r)pcW(n+l-p)t olurî bu sonuçla
(Buv)'nin (t).ci sütun elemanları

Buy*8 -2p ■ 1 Yup *w ( n+ 1-p ) t

Blt" 2p=lY ip‘,W(n+l-p)t,Ezt“^ p « l YzpoW(n+l-p)t, •. • ., 

Bnt“-Sp«lYnp#w(n+l-p)t ♦

zuv*2p«lW ( n+l-p)t * TXunYlp+xu( n-1)Yzp+  +xulYnp 1
^uv-^p-1 2 r a l xur*Y (n+l-r)p°^(n+l-p)t sonucu karşılaştırıldı­

ğında (o) işleminin birleşimliliği gösterilmiş olur, k=l, g^ veya
(o) çapraz çarpım kuralı ile oluşan kare matris halkalarını ile
göstereceğiz. Halkanın (o) işlemine göre etkisiz (birim) elemanı

/O O .....O 1\̂  

O O ...O 1 O
O O ...1 O O

dır. Teorem daha somut, daha aritmetik bir 
biçimde anlatılmak istenirse, örneğin 
k=2, n-3 için

1 O. O O /

X21 X22 X23 
kX31 X 32 x33;

• er**)./ X11 x 12 x13\’ (Yu v W Yll y12 y13\
Y22 y23 j olsun.

W  Y32 y 33^

( V )  E2(Yuv),"(2uv'"-^r»l xur*^sv \ r+s»3p-*-« ; (u»l,2,3)»( v»l »2, 3)
laha açık şekilde



^ l X 11Y 11+X12Y 31+X13Y21 XllY12'*'X12Y32'fX13Y22*"
(xUv ^ 2 (y u v )’(z u v )M x 21t 11<x 22Y j1»x 2 jY21 x 21y 12<x 22y J2+x 2j':22..

\x 31Y11+x 32y 31+x 33Y21 ........................
iur,(g0) işleminin birleşimli olduğunu göstermek yeterli olacaktır,

[ ( V ^ ^ u v ) ]  g2(Wuv)“(Xuv''g2[(Yuv)g2(Uuv)] dogrulanmalıdır.
(xuv^ g2 ̂Yuv^ ” \ ı v  * A 11*X 11Y 11+X12Y31+X13Y21»A12"X 11Y12+X12Y32+X13Y 22î

A13"
( a u v ) K 2 ^ Wu v ^ " Zu v » Z 1 1 “ ^X 1 1 Y 1 1 + X 1 2 Y 3 1 + X 1 3 Y 2 1 ^ W1 1 + ^X1 1 Y 1 2 + X 1 2 Y 3 2 +  

x 1 2 Y 2 2 ^ W3 1 +A 1 3 oW2 1

(yuv)g2^Wuv^“Buv* Bll,,YllWll'!Y12W 31"KY13W21îB21“Y21W ll‘i'y22U31+Y23W21»

(Xuv)S2(Buv)aZu v î Z1î bX11^Y11W 11+Y12W 31+W21Y31'+X12 
^I3r'll‘*'Y32W 31+Y33W21)+Xl>'B31

ıer iki halde de Z-^ elemanlarının eşitliği görülecektir; aynı işlem-
zLer diğer elemanlar için de tekrarlanabilir. Bu halkayı M~ ile göste»

z fl 0 0 \ d
:eceğiz. Halkanın birim elemanı 0 0 1) dır. örneğin n«4 k-2 için

* \ 0 1 0 7
1 0 0\ olur.4 4lo halkanın birim elemanı 0

* M  1 0 0 0
0 0 0 1 

\0 0 1 o
matris halkalar sınıfı- 2+3+4+..... +n-(n-l)(n+2)/2 sayıda halka

Lhtiva eder. Klasik çarpım kurallı matris halkaları (n-2 hariç) bu 
lınıfın elemanı değildir»

TEOREM: 5.29.35

Xuv r , m^ R; gk (k-0,1,2,... e.n-1) gen çarpım kuralları dizİ3i 
(X)»(XUV); Y»(YUV) (u-1,2,•...n),(v«l,2,«•..n);(nxn) matrisleri 

»larak
T),(J_) iç işlemleri :
T): (X)T(Y).(Xu t )T(Yu v ).(Xu v *Yuv)

1): (X) (Y).(XUV) (îuv)-J?j£o mk(xuv)Sk(Yuv)-Zuv- Ya da degişinlilik
öz konusu olmaksızın daha pratik bir yazım şekli ile
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(X)X(Y)-(XUV)X(YUV)-(XUV)( mk*6k ^ Yuv) ile tanl“lanan
(X) matrisleri (ak ) değişen değerlerine (parametresine) göre halka­
lar dizisi oluşturura Halka değişimli olmayan birimli bir halkadır,,

İ3bat:
Kolay ve somut bir yol olarak, teoremin ıı«2, n«3 için doğrulan­

dığını göstereceğiz» n»2 halinde:
(X.) işleminin birleşimli olduğunu göstermek yeterlidir. (X.) işle­

minin ayrıntılı açık ifadesi

z . z u v .  (  1 7 2 ) . S İ . 0 “!k ^ u v ) e i c ( Y u v ) '  
21^22

z rzilzi2>. rxllx 12. ,Y11Y12s J l l x12, Y11y İ2.
“ ( ) - “>0 ( ) B 0 ( ) + E-j(  ) 6t (  )

Z21Z22 X21X22 Y21y 22 ' x 21x 22 " Y 21Y22
uv

LZı2y  j'm0(xııYıı+xi2Y21^+ml^Xily21+x12Yll^mo^xllYl2+x12Y22'Uıa1 ^ 1 ^ 2 +^2Y12
Lz22 ) \mo^X21Yll+x22Y2 1 ^ IDi^X21Y21+X22Y ll^mo^x21Yi2:f:x22Y22^+ml^3k ^ :İ2Y 12 
Lunurc Daha özet cebirsel yapısı

( V P - ^ L l  ra0 CXukYr v ) + ml ( x ukYs v )  İ k + r -2 p , k+s„5 o l u r ;

k+r, n»2 ile bölünmesinden (0) kalanını, k+s, n»2 ile bölünmesinden
(1) kalanını verecektir,,

Burada g0 ‘ın, (2x2) de bilinen klasik matris çarpımını (o);
(g^)'ıu (2x2)de çapraz çarpımı (o) ifade ettiği açıktır»

(X) işleminin birleşimli olduğunu göstermek için öncelikle (o),(o) 
işlemlerinin aralarında birleşimli olduğunu isbatlamamız gerekmektedir 
yani

X 11X1 2 ^ ° /Y

D X21X22

/Y11Y12^ °|U11u 12^
'Y21Y22^ \u 21u 22-

/X11X12' 
VX21X22

/ Y11Y1 2 \  °ixxllnl2] 

VY21Y22J U21U22-

doğrulanması demektir. Eşitliğin sol yanı:

fXllx12\ (y 11y 12\
lX21x22/ \Y21Y22.! '

u ı ı u ı ; |X11Y11+X12Y21 X11Y12+X12Y22\ |u11u12\ 

lu21a22İ ^ 2 1 Y11+X22Y21 x21Y12+x22Y22y \U21U22İ
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Iyii+Xi2y2i)u21+ X̂11Y12+X12Y22^u11 X̂11Y11+X12Y21 û22+ X̂11Y12+X12Y22^u12N\
LYl l +X22Y2 1 )u2 1 +(X21Y1 2 +X22Y2 2 ) ul l  ( x 21Yl l +x22Y2 l ) u22+ ( x 21Y12+x22Y2 2 ) u1 2 '  

Eşitliğin sag yanı:

LX12\

LX22j

/Y 11Y12N /ullul^ 
1Y21Y22) \u 21u 22̂

/X11X12>
\x21x22

^Yllu21+Y12ull)^Y llu22+Y12u12)
( Y21u21+Y22ull)Cy21u22+y22u12^-

L̂ Y11u 21+Y12u 11^+X12^Y21u 21+Y22u 11') x 11^y 11u 22+y 12u 12)+x 12^y 21u 22+y 22u12

L(YU u2i+Y i2ull)+x22CY21u21+Y22ull) x2l(Yllu22+Y12u12)+x22(Y21u22+Y22ui2 
sonuçları ile iki yanın eşitliği gösterilmiş olur; buna göre

X - / X n xı2\ Y=^Y ııYı2\ u “|u 11u 12\ 136
VX21X22/ [ y 21Y2 2 İ lu21u22/

(Xix )i.n_Xi(Yiu) ' olduğunu kanıtlayacağız.,
(X-LY)*s>0(X) • (Y)+mx(X) o(Y) olduğuna göre eşitliğin sol yanı:
(X1Y) *u->Q0(x)e.(Yİ-u)+m1(X)o(Y±u)
(XlY)Xu-[u:0(X)(o)+m1(X)(o)] [ e q (  Y) o(u)+Cîl(Y)o(u)J 
(XlY)l-ua.m2(x)o(Y).(u)+a0m1(X)o(Y0u) +

o0m 1(X)o(Y.u)+m^(X)o(You), diğer taraf 
Xl(Yl.u)-(X)l-[ao(Y.u)+a1(You)J
Xl-(Yi.u)BiB0(X)[ffi0(You)+m1(You)] +m1(X)o^a0(Y.u)+m1(You)]

■=S3q (X) •(YoU)+mom 1(X)o(You) +
pB0ml(X)o(YoU)+mj(X)o(You) sonu<5larıyla (•) ve (°) işlemle­

rinin birleşimi iliği gözönünde tutulduğunda (_l_) işleminin birleşimli- 
liği kanıtlanmış olur0

mo , n^'in değişen değerlerine göre (T),(_L) işlemleri değişik 
halkalar tanımlar ve halkalar bir sınıf teşkil eder; mo , m^ e  R olarak 
H içinde o ikili permütasyon adedi sonsuz olacağından (2x2) genC 1
çarpım kurallı matris kombinezonları diyeceğimiz halka sınıfında son­
suz sayıda halka bulunur0 Halkaların birim elemanı (+) işaretleri de 
gösöniine alındığında

i» l/(m^Tmf)( )dır0 ( ) nin ters elemanı
ml~mo X21X22
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P * ( ' V D1 )(x n Y 22“X12X21^ göstermek üzere: 
yll“ [mo^moX22+mlX2l)“ml(mox12+mlxll)l /p 
y 12“ [*'ao^mûX12+alxll)~ml(mox22+mlx21)] /p 
Y2ı=[ -ra0 ^nıox21"ralX22)+ınl^ıaoxll“mlx12)] /p 
Y22= [no^rDoXll~mlX 12)+ml^D3ox21~IDlx22^1 /P °lur*
n=3 halinde» gen çarpım kurallı matris kombinezonları halka sını­

fını ve bir elemanını aşağıdaki şekilde ifade edeceğiz,

(Zuv)= -^»l mo^XukYrv^+ml^XukYsv^+m2^XukYtv)
(k+r) nin (n) ile bölümü (0) kalanını, (k+s)'in (n) ile bölümü 

(1) kalanını, (k+t)*nin (n) ile bölümü (2) kalanını verecektir».
Halkanın (-L) işlemine göre (1) etkisiz birim elemanı

2 2 2 - 
■̂ o“alm2“’mo * Pl™*DoQ2”al * ^2",aoml-m2 *
N* B0L0+mıLı+m2Ii2 ile gösterildiğinde

/ L2LoLl'
LqL1L 2  I olur, örneğin:

2 2

1*0
i O 1 O

«1 m, =0 m.^-0 için birim eleman: i- 1 0 0
1 d lo O 1 yy\ -

O 0 l\ w,°= o
m ««O m, d  mo=0 için birim eleman: £ = 0 1 0 )  ve wı'*1 1‘rlva
0 1 1 O 0/ l

t i  O 0\
< = ’ O O 1 \ bulunuro1° ı o i
TEOREM: 5.29«35 ile ortayan konan gen çarpım kurallı, matris kom­

binezonları cümlesi değişimli olmayan birimli halkalar olmakta (2x2). 
kombinezonları hariç, klasik çarpım kurallı matris halkaları bu sınıfa 
ait bulunmamaktadıro

n
Eu sınıfda m ,n1 ,...•®E_1 & R değer takımı için<2,k=1(k)=2^-l

sayıda halka bulunmaktadır. (k ) burada n sayıda ®o ,m1.....®l,**,mn-l
elemanlarının (k) lı kombinezonlarını ifade etmektedir, örneğin (2x2) 
matrisleri ve takımı için kombinezon sayısı (3)dür. R içinde
(n) eleıaaniı ,. *. . değer takım kombinezonları sonsuz sayıda
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olduğundan (nxn) matrisleri kombinezonları halka sınıfında sonsuz 
sayıda halka var demektir.

TANIM: 5-30- GEN ÇARPIMLI (2x2) MATRÎS KOMBİNEZONLARI 
CÎSÎMLER ALT SINIFI VE QUATERNÎONLAR CÎSÎMt

a) CİSİMLER ALT SINIFI
TEOREM : 5»29.35'in n»2 için (2x2) matrisleri konusunda isbat 

edilen gen çarpım kurallı

| / Z11Z12\ “ / X11Xl^l/YllY12^ "
I \Z21Z22 ) \ x21x22' \Y21 r 22>

V XllYll+Xl2Y2l)+ml(X llY21“x12Yll) mo^XllYI2+x12Y22)+ml^xllY22+X12Y12^\
®o(x21Yll+X22T2l)+ml^X2lY2I”'X22Yll^ mo(x21Yl2+x22Y22)+ml(X21Y22+X22Y 1 2 V  

matris kombinezonları sınıfının
rı ^  O O

m^ + mj^O ve mo-m|^.0, x22~x12x21/^0 koşullarının belirlediği
sınıfa gen çarpım kurallı (2x2) matris kombinezonları sınıfının cisim 
ler alt cümlesi diyeceğiz0

Z-̂ o, Z22 elemanlarını belirleyen ifadede (-) halin alınması tak­
dirinde cisimler sınıfının (£) birim elemanı

m m  X X
£ o(l/m^+m^)( 0 ■*■) ve ( -̂£-)' nin ters elemanının

ml mo x21x22
o pP“(mo-aiî)^xllx22~x12x21^/t 0 olarak n»2 isbatmda gösterilen

Yll"[mo^,i,ox22+mlx2 1 ^ m l̂ '!'ox12+mlxl l Ü  &

Y 1 2 - [ - % ( % x 12+mlxn > - Bl(m ox22'1-,nlx2l)J &
................ ........ o  ...........  olacağı bilinmektedir.
b) QUATERNİONLAR
Gen çarpım kurallı (2x2) matris kombinezonları cisimler alt sı­

nıfının (-) koşulunda eo«1, Eh"0 değerleri ve X-q-A+CÎ, X^ 2 »B+DÎ 
X2 ^«-B+Dl, Xo2öA-CÎ elemanlarının belirlediği cisime QUATERNlON denir0 
W.R.HAMlLTON tarafından (İrlandalI matematikçi) 1844- de tebliğ edil­
miştir.
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X X  Y YCismin birim elemanı î » ( Q ?)ve ( 11 12)»nin ( 11 12) t§rs elemanı
X21X22 Y2lY22

P«A2+B2+C2+D2 olarak Y1;lj,(a -Cİ)/P; Y12— (B+Dl)/P
y21— (-B+DÎ)/P; Y?2-(A+CÎ)/P dıro

c) QUAT£RNlON SINIFI
Gen çarpım kurallı (2x2) matris kombinezonları cisimler sınıfının

(-) koşulunda Y-j^moA+mji, Xi2 -®qi+ia0D, x21**mli“m0D,X22*,moA~fflli ele­
manlarının oluşturduğu matrisler cismine quaternionlar sınıfı denecek 
tir.

m -m-, Y, - Y-ı nQuaternion sınıfının birim elemanı £«( 0 -1) ve ( 11
ml mo y 21y22

2 ? r 2 2 2 2ters elemanı P*(mo+m^) [ m0( A +DC‘) + 2ej ] olarak

Yll” ] mo[^ao-ml) A-^m0m1b] -mı(m2+m2 )lj- /p

EOJr~i
İM [ “mo [ )°+2m0m1A 'j +m1(m2+m^)i|/P

Y21" •fm0 [ (m2-mf)D+2m0m1A] 2 2 1 +m1(°0+m1)i i
y 22“ ;[mc [ (m2-m2 )A-2m0m1D]

2 2 )+m-j(m0+m2 )i v /P bulunur.

TEOREM: 5. 29 *36

Xu v ’Yuv»mo»ml £ R ve ^Xuv^ *^Yuv^’(2x2) matrisleri olarak 
(T),(A) iç işlemleri:

(T)/XnXı2\ /Yn Y12\ - i Xn + Yn  X12+y i 2 \

1X21X22/T \Y21Y22/ VX21+ î2İ X22+Y2 2 /

XllX1 2 W YllY 12\"/moXllYll+ml(XllY21+X12Yll) moXllY12+mi(X11Y22+X12Y12^
X21X22J \Y21Y2 2 ' \moX21Y ll+n,l(‘X21Y21+X22Y ll') moX21Y12+ml (̂X21Y22+X22Y12').

veya :

XllX12\A'/YllY12\ =/moX 1 2 Y 2 1 +ml(>XllY 2 1 +X 1 2 Yll^ moX12Yl2+!Dl^Xl2Y22+X22Y12^ \
Y21Y2 2 ) \moX22Y21+ml^X21Y214X22Yll^ EJoX22Y22+0lCx21Y22+X22Y1 2 V  

ile tanımlanmış ise (X) matris cümlesi değişimli olmayan birimli
halka dizisi oluşturur.

Isbat:
/

Yalnız (A) tanımı için birleşimlilik kanıtlanacak, istenirse (A) 
benzer yolla doğrulanabilecektir.

X21x22;



I

(
eşitliğin her iki yanında bir elemanın örneğin (z^)»in eşitliğini 
ayrıntılı olarak gösterecek, diğerlerinin eşitliğini isteyen okuyu­
cuya bırakacağız* Eşitliğin sol yanında (z^) elemanı

TEOREM: >«29*36 ile verilen parametrelerine bağlı olarak
ortaya konan (2x2) matris halkalar sınıfına DUAL ÇARPIMLI (2x2) MATRİS 
KOMBİNEZONLARI HALKA SINIRI denecektir*,

TANIM: 5*30-(2x2) MATRİSLERİNDE DUAL CİSİMLER SINIFI 
TEOREM: 5*29*36 daki dual çarpıtalı (2x2) matris kombinezonları 

halka sınıfında o ^ O ,  m ^ O  ve
Xn -A+Bİ « Xİ2e*g+1)İ » X2 2 =C-Di, X 2 p»”A+Eİ koşullarının belirlediği 

sınıfa (2x2) matrislerinde dual cisimler sınıfı denecektir0

Ill»-Xıı/P; X12-(!İl0X11+m1X2i)/îElP» Y2ı-(m0xll+mlx12)/mlP
 ̂ p

Y22="Liao^îCoXll+î3lX12)+ınl^Inox2l+,1Dlx22)] /S1 p olur-



6 oALTINCI KISIM

R2 BE CİSİMLERİ VE HALKALARI SINIFLAMA YÖNTEMİ VE 
R2 DE QUATERNİON, FORM QUATERNİON, DEFORM QUAT£RNlON 

MİNUMUM QUATERNİON

TANIM: 6.31- R2 DE CİSİMLER VE HALKALAR SINIFI

o . . . . . .

Jl de, elemanları bir dizi cisim veya halka olan cümleye cisimler
sınıfı veya halkalar sınıfı denecektir,,

TEOREM: 6.31.37
? ? P(X1 ,X2 )*(Y1Y2 ) £ R  ve m,n e,R, (m +rı^O) önceden seçilmiş paramet­

reler olarak (T),(-L) iç işlemleri:
(T):(X1,X2)T(Y1,Y2)-(X1+Y1 , X2+Y2 ) £ R 2
(i.):(Y1>x2U ( Y 1,Y2 )»[m(X1Y1-X^Y2)-n(X1Y2+X2Y1),n(X1Y1-X2Y2)+a(X1Y2+X2Y1)]

pile tanımlanan R (m,n) cümleleri birimli, değişimli cisimlerdir,, 
îsbat:
(T) iç işleminin gerekli koşulları sağladığı açıktır. (-İ-) iç işle­

minin birleşimlilik ve (T) üzerine dağılımlılık değişimlilik nitelikleri 
teoremin hipotezinden kolayca gösterilebilire.

p o 2 2(A.) işleminin birim elemanı £_-(m/(m +nw) ,-n/(m +n ))
2(R (m,n),-L) gurubu (T) nin £ q (0,0) elemanını içermez; zira:

^(X^tXp) G, R2 (m,n) için (R2(m,n) ,T,.l) üçlüsü
(Xı,X2 )l(Y1 ,Y2 )«= i *.(m/(m2+n2 ) j-n/Cn^+n2)) olan bir (Y1 ,Y2 ) nin 

varlığını gerektirir ki bu,
Y1-((m2-n2)X1-2mnX2)/(m2+n2)?(X2+X2)
Y2»-( (m2-n2)X2+2mnX1)/(m2+n2)X. (X2+X2)dur.

(X1,X2)-(OsO) elemanı için (Y1,Y2 ) mevcut olmadığından (X) işlemine 
göre (0,0) ̂ ( R 2 (m,n),-L) dır.

2Bu teorem ile cisimler cümlesi olduğu saptanan R (m,n) cümlesine 
KOMFLEKS CÎSÎMLER SINIFI denecek ve (j)(m,n) notasyonu ile gösterilecek- 
tir„
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TANIM: 6.32-KOMPLEKS SAYI CÜMLELERİ SINIFI
2 2XltX2 ,m,n feR (m +n^0) öacsdeıı seçilsış parametreler olarak: 

(t&X^-nX2 ) + (nX^.1mX 2 )i, yapılı sayılara kompleks sayı cümleleri sınıfı 
adı verilecek ve C(m,n) ile ifade edilecektir*

TEORüM: 6.32.38
(£,(m,n) cisim sınıfı ile C(m,n) kompleks sayı çümleleri sınıfı 

(T)»(-i“) ve (+)»(•) işlemlerine göre izomorftur*
Î3bat:
(Xı,X2 )6(p'(m»n )y->(®Xı“nX2 ) + (nXı+oX 2 )i 6 C(m,n)

Ŷ 1*Y2^6 C^(1DD*n )-^»(mYı"nY2^‘*"̂ n^l+mY2^i ^ C(m,n) olsun 
(T),(+) işlemleri açısından:

(T)(X1,X2)T(y1Y2)-(X1+Y1 ,X2+Y2>e ^  (E ın )
•*û

( + ) [CmX1-nX2 ) + (nX1+mX2i)] + [(mYj-nYgMnYj+mYg)!]- 
m(X1+Y1)-n(X2+Y2 ) + [ntt^+Y^+mUg+Y^] i 
(X^+Y^ ,X2 +Y2)-̂  m (X^ + ) —n(X2+Y2 ) + (,®(X^+Yj )+®(Xp+Y2 ){ i 

(-L)»(«) işlemleri açısından:
(-L)(X1 ,X2 )i^Y1 ,Y2 )-[m(X1Y1-X2Y2),fn(X1Y2+X2Y1)tn(X1Y]L-X2Y2 )+m(X1Y2+X2Yı: 
(.) [ ( ^ - 1 1X 2 ) + (nX1+mX2)i] o[(mY^-nY2) + (nY1+mY2 )i]®

m [m (X Y ,  -X2Y2 )~n(X1Y2 +X2* 1 )j -n jn(X , Y_L-X2Y2 ) + m(X1Y2 +X?Yj )] +

|n[m(X-.Y2-x2Y2 ^ n ^XlY2+X2Yl^ +m [a(Xı*1~X2Y2'+m(XlY2+X2Yl)]} i olur* 
Bu sonuçla *) işlemlerinin izomorf olduğu anlaşılır

i
TANIM: 6.33~P0RM QUATER$ıON 
2R de, cisim teşkil eden ve tanımlananiıç işlemleri karşısında

* < ' ■;
1elemanları belirli bir yapı özelliğini koruyan cümlelere form quater~

: j :
nionlar denecektir*

TEOREM: 6*33.39
,2 „2

I M■ 1

X-, ,X0»m.n b E; m n önceden seçilmiş (m-^n^O) parabetre ler olarak.1 2 * î i l i '  ' *
J. 1 i f > > .(mX..+nXol ûiX0-nX1 )£ (|(m,n) cisimler sınıfına dahil elemanların 

oluşturduğu<£,(m,n) nin alt sınıfı form quaternion sınıfı oluşturur..



îsbat:
(£0 ,1 1) cisimler sınıfına dahil olarak tanımlanan 
(mX^-»-nX2 i®X2 “iıX]_) elemanlar cümlesinin(£(ta,n) nin iç işlemleri 

muvacehesinde yapısal özelliğini koruduğunu saptamak gereklidir,,
(T) İÇ işlem karşısında

(ffiX1 +nX 0 ,mX2 -nX^ )T(înY1 +nYp,aY2 -nY^)*«
fs(i+Y-^ )->-n(X<5 +Yp) » m (Xp+Yp)+n(X^+Yj )j ve (-İ-) iç işlemi 
(eX-j +nXQ 1 mX2-nX^ )d-C mY^--nY2 mİ p~nY^

(n2 +n2 )[a(X 1 Y 1 +X2 Y 2 )+n(xıY 2 +X2 Yl)» ®UjYg+YgY-j^-t-nUjYj-igYp)] veya 
(!■}.»X2^ * ̂ Y1 *Y2^ &
(Xl,X2 )±(Tı,T2 ).(X,YÎ olduğu takdirde 
[(mX. +hX2 , mX 2 -nX 1  )J.( mY 1 +nY2 , mYp-İD^ ̂
[(™2~.n2 )X+2mnY > (m2-n2)Y-2mnXİ olduğunu görürüzcL ‘ » J
TANIM: 6 0 $4- MÎNUMUM QÜATERNÎON
(£(mtn) kompleks cisimler sınıfı içinde tanımlanabilir form qua- 

ternionlara MlNUMUM QUATERNÎONLAR denecektir»
CxC den daha küçük boyutta bir form quaternion tanımı mümkün olma 

lığından minumum deyimi kullanılmıştır»
TEOREM: 6.34-*40
Teorem 6.33*39 da (mX-^+nX0 îmX 2 -nXj) £ {£. (®,n) forıa quaternionlar 

ıınıfının
a^+n2 -l, m>l veya m<d-l koşullarının belirlediği alt sınıflar 

j inumum quaternionlardır» 
îsbat:
Teoremin hipotezini oluşturan koşullarda örneğin 
- W 2 , n«i, (m2 +n2 «l) değerleri için 
(EX1 +nX9, «ünmi» form quaternion
(^2X1 +X2 i» v/2X2 -Xfi) olarak ve yine örneğin m-l/3 , n- 1 / 2 i

O
İÇİnCv/^Yı+v^pi, Vr3X2“V/2X1i) olarak G de tanımlanmış olur. Ve bunlar 
$■(*»,n) cisimler sınıfının birer elemanı olan cisim cümleleridir»
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Bu sınıfı Q2(ffi,n) veya Q2(ta +n -1) ile göstereceğiz,,
TANIM: 6.35-(S) FAKTÖRLÜ HALKALAR SINIFI

2 2 2 (X^»X2 ) 1 (Yi»Y2 ) G R1" ve m,n R, (m +n^-0) önceden seçilmiş para­
metreler olarak T, L iç işlemleri 

, (T) (X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2)=(X1+Y 1 ,X2+Y2) £ R2 ve 
(J_) (Xx »X2 )j_C Y^ jY2 ) «■ £0»( X^ Y-^+X2Y2) +n(X^Yp+X2^]_) >**( Y^+Y2Y 2)+m(X-^Y2+X2Y-j 
ile tanımlanan R2 (m,n) cümleleri (S) FAKTÖRLÜ HALKALAR SINIFI Teşkil 
eder, ' '

Isbat:
pîç işlemleri teoremin hipotezi ile tanımlanan R ‘ (o,n) cümlele­

rinin bir- halka olduğu-, daha sonra, m,n'nin, belirli değerleri için,
*m,n nin değişik değerlerine göre teşkil olunan halka sınıfı içinde,

f(s) faktörlü halkanın bulunduğunu göstermek gerekmektedir*
(T) iç işleminin, Abel gurubunun gerektirdiği koşulları sağladığı 

açıktır. Sıfır eleman e. *(0,0)dıro
(-L) iç işleminin birleşimlilik, (T) üzerine dağılımlılık nitelik­

leri hipotezden ayrıca görülebilmektedir* (JL) nin etkisiz (birim)
P P P Pelemanı 1 «(mXm -n ), ^n/Cm -n )) dir. (i_) işlemine göre

V-(X1,X2 ) £ R2(a,n) nin, (YlSY2) ters elemanı :
(X1,X2 )x(Y1 ,Y2 )-(m/(m2-n2 ), -n/(m2-n2)) den

Yx -  [(m2+n2)X1+2mnX2l/(m2-n2jl ( X 2 - x | )

Y2=- [(m2+n2 )X2+2mnX1]/(m2-n2) (X2-x|) olur. X-^ X2 olan bütün ele­
manların ters elemanları mevcut olur*

.

(S) FAKTÖRLÜ HALKALAR SINIFI denen bu matematik yapılar a«l, n-0 
a $(1,0),(s) faktörlü halkayı tanımlar*

TANII1: 6*35-(S) FAKTÖRLÜ SAYI CÜMLELERİ SINIFI

X,,XP , m,n€ R; (m2+n^tO) önceden seçilmiş parametreler olarak: 
(ıaX1+nX0) + (nX1+mX2 )3 , (s2«l) yapısındaki sayılara (s) faktörlü sayı 
cümleleri sınıfı denecek ve s^m,n,/ ile ııade edilecektir*
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îsbat:
(j,(ra,n) cisimler sınıfına dahil olarak tanımlanan 
(mX^-»-nX2 elemanlar cümlesinin(£(m,n) nin iç işlemleri 

muvacehesinde yapısal özelliğini koruduğunu saptamak gereklidir»
(T) İÇ işlem karşısında

(mX1+nX0,mX2~hX^ )T(îûY^+nYp ,aY2--nY^)- 

jm(X1+Y1)+n(X2+Y2)* a(X2+Y2)+n(x l+Yl)]ve (4-) iç işlemi 
(mX-, +nX2»®X2-nX1 ) X ( a X 1 - n Y 2 ) Jt m Yg-nY^)»

(E2+n2)[m(X1Y1-*-X2 Y 2 )+n(xıY 2 +X2 Yl^* “ (S^+YgYj^t-nUjYj-YgYg)] veya 
(Xıfx2 ),(Yı,Y2 )fc(t:(m,n)
(x 1 ,X2 )x(Yi,Y2 )=(X,y5 olduğu takdirde 
[( mX, +hX2 »mX2-hX1 j_l( mY^ +nY£»a ^ - ü Y ^  )\
(V“2-;n2 )X+2ınnYt (m2-n2)Y-2mnXİ olduğunu görürüz»
L  t  J

TANIK: 6 »34- MlNUMUM QUATERNlON
(t^(m,n) kompleks cisimler sınıfı içinde tanımlanabilir fora qua- 

ternionlara MÎNUMUM QUATERNlONLAR denecektir»
CxC den daha lcüçük boyutta bir form quaternion tanımı mümkün olma 

lığından minumum deyimi kullanılmıştır»
TEOREM: 6.34»40
Teorem 6.33®39 da (mX^+nX0,mX2-”iiX^) £ (£. (m,n) forta quaternionlar 

iinıfınm
a2+n2»l, m)>l veya m^-l koşullarının belirlediği alt sınıflar 

iinumum qııaternionlardır» 
îsbat:

• Teoremin hipotezini oluşturan koşullarda örneğin 
« / â ,  n«i, (m2+n2«l) değerleri için 
(e X1+hX-,, mX2-hX1) «ünmii form quaternion
(vr2 X1+X2 İ» \Z2X2“'x1İ  ̂ olarak ve yine örneğin m-l/3 , n» '<2 i

_ _ _ Q
için(\A3x^+^2X2ii Vr3X2“Vr2X1i) olarak G de tanımlanmış olur» Ve bunlar 
$-(ta,n) cisimler sınıfının birer elemanı olan cisim cümleleridir»



Bu sınıfı (^(n^n) veya Q2(m +n »1) ile göstereceğiz»
TANIM: 6.35-(S) FAKTÖRLÜ HALKALAR SINIFI

2 2 2 (Xı *X2 ) ’ (^1 »^2^ G R ve m,n R, (m“+n^-0) önceden seçilmiş para­
metreler olarak T, JL iç işlemleri 
(T) (X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2)=(X1+Y 1 ,X2+Y2) £ R2 ve
(J_) (Xx ,X2 )_l(Y1 ,Y2 )-I3 (^x^1+^ 2Y2) +n(X^Y2+X2Yı) ,n(X^ Y^+X2Y2)+m(X-^Y2+X2Y-̂  
ile tanımlanan R2 (m,n) cümleleri (S) FAKTÖRLÜ HALKALAR SINIFI Teşkil 
eder.

îsbat:
pIç işlemleri teoremin hipotezi ile tanımlanan R (m,n) cümlele­

rinin bir- halka olduğu, daha sonra, m,n'nin, belirli değerleri için, 
m,n nin değişik değerlerine göre teşkil olunan halka sınıfı içinde,

t(s) faktörlü halkanın bulunduğunu göstermek gerekmektedir,,
(T) iç işleminin, Abel gurubunun gerektirdiği koşulları sağladığı 

açıktır. Sıfır eleman Ç, «(0,0)dır»
(-L) iç işleminin birleşimlilik, (T) üzerine dağılımlılık nitelik­

leri hipotezden ayrıca görülebilmektedir. ( J l)  nin etkisiz (birim)
P P P Pelemanı £ «(mXm -n ), Tn/(m -n )) dir. (!_) işlemine göre

V-(X-| »X2 ) £ R2(m,n) nin, (Y-L,Y2) ters elemanı :
(X1,X2 )x(Y1 ,Y2 )-(m/(m2-n2), -n/(m^-n2)) den
Y1«» [(m2+n2 )X1-f2mnX2]/(m2-n2jl (X2-x |)

Y2=- [(m2+n2 )X2+2mnX1] /(m2-n2) (X2-x |)  olur. X2 olan bütün ele­
manların ters elemanları mevcut olur.

(S) FAKTÖRLÜ HALKALAR SINIFI denen bu matematik yapılar a«l, n-0 
n $(1,0),(s) faktörlü halkayı tanımlar»

TANIM: 6.35-(S) FAKTÖRLÜ SAYI CÜMLELERİ SINIFI

X1 ,X2 , m,n£ R; (m2+n^t0) önceden seçilmiş parametreler olarak: 
(mX1+nX2 )+(nX1+mX2 )s, (s2«l) yapısındaki sayılara (s) faktörlü sayı 
cümleleri sınıfı denecek ve s^m,n,; ile ılade edilecektir»

■ ■ ■  ___ lua—  ........... — M   I  1 -------------------------------------------   F
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ve - l < n < l  için, m,n değerlerinin tayin edeceği (m,n) halkaları 
AQUATERNİONLAR SINIFI oluşturur.

Ishat:
Teoremin hipotezini oluşturan koşullarda örneğin 
n»l/2, m»+(v/5/2)i, (m2-n^«-l) değerleri için 

[(În/3/2)iX1-(l/2)X2 , (Tv/3/2)İX2-(1/2)X1] olarak ve yine örneğin 
n*l/3» m«(+ 2v/2/3)i (m^-n2)»-! değerleri için
^(72'/2/3)iX1-(l/3)X2 » (+2\/2/3)İX2-(1/3)X1^ olarak C2 de tanımlanmış 
olur ve bunlar defona quatemionlar sınıfının bir alt sınıfını oluştu­
rurlar.

2 2Aquaternion sınıflarını da Qî,(m,n), Q£ (m -n «-1) ile ifade ede- 
ceğisfs

TANIM: 6.38- DUAL HALKALAR SINIFI 
* f •• 2 Çarpmada, içerdiği parametrelerin değerlerine gore R de bir dizi

halka oluşturup, parametrelerin belirli bir durumunda Dual sayılar
.

halkasını tanımlayan halka dizisine dual halkalar sınıfı denilecek 
ve{j)(m,n) ile gösterilecektir.

TEOREM: 6.38.44-
2 2. 2 (X1,XP), (Y-, ,Y2 ) e R ve m , n e R  (m + n ^ 0  önceden seçilmiş parametre­

ler olarak, T,.Liç işlemleri :
(T) (x 1 ,x 2)t (y 1 ,y 2 )-(x 1+y 1 ,x 2+y 2 )e r y

(-L) (X1,X2 ) (Y1 ,Y2 )-[mXiY 1 ,nX1Y1+m(X1Y2+X2Y1)j e ile, tanımlanan 
2R (m,n) cümleleri Dual halkalar sınıfını teşkil eder0 

îsbat:
2İç işlemleri teoremin hipotezi ile tanımlanan R“ (m,n) cümleleri- 

-'n önce bir halka olduğu, daha sonra m,xı nin belirli değerleri için, 
®»n nin değişik değerlerine göre teşkil olunan halka sınıfı içinde 
4ual sayılar halkasının bulunduğunu göstermek gerekmektedir.

(-u) iç işleminin, birleşimlilik ve (T) üzerine dagılımlılık nite­
liği hipotezden görülebilir; (T) iç işleminin ise Abel gurubunun ge­
rektirdiği koşulları sağladığı açıktır.
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(X) nin etkisiz birim elemanı i  «('l/m,-n/m2) ve dual birim
? s(Û, l/m) dir; ( ) işlemine göre, (X^,X2)nin (Y^,Y2) ters elemanı

2 ■'SY-̂ « l/m X-p Y 2 «-(2 nX^ + mX 2 )/m olur; '^ı^= O. olan elemanların
ters elemanları mevcuttur.

Dual sayı halkaları sınıfı denen bu matematik yapılar mal, n*Q;
(1,0) dual sayılar halkasını tanımlar0
TANIM: 6.39- DUAL SAYI CÜMLELERİ SINIFI

p OX^,X2 ,m,n£R (m +n^=0 önceden seçilmiş parametreler olarak), 
mX^+(0 X 2 +1 1X 2 )? yapılı sayılara, dual sayı cümleleri sınıfı denecek va 
D(rasn) ile ifade edilecektir.
—  TEOREM: 6.39.4-5

^(m,n) dual halkalar sınıfı ile D (m,n) dual sayı cümleleri 
ainıfı, (T),(X) ve ( + ),(.) işlemlerine göre izomorftur,, 

îsbat:
( X ^ X 2 ) £ ̂ (m.n) mX-,+(mX2+ h X  ) 2 e D(m,n)
(Yl,Y2 )e (a,n ) -^mYı + (mY2-fnYı) ? e D(m,n) olarak (T),(+) işlem­

leri açısından
(T) (X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2)-(X1^Y1 ,X2+Y2 )£ İİ>(ffiîn )
( + ) |mX1+(mX24-nX^)?] +[mY1 + (mY2+nY-,L)?] *

m(X1+Yl)-*-[m(XP+Y2 )+n(Xı+Yı)]? ve (X),(c) işlemleri açısından 
(X) (X1 ,X2 )X(Y1 ,Y2)«[mX1Y1 , nXxY1+m(X1Y2+X2Y1)?j 

[mX1+(mX2+nX1 )S] . [mY1+(nY2+nY1)?J-
m(mX1Y1 ) + [m(nX1Y1+m(X1Y2+X2Y1))+n(X1Y1 )] § sonuçları izomorfizmi 
(a,0)-«.a(m+n?); ve (0,b)_>mbS’ dur.
TANIM: 6.39» DUAL DEFOEM QUATERNlON

Eleman yapıları parametrik özel bir yapıda olup, iç işlemler 
karşısında elemanların yapı özelliğini koruyan vo parametrelerin özel 
bir durumunda dual sayılar halkasını veren cisim olmayan halka nitelik­
li cümlelere DUAL DEFORM QUATERNlON denecektir.
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TEOREM: 6*39»4-5
^1*^2* E »n ® (m +n^AO önceden seçilmiş parametreler olarak 

(eXx , ©X2-nX^)£ lî)(®,n) dual halka sınıfları deform quaternionlardır. 
îsbat:
Sadeceib(m,n) halka sınıfının iç işlemleri karşısında, eleman 

niteliğinin korunduğu ve e ,r  nin değerleri için dual sayılar halka­
sını belirlediği saptanacaktır* (T) ve (X) iç işlemleri :
(T )  ( taY-  ̂vmX2 - n X 1 ) T ( mY-^, mYp-nY-. )»

[m(X1+Y1), m(X2+Y2 )-n(X1-Y1)]
(X) (mXj ,mX2 --nX1 ) X ( o Y i , raY^-nY^)*

m2 [nX1Y1 , m(X1Y2+X2Y1 )-nX1Y1)]•dur ve bu sonuçla (T),(X) iç iş­
lemleri ile elemanların yapı Özelliğinin korunduğu görülmektedir* 

TANIM: 6.4C- DUAL AQUATERNÎON
f2 1 C de, tanımlanabilir dual deform quaternionlara dual aquaternion

denecektir.
TEOREM: 6»4-0.4-6

OTeorem 6.39o4-6 da a) m~»-l, n e R ;  b) n»-l, m £ R değerlerinin ta­
nımladığı dual deform quaternionları aquaterniondur. 

îsbat:
a) a **-l veya n«l e n & R  için 
(bîX^|n ı X t ) -— *riX^^ +İX2<*"X-̂ ) ve
b) n «-I, veya n«+i, m e R  (örneğin m»l) için

p(mX-pmX2--nX1 ) ~ > ( X k C de tanımlanmış olacaktır*
TANIM: 6.41- HELİSEL CÎSÎMLER SINIFI

i !• ......... I 2
Çarpımda içerdiği parametrelerin değerlerine göre R'~ de bir dizi

cisim oluşturup, parametrelerin belirli bir durumunda, helisel cismi
tanımlayan cisimler dizisine HELİSEL CİSİMLER SINIFI denecek ve $  (a,n
ila gösterilecektir*

TEOREM:. 6*41.47
(X- ,Xo),(Y1 ,Y2 ) £ R2 ve m , n e R  (m^+n|aO önceden seçilmiş paramet­

reler olarakj (T) , (X.) iç işlemleri:
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I (T) (X| ?Y2 )T (  îYp)*»(X^-fY-^,X2 +Y2 ) ^  ^

(1) (î1,x2)X(Y1,Y2). (m-n/2)(X!Y1-X2Y2)-n(XxY2+X 2YX +X2Y2 ),
. a(X1Y1-X2Y2 )+(m+n/2)(X1Y2+X2Y1+X2Y2 )J ile

2tanımlanan R (m,n) cümleleri değişimli HELİSEL CİSİMLER SINIFI dır® 
îsbat:
( T ) , ( J L )  işlemleri ile bu cümlelerin cisim olduğu ve, e , u  paramet­

relerin belirli durumunda helisel sayılar cismini içerdiği gösterile­
cektir,, önce cisim aksiyomlarının gerçeklendiğini gösterelim: (T) iş- 
leşinin gerekli koşulları saptadığı açıktır® (-L) işleminin birleşimli- 
lik, (T) üzerine dağılımlılık niteliği hipotezden kolayca görülebilir®
(1) nin birim elemanı: 
i» (m+n/2)(E2+3n2/4), -n/(m2+3n2/ )
p “ *(R (m,n) ,~L) İkilisi, (T) nin sıfır elemanını içermez; zira *

V(X, e R^(m,n) için, (K2(ra ,n) ,T, L) üçlüsü
ı  c  t

( X 1  *X2)jl( jYi »Y2 )*{(m+n/2)(m2+3n2/4) , -n/(m%3n2/4)j den
Y1« [(m2-3n2/4+mn)X1+(m2~3n2/4-mn)X2l /(sı^+3n2/4)(X2+X2+X1X2 ) 
Y2»[-2mnX1-(®^-3n2/4+mn)X2]/(m2+3n2/4)(X^+x|+X1X2 ) olan bir

O(Yl,Y2) 6 R c(*,n) nin varlığını gerektirir. Burada yalnız (X, ,X2 )*(0,0) 
olduğu takdirde (Y^,Y2 ; mevcut değildir. Sıfır elemanı içermeyen ve her 
elemanın tersinin bulunduğu bu halka bir cisimdir veW(m,n) ile göste­
rilecektir,,I

(mal, n-O) için W  (m,n) HELİSEL CİSİMLER SINIFI, helisel cismi 
tanımlar ffl (1,0) — s- Vfi dir®

TANIM: 6.42- HELÎSEL SAYI CÜMLELERİ SINIFI
p  pX-pXo, m 5 n Ğ. R , (m +n ^  0 önceden seçilmiş parametreler olarak) 

(m-n/2)X1-nX2+[(m+n/z)X2+nX1J.h, (h2»h-l yapısında ve R reel sa­
yılar cümlesinin (+)>(») işlemlerini koruduğu sayılara helisel sayı 
cümleleri sınıfı denecek ve H(m,n) ile gösterilecektir®

32



TEOREM: 6.42.48
H)(o*n) helisel cisimler sınıfı ile H(m,n) helisel sayı cümleleri 

sınıfit (T),(-L) ve (+),(.) işlemlerine göre izomorftur.
Îsbat:
(X1,X2 )6 _ > (m-n/2)X1-nX2+[(m+n/2)X2+ n X j h  e H(m,n)
(Yj^Y^fc Hl (eS u ) — > (®-n/2)Yj~nY2+[(ra+n/2)Y2+nY^ h] g. H(m,n) olsun.
(T),(+) işlemleri yönünden karşılgı kurmak kolaydır.
(X),(.) işlemleri için 

(i.) (XlfX2 )x(Yı,Y2)-r(®-n/2)(X1Y1-X2Y2 )-n(X1Y2+X2Y14-X2Y2),! -(X,Y)
. n(X1Y1~X2Y2) + (m+n/2)(X1Y2+X2Y1+X2Y2)j 

(.) j( m-n/2)(X1-nX2+ [(m+n/2 )x2-nX-j] hj .|(m-n/2)Y1-nY2+ [(m+n/2) Yp-nY-j] h]»
(m-n/2)X-nY+[(m+n/2 )X+nY .h olur ve işlemlerin izomorf olduğu 

anlaşılır.
TANIM: 6 043~ j4i(m,n) DE FORM QUATERNÎONLARt
Elemanları parametrik özel bir yapıda olup^ iç işlemler karşısında 

elemanlarının yapı özelliğinin korunduğu ve parametrelerin özel duru­
munda, helisel cismi veren cisimlere HELİSEL FORM QUATERNİON denecek­
tir.

TEOREM: 6.43.48
2 2Y^^pjEjn eR» (m + n ^ O  önceden seçilmiş parametreler olarak 

[(m+n/2)X1+nX2 ,(m-n/2)X2-nX;ı ] e. HKm,n) helisel cisimler sınıfına 
dahil alt cümle, bir form quaterniondur.

Îsbat:
(T ),(X) işlemleri karşısında özel yapıdaki elemanın özelliğinin 

korunduğu ve m,n nin belirli bir hali için H helisel cismi tanımladığı 
saptanacaktır.

(T) işlemi ile, elemanın yapı özelliğinin korunduğunu görmek ko­
laydır. (X) işlemi karşısında:

[(m+n/2)Xx+nX2 ,(m-n/2)X2~nXJ1 [(m+n/2)Y1+nY2 ,(m-n/2)Y2-nY 1 ] »

( m ~+3n2/4) (m+n/2 )(X^Y^—X2Y2 )+n(XjY2+X2Y 2 +X2Y2), 
_(m-n/2)(X1Y2+X2Y1+X2Y2)-n(X1Y1-X2Y2 ) ^
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(X1 ,X2),(yı ,T2)£W(o»n) ve (X2,X2)_L(Y1Y2)«(XiY) ise 
[(m+n/2)X1+nX2 , ( m-n/2)X2-nX1l 1[( m+n/2 )Y] +nY2 , (m-n/2 )Y2-nY1j«

0  9  Q O
'ĵ(m +mn~3n /4)X-2cnY, (m -nn-3n ./4)Y-2mnXj olacakını ve eleaanm 
yapı özelliğinin kox‘anduğunu söyleyeceğiz.

Ve m»l, n«0 için, bu sınıf doğrudan helisel cismi tanımlarc$(l»0)
TANIM: 6.44- HELİSEL QUATERNÎ0N

C2 de tanımlanabilir, helisel form quatemiona helisel quaternion 
denecektir.

TEOREM: 6o44-049
P ?Teorem: 6 04 3 048 de, (m +3n /4)*1, m/l, nuÇ-l koşulları ile m,n 

değerlerinin belirlediği (m,n) form quaternionları C2 de helisel 
quaternionlardır.

îsbat:
O Pmt-+3nc'/4*l de örneğin m«2, n«+2i değerleri ile 

İL(m+n/2)X1+nX2 , (ta-n/2 )x2-nX2  ̂ form quaternionun belirleyeceği 
[ 2X1+(X1+2X2)i» 2X2+(X2+2x1)ij ve yine örneğin:.
m« 5» n=+4//3 değerlerinin tanımlayacağı,

[( 572V'3i)X1+(4/y"3)iX2 ,( 5+2v/3i)X2+(4//3)ix1] , C2 de helisel form 
quaternionlardır0

TANIM: 6.45- 8(m,n) HOMOTETİK HALKALAR SINIFI

Çarpmada içerdiği parametrelerin değerlerine g re, R‘- de bir 
dizi halka oluşturup, parametrelerin belirli bir durumunda, homotetik 
halkayı tanımlayan halkalar dizisine, HOMOTETİK HALKALAR SINIFI de­
necek ve Ifj (m,n) ile gösterilecektir,,

TEOREM: 6«45.50
(X1 ,X2 ),(Y1 ,Y2 ) t R2 ve tn ,n t I or.e n-io'i r ş  ı.-u n,

olarak (m2+n2^=0) iç işlemleri 
(T) (x 1 ,x 2 )t (y 1 ,y 2 )«(x 1+y 1 ,x 2+y 2 ) sc R2
( ) (^i îX2 )L(Y^,Y2 )“ |(m+n/2)(X^Y^+X2Y2)+n(X^\^+X2i^~X2Y2)5

l  n(X1Y1+X2Y2)+(m-n/2)(X1Y2+X2Y1-X?Y2 J ile 
tanımlanan R2(ja,n) cümleleri değişimli hal İrs
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îsbat:
(T) iç işleminin gerekli koşulları saptadığı açıktır; etkisiz 

birim elemanı £ »(0,0)dır; (_L) -işleminin birleşimlilik, (T) üzerine 
dağılımlılık ve değişimlilik niteliği teoremin hipotezinden kolayca 
çıkarılabilir. (X) nin birim elemanı :
£ . [(m-n/2)(m2-5n2/4-),-n/(m2-5n2A)] ;(X-pX2 )nin (î-^Yo) ters elemanı 
Y1- [(m2-mn+3n2/4)Xj-(m2-n2A ) X 2] /(u2-5n2A ) 2(X^-X2-X1X2) 
y0«-[(m2-mn+3n2/4)X2+mnXIl/(m2-5n2/4)(X2-x|*-X1X2) bulunur» 
m-lf n»0 için ^*(1,0) bilinen homotetik halka tanımlanır»

TANIM: 6©46- HOMOTETİK SAYI CÜMLELÜRİ SINIFI

2 2X^,X0 ,m,n £R, (m +n ̂ 0  önceden seçilmiş parametreler olarak’j 
(m+n/2)X1+nX2-*-[(m-n/2)X2+nX 1 1 .h', (h'^-l-h*) yapısında ve R reel 

sayılar cümlesinin ( + )»(«>) işlemlerinin konunduğu sayılara homotetik 
sayı cümleleri sınıfı denecek ve H*(ra,n) ile gösterilecektir©

TEOREM: 6©46©51
^•(mjn) homotetik halkalar sınıfı ile H'Ce *1*) homotetik sayı 

cümleleri sınıfı (T),(X) ve (+)*(») işlemlerine göre izomorftur© 
îsbat:
(X1 ,X2 ) e W ,(n,»n )~-* (o+n/2 )X1+nX2+'L(m-n/2)X2+nX1I-h*
(Yı,Y2 ) £  H1 ’ (o,n)__^(m+n/2)Y1+nY2+[(m-n/2)Y24nY1j .h' olcun 
(T),(+) işlemleri için 

(T) (X1 ,X2 )T(Y1 ,Y2 )-(X1+Y1 ,X2+Y2 )t>
( + ) ■(m+n/2)X1+nX2+((m«-n/2)X24nX1)h,j + , (m+ri/2)Y1^nY2+((m-n/2)Y2+nX1)h5j 

( m+n/2 ) (X1 + Y1 ) +n( X?+T? ) + [ (m-n/2 ) ( X2 + Y ) -nı( X1+Y± )j .iı ’ ve 
(-L)s(o) işlemleri için
(x ) ( x 1 , x 2 ) i(y1 ,y2). (a+n/2)(X1Y1+X2Y 2)^n(X1Y2 +X2Y1-X2Y2 ;tj

n(X1Y14X2Y2 )+(m-n/2)(X1Y24X2Y1-X2Y2)J
(.) [(m+n/2 )Xx+nX2 + ( ( m-n/2 )X24X x)h • j (m ♦ n/2) Y A nYf ♦ ( (m-n/2; 12+yt)h r

(m+n/2)X+nY+[(m-n/2)Y + nX J h ' olur© Bu sonuçlar'her iki sınıfın 
İÇ işlemlerine göre izomorf olduğunu gösterir©



m«l, n*0 (1,0)-v|l' bilinen homotetik halkayı tanımlar.»
TANIM: 6 047-ty'(m,n) DE DEFORM QUATERNÎON

Elemanları parametrik özel bir yapıda olup, iç işlemler karşısmd 
elemanlarının yapı özelliğini koruyan, ve parametrelerin özel bir dur 
munda homotetik halkayı veren-cisim olmayan halka nitelikli cümlelere 
lH'(o,n) de DEFORM QUATERNlONLAR denecektir»

TEOREM: 6.47.52
o pXi»X2 ,01,n€R ( m ^ + n ^ 0)önceden seçilmiş parametreler olarak) 

[(m-n/2)X1-nX2î(ra+n/2)X2-nX-j] yapısında olup helisel hal­
kalar sınıfına dahil elemanların oluşturduğu halka bir de form quater- 
nionduro 

Isbat:
fyj*(m,n) nin iç işlemleri karşısında elemanların yapı özelliğinin 

korunduğu ve m,n nin belirli değeri için homotetik halkayı belirle­
diği saptanacaktıro (-L) çarpım işlemi karşısında:
^(m-n/2)X1 -nX2 ,(m+n/2)X2-hX1li-[(m-n/2)Y1-nY2 ,(m+n/2)Y2-nY1., «

(m-5n2/4) (m-n/2)(X1Y1^X2Y2 )-n(X1Y2-*X2Y1-X2Y2)t'
(m+n/2 )(X1Y2+X2Y1-X2 Y2 )-n(X1Y1+X2Y2 ) j olarak eleman 

yapı özelliğinin korunduğu ve m«l, n-0 için bu sınıfın II1 homotetik 
halkayı oluşturduğu görülmektedir0

TANIM: 6.48- HOMOTETİK AQUATEREİON
O de tanımlanabilir j^'(m,n) de form quaterniona homotetik aquater- 

nion denecektir»
TEOREM: 6»48.55
Teorem 6„47.52 de (m2-5n2/4)-l de -1 <n <1 koşulları ile m,n nin 

belirlediği ^ ,(m,n) de form quaternionları C‘ tıo homotetik ûo’iatcrn. v 
lardıı o 

îsbat:
(m2-5n2/4)-l de örneğin m-2/5, n«v2/3)i değerleri ile 

[ ( m - n / 2 ) X 1- n X - 3>( m + n / 2 ) X 2- n X 1j deform quat.ernionun belirlediği 
[ ( 2 / 3 - l / 3 i ) X 1- ( 2 / 3 ) X 2i ,  (2/3+l/3i)X2-(2/3)X1ij ,Ç2 de homoteti* 

aquate rniondur•



r 7.YEDÎNCÎ KISIM 

SINIFLAMA YÖNTEMİ İLE BERKİ HALKA VE CİSİMLERİ

TANIM: 7.49- BERKİ HALKA VE CİSİMLERİ

SxC, CxD, DxS cümlelerinde, halka ve cisim oluşturabilir, iç 
işlemlerin tanımlanabilmesi halinde bileşenleri S,Ç,D den alınan
iki bileşenli elemanlar cümlesine BERKİ HALKA veya CÎSIMLERÎ dene-

Içektir*
TEOREM: 7.49.54
Xl»X2*lY2£Ri Zj»X-ĵ s £, S, z2»*X2 i £ C, (X^s,X2i)(£ SxC ve 
W1"Y1S e W 2»Y2İ£.C; ( Y-̂ s ,Y2i) £ Sx C olarak iç işlemleri 

(T) ( z^, z2 )T(W^»W2 j**(X^s,X2i)T(Y^s,Y2i)«* [(X-j+Y^ )s , (X2-fY2 )iJ £ SxC 
(X) (Z1 ,Z2 )X(W1 ,W2 )« (x1y1+x2y2 )s+(x1y2-x2y1 )İ,i

(X1Y1+X2Y2 )İ-(X1Y2-X2Y1)sJ ile tanımlanan 
(SxC) çarpım cümlesi değişimli bir cisimdir. Bu cisim^ (s,i) ile 
gösterileçektir* 

îsbat:
(SxC,T) İkilisi bir abel gurubudur, değişimli, birleşimlidir.

Sıfır elaman € «(0,0) ve (X^s,X2i) nin ters elemanı (-XjS,~X2i) dJr*
U) (z1,z2)X(W1,W2)«(X1s,X2i)X(Y1s,Y2i)« 

'(X1Y1-X2Y2)s+(X1Y23İ-X2Y1is)i,
.(XiY1-XPY2 )i-(X1Y2si-X2Y1is)s J  den

P 2 •8İ«-is, i --1, s «1 eşitlikleri gozönüne alındığında
(X^s,X2i)X(Y-j s , Y2i)« [( (X-̂ “X2 ) Y^*“(X^+X2) i 2)  ̂s 2 -: -1+(J Y2 ^  i
sonuç işlemine göre (SxC,L) İkilisinin birleşimli, (T) üzerine dağılımı 
olduğu; £ =(s/2,-i/2) birim elemanına malik olduğu ve (XltX2) nin 
(Yı,Y2 ) ters elemanının

(Y1 ,Y2 )=[-X s/2(X^+y |),-X1İ/2(X1£+Y?)J mevcut bulunduğu ve £«(0,0) 
sıfır elemanını içermediği kolayca görülebilir*

Aynı yol ve yöntemle (X.,i,X2o) ^ CxS*nind3 bir cisim olduğa tek­

rarlanabilir*
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TEOREM: 7.4-9o55 
î£(s,i) cismi 4 ( b .x0  kompleks cisimler sınıfının mal, n*l

(1,1) cismine T, _L toplama çarpma iç işlemlerine göre izomorftur* 
Îsbat:

(X-pX2 ) €. (£( i»l) » (a^s,X2İ) €. (s,i) ; (X^,X2) — > (X-^s,X2 İ)
(Y1 ,Y2 )£ <£(1,1), (Y1s ,Y2İ)6 $>(b ,İ); (Y1 ,Y2 ) — ♦  (Yjfl.Ygi) olsun 

(£(1,1) de (T) toplama işlemi ve (s,i) de (T) toplama işlemi
(T) (X1 ,X2 )T(Y1,Y2)-(X1+Y1 ,X2+Y2)&(()(1,1)
(T) (X1s,X2i)T(Y1s,Y2İ)- [(X1+Y1)sf(X2+Y2)i]£ & (s,i)
(£(1,1) ve j£>(s,i) de (Ü-) çarpma işlemleri
(İ0(X1,X2)±(Y1 ,Y2)«[(X1Y1-X2Y2)-(X1Y2+X2Y1),(X1Y1-X2Y2) + (X1Y2!-X2Y1)J 
(X)(X1s,X2i) (Y1s,Y2i)- 
L ^ X1Y1“X2Y2'"^X1Y2+X2Y 1 ^ s » ((X1Y 1-X2Y 2 )+(X1Y2+X2 Y1 ))i] bu sonuçla 
(Xx ,X2 )JL(i,12 ) — — ^ (X2 s »X2i)J-( Y^s,Y 2 İ) olur.
(£(1,1) de birim eleman 1. «(1/2,-1/2)
f£(s,i) de birim eleman i. «(s/2,-i/2) ve <£(1,1) de ters eleman 

(Y1,Y2 )«[-X2/2(X^+x |), -X1/2(X?+x|)j ve (s,i) de ters eleman 
(Y1s,Y2i)-[-X2s/2(X^+X2), -X1i/2(X^x|)j dir*
TEOREM: 7*49.56 
i^Csji) cismi ile B(i,?s,iS’)«(X1-X2İ)S3-(X1+X2İ)i^ vektör 

uzayı kendi (T), (J-) toplama ve çarpsa iç işlemlerine göre izomorftur* 
îsbat:
Karşılıkların ortaya konarak her iki cümlede (T),(E) iç işlemleri­

nin uygulanması yeterlidir*
TANIM; 7.50- (s,i) DE FORM QUATERNÎON

Elemanları, m,n parametrelerine göre özol bir yapıda olup iç 
işlemler karşısında elemanların yapı özelliğinin korunduğu ve para- 
®etrelerin özel durumunda j£>(s,i) cismini veren cisimler sınıfına 

(s,i) DE FORM QUATERNÎONLAR denecektir ve bu sınıf (m,n,s,i) ile
gösterilecektir*
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TEOREM: 7.50.57
Xl,X2 .-.»«H, C . A n ^ O ,  m+n(l+/2), m,n(-li«/2) önceden seçilmiş

parametreler olarak) elemanları .
[(nX1-nX2 )B, (nX1+oX2)i] yapısında olup, T,J_ıç işlemleri^ (s,ı)

ûin işlemleri olarak tanımlanan cümle$(s,i) DE FORM QUATEKNlON dur.

îsbat:
[(.Xl-nX2)s, (nX1+.X2 )i] elemanlarının (s,i) işlemleri muvace­

hesinde cisim olduğunu, yapı özelliğinin korunduğunu ve m,n nin 
ö8el değerleri için * C . İ )  Ü  tanımladığını kanıtlayacağız.

Söz konusu elemanlar için (s,i) .nin (T),(!) İÇ işlemleri
(î)[(mx1-nx2)s, (nx1+mx2)i] Tt(mY1-nY2)s,(nYı+mX2)i\ - 

([m(X1+Y 1)-n(X2+X2)] s, [n(X1+Y1 )et,(X2.Y2)
(1.) m2-n2-2an.P , m2-n2.2mn-k olarak 

[(mx1-nx2)s,(nx1+mx2)ijl L ( » V nY 2 )E’
5 t(PX1-kX2)X1-(PX1+ M 2 >Y2'l8 ’ [(Kt1e M 2)Y1+(PX1-kX2)X2l ij olduğu-

ire, toplama ve çarpmada elemanın m,n parametrelerine göre yapışa

özelliğini koruduğu ve
[fkm,n,s,i),T] İkilisinin Abel gurubu niteliği taşıdı», 

[t^(m,n,s,i), -L̂  İkilisinin ise birleşimli ve (T) üzerine dağılımlı

olduğu açıktır*
e,Cmsn,a.i>. <«■> biri” eleEani
£ . l_(m+n)s/2P , -(m-n)i/2k] ve [(mX1-uX2)s,(uXltmX2)ı] u m  

(Y-^şYo) ters elemanının
Yn-(mPX1-nkX2)s/2(P2X2+k X2)
Y5»Cm2+n2 )(nkX1+mPX2)i/2 (P:x2+k2X2) olduğu ve

n - 2 V  k ̂  0 m -n(-lT 2) olan bütün sınıflarınP ^ O  _^m^fcn(l+ 2); £ 7=- ^

birer cisim olacağı açıktır.
TEOREM: 7»50«58
y y Y Y o t R ,  z ( C x S )

ve iç işlemleri:
0 1 8 0



T) (X1i-X2s, X2İ+X1s )T(Y1İ-Y2s , Y2İ+Y1s )- 
[(Xi+Yi )İ-(X2+Y2 )3î (X2+Y2 ) U ( X 14Y1 )s ] <= (CxS)2

İ)(z1*z2 ^ W1 1,W2/'“ L̂ xlYi“X2Y2 ^ “ ^XlY2+X2Yl^S*^XlYl~X2Y2^S"f^XlY2'fX2Yl ^
le tanımlanan (CxS)2 ,T,-L) üçlüsü bir BERKİ CİSMİDİR»

Îsbat:
p

((Cx5) ,T) İkilisi tamın nedeniyle bir Afcel gurubudur, bırleşimli 
eğişimlidir, e -(0,0) sıfır elemandır; (J-) işleminin

(z]L,z2)J.(V1 ,W2 )-(X1i-X23,X2i+X1s)u(Y1i-Y2s, Y2İ+Y1s )- 
[(X1Y1-X2Y2 )i-(X1Y2+X2Y1 )s , (X1Y2+X2Y1)i+(X1Y1-X2Y2 )sj olduğu gozönü- 

e alındığında, [(CxS)2 ,-Ljikilisinin birlfeşimli ve (T) üzerine dağı­
ndı olduğu ve (i) birim elemanının £ »(-i/2,-s/2)ve 
K1i-X2s,X2i+X1s) elemanının tersi elemanın

[-(X1i+X23)/4(X2+X2 ),(X2i~X1s)/4(X^+X2)] olduğu kolayca gcrülür» 
TEOREM: 7.50»59

X1,X2,Y1 ,Y2 6E, z1«X1S->X2i, z2-X2^-fX3i £ (DxC)
V1-Y3<l-Y2i, W2»Y2^+Y1i e  (LxC),(X1Ç-X2İ, X2s?-fX1i) e  (DxC)2 olarak 

),(-L) iç işlemleri:
) (X£-X2i, X2'?-X1i)T(Y1̂ -Y2i, YgÇ+Yji)- 
[(Xı+Yı K - ( X 2+Y2 )i, (X2+Y2 )S + (X1+Y1)ij ve 

) (z2»z2) (T,*fj_sW2 )**

[(X1Y1-X2Y 2)?-(X1Y 2+X2Y1)i, (X1Y1-X2Y2)i+(X1Y2+X2Y1 )îJile tanınıla­
lı [(DxC)2 ,î,J_]üçlüsü bir EERKl CÎSMÎ, yapısı itibarı ile de bir form 
aterniondur» 
îsbat: (Bak TEOR£M.?c50o58)
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