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OzET

BAZI YENIi SABIT NOKTA iTERASYON YONTEMLERININ
YAKINSAKLIKLARININ VE KARARLILIKLARININ iNCELENMESi

Faik GURSOY

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA
Es Danismani: Prof. Dr. Billy E. Rhoades

Bu calismada, Akewe [101] tarafindan tanimlanan Jungck-multistep-SP iterasyon
yontemi S =17 (6zdeslik dontisiimi) icin multistep-SP iterasyon yontemine indirgendi.
Kirk iterasyon yontemini [91] kullanarak multistep [93], multistep-SP ve S-iterasyon
[94] yontemlerinin hibrid formlar olarak Kirk-multistep, Kirk-multistep-SP ve Kirk-S
iterasyon yontemleri olarak adlandirilan bazi yeni iterasyon yontemleri tanimlandi. Bu
iterasyon yontemlerinin contractive-like donilisimlerin sabit noktalarina yaklasmada
kullanilabilecegi gosterildi. Multistep-SP iterasyon yontemi, S- iterasyon yontemi [94]
ve bilinen diger bazi iterasyon yodntemlerinin contractive-like operatorler icin
yakinsakliklarinin denkligi incelendi. Bunlara ek olarak, yukarida bahsedilen yakinsaklik
sonuglari kullanilarak Kirk-multistep, Kirk-multistep-SP, Kirk-SP [100] ve Kirk-S iterasyon
yontemleri igin kararhlik sonuglari elde edildi. Son olarak multistep-SP ve S-iterasyon
[94] yOntemleri icin contractive-like operatorlerin sabit noktalarinin veri baghligi
arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Yeni iterasyon yontemi, Yeni hibrid-tip iterasyon yontemi, S-
iterasyon yontemi, Kirk iterasyon yodntemi, Yakinsaklik, Yakinsamalarin denkligi,
Kararlilik, Sabit noktalarin veri baghhgi, Contractive-like operatorler, Genellestirilmis
contractive-like operatorler.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF CONVERGENCES AND STABILITIES OF SOME NEW
FIXED POINT ITERATION PROCEDURES
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In this study, Jungck-multistep-SP iteration method, which is defined by Akewe [101],
reduced to multistep-SP iteration method for.S =7 (identity operator). By using Kirk
iteration [91] method we define some new iteration methods, which are called Kirk-
multistep, Kirk-multistep-SP and Kirk-S iteration methods, as hybrid forms of multistep
[93], multistep-SP and S-iteration [94] methods. It is shown that these iteration
methods can be used to approximate to fixed points of contractive-like operators.
Moreover, equivalence among convergences of multistep-SP iteration method, S-
iteration method [94] and some other well-known iteration methods for contractive-
like operators were investigated. In addition, by utilizing the above-mentioned
convergence results, some stability results for Kirk-multistep, Kirk-multistep-SP, Kirk-SP
[100] and Kirk-S iteration methods were obtained. Finally, data dependence results of
fixed points of contractive-like operators were investigated by employing multistep-SP
and S-iteration [94] methods.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Adi diferansiyel denklemlerin ¢6zimunin varhgini, tekligini ve bir integral denklemde
¢6zimdin varligini géstermek amaciyla kurulmus olan sabit nokta teorisi; optimizasyon
[1], hesaplama algoritmalar [2], [3], fizik [4], matematiksel model insasi [5], ekonomi
[6], [7], varyasyonel esitsizlikler [8], tamamlayici problemler [9], denge problemleri
[10], sosyal bilimler [11-13], tip [14-16], haberlesme [17], [18],..., vb. gibi bir cok bilim
alani ve dalindan olusan genis bir sahada ¢esitli amaglar dogrultusunda kullanilan ¢ok

onemli bir matematiksel arag olagelmistir.

Sabit nokta teori galismalari ¢ok genis bir yazar kitlesi tarafindan, basta tam metrik ve
tam normlu uzaylar olmak Uzere kismi sirali metrik uzaylar, konik metrik uzaylar,
konveks ve genellestirilmis konveks metrik uzaylar, hiperkonveks metrik uzaylar, fuzzy
metrik uzaylar ve intuitionistic fuzzy metrik ve normlu uzaylar,..., vb. gibi cok cesitli

matematiksel yapilar tzerinde yirutilmektedir, bkz. [19-33].

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori calismalari, 1909-1913 yillari arasinda L.E.J.

Brouwer ile baslamistir. Klasik analiz derslerinden de iyi bilindigi lizere en basit sabit
nokta teoremi, “Aradeger Teoremi” nin dogrudan bir sonucu olarak: ”[a,b] < R olmak
lizere f:[a,b]—>[a,b] siirekli bir dontsim ise, f nin [a,b] araliginda bir sabit

noktasi vardir” seklinde ifade edilir. Brouwer bu teoremi, 1912 yilinda, R" {zerine su
sekilde genigletmistir : “B,R" de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda f:B—> B

surekli donlisimiu bir sabit noktaya sahiptir”. Brouwer sabit nokta teoreminin



kullanislihgr ilk olarak, John Von Neumann tarafindan 1928 de oyunlar teorisinin
temelleri kurulurken fark edildi ve [34] te sundugu calismasinda bu sonucu kullandi.
Bunun yani sira Brouwer Sabit Nokta Teoreminin, Kakutani [35] tarafindan yapilan bir
genellestirmesi, ekonomi biliminde (iktisat) Nobel 6dili alan John Nash tarafindan [36]

ve [37] de sunulan calismalarda kullaniimistir.

1930 yilinda da J. Schauder, Brouwer Sabit Nokta Teoremi’'ni gelistirerek “.X bir
Banach uzayr K, X in bos olmayan herhangi bir kompakt konveks alt kiimesi ve

f:K — K surekli bir donlisim olsun. Bu durumda, f en az bir sabit noktaya sahiptir”

ifadesini ispatlamistir.

Dogrusal olmayan analizde klasik bir arag¢ haline getirilen ve “contraction doénisim
teoremi” veya kisaca “Contraction prensibi” olarak ta bilinen Banach contraction

prensibi [38] en (inli ve 6nemli sabit nokta teoremlerinden biridir.

Stefan Banach’in doktora tezinin bir kismini tesgkil eden bu teorem, bir integral
denklemin ¢ozimiintn varligini ispatlamak amaciyla kurulmus olup matematigin birgok

dalindaki varlik problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan etkin bir unsur olmustur.

Contraction donidsim teoremi [38] bir tam metrik uzaydan kendisi Uzerine olan
donisiumlerle ilgili cok genel bir teoremdir. Teoremde bahsi gecen sabit noktanin
daima tek olmasi ve kesin bir hesaplamayla elde edilebilir olmasi ¢ok bliyik avantajlar
saglasa da kullanilan doénldsimiin contraction olmasi sarti teoremin uygulama
alanlarina ciddi kisitlamalar getirmektedir. Bu sebeple bir¢cok arastirmaci bu teoremde
ele alinan uzayl genellestirerek veya uzayin yapisini degistirerek ve farkh tirden
dontsim siniflarini kullanarak bu Unli teoremin ¢ok sayida genellestimelerini elde

etmislerdir, bkz. [39-56].

Yukarida bahsedildigi Gzere, Contraction donlsim teoremi belirli operatorlerin sabit
noktalari icin bir varlik ve teklik teoremi olmasinin yani sira, sabit noktanin tam olarak
hesaplanmasini saglayan dogal bir yontem gelistirmektedir. S6z konusu bu yonteme

iterasyon denilir.



iterasyon yéntemleri (veya Ardisik Yaklasimlar Ydéntemleri) bircok bilim dalinda
karsilasilan lineer ve, bilhassa, lineer olmayan problemlerin ¢éziimlerinde yaygin olarak

kullanilan ¢ok 6nemli matematiksel araglardir.

M.S. 1. ylzyildan glinimize kadar ulasan dékiimanlardan anlasildigi lizere; bu 6nemli
hesaplama yontemlerinden ilki, Alexandria’ i Heron” un bir sayinin karekokiini

hesaplama sirecinde elde ettigi algoritmadir, bkz. [57].

Ele alinan bir problemde, kullanilan iterasyon semasi tarafindan uretilen dizinin limiti
problemin ¢éziimini verir. iterasyon ydntemlerinin kullanimi, bir “sabit nokta

metodu” olarak tarif edilir ve ¢oziimleri f fonksiyonunun sabit noktalari olan

x:f(x) tipindeki birkag denklemden asamali olarak gelistirilir. Bu yaklagim

astronomide 15. ylzyilin baslarinda El-Kasht tarafindan, verilen sin3° degeri igin

x:(sin3°+4x3)/3 bagintisi yardimiyla sinl® degerinin hesaplanmasinda kullanildi.

Yine astronomide, Kepler bu yontemi kullanarak “Kepler denklemi” olarak bilinen

transandantal bir denklemi ¢6zdu, bkz. [57].

iterasyon ydntemleri bilimde genis uygulama alanlarina sahip olduklarindan, bircok
arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bunun sonucunda ¢ok sayida iterasyon ydntemi
gelistirilmistir. Asagida ele aldigimiz iterasyon yontemleri bunlarin en 6nemlileri

arasindadir.

iterasyon ydnteminin Liouville [58] tarafindan tanitildigi ve Cauchy tarafindan
kullanildigi bilinmektedir. Bu yontem ilk olarak Picard [59] tarafindan, adi diferansiyel
denklemler igin baslangic deger problemlerinin ¢dézimunin varligi ve tekligine iligskin
ispatinda sistematik olarak gelistirildi. Krasnoselskij iterasyonu, bilhassa A=1/2
durumu, ilk olarak 1955 te Krasnoselkij [60] tarafindan tanitildi ve 1957 de bu
iterasyonunun genel formu Schaefer [61] tarfindan verildi. Orijinal Mann iterasyonu
1953 te Mann [62] tarafindan bir matris formulasyonunda tanitildi. Ishikawa itersyonu

1974 te yayinlanan Ishikawa [63] makalesinde tanitildi.



1.2 Tezin Amaci

Bu calisma da, literatlirde mevcut olan birgcok iterasyon yontemini birlestiren,
genellestiren ve gelistiren yeni iterasyon yontemleri tanimlanacaktir. Bu iterasyon
yontemleri tarafindan Uretilen iteratif dizilerin, contractive-like dontisiimlerin (mevcut
olmasi durumunda) sabit noktasina yakinsak olduklari gosterilerek yakinsaklklarinin
literatirde mevcut olan diger iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarina denk
olduklarina iliskin bazi sonuglar elde edilcektir. Ayrica, birgok bilim dalinda énemli
uygulamalara sahip olan kararlihk teorisi irdelenerek, contractive-like doénlisimler
araciligiyla elde edilen bu iterasyon yontemleri icin kararlilik sonuglari elde edilecektir.
Son olarak, bu iterasyon yontemleri kullanilarak contractive-like donitsiimlerin sabit

noktalarinin veri bagliliklarina iliskin bazi tahminler elde edilecektir.

1.3 Hipotez

Bu c¢alismada, mevcut literatirdeki bircok iterasyon yontemini 6zel hal olarak
barindiran ve sirasiyla (3.19), (3.20), (3.22) ve (3.23) ile tanimlanan Kirk-Multistep,
Multistep-SP, Kirk-Multistep-SP ve Kirk-S iterasyon yontemleri tanimlandi. Bu iterasyon
yontemleri, (2.30) sartini saglayan ve contractive-like dontsimler olarak adlandirilan
déniisiimlerin sabit noktalarina belirli sartlar altinda yakinsaktirlar. Ustelik (3.20) ile
verilen Multistep-SP ve (3.12) ile verilen S-iterasyon yontemlerinin (2.30) sartini
saglayan contractive-like donisiimlerin sabit noktalarina yakinsakliklari, sirasiyla (3.2),
(3.5), (3.6), (3.9), (3.10), (3.13), (3.14) ve (3.11) ile verilen Picard, Genellestirilmis
Krasnosel’skii, Mann, Ishikawa, Noor, iki adimli Mann, SP ve Multistep iterasyon
yontemlerinin yakinsakliklarina denktirler. Ayrica, sirasiyla (3.18), (3.19), (3.22) ve
(3.23) ile verilen Kirk-SP, Kirk-multistep, Kirk-multistep-SP ve Kirk-S iterasyon
yontemleri Tanim 4.1 anlaminda, (2.30) sartini saglayan contractive-like dontisiimlere
gore karaldirlar. Son olarak, sirasiyla (3.20) ve (3.12) ile verilen Multistep-SP ve S-
iterasyon yontemlerinin kullanilmasiyla, (2.30) sartini saglayan contractive-like
doénidsimlerin ve bu donlsimlerin Tanim 5.1 anlamindaki yaklasim operatorlerinin
sabit noktalarinin birbirlerine yakinliklarini iceren éngoriler, mevcut tezin hipotezlerini

olusturmustur.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR
Bu bélimde, tezin okunulabilirligini ve anlasilabilirligini saglamak amaciyla bazi temel

kavramlara ve sonuglara yer verilmistir.

2.1 Analiz ve Fonksiyonel Analiz Kaynakli Bazi Kavramlar

Tanim 2.1 (Metrik Uzay) X bos olmayan bir kime ve d: X xX — R" bir fonksiyon

olsun. Her x,y,ze X igin;

My. d(x,y) >0 (Pozitif tanimlilik)

M,. d(x,y)=0cx=y

M. d(x,y)=d(y,x) (Simetriklik)

Ms. d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Usgen esitsizligi)

sartlarini saglayan d fonksiyonuna X (zerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,

(X,d) ikilisine de bir metrik uzay denilir [64]. Gosterimlerde kolaylik olmasi agisindan

bir (X,d) metrik uzayini X ile gésterecegiz.

Tanim 2.2 (Yakinsak Dizi) X =(.X,d) bir metrik uzay ve {xn}::0 bu uzayda bir dizi
olsun. Her bir &£>0 icin n>n, oldugunda, d(x,,x)<é& olacak sekilde bir

n, =n,(¢)eN tamsayisi varsa, {xn}:lo dizisine x € X noktasina yakinsaktir denir [64].



Tanim 2.3 (Cauchy Dizisi) X =(X,d) bir metrik uzay ve {x,}” = bu uzayda bir dizi

olsun. Her bir £>0 igin m,n>n, oldugunda, d(x,

2" m

)<& olacak sekilde bir

n, =n, (&) tamsayisi varsa, {x,} _ dizisine Cauchy dizisi denir [64].

Tanim 2.4 (Tam Metrik Uzay) X =(.X,d) bir metrik uzay olsun. X’ te ki her {x, }"

n=0

Cauchy dizisi yakinsak ise, (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [65].

Tanim 2.5 (Kompakt Metrik Uzay) X =(X,d) bir metrik uzay olsun. X’ te ki her dizi

yakinsak bir alt diziye sahipse (X,d) uzayina kompakt metrik uzay denir [66].

Tanim 2.6 (Siirekli Déniisiim) X =(X,d) ve Y =(Y, p) iki metrik uzay, /: X —Y bir

donlsim ve x, € X olsun. Her bir & >0 sayisi igin,
d(x,x,) <& oldugunda p(f(x),f(xo)) <&

veya denk bir ifade ile,
7(D(5:0)) = D1 (x,):¢)
olacak sekilde bir ¢ = 5(5) >0 sayisi varsa, f’ye x, noktasinda sireklidir denir. f,

X in her noktasinda siirekliise, /'’ ye X’ te sureklidir denir [66].

Tanim 2.7 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:LxL — L
ve -:FxL — L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ ye F cismi

Uzerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir:
A. L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gi.Her x,yeL igin x+yeL dir,

G,. Her x,y,z e Ligin x+(y+z)=(x+y)+zdir,

Gs. Her xe L icin x+6 =6+ x =x olacak sekilde & € L vardir

Gs. Her xeL igin x+(—x)=(—x)+x =0 olacak sekilde —x € L vardir,

Gs. Her x,y e L icin x+y=y+xtir.



B. x,yeL ve a,f €F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:
L;. a-xeL dir,
L. a-(x+y)=a-x+a-y di,

Ls. (¢ +B)-x=a-x+B-x dir,

Ls. (a'ﬂ)-x=a-(ﬂ'x) dir,
Ls. 1-x = x tir (Burada 1, F’ nin birim elemanidir).
F=R ise L’ yereellineer uzay, F=C ise L’ ye kompleks lineer uzay adi verilir [67].

Tanim 2.8 (Konveks Kiime): L bir reel lineer uzay ve 4 < L olsun. Her x,y € 4 igin

B={ZELZZZO[X+(1—0())/,OSOZSI}gA

ise, A kiimesine konvekstir denir [66].

Tanim 2.9 (Normlu Uzay) X bir lineer uzay olsun ve F cismi R olmak Uzere,

: X > F fonksiyonunun x’ teki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon

N;. ||x||:0<:>x:H
N,. Her & € F ve her xe X igin ||a-x|| =|a|-||x||

Ns. Her x,y € X icin |x+y| < x| +|y]

sartlarini sagliyorsa ||| fonksiyonuna X te (veya X (izerinde) norm, (X, -) ikilisine
de normlu uzay denir [68].

X Uzerindeki bir norm, X Uzerinde

d(x,y)z”x—y , (x,yeX) (2.1)

ile verilen bir metrik tanimlar ve bu metrige norm tarafindan Uretilen metrik denir.
(2.1) metrigi, vektor uzay yapisi ile uyumluluk gésteren (bagdasan) ve sirasiyla 6teleme

ve homojenlik 6zelligi olarak adlandirililan asagidaki ek 6zelliklere sahiptir:



d(x+z,y+z)=d(x,y),(zeX), (2.2)
d(a-x,a'y)=|a|'d(x,y),(aeF). (2.3)

Boylece, bir normlu uzayda hem bir vektor uzayinin hem de bir metrik uzayin ozellikleri
vardir. Bu oOzellikler (2.2) ve (2.3) anlaminda uyumludurlar. Bu durum bize séyle bir

avantaj saglar: her xe X ve her » >0 igin

B(x;r):{yeX:||y—x||<r}:x+r-B(O;1)

oldugundan, yerel (lokal) incelemelerin biyilik cogunlugu

B(O;1)={xeX:||x||<1} veya E(O;l)={xeX:||x||Sl}

birim yuvarina kisitlanabilir.

Ustelik bir vektér uzaydaki cebirsel islemler siireklidir, yani

X, =X,y —>ya —>aisex, +y, —>x+y,a, x, >a-x, xn||—>||x||

dir.

Tanim 2.10 (Banach Uzayi) X bir normlu lineer uzay olsun. Eger X uzayi,

d(x,y):”x—y , (x,y € X) ile verilen norm metrigine gore tam ise bu durumda bir
Banach uzayi olarak adlandirilir.

X " in reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayi da reel veya kompleks

Banach uzayi olarak adlandirilir [69].

2.2 Sabit Nokta Teorisiyle ilgili Bazi Temel Kavramlar

Tanim 2.11 (Sabit Nokta) X bos olmayan bir kime ve T :X — X herhangi bir

doénisim olsun. Eger

Tx=x (2.4)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina 7’ nin sabit noktasi denir ve T’ nin

tiim sabit noktalarinin kiimesi F,, F(T) veya Fix(T) ile gésterilir [70].



(2.4) ile verilen denklem geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Eger 7T: R — R ye

bir fonksiyon ise bu durumda 7'’ nin sabit noktalari, 7’ ye karsilik gelen grafikile y =x

dogrusunun kesistigi noktalardir.

<

Sekil 2. 1 iki sabit noktaya sahip bir 7 fonksiyonu

Ornek 2.12

1.Eger X =R ve Tx=x-125ise F, =J;
4k +1
2.Eger X =R ve Tx=x-sinx ise FTI{%ZICEZ}U{O};

3.Eger X =R ve Tx=|x| ise F, ={x:x>0}
olur.

X herhangi bir kime ve T:X — X bir dontsim olsun. Herhangi bir xe X icin
T”“(x):T(T”(x)) olacak sekilde 7"(x)’ i tanimlayabiliriz. 7" (x), x’in T altindaki
n. iterasyonu olarak adlandirilir.

T:X — X bir dénisim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

i) Keyfi bir ne N igin F, c F, dir, yani bir doniisimun sabit noktalari ayni zamanda bu

dénlsimiin n. iterasyonunun da sabit noktalaridir: Gegekten herhangi bir x, € F; icin

Ix, = x, olup,
T" (xo) — Tn—l (T(xo)) :Tn—l (xo)

=T"2(T(x,))=T""(x)) = =T""(T(x,)) =T (x,) =,



dir. Boylece x, € F7, oldugu elde edilir.

2x , 0<x<l1/2

donlstimind ele alalim. F. =10
2x—1,1/2<x<1 ? =10

Ornek 2.13 7' (x)=2x modl ={

oldugu aciktir. Ayrica T donlisiminin n. iterasyonu,

2" x ,0<x<1/2"
2"x—1 /2" <x<2/2"
- 2"x-2 ,2/2" <x<3/2"
(=125 3 32" <x<4/2"
2'x—(2"-1) ,(2"-1)/2" <x<1

veya k=0,1,2,...,2" —1 igin

T"(x)=2"x—k, k/2"<x<(k+1)/2"

olarak elde edilir. Bu da tam olarak
T"(x)=2"x modl

demektir. 7" (x)=2"x mod1’ in sabit noktalar,
2"xmod1=x

veya

2'x—x=k, kel ve xe[O,l)

denkleminin ¢ozlimleridir.

Buradan,

(2"—1)x:k, keZ ve xe[0,1)

k
2" -1

= x=

, kel ve xe[O,l)

10



k

= , 0<k<2'-1
21

= X

elde edilir. Boylece T (x) in sabit noktalarinin kiimesi

FTH:{z”k 1:0Sk<2"—1,keZ}

dir. Buradanda F, c FT,, oldugu goralur [71].

i) Bir neN icin F, ={x} ise F, ={x} dir. Ancak bunun tersi genelde dogru degildir.
Ornek 2.14 T(x)=y, T(s)=s ve T(y)=x ile tanmh T:{s,x,y}—>{s,x,y}

déntisimiinG ele alalim. Bu durumda F,, ={s,x, y} dir. Ancak F, ={s} dir.

Simdi verilecek olan 6rnekler, bazi 6zel donltslimlerin sabit noktalarinin mevcut olup
olmamasi ile ilgilidir [72].

Ornek 2.15 X ={a,b} olmak izere, T(a)=b ve T(b)=a ile tanmh T:X > X
donlisimiiniin sabit noktasi yoktur.

Ayrica X =[1,5], ¥ =[6,9] olmak iizere herhangi bir T:X —>Y (veya T:Y - X)

donlisimiiniin sabit noktasi yoktur.

2x , 0<x<l/2

déntgiminde 0 ve 2/3 noktalar
2-2x, 1/2<x<2/3

Ornek 2.16 T(x):{

doéndsimiin tanim kiimesine ait olmadigindan, bu donisimiin sabit noktalari mevcut

degildir [71].

Ornek 2.17 Tx = e déniisimiiniin de hicbir sabit noktasi yoktur. Buna karsin Tx =e*™

ve Tx =—e*"' dénisiimlerinin sabit noktalari sirasiyla 1 ve —1 dir.

2.3 Sabit Nokta Teorisiyle ilgili Calismalarda Kullanilan Bazi Onemli Teoremler,

Doniisiimler ve Bu Doniisiimler Arasindaki iliskiler

Tanim 2.18 (Lipschitzian Déniisiim) (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir déniistim

olsun. Eger her x,y € X igin

11



d(Tx,Ty)S/i-d(x,y) (2.5)

olacak sekilde bir 4 >0 sayisi mevcut ise T’ ye bir Lipschitzian (veya A -Lipschitzian)

donlsim denir [70].
Tanimdan da gorildugi Gzere her T Lipschitzian donlisimu diizgiin streklidir.

Ornek 2.19 X =R,d(x,y)=|x—y| ve Tx =3x olsun. Bu durumda,

d(Tx,Ty):|3x—3y|:3|x—y| :3d(x,y)

elde edilir. Boylece A >3 igin T, Lipschitz sartini saglar.

Tanim 2.20 (Contraction Doniisiim) (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

Lipschitzian déntisim olsun. Eger her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)S/I-d(x,y) (2.6)

olacak sekilde en az bir /16(0,1) sayisi bulunabiliyorsa T’ ye contraction dénlisim
denir [70].

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Herhangi iki x ve y noktasinin
goriintileri olan Tx ile Ty, x ile y’ ye nazaran birbirlerine daha yakindirlar. Ozel
olarak asagidaki sekilde goruldigi gibi; » >s >0 olmak lizere, her x e X ve herhangi

r>0 icin B(x;r) yuvarindaki y noktalarinin tdmi bir B(7Tx;s) yuvarina resmedilir

[73].

Sekil 2. 2 T bir contraction donistimdur

12



Ornek 2.21 (a) X =[0,), d(x,y)=|x—y| olsun ve T(x):2+%arctanx ile tanimli

T:X — X donlsimini goz 6nline alahm. Her x,y € X igin,

d(Tx,Ty) =

1 1 1
2+ 2 arctanx —| 2+ 2 arctan y | = 2 |arctan x—arctan y

xX-y
= —|arctan
4 I+xy

Boylece A=1/4 olarak alinmasi veya herhangi bir /16[1/4,1) segimi igin T

donltsimiiniin contraction donisim oldugu elde edilir.

(b) Ortalama Deger Teoremi (ODT), reel degerli diizglin (smooth) fonksiyonlarin

contraction doénusiimleri olduklarini géstermede énemli bir role sahiptir. Ornegin:
1 .
X =R,d(x,y)=|x-y| olsun ve T(x)=551n2x ile tanimli 7:R — R dénisimiini

ele alalim. T doénusimi R Gzerinde tiirevlenebilir oldugundan, ODT ni uygulayabiliriz:

Bu durumda

d(Tx,Ty)=|Tx—Ty|:

2 2
T'(c)-(x—y)‘ =§|COSZC||x—y| S§|x—y|

olacak sekilde x ve y arasinda bir csayisi vardir. Béylece A =2/5 olarak alinmasi veya
herhangi bir /16[2/5,1) secimi icin 7 donlsiminin contraction dénidsim oldugu
elde edilir.

Lipschitz kosulunu saglayan her donlisiim, dizglin siirekli oldugundan contraction

doénistimler de dizglin sireklidir. Dolayisiyla T slirekli degilse, bir contraction

doénidsim olamaz. Buna karsin, T contraction donlisiim olmasa bile, herhangi bir »
icin 7" bir contraction dontsiim olabilir.

13



0, xe[O,l]

1, xe(l,2

Ornek 2.22 T7:[0,2] —[0,2] doniisimi T(x)={ olarak tanimlansin. T

donisimi x=1" de slreksizdir ve dolayisiyla contraction dénisim olamaz. Diger
taraftan, 77 :{0,1} — {0}, 7% (x) =0 olup bir contraction déniisimdir. Ayrica x=0,
T’ nin tek sabit noktasidir [72].

Klasik Banach contraction prensibi sabit nokta teorideki en kullanisl sonuglardan
biridir. Dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin ¢ézimiinde birgok uygulamaya

sahip olan bu 6nemli sonug su sekilde ifade edilir:

Teorem 2.23 (Banach contraction prensibi) (X,d) bir tam metrik uzayve ': X > X

(2.6) sartini saglayan bir contraction dontisimi olsun. Bu durumda

(i) T, X 'te birtek p sabit noktasina sahiptir;
(ii) Herhangi bir x, € X icin

x,=Ix,,=T"x,,n=0,1,2,... (2.7)

ile tanimli Picard iterasyonu tarafindan Uretilen{xn}:zo iterasyon dizisi p ye yakinsar
[38].

ispat: ilk olarak sunu belirtmeliyiz ki; (2.6) sartini saglayan bir 7 déniisimiiniin en fazla

bir tane sabit noktasi vardir, yani cardF, <1 dir. Bunun dogrulugunu géstermek igin, T
dénlsiminin x, # y. olacak sekilde x, ve y,eF, gibi iki sabit noktaya sahip

oldugunu kabul edelim. (2.6) dan

d(x,y.)=d(Tx,Ty.) < A-d(x,p.)<d(x, 1), 2€(0,1)

oldugu elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Dolayisiyla T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Bu sabit noktanin varligini géstermek icin, verilen herhangi bir x, € X icin {xn}:lo
Picard iterasyonunun bir Cauchy dizisi oldugunu gostermeliyiz. (2.6) sartindan
d(x,,x)=d(Tx,Tx,) < A-d(x,,x,)

olup, timevarimdan
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d(xn+1,xn)g/1’1~d(xl,xo),n:0,1,2,... (2.8)

oldugu elde edilir.

Boylece, herhangi n, p e N, p >0 igin

n+p-1 n+p-1 n
d(xmp,xn)é > d(x,x)< Y, /lkd(xl,xo)ﬁl l'd(xpxo) (2.9)
k=n k=n -

oldugu elde edilir. /16[0,1) oldugundan, n — o icin A" — 0 olur. Boylece (2.9)" dan
{x,}",’ in bir Cauchy dizisi oldugu gériilir. Ustelik, (X,d) bir tam metrik uzay

oldugundan {xn},io dizisi X’ teki bir x, elemanina yakinsaktir, yani limx, = x, dir.

n—x0

Diger taraftan herhangi bir Lipschitzian dontsiim siirekli oldugundan,

x, =limx,
n— n—>0

zlimT(xn):T(limxn):Tx*

oldugu elde edilir. Bu da, herhangi bir x, e X icin, Picard iterasyonunun X' te

yakinsak oldugunu ve limitinin 7'’ nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir. T en fazla bir

tane sabit noktaya sahip oldugundan Picard iterasyonunun, her bir x, € X se¢imi i¢in
ayni x, degerine, yani 7’ nin teklikle belirli olan sabit noktasina yakinsadigi sonucuna

ulasiriz. Boylece (i) ve (ii) ispatlanmis olur.

Bu teorem vyalnizca bir sabit noktanin varligini insa etmekle kalmaz herhangi bir
baslangi¢c degeri icin bu sabit noktayi yaklasik olarak hesaplamamiza da olanak saglar.

Bu slireg asagidaki 6rnekte gosterilmistir.
Ornek 2.24 (a) arctanx—4x+8=0 denklemi [0,00)’ da bir tek ¢éziime sahiptir.
Tx = 2+%arctanx ile tanimli déntigimi ele alalim, Ornek 2.21 (a) da T’ nin A =1/4 ile

bir contraction doniisiim oldugu gosterilmisti. Bu nedenle Teorem 2.23’ ten dolayi ilgili

denklem [0,oo) " da bir tek ¢oziime sahiptir.
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Bu ¢6zimi bir £=0.001 hatasiyla bulmaya calisahm. Bu durumda x, =0’ dan
baslayacak sekilde bir x, =Tx, , dizisi segebiliriz. Buradan x,=7(0)=2 olarak elde
edilir. Bdylece d(x,,x, ) :|O—2| =2 dir. Dolayisiyla

n—1 n-2
1-(1/4) 4 2

< (n—2)10g%< log(3-27"-107)

log(3-27-107)

ez >6.690

= n—1>

olacak sekilde yeterince blyik bir n sayisi segilebilir.

(b) X =[a,b], d(x,y)=|x—y| ve T:X — X bir déniisiim olsun. Eger T, [a,b] kapali
araliginda stirekli, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir bir déniisim ve her xe(a,b)
icin

ITx| <k <1

ise, T’ nin X’ te bir tek sabit noktasi vardir. Gercekten de ortalama deger

teoreminden her x, y €[a,b] igin

|Tx—Ty|:

T'(c)-(x—y)‘ﬁk-|x—y|

olacak sekilde bir ce(x,y) vardir. Boylece Banach contraction prensibi geregi T’ nin

bir tek sabit noktasi vardir.

Tanim 2.25 (Kesin Contraction Déniisiim) (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

donusum olsun. x # y olacak sekildeki her x,y e X igin,

d(Tx,Ty)<d(x,y) (2.10)
ise, T’ ye kesin contraction donisiim (strict contraction) denir [70].
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“T:X — X bir contraction donlisim” dir ifadesinin (2.10) sartina denk oldugu
disindlebilir ancak bu disince yanhstir. (2.10) sarti (2.6) ile verilen sarttan oldukca
zayif bir sarttir. Asagidaki 6rnekte (2.10) sartini saglayan bir 7' donlisimi tarafindan

tretilen x,T(x),T(T(x)),... iterasyon dizisinin X’ te her zaman bir Cauchy dizisi

olamayacagi gosterilmistir.

Ornek 2.26 X =R, d(x,y)=|x—y| olsun ve szln(ex+2) ile tanmh 7:R >R

donlsimiint goz onune alalim. T donlsimi (2.10) sartini saglar: ODT den dolayi

X

e

herhangi x,y e X cifti icin ‘T(x)—T(y)‘:‘T'(C)Hx_y|: 2+¢
e

x—y| < |x—y| olacak

sekilde c e (x,y) sayisi mevcuttur. Ancak x, =0 da baglayan

X, zln(eo +2):1n3, X, zln(e1r13 +1):1n4,..., x,=In(n+1)

iterasyon dizisini ele alalim. Bu dizi sinirsiz oldugundan bir Cauchy dizisi olamaz.

Buradan T nin bir contraction dénisiim olmadigi gorulir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan kesin contraction dontstimlerin sabit

noktalara sahip olmalari gerekmedigi asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

.. 1

Ornek 227 X =[l,©),d(x,y)=|x-y| olsun ve Tx=x+— ile T:X—>X
X

donlsimini tanimlayalim. Bu durumda x # y olacak sekildeki her x,y € X igin,

d(Tx,Ty)=|Tx—Ty|: x+l_y+l
X Yy
:|x2y—x—xy2+y|:|(x—y)(xy—1)|
o ] v
o]
Bl
olur. Burada her x,y € X =[1,00)igin %Sl olacagindan dolayi
Xy

17



=yl 1]

d(Tx,Ty) <
(PeTy) <=

<|x—y|:d(x,y)
olur ki bu da d(Tx,Ty)<d(x,y) sartinin saglandigini gésterir. Boylece, T bir kesin

contraction donusiimdur. Ayrica,

x+l=x:>l:0
X X

esitligini saglayan bir xe[l,oo) sayisi bulunamaz, yani 7 donlsimu bir sabit noktaya
sahip degildir [74].

Bu donlsimlerin sabit noktalarinin varhigini garantilemek igin ¢ahlisilan uzayin kompakt

olmasi yeterli olacaktir.

Teorem 2.23’ teki (i) ve (ii) sartini saglayan bir donlisime bir Picard operatori denilir

[75].

Teorem 2.23’ te dikkat edilmesi gereken 6nemli bir husus, (2.6) ile verilen contraction
sartinin 7’ nin X Uzerinde surekli olmasini gerektirmesidir. 1968 yilinda R. Kanan, [49]
ile verilen calismasinda 7’ nin X (Uzerinde sirekli olmasini gerektirmeyen bir
contractive lik sarti tanimlayarak, Banach contraction prensibini asagidaki sekilde
genellestirmistir:

Teorem 2.28 (Kannan Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X asagidaki

sarti saglayan bir donlisiim olsun, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)Sa-[d(x,Tx)+d(y,Ty)] (2.11)

olacak sekilde en az bir ae[O,l/Z) sayisi mevcut olsun. Bu durumda 7 bir Picard

operatoruddr.

Ispat: ilk olarak sunu belirtmeliyiz ki; eger T déniisimi (2.11) sartini saghyorsa, bu

durumda cardF, <1 dir.

Simdi x,€e X ve x, =7"x,,n=0,1,2,... Picard iterasyonu olsun. Bu durumda (2.11)

den
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d(xn,xm):d(Txn_l,Txn)Sa[d(xn_l,xn)+d(xn,xn“)]

veya

d(xn,x,m)sla d(x,,x,), n=12,... (2.12)
—a

oldugu elde edilir.
ae [0,1/2) icin 0< IL <1 oldugundan, Teorem 2.23’ {in ispatindakine benzer sekilde
—a

{xn}io dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve dolayisiyla da yakinsak bir dizi oldugu

sonucuna ulasilir. x, € X, {xn}io dizisinin limiti olsun. Bu durumda,

d(x.,Tx.) Sd(x*,xn)er(xn,Tx*)Sd(x*,xn)+a[d(xn,xn_l)+d(x*,Tx*)]

olup, buradan da

d(x*,Tx*)S%-d(x*,xn)+lid(xn1,xn), VneN (2.13)
—-a —a

oldugu elde edilir.

(2.12) ve (2.13) den

d(x*,Tx*)S%-d(x*,xn)+(Lj d(xy,x), n=12,... (2.14)
—a

—da

olup, (2.14) te n — oo igin limit durumuna gegilmesiyle

d(x.,Tx.)=0< x, =Tx,, yani F, ={x.}

oldugu elde edilir. Béylece her bir x, € X icin, x, = x. (n - 00) dir.#
Ornek 2.29 X =R olsunve T: X — X dénisimini asagidaki sekilde tanimlayalim,

0, x € (—o0,2]
Tx = .
g —%, xe(2,oo)
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Bu durumda (i) T strekli degildir. (ii) 7', (2.11) ile verilen sarti saglar (bu durumda

1
a :§ tir) ve boylece Kannan teoreminden dolayi 7' bir Picard dénistimudir [76].

Kannan Teoremin’den esinlenilerek, 7T’ nin sirekliligini gerektirmeyen cesitli
contractive tip dontsim siniflari icin ¢cok sayida sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Bu ¢alismalardan bazilari [77-79] ile verilen ¢alismalarda gorilebilir.

Bu teoremlerden biri, Chatterjea [80] tarafindan (2.11) sartina benzer bir sart

kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 2.30 (Chatterjea Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve 7: X — X asagidaki

sarti saglayan bir donlsiim olsun, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)<b-[d(x,Ty)+d(y.Tx)] (2.15)

olacak sekilde en az bir be[0,1/2) sayisi mevcut olsun. Bu durumda T bir Picard

operatoruddr.

Burada (2.11) sartini saglayan bir dontsim Kannan donisimi olarak adlandirilirken,

(2.15) sartini saglayan bir doniisiim Chatterjea dontsiimii olarak adlandirilmaktadir.

Ayrica Rhoades [81] tarafindan verilen bir 6rnekte, (2.6) ile verilen contractive lik sarti
ile (2.11) ve (2.15) ile verilen contractive lik sartlarinin birbirlerinden bagimsiz olduklari

gosterilmistir.

1972 yilinda Zamfirecu, [56] ile verilen calismasinda (2.6), (2.11) ve (2.15) sartlarini bir

araya getirerek asagida verilen 6nemli sonucu elde etti:

Teorem 2.31 (Zamfirescu Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve 7:X — X bir

donilsiim olsun. Eger her x,y € X igin

(z1) d(Tx,Ty)S/ld(x,y),
() d(Tx,Ty)Sa~[d(x,Tx)+d(y,Ty)],
(z3) d(Tx,Ty)Sb-[d(x,Ty)+d(y,Tx)],
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sartlarindan en az birisinin dogru olacag sekilde, /16[0,1), 0<a,b<1/2 sartlarini

saglayan A,a ve b reel sayilarivarsa, bu durumda 7' bir Picard operatoriidir.
Ispat: x,y € X alalim ve (z1), (z2) veya (z3) sartlarindan en az biri dogru olsun.
Eger (z,) dogru ise, bu durumda

d(Tx,Ty)Sa-[d(x,Tx)+d(y,Ty)]£a-{d(x,Tx)+[d(y,x)+d(x,Tx)+d(Tx,Ty)]}

oldugu elde edilir. Boylece
(l—a)d(Tx,Ty) < 2ad(x,Tx)+ad(x,y)
veya

d(Tx,Ty)Slz_—aad(x,Tx)-Fﬁd(xJ)

oldugu elde edilir.

Eger (z3) dogru ise, bu durumda benzer sekilde

a(Te 1) s 22 d (5 Te) +—d (x.)

oldugu elde edilir.

Simdi &' yi

5= LL’L
l-a 1-b

ile tanimlarsak & €[0,1) olur ve her x,y e X icin

d(Tx,Ty)S25d(x,Tx)+5d(x,y) (2.16)

esitsizligi saglanir.

Benzer sekilde, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)S25d(x,Ty)+§d(x,y) (2.17)

21



esitsizligi elde edilir.
(2.16)" dan cardF, <1 oldugu saglanir. Simdi 7’ nin bir tek sabit noktaya sahip

oldugunu gosterecegiz. x, € X keyfi bir baglangic noktasi olsun ve {xn}j:O,T’ ye

karsilik gelen

x,=1"x,,n=0,1,2,...

Picard iterasyonu tarafindan Uretilen iteratif dizi olsun.

Eger x:=x, ve y:=x , ikiardisik yaklagim ise, bu durumda (2.17)' den

n—1

d(Ix,,Tx, ) <26d(x,,Tx, )+ 6d(x,,x,_,),

yani,

d(x,,.x,)<6d(x,,x,)

n+l>""n no

oldugu elde edilir.

Buradan {xn}jo' in bir Cauchy dizisi oldugu ve boylece yakinsak oldugu sonucuna

ulasilir. x, € X, bu dizinin limiti olsun. Bdylece,

limd(xnﬂ,xn ) =0

n—>0

olur.

(2.16) ile verilen ifadenin ve liggen esitsizliginin kullaniimasiyla

d(x.,Tx.)<d(x.,x,.,)+d(Tx,,Tx.)

n+l

Sd(x*,x )+5d(x*,xn)+25d(xn,Txn)

n+l

oldugu elde edilir, n — o igin d(x,,Tx,)=d(x,,x,,, ) = 0 oldugundan

d(x*,Tx*) =0 x, =Tx,
oldugu elde edilir. Béylece her bir x, € X i¢in
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F}={L}vexn—>m(n—>w)

dir.#
En genel contraction sartlarindan biri Ciric [42] tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi:

Tanim 2.32 (Quasi Contraction) (X,d) bir tam metrik uzay ve 7: X — X bir dénisim

olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty) Sh-max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} (2.18)

olacak sekilde bir he(O,l) sayisl varsa, I’ ye bir quasi contraction denir ve T bir

Picard operatoruddir.
(2.11), (2.15) ve (z1)-(z3) sartlarindan herbirinin (2.18) sartini gerektirdigi agiktir.

Literatlrde, bu tipten contraction sartlarindan esinlenilerek elde edilmis olan birgok
sabit nokta teoremi mevcuttur, 6rnegin Rus [77], Taskovic [79], Rhoades [81], [82],

Berinde [83].

2004 yihnda Berinde [76], (z1)-(z3) ten daha genel olan ve karsilik gelen T
donltsimiinin sirekliligini gerektirmeyen asagidaki contraction sartini tanimlayarak
bazi sabit nokta teoremleri elde etti:

Tanim 2.33 (Zayif Contraction) (X,d) bir tam metrik uzay ve 7: X — X bir déniisiim

olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < 8d(x,y)+Ld (y,Tx) (2.19)
veya
d(Tx,Ty)S§d(x,y)+Ld(x,Ty) (2.20)

olacak sekilde bir 56(0,1) sabiti ve birL >0 mevcut ise, T ye bir zayif contraction

denir.

T donlsiminin zayif contractive ligini kontrol etmek icin hem (2.19) hem de (2.20)

ile verilen sartlari kontrol etmek gerekir.
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(2.19) veya (2.20) de 6 =4 ve L =0 alinirsa (2.6) ile verilen contraction sarti elde
edilir. Buradan da (2.6) ile verilen contraction sartinin ayni zamanda bir tek sabit

noktaya sahip olan bir zayif contraction oldugu sonucuna ulasilir [81].

Herhangi bir Zamfirescu donisiimu, yani Teorem 2.31’ deki (z1)-(z3) sartlarini saglayan
herhangi bir donlsim bir zayif contraction dir [76]. Dolayisiyla, sirasiyla, (2.11) ve
(2.15) ile verilen Kannan ve Chatterjea donlsimleride birer zayif contraction olurlar.
Bununla birlikte quasi contraction larinda da zayif contraction olduklari asagidaki

Onermede verilmistir.

Onerme 2.34 Herhangi bir quasi contraction, 0 </ < 1/2 sartiyla bir zayif contraction

dir [76].

Onerme 2.34’ ten, quasi contraction larin 7 <1/2 sartiyla birlikte zayif contractionlar
oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte, asagidaki 6rnekte gosterildigi Uzere h>1/2

sartiyla da zayif contraction olan quasi contractionlar mevcuttur. Buradan da su sonuca

ulasilir: & <1/2 sarti, bir quasi contraction in bir zayif contraction olmasi igin gerekli bir

sart degildir [76].

Ornek 2.35 7T:[0,1] > [0,1] dénisimiini

2
T — E’ xe[O,l)

0,x=1
olarak tanimlayalim. Bu durumda,
(i) T, he[2/3,1) ile (2.18) sartini saglar,
(i) T, 6§ >2/3 ve L>5 ile (2.19) sartini saglar [76].

2004 yilinda Berinde [76], (2.19) ve (2.20) ile verilen zayif contraction sartlarini
kullanarak; Teorem 2.23, Teorem 2.31 ve literatirdeki bircok sabit nokta teoreminin

onemli bir genellestirmesi olan asagidaki teoremi elde etti:

Teorem 2.36 (X,d) bir tam metrik uzay ve 7:X — X dénisimi (2.19) sartini

saglayan bir zayif contraction olsun. Bu durumda
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(i) FT={xeX:Tx=x};t@;

(i) Herhangi bir x, € X igin, (2.7) ile verilen {x,}” = Picard iterasyonu bazi x, € F; ye

yakinsar.

Ispat: ilk olarak, 7’ nin X’ te en az bir sabit noktaya sahip oldugunu gdsterecegiz.

Bunun igin keyfi bir x, € X alam ve {x,}” , (2.7) ile tanimlanan Picard iterasyonu

tarafindan Uretilen bir iteratif dizi olsun.

(2.19) da x:==x, , ve y:=x, yazildi§inda

n—1

d(Tx,,Tx,)<5-d(x,,x,)

n—=1°>"n

veya

d(x,,x,,)<8-d(x,,x,)

n° n—-1°>"n

oldugu elde edilir.

(2.21)" i kullanarak, timevarimdan

d(x,,x

n+l

)S&" -d(xo,xl), n=0,12,...

oldugunu elde ederiz.

Bu durumda

d(x,.%,,)<8" (1+8+--+8"")d(x,.x,)

5"
5

1—5p)d(x0,xl), n,peN,p#0

oldugu elde edilir.

(2.21)

(2.22)

5 €(0,1) oldugundan, (2.22)" den {xn}:lo dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve boylece

yakinsak oldugu elde edilir.
Simdi
x, =limx,

n—>0
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olarak alalim. Bu durumda

d(x,Tx)<d(x,x,,)+d(x,.,Tx)=d(x,,,x)+d(Tx,,Tx.) (2.24)
oldugu elde edilir.
Ayrica, (2.19)" dan
d(Tx,,Tx.)<8d(x,,x )+ Ld (x.,Tx,) (2.25)

oldugu elde edilir.
Boylece (2.24) ve (2.25) ten, her n>0 igin

d(x.,Tx.)<(1+L)d(x.,x,.,)+5d(x,,x.) (2.26)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte n — oo igin limit alindiginda, sikistirma kuralindan

d(x*,Tx*) =0

oldugu elde edilir, yani; x,, T’ nin bir sabit noktasidir. #

Teorem 2.23 ve Teorem 2.31" de kullanilan operatorlerin sabit noktalari teklikle belirli
olmasina ragmen, asagidaki 6rnekte gosterildigi Gizere zayif contraction lar bir tek sabit

noktaya sahip olmak zorunda degildirler.

Ornek 2.37 7:[0,1] >[0,1] déniisimi birim doéndsim olsun, yani her x&[0,1] igin
Tx =x olsun.

Bu durumda

(i) T donusimi, keyfi 6e(0,1) ve L>1-5 secimleri ile (2.19) sartini saglar.
Gergekten; (2.19) ve (2.20) sartlarindan

|x—y|£5-|x—y|+L-|x—y|

oldugu elde edilir. Eger keyfi bir o € (0,1) alirve L >1-0 olarak secersek bu esitsizlik
her x, y €[0,1] icin dogru olur.

(ii) 7’ nin sabit noktalarinin kiimesi [0,1] araliginin tiimtdiir, yani F, =[0,1] dir [76].
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Berinde [76] tarafindan ortaya konulan asagidaki teorem, (2.19) ile verilen contractive
sartina oldukca benzer ek bir contractive sartiyla bir zayif contraction in sabit noktasini

teklikle belirlemeyi miimkin kilmaktadir.

Teorem 2.38 (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X donutsimi asagidaki sarti

saglayan bir zayif contraction olsun: Her x,y € X igin

d(Tx,Ty)SH-d(x,y)+Ll-d(x,Tx) (2.27)

olacak sekilde & €(0,1) sabiti ve L, >0 mevcuttur.

Bu durumda

(i) T bir tek sabit noktaya sahiptir, yani £, ={x.} dir;

(ii) Herhangi bir x, € X icin, (2.7) ile verilen Picard iterasyonu tarafindan Uretilen
{x,} , iteratif dizisi x. € F, ye yakinsar.

ispat: 7’ nin X’ te x, ve y, gibi farkli iki sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim.

Bu durumda (2.27)’ de x:=x, ve y:=y, yazilirsa

d(Tx*,Ty*):d(x*,y*)SH-d(x*,y*)<:>(1—6’)d(x*,y*)S0

oldugu elde edilir ve

d(x*,y*)>0

olusu ile celisir.

ispatin kalan kismi Teorem 2.36 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.#

Yukaridaki teoreme bagli olarak asagidaki incelemeler yapilabilir:

(i) Uzakhk fonksiyonunun simetrikli§inden dolayi, her x,ye X igin (2.27) nin

saglanmasi icin gerek ve yeter kosul, her x,y € X igin

d(Tx,Ty)S0~d(x,y)+L1-d(y,Ty) (2.28)

27



sartinin saglanmasidir. Boylece, (2.19) ve (2.20) sartlarindaki duruma benzer sekilde,
somut uygulamalarda hem (2.27) hem de (2.28) sartinin saglandiginin kontrol edilmesi

gerekir.

(ii) (2.27) sarti Osilike [84-86] tarafindan belirli sabit nokta iterasyon yontemlerinin
kararliliklarinin ispatlanmasi icin kullanildi. Ayrica Osilike [84] ve [85]" te goruldigu
Uzere (2.27) sarti, T’ nin bir sabit noktaya sahip olmasini gerektirmez. Ancak, eger
(2.27) sartini saglayan bir 7" donlisimU bir sabit noktaya sahip ise bu nokta kesinlikle

tektir.

(iii) (2.6), (2.11), (2.15) sartlarini veya Teorem 2.31" deki (z1)-(z3) sartlarini saglayan
herhangi bir 7 déniisimii (2.27) ve (2.28) teklik sartlarini da saglar. Béylece Ornek
2.37 go6zonlne alindiginda Teorem 2.38 (ve ayrica Teorem 2.36), Teorem 2.31" i

genellestirir. Ustelik, 0 </ <1/2 sartiyla, herhangi bir quasi contraction da (2.27) ve

(2.28) sartlarini saglar. Bu da Teorem 2.38’ in Teorem 2.23, Teorem 2.28, Teorem 2.30

ve Teorem 2.31’ i genellestirdigini gosterir.

2006 yilinda, Olatinwo vd. [87] yukarida bahsedilen contractive lik sartlarini daha da
genellestiren asagidaki contractive sartini tanimlayarak belirli sabit nokta iterasyon

yontemlerinin kararliliklarini incelediler.
Tanim 2.39 (Contractive-Like Operatorler) (X,d) bir tam metrik uzay ve

T:X — X bir dontsiim olsun. Eger her x,y € X igin

d(Tx,Ty)S5-d(x,y)+go(d(x,Tx)) (2.29)

olacak sekilde bir 5€[0,1) sabiti ve ¢(0)=0 sartini saglayan bir ¢:R" —>R"
monoton artan fonksiyonu mevcut ise, T’ ye bir contractive-like donisiim denir.

(2.29) ile verilen ifade, Tanim 2.39’ da ele alinan X’ in bir normlu lineer uzay veya

Banach uzayl olmasi durumunda norm tarafindan Uretilen metrik yardimiyla, yani

d(x,y)=|x=y|, Vx,yeX bagintisi yardimyla asagidaki sekilde yeniden formiile
edilebilir:
fre- < -l pll—74) 230
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Asagidaki incelemeler (2.30) ile verilen contractive lik sarti yukarida bahsedilen
contractive sartlarindan daha genel oldugunu goéstermektedir. Gergekten, eger (2.30)

da,

(i) go(t):L-t, L >0 olarak alinirsa bu durumda Osilike [84]" te verilen contractive

tanimi elde edilir.

(i) go(t):lL-t, c€[0,1) olarak alinirsa bu durumda Rhoades [88]’ de tanimlanan
—C
contractive lik sarti elde edilir.

(iii) /16[0,1) ve 0<a,b<l/2 sartlarini saglayan A, a ve b reel saylar igin

LL} olmak Uzere, ¢(t)=2-6-¢ olarak alinirsa bu durumda

0 =max< A, ,
l1—-a 1-b

Berinde [89] ve Harder ve Hicks [90]" daki Zamfirescu’ nun contractive tanimi elde
edilir.
(iv) go(t) =0 olarak alinirsa bu durumda da (2.6) ile verilen contraction sarti elde edilir.

Asagidaki 6rnekte, (2.30) sartini saglayan contractive-like donlisimlerin genelde bir
sabit noktaya sahip olmadiklari, ancak sahip olmalari durumunda ise bu sabit noktanin

tek oldugu gosterilmistir.

Ornek 2.40 X =[0,%0) olsunve T’ yi

10, 0<x<08
0.6, 08<x

ile tanimlayalim. Genelligi bozmaksizin x <y oldugunu kabul edelim. Bu durumda
0<x<y<0.8 veya 0.8<x <y igin ||Tx—Ty||:0 dir ve boylece (2.30) sarti saglanir.
Eger 0<x<0.8<y ise budurumda ||Tx—Ty||: 0.4 tir. Simdi herhangi bir L >2 sayisi
icin @’ yi go(t):Lt olarak tanimlayalim. Bu durumda ¢ fonksiyonu artandir, stireklidir

ve ¢(0)=0 dir. Ayrica,

x—Tx||=1—x olup

o(lx-1x)=L(1-x)202L>04
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tir. Boylece herhangi bir 5 €[0,1) igin
04= ||Tx—Ty|| < L”x—Tx” < 5||x—y||+L||x—Tx||

dir ve (2.30) sarti 0<x<0.8< y igin de saglanir. Ancak 7' herhangi bir sabit noktaya
sahip degildir. Bununla birlikte, eger T bir sabit noktaya sahip ise (2.30) sarti

kullanilarak bu sabit noktanin tekligi kolayca gosterilebilir: 7’ nin x, #x, olacak

sekilde x, ve x, € F,. gibi iki sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim, (2.30)’ dan

0 |x, =, =T, = T, | < |, = 5, + (|}, = T )

=55, —x, |+ o (| —x])

:5-||x1—x2

X

|x, —x,|=0 ve ¢(0) =0 oldugundan)

veya

(1—5)-||x1 —x2||S0<:>||xl—x2||<O

oldugu elde edilir. Bu ise uzaklik fonksiyonunun pozitif tanimliligi ile gelisir. Bu geligki

X, # x, kabullinden kaynaklanmaktadir, dolayisiyla 7' bir tek sabit noktaya sahiptir.
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BOLUM 3

BAZI SABIT NOKTA iTERASYON YONTEMLERININ YAKINSAKLIKLARI
ve YAKINSAKLIKLARI ARASINDAKiI DENKLIK

Bu bolimde bir iterasyon yonteminin en genel formdaki tanimini vererek literatiirde
yaygin olarak kullanilan iterasyon yontemlerini ve tanimlamis oldugumuz bazi yeni
iterasyon yontemlerini tanitacak ve bu iterasyon yontemleri ile tanimlamis oldugumuz
yeni iterasyon yontemlerinin belirli bir doéntsim sinifi icin yakinsakliklarini ve

yakinsakliklari arasindaki denkligi inceleyecegiz.

(X,

) bir normlu uzay ve T:X — X bir donisim olsun. f bir fonksiyon olmak

Uzere, bir sabit nokta iterasyon yontemi en genel formda

x, X, (3.1)
an:f(T,xn),n:O,l,L... '

bagintisi ile tanimlanir [70].

Tanim 3.1 (Picard iterasyon Yéntemi) (3.1) ile verilen ifadede

X0 =/(T,x,)=Tx,,VneN (3.2)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Picard iterasyon yontemi (veya ardisik

yaklasikliklar dizisi) denir.

Picard iterasyon yonteminin Liouville [58] tarafindan tanimlandigi ve Cauchy tarafindan
kullanildigl goriilmektedir. Bu yontemin ilk olarak 1890 yilinda Picard [59] tarafindan
onun klasik ve iyi bilinen adi diferansiyel denklemler icin baslangic deger
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problemlerinin ¢dzimunin varligi ve tekligine iliskin ispatinda sistematik olarak

gelistirildigi gérilmektedir.

Teorem 2.23’ te, (3.2) ile verilen Picard iterasyon yonteminin (2.6) ile verilen
contraction donusimlerin teklikle belirli olan sabit noktasina yakinsadigi gosterilmistir.
Bununla birlikte (2.6) contraction sartini saglayan 7' dénisiimu Gzerindeki A <1 sarti

A =1 olarak zayiflatildiginda, yani ele alinan donisim sinifi

-1y

,Vx,ye X (3.3)

sartinl saglayan ve nonexpansive donisimler olarak adlandirilan donlsim sinifi
oldugunda, (3.2) ile verilen Picard iterasyon yonteminin (3.3) sartini saglayan

nonexpansive dontsimlerin sabit noktalarina yakinsamasi s6z konusu degildir.
Ornek 3.2 X =[0,1] olsun ve her x €[0,1] igin 7:[0,1] »[0,1] déniisimiin
Tx=1-x

olarak tanimlayalim. Bu durumda 7T, (3.3) sartini saglayan bir nonexpansive

déniisimdir ve F, ={1/2} olup T bir tek sabit noktaya sahiptir. Bununla birlikte,

herhangi bir x = x, #1/2 baslangi¢ degeri igin, (3.2) ile verilen Picard iterasyonu

X, 1= x5, %0,1=x,,...

seklinde x, ve 1—-x, degeleri arasinda salinan bir dizi Gretir ki, séz konusu bu dizi T’

nin sabit noktasi olan 1/2 degerine yakinsamaz [70].

Yukaridaki gercekten hareketle arastirmacilar yeni iterasyon yontemleri tanimlama

veya mevcut iterasyon yontemlerini gelistirme ihtiyaci duymuslardir.

Picard iterasyonunun nonexpansive donlsiimlerin sabit noktasina yakinsamasindaki
yetersizligi gz onlinde bulunduran Krasnosel’skii [60] asagidaki iterasyon yontemini

tanimlayarak bu yetersizligi ortadan kaldirmistir.

Tanim 3.3 (Krasnosel’skii iterasyon Yontemi) (3.1) ile verilen ifadede

X0 =/1(T,x,) =%(xn +Tx,),VneN (3.4)
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alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Krasnosel’skii iterasyon yontemi denir.
Ornek 3.4 Ornek 3.2 deki X =[0,1] uzayini ve T:[0,1]—>[0,1] déniisiiminii ele
alalim. Herhangi bir x =x, #1/2 baglangig degeri icin, (3.4) ile verilen Krasnosel’skii
iterasyonu tarafindan dretilen {x,}”  ={1/2} sabit dizisi T’ nin sabit noktasi olan 1/2
degerine yakinsar [70].

Schaefer [61], (3.4) ile verilen Krasnosel’skii iterasyon yontemini asagidaki sekilde
genellestirerek nonexpansive doniislimlerin sabit noktasina yaklasimda bulundu.
Tanim 3.5 (Genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon Yéntemi) A e(O,l) olmak Uzere,

(3.1) ile verilen ifadede

xnﬂ:f(T,xn)z(l—/l)xn+/1Txn,,‘v’neN (3.5)

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon

yontemi denir.

Nonexpansive donlisimlerin sabit noktalarina yaklasimda bulunmak amaciyla
tanimlanan en genel iterasyon yontemi Mann iterasyon yodntemidir [62]. Mann
iterasyon yontemi kronolojik olarak Krasnolsel’skii iterasyon yonteminden iki yil énce
bir matris formilasyonunda tanimlanmis olmasina ragmen, bigimsel olarak

Krasnolsel’skii iterasyonunun bir genellestirmesidir ve Mann iterasyonunun normal

formu Krasnolsel’skii iterasyonundaki A parametresinin bir {an} C[O,l] reel dizisi ile

degistirilmesi ile asagidaki formulasyon ile verilir.

Tanim 3.5 (Mann iterasyon Yéntemi) {c, | <[0,1] belirli sartlari saglayan bir reel sayi

dizisi olmak lizere, (3.1) ile verilen ifadede

u,eX, ie
un+1:f(Tau,,):(l—OC,,)Mn+0(nTun,VneN ( ’ )

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denir.
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- k
Tanim 3.6 (Kirk iterasyon Yontemi) i=0,k, k>1 igin a;20, a,>0 ve Zai =1
i=0

olmak Uzere, (3.1) ile verilen ifadede

k
X, =f(T,xn) = ZaiTixn, n=0, (3.7)

i=0

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Kirk iterasyon yontemi denir [91].

Bu iterasyon yonteminde, k=0 alinirsa Picard iterasyon yontemi ve k=1 alinirsa

Genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde edilir.

Sabit nokta teoride yaygin olarak kullanilan bir diger iterasyon yontemi de Ishikawa
iterasyon ydntemidir. ilk olarak 1974 yilinda Shiro Ishikawa [63] tarafindan asagidaki

sekilde tanimlanan bu iterasyon yéntemi,

,Vx,ye Xvet>0 (3.8)

e= <1+ £) (x =) =1 (75~ T)

esitsizligini saglayan ve pseudo-contractive donlsim olarak adlandirilan T
dontslimlerinin sabit noktalarina yakinsamada kullanildi.
Tanim 3.7 (Ishikawa iterasyon Yéntemi) {o,} ve {8} <[0,1] belirli sartlari saglayan

reel sayi dizileri olmak lizere, (3.1) ile verilen ifadede

{xm =f(T.x,)=(1=a,)x, + a1y, (3.9)

v, =(1-8,)x,+B,Tx,,VneN
alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Ishikawa iterasyon yontemi denir.

2000 yilinda M.A. Noor [92] tarafindan, varyasyonel esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerinin
elde edilmesi amaciyla asagidaki ti¢ adimli iterasyon yontemi tanimlandi.
Tanim 3.8 (Noor iterasyon Yéntemi) {a,}.{5,}.{7,} =[0,1] belirli sartlar saglayan
reel sayi dizileri olmak lizere, (3.1) ile verilen ifadede

X, :f(T,xn) =(1—an)xn +a Ty,

v, =(1=8,)x,+B1z, (3.10)
z,=(1-7,)x,+7,Tx,,VneN

n
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alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Noor iterasyon yontemi denir.

Tanim 3.9 (Multistep iterasyon Yéntemi) {an}::o ve {,B"}wfo Ji=1,k—2,k>2 dizileri

n

[0,1] de belirli sartlari saglayan reel sayi dizileri olmak tzere, (3.1) ile verilen ifadede

xn+1 :f(T’xn)z(l_an)xn+anTy:1’
v=(1-8)x,+ BTy i=1k-2, (3.11)
Y= (1 - B )xn + BT, ,VneN

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine Multistep iterasyon yontemi denir.

Rhoades ve Soltuz [93] tarafindan tanimlanan Multistep iterasyon yontemi asagida

gosterildigi sekilde, yukarida bahsedilen iterasyon yontemlerinin bir genellestirmesidir:
(3.11) de £ =3 ve k=2 alindiginda, sirasiyla, iyi bilinen Noor (3.10) ve Ishikawa (3.9)
iterasyon yéntemleri elde edilir. (3.11) ile verilen iterasyon yéntemi k=2, . =0 ve
k=2, B =0, a,=A4 (sabit) icin, sirasiyla, Mann (3.6) ve Genellestirilmig

Krasnosel’skii (3.5) iterasyon yontemlerine indirgenir. Genellestirilmis Krasnosel’skii

(3.5) iterasyon yénteminde A2=1/2 ve A=1 alindiginda, sirasiyla, Krasnosel’skii (3.4)

ve Picard (3.2) iterasyon yontemleri elde edilir.

Tanim 3.10 (S-iterasyon Yéntemi) {a,} ve {B,} =[0,1] belirli sartlar saglayan reel

sayl dizileri olmak Uzere, (3.1) ile verilen ifadede

{xnﬂ =(1-a,)Tx, +a,I,, (3.12)

y, = (l—ﬁn)xn +pTx,,VneN
alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine S-iterasyon yontemi denir [94], [95].
Asagidaki iterasyon semasi S. Thianwan [96] tarafindan tanimlandi.

Tanim 3.11 (iki Adimh Mann iterasyon Yéntemi) {o,} ve {f,} <[0,1] belirli sartlari

saglayan reel sayi dizileri olmak tzere, (3.1) ile verilen ifadede

=(1- +a,ly,,
{xnﬂ ( an)yn an yn (313)

Y =(1_ﬁn)xn +,BnTxn,Vn€N
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alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine iki adimli Mann iterasyon yéntemi denir.

Phuengrattana ve Suantai [97] Noor iterasyon yonteminden esinlenerek, iki adimli

Mann iterasyon yontemini asagidaki sekilde genellestirdiler.

Tanim 3.12 (SP-iterasyon Yéntemi) {«,}.{£,}.{7,} €[0.1] belirli sartlari saglayan reel

say! dizileri olmak Uzere, (3.1) ile verilen ifadede

X4l (l_an)yn +anTyn>

yn:(l_ﬂiz)zn+ﬂnT2n’ (314)
z, =(1-y,)x, +7,Tx,,VneN

alinmasiyla elde edilen iterasyon yontemine SP-iterasyon yontemi denir.
2009 da Olatinwo [98] asagidaki hibrid iterasyon yontemlerini tanimladi.
Tanim 3.13 (Kirk-Ishikawa ve Kirk-Mann iterasyon Yontemleri) k ve s, k>s sartini
saglayan tamsayilar ve {“w}j:o ,{ﬂw}w ,clol], @, 20, a,,#0, B,,20, f,,#0

n=

sartlarini saglayan diziler olmak Uzere;

X, €X,

k k
(i) xn+l = an,oxn + zan,iTiyn H zan,i = 1: (315)
i=1 i=0

Vo =BooX, + 0.8, T'x,, DB, =1VYneN
= 7=0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Ishikawa iterasyon yéntemi denir.

x,eX

(i) (3.16)

k k
- i -
X, =Q, X, + Zan’iT X, Zanqi =1,VneN

i=1 i=0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Mann iterasyon yéntemi denir.

Chugh ve Kumar [99] Kirk-Mann ve Kirk-Ishikawa iterasyon yontemlerini genellestiren

asagidaki iterasyon yontemini tanimladilar.
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Tanim 3.14 (Kirk-Noor iterasyon Yontemi) k, s ve ¢, k>s>¢ sartini saglayan

o0

tamsayilar ve {an,i}jzo,{ﬁ’n’j} ,{7,1’1}:;0 <[01], &,,20, a,,#0, B,,20, B,,#0,

n=0

7,.20, 7 ,#0 sartlarini saglayan diziler olmak Gzere;

x, € X,

k k
— i —
KXo = an,Oxn + z an,iT Yo zan,i - 1’
i=l i=0

Y =ﬂn,0xn +Zﬂn,jTjZ"’ Zﬂ”’j :1’
Jj=1 Jj=0

t t
— l —
Zn - yn,Oxn +27/11,1T xn’ Zyn,l - lﬁvn € N
=1 =0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Noor iterasyon yéntemi denir.
Hussain vd. [100] asagidaki iterasyon yontemini tanimladilar.

Tanim 3.15 (Kirk-SP iterasyon Yontemi) k, s ve ¢, k>s>t sartini saglayan

tamsayilar ve {an,i}jzo’{ﬂn,j}j:o ,{7,,,,}00 . C [0.1], @,,20, a,,#0, B,, 20, B,,#0,

n=

V.. 20, 7., %0 sartlarini saglayan diziler olmak Gzere;

x,€X,

k k
— i —
Xl = an,Oyn + zan,iT Yo Z an,i - 1’
i=1 i=0

) o (3.18)
yn = ﬂn,Ozn + zﬁn,_/TjZn 2 zﬂ”,./ = 1’
Jj=1 j=0

t t
]
Z, = VuoX, t Z}/MT X, 27;1,1 =1,VneN
=1 =0

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-SP iterasyon yontemi denir.

Bu bolimiin devaminda, yukarida bahsedilen iterasyon yéntemlerinin bircogunu 6zel
hal olarak barindiran bazi yeni iterasyon yontemleri tanimlanarak bu yeni iterasyonlar
yardimiyla bu bolimde ele alinan konulara iliskin elde edilen orijinal sonuclara yer

verilecektir.

Kirk-Multistep iteasyon yontemi olarak adlandirilan ilk yeni iterasyonumuz asagidaki

sekilde tanimlanir.
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Tanim 3.16 (Kirk-Multistep iterasyon Yontemi) s, ve s,,,, p=Lk—1; 5, 25,225

sartini saglayan tamsayilar ve {ani}wo,{ 3 } <[0,1]; p=Lk-1 igin «,, >0,
) p= >'p+l ) =0 o

a,,#0, B, 20, B,,#0 sartlarini saglayan diziler ve p =1,k—1 igin Zan,il =1 ve

i=0

Sp+1
” =1 olmak Ulzere;
2 p+l
iy =0
x, €X,

s
— il
xn+l - an,Oxn + Z an,il T yn b

i=1

Sp+1

P _ QP P iy | p+l _
Yo = n,O‘xn + Z ﬂn,ipHTp 1yn 5 p_lak_2’

=1

(3.19)

lp+1

Sk
k-1 k—1mpi
A Zﬂm T'x,, k>2,VneN
i, =0

ile tanimli iterasyon yontemi Kirk-Multistep iterasyon yontemi olarak adlandirilir.
Bu yeni iterasyon yonteminin 6zel durumlari asagidaki sekilde agiklanabilir.

(3.19) da k=3 ve k=2 alindiginda, sirasiyla, Kirk-Noor (3.17) ve Kirk Ishikawa (3.15)

iterasyon yontemleri elde edilir. k=2 ve s5,=0 icin (3.19) ile verilen iterasyon
yontemi Kirk-Mann (3.16) iterasyon yontemine indirgenir. Ayrica, k=2, s5,=0 ve

a,. =a, ign (3.19) ile verilen iterasyon yontemi Kirk (3.7) iterasyon yontemine

n,j

_ 1
indirgenir. (3.19) da s, =1 ve s,,=1, p=1k-1 olarak alinirsa; Zan,il =1 ve

;=0

1 R
z .. =1 olarak elde edilir, bunlara ek olarak «,, =, ve f’=p’, p=Lk-1

n,i,,

iy =0

secimleri ile birlikte (3.19) ile verilen Kirk-multistep iterasyon yontemi, multistep (3.11)
iterasyon yontemine indirgenir. Boylece, yukarida bahsedildigi Gzere (3.11) ile verilen
multistep iterasyon yonteminin 6zel durumlari olan diger iterasyon yéntemleri, Kirk-

multistep (3.19) iterasyon yonteminin de birer 6zel durumu olurlar.
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[101]) de tanimlanan Jungck-Multistep-SP iterasyon ydnteminde S=17 (Ozdeslik
donlisimi) alinarak elde edilen ve Multistep-SP iterasyon yontemi olarak adlandirilan

ikinci yeni iterasyon yontemimiz asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 3.17 (Multistep-SP iterasyon Yéntemi) {c,|  ve {,B"}wfo, i=Lk-1, k>2,

[0,1] deki reel say dizileri olsun ve {a,} ", D a, = sartini saglasin,
n=0
x, X,

=(1—an)y,11 +anTy,ll,
(1-8))yi + BTy,
:(1_

x@+l
Y, Jij

vo=(1-8} )y, + BTy, (3.20)

=) BTy

— (l—ﬂ,ffl)xn +pBTx ,VneN

veya, kisaca

x, X,

X, =(1-a,)y, +a,Ty,
vi=(1=8)y" + BTy i=1 k-2,

yit= (l—ﬂ:_l)xn + B Tx, ,VneN

(3.21)

ile tanimli iterasyon yontemine Multistep-SP iterasyon yontemi denir.

(3.21) de k=3 ve k=2 alindiginda, sirasiyla SP (3.14) ve iki adimh Mann (3.13)
iterasyon yéntemleri elde edilir. (3.21) ile verilen iterasyon yéntemi k=2, S =0 ve
k=2, B'=0, a,=21 (sabit) igin, sirasiyla, Mann (3.6) ve Genellestirilmis
Krasnosel’skii (3.5) iterasyon yontemlerine indirgenir. Genellestirilmis Krasnosel’skii
(3.5) iterasyon yénteminde A2=1/2 ve A=1 alindiginda, sirasiyla, Krasnosel’skii (3.4)

ve Picard (3.2) iterasyon yontemleri elde edilir.
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Uglincii  yeni iterasyon yéntemimiz, Multistep-SP iterasyon ydnteminin bir
genellestirilmesi olup Kirk-Multistep-SP iterasyon tontemi olarak adlandirilir ve

asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 3.18 (Kirk-Multistep-SP iterasyon Yéntemi) s, ve s,,, p=Lk-1;

s, >s,>--->5, sartini saglayan tamsayilar ve {an,il }10,{ p‘pl}n:o <[0,1]; p=Lk-1

n,i,,

icin a,, 20, ,,#0, B, 20, B, ,#0 sartlarini saglayan diziler ve p=1k~1 icin

1+I

Zam =1ve Z B, =1 olmak lzere;

= ,+1 =0
x,€X,
5
_ 1 il
X +1 an,Oyn +Zan,ilT yn’

i=1

3.22
y;f: nOy)iH—1 z :z Tp+1 P+1 p=1,k—2, ( )

/+1

n?’

yf’lzz “T’kx k>2,VneN

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-Multistep-SP iterasyon yontemi denir.

(3.22) de k=3 ve k=2 alindiginda, sirasiyla, Kirk-SP (3.18) ve Kirk-iki adimh Mann

iterasyon yontemleri elde edilir. k=2 ve s5,=0 icin (3.22) ile verilen iterasyon
yontemi Kirk-Mann (3.16) iterasyon yontemine indirgenir. Ayrica, k=2, s, =0 ve

a,, =, igin (3.22) ile verilen iterasyon yontemi Kirk (3.7) iterasyon yontemine

i

- 1
indirgenir. (3.22) de s, =1 ve S, =1, p=1k—1 olarak alinirsa; Zan,ilzl ve

ij=0
Z p.;., =1 olarak elde edilir, bunlara ek olarak «,, =a, ve B = p=1k-1
ip1=0

secimleri ile birlikte (3.22) ile verilen Kirk-multistep-SP iterasyon yontemi, multistep-SP
(3.21) iterasyon yontemine indirgenir. Boylece yukarida bahsedildigi tGzere (3.21) ile
verilen multistep-SP iterasyon yonteminin 06zel durumlari olan diger iterasyon

yontemleri, Kirk-multistep-SP (3.22) iterasyon yonteminin de birer 6zel durumu olurlar.
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Son olarak, (3.12) ile verilen S-iterasyon yontemini genellestiren ve Kirk-S iterasyon
yontemi olarak adlandirilan yeni iterasyon yontemimiz asagidaki sekilde

tanimlanmistir.
Tanim 3.19 (Kirk-S iterasyon Yéntemi) s, ve s,, s, >, sartini saglayan tamsayilar ve

{amil}nzo’{ﬁn,iz}n:o clo.1], «,, 20, a,,#0, B, >0, B,,#0 sartlanni saglayan

diziler olmak lizere;

x, X,

xn+1 = an,OTxn +ian,ilTi1yn’ Z:cxn,il = l’ (323)

i=1 i=0

55 .
Yo = ﬁn,Oxn + Zﬁn,iz r" Xps Z ﬂn,iz = 1, VneN
=1 ;

ile tanimli iterasyon yontemine Kirk-S iterasyon yontemi denir.

1 1
(3.23) te s, =5, =1 olarak alinmasi durumunda Zan,il =1 ve Z,Bn,l.z =1 olarak elde

;=0 i,=0
edilir, bunlara ek olarak «,, =, ve f§,, =/, secimleri ile birlikte (3.23) ile verilen
Kirk- S iterasyon yontemi, (3.12) ile verilen S-iterasyon yontemine indirgenir.
Simdi yukarida verilen bazi iterasyon yontemlerininin bazi doénisimlerin sabit

noktalarina yakinsamada kullanilabilecegine dair bazi teoremler verecegiz.

Lemma 3.20 {ﬂn}:lo, her neN i¢in B, €[0,1) olacak sekildeki negatif olmayan bir

reel sayi dizisi olsun. Eger D" S, =oo ise, bu durumda Hj:l(l—ﬂn):o dir [102].

Lemma 3.20, asagida verilen teoremin ispatlanmasinda 6nemli bir rol Gstlenir.

Teorem 3.21 X bir reel Banach uzayi, ¥ # B < X konveks ve kapali bir kime ve
T:B— B donusimi (2.30) sartini saglayan bir contractive-like donlsimi olsun. T’

nin p € F, gibi bir sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda her x, € B

icin, (3.9) ile verilen Ishikawa iterasyonu teklikle belirli olan p € F, noktasina yakinsar

[103].
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Teorem 3.22 X bir reel Banach uzayi, @J# Bc X konveks ve kapali bir kime ve
T:B— B donisimi (2.30) sartini saglayan bir contractive-like donlisimi olsun. 7'’
nin p € F, gibi bir sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda her x, € B
icin, (3.10) ile verilen Noor iterasyonu teklikle belirli olan p € F,. noktasina yakinsar
[104].

Yukaridaki teoremlerin sartlari altinda, (3.20) ile tanimlamis oldugumuz Multistep-SP

iterasyon yonteminin ve (3.12) ile verilen S-iterasyon yonteminin yakinsakliklarina

iliskin iki teorem verilecektir.

Teorem 3.23 X bir Banach uzayi, @#Bc X konveks ve kapali bir kiime ve
T:B— B donisuimi (2.30) sartini saglayan bir contractive-like donlisimi olsun. T’
nin p € F, gibi bir sabit noktaya sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda her x, € B
icin, (3.20) ile verilen Multistep-SP iterasyonu teklikle belirli olan p e F, noktasina
yakinsar.

ispat ([101], Teorem 3.1) de; Y =X, S =1 (Ozdeslik donisimii) ve L =0 alinmasiyla

ispat kolayca elde edilir.

Teorem 3.24 X bir Banach uzayi, @# Bc X konveks ve kapal bir kiime olsun.
T:B— B donusimi, F, # olmak tzere (2.30) sartini saglayan bir contractive-like
donlisimi olsun ve {xn}:lo, S-iterasyonu (3.12) ve Zan:oo sartini saglayan

n=0

{an}jzo,{ﬂn}:zo < [0,1) reel dizileriyle tanimlanan bir iteratif dizi olsun. Bu durumda

{xn}::() dizisi 7'’ nin teklikle belirli olan sabit noktasina yakinsar.

ispat. ([105], Teorem 8) ayni hipotezler altinda (2.27) sartini saglayan donisimler icin
ispatlanmistir. ([105], Teorem 8)" in ispantindakine benzer notasyonlar ve yontem

kullanilarak bu teoremin ispati kolayca elde edilebilir.

Ornek 3.2° de, (3.2) ile verilen Picard iterasyon yénteminin (3.3) ile verilen
nonexpansive donlisimlerin sabit noktalarina yakinsamadigi ancak bununla birlikte
ayni sartlar altinda, Ornek 3.4’ te, (3.4) ile verilen Krasnoselskij iterasyon yénteminin

nonexpansive donlislimlerin sabit noktalarina yakinsadigi gosterildi.
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Mutangadura ve Chidume [106] tarafindan verilen diger bir 6rnekte, (3.6) ile
tanimlanan Mann iterasyon yonteminin (3.8) esitsizligini saglayan pseudo-contractive
dontsimlerin sabit noktalarina yakinsamadigi ancak bununla birlikte [63]’ te, (3.9) ile
tanimlanan Ishikawa iterasyon yonteminin bir Lipschitzian pseudo-contractive

donlsimiin sabit noktasina yakinsadigi gosterilmistir.

Yukaridaki gerceklerden hareketle Rhoades ve Soltuz [93], [107] tarafindan asagidaki

konjonktiir ortaya konuldu:

Belirli bir déniistiim sinifi icin, Mann iterasyon yéntemi (3.6) bu déniisiimlerin sabit
noktalarina yakinsak iken Ishikawa iterasyon yéntemi (3.9)" da yakinsak midir? Veya
tersine, Ishikawa itersyon yéntemi yakinsak iken Mann iterasyon yéntemi de yakinsak

midir?

Bu konjonktlr son 11 yilda bir ¢ok arastirmaci tarafindan gesitli donisiim siniflari igin
olumlu bir sekilde ispatlandi ve sonug¢ olarak, sabit nokta iterasyon yontemlerinin
yakinsakliklarinin denkligi olarak adlandirilan bu tema ile ilgili genis bir literatir

olusturuldu, bkz., [93], [107-116].

Simdi, [116] ile verilen ¢alisma baz alinarak, (3.12) ile verilen S-itrerasyon yonteminin,
(3.20) ile tanimlamis oldugumuz Multistep-SP iterasyon yonteminin ve yukarida
bahsettigimiz diger iterasyon yontemlerinin yakinsakliklari arasinda denklikler

kurulacaktir. Bunun igin asagidaki lemmaya ihtiya¢ duyulacaktir.
Lemma 3.25 {an}::o; her neN igin u, e [0,1], her n>n, igin z;ﬂz— = Ve
p, =0(u,) olmak iizere

an+l S(l_lun)an +pn

sartini saglayan negatif olmayan bir reel sayi dizisi olsun. Bu durumda lima, =0 dir

n—0

[117].
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Teorem 3.26 X bir Banach uzayi, J# Bc X konveks ve kapal bir kime olsun.
T:B— B, (2.30) sartini saglayan bir dénisiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip

oldugunu kabul edelim, yani, F,. # olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) (3.6) ile verilen Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,
(2) (3.20) ile verilen Multistep-SP iterasyonu p € F;. ye yakinsar.

ispat (1) = (2): Mann iterasyonunun p € F, ye yakinsadigini kabul edelim. (3.6), (3.20)

ve (2.30)" un kullaniimasiyla,

=5, =1, (1, =51, (7, =151

<(1=a,)e, = [+a, |7, - 15

<(1-a ), ~ ]+ e, (&, =]+ o, ~ 7o )

<[1-a,(1-8)]u, =24+ .0 (Ju, 7w, ), (3.2
Ju, =)=, (1= )52 - 81137

=, - Biu, + Biu, ~(1-B.) 2 —ﬂiTy»fH

=|(t=8)(, = 52)+ By (w, - 17)|

(1=, =i+ o, - 127

=(1= )|, = |+ B, — T, + T, - 17|

<(1=8)) |, = vi| + 8|7, =12 + B, =T, |

(1=, =il + B8, =22+ Bro (e, = Tw, )+ £, =T, |

= [l—ﬂ; (1_5)]””” —yj”+,b’i {”un —Tun”—i-(o(”un —Tun”)} , (3.25)

44



[, = 2= (1= 82) (10, = 37) + B2 (e, = 737
(=8 e =+ B2 |, - 1]
= (=82, =2+ B e, =T+ 2 s, = T
<(1=82) =22+ 86 =2 + B (I, =T ) + 2w, =T
=[1-8 (1=6) ||, = 2|+ B2 {Ju, = T, |+ @ (Ju, ~ T, )} (3.26)

ve

e, =22 =[-8, = 52) + 2 (w, = 57|
(1= =2+ B, - 7]
= (1=, =¥+ B e, ~ T3¢ |+ 5 o, |
<(1=8)w = yil+ Bi | = i+ Broo (o, =T ) + B, e, = T |

= [l -B (1 —5)]Hun —y:H + {”un ~Tu, || + go(”un ~Tu, ||)} (3.27)

olarak elde edilir.

(3.24), (3.25), (3.26) ve (3.27)’ nin birlestirilmesiyle

et =5, <[1=a, (1=8) ][ 1= 8, (1=6) ][ 1= 57 (1= 6) |[1- 8, (1) ] u, ~ 2]
+[1-a,(1-0){[1-B(1-6)[1- B (1-5) | B]
+[1-8,(1-6)] 81+ B {lw, = Tu, | + ¢ (|, - T, )}

+a,0(|u, —Tu,|) (3.28)
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ifadesi elde edilir.

Yukaridaki islemlerin strdiridlmesiyle

[, =, < (1=, (1=8) [ 1= £ (1=6) J---[1- 57 (1-5)

k-1
un _yn

[1-a,(1-8)]{[1- A (1-8)]-[1- B (1-8)] 8

et [ 1= (1-8) | B2+ B, = T, |+ 9 (s, ~ T, )}
+a,0(|u, —Tu,|) (3.29)
oldugu sonucuna ulasilir.
Yine (3.6), (3.20) ve (2.30)" un kullaniimasiyla,
[, =i =[-8 ), =)+ B, - T,
(=B Mo, =]+ By u, ~ T,
S(l—ﬂf"l) u, —x|[+ B! |Tun —Txn||+ﬂf"l |un ~Tu,
< [l—ﬂf’l (1—5)] u,—Xx, +,6’:’1{ u, —Tun||+(p(||un ~Tu, )} (3.30)
ifadesi elde edilir.
sel0,1) ve i=Lk—1igin {a,}" {8}  <[0,1) oldugundan,
[1-a,(1-0)][1-8,(1-68) |- [1- B (1-0) | <1-a, (1- ) (3.31)

esitsizligi elde edilir.

(3.30)" un (3.29) da yerine yazilmasiyla elde edilen esitsizlikte (3.31) esitsizliginin

kullanilmasiyla,

S[l—an (1—5)]

un+1 —-X un - xn

n+l
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+|:1—0!,, (1—5)]{[1—ﬁ$(1—5)]...[1_ﬂ:—2 (1—5)],3:71

+---+[1—ﬂi(1_5)]ﬂ"2 +ﬂ':}{

u,—Tu,

u,—Tu,

)

u, —Tu,|) (3.32)

+o(

+a,0(

oldugu sonucuna ulasilir.
Simdi, asagidaki tanimlamalar yapilabilir

a,=|u,—x

n nff?

u,=a,(1-5)e(0,1),
p,=[1-a,(1-8){[1-B.(1-6)]--[1- 8 (1-8)] B~

R0

u, —Tun||+(0(

u,—Tu,

)}+0{n(0(

).

u,—Tu,

lim”un —p|| =0 ve Tp = p € F; oldugundan, (2.30)’ dan

n—0

0< ||un ~Tu,

< ||un —p||+||Tp—Tun

<, = pl|+ S|p—u,|+o(|p -]
=(1+6)|u, - p|—==0 (3.33)

oldugu elde edilir, bu da lim|u, —7u,

=0 olmasini, yani p, =o(x,) olmasini

gerektirir. Boylece, Lemma 3.25’ in (3.32)’ ye uygulanmasiyla

lim

n—>0

u,—Xx

n

=0 (3.34)

oldugu elde edilir.

Ayrica, Uggen esitsizligi kullanilarak
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%, = ol <%, —u, |+, - (3.35)

esitsizligi yazilabilir. (3.35) esitsizligine (3.34)" Un ve lirn||un—p||:0 kabullinin

uygulanmasiyla 1im||xn —p|| =0 veya limx, = p oldugu elde edilir.

(2)=(1): x, > p (n—>o) oldugunu kabul edelim. (3.6), (3.20) ve (2.30)" un

kullanilmasiyla,

s =l = 1= ) (3 =)+, (73, T, )
<(1=a,)|v,—u,|+a, |13, - T,
<(1=a,)h —u |+ e, (o] —u |+ o -]
<[1-a,(1-0)]|y, ~u| +ao(|r. -1 (3.36)
vy = | =[(1=8)) 2+ BTv: —u, |

=|(1-8)) 52+ B2 - (1= B+ B, |

=|(1=8) (52 u,)+ By (137 -, )|
(=) —w |+ 2137 —u |

=(1=8)|y; —u.|+ B |17 =37 + 3 —u,
<(1=B0)|w2 =u |+ Bi|y2 —u|+ Bi|2 - 2|

=y -u|+ B |17 -2 (3.37)
ve
2w =|(1-8) v + BTy —u,|
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=[(1-8) (32 )+ 2 (13w, )|
(1= 2w+ 812 -]
<(1=87)|vi .|+ B2 ||y —w. |+ B |1v: - 5|

=|vi—u|+ 82| -5 (3.38)

olarak elde edilir.

(3.36), (3.37) ve (3.38)’ in birlestirilmesiyle
I | <[1-a, (1=8) ||y; —u|+[1-a, (1-5) ] 8} |13} - 5|
1=, (1-8)] 8|17 - 2|+ a0 (| - 7)) (3.39)

ifadesi elde edilir.

Yukaridaki islemlerin strdiriimesiyle

5~ <[1=a, (1=6) ] —u, [+ [1 -, (1-6) ] B |77 =7

oot [1-a, (1-6) ] B |1v] - 2|+ @[y, - 0] (3.40)

oldugu sonucuna ulasilir.

Diger taraftan (3.20)’ den,

e N (R PRy e
=(1=27" s, —w, [+ 7 [T, —u |
<(1=87" )k, —u |+ B e, =, |+ 827 T, =
=[x, —u, |+ 7| Tx, x| (3.41)

oldugu elde edilir.
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(3.41) in (3.40)’ ta yerine yazilmasiyla,

<[1-a,(1-6)]|x, ~u,]

xn+l - un+l

1=, (1=8)){ B |1, x|+ B |1t =527

tot Bl =il + (| -1)) (3.42)

oldugu sonucuna ulasilir.
Simdi, asagidaki tanimlamalar yapilabilir

a,=u,—x,]|,
u,=a,(1-5)e(0,1),
pu=l1=a, (1=8) {5 [T, =+ B2 [ = o AL =32

ra,p(|y ).
lim|lx, - p||=0 ve Tp = p € F; oldugundan, (2.30)’ dan
0<x, - Tx,
<[~ pl+ 7P =75
<[lx, = pl+6]p=x|+ o (lp-77])
=(1+8)|x, - p| >0 (n > ») (3.43)

oldugu elde edilir, bu da lim||xn —Tx, || =0 olmasini gerektirir.

Ayrica (2.30), (3.20) ve i =1,k -1 icin {ﬂ;}m C[O,l) sartinin kullanilmasiyla

o<y =1 =|lys - p+ -1}

<[y, = pl+|re -]
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<ot~ ol ollo 100

=(1+6)[v, - p|

=(1+8)|(1- )2 + BTy - (1- B+ B.) B
<(Uof(1-4)7 - 2l + 42|17 - o]
<(+o)|(1-)2 - o+ By - ol
=(1+8)[1-5,(1=8)||y7 - 4|

=(1+8)1- 4 (1=8)]|(1-8,) v + BT, - (1- B, + B) P
<(1+0)[1-4,0-0) { (1= )2 - o+ 2 |12 -7

<(1+8)[1-4,(1-0)][1-5: (1-6)]|v: - A

<(+8)[1-4,(1-0)[-[1-47 (1=0) |02 £
<(1+8)[1=4,(1=6)]--[1=87 (1=6) ]I, =
<(1+6)|x, = p| = 0 (n—> ) (3.44)

oldugu elde edilir, bu da limHyi —Tyi” =0 olmasini gerektirir.

(3.44) ile verilen sonug benzer sekilde HTyj—yjH ..... HTyf"—yf"‘ degerleri icin de

saglanir ve ¢ surekli bir fonksiyon oldugundan

lim|x, = 7x,| = lim o (|} =7y, ) = tim ||y} =737 | =+ = tim |3 =7} =0 (3.45)
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oldugu elde edilir, yani p, =o(x,) dir.
Boylece, Lemma 3.25’ in (3.42)’ ye uygulanmasiyla

=0 (3.46)

lim ||xn —u,
n—>0

oldugu elde edilir.

Ayrica, Uggen esitsizligi kullanilarak

+

x, =D (3.47)

un_p”S un_xn

esitsizligi yazilabilir. (3.47) esitsizligine (3.46) nin ve lim|x,—p|=0 kabulinin

uygulanmasiyla lim |u, —p|| =0 veya limu, = p oldugu elde edilir.

Teorem 3.27 X bir Banach uzay, J# Bc X konveks ve kapal bir kiime olsun.
T :B — B, (2.30) sartini saglayan bir dénisiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip

oldugunu kabul edelim, yani, F, # < olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) (3.6) ile verilen Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,
(2) (3.12) ile verilen S- iterasyonu p € F, ye yakinsar.

Ispat (1)= (2): Mann iterasyonunun p € F, ye yakinsadigini kabul edelim. (3.6), (3.12)

ve (2.30)" un kullanilmasiyla,

=%, =|(1-a,)(u, = Tx,) +a, (Tu, - Ty,)
<(1-a,)|u, - Tx,| +a, |Tu, - Ty,
<(1-a,)|u, —Tx,|+,6 |u, - v, +ango(||un—Tun ), (3.48)
u, =y, =u, —(1-8,)x, - B,Tx,
=, = B, + Bu, —(1-B,)x, - B,Ix,
<(1=B)u, = x|+ B, |u, — T, (3.49)
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ve

||un —TIx, || = ||un —Tu, +Tu,—Tx, ||
< ||un —Tu, || + ||Tun —TIx, ||

< ||un —Tu, || + 5”“” -X,

)

+(0( u,—Tu,

esitsizlikleri elde edilir.

(3.48), (3.49) ve (3.50)’ nin birlestirilmesiyle

s =%, <{(1-@,) 5 +@,8[1-B,(1-5) ]}

u}’l _xn

+[1-a, +anﬁn5]||un ~Tu,

+[1+anﬂn5](p(

u,—Tu,

)

oldugu elde edilir.

Ayrica 6 €[0,1) ve her neN icin ,, 8, €[0,1) oldugundan
(1-a,)6<1-a, ve 1-8,(1-6)<1

olur.

(3.51)’ de, (3.52) ile verilen esitsizliklerin kullaniimasiyla

S[l—an (1—5)]

un+1 —-X un - xn

n+l

+[1-a,(1-6)Ju, ~7u,| +[1+,5,5]0(

)

u,—Tu,

oldugu elde edilir.

Simdi, asagidaki tanimlamalar yapilabilir

a,=|\u,—x

n n

, u,=a,(1-6)e(0,1),

p,=[1-a,(1-6)]|u, - Tu,

+[1+anﬂn5]gp(

).

u,—Tu,

53

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)



n—0

lim”un —p|| =0 oldugundan, Teorem 3.26" nin ispatinda oldugu gibi 1im||un —Tun” =0

olarak bulunur. Boylece, Teorem 3.26" nin ispatindakine benzer hesaplamalarin

yapilmasiyla limx, = p olarak bulunur.
n—0

(2)=(1): S-iterasyonunun p € F..” ye yakinsadigini kabul edelim. (3.6), (3.12) ve (2.30)’

un kullanilmasiyla,

||xn+1 —un+1|| = H(l—an)(Txn —un)+an (Tyn —Tun)

<(1-a,)|Tx, —u,|+a, |y, - Tu,
<(1-a,)|Tx, —u,|+ a6y, —u,|+ a0y, - T,
o= )(1=B,)x, + BTx, -u,
=(1=8,)x, + BTx, ~u, = Bu, + Bu,
<(1=8,)|x, —u[+8,|7x, —u,
ve
|7x, —u,| =|Tx, —x, +x, —u,
<| 7, = x| +|x, —u,

esitsizlikleri elde edilir.

(3.54), (3.55) ve (3.56)" dan

<[1-a,(1-6)]

xn+l - un+l xn - un

+[1-a, +anﬂn§]|

)

Ix,—x, +an¢( v, =Ty,

oldugu elde edilir.

Ayrica 6 €[0,1) ve her neN igin a,, 5, €[0,1) oldugundan
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(3.57)



a,B,0<a,d (3.58)

olur.
(3.57) de, (3.58) ile verilen esitsizligin kullaniimasiyla

S[l—an (1—5)]

X

n+l un+l xn - un

) (3.59)

+[1—an (1—5):”

Txn _xﬂ +an¢( yﬂ _Tyn

oldugu elde edilir.

Simdi, asagidaki tanimlamalar yapilabilir

a, =\|x,—u,l,

u,=a,(1-5)e(0,1),

+a,0(|y, -1,

p,=|1-a,(1-6)]|Tx, -x,

=0

lim||xn —p|| =0 oldugundan, Teorem 3.26’ nin ispatinda oldugu gibi 1im||Txn -X,
olarak bulunur.

Ayrica

0<

v, — Ty,

<y, - p|+ 7P -1,

<|w, = pll+S|p=2.]+o(lp-p|)

=(1+9)

v, =D

S(1+§)(l—ﬂn) X, —p||+(1+5)ﬂn Ix, —Tp”

<(1+6)[1=5,+ Bk, — pl+(1+6) Bo(lp~T7])
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:(1+5)||xn—p||—>0 (n—)oo) (3.60)

oldugu elde edilir, bu da lirn||yn —Ty,||=0 olmasini gerektirir. Boéylece, Teorem 3.26’

nin ispatindakine benzer hesaplamalarin yapilmasiyla limu, = p oldugu gosterilebilir.
2007 yilinda, Soltuz ([118], Sonug 2)" de, bir normlu uzayda Teorem 2.31’ de verilen
(z1)-(z3) sartlarini  saglayan Zamfirescu operatorler sinifi igin  Genellestirilmis

Krasnosel’skii (3.5), Mann (3.6), Ishikawa (3.9), Noor (3.10) ve Multistep (3.11)

iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarinin denk oldugu gosterildi.

2011 yihinda, Chugh ve Kumar ([119], Sonug 3.2)’ de, bir Banach uzayinda (2.16) satini
saglayan quasi-contractive operatorler sinifi icin Picard (3.2), Mann (3.6), Ishikawa
(3.9), Noor (3.10), iki adimli Mann (3.13) ve SP (3.14) iterasyon yontemlerinin

yakinsakliklarinin denk oldugu gosterildi.

Yukaridaki gercekler 1siginda; Teorem 3.21, ([118], Sonug 2) ve ([119], Sonug 3.2)’ den

asagidaki sonug elde edilir:

Sonug¢ 3.28 X bir Banach uzay, & #Bc X konveks ve kapali bir kiime olsun.
T:B— B, (2.30) sartini saglayan bir dénisiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip

oldugunu kabul edelim, yani, F,. = olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) (3.2) ile verilen Picard iterasyonu p € F,. ye yakinsar,

(2) (3.5) ile verilen Genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(3) (3.6) ile verilen Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(4) (3.9) ile verilen Ishikawa iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(5) (3.10) ile verilen Noor iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(6) (3.13) ile verilen iki adimli Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(7) (3.14) ile verilen SP-iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(8) (3.11) ile verilen Multistep iterasyonu p € F, ye yakinsar,

Boylece, Teorem 3.26, Teorem 3.27 ve Sonug 3.28’ den asagidaki sonuc elde edilir:
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Sonug¢ 3.29 X bir Banach uzay, @ #Bc X konveks ve kapal bir kiime olsun.
T:B— B, (2.30) sartini saglayan bir dénisiim olsun ve T nin bir sabit noktaya sahip

oldugunu kabul edelim, yani, F,. # olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) (3.2) ile verilen Picard iterasyonu p € F,. ye yakinsar,

(2) (3.5) ile verilen Genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyonu p € F, ye yakinsar,
(3) (3.6) ile verilen Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(4) (3.9) ile verilen Ishikawa iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(5) (3.10) ile verilen Noor iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(6) (3.13) ile verilen iki adimli Mann iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(7) (3.14) ile verilen SP-iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(8) (3.11) ile verilen Multistep iterasyonu p € F, ye yakinsar,

(9) (3.20) ile verilen Multistep-SP iterasyonu p € F;. ye yakinsar,

(10) (3.12) ile verilen S- iterasyonu p € F;. ye yakinsar.

Bu bolim, yeni tanimlamis oldugumuz Kirk-Multistep (3.19), Kirk-S (3.23) ve Kirk-
Multistep-SP (3.22) iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarina iliskin bazi sonuglar
verilerek sonlandirilacaktir. Asagidaki lemmalar bu sonugclarin elde edilmesinde 6nemli

bir rol Gstleneceklerdir.

Lemma 3.30 Eger o €[0,1) bir reel sayi ve {¢,}” , lim, &, =0 olacak sekilde bir

n=0" n—wo “n

negatif olmayan sayi dizisi ise, bu durumda her n € N icin

u

n+l

<ou,+eg,

sartini saglayan herhangi bir {u,} _ pozitif sayi dizisi igin lim,_,, u, =0 dir [70].

n—»0 n

Lemma 3.31 (X,

) bir normlu lineer uzay ve T:X — X dontsimi (2.30) sartini

saglayan bir dénisim olsun. @:R* —R* fonksiyonu, ¢(0)=0 ve ¢(Lu)<Lp(u),
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L>0, ueR" sartlarini saglayan bir alt toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. Bu

durumda, her ieN, L>0, a€[0,1) ve her x,y € X igin

frs-rol <3 o =) o e 3.6
j=1

esitsizligi saglanir [87].

Teorem 3.32 X bir normlu lineer uzay, 7: X — X doénisima (2.30) sartini saglayan
bir contractive-like déniisim ve ¢:IR* — R" fonksiyonu ¢(0)=0 sartini saglayan bir
alt toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}jzo, Kirk-multistep iterasyon
yontemi (3.19) tarafindan dretilen bir dizi olsun. T’ nin bir g sabit noktasina sahip

oldugunu kabul edelim. Bu durumda {xn}oo iteratif dizisi ¢’ ya yakinsar.

n=0

ispat ¢’ nun tekligi (2.30)’ dan saglanir. $imdi x, — g (n — ) oldugu gésterilecektir.

(3.19)’ un ve Lemma 3.31’ in kullanilmasiyla

Xy — 4| = @0, noq+§;an,lT "y, - ;an,]q
<a,,|x, —q|+ Za Ty, ~T'q|
s Fa {3 oot Qa-ral) v -l
=a,, q||+(;ama jyn , (3.62)
n—d|=|8 noxn+;ﬂnlzT’zyn Zﬂwq
< Biollx. —q||+2ﬁn,2 T:y,-T"q

127
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<Brolx, —dl+ Z:ﬁ,i,,-z {Zzl(l;jaiz"’(ﬂf (la —Taf))+a"|}v; - qH}

J=1

- Aol ol S |-l s

J»2 -l -

53
2 2 i3
ﬂn,Oxn + Z ﬂn,i3T yn - q
;=1

s
<Biallv—al+ 282, |-
i=1

AR I bol (A T T |
iy= Jj=

-l ol S |-l a0

|2 -4l=

S4 )
Brox, + D BT vy —q
i1
S4
3 3 iy .4 ]
<Bolx.—dl+ X B, [T vi-T4q]
i=1

<=l S5 Jar el il -l

J=1

Bl -ale| S bt a5

esitsizlikleri elde edilir.

(3.62), (3.63), (3.64) ve (3.65)’ in birlestirilmesiyle
... —d| < {a {z%aa J A +(Zan,ilail ](Z B d ] 2,
i=1 il=1 ih=1
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.|

e gne e
e gme e fu

ifadesi elde edilir.

vi—q| (3.66)

Yukaridaki islemlerin devam ettirilmesiyle

n+1 q||<{a +[Zanlallj ;,0+(ian,ilail][zﬁn lz 12] n,0
i=l ij=1
ol (S S o
i=l i =1

e gme}{zmee

oldugu elde edilir.

q|

v-q (3.67)

Yine (3.19) un ve Lemma 3.31’ in kullanilmasiyla

nO Xy Zﬂ:ll( _Tik‘I)

lk_

_qH_

lk _ Tikq

=l Zﬂi‘zf

lk_

<

-

a3 5o -

nO

q||+(z fkjnx ~

lkf

q| (3.68)

(zﬂ:; j n
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esitsizligi elde edilir.

(3.68)" in (3.67) de yerine yazilmaslyla

||xn+1 q”_{ano—'_[zan,z}all] n,0 (zanza ]LZﬁnlz 12} n,0
=1
oS S | Sz o
ij=1

iy =1

e e e

oldugu elde edilir.

o’ yi asagidaki sekilde tanimlayalim

51 St 52
. i 1 i I 2
o= 6zn,O +[zan,ila l Jﬁn,o +(zan,ilal ][Zﬁn,iza ]ﬂn 0
i=1 i=1 j

=1

51 S2
i 1 k-3
+.'.+[Za”,i1al]](zﬂ",iza ] {Zﬁnhz lklj "0
i=1 ip=1

i =1

S1 ) Sz | ) Skl iy i Sk il i
h ho|,.. =2 otk =1tk
+ Z a”sila zﬂ”siza Z ﬂn,ik—la z ﬁ”’ik a '
i=1 i=1 ] i =0

i =1

4]

(3.69)

(3.70)

Simdi o €[0,1) oldugu gbsterilecektir. «,,>0, her bir k>2 icin a* €[0,1)

Xan,il =1ve p=Lk-1i¢in i B, =1 oldugundan
i=0 iy =0
O-<an,0+(1_an,0)ﬂ;,0+(1_an,0)(1_ﬂ;,0)ﬂr12,0
+“.+(1_an,0)(l_ﬂ;0) (1 ﬂ:03)ﬂn0

+(1_an,o)(1_ﬂi,o)'"(1_@5,;)3)(l_ﬂ,ﬁaz)
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_1 (3.71)

oldugu elde edilir.

Boylece Lemma 3.30" un (3.69)" a uygulanmasiyla lim _ x, =g olarak elde edilir.

n—x0 n

Teorem 3.33 X bir normlu lineer uzay, 7: X — X doénlsimi (2.30) sartini saglayan

bir contractive-like déniisim ve ¢ :IR* — R" fonksiyonu ¢(0)=0 sartini saglayan bir

alt toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}fzo, Kirk-S iterasyon yontemi (3.23)

tarafindan uretilen bir dizi olsun. 7"’ nin bir g sabit noktasina sahip oldugunu kabul

edelim. Bu durumda {x,} " iteratif dizisi ¢’ ya yakinsar.
ispat ¢’ nun tekligi (2.30) dan saglanir. Simdi x, — g (n — o) oldugu gdsterilecektir.

(3.23), (2.30) ve Lemma 3.31’ in kullaniimasiyla

a,o(Tx, —Tq)+ian,,-, (T'y,-T'q)

||xn+l - q” =
ij=1
<a,,|Tx, - Tq” + SZ a,, Ti y - Tiqu
il
<oa, |, ~d]+ Y, {Zﬁ{jamw (lg=7q])+a" |y, - QI|}
i1 =
=0a,,|x, - q||+ (Zan,ilail J Y _qn (3.72)
i=1
ve
v =dl=| XA, (7%, - 1)
;=0
Bl S8 T

ip=1
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)

SIBn,O

J=1

x, =4

S5 )
— b
- Z ﬁ”,iz a
=0

esitsizlikleri elde edilir.

(3.73)’ Gn (3.72)’ de yerine yazilmasiyla

S S
... —d| < [50{”’0 . (z‘ o, d ](Z p.d H
1'1:1 i2:0

ifadesi elde edilir.

x, 4|

o’ yi asagidaki sekilde tanimlayalim

5 . Sy }
o=oa,,+ [Z a,.a" ][Z B,.a" ] .
i ir=0

i=1

Simdi o €[0,1) oldugu gdsterilecektir.

5. 4 a° E[0,1), a,,>0 ve iam :iﬂw2 =1 oldugundan

ii=0 i,=0

51 ) Sy )
o=oa,,+ (z a,.a" ](Z B,.a" ]
' i=0

i=1

51 S2
< an,O + (Z an,il ](Z IBn,iz J
ij=1 i,=0

=an,0+(1—an,0):1

oldugu elde edilir.

Boylece Lemma 3.30" un (3.74)’ e uygulanmasiyla lim

n—»0 n

63

sl 3 {5 Jo o o rel) -l
i,=1

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

x, = q olarak elde edilir.



Teorem 3.34 X bir normlu lineer uzay, 7: X — X doénlsimi (2.30) sartini saglayan

bir contractive-like déniisim ve @ :IR* —R* fonksiyonu ¢(0)=0 sartini saglayan bir

alt toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}fzo, Kirk-multistep-SP iterasyon

yontemi (3.22) tarafindan dretilen bir dizi olsun. T’ nin bir ¢ sabit noktasina sahip

oldugunu kabul edelim. Bu durumda {xn}jzo iteratif dizisi ¢’ ya yakinsar.
ispat ¢’ nun tekligi (2.30)’ dan saglanir. $imdi x, — g (n — ) oldugu gésterilecektir.

(3.22)’ nin ve Lemma 3.31’ in kullaniimasiyla

s 5
_ _ [N i
xn+l q” - Z an,ilT yn Z an,ilT q
=0 ;=0

Sy

=, (y,ll —(])‘*‘Zo%,il (Ti]yfll —6])

i=1

<a,,

yi—QH+ian,il T'y,~T'q|
i=1

<a,,

-q|+Ya,, {Zm a¢’ (|lg—Tq|)+a" |, —qH}
i =1 =1

i=
51 )
— b
- z an,il a
;=0

| (3.77)

»—d|= szzﬁ’i,l-z (T%y: -T"q)
i,=0
<A -al+ 28, |y -1
ip=1
< ﬂi,o J/f _qu+iﬂi,z§ {i(i;jaizjq)j (”q_Tq||)+a[2 yi —q”}
i=1 j=1
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- [iﬂ;ha"z JHyz ~q|, (3.78)
;=0
ve

uys—quzuszm (13 -T%g)
i,=0

53
2 3 2 i3 i
<Bo|vi-d|+ 28 |y -T"4|
ih=l

<l -als S5 5ot - ol

J=1

(B - (379
iy=0

esitsizlikleri elde edilir.

(3.77), (3.78) ve (3.79)" un birlestirilmesiyle
b-al S | Sotset | St |12 3.0
ii=0 i,=0 i,=0

ifadesi elde edilir.

Yukaridaki islemlerin devam ettirilmesiyle
%, —a < (Zaa j{Z B,.a" j( > B at ]Hyf‘ ~q| (3.81)
i=0 ir=0 i =0

oldugu elde edilir.

Yine (3.19) un ve Lemma 3.31’ in kullanilmasiyla

Hyi‘I—QH=HSZkﬂL£(T"%—T’*Q)
i, =0
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lk le

2=l Zﬂfﬁ

lk_

-l Zﬂw{ o - ral o

-l

qn{z ’k}nx —qn

ip =1
k 1 l,(
n zk n

esitsizligi elde edilir.

q| (3.82)

(3.82) nin (3.81)’ de yerine yazilmasiyla asagidaki esitsizlik elde edilir:

5 S5
_ i 1 ip k-1 l,L
xn+1 q”S Zan,ila Zﬂn,iza z n zA
;=0 i=0

o’ yi asagidaki sekilde tanimlayalim

0= [i @, a' ](i ﬂ;,izaiz ] ' (i ﬂri;klaik j (3.84)
i=0 i=0 ir=0

x, — 4. (3.83)

Simdi o €[0,1) oldugu gésterilecektir. «,,>0, her bir k>2 i¢in a* €[0,1),

Zan,il =lve p=1,k-1igin Z B, =1 oldugundan

=0 ip1=0

(Z a,.a J(i ﬂi’izaiz J . (Zj ﬂ:;klaik j
< (z - j(Zﬂlj (Zﬂ:llj (3.85)

oldugu elde edilir.

Boylece Lemma 3.30’ un (3.83)" e uygulanmasiyla lim __ x =g olarak elde edilir.

n—»o0 n
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BOLUM 4

SABIT NOKTA iTERASYON YONTEMLERINiIN KARARLILIGI

Kararlilik teorisi, hem teorik hemde nlimerik agidan oldukca blylk bir énem arz
etmekte olup birgok bilim dalinda 6nemli uygulama alanlarina sahip olan bir teoridir.
Bu teori, blyilk bir arastirmaci kitlesi tarafindan cesitli perspektiflerle yogun olarak
calisiimakta ve bunun dogal bir sonucu olarak kararlilik ile ilgili ¢esitli tanimlamalar

yapimistir.

Bu boélimde sabit nokta iterasyon yontemlerinin kararliigina iliskin temel kavramlar

verilerek, bu alana yapilmis olan katkilar sunulacaktir.

Sabit nokta iterasyon yontemlerinin kararliigi fikri sezgisel olarak su sekilde
aciklanabilir; eger baslangi¢ verisindeki veya hesaplama siirecinde olusan verilerdeki
“kiicik” modifikasyonlar hesaplanan sabit nokta degeri Uzerinde “kiclk” bir etki
meydana getiriyorsa ele alinan sabit nokta iterasyonuna kararhdir denilir.

T:X — X bir operatér, F,={xeX:x=Tx}#Q ve x,e€X keyfi bir baslangi
noktasl olmak Uzere, bir sabit nokta iterasyon yénteminin en genel formda (3.1) ile
tanimlandigini hatirlayalhm. {xn}:zo, (3.1) den elde edilen belirli bir sabit nokta

iterasyon yontemi tarafindan Gretilen bir dizi olsun.
Uygulamalarda, {xn}:):O hesaplanirken genellikle asagidaki adimlar izlenir:

1. x, € X baslangi¢ degeri (yaklasimi) secilir.
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2. X :f(T,xO) degeri hesaplanir. Ancak hesaplama esnasinda meydana gelen ¢esitli

hatalardan (yuvarlama hatalar, fonksiyonlarin nimerik yaklagimlari, tirevler,

integraller, vb.) dolayr x, degeri tam olarak elde edilemez. x, degeri yerine buna

yeterince yakin olan baska bir y, degeri elde edilir, yani y, = x, dir.

3. Sonug olarak x,=f(T,x,) hesaplanirken aslinda x,, x,=f(T,y) olarak
hesaplanir ve boylece gercek x, degeri yerine, yine bu degere yeterince yakin olan

baska bir y, elde edilir, yani y, = x, olur ve bu isleme béylece devam edilir.

Bu yolla, verilen iterasyon yontemi tarafindan Uretilen {xn}: dizisi yerine, pratik

=0
olarak bunun bir yaklasim dizisi olan {yn}:zo dizisini elde edilir. Verilen sabit nokta
iterasyon yonteminin kararl olarak ele alinabilmesi igin gerek ve yeter kosul her bir

0

adimda x,” e yeterince yakin olan y, icin, {y,}  yaklagim dizisinin hala T’ nin sabit

n

noktasina yakinsak olmasidir [70].

Bu temel fikir baz alinarak yapilan ilk ¢alisma M.Urabe tarafindan [120]' de
sunulmustur. Bununla birlikte, ilk olarak metrik uzaylarda Picard iterasyon yontemi igin
kararlilk sonucu Ostrowski [121] tarafindan verilmis olmasina ragmen genel iterasyon
yontemleri icin kararhlik kavrami formal olarak Harder ve Hicks [90], [122], [123]

tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi:
Tanim 4.1 (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doénlsim olsun. (3.1) ile verilen
iterasyon yontemi tarafindan Uretilen {xn}:lo dizisinin 7’ nin bir p sabit noktasina

yakinsadigini kabul edelim. {yn}:zo, X' te keyfi bir dizi olsunve n=0,1,2,..., icin
gn:d(y)Hl’f(T’yn)) (41)

olarak alalim. (3.1) ile verilen sabit nokta iterasyon yonteminin T -kararli (veya T’ ye

gore kararh) olmasi icin gerek ve yeter kosul

lim _ ¢ =0<1lim, vy =p

n—>0 n

olmasidir.
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Tanim 4.1’ de ele alinan X’ in bir normlu lineer uzay veya Banach uzayi olmasi

durumunda norm tarafindan dUretilen metrik yardimiyla, yani Vx,ye X igin

d(x,y) = ||x—y|| bagintisi yardimiyla, (4.1) ile verilen ifadenin yerine

(4.2)

&, =y, —r(T.3,)

ifadesi kullanilir.

Son yillarda, bilgisayar programlama ile hesaplamali matematikte meydana gelen
gelismelerden dolayl sabit nokta iterasyon yontemlerinin kararliigi konusu 6nemli
Olclide ilgi gormis ve bunun sonucunda cok sayida arastirmaci bu alana 6nemli

katkilarda bulunmuslardir.

Harder ve Hicks [90], [122], [123] cesitli contractive tipten donldsim siniflarini
kullanarak Picard (3.2), Mann (3.6) ve Kirk (3.7) iterasyon yontemleri icin bazi kararlilik
teoremleri ispatladilar.

Harder ve Hicks [90]" nin sonuclari Rhoades [88], [124] tarafindan asagidaki iki farkli

Ciric tipli contractive donisiim sinifi kullanilarak genisletildi: 4 [0,1) olmak Uzere

d(Tx,Ty)S/Imax{d(x,y),d(x,Ty),d(y,Tx)} (4.3)
ve

d(x,Tx)+d(y,Ty)
d(Tx,Ty)Sximax d(x,y), 5 ,d(x,Ty),d(y,Tx) . (4.4)

1995 yilinda Osilike [84], Harder ve Hicks [90] ve Rhoades [88], [124] tarafindan

kullanilan dénisim siniflarindan ¢ok daha genel olan ve
d(Tx,Ty)SLd(x,Tx)+/1d(x,y), /16[0,1), L>0 (4.5)
sartini saglayan donistm siniflarini kullanarak Rhoades [124]" Un sonuglarini daha da

genellestirdi.

Osilike ve Udomene [86]’ da; Harder ve Hicks [90], [122], [123], Rhoades [88], [124] ve

Osilike [84] tarafindan kullanilan ispat metodlarindan daha kisa olan bir ispat metodu
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kullanilarak (4.5) sartini saglayan dontisimler tarafindan tretilen Picard (3.2), Kirk (3.7)

ve Ishikawa (3.9) iterasyon yontemleri icin kararlilik teoremleri ispatladilar.

Berinde [89], Osilike ve Udomene [86]" daki ayni ispat metodunu kullanarak Harder ve

Hicks [90]" daki kararlihk sonuglarini yeniden ispatladi.

Imoru ve Olatinwo [125], (2.30) sartini saglayan dontisim siniflarini kullanarak Harder
ve Hicks [90], Rhoades [88], [124], Osilike ve Udomene [86], Osilike [84], Berinde [89]’

daki bazi kararlilik sonuglarini genellestirdiler.

Olatinwo [98] bu egilimi devam ettirerek (2.30) sartini saglayan donisiimler tarafindan
Uretilen Kirk-Mann (3.16) ve Kirk-Ishikawa (3.15) iterasyon yontemleri icin [84], [86-
90], [124], [126] ve [127]) deki bazi sonuclari genellestiren kararliik teoremleri

ispatladi.

2012 yilinda Chugh ve Kumar [99] Kirk-Noor (3.17) iterasyon yontemini tanimlayarak
(2.30) sartini saglayan donistmler tarafindan Uretilen bu iterasyon yontemi igin
Olatinwo [98]’ de ve burada atif yapilan ¢cok sayidaki calismada elde edilen sonugclari

genellestiren bir kararlilik teoremi ispatladilar.

Bu bolimin devaminda, bir Onceki bolimde tanimlamis oldugumuz iterasyon

yontemlerinin kararhliklarina iliskin bazi yeni sonuglar incelenecektir.

Teorem 4.2 X bir normlu lineer uzay, T: X — X donilisimu (2.30) sartini saglayan bir
contractive-like donlisim ve @:R™ — R"™ fonksiyonu go(O):O sartini saglayan bir alt
toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}:zo, Kirk-multistep iterasyon yontemi

(3.19) tarafindan uretilen bir dizi olsun. T’ nin bir g sabit noktasina sahip oldugunu

kabul edelim. Bu durumda Kirk-multistep iterasyon yontemi (3.19) kararhdir.

ispat {y,} = ve p=Lk-1 igin {uf} . dizileri X’ te keyfi dizler olsunlar.

yn+1 _an,Oyn _zan,[lTilurlL ’ p :lﬂk_l |(_;|n

i=1

n=0,1,2,... icin & =

p+l

Sk
» i p+1 . k-1 _ k=1 i . _
uy =By, + E 1, IT” , k=2 igin u, = E B, T"y, ve lim _, & =0 olsun.
-

1+1 =1
Simdi lim , y, =gq oldugu gosterilecektir.
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(2.30) ve Lemma 3.31’ den

51 5
i1 i1
Vs _a”soyn - zaﬂ,lT lun + an,Oyn + zan,lT lun —q

||yn+1 - q” =
i=1 ij=1
<&, e, (v, —9)+ D a,, (Tzlurll _Tuq)
ij=1
S ) )
<a,,|y, —q||+en +Z:0,ml T'u! _TuqH
i=1
D (i) o
<ty —gl+e+ 2 e, U"" 90’ (g~ Tq])+a* |u, g
i=1 =1

= 6Zn,O urlt —4q| (46)

yqn(za]
=1

n=

ve (3.63) ve (3.64)" Un elde edilmesinde yapilan benzer hesaplamalarla

1 1
un - q” S ﬂn,O

uj —q”, (4.7)

yn—qll{iﬂi,l—za"zj
=l

u, _QH < ,BnZ,o

us —q” (4.8)

¥, —q||+(2 /3,12,,-361"3j
iy=1

esitsizlikleri elde edilir.

(4.6), (4.7) ve (4.8)" in birlestiriimesiyle

51 ) 52 ) 53 .
Yunt _q” < (Z an,ilall ]( ﬂi,izalz J(Z ﬂ:,i3al3j ”3 _qH
i=1 =1 iy=1
Sl SZ
' 1 i 2
+ zan,ilall Zﬁn,izalz ﬂn,O yn_q”
i=1 ih=l
Sl
' 1
+ Da,a | Brolly, g+ ly. —d]+e, (4.9)
i=1
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oldugu elde edilir.

Yukaridaki islemlerin devam ettirilmesiyle

y,m—q||s[ian,,.laﬁ][iﬂ,zhaJ [zﬂ.::ﬁ J
i ip=1

u, - qH
§=1 i =1

Sy K
. 1 .
+ {an,o + (Z an,i, all }ﬂn,o + LZ an,ilall J(Z ﬂn Ji 12 J n,0
ij=l1 i =1
51
i k-3 k=2
teeet Zan,ilall Zﬁnzz Zﬁ;le zalAz ﬁn,O
i=1 i o=l

ifadesi elde edilir.

y,—q|+e,  (4.10)

Yine (2.30) ve Lemma 3.31" in kullanilmasiyla

u~d|=

Sk
k-1 lk _ k—=1rpiy
Zﬁnt,L Zﬁn,ikT q
i =0

lA—

k-1
n,i;

Tikyn —Ti"q

lk—

a3 5[ e -

e

oldugu elde edilir.

bl

v, 4| (4.11)

(4.11)" in (4.10)’ da yerine yazilmasiyla

51 52
l i 1 ] 2
yn+1 q” _{ano +(Z ant a' j n,0 +(zan,[lallj{Zﬂn,izalzjlgnO
| i=1 i,=1
51 55
j 1 k-3
+eeet zan,ilall Zﬂn,iza Zﬁnzkz 2
i=1 =1 ip_o=1
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—q||+e, (4.12)

5 Sy k
i 1 k-2 k-1 _j
+(2an,ilall}(2ﬂn,léa j [Zlﬂnlkl lk]JLZ;)ﬁn,ikalkJ} yn
n= = 1= I

esitsizligi elde edilir.

Buradan o’ nin (3.70) ile verilen ifade ile ayni oldugu gorilur. Boylece Lemma 3.30" un

(4.12)’ ye uygulanmasiyla lim =g olarak elde edilir.

n—>0 yﬂ

Simdi lim =¢q oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim . _& =0 oldugu

n—>0 y}’l n—»0 n

gosterilecektir.

Lemma 3.31’ den

51
— _ _ iyl
n = || Vst 6Zn,Oyn Z 6zn,il T u,

i=1

5
_ _ _ i1
< yn+1 q” + q an,Oyn Z an,il T un

=1

a0 (q-v,)+ 20, (T"q=T"u,)

i =1

=y —dl+

-dl+ X,

ll—

T'q—T'"u

o-als S {4 (ol -

|

<|ya—dl|+ ..

ll—

=y, —dl+ ey, - QI|+(Zama qu u, (4.13)
oldugu ve (4.7) ve (4.8)" in hesaplanmasinda yapilan benzer islemlerden
Hq u q||+(2ﬂnlza J 21, (4.14)

73



u, —q”<ﬁn0 u, —q” (4.15)

V- CIII{Z@ ' ]

13—

olduklari elde edilir.

(4.13), (4.14) ve (4.15) in birlestirilmesiyle

n

‘< y,m—q||+[‘“zlan,,.lafj[zﬂ,ﬂz j[zﬁ,, J

=1 ir=1

+{an,o+[21an,ﬁa"] (Zan ,a ](Zﬂn ,a j } v, | (4.16)
i=1
oldugu elde edilir.
Yukaridaki islemlerin devam ettirilmesiyle
gn < yn+1 _q”
(e[ e s
i=1 i =1
+ {an,o +[ian,l]ail Jﬂi,o +(i Oln,ilail ](i ﬂrt,izaiz Jﬂnzo
=1 i=l1 ir=l1
+-- +(Zama j(iﬂjha j [Z/gffz mj - } y, - q” (4.17)
=1 ih=1 ip =1

ifadesi elde edilir.

Yine (2.30) ve Lemma 3.31’ in kullanilmasiyla (4.11)" in hesaplanmasinda yapilan

benzer islemlerden

g —q| (4.18)

(Zﬁn ,ja’kj Y,

lk_

oldugu elde edilir.
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(4.18)" in (4.17)’ de yerine yazilmasiyla

g, <

Vo — 4|

ir=l1

K 51 S5
; 1 i 1 . 2
+ {an,o + [Z an,il all Jﬁn,o + (Z an,il all ](Z ﬁn,izalz Jﬂn,o
ip=1 ij=1

S 52 Sk=2
coe il 1 iz cee k=3 ik’z k-2
+ +[Zan,ila ][Zﬁn,iza ] [ Z ﬂn,i,‘,za Jﬂn,o
ij=1

5 ) 5y 1 ) S| i Si P
h - - -1 =
+ Za"yila Zﬂ”siza Z ﬂnsik—]a Zﬂ"’ik a
i=1 i=1 iy =1 i, =0

esitsizligi elde edilir.

v, 4| (4.19)

Buradan o, (3.70) ile verilen ifade ile ayni olup benzer hesaplamalarla o € (O,l) olarak
elde edilir. Boylece lim, , y, =g kabuliinden dolayi (4.19)" dan lim &, =0 oldugu

elde edilir.

Asagidaki teoremler bir onceki teoremin ispatinda kullanilan yontem ile kolayca

ispatlanabileceginden ispatsiz olarak ifade edileceklerdir.

Teorem 4.3 X bir normlu lineer uzay, 7: X — X doénisimi (2.30) sartini saglayan bir
contractive-like donusim ve @:R"™ — R"™ fonksiyonu (0(0):0 sartini saglayan bir alt
toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}:lo, Kirk-multistep-SP iterasyon
yontemi (3.22) tarafindan uretilen bir dizi olsun. T’ nin bir g sabit noktasina sahip

oldugunu kabul edelim. Bu durumda Kirk-multistep iterasyon yontemi (3.22) kararlidir.

Teorem 4.4 X bir normlu lineer uzay, T: X — X donlsimu (2.30) sartini saglayan bir

contractive-like donlisim ve @:R"™ — R"™ fonksiyonu go(O) =0 sartini saglayan bir alt

toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}:zo, Kirk-SP iterasyon yontemi (3.18)

tarafindan Uretilen bir dizi olsun. 7"’ nin bir ¢ sabit noktasina sahip oldugunu kabul

edelim. Bu durumda Kirk-SP iterasyon yontemi (3.18) kararlidir.
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Teorem 4.5 X bir normlu lineer uzay, 7: X — X doénlisimi (2.30) sartini saglayan bir

contractive-like donusim ve @:R"™ — R"™ fonksiyonu (0(0) =0 sartini saglayan bir alt

toplamsal, monoton artan fonksiyon olsun. {xn}io, Kirk-S iterasyon yontemi (3.23)

tarafindan uretilen bir dizi olsun. 7"’ nin bir g sabit noktasina sahip oldugunu kabul

edelim. Bu durumda Kirk-S iterasyon yontemi (3.23) kararhdir.
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BOLUM 5

BAZI ITERASYON YONTEMLERINE KARSILIK GELEN DONUSUMLERIN
SABIT NOKTALARININ VERi BAGLILIGI

Daha onceki bolimlerde islendigi lizere sabit nokta teori; sabit noktalarin varligi,
tekligi, insasi, iterasyon yontemlerinin yakinsakliklari ve yakinsakhklarinin denkligi,
itearsyon yontemlerinin kararlilig vb. gibi ¢ok gesitli konulari arastirmakla ilgilenir. Bu

temalardan biri de 6nemli bir arastirma konusu olan sabit noktalarin veri bagliligidir.

Sabit nokta teorinin literatiiriinde, sabit noktalarin veri baghhg konusu ile ilgili cok
sayida ¢calisma mevcut olmakla birlikte yogun olarak metrik uzaylarda Picard iterasyonu
icin, Berinde [128], Chifu ve Petrusel [129], Espinola ve Petrusel [130], Markin [131],
Rus ve Muresan [132], Rus vd. [133] ve bu calismalardaki diger bazi referanslar
tarafindan calisilmistir. Son zamanlarda normlu lineer uzaylarda ve Banach uzaylarinda
diger iterasyon yontemleri i¢in calisiimaya baslanan bu konuya katkida bulunan bazi
yazarlar, Chugh ve Kumar [104], Chugh vd. [134], Karakaya vd. [135], Olantiwo [136],
[137], Soltuz ve Grosan [103] ve Soltuz [102], [138] dir.

Sabit noktalarin veri bagliligi konusunda ilgilenilen problem su sekilde agiklanabilir:

Asagida verilen tanim ve teoremlerin sadeligi agisindan aksi belirtiimedikge, X bir

Banach uzayi, B < X bos olmayan kapali ve konveks bir kiime, T : B — B taniml bir

donlisim ve F, = {p eX:p :Tp} kiimesi T’ nin sabit noktalarinin kiimesi olarak ele

alinacaktir.
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Tanim 5.1 T,T:B — B iki operator olsun. Her x € B ve uygun bir £ >0 igin

HTx—TxHSE (5.1)

ise T’ ya T’ nin bir yaklasim operatori denilir [70].
Bir 7 donusiminiin p ile gosterilen sabit noktasi hesaplanirken, gesitli sebeplerden

dolayr T’ nin Tanim 5.1’ deki sartlari saglayan T gibi belirli bir yaklasim operatori
kullanihir. 7 nin belirli bir metodla hesaplanabilen ¢ gibi bir sabit noktaya sahip

oldugunu kabul edelim. Bu durumda dogal olarak asagidaki problemler ortaya

citkmaktadir:

(i) pyaklasik olarak ¢ mudur?

Eger cevap evet ise

(i) ||p—q|| degeri nasil hesaplanabilir?

Yukarida verilen referanslarda, farkli dontisim siniflari ve iterasyon metodlari icin (i) ve

(ii) ile verilen problemlere olumlu cevaplar bulunmustur. Bu cevaplardan biri Soltuz ve

Grosan [103] tarafindan asagidaki teoremle verilmistir:

Teorem 5.2 X bir reel Banach uzayi, B < X bos olmayan konveks ve kapali bir kiime

ve &>0 sabit bir sayi olsun. T:B— B (2.30) sartini saglayan bir donlisim ve
S: B — B bir donlsiim olsun. T’ nin x* gibi ve S nin de (x a yeterince yakin) u"

gibi sabit noktalara sahip olduklarini kabul edelim. Eger

|7z Sz|<e, VzeB

bagintisi saglaniyor ise, bu durumda

olur.
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Ornek 5.3 T:R - R dénisimi

0 ,xe(-x,2]
Tx =
—-0.5 ,xe (2,+oo)

ile verilsin. Bu durumda ¢ =1 (0zdeslik donlisimi) olmak lizere, T donisimu

0 =0.2 ile (2.30) sartini saglayan bir contractive-like donisiimdir ve sabit noktasi 0

dir.

Simdi, sabit noktasi 1 olan ve

{1 ,x € (—0,2]
Sx =
-1.5 ,xe(2,+oo)

ile tanimlanan S:R — R doénlisimini ele alalim.
Bu iki donlsim arasindaki uzakligi € =1 olarak alalim, yani Vx € R igin

|Sx =T <1

olsun.
u,=x,=0 ve a,=p, :1/(n+1) olarak segelim. Teorem 5.2’ den bagimsiz olarak,

Ishikawa iterasyonunun § donisimiine uygulanmasiyla

Cizelge 5.1 u, = x, =0 baslangi¢c degerive o, = 3, :1/(n+1) segimii¢in S donuslimu

ile elde edilen Ishikawa iterasyon yonteminin ilk 100 adiminin hesaplanmasi

iterasyon Adim Sayisi | Ishikawa iterasyonu

1 0.5
10 0.9
100 0.99

oldugu elde edilir. Sunu belirtmeliyiz ki, n =1 i¢in
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oldugundan
05=—".0+——.s[L
n+l n+l 2

olarak elde edilir. (Yukaridaki hesaplamalar bir Matlab programi kullanilarak elde

edilebilir.) Buda bize, “S donisimiine uygulanan Ishikawa iterasyonunun x =1 sabit
noktasina yakinsayacagl” c¢ikariminda bulunmamizi saglar. Nihai olarak iki sabit nokta
arasindaki uzakligin 1 olacagi gorilebilir. Aslinda, S’ nin sabit noktasini bilmeksizin ( ve
onu hesaplamaksizin) Teorem 5.2’ yi kullanarak, bu sabit noktayi asagidaki sekilde

hesaplayabiliriz:

<Ll

l-qg 1-0.2

* *
X —U

Sonug olarak; S’ nin sabit noktasini hesaplamak yerine, T’ yi S’ ye ¢ok yakin segeriz

ve boylece sabit noktalar arasindaki uzaklk ¢ok kiictiltr [103].

Bu bolim, yeni tanimlamis oldugumuz Multistep-SP (3.20) iterasyon yontemi ve (3.12)
ile verilen S-iterasyon yontemi yardimiyla (2.30) sartini saglayan doénusiimlerin sabit
noktalarinin veri baghhklarina iliskin bazi sonuglarin sunulmasiyla sonladirilacaktir.

Asagidaki lemma bu sonuglarin elde edilmesinde 6nemli bir rol istlenecektir.

Lemma 5.4 {an}jzo negatif olmayan bir dizi, her ne N icin u, €(0,1), i,un =0 Ve
n=0

n, 20 olsun. Her n > n, icin

a,.,<(1-p,)a, + w1,

esitsizliginin saglanacag sekilde bir n, sayisinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

0<limsupa, < ’111_1’)2 sup7,

n—»0

esitsizligi saglanir [103].
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Bu bollimde asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

Herhangi bir iterasyon yéntemi icin, {x,}  ~ve {u,}” ile s6z konusu iterasyon

yontemi tarafindan Uretilen ve sirasiyla 7 ve T’ ya karsilik gelen iteratif diziler

belirtilecektir.

Teorem 5.5 F, #(J olmak lzere T : B — B, (2.30) sartini saglayan bir dénisim ve T,

Tanim 5.1’ de oldugu gibi 7’ nin bir yaklasim operatérii olsun. {x,}” ve {u,}",

(3.21) ve

(i) 0<pB <a, <1,i=1k-1 (i) D a, =

n=0
sartlarini saglayan {an}:ozo,{,b”'}wi <[0,1) reel dizileriyle tanimli iki iteratif dizi olsun.

") n=0

Eger p=1Tp ve q:7~“q ise bu durumda

lp—q|<—= - 5 (5.2)

dir.

ispat. Sirasiyla T’ ve T’ ya karsilik gelen asagidaki multistep iterasyon yontemlerini ele

alacagiz:
X, €B,
:( )1)y)1+a)1Ty)1’
5.3
::( ))/+14_/? 73/+1 i __1 k, 2 ( )
(1 B 1)x +BTx,, k>2,neN,
ve
u, € B,
u,,, =(1 )vl+a Tv,,
_ (5.4)
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Bu durumda (2.30), (5.3) ve (5.4)" den asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

o =t = (1= ) (3 =2+, (19 = T3
<(1-a,),—vi+a [, -1
=(1-a,)|ys v+ @ |1, - v, + v}, - T}
A A e A
<(1=a)| v+ a8y -3 |+ (|, - 70!]) + e

= [l—an (1—5):|Hy,11 —viHJrango(Hyi —TyiH)Jrang, (5.5)

s =vil| == (2 =v2) + s (12 -T2

<(-p)2-vill+ Al -1

<(1-8) vz =2+ B - 12|+ B |1 -2
<(1=8))|y; -vi|+ B |v: —vi|+ Bo(|v: - 7))+ Be

=[1-8.(1-8)|v: =2 |+ Bio(|y; - 12]) + B (5.6)

vz =2 =|(= 82 ) (s =v2)+ 2 (132 - T7)
<(1=p0) i =]+ 2 i - 1)
<(1-g2) =i+ B s 2]+ 2 v - T

<(1=8)|v; —vi|+ B8 =i+ Blo |y, - 1)) + Bre
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=[1-8;(1=8) ||y2 —vi|+ Bro |y, - 12 )+ Bl (5.7)

(5.5), (5.6) ve (5.7) nin birlestirilmesiyle asagidaki esitsizlik elde edilir:

[~ <[1-at, (1-8) [1- 1 (1-)|[1- 82 (1-5) ]| ]|
+[1-a,(1-8)][1- £ (1-8)] 820 (| - 1))
+[1-a,(1-8)][1-8.(1-58)] B2z
+[1-a,(1-8)] (| - 1))

+[1—an (1—5):|ﬁ;5+an(0(uy; —Ty;H)Jrang. (5.8)

Boylece yukarida yapilan hesaplamalarin strdirilmesiyle

o=t <[1=a, (1=0)J[1= B (1=8)]--[1- 817 (1= i =27
+[1-a,(1-0)][1-8,(1-8) |--[1- 5 (1-0)] 5. 0 (|2 - 132"
wet[1=a,(1-8)] Bo(|y: -11]) + e (|, - 101
+1-a,(1-0)|[1-£,(1-8) ] [1- 87 (1-6) ] £«
toot[1-a, (1-6)] Ble+ae (5.9)

oldugu elde edilir.

Yine (2.30), (5.3) ve (5.4)’ den asagidaki esitsizligi elde ederiz

i === A7) 5, =) + B (7, = T, )|

< (l—ﬂf"l)”xn —un||+ﬂf"1 HTxn —]N”unH
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< (1 - B! )”xn —-u, || + B! HTxn — 7~"unH + B! HTun —fun H

<[1-87(1-0) ||x, —u|+ B0 (|x, — Tx,]) + B . (5.10)

(5.10)" un (5.9)’ da yerine yazilmasiyla asagidaki esitsizlik elde edilir

[, | <[1-a, (1-0)][1- B, (1=8) |- [1- 87 (1-6) ]|, ~u,
+[1-a,(1-0)|1- A, (1-0)]-[1- 57 (1-9)] B o |x, ~ T,
+[1-a,(1-8)][1-8,(1=8) ]--[1- 8 (1-8) | 50 (| - 137
wet[1=a,(1-8)] Bo(|y: - 1) + e (|, - 101
+1-a,(1-8)|[1-£.(1-6) ] [1- 7 (1-6) ] 5«
+ot[1-a,(1-8) ]| fleta,e. (5.11)

5e0.1), {a, )", <[0.1) ve i =Lk—1 igin {£}" <[0.1) olduundan

[1-a,(1-0)][1-B,(1-0) |- [1- B (1-5) | <1-a,(1-5) (5.12)

dir.

(5.12) esitsizliginin ve (i) hipotezinin (5.11)’ de kullanilmasiyla

||)cn+1 - “m” < [1 -a, (1 - 5)] ||xn -u, ||
+a, (|, 7, |)+ 0 (lvi - 147)

T | e 81

+a,ctac++agt+aE

=[1-a,(1-6)]|x, ~u,| (5.13)
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1-5

oldugu elde edilir.

a,, i, ve n ' iasagidaki sekilde tanimlayalim

a,=|x,-u,|,
u,=a,(1-5)e(0,1),

o(|x, =T )+ o[y =135 |) +---+ o(|s = 1] + ke
= -5 '

Teorem 3.23’ den lim”xn —p||:0 oldugu saglanir. T, (2.30) sartini sagladigindan ve

Ip = p € F, oldugundan

0< ||xn —Txn”
<|x, = pl|+7p - T,
<|lx, = pl+S|p—x|+o(lp-1p])

=(1+)[x, = p| >0 (n > ) (5.14)
oldugu elde edilir.

Her neN, i=1k—-1 igin {ﬂi}wzo < [0,1) oldugu gdzoniine alinarak (2.30) ve (3.21)’ in

kullanilmasiyla

0< |y =10 = - p+p-1)]
<[z =pl+ sl -yl +o(lp-Trl)

=(1+8)v, = p| = (1+0)|(1-8) 32 + BTv2 = p (1- B+ 1))
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<(1+8){(1-8))|v - |+ B5|v? - P
=(+8)[1-£,(1-9) || 4|
< (1+8)[1-p,(1-0)J[1-4,7 (1=8) v -

<(1+0)[1- B (1-8) |--[1- B (1-8) ||, - p| < (14 )|, - p| —=22>0  (5.15)

oldugu elde edilir.

(5.15) de elde edilen sonucun HTyj—yjH,HTyj—yj”,...,HTyf’l—y,’j’lu icinde gegerli

oldugunu gérmek kolaydir. ¢ strekli oldugundan

timo (|, =7, ) = lim o (|75, -, ) = tim (|75 - 7]
=limo(|732 -»2[) =--- = o (|75 - 57[) =0 (5.16)

dir.

Boylece Lemma 5.4’ {in (5.13)" e uygulanmasiyla

ke
lp—d|< I

oldugu elde edilir.

Teorem 5.6 T ve T, Teorem 5.5 deki gibi iki déniisim olsun. {x,} ., ve {u,} .,

(3.12) ve
(i) her neN igin 1/2<a,, (i) D a, =
n=0
sartlarini saglayan {a,}  .{,} , =[0,1) reel dizileriyle tanimli iki iteratif dizi olsun.
Eger p=Tp ve g = Tq ise bu durumda

3¢
||p—q||£§ (5.17)
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dir.

ispat. Sirasiyla T’ ve T’ ya karsilik gelen asagidaki S-iterasyon yontemlerini ele alalim:

X, €B,
X =(1-a,)Tx, +a,Ty,, (5.18)
yn :(l_ﬂn)xn +ﬂnTxn’ ne N’

ve
u, € B,
u,, =(1-a,)Tu, +a,Tv,, (5.19)
v, :(l—ﬂl)un +pTu,,neN.

(2.30), (5.18) ve (5.19)" u kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz

[ =t = 1=, ) (75, =, )+ @, (79, =T, )|

<(1-a,) |, - Tu, |+ e, |1y, -7,

=(1-a,)|7x, = Tu, + Tu, ~Tu, |+ &, |7, = v, + v, - Tv, |

<(1-a, )|, ~ T+ |7, ~ T, |} + {13, v, |+ 73, - T,

<(1-a,) {8, |+ o (lx, ~Tx,|) + ¢}

+a, {8y, v+ (I, -.0)+ <}, (5-20)
Iy, v =J1= 85, =)+ 5, (73, - T, )
(1=, —u, |+ B, |75, ~Tu,|

:(l—ﬂn)”xn —un||+[7’n HTxn ~Tu, +Tu, —7~’unH
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< (l—ﬂn )”xn —u, |+, {”Txn ~Tu, ||+HTun —fun

}

<(1-8,) +g0(||xn —Txn||)+8}

+,Bn{5

xn - un xn - un

=[1-4,01-5)]

+B,9(

xn - un xn _Txn )+ ﬂng'

(5.20) ve (5.21)" in birlestirilmesiyle

X

<{1-a )5+ a0[1-4,0-0))

n+l un+l xn - un

+{l-a, +an5ﬂn}(p(

)

X, —Txn||)+an(0( v, — Ty,
+a,0,e+(1-a,)e+a,e.

oldugu elde edilir.

{a,}” A8}, <=[0.1) ve §€[0,1) oldugundan her neN igin

(1-a,)6<1-a,, 1-8,(1-6)<1, a,58, <q,

ve ayrica (i) hipotezinden

l-a <«

n n

esitsizlikleri saglanir.
Boylece (5.23) ve (5.24)" iin (5.22)" de kullaniimasiyla

S[l—an(l—é')]

X

+ 205,1(0(

)

n+l un+1 ‘xn - un xn - Txn

+an¢)( v, — Ty, )+ang+ang+ane,

veya buna denk olarak

S[l—an (1—5)]

xn+1 - un+1 xn - un
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{20(

)+

1-6

x,—Tx, v,— 1y, )+35}

+a,(1-5)

(5.26)

oldugu elde edilir.

a,, i, ve n ' iasagidaki sekilde tanimlayalim

an = ||xn _un ’

u,=a,(1-5)e(0,1),

2(0( x, —1Tx,

)+o(ly, -,
-5

)+35

77}’[ ::

Teorem 3.24’ den 1im||xn —p||:0 oldugu saglanir. T, (2.30) sartini sagladigindan ve

Ip = p € F; oldugundan Teorem 5.5’ in ispatindakine benzer sekilde

lgr?0||xn ~Tx,||= lijg||yn ~Ty ||=0
olur ve @ sirekli oldugundan
limgo( x, —Tx, ):limgo( v, =Ty, ):0

oldugu elde edilir. Béylece Lemma 5.4’ iin (5.26)" ya uygulanmasiyla

olarak elde edilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, literatlirde mevcut olan bircok iterasyon yontemini genellestiren Kirk-
multistep (3.19), multistep-SP (3.20), Kirk-multistep-SP (3.22) ve Kirk-S (3.23) iterasyon
yontemleri tanimlandi. Teorem 3.23, Teorem 3.24, Teorem 3.32, Teorem 3.33 ve
Teorem 3.34 de sirasiyla multistep-SP (3.20), S (3.12), Kirk-multistep (3.19), Kirk-S
(3.23) ve Kirk-multistep-SP (3.22) iterasyon yontemleri tarafindan Uretilen iteratif
dizilerle, (2.30) sartini saglayan contractive-like dontsimlerin (mevcut olmasi
durumunda) teklikle belirli olan sabit noktalarina yaklasimda bulunabilecegi gosterildi.
Bu sonuglara ek olarak, Teorem 3.26 ve Teorem 3.27 de sirasiyla, Mann (3.6) iterasyon
yonteminin (2.30) sartini saglayan contractive-like dontisiimlerin sabit noktalarina
yakinsakhginin multistep-SP (3.20) ve S (3.12) iterasyon yontemlerinin yakinsakliklarina
denk oldugu gosterildi ve Sonug 3.29 elde edildi. Bu calismanin 4. Bolim’iinde sabit
nokta iterasyon yontemlerinin T -kararlilig incelerek, Teorem 4.2’ de Kirk-multistep
(3.19) iterasyon yonteminin T -kararli (I’ dontslimine gore kararh) oldugu gosterildi.
ispatlarinin ayni paralellikte olusundan dolayi Teorem 4.3, Teorem 4.4 ve Teorem 4.5’
te ispatsiz olarak sirasiyla Kirk-multistep-SP (3.22), Kirk-SP (3.18) ve Kirk-S (3.23)
iterasyon yontemlerinin T -kararli olduklari ifade edildi. Son olarak, 5. Bolimde sabit
noktalarin veri baglihgl temasi islenerek, Teorem 5.5 ve Teorem 5.6’ da sirasiyla
multistep-SP (3.21) ve S (3.12) iterasyon yontemlerine karsilik gelen ve (2.30) sartini
saglayan contractive-like dontsiimlerin sabit noktalarinin veri bagliliklari ile ilgili

tahminler elde edildi.
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Teorem 3.32, Berinde [139]’ deki Teorem 1 ve Teorem 2’ yi, Kannan [49]’ daki Teorem
2 ve Teorem 3’ i, Kannan [140]’ daki Teorem 3’ i, Rhoades [141]’ taki Teorem 4’ (i,
Rhoades [142]’ deki Teorem 8’ i, Olatinwo [143]" deki Teorem 2.1’ i, Hussain vd. [100]

deki Teorem 2.6’ yi ve Soltuz ve Grosan [103]’ teki Teorem 3.1" i genellestirir.
Teorem 3.33, Hussain vd. [105]’ teki Teorem 8’ i genellestirir.

Teorem 3.34, Yildirim vd. [144]’ deki Teorem 2.1’ i, Chugh ve Kumar [119]’ deki Teorem

2.1’ i, Hussain vd. [100]’ deki Teorem 2.4’ (i genellestirir.

Teorem 4.2, Osilike [84] teki Teorem 2, Osilike ve Udomene [86] daki Teorem 2 ve
Teorem 5’ i, Olatinwo vd. [126]’ teki Teorem 3’ (i, Olatinwo [98]" deki Teorem 3.1 ve

Teorem 3.2’ yi ve Chugh ve Kumar [99]’ daki Teorem 3.1’ i genellestirir.
Teorem 4.3, Yildinnm vd. [144]’ deki Teorem 3.6’ yi1 genellestirir.

Teorem 5.5, Chugh ve Kumar [104] teki Teorem 3.2’ yi genellestirir.
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